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Aula 1

MATRIZES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

reconhecer matrizes reais;

identificar matrizes especiais € seus principais
elementos;

estabelecer a igualdade entre matrizes.
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MATRIZES

Consideremos o conjunto de alunos do CEDERJ, ligados ao
polo Lugar Lindo, cursando a disciplina Algebra Linear I. Diga-
mos que sejam 5 alunos (claro que se espera muito mais!). Ao
longo do semestre, eles fardo 2 avaliagdes a distancia e 2 presen-
ciais, num total de 4 notas parciais. Para representar esses dados
de maneira organizada, podemos fazer uso de uma tabela:

Aluno ADI1 | AD2 | AP1 | AP2
1. Ana 4,5 6,2 | 7,0 | 5,5
2. Beatriz | 7,2 | 6,8 | 8,0 | 10,0
3. Carlos 8,0 75 | 59 | 72
4. Daniela | 92 | 85 | 7,0 | 8,0
5. Edson 6,8 | 72 | 6,8 | 7,5

Se quisermos ver as notas obtidas por um determinado aluno,
digamos, o Carlos, para calcular sua nota final, basta atentarmos
para a linha correspondente (8,0; 7,5; 5,9; 7,2). Por outro lado,
se estivermos interessados nas notas obtidas pelos alunos na se-
gunda verificagdo a distancia, para calcular a média da turma,
devemos olhar para a coluna correspondente (6,2; 6,8; 7,5; 8,5;
7,2). Também podemos ir diretamente ao local da tabela em que
se encontra, por exemplo, a nota de Carlos na segunda avaliacao
a distancia (7,5).

E esse tipo de tratamento que as matrizes possibilitam (por
linhas, por colunas, por elemento) que fazem desses objetos ma-

tematicos instrumentos valiosos na organiza¢ao e manipulagao
de dados.

Vamos, entdo, a definicdo de matrizes.

Definicao 1.1.

Uma matriz real A de ordem m x n ¢ uma tabela de mn
nameros reais, dispostos em m linhas e n colunas, onde m
€ n sao numeros inteiros positivos.

Uma matriz real de m linhas e n colunas pode ser represen-
tada por A,,x,(R). Neste curso, como sé trabalharemos com



matrizes reais, usaremos a notacdo simplificada 4,,x,, que se
1é¢ “A m por n”. Também podemos escrever 4 = (a;;), onde
i €{l,....m} é o indice de linha e j € {1,...,n} é o indice de
coluna do termo genérico da matriz. Representamos o conjunto
de todas as matrizes reais “m por n”por M,,»,(R). Escrevemos
os elementos de uma matriz limitados por parénteses, colchetes
ou barras duplas.

[ Exemplo 1.1. ]

2 =3
a. Uma matriz3 x 2 : 1 0

V2 17

: 5 3
b. Uma matriz2 x 2 ; ( 112 )

—4
c. Uma matriz3 x 1: 0
11

De acordo com o nimero de linhas e colunas de uma matriz,
podemos destacar os seguintes casos particulares:

e m = 1: matriz linha

e n = 1: matriz

e m = n: matriz quadrada. Neste caso, escrevemos apenas

A, e dizemos que “4 ¢ uma matriz quadrada de ordem n”.

Representamos o conjunto das matrizes reais quadradas de
ordem n por M, (R) (ou, simplesmente, por M,).

[ Exemplo 1.2. ]

a. Matrizlinhal x4: [ 2 -3 4 1/5]

4
b. Matrizcoluna3 x 1: | 17
0

Os elementos de
uma matriz podem
ser outras
entidades, que nao
numeros reais.
Podem ser, por
exemplo, nimeros
complexos,
polindmios, outras

matrizes etc.

As barras simples
s30 usadas para
representar
determinantes,
cOmo veremos na
Aula 5.

CEDERJ 9
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c. Matriz quadrada de ordem 2: [ ; _3 ]

Os elementos de uma matriz podem ser dados também por
formulas, como ilustra o préximo exemplo.

[ Exemplo 1.3. ]

Vamos construir a matriz 4 € M>,4(R), 4 = (a;;), tal que

o l'2+j, sei=j
U=\ i—2j, seis ]

aip di2 a1z a4

A matriz procurada ¢ do tipo 4 = .
axy ax a3 ax

Seguindo a regra de formagado dessa matriz, temos:

ayp=12+1=2 ap=1-2(2)=-3
a22:22+2:6 a13:1—2(3):—5
a14:1—2(4):—7 a21:2—2(1):O
ans :2—2(3):—4 a24:2—2(4):—6
2 -3 =5 =7
Logo.d=14 ¢ 4 ¢

IGUALDADE DE MATRIZES

O proximo passo € estabelecer um critério que nos permita
decidir se duas matrizes sdo ou ndo iguais. Temos a seguinte
definicdo:

Duas matrizes 4,B € My,x,(R), A = (a;;),B = (b;;), sdo
iguais quando a;; = b;;,Vi€ {1,....m}, Vj e {1,...,n}.

[ Exemplo 1.4. ]

Vamos determinar a,b,c € d para que as matrizes

2a  3b 4 —9 S o
[C+d 6 } € [ 1 2¢ } sejam iguais. Pela definicdo de

igualdade de matrizes, podemos escrever:



2a =4
20 36 [4 -9 3b=-9
[c+d 6]_[1 20]:> ctd=1
6 =2c

Dai, obtemosa=2,b=—-3,c=3 ¢ d = —2.

AULA - MODULO 1

Numa matriz quadrada 4 = (a;;), i,j € {1, ...n}, destacamos
os seguintes elementos:

e diagonal principal. formada pelos termos a;; (isto €, pelos
termos com indices de linha e de coluna iguais).

e diagonal secundaria: formada pelos termos a;; tais que
i+j=n+1.

[ Exemplo 1.5. ]

Seja
3 -2 0 1
d— 5 3 =2 7
1/2 =3 & 14
-5 0 -1 6

A diagonal principal de 4 ¢ formada por: 3,3, 7,6
A diagonal secundaria de 4 ¢ formada por: 1,—2,—3,—5

MATRIZES QUADRADAS ESPECIAIS

No conjunto das matrizes quadradas de ordem »n podemos
destacar alguns tipos especiais. Seja A = (a;;) € M,(R). Dize-
mos que 4 ¢ uma matriz

e triangular superior, quando a;; = 0 se i > j (isto ¢, possui
todos os elementos abaixo da diagonal principal nulos).

e triangular inferior, quando a;; = 0 se i < j (isto €, possui
todos os elementos acima da diagonal principal nulos).

e diagonal, quando a;; = 0 se i # j (isto ¢, possui todos os
elementos fora da diagonal principal nulos). Uma matriz

CEDERJ 11
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No nosso curso nos °
referimos aos

numeros reais

como escalares.

Essa denominacao

¢ especifica da

Algebra Linear.

diagonal €, ao mesmo tempo, triangular superior e trian-
gular inferior.

0,sei#j
k,sei=j
Isto ¢, uma matriz escalar ¢ diagonal e possui todos os
elementos da diagonal principal iguais a um certo escalar
k.

escalar, quando a;; = { , para algum k € R.

0,sei+#j
I,sei=j
tidade ¢ uma matriz escalar e possui todos os elementos
da diagonal principal iguais a 1. Representamos a matriz
identidade de ordem # por 1,,.

identidade, quando a;; = { . Isto é, a iden-

(

Exemplo 1.6. ]

12 CEDERIJ

matriz classificacao
[ 4 1 2]
0 6 3 triangular superior
| 0 0 9 |
(2 0 0]
0 0 3 triangular superior
| 0 0 0 |
1 0 0] . : . e
0 4 0 tr}angular superior, triangular inferior,
00 0| diagonal
0 O . e
[ 3 0 } triangular inferior
[0 0| triangular superior, triangular inferior,
1 0 0 | diagonal, escalar
(5 0| triangular superior, triangular inferior,
0 5 diagonal, escalar




[ Exemplo 1.7. j é

)

S

Sdo matrizes identidade: =
1 000

1 00
1 0 0100

11:[1];12:{0 1 };13: 010 ;14: 001 0

0 0 1 <

0 0 01 =

<

De modo geral, sendo » um ntimero natural maior que 1, a
matriz identidade de ordem n ¢

[ 1 0 .. 0 0]
1 .00
001 ..00
[n: . .
000 1
000 ..0°1

Definicao 1.2.

A matriz nula em M, ,(R) é a matriz de ordem m X n que
possui todos os elementos iguais a zero.

[ Exemplo 1.8. ]

Matriz nula 2 x 3: [

oS O
.

Matriz nula 5 x 2:

S o000 <9<
S oo oo <9<

CEDERJ 13
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Definicao 1.3.

Dada 4 = (aij) € Muxn(R), a oposta de A é a matriz
B = (bij) € men(R) tal que bij = —ajj, Vi € {1,...,m},
Vj € {l,....,n}. Ou seja, os elementos da matriz oposta de
A sdo os elementos opostos aos elementos de 4. Representa-
mos a oposta de A4 por —A.

[ Exemplo 1.9. ]

3 -1 0
A oposta da matriz 4 = ? \/g g ¢ a matriz
—6 10 -2
-3 1 0
-2 V3 -4
A= 0 8
6 —10 2

Resumo

Nesta aula, vimos o conceito de matriz e conhecemos seus
tipos especiais. Aprendemos a comparar duas matrizes, a
identificar a matriz nula e a obter a oposta de uma matriz.
Também vimos algumas matrizes quadradas que se destacam
por suas caracteristicas e que serdo especialmente uteis no
desenvolvimento da teoria.

1. Escreva a matriz 4 = (a;;) em cada caso:

, . ) 3itj,sei=]
a.Aedot1po2><3,ea,]—{ i—2j seidj
2i,sei<j
b. 4 ¢ quadrada de ordem4 ea;; = i—j,sei=j
2j,sei>j



o _J O, seiFj
c. Aedot1po4><2,ea,]—{ 3, sei=
d. A4 ¢ quadrada terceira ordem e a;; = 3i — j +2.

2. Determine x e y tais que
a 2x+y | | 1
Tl 2x=y | | 9

eI R

Autoavaliacao

Voce nao deve ter sentido qualquer dificuldade para acompa-
nhar esta primeira aula. S3o apenas defini¢des e exemplos.
Se achar conveniente, antes de prosseguir, faca uma segunda
leitura, com calma, da teoria e dos exemplos. De qualquer
maneira, vocé sabe que, sentindo necessidade, pode (e deve!)
entrar em contato com o tutor da disciplina.

Até a proxima aula!!

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

. 4 -3 5]
o 8 —4 |
[0 2 2 2]
2.0 4 4
b 12 406
|2 46 0 |
[3 0
0 3
C. 0 0
00
4 3 2
d | 765
10 9 8
2. ax=5y=1
b. x=y=-1

CEDERIJ 15

AULA - MODULO 1



Algebra Linear | Operagdes com Matrizes: Transposi¢do, Adigdo e Multiplicagdo por Nimero Real

16 CEDERIJ



/

Aula 2

OPERACOES COM MATRIZES: TRANSPOSICAO,
ADICAO E MULTIPLICACAO POR NUMERO REAL

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

obter a matriz transposta de uma matriz dada;
identificar matrizes simétricas e antissimétricas;
obter a matriz soma de duas matrizes;

obter o produto de uma matriz por um numero
real;

aplicar as propriedades das operagdes nos calculos
envolvendo matrizes.
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OPERACOES COM MATRIZES

Na aula passada, definimos matrizes e vimos como verifi-
car se duas matrizes sdo ou ndo iguais. Nesta aula, iniciamos o
estudo das opera¢des com matrizes. E através de operagdes que
podemos obter outras matrizes, a partir de matrizes dadas. A pri-
meira operagao com matrizes que estudaremos - a transposic¢ao -
¢ unaria, isto ¢, aplicada a uma tinica matriz. A seguir, veremos
a adi¢do, que ¢ uma operagao bindria, ou seja, ¢ aplicada a duas
matrizes. Finalmente, veremos como multiplicar uma matriz por
um numero real. Por envolver um elemento externo ao conjunto
das matrizes, essa operagao ¢ dita externa.

TRANSPOSICAO

Dada uma matriz 4 € M,,»,(R), A = (a;;), a transposta de A
¢ a matiz B € Myu(R), B = (b;) tal que
bji =a;;,Yi e {1,...m},Vje {1,...,n}. Representamos a ma-
triz transposta de A por A7 .

Note que para obter a transposta de uma matriz 4, basta es-
crever as linhas de 4 como sendo as colunas da nova matriz (ou,
equivalentemente, escrever as colunas de 4 como as linhas da
nova matriz.)

[ Exemplo 2.1. J

1. Seja 4 = [i § (5)} A transposta de 4 ¢ a matriz
31
AT=| =2 7
50
| -3 4 ~ a7 | =3 4|
2. SeM—{ 4 9},entaoM —[ 4 9]—M.

Comparando uma matriz com sua transposta, podemos defi-
nir matrizes simétricas e antissimétricas, como segue:

18 CEDERIJ



Definicao 2.1.
Uma matriz 4 é:
o simétrica, se AT = A

e antissimétrica, se AT = —A

Segue da defini¢do anterior que matrizes simétricas ou antis-
simétrica sdo, necessariamente, quadradas.

[ Exemplo 2.2. ]

1. As matrizes

3 -2 V3 19 3/2
—251,3/2_7,e
V3 o1 8

1 -2 1/5

—2 7 ? sdo simétricas
1/5 9 0 8 )
8

0 -1 4

2. A matriz M, do Exemplo 2.1, é simétrica.

Note que, numa matriz simétrica, os elementos em posigoes
simétricas em relagdo a diagonal principal sdo iguais.

[ Exemplo 2.3. ]

As matrizes /
0 2 —1/2
((1) _(1)), -2 0 51, e
1/2 =5 0
0 -2 1/5 0
2 0 2 1 30 antissimétrica
“1/5 -9 0 2 sdo ssimétricas.
0 1 -8 0

Note que uma matriz anti-simétrica tem, necessariamente,
todos os elementos da diagonal principal iguais a zero.

CEDERJ
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ADICAO

Voce se lembra do exemplo que demos, na Aula 1, com a
relacdo de nomes e notas da turma de Lugar Lindo? Cada aluno
tem seu nome associado a um niimero (o nimero da linha). As-
sim, sem perder qualquer informagao sobre os alunos, podemos
representar apenas as notas das avaliagdes numa matriz 5 por 4:

45 6,2 7,0 5,5
7,2 6,8 8,0 10,0
A=|8,0 7,5 59 7.2
9,2 8,5 7,0 8,0
6,8 7,2 6,8 7,5

Vamos supor que as provas tenham sido submetidas a uma
revisdo e que as seguintes alteracdes sejam propostas para as
notas:

0,5 0,0 0,0 0,2
~0,2 0,5 0,5 0,0
R=| 00 02 06 —0,1
0,0 0,5 0,0 0,2
0,2 0,0 0,0 0,3

A matriz N, com as notas definitivas, ¢ a matriz soma das
matrizes 4 e R, formada pelas somas de cada nota com seu fator
de correcdo, isto ¢, cada termo de 4 com seu elemento corres-
pondente em R:

4,5+0,5 6,2+0,0 7,0+0,0 5,540,2
7.24(=0,2) 6,8+0,5 8,0+0,5  10,0+0,0

N=A+R= 8,04+0,0 7,5+0,2 59+0,6 7,24 (—0,1)
9,240,0 8,5+0,5 7,0+0,0 8,0-+0,2

6,840,2 7,240,0 6,8+0,0 7,540,3

5,0 6,2 7,0 5,7
7,0 7,3 8,5 10,0
Logo,N=| 8,0 7,7 6,5 7,1
9,2 9,0 7,0 8,2
7,0 7,2 6,8 7,8

20 CEDERJ



Definicao 2.2.

Dadas as matrizes A = (a;;),B = (b;j) € Myuxn(R), a matriz
soma de A e B ¢ a matriz C = (c;j) € Myuxn(R) tal que

Cij = aij—l—bij, Vi e {1,...,}’}1}, Vj e {1,...,11}

Representamos a matriz soma de 4 e B por A + B. Em pa-
lavras, cada elemento de 4 + B ¢ a soma dos eclementos cor-
respondentes das matrizes 4 e B. A diferenga de A e B, in-
dicada por 4 — B, ¢ a soma de 4 com a oposta de B, isto ¢é:
A—B=A+(-B).

[ Exemplo 2.4. ]

1—54+1—2_—42

2 1 0 3| | 2 4

[ 3 8 2 —1 3 8 -2 1
2.1 =1 4 |—=| 7 2|=|-14|+]| -7 =2 |=
| 7 2 -3 6 7 2 3 -6
[ 1 9

-8 2

| 10 —4

MULTIPLICACAO POR UM NUMERO REAL

Sejad = [ g _i ] Queremos obter 24:

301 301 2x3  2x1
2A_A+A_[2 —4]“{2 —4]_[2x2 2% (—4)

Em palavras, o produto da matriz A pelo numero real 2 ¢ a
matriz obtida multiplicando-se cada elemento de 4 por 2.

Voltemos a nossa tabela de notas dos alunos do CEDERJ.
Suponhamos que, para facilitar o calculo das médias, queiramos

CEDERJ 21
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trabalhar numa escala de 0 a 100 (em vez de 0 a 10, como agora).
Para isso, cada nota devera ser multiplicada por 10. Teremos,
entdo, a seguinte matriz:

50 62 70 57

70 73 85 100
ION= | 80 77 65 71
92 90 70 82

70 72 68 78

Podemos, entdo, definir a multiplicagdo de uma matriz por
um numero real (ou, como ¢ usual dizer no ambito da Algebra
Linear, por um escalar).

Vocé vera que, em
Algebra Linear,
lidamos com dois

tipos de objeto

matematico: os Defini¢io 2.3.
escalares (que,
neste curso, serao Dada 4 = (aij) € Muxn(R) e o € R, a matriz produto de A

0S numeros reais) e por o é a matriz C = (Cij) € My «n(R) tal que
08 vetores.

cij=oa;, Vie{l,...,m}, Vje{l,..n}

Representamos a matriz produto de 4 por & por o A4.

[ Exemplo 2.5. ]

-5 2 0 6 6 —1
DadasA:{ 1 ],B:{_3 8]6C=[3 5],

temos:
—10 4
1. 2A—{ ) 8]
0 2
1p_
2 38 {_1 8/3]
-5 2 0 12 —18 3
3.A+ZB—3C:[ 1 4}+[_6 16]1{ i _15}:
=23 17
—14 5
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PROPRIEDADES DAS OPERACOES COM
MATRIZES

Vocé talvez ja tenha se questionado quanto a necessidade
ou utilidade de se listar e provar as propriedades de uma dada
operacdo. Comutatividade, associatividade... aparentemente
sempre as mesmas palavras, propriedades sempre validas... No
entanto, sdo as propriedades que nos permitem estender uma
operacao que foi definida para duas matrizes, para o caso de
somar trés ou mais. FElas também flexibilizam e facilitam os
calculos, de modo que quanto mais as dominamos, menos tra-
balho “mecanico” temos que desenvolver. Veremos agora as
propriedades validas para as operagdes ja estudadas.

PROPRIEDADE DA TRANSPOSICAO DE
MATRIZES

(t1) Para toda matriz 4 € M,,.,(R), vale que AT = 4.

A validade dessa propriedade ¢ clara, uma vez que escreve-
mos as linhas de 4 como colunas e, a seguir, tornamos a escrever
essas colunas como linhas, retornando a configuragao original.
Segue abaixo a demonstra¢ao formal dessa propriedade:

Sejad = (a;;) € Myxn(R). Entdo AT =B = (b;) € Myxm(R)
tal que b;; = a;;, ( ou, equivalentemente, b;; =a;;), Vi€ {1,...m},
Vje{l,...n}. Dai, 47" = BT = C = (cij) € Myxn(R) tal que
Cij = bj,' = a,-j,Vi € {1,...]’1’1}, Vj € {l,...,l’l}. Logo,
C=BT=4""=4.

PROPRIEDADES DA ADICAO DE MATRIZES

Para demonstrar as propriedades da adi¢ao de matrizes, usa-
remos as propriedades correspondentes, validas para a adigdo de
numeros reais.

Sejam 4 = (a;;),B = (b;j) e C = (c;;) matrizes quaisquer em
My <»(R). Valem as seguintes propriedades.

(al) Comutativa: A+B =B+ A4

De fato, sabemos que 4 + B = (s;;) ¢ também uma matriz
m x n cujo elemento genérico ¢ dado por: s;; = a;; + b;;, para
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todoi=1,....metodo j =1,...,n. Como a adi¢do de nimeros
reais ¢ comutativa, podemos escrever s;; = b;; + a;;, para todo
i=1,....metodoj=1,...n Istoé, A+B=B+A.

Em palavras: a ordem como consideramos as parcelas ndo
altera a soma de duas matrizes.

(a2) Associativa: (A+B)+C=A4+(B+C)

De fato, o termo geral s;; de (4 + B) +C ¢ dado por
sij = (a+b)ij+cij=(ajj+bij)+cij, paratodoi=1,...me
todo j = 1,...,n. Como a adi¢do de nimeros reais € associativa,
podemos escrever s;; = a;; + (bjj + ¢ij) = a;j + (b+c);j, para
todoi=1,...,metodo j=1,...,n. Ouseja,s;; € também o termo
geral da matriz obtida de A+ (B+C). Isto ¢, (A+B)+C =
A+ (B+C).

Em palavras: podemos estender a adi¢do de matrizes para
o caso de trés parcelas, associando duas delas. A partir dessa
propriedade, podemos agora somar trés ou mais matrizes.

(a3) Existéncia do elemento neutro: Existe O € My, ,(R) tal que
A+0=4.

De fato, seja O a matriz nula de M,».,(R), isto ¢, O = (0;)),
onde 0;; = 0, paratodoi=1,...,me todo j = 1,...,n. Sendo s;;
o termo geral de 4+ O, temos s;; = a;; +0;; = a;; +0 = a;;, para
todoi=1,....metodo j=1,...,n. Ouseja, A+ 0O = A.

Em palavras: na adicdo de matrizes a matriz nula desempe-
nha o mesmo papel que o zero desempenha na adi¢ao de nlime-
10S reais.

O elemento oposto  (a4) Da existéncia do elemento oposto : Existe (—A) € My, xn(R)
¢ também chamado  tal que 4 + (—4) = O.

elemento simétrico ,
De fato, sabemos que cada elemento de —4 ¢ o oposto do

elemento correspondente de 4. Entdo, sendo s;; o termo ge-
ral de A + (—A), temos s;; = a;; + (—a;;) = 0 = 0;;, para todo
i=1,....metodoj=1,...,n Istoé, A+ (—A4) = 0.

ou inverso aditivo.

Em palavras: Cada matriz possui, em correspondéncia, uma
matriz de mesma ordem tal que a soma das duas ¢ a matriz nula
dessa ordem.

(a5) Da soma de transpostas: AT +BT = (A +B)T

De fato, seja s;; o termo geral de AT + BT . Entio, para todo
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i=1,..metodoj=1,...n,8;;=a;i+b;=(a+b)ji,queéo
termo geral de (4 +B)7. Ou seja, AT + BT = (4 +B)T.

Em palavras: A soma das transpostas ¢ a transposta da soma.
Mas, vendo sob outro angulo: a transposicao de matrizes ¢ dis-
tributiva em relacao a adigao.

PROPRIEDADES DA MULTIPLICACAO DE UMA
MATRIZ POR UM ESCALAR

Vocé vera que, também neste caso, provaremos a validade
dessas propriedades usando as propriedades correspondentes da
multiplicagdo de numeros reais.

Sejam A = (a;;),B = (bij) € Mmxn(R), a,B,7 € R. Valem
as seguintes propriedades:

(mnl) (aB)4 = c(BA)

De fato, seja p;; o termo geral de (aff)4, isto ¢,
pij = ((af)a)i; = (af)aij = o(Baij) = (a(Ba))j, para todo
i=1,...,metodo j=1,...,n. Ou seja, p;; ¢ também o termo
geral de o/(A4). Logo, ()4 = a(BA).

[ Exemplo 2.6. ]

Dada 4 € Myyn(R), 124 = 3(44) = 2(64).
(mn2) (oo +P)4 = ad+BA

De fato, seja p;; o termo geral de (a + )4, isto é,p;; =
((o+B)a)ij = (a+B)aij = aaij+ Pa;; = (aa)i;+ (Ba);, para
todoi=1,...,me todo j = 1,...,n. Ou seja, p;; ¢ também o
termo geral de a4 + BA. Logo, (a+ )4 = oA + BA.

[ Exemplo 2.7. ]

Dada 4 € M, »,(R), 124 =74+ 54 = 84+ 4A.
(mn3) (A +B) = ad+ oB

De fato, seja p;; o termo geral de o4 + B). Entdo, para
todoi=1,...metodo j=1,...,n temos p;; = (a(a+b));; =
Ot(a—f—b)[j = Ot(a,'j—f—b[j) = Ota,'j—f—OCb[j = (Ota)[j—f— (Otb),'j. Ou
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seja, p;; ¢ também o termo geral de o4 + aB. Logo, ot(4+B) =
oA+ oB.

[ Exemplo 2.8. ]

Dadas 4, B € My,,n(R), 5(4+ B) = 54+ 5B.
(mn4) 14 = 4

De fato, sendo p;; o termo geral de 14, temos p;; = (1a);; =
la;; = a;j, paratodoi=1,....metodo j=1,...,n. Isto ¢, 14 =
A.

(mn5) od” = (ad)T

De fato, seja p;; o termo geral de aA”. Entio pij = oaj; =
(aa) i, ou seja, p;; € também o termo geral de (ad)”.

[ Exemplo 2.9. ]

2 1 4 0 .
DadasA:(O _l)eB:(_2 6>,Vamosdeterm1-

T . . .
nar 3 (2AT — %B) . Para isso, vamos usar as propriedades vis-
tas nesta aula e detalhar cada passo, indicando qual a proprie-
dade utilizada.

3(247 - 1B)" £

£5 E claro que vocg, ao efetuar operagdes com matrizes, ndo
precisara explicitar cada propriedade utilizada (a ndo ser
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que o enunciado da questdo assim o exija!) nem resolver
a questao passo-a-passo. O importante € constatar que sao
as propriedades das operagdes que nos possibilitam rees-
crever a matriz pedida numa forma que nos pare¢a mais
“simpatica”.

Resumo

Nesta aula, comegamos a operar com as matrizes. Vimos
como obter a transposta de uma matriz e a reconhecer matri-
zes simétricas e antissimétricas. A seguir, aprendemos a so-
mar duas matrizes e a multiplicar uma matriz por um escalar.
Finalizamos com o estudo das propriedades das operagdes
vistas. A aula ficou um pouco longa, mas ¢ importante co-
nhecer as propriedades validas para cada operagao estudada.

Exercicio 2.1.

1.

Obtenha a transposta da matriz 4 € Mr,4(R), 4 = (a;;),

) 2itj,sei=
talquea,]—{ iz—j, seid
2 4 2a—-b
. Determine @ e b para que amatriz | a+b 3 0
-1 0 5

seja simétrica.

. Mostre que a soma de duas matrizes simétricas ¢ uma ma-

triz simétrica.

Determine a, b, c,x,y,z para que a matriz
2x a+b a-2b

-6 2c seja antissimétrica.
5 8 z—1
2 0 1
Sendo4=| 0 -1 e B= 7 3 |, determine
3 2 —4 5

A+B.

. Determine a,b, e c para que

a 3 2a+b—3—1_205
c 0 =2 1 4 3| |3 41/
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7. Dada 4 = _i _g , determine a matriz B tal que

A+ B é amatriz nula de M(R).

5 1
8. Considere as matrizes 4= | —1 |, B=1| 2 |, ¢
2 3
C=[0 -2 1 |.Determine a matriz X em cada caso:

a. X =24-3B
b.X+A4=B-Cl-2X
c. X+BT=34"+1cC
9 4 2 8 7 -9
5 Send”‘h 12 11} eB_{—lz ~19 —2]’

2X+Y = 4

determine as matrizes X e Y tais que { Y_2Y — B

10. Sendo A4,B € M,,»,(R), use as propriedades vistas nesta
aula para simplificar a expressao

1 T
3(24"—B)" +5 (gBT—AT+§B> .

(7 Autoavaliacao )

Voce deve se sentir a vontade para operar com matrizes nas
formas vistas nesta aula: transpor, somar e multiplicar por
um escalar sdo operagdes de realizagdo simples que seguem a
nossa intui¢do. Além disso, ¢ importante que vocé reconhecga
a utilidade das propriedades no sentido de nos dar mobili-
dade na hora de operarmos com matrizes. Propriedades de
operagdes nao sao para serem decoradas, mas apreendidas,
assimiladas, utilizadas ao por a teoria em pratica!

Se vocé sentiu qualquer dificuldade ao acompanhar a aula ou
ao resolver os exercicios propostos, peca auxilio ao tutor da
teoria. O importante ¢ que caminhemos juntos nesta jornada!

: 5xi "
\ At¢ a proxima aula!! )




RESPOSTAS DOS EXERCICIOS
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10.
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—1
-2
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_ 1.
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a=3
-3

4

3
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0
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Aula 3

OPERACOES COM MATRIZES:
MULTIPLICACAO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

reconhecer quando € possivel multiplicar duas
matrizes;

obter a matriz produto de duas matrizes;

aplicar as propriedades da multiplicacdo de ma-
trizes;

1dentificar matrizes inversiveis.
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O caso 0° ¢ mais
delicado do que
parece. Se vocé
tem interesse nesse
problema, vai
gostar de ler o
artigo de Elon
Lages Lima, na
Revista do
Professor de
Matematica
(RPM), n. 7.

32 CEDERIJ

OPERACOES COM MATRIZES: MULTI-
PLICACAO

Se vocé ja foi “apresentado” a multiplicacdo de matrizes,
pode ter se perguntado por que a definicao foge tanto daquilo
que nos pareceria mais facil e “natural”: simplesmente multipli-
car os termos correspondentes das duas matrizes (que, para isso,
deveriam ser de mesma ordem).

Poderia ser assim? Poderia!
Entdo, por que ndo €?

Em Matematica, cada defini¢ao ¢ feita de modo a possibilitar
o desenvolvimento da teoria de forma continua e coerente. E por
essa razdo que definimos, por exemplo, 0! =1 e a =1, (a #0).

Nao iriamos muito longe, no estudo das matrizes, caso a
multiplicagdo fosse definida “nos moldes™ da adi¢do. Voce vera,
nesta aula, o significado dessa opera¢do, no modo como ¢ defini-
da. Mais tarde, quando estudarmos transformagdes lineares (no
Modulo 2), ficard ainda mais evidente a importancia de multi-
plicarmos matrizes da maneira como veremos a seguir.

Venha conosco!

Vamos voltar aos nossos alunos de Lugar Lindo. Ja é tempo
de calcular suas notas finais!

A tltima matriz obtida (na Aula 2) fornecia as notas numa
escala de 0 a 100:

50 62 70 57
70 73 85 100
N =180 77 65 71
92 90 70 82
70 72 68 78

Lembrando: as duas primeiras colunas indicam as notas das
avaliagOes a distancia e as duas ultimas, as notas das avaliagdes
presenciais dos alunos Ana, Beatriz, Carlos, Daniela e Edson,
nessa ordem.

Vamos supor que as avaliagdes a distdncia tenham, cada uma,
peso 1, num total de 10. Isto ¢, cada uma colabora com % (ou
10%) da nota final.



Para completar, cada avaliagdo presencial terd peso 4, ou
seja, representara 14—0 (ou 40%) da nota final.

Entdo, a nota final de cada aluno sera dada por:

10 10 40 40
=— — APl 4+ ——AP2
NF = S GAD1 4 o AD2 + - o APL+ <o

Em vez de escrever uma expressdo como essa para cada um
dos 5 alunos, podemos construir uma matriz-coluna P contendo
os pesos das notas, na ordem como aparecem no calculo de NF':

10/100
10/100
40/100
40/100

e efetuar a seguinte operagao:

50 62 70 57
70 73 85 100 }8?}88
N.P = |80 77 65 71 =
40/100
92 90 70 82 40/100
| 70 72 68 78
[ f%.504-f9- Jg)70—ri§)57 1 [62°
— 10 10 40 —
= 1—(m.80+1——0.77+—0—65+10071 =| 70
ﬁ%92+%%90+ﬁ)70+ﬁ%82 79
| 1570+ 1572+ 1568 + 15578 | | 73]

O que fizemos: tomamos duas matrizes tais que o nimero de
termos em cada linha da primeira ¢ igual ao numero de termos
de cada coluna da segunda. Ou seja, o nimero de colunas da
primeira coincide com o nimero de linhas da segunda (4, no
nosso exemplo).

Dessa forma, podemos multiplicar os pares de elementos,
“varrendo”, simultaneamente, uma linha da 14 matriz ¢ uma co-
luna da 2%. Depois, somamos os produtos obtidos.

Note que, ao considerarmos a i-¢sima linha (da 1¢ matriz) e
a j-ésima coluna (da 2%, geramos o elemento na posicao i; da
matriz produto.
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Formalmente, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.
Sejam A4 = (ajx) € Muxp(R) e B = (bij) € Mpxa(R). A

matriz produto de A por B ¢ a matriz AB = (c;;) € Myuxn(R)
tal que

p
cij = Zaik.bkj, i=1,....m; j=1,....n
k=1

[ Exemplo 3.1. J

1 310 2
SejamA:{jé_;] B=|-15 0 5
2 6 4 =2

Como A4 ¢ do tipo 2 x 3 e B ¢ do tipo 3 x 4, existe a matriz
AB e é do tipo 2 x 4:

- 13 10 2
AB:i(z)_” 15 0 5/|=
- 26 4 -2

3-2-2 9+10-6 30+0—-4 6+10+2 |
| 4+0+14 1240+42 40+0+28 8+0-14 o

[ -1 13 26 18
| 18 54 68 —6

Observe que, neste caso, ndo ¢ possivel efetuar BA.

A seguir, veremos alguns exemplos e, a partir deles, tirare-
mos algumas conclusdes interessantes a respeito da multiplica-
¢do de matrizes.

[ Exemplo 3.2. ]

. 2 4 3 2 N
SejamA—{3 —l]eB_{S 6}.Entao
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3 —1 56 9-5 6-6 4 0

a3 2][2 4]_] 6+6 12-2]_T[12 10
563 -1 | [10+18 20—6 | |28 14 |

Note que o produto de duas matrizes quadradas de mesma
ordem n existe e ¢ também uma matriz quadrada de ordem .
Assim, a multiplicacdo pdde ser efetuada nos dois casos, isto €,
nas duas ordens possiveis, mas as matrizes AB ¢ BA sao dife-
rentes.

[ Exemplo33. |
. I 2 1 4
SejamA—(3 4)68_(6 7).Temosque
B — 1 2 1 4 N 1+12 4+14
-\ 3 4 6 7 N 3+24 12428

(
- (27 40)
(1+12 2—1—16):

1 4\/12
BA_(6 7)(3 4) — L 6+21 12428
(13 18
— 27 40 )

Neste caso, AB = BA. Quando isso ocorre, dizemos que as
matrizes A € B comutam.

[ Exemplo 3.4. ]

4
2
6 }eB— —19

Consideremos as matrizes A = 3 !
—4 5 26

Efetuando 4B, obtemos a matriz [ 8 } .

Note que, diferentemente do que ocorre com os nimeros re-
ais, quando multiplicamos matrizes, o produto pode ser a matriz
nula, sem que qualquer dos fatores seja a matriz nula.
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Matrizes
inversiveis também
sdo chamadas de
invertiveis ou de

nao-singulares.
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[ Exemplo 3.5. ]

Vamos calcular AB, sendo A = (; i) e

-2 1
B_(3/2 _1/2).Temosque
243 1-1Y\ (1 0\ _
AB_(—6+6 3—2)_(0 1)_[2'

Quando isso ocorre, isto €, quando o produto de duas ma-
trizes A e B quadradas, ¢ a identidade (obviamente, de mesma
ordem das matrizes), dizemos que A4 ¢ inversivel e que B ¢ a sua
inversa.

Uma matriz inversivel sempre comuta com sua inversa. Vocé
pode verificar isso, calculando B4. Na proxima aula, estudare-
mos um método bastante eficiente para determinar, caso exista,
a matriz inversa de uma matriz dada.

PROPRIEDADES DA MULTIPLICACAO DE
MATRIZES

i. (AB)C = A(BC), VA € Muxx(R), B € M, ,(R),
C € My 4(R). Isto ¢, a multiplicagdo de matrizes ¢ as-
sociativa.

De fato, sejam 4 = (a;;), B = (bjx) e C = (cx). O termo
de indices ik da matriz AB ¢ dado pela expressao

Z;?ZI a;;b jx. Entdo, o termo de indices i/ da matriz (4B)C

¢ dadopor¥)_, (Z;Ll a;jb jk) e =Y0—y aij (T bjkcu)
que ¢ o termo de indices i/ da matriz 4(BC), pois
Zizl bjkcy € o termo de indices jI da matriz BC. Logo,
(AB)C = A(BC).

il. A(B+C)=A4B+AC, VA € Myxn(R), B,C € My ,(R).
Isto ¢, a multiplicacdo de matrizes ¢ distributiva em rela-
¢do a adigao de matrizes.

De fato, sejam 4 = (a;;),B = (bj) ¢ C = (cj). O termo
de indices jk de B+ C ¢ dado por (bj; +cji). Entdo, o
de indices ik da matriz A(B+C) € Xy a;j(bjx+cjx) =
Sy [(aibjp) + (aije )] = X (@) + Xy (aije i),

-



que ¢ o termo de indices ik da matriz dada por AB + AC.
Isto é, A(B+C) = AB+ AC.

De forma analoga, prova-se que (4 + B)C = AC + BC.

iii. A(4B) = (A4)B = A(AB),VA € R,VA € Myxn(R),
VB € My p(R).

De fato, sejam 4 = (a;;) € B = (bji). O termo de indices

ik de 1(4B) & dado por A (27.:1 aib ,-k) =" Mayby) =

Yio1(Aaij)bjk, que € o termo de indices ik de (A4)B.
Isto é, A(4B) = (AA4)B. De forma analoga, prova-se que
A(AB) = A(AB). Logo, A(AB) = (AA)B = A(AB).

iv. Dada 4 € Myyn(R), Iyd = Al, = A.

De fato, sejam 4 = (a;;) € I, = §;;, onde 6,-j:{ Lsei=]

Entdo, o termo de indices i de 1,,4 é dado por 37, Oax; =
6,1a1]—|—5,2a2]+ +5”al]+ +5manj 0.a1;+0.a; +
..+ 1l.a;j+...+0a,; = a;;, que € o termo de indices i;j de
A. Logo, I,,A = A. Analogamente, prova-se que A, = A.
Isto ¢, [,,4 = Al, = A.

v. Dadas 4 € My»»(R), B € My»,(R), (A4B)T =BT AT.

De fato, sejam 4 = (a;;) ¢ B = (bj;). O termo de indices
ik de AB ¢ dado por Z _1aijbjk, que €, também, o termo

de indices ki da matriz (AB) Sendo BT = (b}U) e AT =
(a);), onde by, =bjre a}; =
podemos escrever ijl a;jbjx = ZJ | bk] ﬂ, que ¢o termo
de indices ki da matriz BT AT, Logo, (4B)" = BT 4.

a,'j,VIZI ]—1

POTENCIAS DE MATRIZES

Quando multiplicamos um nimero real por ele mesmo, efe-
tuamos uma potenciacao. Se a ¢ um numero real, indicamos por
a" o produto a x a X ... X a, onde consideramos »n fatores iguais
aa.

Analogamente, quando lidamos com matrizes, definimos a
poténcia de expoente n (ou a n-ésima poténcia) de uma matriz
quadrada 4 como sendo o produto 4 x 4 X ... X A, onde ha n
fatores iguais a 4.

0, sei;«éj'

A fungéo &;; assim
definida ¢ chamada
delta de Kronecker nos

indices i ej.
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[ Exemplo 3.6. ]

5
3

s —4][5 —4 13 —24
2 _ _ —
A_AXA_[3 1“3 1]_[18 —11}

13 —247[5 —4 ~7 —76
3 __ 42 _ —
A_AXA_[ls —11“3 1]_[57 —83}

Dada 4 = { _41‘ },temos

Quando calculamos sucessivas poténcias de uma matriz, po-
dem ocorrer os seguintes casos especiais:

o A" = A, para algum n natural.
Nesse caso, dizemos que a matriz A € periodica. Se p
¢ o menor natural para o qual 4” = A4, dizemos que 4 ¢
periddica de periodo p. Particularmente, se p = 2, a ma-
triz A ¢ chamada idempotente.

e A" = O, para algum n natural.

Lé-se nilpotente. A Nesse caso, dizemos que a matriz 4 € nihilpotente. Se p ¢
palavra nihil significa o menor natural para o qual 4”7 = O, a matriz 4 ¢ dita ser
nada, em latim. nihilpotente de indice p.

[ Exemplo 3.7. ]

Efetuando a multiplicac¢do de 4 por ela mesma, vocé podera
constatar que a matriz 4, em cada caso, ¢ idempotente:

=[5 ]
a=lo i)

[ Exemplo3.8. |

5 1 5
Sejad = 25 5 . Calculando 4-, temos
5 —1 5 —1 0 0 . .
AxA:{ZS _5]{25 _5}—[00}. Ou seja, 4 €

nihilpotente de indice 2.
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Resumo

Nesta aula, vimos como multiplicar duas matrizes. Trata-
se de uma operacao que se distingue das que vimos anteri-
ormente, tanto pela maneira pouco intuitiva pela qual é de-
finida, quanto pelo fato de ndo ser comutativa. Ela repre-

senta um papel muito importante no des

envolvimento de toda

Algebra Linear, permitindo, por exemplo, uma representacio
simples da composicao de fungdes especiais, que estudare-
mos no Médulo 2. Além disso, fomos apresentados as matri-
zes inversiveis e vimos que estas sempre comutam com suas

matrizes inversas.

Exercicio 3.1.

1. Calcule 4B em cada caso abaixo:

- 2
a. A= ;_(2)‘”,3: 6
- 10
[ 4 —6 20
ba=| 5 5|e=| 0]
3
c.A=| -1 |,B=[6 5 —3]

2. Determine ABT —2C, dadas

I 2 4 2 7 9 1
0 -3 -1 7 -8 —10 3

3. Verifique, em caso, se B ¢ a matriz inversa de A4:

a3 es[ 3

I S]eB:l 6

b'A:{—32 ~1

4. Resolva a equagao matricial

sl

]

<)

5 15
-8 =7 |
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. . 2
5. Determine a e b para que as matrizes 4 = | 3 } e

a —1
B= [ 3 b } comutem.

6. Determine todas as matrizes que comutam com A4, em
cada caso:

1 2
a.A:[45}
0 1
was[2 ]

. 1 -3 1 4
7. Dadasasma‘[rlzesA:{2 S}eB—[O 2],cal-

cule:

a. A2
b. B3
c. A’B3

1 -3

nihilpotentes. Determine o indice de cada uma.

010 3 _9
8. As matrizes 4 = | 0 0 1 e B= [ ] sao
0 00

Autoavaliacao b

E muito importante que vocé se sinta bem a vontade diante de
duas matrizes a multiplicar. Assimilada a defini¢do, repita os
exemplos e os exercicios que tenham deixado alguma duvida.
Caso haja alguma pendéncia, ndo hesite em contactar o tutor
da disciplina. E essencial que caminhemos juntos!!

Até a proxima aula.
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1.

>

(O8]

o

N

~

30 14 24
wan=[ 0] vas=["3 73]
[ 18 15 -9
c.AB=| -6 =5 3 |.
1210 6
-6 —14 11
6 I 29
10 17 =27

23]

. a. sim (pois 4B = I); b. ndo

—a+b=-1

x z/2 X oy
L[5 -18] 1 28 _5
A 19 Xlo o8| ¢ 12
.a.3;b.2

} , X,y € R.

—284
488

|
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Aula 4

OPERACOES COM MATRIZES: INVERSAO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

obter a matriz inversa (caso exista), pela definigao;

aplicar operacdes elementares as linhas de uma
matriz;

obter a matriz inversa (caso exista), por operagoes
elementares;

conhecer matrizes ortogonais.
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OPERACOES COM MATRIZES: INVERSAO

Na Aula 3, vimos que, dada uma matriz 4 € M, (R), se existe
uma matriz B € M,(R), tal que AB = I,, a matriz 4 ¢ dita in-
versivel € a matriz B ¢ a sua inversa, e podemos escrever
B =A~'. Uma matriz inversivel sempre comuta com sua in-
versa; logo, se AB =1, entdo BA =1, ¢ A ¢ a inversa de B.

Dada uma matriz quadrada 4, ndo sabemos se ela ¢ ou nao
inversivel até procurar determinar sua inversa € isso nao ser
possivel. Para descobrir se uma matriz ¢ ou nao inversivel e,
em caso afirmativo, determinar sua inversa, s6 contamos, até o
momento, com a defini¢do. Assim, dada uma matriz A de ordem
n, escrevemos uma matriz também de ordem #, cujos elementos
sdo incognitas a determinar, de modo que o produto de ambas
seja a identidade de ordem »n. Vamos a um exemplo:

[ Exemplo 4.1. ]

Em cada caso, vamos determinar, caso exista, a matriz in-
versa de A4:

2
1 3
versa de 4, entdo

w-n = [T 3][0]-[6 0]

2x+5z 2y+5t | |10
x+3z y+3t| |0 1|

1. 4= [ . Seja B = {)ZC J; } a matriz inversa de in-

Essa igualdade gera um sistema de 4 equagdes e 4 incog-

nitas:
2x+5z=1

2y+5t=0
x+3z=0
y+3t=1

Note que esse sistema admite dois subsistemas de 2 equa-
¢oes e 2 incognitas:

2x+5z=1 2y+5t=0
x+3z=0 y+3t=1
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Resolvendo cada um deles, obtemos
x=3,y=-5z=—1,t=2.

Logo, a matriz 4 ¢ inversivel e sua inversa ¢
3 =5
A=

6 ) .
. Procedendo com no item anterior, escreve-

8 4

=l

1
0
6x+3z 6y+3t |
8x+4z 8y+4t |

2 4= |

mos:

Obtemos, entdo, os sistemas

6x+3z=1 6y+3t=0
&x+4z=0 y+4r=1

Ao resolver esses sistemas, porém, vemos que nao ad-
mitem solugdo (tente resolvé-los, por qualquer método!).
Concluimos, entdo, que a matriz 4 nao ¢ inversivel.

Vocé viu que, ao tentar inverter uma matriz de ordem 2,
recaimos em dois sistemas, cada um de duas equacdes e duas
incognitas. Se a matriz a ser invertida for de ordem 3, entdo o
problema recaira em trés sistemas, cada um com trés equagdes e
trés incognitas. Ja da pra perceber o trabalho que teriamos para
inverter uma matriz de ordem superior (nem precisamos pen-
sar numa ordem muito grande: para inverter uma matriz 5 x 5,
teriamos que resolver 5 sistemas, cada um de 5 equagdes e 5
incognitas!).

Temos, entdo, que determinar uma outra maneira de abordar
o problema. Isso sera feito com o uso de operagdes que serdo re-
alizadas com as linhas da matriz a ser invertida. Essas operagdes
também poderiam ser definidas, de forma andloga, sobre as co-
lunas da matriz. Neste curso, como sO usaremos operagoes ele-
mentares aplicadas as linhas, nos faremos referéncia a elas, sim-
plesmente, como operagdes elementares (e ndo operagdes ele-
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mentares sobre as linhas da matriz). Vamos a caracterizagao
dessas operagdes.

OPERACOES ELEMENTARES

Dada 4 € M, »,(R), chamam-se operagdes elementares as
seguintes agoes:

1. Permutar duas linhas de A4.
Indicamos a troca das linhas L; € L; por L; <+ L;.

2. Multiplicar uma linha de 4 por um niimero real nao nulo.
Indicamos que multiplicamos a linha L; de 4 pelo nimero
real A escrevendo L; < AL;.

3. Somamos a uma linha de 4 uma outra linha, multiplicada
por um numero real.
Indicamos que somamos a linha L; a linha L ; multiplicada
pelo niimero real A por: L; < L;+AL;.

[ Exemplo 4.2. J

Vamos aplicar algumas operagdes elementares as linhas da

-3 2 5
matriz A = 0 1 6
8 4 -2
[ -3 2 57 L+ Ls 8 4 -2
1 01 6 = 01 6
8 4 2 -3 2 5
[ -3 2 5 -3 2 5]
2 01 6| L+ -3, = 0 -3 —18
8 4 2 8 4 -2
[ -3 2 5 -3 2 5]
3 01 6| Ly«Ly+2L3 = | 16 9 2
8 4 2 8 4 -2 |

Consideremos o conjunto M,,,(R). Se, ao aplicar uma se-
quéncia de operagdes elementares a uma matriz 4, obtemos a
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matriz B, dizemos que B € equivalente a A e indicamos por
B ~ A. Fica definida, assim, uma relagéo no conjunto M, ,(R),
que ¢:

1. reflexiva: A ~ A4

2. simétrica: se A ~ B entao B ~ A4

3. transitiva: se A ~BeB~Centaio 4 ~C

Isto €, a relacdo ~ ¢ uma relacdo de equivaléncia no con-
junto My, »,(R). Assim, se 4 ~ B ou se B ~ 4 podemos dizer,
simplesmente, que 4 e B sdo equivalentes.

Lembremos que nosso objetivo ¢ determinar um método para
encontrar a inversa de uma matriz, caso ela exista, que seja mais
rapido e simples do que o uso da defini¢do. Para isso, precisa-
mos do seguinte resultado:

Teorema 4.1.

Seja 4 € M,(R). Entdo A ¢ inversivel se, e somente se,
A ~1I,. Se 4 ¢ inversivel, a mesma sucessao de operagdes ele-
mentares que transformam A em I, transformam /,, na inversa

Vocé podera
encontrar a

de 4. demonstracao
desse teorema no

Este método permite determinar, durante sua aplicacao, se a livro Algebra
matriz ¢ ou ndo inversivel. A ideia ¢ a seguinte: Linear e

Aplicagoes, de

. . Carlos Callioli,
1. Escrevemos, lado a lado, a matriz que queremos inverter e

. . Hygino Domingues
a matriz identidade de mesma ordem, segundo o esquema:

e Roberto Costa, da
Atual Editora,
(Apeéndice do
Capitulo 1).

A1
2. Pormeio de alguma operac¢ao elementar, obtemos o nimero

1 na posigao 11.

3. Usando a linha 1 como linha-pivd, obtemos zeros nas ou-
tras posigdes da coluna 1 (para isso, fazemos uso da ter-
ceira operacdo elementar).

4. Por meio de uma operacgdo elementar, obtemos o numero
1 na posigao 22.
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5. Usando a linha 2 como linha-piv6, obtemos zeros nas ou-
tras posi¢oes da coluna 2 (para isso, fazemos uso da ter-
ceira operacao elementar).

6. Passamos para a terceira coluna e assim por diante.

7. Se, em alguma etapa do procedimento, uma linha toda se
anula, podemos concluir que a matriz em questao nao ¢ in-
versivel - nesse caso, nenhuma operacdo elementar igua-
laria essa linha a uma linha da matriz identidade!

8. Se chegarmos a matriz identidade, entdo a matriz a direita,
no esquema, sera a matriz inversa procurada.

Veja os dois exemplos a seguir:

[ Exemplo 4.3. ]

31 2
1.A=| —1 0 3 |. Escrevemos na forma esquematica:

4 2 -5

31 2| 100

-1 0 3 | 01 0 Ly+< —L»

4 2 -5 | 001

31 2|11 00 Li+L

10 -3]0 —-10

42 -5 |10 01

10 -3]0—-10

31 2|1 00 Ly« Ly—3L

4 2 -5 | 0 0 1 Ly<+ Ly—4Ly

1 0 -3|0—-10

o1 11 |1 30

0 2 7 ’ 0 4 1 Ly« 13—2L,

1o -3 ] 0 -10

0 1 1] 1 30

00 —15 | =2 =2 1 Ly+ —Ls

1 0 =3 | 0 -1 0 Ly« Li+3L3

0 1 11 | 1 3 0 Lry<+Lr—11L3

0 0 1 | 2/15 2/15 —1/15
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100 | 6/15-9/15 =3/15
01 0 [ —7/15 23/15 11/15
001 | 2/15 2/15 —1/15
6 —9 -3
Logo, amatrizA éinversiveleA ' = | =7 23 11
2 2 -1

Vocé podera verificar que essa €, realmente, a inversa de
A, efetuando a multiplicacao dela por 4 e constatando que
o produto ¢ /3.

2 4 —1
2. A= 0 —3 2 |.Escrevendo na forma esquematica:

4 11 -4

2 4 =1 | 100 L« 3L

0 -3 2010

4 11 -4 | 0 0 1

1 2 —=1/2 ] 1/2 0 0

0 -3 2 | 010

4 11 —4 | 0 0 1 Ly« L3—4L,

1 2 —1/2 | 1/2 0 0

0 -3 21 01 0 Ly+—1L

0 3 -2 | =2 01

12 —1/2 | 1/2 0 0 Li«+L—-2L,

01 -2/3 | 0 —1/3 0

0 3 -2 | -2 0 1 L3+ L3—3L,

1 0 5/2 | 1/2 2/30

01 -2/3 | 0 —1/3 0

0 0 0| -2 11

Como a terceira linha se anulou, podemos parar o pro-
cesso e concluir que a matriz 4 ndo ¢ inversivel.

PROPRIEDADES DA INVERSAO DE MATRIZES

1. Se 4 € M,(R) é inversivel, entdo (4~ 1)~ =4

De fato, como A4 = I,,, temos que 4 ¢ a inversa de A~

2. Se 4,B € M,,(R) sao inversiveis, entdo AB ¢ inversivel e
(A4B)~'=B"1471
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De fato, temos
(AB)(B'4 ")y =ABB YA ' =44 ' =447 =1,.
Logo, B~'47! ¢ a inversa de AB.

3. Se 4 € M,(R) é inversivel, entdo (47)~1 = (4= 1T,

De fato, como A7 (4=1)" = (47'4)" = (1,)T =1, temos
que (A~ 1T ¢ ainversa de A7,

[ Exemplo 4.4. J

Supondo as matrizes A e B inversiveis, vamos obter a matriz
X nas equagdes a seguir:

1. AX=2B
Multiplicando os dois membros da igualdade, a esquerda,
por A~!, temos:

A 4x)=4"'B

ou
(A'A)x =47"B,

IX=A"'B
Logo, X =A~'B.
2. (4x)T =8B
Temos:
4x)" = B=[ux))T =BT = 4x=8"=

= A'ux)=4"'BT = 4 A x=4"'B" =
= IX=A'"BT = x=4"'BT.

Para finalizar esta aula, vamos definir um tipo especial de
matriz quadrada inversivel, que € aquela cuja inversa coincide
com sua transposta.



MATRIZES ORTOGONAIS

Dizemos que uma matriz 4 € M, (R), inversivel, ¢ ortogonal,
quando 4~ = A4T.

Para verificar se uma matriz 4 ¢ ortogonal, multiplicamos 4
por AT e vemos se o produto é a identidade.

[ Exemplo 4.5. ]

A matriz [ B \/%g \/fg ] ¢ ortogonal. De fato, multipli-

cando essa matriz pela sua transposta, temos:

e el ] =le 1)

Veremos mais tarde que as matrizes ortogonais representam
um papel importante na representagdo de fungdes especiais, cha-
madas operadores ortogonais. Chegaremos 1a!!!!

Resumo

O ponto central desta aula ¢ inverter matrizes, quando isso
¢ possivel. Como a defini¢do, embora simples, ndo for-
nece um método pratico para a inversao de matrizes, defini-
mos as operagdes elementares, que permitem ‘“passar”’, gra-
dativamente, da matriz inicial, a ser invertida, para outras,
numa sucessao que nos leva a matriz identidade. Trata-se de
um método rapido e eficiente, que resolve tanto o problema
de decidir se a inversa existe ou ndo, como de obté-la, no
caso de existir. Esse ¢ o método implementado pelos “paco-
tes”’computacionais - aqueles programas de computador que
nos ddo, em questao de segundos, a inversa de uma matriz.
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1. Em cada caso, verifique se a matriz B ¢ a inversa de A4.

(3 4 3 —4
a.A:_23} eB—[_2 3]
7 -3 28 1 3 4
b.A=| -2 1 8 e B=|12 70
| 0 0 1 0 0 1
1 =3 4 3
c.d= | 4}”_{_11]
131 |47 R
2. Dadas 4 = [ 5 9 } eB= [ 1 2 ],determlne.A , B

e (4B)7 1.

3. Supondo as matrizes 4, B e C inversiveis, determine X em
cada equacao.
a. AXB=C
b. AB=CX
c. (AX)"'B=BC
d. [(4X)"'B)T =C

4. Determine, caso exista, a inversa da matriz 4, em cada

Ccaso:
(3 -2
a.A:_14
1 -2 3
b.A= |10 6 10
4 5 2
2 0 0
c.A=14 -1 o0
2 3 1
1.0 0 0
2100
dAd=15, 19
(43 21
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5. Que condi¢oes A € R deve satisfazer para que a matriz
1 1 1

2 1 2 | sejainversivel?

1 2 A

~

/Autoavaliagﬁo

Vocé devera treinar bastante a aplicacdo do método estudado.
Faga todos os exercicios e, se possivel, resolva outros mais -
voc€ mesmo(a) podera criar matrizes a inverter e descobrir
se sdo ou ndo inversiveis. E facil, ao final do processo, ve-
rificar se a matriz obtida ¢, de fato, a inversa procurada (isto
¢, se ndo houve erros nas contas efetuadas): o produto dela
pela matriz dada tem que ser a identidade. Caso haja alguma
duavida, em relacdo a teoria ou aos exercicios, entre em con-
tato com o tutor da disciplina.
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. a. sim
b. sim
Cc. nao
2 —1 2 -7
-1 __ .p—1 __ .
N R |
39 —23
,1_
(4B) _[—22 13]'
3. a X=A'CB!
b. X=C'4B
c. X=4"'BC B!
d X=4"'B(CT)!
27 17
1
o= 14 314
b. N3io existe a inversa de 4
[1/2 0 0
c. A1 = 2 -1 0
|7 -3 -1
1 0 00
2 1 00
—1
d. 47" = 1 =2 10
0 1 21
5. 041
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Aula 5

DETERMINANTES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

calcular determinantes pelo método da triangularizagao.
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Pré-requisitos:
Aulas 1 a 4.
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DETERMINANTES

Determinante ¢ um numero associado a uma matriz qua-
drada. Como estamos lidando, neste curso, apenas com matrizes
reais, os determinantes que calcularemos serdo todos nimeros
reais. Os determinantes tém iniimeras aplica¢des, na Matematica
e em outras dreas. Veremos, por exemplo, que o determinante
fornece uma informagdo segura a respeito da inversibilidade ou
nao de uma matriz. A ¢énfase desta aula estd na aplicagdao de
um método rapido para calcular determinantes, fazendo uso de
algumas das suas propriedades e de operagdes elementares, ja
estudadas na Aula 4. Antes, porém, de nos convencermos de
quanto o método que estudaremos € mais eficiente do que o uso
direto da defini¢do, vamos recordar a definicao de determinante,
devida a Laplace.

DETERMINANTE

Dada uma matriz 4 = (a;;) € M, (R), representamos o deter-
minante de 4 por det4 ou escrevendo os elementos de 4 limita-
dos por barras simples:

ah ai ain
asi a azn
Sed =
an—-1,1 Aap—1.2 an—1,n
| dnl an2 nn |
representamos o determinante de A4 por:
aip ai
az| an
det ou
ap—1,1 AaAn—12 An—1,n
| dnl an2 ]




ah arn Aln

ary ann (2537}
ap—1,1 Ap—-12 .-+ dp—1n

anl ann Apn

A definicao de determinante ¢ dada de maneira recorrente,
em relacdo a ordem da matriz. Assim, definimos o determi-
nante de ordem 1, a seguir, o de ordem 2 e, a partir da ordem
3, recaimos em calculos de determinantes de ordens menores.
Vamos ver como isso ¢ feito:

Sejad = (aij) € Mn(R)

n=1

Neste caso, 4 = [a;1] e detd = ay;.

n=2

Note que o

ailr ap determinante de

azr a2 uma matriz de

Neste caso, 4 = [ ] e seu determinante ¢ dado por:

ordem2 ¢a
detd = araxn —ana diferenca entre o
produto dos termos

da diagonal

[ Exemplo 5.1. ]

principal e o

produto dos termos
Vamos calcular os determinantes das matrizes abaixo: da diagonal
secundaria. Esses

produtos se

L= 4]:>detA:3.8—4.6:24—24:0 Chamat,
6 8 respectivamente,

] termo principal e

[ 2 5 termo secunddrio

2.4=1| 5 ] = detd =8 — (—15) =23 o iy

seno. —coso.
3. A= = detd = sen?* o+ cos*o = 1
coso.  send

4. 4= g 411]:>detA:6—12:—6
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n=3

al ap a3
SejaA= | ay1 ay az |. Neste caso, escolhemos uma

azy azy asz
linha (ou uma coluna) para desenvolver o determinante.

Desenvolvendo o determinante pela 14 linha, obtemos:

a a
detd = all.(—l)lﬂ. 22 423 +
aszpy asj

1+2 a1 azs
—+ alz.(—l) + . —+
aszy ass

a a
+ 013.(—1)1+3. 21 22

asy asp
[ Exemplo 5.2. J
25 -3
det 4 5 =
31 -2
4 5 0 5
YTy I 142
= 2>~ ] _2‘+5( DRI _2‘+
0 4
1+3
=30 S Y

= 2(—8-5)—5(0—15)—3(0—12) =85

#5 Existe uma regra pratica para o calculo do determinante de

ordem 3, conhecida como Regra de Sarrus. Ela afirma

Lé-se “Sarri”. .
que:

air apy a3

ai ap a3

as; azp  ass

= (anaxnaszs+anaxnas +aizaziaz)

—(apzaxnas) +ayaxnaz +anaz ass).

Desenvolvendo os produtos indicados na defini¢do de deter-
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minante de ordem 3, vocé poderd ver que as expressdes coinci-
dem.

[ Exemplo 5.3. ]

Vamos calcular, novamente, o determinante do exemplo an-
terior, agora usando a Regra de Sarrus:

[2.4.(—=2) 4 (5.5.3) +(—3.0.1)]

W o N
— A W
()]

I

—[(—3.4.3) +(2.5.1) +(5.0.(=2))]

= (—16475)—(—36+10) = 85.

n=4

ay; app a3z ap

. a1 ax» ax a
Seja A — 21 A a3 axp
asl asy asz as
asl Q42 Q43 Q44

Desenvolvendo o determinante pela 1% linha, obtemos:

detd = ay.(—1)"*l.detd | |+
alz.(—l)l—i_z.detA_],_z-l-
a13.(—1)1+3.detA,17,3+
a14.(—1)1+4.detA,17,4,

onde A_; _; representa a matriz obtida a partir de 4, com a reti-
rada da i-ésima linha e da j-ésima coluna. Observe que recaimos
no calculo de 4 determinantes, cada um de ordem 3.

Paran =35, a defini¢do ¢ analoga: iremos recair no calculo de
5 determinantes, cada um de ordem 4. Logo, teremos que calcu-
lar 5 x 4 = 20 determinantes de ordem 3. Como vocé pode ver,
os calculos envolvidos na obten¢do de determinantes crescem
rapidamente, a8 medida que a ordem do determinante aumenta.

Temos, entdo, que encontrar um método alternativo para cal-
cular determinantes: a defini¢do ndo fornece uma saida rapida
para isso. Antes, porém, de estudarmos um método mais efi-

Um determinante
de ordem 10 exige
a realizacdo de
9.234.099

operagoes!
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ciente para aplicar, usando as propriedades dos determinantes
e, mais uma vez, operagdes elementares, damos a definicdo do
determinante de ordem n, desenvolvido pela i-ésima linha:

ap ap aipn
any an azn n
det : : o : =Y a;(—1)" . detd_; _;
Ap-1,1 12 Ap—1n /=1
| dnl an2 Ann |

PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES

Na medida do possivel, daremos uma ideia da demonstracao
dessas propriedades. Para verificar a validade de cada uma delas,
precisariamos definir determinantes pelo uso de permutagdes, o
que alongaria demais a nossa aula. Caso vocé tenha interesse em
conhecer essa abordagem, ird encontra-la em Algebra Linear e
Aplicagoes, de Carlos Callioli, Hygino Domingues e Roberto
Costa.

D1 O determinante de uma matriz € unico. Isto ¢, ndo importa
por qual linha ou coluna o determinante seja desenvolvido, o
resultado final ¢ sempre o mesmo.

D2 Dada 4 € M, (R), detA = detA”

Em palavras: o determinante da transposta € igual ao deter-
minante da matriz.

De fato, a expressdo do determinante de 4, desenvolvido
pela i-ésima linha, coincidira, termo a termo, com a expressao
de detA”, desenvolvido pela i-ésima coluna.

D3 Se 4 € M,(R) possui uma linha (ou uma coluna) nula, entdo
det4 = 0.

De fato, basta desenvolver det4 por essa linha (ou coluna)
nula.

D4 Se escrevemos cada elemento de uma linha (ou coluna) de
A4 € M,(R) como soma de 2 parcelas, entdo det4 ¢ a soma de
dois determinantes de ordem », cada um considerando como ele-
mento daquela linha (ou coluna) uma das parcelas, e repetindo



as demais linhas (ou colunas).

DS O determinante de uma matriz triangular ¢ o seu termo prin-
cipal.

D6 Se multiplicamos uma linha (ou coluna) de 4 € M, (R) por
um nimero real A, o determinante de A fica multiplicado por A.

D7 Se permutamos duas linhas (ou colunas) de 4 € M,,(R), entdo
o determinante de A4 fica multiplicado por —1.

D8 Se 4 € M,(R) tem duas linhas (ou colunas) iguais entdo
det4 = 0.

D9 Se 4 € M,(R) possui uma linha (ou coluna) que é soma de
multiplos de outras linhas (ou colunas), entao det4 = 0.

D10 Se somamos a uma linha (ou coluna) de 4 € M,(R) um
multiplo de outra linha (ou coluna), o determinante de 4 ndo se
altera.

D11 Se 4,B € M,(R), entdo det(4B) = detA4.detB.

D12 Se 4 € M,(R) ¢ inversivel, entdo det4~! = (det4)~!.
De fato, se A é inversivel, existe 4! tal que AA ' =1
Entdo det(A4.4~ 1) = det 1.

Pela propriedade D11, det4.det4~! = det I, e pela proprie-

1
dade D5, temos que det / = 1. Logo, detA™! = —— = (det4) !

det4

Uma conclusdo importante pode ser tirada a partir da pro-
priedade D12: uma matriz ¢ inversivel se, e somente se, seu
determinante ¢ diferente de zero. Destaquemos esse resultado:

Seja 4 € M,(R).

A & inversivel < det4 # 0

D13 Se 4 € M,,(R) é ortogonal, entio det4~! =1 ou — 1.

De fato, se 4 é ortogonal, 4~! = A”. Pela propriedade D2,

Lembrando: o termo

o
—
)
a
o
principal de uma matriz p=
quadrada ¢ o produto
dos elementos de sua
<
5
<

diagonal principal.
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det4 = detA” = detA~!. Entdo, pela propriedade D12,
detd.detA™! =1 = detd.detA” =1 = detd.detd =1
= (det4)? = 1 = detd = +1.

CALCULO DE DETERMINANTES POR
TRIANGULARIZACAO

Observe o que diz a propriedade D5. Calcular o determi-
nante de uma matriz triangular ¢, praticamente, imediato. Dado
um determinante, a ideia, entdo, ¢ aplicar operacdes elementares
sobre suas linhas, de modo a triangulariza-lo. Para isso, temos
que observar os efeitos que cada operacao elementar pode ou
nao causar no valor do determinante procurado. Vejamos:

1. Permutar duas linhas.
Pela propriedade D7, essa operacdo troca o sinal do deter-
minante.

2. Multiplicar uma linha por um nimero real A ndo nulo.
A propriedade D6 nos diz que essa operacao multiplica o
determinante por A.

3. Somar a uma linha um maultiplo de outra.

Pela propriedade D10, essa operacao nao altera o determi-
nante.

Diante disso, para triangularizar um determinante, basta que
fiquemos atentos para “compensar’possiveis alteragdes provo-
cadas pelas operagdes elementares utilizadas. Vamos a um exem-
plo.

[ Exemplo 5.4. J

2 5 1 3
) L 0 —1 4 2
Calcular, por triangularizagado, det 6 _2 51
1 3 -3 0
2 5 1 3 LiL4
0 —1 4 2 B
6 —2 5 1 o
1 3 -3 0



1 3 =30
o -1 42 B
6 —2 5 1| LyeL3-60,
2 5 1 3 Ly<—Lg—2L1
1 3 -3 0
o -1 402 B
N O —20 23 1 L3<L3—20Ly o
O —1 7 3 La—Ls—Ly
1 -3 0
o -1 4 2 B
N 0 —57 =39 | Ly«-1/57L3;
0 o0 3 1
1 -3 0
0 —1 4 2
== 0 1 39757 =
0 0 3 1 | LyeL4—3L3
1 -3 0
0 —1 4 2
=510 0 1 39/57
0 0 0 —20/19
= —(—=57).1.(—1).1.(=20/19) = 60.

45 i, Ndo ha uma unica maneira de se triangularizar um
determinante: as operagdes elementares escolhidas
podem diferir, mas o resultado ¢ tnico.

ii. O método de triangularizagdo ¢ algoritmico, ou seja,
¢ constituido de um nimero finito de passos simples:
a cada coluna, da primeira a pentltima, devemos ob-
ter zeros nas posicdes abaixo da diagonal principal.

Calcule o determinante do proximo exemplo e compare com
anossaresolucao: dificilmente vocé optard pela mesma sequéncia
de operacdes elementares, mas (se todos tivermos acertado!) o
resultado serd o mesmo.
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| Exemplo 5.5.

2 —4 8
Vamos calcular | 5 4 6 | por triangularizagio:
-3 0 2
2 —4 8 L](*%L] 1 —2 4
5 46 =2 5 4 6| Li«L,-5L =
-3 0 2 -3 0 2 Ly—L3+3L4
1 -2 4
:2 0 14 —14 L2<—%L2 -
0 -6 14
1 -2 4
=214/0 1 -1 =
0 -6 14 L3<L3+6L,
1 -2 4
=214]0 1 —1|=2.14.1.1.8=224.
0 0 8

[ Exemplo5.6. |

Vamos aplicar as propriedades estudadas nesta aula para dar
os determinantes de 47, 47! e 34, sabendo que A ¢ uma matriz
quadrada inversivel de ordem 2 e que det4 = D.

1. det4” = D, pois o determinante da matriz transposta ¢
igual ao determinante da matriz dada.

1 . . . .
2. detd™! = o Pois 0 determinante da matriz inversa ¢ o

inverso do determinante da matriz dada.

3. det34 = 32D = 9D, pois A possui 2 linhas e cada linha
multiplicada por 3 implica multiplicar o determinante por
3.



| Exemplo5.7. |

2x x+2

Determine x tal
ete e x tal que 4

-1

Temos 2x.x — (—4)(x+2) =14 = 2x* +4x — 6 =0
=x=1oux=-3.

( Exemplo 5.8. ]

X

Det i ara a matriz 4 = ! seja in
etermine x para que zA= 20—y ]

versivel.

Sabemos que 4 ¢ inversivel se, e somente se, det4 # 0. Que-
remos, entao,

X —(20—x)#A0=>x>+x-204A0=>x#4ex £ —5.

Resumo

Nesta aula, recordamos a definigao de determinante e vimos
que ndo se trata de um método pratico para calcular deter-
minantes de ordens altas. Vimos as propriedades dos deter-
minantes e, com o uso de quatro delas, pudemos facilitar o
calculo de determinantes, aplicando operagdes elementares e
“transformando”o determinante original num triangular. Tal
método, chamado triangularizagdo, permite que determinan-
tes de ordens altas sejam obtidos sem que tenhamos que re-
cair numa sequéncia enorme de determinantes de ordens me-
nores a serem calculados. Veja que esta aula ndo apresentou
nenhuma grande novidade em termos de teoria: foi uma aula
mais pratica, que apresentou uma técnica util de célculo.
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1. Calcule, por triangularizagdo, os seguintes determinantes:

3 9 4 2 -3 1 7
-2 3 0 4
a.l -1 0 2 b

5 6 2 -1 5 4 -3
2 4 -5 0

10 =2 —6

c/ 2 1 6

5 4 2

2. Dada 4 € M, (R), tal que det4 = D, determine:

a. detA”
b. det4~!
c. det24
a b c
3. Sejadetd = | d e f | =10. Calcule, usando as pro-
g h i
priedades dos determinantes:
a b ¢ a b c
a.| —d —e —f b.lg h i
g h i d e f
a b c a d g
c.| d/2 e/2 f/2| d.|b e h
g h i c f i
2a 2b 2c a b c
e.| g h i f.lg+d h+e i+f
d e f d e f
x+2 2 —x
4. Calculexparaque| 4 0 5 |=14
6 2x

5. Sejam 4, B € M, (R) tais que det4 =4 e det B = 5. Deter-
mine:

a. detAB
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b. det34

c. det(4B)~!
d. det(—4)
e. det4~'B

x x+2
1

6. Determine x para que a matriz 4 = [ } seja in-

versivel.

/Autoavaliag:ﬁo

Vocé deve estar bem treinado para calcular determinantes
pelo método da triangulariza¢do. Veja que se trata de um
calculo “ingrato”: ndo ha como verificar se estamos certos,
a ndo ser refazendo e comparando os resultados. Por isso,
embora se trate de uma técnica simples, algoritmica, exige
atencdo. Caso vocé tenha sentido duvidas, procure o tutor da
disciplina.
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. leoux:—@

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

.a.-84  b.-1.099  c.-290
.a.D b.1/D c2"D

.a.-10 b.-10 ¢ 5 d.10 e. -20 f -10

23

. Sejam 4, B € M,(R) tais que det4 =4 e detB = 5. Deter-

mine:

a. det4AB =detAd.detB=4x5=20

b. det34 = 3".detd =3" x4 =4.3"

c. det(4B)~! = [det(4B)] ' =20"1 =1/20

d. det(—A4) = (—1)" x 4 (sera 4, se n for par e -4, se n for
impar)

e.detd 'B=detd'.detB=1/4x5=5/4

6. x#—lex#2



Aula 6

SISTEMAS LINEARES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

resolver e classificar sistemas lineares, usando o
método do escalonamento.
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Pré-requisitos:
Aulas 1 a 4.

Uma equacao é
uma sentenga
matematica aberta,
isto €, com
variaveis, onde
duas expressoes
sao ligadas pelo
sinal “=".
Ex:2x—1=0;

x> —2x = 6 etc.

O grau de um
termo - ou
monomio - € a
soma dos
expoentes das
varidveis.

Ex: xy tem grau 2;
x%y? tem grau 5; 16

tem grau zero.

70 CEDERIJ

SISTEMAS LINEARES

Grande parte dos problemas estudados em Algebra Linear
recaem na resolucdo ou discussdo de sistemas de equagdes li-
neares. O mesmo acontece com muitos problemas das demais
areas da Matematica, da Fisica e da Engenharia. Voce, com cer-
teza, ja tomou conhecimento de diferentes técnicas de resolugao
desses sistemas - substitui¢do, adi¢cdo, comparacdo, entre ou-
tras. Nesta aula e na proxima, estudaremos um método que per-
mite um tratamento eficiente de sistemas de equagdes lineares,
seja para obter seu conjunto-solucdo, seja para classifica-lo ou
mesmo para impor condi¢des quanto a existéncia ou quantidade
de solucoes.

EQUACOES LINEARES
Uma equagado linear ¢ uma equagao do tipo
aix;t+axxr+...+ax, =b

Isto ¢, trata-se de uma equagdo na qual cada termo tem grau,
no maximo, igual a 1.

Os elementos de uma equacao linear sdo:

e variaveis (ou incognitas): xi,...,x,
e cocficientes: ay,...,a, € R

e termo independente: b € R

[ Exemplo 6.1. ]

Sao equacgdes lineares:

3x1 —2x+17=0

2x—=3y+4z=1

da—5b+4c—d =10

o x=2



Sao equacdes ndo-lineares:

e X2—5x+6=0
e 3xy—x+4=0
e 2\/x—3y=1
3
e ——9=0
x

Uma solu¢do de uma equagdo com n variaveis € uma
n-upla ordenada de numeros reais os quais, quando substituidos
no lugar das variaveis respectivas na equagdo, fornecem uma
senten¢a matematica verdadeira.

Resolver uma equagdo ¢ encontrar o conjunto de todas as
suas solugdes, chamado conjunto-solucdo da equagao.

[ Exemplo 6.2. ]

1. O par ordenado (3,2) ¢ uma solugdo da equacdo (ndo li-
near) x> —4y = 1, pois 3> —4(2) =9 -8 = 1.

2. O conjunto-solucio da equagdo linear 3x — 1 =5 é {2}.

3. A equacdo linear x +y = 10 possui infinitas solu¢des. Os
pares ordenados (2,8),(—3,13),(0,10),(1/5,49/5) sao a-
penas algumas delas.

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Um sistema de equagoes lineares (ou, simplesmente, um sis-
tema linear) ¢ um conjunto de equagdes lineares que devem ser
resolvidas simultaneamente. Isto é, uma solucao do sistema ¢é
solu¢do de cada equagao linear que o compde. Resolver um sis-
tema de equacgdes lineares ¢ determinar o conjunto formado por
todas as suas solu¢des, chamado conjunto-solugdo do sistema.

Um sistema linear, com m equagdes e n incognitas, tem a
seguinte forma:
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(anx) +apxs+ ... 4+ aux, = by
ar1x1 +axpxy+ ... +axyx, = by

L @m1 X1+ ap2X2 + oo+ ApnXn = by

( Exemplo 6.3. ]

Sao sistemas de equagdes lineares:

x+2y—3z=1
2x—y=3 —2x+5—-z=5
{4x+5y:0 ’ 3x—6y=10 ’
4x—y+2z=-1
2a—3b=1 X1 —2x24+5x3 =0
a+b=>5 ;{2 =2
5a—2b=8 R

CLASSIFICACAO DE UM SISTEMA LINEAR
QUANTO A SOLUCAO

Um sistema linear pode ter ou ndo solucao. Se tem solucao,
pode ter uma sé ou mais de uma. Podemos, entdo, classificar um
sistema linear, quanto a existéncia e quantidade de solugdes, em
trés tipos:

e Compativel (ou possivel) e determinado: quando possui
uma unica solugao.

e Compativel e indeterminado: quando possui mais de uma
solugao.

e Incompativel (ou impossivel): quando nao possui solugao.

Podemos pensar num sistema de equagdes lineares como
sendo um conjunto de perguntas a responder (qual o valor de
cada incognita?). Cada equagdo fornece uma informagdo, uma
“dica”a respeito dessas incognitas. Se tivermos informacgdes co-
erentes e em quantidade suficiente, encontraremos uma solugao,



que sera unica. Se essas informagdes forem coerentes entre si,
mas em quantidade insuficiente, ndo conseguiremos determinar,
uma a uma, cada solugdo, mas poderemos caracterizar o con-
junto delas. Finalmente, se as informacdes ndo forem coeren-
tes entre si, ou seja, se forem incompativeis, o sistema nao tera
solugao.

Resolver um
sistema € um pouco
como brincar de

detetive...

[ Exemplo 6.4. ]

Sem ter que aplicar regras de resolugdo, podemos ver que

1. O sistema { ii—i i i possui uma unica solucdo: o par
(2,1).
. x+y=3 . ~
2. O sistema { 22y =6 possui mais de uma solucao.

os pares (1,2),(0,3),(3,0),(2,1),(3/2,3/2) sdo algumas
delas;

x+y=3
x+y=4
dois numeros reais ¢é unica!).

3. O sistema { ndo possui solucdo (A soma de

SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS

Dizemos que um sistema linear ¢ homogéneo quando os ter-
mos independentes de todas as equagdes que o compdem siao
iguais a zero.

[ Exemplo6.5. |

Sao sistemas lineares homogéneos:

2—3y=0 [ 3x—x2+7x3=0 2x—5y=0
+5y=0 X1 —2x+3x3 =0 ¥+ =0
XY= ! 2 3T —x+4y=0
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A solugdo trivial
também ¢é
conhecida como
solugdo nula ou
ainda solu¢do

impropria.
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Observe que um sistema linear homogéneo em 7 incognitas
sempre admite a solucdo

(0,0,...,0)
———

n elementos,

chamada solugdo trivial. Logo, um sistema linear homogéneo
¢ sempre compativel. Quando ¢ determinado, possui somente a
solucdo trivial. Quando ¢ indeterminado, possui outras solucdes,
além da trivial, chamadas (obviamente!) solugdes ndo-triviais.

Ja é hora de resolvermos sistemas lineares. Dissemos, no
inicio da aula, que fariamos isso usando um método eficiente.
Esse método lida com matrizes associadas ao sistema a ser tra-
tado. Vamos, entdo, caracterizar essas matrizes.

MATRIZES ASSOCIADAS A UM SISTEMA LINEAR

Dado um sistema linear com m equagdes e n incognitas:

anxy+apxy+...+ayx, = b
az1x1 + axnxy + ...+ axyx, = by

L @m1 X1+ ap2X2 + ..+ QX = biy

destacamos as seguintes matrizes:

e matriz (m x n) dos coeficientes:

an ap ... Aaip
azi az ... dAp
Adml Am2 ... Amn

e matriz (ou vetor) (m x 1) dos termos independentes:

by
by

bm



e matriz aumentada (ou ampliada) (m x (n+ 1)) do sistema:

ail aypp ... dip b]
ani azpy ... dpyp bz
aml Ama o Aun bm

[ Exemplo 6.6.

—/

2x—=3y+4z=18

O sistema linear ¢ x+y—2z= -5 possui
—x+3z=4
. matriz
matriz de .
. de termos matriz aumentada:
coeficientes: .
independentes:

2 -3 4 18 2 -3 4 18

1 1 -2 -5 1 -2 -5

-1 0 3 4 — 3 4

RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES POR
ESCALONAMENTO

Observe o sistema linear a seguir:

2x 4y —z =
+3y 4z = -1
2z =

Note que, para resolveé-lo, basta:

e determinar o valor de z na terceira equagao
e substituir o valor de z na segunda equagao e obter y

e substituir y e z na primeira equagdo e obter x

num processo chamado método das substituicoes regressivas.
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A resolucgdo do sistema ficou bastante facilitada. Vejamos a
matriz aumentada desse sistema:

21 -1 3
03 1 -1
00 2 4

Observe que, a partir da segunda linha, o nimero de ze-
ros iniciais sempre aumenta. Quando isso acontece, dizemos
que a matriz esta escalonada. Sistemas com matrizes associa-
das na forma escalonada podem ser resolvidos pelo método das
substituicdes regressivas, como vimos anteriormente. O proble-
ma, entao, ¢:

Dado um sistema linear, como transformar sua matriz asso-
ciada em uma escalonada?

E como fazer isso sem alterar seu conjunto-solugao?

Dizemos que dois sistemas lineares sao equivalentes quando
possuem o mesmo conjunto-solugdo. Nosso objetivo, portanto,
¢ migrar de um sistema para outro que lhe seja equivalente, e de
resolug@o mais simples.

Nos ja estudamos, na Aula 4, as operagdes elementares que
podemos efetuar sobre as linhas de uma matriz. Vamos recordar
quais sdo elas:

1. Permutar duas linhas.

Notagdo: L; <> L;

2. Multiplicar uma linha por um niimero real nao nulo.
Notacdo: L; < AL;
Nest , . iy
e 6o . 3. Somar a uma linha um multiplo de uma outra.
dizemos que L; é a
linha pive. Notagdo: L; <~ L;+AL;

Pode-se mostrar que: Seja S um sistema linear com matriz
aumentada A. Se aplicamos as linhas de A operagoes elementa-
res, obtemos uma matriz A , tal que o sistema linear S, de matriz
aumentada A', é equivalente a §.

A ideia, entdo, é: dado um sistema S de matriz aumentada A4,
aplicar operagdes elementares as linhas de 4, obtendo uma ma-
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. / . .
triz escalonada A , e resolver o sistema associado s , conforme

: Vocé pode
mostra o esquema a seguir:

encontrar essas

. . equivalentes . ) passagens, em
Sistema linear S <> Sistema linear § detalhes, no livro
Algebra Linear e
) 1

Aplicagos, de

Collioli,

matriz escalonada A’ Domingues e

Costa, da Atual

Vamos ver uma série de exemplos para voce se familiarizar ggitora.

com o método. Em vez de, simplesmente, ler o exemplo, efetue

cada operacao elementar indicada, para depois comparar com a

matriz apresentada na sequéncia:

. operagdes elementares
matriz A >

[ Exemplo 6.7. ]

Vamos resolver, por escalonamento, o sistema linear

x +2y +5z =28
S:¢ 2x 43y —z =-1
4y +z =13

Vamos escrever a matriz aumentada desse sistema:

1 2 5 28
A=12 3 -1 -1
04 1 13

Vamos obter “zeros’na primeira coluna, da segunda linha
em diante. Para isso, aplicaremos a terceira operagdo elementar,
usando a primeira linha como pivo. Note que, neste caso, como
o elemento da terceira linha ja € zero, precisamos apenas obter
zero na segunda linha. Para isso, vamos multiplicar a primeira
linha por —2 e somar o resultado com a segunda linha:

I 2 5 28
2 3 -1 -1 Ly« 1,—-2L, =
0 4 I 13
1 2 5 28
= [0 -1 —11 =57
0 4 1 13

CEDERJ
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Passemos, agora, para a segunda coluna (ndo usaremos mais
aprimeira linha - ela estd “pronta”). Queremos obter zero abaixo
da segunda linha. Para isso, multiplicamos a segunda linha por
4 e somamos a terceira:

1 2 5 28
0 —1 —11 —57
0 4 1 13| Ly+IL3+4L, =
1 2 5 28
= |0 -1 —11 —57
0 0 —43 -215

Pronto: a matriz estd escalonada. Vamos, agora, escrever o
sistema S , associado a ela:

x 42y 45z =28
—y —1lz =-57
—43z =-215

Da terceira equagao, obtemos z = (—215)/(—43) =5.
Substituindo na segunda, obtemos y = 2.

Finalmente, substituindo os valores ja obtidos na primeira
equacao, temos x = —1.

Como § ¢ § sdo sistemas lineares equivalentes, essa também
¢ a solugdo do sistema S dado. Logo, o conjunto-solucao procu-
rado ¢ {(—1,2,5)}. Além disso, podemos classificar o sistema
S: ele ¢ compativel e determinado.

[ Exemplo 6.8. |

Vamos resolver o sistema linear:

2x  +y +5z =1
x 43y +4z =-7
S5y —z =-15
—x +2y +3z =-8

Sua matriz aumentada é:

2 1 5 1
1 3 4 -7
05 -1 —15
-1 2 3 -8
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Voce deve ter notado que, quando o elemento na linha pivo,
na coluna em que estamos trabalhando, ¢ 1 (ou -1), os calculos
ficam facilitados. Entdo, vamos aproveitar o fato de ter 1 na
primeira posi¢ao da segunda linha, e permutar as linhas 1 e 2:

21 5 11 Liel, = 13 4 -7
13 4 -7 21 5 1
05 —1 —15 05 —1 —15
12 3 -8 -1 2 3 -8

Vamos obter zeros na primeira coluna, abaixo da primeira
linha, usando a primeira linha como pivo:

13 4 -7
2 1 5 1 L+ L,—-2L; =
05 —1 —15

-1 2 3 —8 Ly La+ 1

1 3 4 -7
0 -5 -3 15
0 5 -1 —-15
0o 5 7 —15

=

Passemos para a segunda coluna. Para obter 1 na posi¢ao
pivo, dividimos toda a segunda linha por -5:

3 4 -7

-5 -3 15 L2<——1/5L2 =
5 -1 —15
5 7 =15

4 -7
3/5 -3
~1 —15

7 —15

SO O

S O O =
wn D = W

Agora, usando a linha 2 como liha pivd, vamos obter zeros
na segunda coluna, abaixo da segunda linha:

13 4 -7 13 4 -7
01 3/5 -3 = 01 3/5 =3
05 —1 —15| L3+ L3—5L, |0 0 —4 0
05 7 —15| Ly+Lsy—5L, |0 0 4 0

Para finalizar o escalonamento, precisamos obter trés ze-
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ros inicias na quarta linha, ou seja, obter um zero na posi¢ao
i =4, j = 3. Nas passagens acima, usamos a segunda operacao
elementar par obter 1 na posi¢ao pivo e, com isso, ter os calculos
facilitados na obtenc¢do dos zeros. Devemos, porém, estar aten-
tos a posssiveis vantagens que um sistema em particular pode
oferecer. Neste exemplo, se simplesmente somarmos a linha 3 a
linha 4, ja obteremos o zero procurado:

13 4 -7 13 4 —7
01 3/5 -3 = 01 3/5 -3
00 —4 0 00 —4 0
00 4 0| Ly«Ls+L3s |00 0 0

A matriz esta escalonada. Vamos escrever o sistema associ-
ado:

x 43y +4z =-7
vy +3z/5 =-3
—4z =0

Resolvendo por substituigdes regressivas, obtemos: z = 0,
y=—3, x=2. Logo, o sistema S ¢ compativel e determinado e
seu conjunto-solugdo é {(2,—3,0)}.

( Exemplo 6.9. ]

Vamos resolver o sistema linear

3a +2b +4c¢ +2d =3
S: a -3¢ 4+2d =-1
—a +5b +4c =4

Acompanhe a sequéncia de operacdes elementares que apli-
cremos para escalonar a matriz aumentada de S:

32 12 37 Lol

1 0 -3 2 -1 =

-1 5 40 4

-3 2 -1

1 2 3 Ly <+ Ly—3L;
4 0 4 Ly L3+ 1L

\
—_— U =
W N O

10 -3 2 -1
=102 10 -4 6
os 1 2 3

Ly 1/2L, =
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1 -3 2 —1
=101 5 =2 3 Ly« 13—5L, =
(05 1 2 3
1 0 -3 2 -1
= |0 1 5 =2 3=
_O 0 —24 12 —-12
a -3¢ +2d =-1
=5 b +5¢ —2d =3

—24c¢ +12d =-12

Na terceira equagao, vamos escrever d em fungdo de c :
d = —1 4+ 2c¢. Substituindo na segunda equagdo, obtemos
b =1—c. E na primeira equagdo: a = 1 —c. Temos, neste
caso, um sistema compativel, porém indeterminado: ele possui
infinitas solugdes.

Fazendo ¢ = £, seu conjunto-solucdo ¢

{(1 =k, 1—kk,—142k);k R}

[ Exemplo 6.10. |

2x +y -3z =3
Vamos resolver o sistema S : x -y +z =1
3x +3y -7z =2

2 1 =3 3| L+ L, I -1 I 1
1 - 1 1| = 2 -3 3| =
3 -7 2 -7 2
1 —1 1
Ly Lr,—2L = 0 1
Ly <+ Ly—3L, 0 —10 —1 Ly« Ly—2L>
—1 1 |
= O 3 -5 1
0O 0 0 -3

Observe que, ao escrever o sistema associado a essa matriz,
a terceira equagdo serd: Ox +0y+ 0z = —3, ou seja, 0 = —3, o
que ¢ falso, para quaisquer valores de x,y e z. Logo, o sistema S
¢ impossivel e seu conjunto-solucdo ¢ 0.

CEDERIJ 81




Algebra Linear | Sistemas Lineares

82 CEDERIJ

[Exemplo 6.11. ]

Vamos resolver o sistema linear homogéneo

a —b +c¢ =0
S:< a +b =0
2b —c =0

—1 1 0
2 1 0 :>SJ{a b +c =0
0 00

0
0
0
L3%L3—L2 |: 2b —c =0

O sistema é compativel (TODO SISTEMA HOMOGENEO
E COMPATIVEL!!) e indeterminado. Resolvendo a segunda
equagdo para c, substituindo na primeira, e fazendo b = k, vocé
podera conferir que o conjunto-solugdo é {(—k,k,2k)k € R}.

Resumo

Nesta aula, estudamos o método de escalonamento para re-
solver e classificar sistemas lineares. Trata-se de um método
seguro, que “revela”a estrutura do sistema, explicitando as
redundancias ou incongruéncias das equagdes. ApoOs o es-
calonamento, as equacgdes que ndo acrescentam informacao
ao sistema tém seus termos todos anulados e aquelas que sdo
incompativeis com as demais se transformam numa sentenga
matematica falsa (algo como 0 = a, com a diferente de zero).
Continuaremos a usar esse método, na proxima aula, para
discutir sistemas lineares, isto ¢, para impor ou identificar
condi¢des sobre seu conjunto-solugdo.




Exercicio 6.1.

1. (Provdo - MEC - 2001)

O numero de solugdes do sistema de equagdes
x +y —z =1
2x 42y 2z =2 ¢
5x +5y -5z =7

(A)0 (B)1 (C)2 (D)3 (E) infinito

2. Classifique e resolva os seguintes sistemas lineares:

2x -y =-7
a. ¢ —3x +4y =13
x 42y =-1

3x —y =1
2y —5z =—11
z —t =-1
x +y 4z +t =10

2a —b —c¢ =-4
¢ a +b —2¢ =1
{ 2x 4y —z =-6

3x +2z =15

2x +3y =16

[ Sx -4y =17

x -y =
¢ 2x 43y =16
’ x +2y =

[ Sx 4y =17

3x —y +z =0

S5x =3y +4z =0

a +2b =0
h 3¢ —-b =0
5a +3b =0
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Autoavaliacao

Nao se preocupe se voce ainda hesita sobre qual operagao li-
near usar, no processo de escalonamento. A familiarizagio
vem com a pratica. Se necessario, refaca os exemplos e e-
xercicios. Se sentir davidas, procure a tutoria. Os sistemas
lineares aparecerao ao longo de todo o curso e ¢ bom que
vocé esteja agil no processo de escalonamento, para nao per-
der muito tempo com eles!

J

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. (A) 0 (Ao escalonar, concluimos que o sistema ¢ incom-
pativel)

2. a. Sistema compativel determinado.
Conjunto-solucdo = {(—3,1)}

b. Sistema compativel determinado.
Conjunto-solucdo = {(1,2,3,4)}

c. Sistema compativel indeterminado.
Conjunto-solucdo = {(—1+k,2+k,k);k € R}

d. Sistema compativel indeterminado.
Conjunto-solucdo = {(5 —2k/3,—16+7k/3,k);k € R}

e. Sistema compativel determinado.
Conjunto-solugdo = {(5,2)}

f. Sistema incompativel. Conjunto-solugdo = 0

g. Sistema compativel indeterminado.
Conjunto-solugdo = {(k/4,7k/4,k);k € R}.

h. Sistema compativel determinado.
Conjunto-solugdo = {(0,0)}



Aula

DISCUSSAO DE SISTEMAS LINEARES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

discutir sistemas lineares, usando o método do
escalonamento.
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Pré-requisito:
Aula 6.

Pode-se provar que
um sistema linear
que possui mais de
uma solugao
possui, de fato,
infinitas solugdes.
Note que 0 mesmo
pode ndo ocorrer
com um sistema
ndo linear. Por
exemplo, o sistema
x—y=0
{ x> =4
possui exatamente
duas solucoes, a
saber, 0s pares
ordenados (2,2) e
(=2,-2).
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DISCUSSAO DE SISTEMAS LINEARES

Discutir um sistema ¢ analisar sob quais condi¢des ele ad-
mite solucdes e, quando estas existem, quantas sdo. Na aula
passada, vimos que, ao final do processo de escalonamento da
matriz associada a um sistema linear, excluindo as equagdes do
tipo 0 = 0, chegamos a uma entre trés situagdes possiveis:

1. Existe alguma equacdo do tipo 0 = a, com a # 0. Isto &,
uma equacao impossivel de ser satisfeita.

Nesse caso, o sistema ¢ incompativel e, portanto, seu con-
junto solugdo ¢ vazio.

2. Nao ha equacdes impossiveis, mas obtemos uma quanti-
dade de equacdes menor do que o nimero de incdgnitas.

Nesse caso, o sistema ¢ compativel e indeterminado e seu
conjunto-solu¢do admite infinitas solucdes.

3. Nao ha equagdes impossiveis e obtemos uma quantidade
de equagdes igual ao de incdgnitas.

Nesse caso, o sistema ¢ compativel e determinado e seu
conjunto-solucdo ¢ unitario.

Nesta aula, iremos analisar sistemas lineares, segundo os va-
lores assumidos por parametros presentes nas equagoes, assim
como impor valores a esses pardmetros para que uma desejada
situagdo ocorra.

A seguir, para formalizar os procedimentos explorados ao
longo dos exercicios, definiremos a caracteristica de uma matriz
e apresentaremos o Teorema de Rouché-Capelli.

Finalmente, veremos a Regra de Cramer, que se aplica a sis-
temas lineares com quantidade de equagdes igual a de incognitas.

Acompanhe os exemplos a seguir.

[ Exemplo 7.1. ]

x+y+z = 6
Vamos discutiro o sistema ¢ x+2y—z = —4 ,segundo
x—+3z = a

os valores do parametro a.



Escalonando sua matriz aumentada, obtemos:

11 1] 6 1 1] 6
12 =1 | =4|~1]0 2 | =10 |~
3 0

— S
QL
(@)
|
[\)
QL
|
(@)
AULA n MODULO 1

~l01 =2 =10
0 | a—16

e
e

Assim, o sistema dado ¢ equivalente ao sistema

x+y+z = 6
y—2z = —10 ,
0 = a—16

cuja terceira equagdo sO sera satisfeita se o segundo membro
também for igual a zero. Logo, temos:
e a # 16 = sistema incompativel.

e a = 16 = sistema compativel e indeterminado, pois pos-
sui trés incognitas e apenas duas equagoes.

[ Exemplo 7.2. ]

. . . x+ay = 2
Vamos discutir o sistema { ax+2ay — 4°
Temon: 1 a | 2 1 a | 2
“la 2a | 4 0 2a—a’> | 4—2a |

Vamos determinar os valores de a para os quais o primeiro
lado da segunda equacao se anula:

2a—a*=0=a(2—a)=0=a=0oua=2. Entdo, hd as
seguintes possibilidades:

e a = 0= osistema fica { )(; i i = incompativel.
- . x+2y = 2 compativel e
* a=2= osistemafica { 0 =0 indeterminado.
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x+tay = 2
by = c
b=2a—a*#0 e c=4—2a = compativel e determinado.

oa%Oea#Zﬁosistemaﬁca{ , com

[ Exemplo7.3. |

x+y+z = 0
Vamos analisar o sistema ¢ x+2y+kz = 2 ,segundo
kx+2y4+z = =2
os valores do parametro k:
1 11| 0 1 1 1 | 0
1 2 k| 2|~]0 1 k=1 | 2|~
k21| =2 0 2—k 1—k | =2
(11 1 | 0
~ 10 1 k—1 | 2 |~
0 0 (1—-k)—(k—1)2—-k) | —2-2(2—k)
(11 1 | 0
~ 10 1 k—1 | 2
| 0 0 (k—1)(k-3) | 2(k—3)

Dai, temos (k—1)(k—3) = 0= k=1 ou k = 3. Ha, entlo,
as seguintes possibilidades:

x+y+z = 0
e k=1=4( vy = 2 = sistema incompativel.
0 = —4
x+y+z = 0
e k=3=4¢ yv+2z = 2 = sistema compativel e in-
0 =0
determinado.
x+y+z = 0
e k#lek#3=¢ y+az = 2 ,coma=k—1,
bz = c

b= (k—1)(k—3)#0ec=2(k—3) = sistema com-
pativel e determinado.
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[ Exemplo 7.4. j %
8
Vamos determinar para que valores de a e b o sistema =
X—y+z = a
2x—y+3z = 2 admite infinitas solugdes. Temos:
x+y+bz = 0 <
5
1 -1 1| a 1 — | a <
2 -1 3 | 2|~]|0 1 1 | 2—2a | ~
1 1 b | O 0 2 b—1 | —a
I -1 1 | a
~10 1 1 | 2—2a
0 0 b—3 | 3a—4

Para que o sistema admita infinitas solucdes (isto €, seja
compativel e indeterminado), devemos terb—3 =0e3a—4 =0.
Istoé,b=3ea=4/3.

| Exemplo7.5. |

Que condigdes a,b e ¢ devem satisfazer para que o sistema

3x=2y = a

4x+y = b admitasolugio?

X = c
Solucio:

3 =2 | a 1 0 | ¢ 1 0 | c

4 1 | bl~l4 1| bl~l0 1] b-tc|~
1 0| ¢ 3 -2 | a 0 =2 | a—3c

1
~ |0
0

Logo, o sistema tera solugdo apenas se (¢ —3c¢)+2(b—4c) =0,
isto é,se a+2b—11c=0.

0 | c
1| b—4c .
0 | (a—3¢c)+2(b—4c)

([ Exemplo 7.6. |

x+2y =0
3x+ky

I
o

Vamos discutir o sistema homogéneo {

gundo o parametro k.
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Temos [ 1210 1 2 |0
MO 3 k0 0 k=6 | 0|

Entao:

e k= 6 = sistema compativel e indeterminado.

e k # 6 = sistema compativel e determinado.

Vamos, agora, formalizar o procedimento que vimos adotan-
do para resolver e discutir sistemas lineares. Para isso, precisa-
mos da seguinte defini¢ao:

CARACTERISTICA DE UMA MATRIZ

Na Aula 4, vimos que, ao passar de uma matriz para outra,
por meio de uma sequéncia de operagdes elementares, defini-
mos uma relacdo de equivaléncia no conjunto dessas matrizes.
Assim, se podemos obter a matriz B, a partir da matriz 4, pela
aplica¢do de uma sequéncia de operagdes elementares, dizemos
que 4 e B sdo matrizes equivalentes. Nos exemplos anteriores,
usamos esse fato e indicamos que 4 e B sdo equivalentes escre-
vendo 4 ~ B (ou B ~ A).

. . / .
Seja A uma matriz qualquer e 4 uma matriz escalonada,
equivalente a 4. Chamamos de caracteristica de A, e indicamos
4 . ~ /
por ¢(A4), ao nimero de linhas ndo nulas de 4 .

| Exemplo7.7. |

. 15 o J1 s B
1. SeJaA—{2 3].EntaoA—[0 _7}60(14)—2.
2 5 —1 2 5 1

2.8 A=12 3 O0|,entiod =0 -2 1 ]e
6 13 -2 0 0 0

c(d)=2

1111 1111
3.Sendod= |2 2 2 2 |,temosd =0 0 0 0
5555 0000
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O raciocinio que usamos para resolver ou classificar os sis-
temas lineares se constitui num resultado conhecido como Teo-
rema de Rouché-Capelli. Nos o enunciamos a seguir.

Teorema 7.1 (Teorema de Rouché-Capelli).

Seja um sistema linear S de representagao matricial AX = b,
com A € My, x,. Indiquemos por A|b a matriz aumentada de
S. Ento S sera compativel se, e somente se, c¢(4) = c(4|b).
Quando for compativel, sera determinado se ¢(4) = n e indeter-
midado, se ¢(4) < n.

Quando um sistema linear S : AX = b possui numero de
equagdes igual ao numero de incognitas, a matriz 4 ¢ quadrada e
podemos calcular seu determinante, que vamos representar por
D. Neste caso, vale o seguinte teorema:

Teorema 7.2 (Teorema de Cramer).

Seja S um sistema linear com niimero de equacdes igual ao
de incognitas. Se D # 0, entdo o sistema é compativel e deter-
minado e sua unica solugéo (o, &, ..., 0y,) € dada por

onde D; ¢ o determinante da matriz que se obtém, a partir de
A, substituindo-se a i-ésima coluna pela coluna dos termos inde-
pendentes do sistema.

Quando D # 0 (isto ¢, quando a matriz 4 ¢ inversivel), o
sistema ¢ chamado sistema de Cramer.

[ Exemplo7.8. |

x+2y—-3z = —15
Sejaosistema ¢ 2x—y+z = 10 .
3x—z = 1
1 2 -3
Temos D=| 2 -1 1 | =2 +#0. Logo, o sistema tem
3 0 —1

solucao unica. Vamos determinar essa solucao.

As demonstragdes
dos teoremas de
Rouché-Capelli e
de Cramer podem
ser encontradas,
por exemplo, em
Fundamentos de
Matematica
Elementar, vol. 4,
dos autores Gelson
Iezzi e Samuel
Hazzan, editado

pela Atual.
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—15 2 =3

D = 10 —1 1 |=4
1 0 -1

1 —15 -3
D,=|2 10 1|=-2

3 1 -1

1 2 —15
Dy=12 -1 10 | =10.

3 0 1
Logo,

D, 4 D, -2 Dy 10
Y=p Tyt YEp Ty T iE Ty

Portanto, a unica solucdo do sistema é (2,—1,5).

Do teorema de Cramer, podemos concluir que:

e D # (0= sistema compativel determinado.

sistema incompativel ou

e D=0= foq .
compativel indeterminado.

Ja vimos que um sistema linear homogéneo sempre admite
solucdo, isto €, € sempre compativel. No caso particular de S ser
homogéneo, podemos concluir, entdo, que:

e D # (0= sistema compativel determinado.

e D =0= sistema compativel indeterminado.

([ Exemplo7.9. |

ax+2ay

0 usando o te-
dx+ay = 12°

Vamos discutir o sistema {
orema de Cramer.

a 2a
4
unica. Assim, os valores de a para os quais D = 0 tornam o
sistema indeterminado ou impossivel. Esses valores sao:

Sabemos que se D = # 0, o sistema tem solugdo

D=0=a>-8a=0=a(a—8)=0=a=0o0ua=38.
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0 = 0
4 = 12
assumir qualquer valor real. Logo, o sistema admite infi-
nitas solugoes.

e Se a =0, o sistema fica: = x=3eypode

AULA n MODULO 1

B ) ) 8x+ 16y
e Se a = 8, o sistema fica: { Aet8y = 12 Escalo-
nando, obtemos o sistema { 3x+8y i 24 > que ¢

incompativel.

Resumindo, temos:

e a # 0 e a# 8 = sistema compativel e determinado.

e a = (0 = sistema compativel indeterminado.

e a = § = sistema incompativel.

[ Exemplo 7.10. |

Vamos determinar o valor de & para o qual o sistema

X—y—z =0
2x+ky+z = 0 admite solugdo propria.
x—2y—2z = 0

Trata-se de um sistema homogéneo de matriz de coeficientes
quadrada. Pelo teorema de Cramer, para que existam solugdes
ndo-triviais (ou seja, para que o sistema seja indeterminado), o
determinante dessa matriz deve ser igual a zero. Isto &,

1 -1 -1
2 k 1 | =0=k=1.
1 -2 =2

CEDERJ 93



Algebra Linear | Discusso de Sistemas Lineares

Resumo

Esta foi uma aula pratica: discutimos sistemas lineares
usando os resultados dos teoremas de Rouché-Capelli e de
Cramer. Note que a regra de Cramer sé se aplica a sistemas
lineares cuja matriz dos coeficientes ¢ quadrada e inversivel.
(Vocé se lembra? Uma matriz quadrada € inversivel se, e so-
mente se, seu determinante ¢ diferente de zero.) Com esta
aula, encerramos a parte introdutdria do curso. Vocé aplicara
0s conceitos e técnicas vistos até aqui ao longo das proximas
aulas. A partir da Aula 8, vocé estard em contato com os
conceitos da Algebra Linear, propriamende dita. Seja bem-
vindo!

1. (Provao - MEC - 1998)

ax+3y =

ndo tem solucdo se e sO
3x+ay = —a ¢

O sistema {
se:

(A)a# -3 B)a#3 (C)a=0 (D)a=-3 ([E)a=3

. . x+ky =
2. Discuta o sistema { bty = 2° segundo os valores
de k.
x+y+mz = 2
3. Para que valores de m o sistema ¢ 3x+4y+2z = m
2x+3y+z = 1

admite solu¢ao?

4. Determine os valores de a e b que tornam o sistema

Ix—=Ty = a
x+y = b
x+2y = a+b—1
5x4+3y = Sa+2b

compativel e determinado. Em seguida, resolva o sistema.

5. Determine os valores de a € b que tornam o sistema

{ 6x+ay =12

bxtdy —b indeterminado.
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mx+y—z = 4

6. Discutaosistema{ x+my+z = 0
X—y = 2
x+hky+2z = 0
7. Para que valores de k o sistema ¢ —2x+y—4z = 0
x—3y—kz = 0
admite solugdes nao triviais (ou seja, € indeterminado)?
—4x+3y = 2
8. Determine k, para que o sistema { 5x—4y = 0
2x—y = k

admita solucao.

9. Encontre os valores de p € R tais que o sistema homogéneo

2x—=5y+4+2z = 0
xX+y+z =0
2x+ pz =0
tenha solugdes distintas da solucao trivial.

10. Que condigdes a e b devem satisfazer para que o sistema

abaixo seja de Cramer?

ax+by = 0
ax+by = 0

4 o ~ N
Autoavaliacao

Embora a teoria usada resolver e discutir sistemas lineares
seja simples e pouca extensa, cada sistema ¢ um sistema!
Quanto mais exercicios vocé puder resolver, melhor sera,
no sentido de deixa-lo mais seguro e rapido nesse tipo de
operagdo. Se possivel, consulte outros livros de Algebra Li-
near para obter mais opg¢des de exercicios. E ndo deixe de

| trazer suas duavidas para o tutor da disciplina. )
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. E)a=3

2. k# 1 e k# —1 = sistema compativel e determinado;
k =1 = sistema compativel e indeterminado;

k = —1 = sistema incompativel.

3. Param # 1. Neste caso, o sistema € compativel e determi-
nado.

4. a=2,b=4{(3,1)}
5.a=6eb=28

6. m # —1 = sistema compativel e determinado;

m = —1 = sistema incompativel.
7. k=—2ouk=—}
8. k=—6
9. p=2

10. ab#0ea#b
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Aula 8

ESPACOS VETORIAIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

definir espacos vetoriais e estudar alguns dos prin-
cipais exemplos dessa estrutura;

identificar propriedades dos espagos vetoriais.
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INTRODUCAO

Imagine um conjunto /" em que seja possivel somar e mul-
tiplicar os elementos por nimeros reais, ¢ que o resultado des-
sas operacdes esteja no conjunto V. Imagine ainda que essas
operacoes tém boas’’propriedades, com as quais estamos acos-
tumados a usar quando somamos e quando multiplicamos por
nimeros reais:

e podemos somar os elementos trocando a ordem, ou agru-
pando-os como quisermos, sem que o resultado seja alte-
rado;

e cxiste um elemento que, quando somado a outro, resulta
sempre nesse outro;

e feita uma soma, € possivel desfazé-la com uma subtragao,
e todo elemento de V' pode ser subtraido de outro;

e multiplicar por um nao faz efeito;

e multiplicar seguidamente por varios reais ¢ 0 mesmo que
multiplicar pelo produto deles;

e multiplicar o resultado de uma soma por um nimero real
¢ o mesmo que multiplicar cada parcela e depois somar;

e multiplicar por um elemento de  uma soma de reais ¢ o
mesmo que multiplicar cada real pelo elemento em questao
e depois somar os resultados.

Existem varios conjuntos em que a adi¢ao e a multiplicacao
por nimeros reais que fazemos usualmente gozam dessas pro-
priedades. Os conjuntos R, R? e R3 sdo exemplos. Os conjuntos
de matrizes de mesma ordem (M 3(R), M344(R) etc.) também
sdo exemplos (veja Aula 3). Na verdade, ha muitos exemplos de
conjuntos com essa mesma estrutura. Chamamos a esses con-
juntos, munidos dessas operagdes com as propriedades acima,
de espagos vetoriais.

A vantagem de se estudar os espacos vetoriais de forma mais
abstrata, como faremos a partir de agora, ¢ que estaremos estu-
dando propriedades e leis que sdo validas em qualquer espaco
vetorial, em particular nos exemplos que acabamos de destacar.



Ou seja, veremos o que existe de comum entre conjuntos de ma-
trizes, R, R?, R3 e varios outros espacos vetoriais.

DEFINICAO DE ESPACO VETORIAL

Considere um conjunto ¥ no qual estdo definidas duas
operacdes: uma adi¢do, que a cada par de elementos u e v de
V' associa um elemento u + v de V, chamado soma de u e v, e
uma multiplicagdo por escalar, que a cada nimero real o e a
cada elemento v de V' associa um elemento ov de V', chamado
produto de o por v. Dizemos que o conjunto /' munido des-
sas operacdes ¢ um espago vetorial real (ou um espago vetorial
sobre R, ou ainda, um R-espago vetorial) se sdo satisfeitas as
seguintes condicdes, para todos os elementos de V', aqui desig-
nados pelas letras u, v e w, e todos os nimeros reais, aqui desig-
nados pelas letras o e f3:

e u-+v=v-+u (comutatividade);
e u+ (v+w) = (u+v)+w (associatividade);

e cxiste um elemento em V, que designaremos por e, que
satisfaz v+ e = v para qualquer v em V' (existéncia de ele-
mento neutro para a adi¢do);

e para cada v € J, existe um elemento de V', que designare-
mos por —v, que satisfaz v+ (—v) = e (existéncia de in-
verso aditivo, também chamado de simétrico ou oposto);

e o(Bv) = (af)v (associatividade);
e (a+B)v= av+ Pv (distributividade);
e o(u+v) = au-+ av (distributividade);

e 1.v=v (multiplicagdo por 1).

De acordo com essa defini¢cdo, podemos concluir que nio
sdo espacos vetoriais o conjunto N dos nimeros naturais, € o
conjunto Z dos niimeros inteiros, para comecar. Em nenhum
dos dois, por exemplo, a operagao multiplicacao por escalar esta
bem definida: ao multiplicar um niimero inteiro ndo nulo por
V2, que ¢ um numero real, a resposta certamente ndo sera um
nimero inteiro.
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Isso nos diz que alguns dos conjuntos que conhecemos nao
sdo espacos vetoriais. Para nos certificarmos que um determi-
nado conjunto ¢ de fato um espaco vetorial, é necessario veri-
ficar se as operagdes estdo bem definidas, e se valem todas as
condi¢des da definicdo! Qualquer uma que nao se verifique in-
dica que o conjunto em questdao ndo ¢ um espago vetorial.

EXEMPLOS DE ESPACOS VETORIAIS

Para verificar se um conjunto ¢ ou ndo um exemplo de espaco
vetorial, partimos do principio de que no conjunto dos nimeros
reais a adi¢ao e a multiplicagao tém todas as propriedades dadas
na defini¢do de espaco vetorial (na verdade, estaremos usando o
fato de que R ¢ um Corpo, que ¢ uma outra estrutura estudada
nos cursos de Algebra). Sdo varios os exemplos de espagos ve-
toriais. Listamos alguns deles a seguir.

[ Exemplo 8.1. ]

a. R?ZeR3

Provaremos que R? ¢é espaco vetorial, sendo que a prova
para R3 ¢ andloga. Aqui as operagdes consideradas sdo as
usuais, ou seja, aquelas que estamos acostumados a fazer:
se (x1,x2) e (v1,)2) sdo elementos de R?, e o é um nlimero
real, (x1,x2) + (y1,02) = (x1 +y1,% +2) € a(x;,x) =
(ch 1, OCXZ).

Considere u = (x1,x2), v= (y1,2) e w = (z1,22), todos
em R?, o e B numeros reais. Entio temos:

Loutv=(x1+y1,x2+y2) = 1+x1,02+x2) =utv;
2o u+(v+w) =X+ +z1),0+00+2)) =
= ((x1+y1) +21, (02 +32) +22) = (U+v) +w;
3. o par e = (0,0) satisfaz u+e = (x; +0,x2+0) =
(x1,x%2) = u;
4. tomando —u = (—x, —x3), temos
u+(—u) = (x; —x1,x2—x2) = (0,0) = e;
5. a(Bu) = a(Bx1, Bxz) = (afx1, oBxz) = (o )us;

6. (0 B)u=((cr+B)x1, (o0 B)s) =
= (ox) + Bx1, axy + Bxy) = o+ Bu;



7. a(u+v) =alx;+y,x2+y) =
= (o1 +y1), 0t(x2 +32)) =
= (ox1 + oy, 00 + 0yp) = o+ o

8. lu=(lxy,1lxp) = (x1,x2) = u.

b. R”, com n natural ndo nulo qualquer

O conjunto R” ¢ formado pelas n-uplas (1&-se ’énuplas™)
de nimeros reais:

R" = {(x1,%2,-.-,%n) : X1,X2,...,%, € R}.

Em R”, as operacdes usuais sdo definidas da seguinte ma-

neira: considerando u = (x1,x2,...,%,) ev=(V1,V2,---,Vn)
elementos de R”, e o em R, temos u+v = (x; +y1,x2 +

V2yeoosXn+yn) € au = (0xy,0x2,...,0x,). A prova de

que R” é um espago vetorial é analoga as provas para R?

e R3, que sdo casos particulares onde se consideran =2 e

n=73.

c. Myxm(R)

Ja vimos na Aula 3 que o conjunto M, (R) com as ope-
ragoes definidas na Aula 2 satisfazem a todas as condigoes
dadas na defini¢ao de espaco vetorial real.

d C

Aqui, apenas recordaremos as operacdes de soma e pro-
duto por escalar no conjunto dos nimeros complexos (con-
ceitos vistos no curso de Pré-Calculo), deixando a prova
como exercicio.  Considere os numeros complexos
z1 = ay +bji e zp = ap + byi, e o numero real or. Temos
entdoz) +zp = (a1 +az) + (b1 +by)ie azy = aa; + abyi.

O grau do
¢. Polindmios de grau < n (n natural ndo nulo), com coefici- polinomio nulo nio
entes reais, a uma variavel, acrescidos do polinomio nulo. est4 definido.

Os polindmios sao muito estudados em diversos ramos
da Algebra. Os conjuntos de polindmios de grau < n
(acrescidos do polindmio nulo), para os diversos valores
de n, tém estrutura muito rica (no sentido da quantidade
de operagdes e propriedades que sdo validas nesses con-
juntos), e o fato de serem espacos vetoriais € apenas uma
de suas caracteristicas. Vamos fazer a prova para o con-
junto dos polindmios de grau < 2, sendo que a prova para
o caso geral ¢ inteiramente analoga.
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Usaremos a nota¢do P»(z,R) para indicar o conjunto dos
polindmios de grau < 2 a uma varidvel ¢, com coeficientes
reais, acrescido do polindmio nulo. Nesse caso,

Py(t,R) = {at* + bt +c: a,b,c € R}.

A expressdo “grau < 2” ¢ traduzida matematicamente
pelo fato de que a pode ser qualquer nimero real, inclu-
sive zero: caso a seja 0, e b # 0, o polindmio em questao
tem grau 1. Para o polindmio nulo, temosa = b = ¢ = 0.

Lembre-se de que um polindmio ¢ um objeto abstrato, ao
trabalhar com uma expressdo do tipo 2¢2 +¢+ 1 ndo es-
tamos interessados em “encontrar ¢”(nem seria possivel,
pois ndo se trata de uma equagdo). No nosso curso esta-
remos interessados em somar tais expressoes, ou multipli-
ca-las por escalares, obtendo outras do mesmo tipo. Para
isso, sejam p| = ait> +bit+c; e p2 = art? + bot + 3
elementos de P»(¢,R), e € R. Entéo,

p1+p2 = (a1 +a)t> + (b + b))t + () + ¢2),
oap) = aait® + aby + acy.
Vamos as propriedades das operacoes:
1. p1+p2= (a1 +a)t* + (b1 + b))t + (c1 +c2) =

= (aa+a))t> + (by+ b))t +(ca+c1) = pa+pi;

2. pi+(p2tp3) =
= (a1 + (a2 +a3))* + (by + (b2 +b3))t + (c1 + (c2+¢3)) =
= (a1 + a) + a)t? + ((by + b2) + ba)t +
+((c1+c2) +¢3) = (p1+ p2) + p3;

3.0 polindmio 0 = 02 + 0r + 0 satisfaz
p1+0=(a;+0)2+ (by +0)t+ (c; +0) = a1> +
bit+cy;

4. tomando —p; = (—ay)t* + (—by)t + (—c1), temos
pr+(=p1) = (a1 —a)? + (b = b))t + (c1 —¢1) =
0t24+0t+0=0;

5. a(Bp)= OC(Ball‘z—f—Bbll‘—f—ﬁCl) = aﬁa1t2+a[3b1t+
afci = (af)pi;

6. (a+B)p1=(a+B)ait>+(o+B)bit+(a+B)c =
aat® + Bait* + abt + Bbit + acy + Per = apy +
Bri;
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7. a(p1+p2) = aar +a2)t* + a(by +ba)t + o) +
Cz) = aa1t2 + OCaztz + abit + abyt + acy + ac; =
op)+opa;

8. lpy = lajt> + 1byt +1cy = ayt*> + byt + ¢ = py.

O conjunto dos polindmios de grau exatamente 2 nao ¢
um espaco vetorial. De fato, a soma ndo estd bem definida
nesse conjunto: somando #> +¢+4 1 e —¢>+2¢ —3, que tém
grau 2, obtemos o polindomio 3¢ — 2, que tem grau 1.

f. Polindmios de qualquer grau, com coeficientes reais, a
uma variavel

Considerando o conjunto de todos os polindmios a uma
variavel, com coeficientes reais, as operagdes soma e pro-
duto por escalar usuais (andlogas as que definimos para
P,(t,R)) estdo bem definidas e satisfazem a todas as pro-
priedades que caracterizam o0s espacos vetoriais,
tratando-se, portanto, de um exemplo de espaco vetorial.

#5 Os elementos de um espago vetorial sdo chamados veto-
res. O elemento neutro da soma é chamado vetor nulo, e
denotado por 0 ou 0. Note que, segundo essa convencgao,
vetores podem ser polindmios, matrizes, etc. , € o simbolo
0 serd usado também para matrizes nulas, n-uplas de ze-
ros, etc.

Veremos ao longo deste mdédulo que muitos dos conceitos
aplicaveis aos ‘“antigos” vetores (como modulo, angulo, etc)
também fazem sentido para os vetores da forma que estamos
definindo agora.

PROPRIEDADES DOS ESPACOS VETORIAS

Vamos considerar um espago vetorial V, e usar as letras u, v
e w para designar elementos desse espaco. Usaremos as letras
gregas (a, B, A, etc) para designar nimeros reais. Para facilitar
as referéncias futuras as propriedades, vamos numera-las.

1. Existe um tnico vetor nulo em V', que € o elemento neutro
da adicao.
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Em todos os exemplos que listamos na ultima aula, ¢ bas-
tante claro que existe apenas um elemento neutro em cada
espaco, mas existem varios outros espacos vetoriais que
ndo vimos ainda. Vamos entdo provar que a existéncia de
um Unico elemento neutro ¢ um fato que decorre apenas
da defini¢do de espaco vetorial (e, portanto, vale em qual-
quer um). Vamos entdo provar essa propriedade, e todas
as outras, usando a defini¢do e as propriedades que ja te-
nhamos provado.

Ja sabemos da definicdo que existe um elemento neutro

no espaco V. Suponhamos que 0 ¢ 0 sejam elementos
/

neutros de V, e vamos mostrar que 0 = 0.

De fato, temos que ter 0 + 0 = 0/, ois 0 ¢é elemento neu-
q !/ p !
tro, mas também temos 040 = 0, pois 0 também ¢ ele-
!/
mento neutro. Logo tem-se 0 =0 .

. Para cada v € V, existe um unico simétrico —v € V.

Novamente, suponhamos que algum v de V" admitisse dois
. , . ! ,
simétricos, —v e —v . Nesse caso, teriamos

/

vt (=v) =v+(=v),

pois os dois lados da igualdade resultam no vetor nulo.
Somando (—v) aos dois membros, obtemos

!

(V) + 0+ (=) = (=) +(+(=v)).

Pela associatividade da soma, podemos escrever

/

(=) +v) + (=) = ((=v) +v) + ().

Usando o fato de que —v € simétrico de v, e 0 ¢ o elemento
neutro da soma, obtemos

0+ (—v) =0+ (—v)

—V=—V.

. Seu+w=v+wentdou=v.

Somando —w aos dois membros da equagdo u+w=v+w,
obtemos

(utw)+(=w) = (v+w)+ (=w).



Pela associatividade da soma e pelo fato de que —w ¢ o
simétrico de w e 0 é o neutro da soma, obtemos

ut+(w+(—w)) =v+(w+(—w))

u+0=v+0

u=m.

. —(—v) =v (ou seja, o simétrico do vetor —v ¢é o vetor v).

Como o simétrico de um vetor qualquer de V' € inico (pro-
priedade 2), e como v+ (—v) = 0, entdo o simétrico de —v
sO pode ser v.

. Fixados u e vem V/, existe uma tnica solu¢do para a equacao
U+x=m.

Somando —u aos dois membros da equagdo u +x = v, ob-
temos
(—u)+ (u+x) = (—u)+v

((—u)+u)+x=(—u)+v
0+x=(—u)+v
x=(—u)+v,

ou seja, a equagao u +x = v tem pelo menos uma solucao,
4 / M ~
que € (—u) +v. Supondo que x e x sejam solugdes da re-
. ~ . !
ferida equagdo, ou seja, que u+x =veu+x = v, teremos

!/
U+x=u-+x,

e, pela propriedade 3,

. Se v € V satisfaz v+ v = v, entdo v = 0 (s6 o elemento
neutro satisfaz a essa equacao).

Note que, se v+ v = v, entdo v € solugdo da equagdo v+
x =v. Como 0 também ¢ solugdo, visto que v+0 = v, pela
propriedade anterior, tem-se v = 0.

.0v=0

Basta verificar que, pela propriedade distributiva,

Ov+0v=(0+0)yv=0v.
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10.

11.

Pela propriedade anterior, Ov = 0.

00 = 0, qualquer que seja o real o considerado.
De novo usando a propriedade distributiva da adigdo, e o
fato de que 040 = 0, temos
00 =0a(0+0) =00+ a0.
Pela propriedade 6, a0 = 0.

Seov=0entaiooxr =0o0uv=20

Note que essa propriedade nos diz que a equagdes das pro-
priedades 7 e 8 representam as Unicas formas de obter o
vetor nulo como produto de escalar por vetor. Para pro-
va-la, vamos supor que v =0¢ o # 0 (o caso @ =0 ja
nos da a conclusdo desejada). Nesse caso, podemos mul-
tiplicar os dois membros da igualdade orv = 0 por o~ !,
obtendo

o (av)=a'o.

Usando a propriedade associativa da multiplicag@o por es-
calar, e a propriedade 8, obtemos

(o 'a)v="0
Ilv=20
v=0,

onde a ultima passagem utiliza a propriedade da multipli-
cacdo por 1 dos espagos vetoriais.

(=)v=—v

Como 1v = v, podemos escrever
(=l)v+v=(—1)pv+1lv=(—1+1)r=00=0,

considerando a propriedade distributiva e a propriedade 7.
Dai, concluimos que (—1)v é o simétrico de v, ou seja,
(=)y=—v.

(mo)y=—(av) = a(—v)

Na prova dessa propriedade, deixaremos como exercicio
a identificacdo das propriedades utilizadas em cada passa-
gem. Siga o raciocinio das provas das propriedades ante-



riores.

portanto (—a)v = —(ow).

o(—v)+ov=a(—v+v)=a0=0,

portanto a(—v) = —(ow).

Com essas propriedades que demonstramos, podemos con-
cluir que grande parte das contas que fazemos com vetores de
R? e R? sdo validas em qualquer espaco vetorial.

A partir de agora, escreveremos u — v no lugar de u + (—v),
u+v+wno lugarde u+ (v+w) ou (u+v) +we offv no lugar
de a(Bv) ou (axff)v.

Exercicio 8.1.

1. Julgue verdadeiras ou falsas as afirmativas a seguir. Justi-
fique!

a. O conjunto Q dos numeros racionais ¢ um espaco
vetorial real.

b. O conjunto Q* = {(a,b) : a, b € Q}, com as operacdes
usuais, ¢ um espaco vetorial real.

c. O conjunto unitario {0}, com as operagdes usuais, ¢
um espacgo vetorial real.

d. R" ={x€R:x> 0} com as operagdes usuais nio
¢ espaco vetorial real.

e. O conjunto dos nimeros complexos com parte real
ndo negativa ¢ um espaco vetorial real.

2. Mostre que R com as operagdes usuais é um espago ve-
torial real (siga os passos da demonstragio para R? feita
no exemplo 1).

3. Mostre que C? = {(z1,22) : z1, z2 € C} é um espago veto-
rial real, com as operagdes definidas abaixo:

Adi¢do: (z1,z3)+ (zll,zlz) = (z +zl1 ,22 +z/2)
Multiplicacdo por escalar: o(zy,z) = (0z1,0z7)
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onde (z1,22) e (z/1 ,zlz) sdo elementos de C* e o € R.

4. Mostre que, no conjunto 4 = {0, 1}, as operagdes defini-
das abaixo satisfazem a todas as condi¢des da defini¢ao de
espaco vetorial real, exceto a lei associativa para a multi-
plicagdo por escalar e as leis distributivas.

Adi¢do: 000=0,001=1,100=1el®1=0

Multiplicag¢do por escalar: aOx=xseo>0eaOx =
Osea<0,ondex c Rexc A.

5. Também definem-se espagos vetoriais sobre o conjunto
dos niimeros racionais (o corpo dos racionais), apenas fa-
zendo com que a operacao multiplicagdo por escalar con-
sidere apenas escalares racionais, ¢ mantendo o restante
da defini¢do inalterado. Mostre que o conjunto Q> é um
espaco vetorial sobre os racionais.

Autoavaliacao h

O contetdo desta aula envolve conceitos muito abstratos.
Para obter alguma seguranc¢a nesses conceitos, talvez seja ne-
cessario reler varias vezes algumas partes. Nao se preocupe
se vocé ndo conseguiu fazer alguns dos exercicios de imedi-
ato, retorne a esta aula depois de estudar a proxima, que trata
dos Subespagos Vetoriais, e vocé estard mais familiarizado
com 0s conceitos aqui apresentados.

J

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. a. Falsa.
b. Falsa.
c. Verdadeira.
d. Verdadeira.
e. Falsa.
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Aula 9

SUBESPACOS VETORIAIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

caracterizar subespacos vetoriais;

identificar subespacos vetoriais, demonstrando
que atende as condicoes de subespaco.
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Aula 8.
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INTRODUCAO

Nesta aula, veremos um tipo muito importante de subcon-
juntos de espagos vetoriais: os subespagos vetoriais. Nem todo
subconjunto S de um espaco vetorial } € um seu subespacgo: ¢
necessario que o subconjunto em questao tenha a mesma estru-
tura de V', como estabelece a definicdo a seguir.

Definicao 9.1.

Considere um espaco vetorial . Um subconjunto S de V' ¢
dito um subespago vetorial de V' se S for um espaco vetorial
com respeito as mesmas operagdes que tornam J um espago
vetorial.

Como primeira consequéncia dessa definicdo, um subespaco
vetorial S deve ser ndo vazio, j& que uma das condigdes que
devem ser satisfeitas para que S seja um subespaco vetorial de
V' ¢ a existéncia em S de um elemento neutro para a adigdo de
vetores: com isso, obrigatoriamente 0 € S.

De acordo também com a defini¢do acima, para verificar se
um dado subconjunto S de um espago vetorial /' ¢ um subespago
vetorial de V', deve-se checar se as operagdes de adicao e multi-
plicagdo por escalar estdo bem definidas em S, e se elas satisfa-
zem a todas as condi¢des dadas na defini¢dao de espaco vetorial.

Se observarmos melhor, no entanto, veremos que nao ¢ ne-
cessario verificar cada uma das condi¢des: uma vez que a adi¢ao
em S esteja bem definida (ou seja, que a soma de dois elementos
quaisquer de S seja também um elemento de S), ela ndo deixara
de ser comutativa (por exemplo) apenas porque estamos consi-
derando elementos de S, pois a adi¢gdo em V' tem essa proprie-
dade. O mesmo se verifica para a multiplicacdo por escalar.

A seguir, entdo, listamos trés condi¢des que, se satisfeitas,
garantem que um subconjunto S de um espago vetorial V' ¢ um
subespaco vetorial de V:

o SH£0.

e Dados u e v quaisquer em S, a soma u + v estd em S.



e Dadosu € Se o € R, oproduto au esta em S.

Uma vez que S C V satisfaga tais requisitos, todas as outras
propriedades listadas na defini¢cdo de espaco vetorial serdo auto-
maticamente “herdadas” pelo conjunto S.

[ Exemplo 9.1. ]

Dado um espago vetorial V' qualquer, os conjuntos {0} (con-
junto cujo Unico elemento ¢ o vetor nulo) e V' sdo subespagos
vetoriais de V.

De fato, ¢ claro que {0} # 0. Além disso, dados dois ele-
mentos de {0}, a soma deles pertence a {0} (o tnico elemento
que existe para considerarmos ¢ 0!) e o produto de um niimero
real qualquer por um elemento de {0} resulta no vetor nulo, per-
tencendo, portanto, a {0}.

Para verificar que V' ¢ subspago vetorial de V/, basta aplicar
diretamente a defini¢do de subespaco vetorial, e observar que
V' C V e ¢ obviamente um espaco vetorial com respeito as mes-
mas operagoes.

Por serem os subespacos mais simples do espaco vetorial V',
{0} e VV sdo chamados subespacgos triviais de V.

[ Exemplo 9.2. ]

Seja S = {(x,2x) : x € R}. O conjunto S é um subespago
vetorial de R?.

#5 Na se¢do seguinte, veremos quais sdo todos os subespagos
de R?. Neste momento, estudaremos este exemplo parti-
cular, para nos familiarizarmos com o procedimento de
verificacdo de que um dado conjunto ¢ um subespaco ve-
torial. Ao nos confrontarmos com um “candidato” S a
subespago, temos que nos fazer trés perguntas:

i, S 0?

ii. Seue Seves, entdo u+ve S (aadicdo esta bem
definida em S)?

iii. Seax € Reu €S, entdo ou € S (a multiplicacdo por
escalar esta bem definida em S)?
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Vamos, entdo, responder a essas perguntas para o caso de
S={(x,2x) :x e R}:

i. S# 0, porque (0,0) € S, por exemplo. Basta considerar
x=0.

ii. Seue SeveS,digamos que u = (x,2x) e v=(y,2y) com
x,y € R (precisamos usar letras diferentes para designar
elementos diferentes!), entdo

u+v=(x+y2x+2y) = (x+32(x+y)).

Logo, u+v € S, pois ¢ um par ordenado de numeros reais
onde a segunda coordenada ¢ o dobro da primeira, que ¢
precisamente a regra que define os elementos de S neste
exemplo.

iii. Se v € Reu=(x,2x) € S entdo
ou = o(x,2x) = (ax,a2x) € S,

pois o2x = 2ax ¢ o dobro de owx.

Como a resposta as trés perguntas formuladas foi positiva,
podemos concluir que S é um subespaco vetorial de R2.

Observe que, para responder a primeira pergunta, exibimos
um elemento de S, concluindo que S # 0. Escolhemos exibir o
vetor nulo de R?, embora qualquer outro elemento servisse para
esse proposito. Tal escolha ndo foi por acaso: se o vetor nulo ndo
fosse um elemento de S, entdo S ndo seria um subespago veto-
rial (pois ndo seria ele mesmo um espaco vetorial). Sempre que
tivermos a nossa frente um candidato a subespago vetorial, po-
demos verificar se o vetor nulo do espaco vetorial que o contém
pertence ao candidato, para responder a primeira das perguntas.
Caso a resposta seja afirmativa, passamos a verificar as outras
duas perguntas e, se a resposta for negativa, ja podemos con-
cluir que o candidato ndo ¢ um subespago vetorial, sem nenhum
trabalho adicional.

( Exemplo 9.3. ]

Seja ¥V =R? e S = {(x,x+1): x € R}. Observe que
(0,0) ¢ S. Logo, S ndo é um subespago vetorial de V.



[ Exemplo 9.4. j

Seja V' um espaco vetorial e w um elemento de V. Entdo, o
conjunto S = {Aw: A € R} é um subespaco vetorial de V.

#5 Neste exemplo, os elementos de S sdo caracterizados por
serem todos produto de um niimero real qualquer por um
elemento fixo de V. No caso desse elemento ser o vetor
nulo, temos um subespaco trivial.

i. S#£0,pois0=0weS;

ii. seue Seves, digamos, u = Aw e v= Lw com
A, Ay € R, entdo

ut+v=hw+w=(A+Ah)wes,
iii. seax € Reu=Aw €S, entdo

ou=o(A)w=(ar)weS.

[ Exemplo 9.5. ]

O conjunto solugao do sistema

x+2y—4z43t = 0
x+4y—-2z43t = 0
x+2y—2z42t = 0

¢ o subconjunto de R* dado por {(0,—¢,,2t);t € R}. Vocé
pode verificar que esse conjunto satisfaz as trés condi¢des de
subespaco.

([ Exemplo9.6. |

O conjunto-solugdo de um sistema linear homogéneo de m
equacdes e n incognitas € um subespago vetorial de R”.

O exemplo anterior ¢ um caso particular deste. Considere o
sistema escrito na forma matricial,
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AX =0, (9.1)

onde 4 € My,«,(R), X é o vetor-coluna (de » linhas) das incog-
nitas do sistema, e 0 ¢ o vetor nulo de R” representado como
coluna. Vamos verificar que o conjunto S de todos os vetores X
de R" que, se representados por vetores-coluna, que satisfazem
a equacao matricial (9.1), formam um subespaco vetorial de R”:

i, S£0?

Como sabemos, um sistema homogéneo qualquer tem sem-
pre a solugdo trivial, portanto (0,0,...,0) € R” ¢ um ele-
mento de S (podemos também verificar que 40 = 0, to-
mando o cuidado de notar que o simbolo 0 representa uma
coluna de n zeros do lado direito da equagdo, e uma coluna
de m zeros do lado esquerdo da equacao).

ii. SeU eSeVeS, entdo U+ V €S (a adicdo estd bem
definida em §)?

Sejam U e V' duas solugdes do sistema (9.1), ou seja,

vetores-coluna de R” ge satisfazem aquela equacdo ma-
tricial. Entdo, temos

AU+V) =AU+ AV =040 =0,

onde a primeira igualdade vem da propriedade distributiva
da adi¢do de matrizes, e a segunda do fato de que, como
U e V sdo solugdes do sistema (9.1), AU =0 e AV = 0.
Vemos, portanto, que U + V satisfaz a equagdo matricial
(9.1), representando, portanto, uma solu¢ao do sistema.

iii. Sex e Re U €S, entdo aU € S (a multiplicagdo por
escalar esta bem definida em §)?

Novamente, considere U um vetor coluna de R” que satis-
faz a equacdo (9.1). Seja o € R. Entdo, temos

A(aU) = aAU = 00 = 0.
A primeira igualdade utiliza a propriedade mn1, de multi-

plicagdo de matrizes por numeros reais, vista na Aula 2.

Acabamos de verificar, usando representacdes matriciais, que
a soma de duas solu¢des de um sistema linear homogéneo tam-
bém ¢ solugdo desse sistema e que qualquer multiplo real de uma
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solucao também o ¢é. Logo, o conjunto-solu¢do de um sistema
linear homogéneo com 7 incognitas ¢ um subespaco vetorial de
R".

([ Exemplo9.7. |

a 0

O conjunto S = d

de szz(R).

] ;at+c=d } ¢ subespaco vetorial

([ Exemplo9.8. |

O conjunto S = {a+ bx +cx*;a,b,c € Rea=b+c} ¢
subespaco vetorial de V' = P».

Observe que R e R? sdo espagos vetoriais, ¢ R ndo é um
subespaco vetorial de R2. Isso porque R nio esta contido em
R?, assim como R? ndo estd contido em R3. A confusdo cos-
tuma acontecer, em parte, porque a representagdo geométrica de
IR? (plano cartesiano) parece incluir a representacio geométrica
de R (reta). Na verdade, porém, R ¢ um conjunto de niimeros,
enquanto R? é um conjunto de pares ordenados de niimeros,
e esses dois objetos sao completamente distintos. Veremos mais
tarde que R? contém apenas “copias” de R, assim como R3
contém “cépias” tanto de R como de R?.

OS SUBESPACOS VETORIAIS DE R?

Ja conhecemos alguns dos subespagos de R?:

e {(0,0)} e R?, que sdo os subespagos triviais;

e {aw: o € R}, onde w € R é um elemento de R?.

Esses subespacos foram vistos nos exemplos anteriores. Note
que, variando w no segundo item, existem infinitos exemplos
de subespacos. Veremos, nesta se¢do, que esses sao 0s Unicos
subespacos de R?: sdo em numero infinito, mas sdo todos de
algum dos tipos anteriores. Para isso, vamos considerar o plano
cartesiano, que é a representacio geométrica do conjunto RZ.

Lembrando: P, é o
conjunto de todos
os polindmios a
variavel e
coeficientes reais,
de grau menor ou
igual a 2, acrescido
do polinémio

identicamente nulo.
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A cada vetor do
plano com origem
no ponto (0,0) e
extremidade no
ponto (x,y)
fazemos
corresponder o
ponto (x,y) de R?,
e vice-versa.
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Cada elemento (x,y) € R? é representado como um vetor com
origem no ponto (0,0) e extremidade no ponto (x,y).

Considere um subespago S de R? que ndo seja {(0,0)}. Entio,
nesse subespaco existe um vetor w que nao ¢ o vetor nulo. Como
S ¢ fechado para a multiplicacdo por escalar, todos os multiplos
de w também sdo elementos de S. Com isso, como vemos na
Figura 9.1, a reta que contém w deve estar toda contida em S.
Ou seja, se S € ndo trivial, ele contém pelo menos uma reta (in-
finitos pontos!). Observe que essa mesma reta também contém
a origem.

Figura 9.1: Reta que contém w.

Suponhamos agora que, além de conter w, S também conte-
nha algum outro vetor v de R?, que ndo esteja na reta que contém
w. Nesse caso, S também deve conter a reta dos multiplos de v.
Observe as duas retas na Figura 9.2.

Figura 9.2: Retas contidas em S.



Note que o subespaco S ndo pode consistir apenas das duas
retas da Figura 9.2. Isso porque a adi¢do nao esta bem definida
no conjunto formado pela unido das duas retas; se considerar-
mos, por exemplo, o vetor w+ v, veremos que ele ndo pertence

a nenhuma das duas retas.
Lembre-se de como

somar vetores

geometricamente

no plano!

Figura 9.3: Somade wev.

Observe, agora, que qualquer vetor de R? (com origem em
0 = (0,0)) pode ser obtido pela soma de vetores das duas retas,
e isso significa que, nesse caso, S = R2. Na Figura 9.4, vemos
alguns exemplos de vetores em diversas posicoes, obtidos como
soma de vetores das retas, e vocé pode procurar mais exemplos
para se convencer desse fato.

Figura 9.4: Vetores de R2.
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Uma reta de R?
que ndo contém a
origem (ponto
(0,0)) pode ser um
subespago vetorial
de R?? Por qué?
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Até agora, resumindo, temos os seguintes fatos para um sub-
espaco S de R:

e sc S ndo contém vetores ndo nulos, S = {0};

e se S contém um vetor nao nulo, S também contém a reta
que contém esse vetor;

e se S contém dois vetores nao nulos, que nao estejam sobre
uma mesma reta, entdo S = R2.

Com isso, 0s Unicos subespagos vetoriais de R? sdo {0}, R?
e as retas de R? que passam pela origem.

OS SUBESPACOS VETORIAIS DE R’

Os subespagos vetoriais de R? sdo do seguinte tipo:

e {0} e R (triviais);
e retas do R? que contém a origem (0 = (0,0, 0) neste caso);

e planos de R? que contém a origem.

Nao faremos aqui uma demonstragdo desse fato, como fize-
mos na se¢do passada. Os motivos que fazem com que esses
sejam os unicos possiveis subespacos sao inteiramente analogos
ao caso de R2. Nas proximas aulas, vamos estudar conceitos que
permitirdo uma demonstragao bem simples desse fato.

Resumo

Nesta aula, vimos a definicdo de subespaco: trata-se de
subconjuntos de espacos vetoriais que sdo, por si mes-
mos, espacos vetoriais também, considerando as mesmas
operacdes definidas no espaco que os contém. Vimos que,
para comprovar que um subconjunto de um espago vetorial ¢
um subespaco, basta verificar trés condigdes: ser ndo-vazio,
e ser fechado para as operagdes de adi¢ao e multiplicagao por
numero real. Vimos também que, embora sejam em nimero
infinito, os subespacos de R? e R? sdo facilmente identifica-
dos.



Exercicio 9.1.

1. Verifique quais dos seguintes subconjuntos sao subespacgos
de R3:

a. todos os vetores da forma (a,0,0).
b. todos os vetores da forma (a, 1,0).
c. todos os vetores da forma (a,b,c), com ¢ = a+b.

d. todos os vetores da forma (a,b,c), coma+b+c = 1.

2. Verifique quais dos seguintes subconjuntos sdo subespagos
de M2 %2 (R) .

a. todas as matrizes 2 X 2 com elementos inteiros.

b. todas as matrizes da forma { Zl b }, coma+b+

d
c+d=0.

Lembrando: uma
c. todas as matrizes 2 x 2 inversiveis. matriz é inversivel
0 se, € somente se,
. a . ,
d. todas as matrizes da forma l 0 b } . seu deteminante ¢
diferente de zero.

3. Verifique quais dos seguintes subconjuntos sdo subespacos
de P3 (R) .

a. todos os polindmios da forma ajx+ arx* +azx>, onde
ai, ap € az sao numeros reais quaisquer.

b. todos os polindmios da forma ag+a;x+ arx* +azx’,

onde a soma dos coeficientes ¢ igual a zero.

c. todos os polindmios da forma ag+ajx+ arx* + asx’
para os quais a soma dos coeficientes ¢ um nimero
inteiro.

d. todos os polindmios da forma ag + a1x, ag € a; reais
quaisquer.
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Vocé deverd ter seguranga quanto ao conferir se um sub-
conjunto ¢ ou ndo subespaco de um espago que o conte-
nha. Lembre-se de que o primeiro passo ¢ verificar se o
elemento nulo do espago pertence ao subconjunto: a res-
posta negativa ja garante que nao se trata de um subespaco,
mas a resposta afirmativa s6 mostra que o subconjunto nao
¢ vazio. E preciso, ainda, verificar se a soma de dois veto-
res quaisquer, genéricos, do subconjunto, também pertence
a ele, e se um maultiplo real qualquer de um vetor genérico
do subconjunto também pertence ao subconjunto. Procure
fazer essa verificagdo nos exemplos da aula. Quando o
espaco vetorial for R? ou R3, basta verificar se o candidato
a subespago ¢ uma reta passando pela origem ou, no caso
do espaco, um plano passando pela origem. Além desses,
apenas o subespago nulo e todo o espago dado sdao subcon-
juntos também. Se vocé tiver qualquer duvida na resolucao

dos exercicios ou na compreensdo dos exemplos, procure o
\ tutor da disciplina. /

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. Sao subespecos a, c.
2. Sao subespecos b, d.

3. Sao subespagos a, b, d.




Aula 1 O

COMBINACOES LINEARES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

caracterizar combinagdo linear e subespaco ge-
rado por um conjunto de vetores;

determinar o subespago gerado por um conjunto
de vetores;

encontrar geradores para um subespaco vetorial

dado.
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Pré-requisitos:
Aulas 6 ¢ 7, sobre
resolugdo de
sistemas lineares
por escalonamento,
e Aulas 8 ¢ 9.
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INTRODUCAO

Iniciaremos o estudo do importante conceito de combinagao
linear. Através das propriedades das combinagdes lineares, ¢
possivel dar uma descri¢ao simples e completa de cada espago
vetorial, como veremos a partir desta aula.

Definicao 10.1.

Considere um espago vetorial V', e v, vs,...,v, elementos de
V. Uma combinagdo linear desses vetores ¢ uma expressao
do tipo

aijvi+axvy—+...+ayvy,

onde ay,ay,...,a, sao nameros reais.

Se ¢ possivel descrever um vetor v € V' através de uma ex-
pressdo como essa, dizemos que v é combinagdo linear de
V1,V2,...,Vy, OU que v Se escreve como combinagdo linear de
Vi, V2,...,Vy.

[ Exemplo 10.1. ]

a. O vetor v = (2,—4) € R* é combinagdo linear de
vi=(1,1)evy; =(1,-1), pois v= —1v; + 3v,.

b. Ovetorv=2+3¢€ P(¢,R) é combinagao linear dos veto-

res v =t 422, v =14+ e vy = 2%, pois
v=23v4+2vy —4vs.
2 -3 4
c. Ovetorv= 1 1 =2 | €M;3,3(R) é combinagio
-1 0 3
2 -3 4
linear dos vetores v| = 1 1 -2 1,
-1 0 3
4 —6 8 0 00
V)= 2 2 —4lews=|[00 0],
-2 0 6 0 0O
pois v = vi + 0vy + 257vs. Temos ainda que



v =23v| — vy + 73, ou ainda, v = —5v| + 3v2 + /23, ou
seja, v € combinagao linear de vy, v, e v3 de varias manei-
ras diferentes.

d. Para que o vetor (0,m) de R? seja combinagio linear dos
vetores (1,—2) e (—2,4), é necessario que existam a ¢ b
em R tais que (0,m) =a(1,—2)+b(—2,4). Para isso, de-
vemos ter (0,m) = (a — 2b,—2a + 4b), ou seja,
a—2b =0e —2a+4b = m simultaneamente. Tal sistema
de duas equagdes nas variaveis a e b tem solugdo apenas
para o caso em que m = 0.

SUBESPACOS GERADOS

No Exemplo 9.4, da Aula 9, vimos que, se V' ¢ um espago ve-
torial e w um elemento de V, entéo o conjunto S = {Aw: A € R}
¢ um subespaco vetorial de V. Agora que definimos combinagao
linear, podemos observar que tal S ¢ o conjunto formado por to-
das as combinagoes lineares do vetor w.

Esse exemplo pode ser generalizado para um nimero qual-
quer de vetores da seguinte maneira: se wy,wy,...,w, sdo ve-
tores do espaco vetorial V/, entdo o conjunto de todas as com-
binagdes lineares desses vetores ¢ um subespago vetorial de V'
(vamos provar isso!), chamado subespaco gerado pelos veto-

res wi,wa,...,wy, ou ainda subespaco gerado pelo conjunto
{wi1,w2,...,w,}. Denotamos esse espago por [wi,ws,..., Wyl,
ou [{wy,wn,...,w,}], e dizemos que wy,wy,...,w, sdo gerado-
res de [wy,wy, ..., wy,]. Assim, temos

Wi, wo, ... owy] ={aiwi +aawa +- - +aywy :ay,az, . .. ,a, € R}.
Vamos agora mostrar que [wy, wy, ..., wy,| ¢ um subespago veto-
rial de V.

i. S#0,pois 0=0w; +0wy+ -+ 0w, € [wi,wp,....,wyl;
ii. seuecSeves, digamos,

U=aywi+aywz+ -+ apWn

v=bwi+bywy+---+b,w,

Observe que se 0s
geradores

Wi, W2,..., W, N30
sao todos nulos, o
conjunto
Wi, Wa, .o, wy] €
infinito. Ja o
conjunto
{wi,wa,...,wy} é
finito: possui,
exatamente, n

elementos.
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Lembre-se de que
os vetores de
Py(R,¢) séo

polindomios!
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comay,ar,...,a, € Reby,by,...,b, € R, entdo

u+v = (awi+awr+---+a,wy)
+ (b1w1 —f—szz—f—---—f—ann)
= (a1 —|—b1)W1 —|—(a2+b2)wz—|—~-—l—(an+bn)wn,

ou seja, u + v ¢ também uma combinagdo linear dos ve-
tores wi,ws,...,w,, sendo, portanto, um elemento de
[wi, w2, ... wal;

iii. ssa € Reu=ayw; +aywr+---+a,w, €S entao

ou = alayw+aywy+---+a,wy)
= (oay)wy + (aa)wy + -+ + (aay) wy,

ou seja, ou € [wy,wa, ..., wyl.

De acordo com os itens i, ii € iii, [wy,wy,...,w,] é um sub-
espaco vetorial de V.

[ Exemplo 10.2. ]

Veremos agora alguns exemplos de subespacos gerados.

a. No Exemplo .2, da Aula9, S = {(x,2x) :x e R} CR? é 0
subespago gerado pelo vetor (1,2) € R? ou seja,
§=1[(1,2)].

b. O subespago de R gerado pelos vetores u = (1,2,0),
v=(3,0,1) e w=(2,-2,1) é o plano de equagao
2x —y—6z = 0. Note que os vetores dados satisfazem
a equacao obtida para o subespago gerado por eles.

c. O conjunto {at+bt? : a,b € R} é o subespaco de P (R, ¢)
gerado pelos vetores 7 e £2.

d. O conjunto R?® ¢é o (sub)espago gerado pelos vetores
i=(1,0,0), j=(0,1,0) e k = (0,0,1) de R3. Os vetores
(1,2,0), (0,—1,2) e (1,1,3), juntos, também geram o R,

e. O conjunto de todos os polindomios (de qualquer grau) com
coeficientes reais, a uma variavel 7, denotado por P(¢,R),
é gerado pelo conjunto infinito de vetores {1,,£%,¢3...}.



Ao longo deste curso serdo dados inimeros outros exemplos
de subespacos gerados. Nas proximas secdes, veremos como
determinar o subespago gerado por um conjunto de vetores e
como encontrar geradores para um subespaco vetorial dado.

DETERMINACAO DO SUBESPACO GERADO POR
UM CONJUNTO DE VETORES

Ha varias maneiras de se descrever um mesmo subespaco
vetorial § de um espaco V. Eis algumas delas:

e através de um conjunto de geradores
(ex: §=[(1,1),(1,2)] CR?);

e através de uma equagdo ou conjunto de equagdes
(ex: S é o plano de equagdo x +y —z = 0 em R?);

e através de uma propriedade de seus elementos
(ex: S={a+bt+ct> cP(t,R):a+b—c=0}.

No Exemplo 10.2 da secdo anterior, cada subespago foi des-
crito por duas dessas formas. Determinar o subespaco gerado
por um conjunto de vetores significa passar da descri¢ao por ge-
radores (a primeira acima) para outras descri¢des que permitam
melhor entendimento do subespaco. Veremos como isso ¢ feito
através de alguns exemplos.

[ Exemplo 10.3. |

Considere o subespago de R? gerado pelos vetores u = (1,2,0),

v=(3,0,1)ew=(2,—-2,1). A descri¢ao de S como espago ge-
rado ndo deixa claro, por exemplo, se S ¢ trivial, ou uma reta que
passa pela origem, ou um plano que passa pela origem. Ajuda
bastante saber que S € o plano de equacao 2x —y — 6z = 0. Como
fazer para encontrar essa outra descrigao?

Como S = [u,v,w|, cada elemento de S ¢ uma combinagdo
linear de u, v e w. Se denotarmos por (x,y,z) um elemento
genérico de S, teremos entdo que (x,y,z) = au+ bv+ cw, onde
a, b e ¢ sdo numeros reais. Dai, temos

(x,3,2) = a(1,2,0)+5(3,0,1) +¢(2,-2,1),
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ou seja,
(x,y,z) = (a+3b+2¢c,2a—2¢c,b+c).

Para que a igualdade anterior se verifique, ¢ necessario que
as coordenadas correspondentes dos ternos ordenados de cada
lado da equagdo coincidam, ou seja, devemos ter

x = a+3b+2c
= 2a-—2c
z = b+c

Para que um dado vetor (x,y,z) € R? seja um elemento de
S, € preciso que existam valores para a, b e ¢ de forma que as
trés equacdes anteriores se verifiquem simultaneamente (com-
pare com o Exemplo 10.2.d, desta aula).

Vamos, entdo, resolver por escalonamento, o sistema linear
(nas varidveis a, b e c)

a +3b +2¢ =x
S:< 2a —2c =y
b H+c =z

Passando a matriz ampliada, e escalonando, temos

1 3 2 x 1 3 2 x
2 0 =2y 0 -6 -6 y—2x
01 1 Lycly=2Li= | o | |,

Ly« —1/6L, =

Ly 13—L1L, =

O sistema em questdo tem solucdo se, e somente se, os valo-

- . ) .
res de x, y e z sdo tais que se tenha z + = = 0, ou, equivalen-
temente, se 2x —y — 6z = 0. Essa ¢ precisamente a equagdo de

um plano em R? contendo a origem.

Os célculos para determinar o subespago gerado sao sempre
analogos ao que acabamos de fazer. Sempre que ocorrerem li-



nhas de zeros, podemos obter equagdes que descrevem o espago.
Quando tais linhas ndo ocorrerem, isso significa que nao existem
restrigdes para que o elemento genérico esteja no subespago ge-
rado, ou seja, o subespaco em questdo coincide com o espago
todo. Isso € o que acontece no proximo exemplo.

[ Exemplo 10.4. ]

Considere o subespaco de R? gerado pelos vetores (1,1) e
(1,—1). Para que (x,y) seja combinagdo desses vetores, devem
existir a e b em R tais que a(1,1) +5(1,—1) = (x,y). Isso sig-
nifica que o sistema

Joa +b =x

deve ter solu¢do. Escalonando, obtemos

07 2
01
que tem sempre solugdo, para quaisquer valores de x ¢ y (ndo

ha restri¢des sobre x e y para que (x,y) esteja no espago gerado
pelos vetores em questdo). Dai [(1,1),(1,—1)] = R?.

[ Exemplo 10.5. |

Considere o subespaco S, de P53, gerado pelos polindmios
p1 =2—t+1t>e py =t+3t3. Um polindmio x + yt +zt> +wt>,
para pertencer a S, deve poder ser escrito como uma combinagao
linear de p; e p», isto €, queremos que existam escalares a e b
tais que x + yt +zt> +wt> = a(2 —t +1*) +b(t +33).

2a = X
. . . —a+b =
Ou seja, queremos que o sistema linear J + B JZ;
3b = w
possua soluc¢do. Escalonando esse sistema, chegamos ao siste-
a = z
. b = y+z
ma equivalente
quiv 0 = z—2x
0 = w—3y—-3z
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Logo, para que o sistema seja compativel, devemos terz—2x =0
ew—3y—3z=0, ou seja, z=2x e w = 3y + 6x. Concluimos,
entdo, que S = {x +yt +zt> + wt> € P3|z =2x e w =3y + 6x}.

DETERMINACAO DE GERADORES DE UM
SUBESPACO VETORIAL

Vimos que, dado um conjunto de vetores de um espago ve-
torial V, o conjunto de todas as suas combinagdes lineares ¢ um
subespaco vetorial de 7. E natural pensarmos se o contrério
também acontece: serd que todo subespago S de V' ¢ gerado por
um conjunto de vetores? A resposta a pergunta nesses termos ¢é
simples: € claro que S € o subespaco gerado por S (verifique!).

Facamos a pergunta de outro modo: sera que todo subespago
S de V, incluindo o préprio V, é gerado por um conjunto finito
de vetores? A resposta ¢ sim para alguns espacos, entre eles
R”, ou My,»n(R). Existem também espagos que ndo tém essa
propriedade, como ¢ o caso do Exemplo 10.2.e de subespacos
gerados. Em nosso curso, estudaremos mais a fundo os espagos
que sdo finitamente gerados, ou seja, que admitem um conjunto
finito de geradores, o mesmo acontecendo para todos os seus
subespacos.

Veremos agora como encontrar geradores para subespacos
através do estudo de alguns exemplos.

[ Exemplo 10.6. ]

Retornemos ao  Exemplo  10.2, da Aula 9,
S = {(x,2x) : x € R} C R?. Para verificar que de fato S ¢ o
subespaco gerado pelo vetor (1,2) € R?, basta notar que os ele-
mentos de S sdo todos da forma (x,2x) = x(1,2): variando o
valor de x, obtemos diferentes elementos de S. Ora, x(1,2) ¢ a
expressao de uma combinagao linear de (1,2), portanto todos os
elementos de S sdo combinagdes lineares de (1,2).

[ Exemplo 10.7. ]

Seja S = {(x,x+,y) : x,y € R} € R3. Raciocinando como
anteriormente, vemos que o elemento genérico de S ¢ da forma



(x,x+y,y) = (x,x,0) + (0,y,y) = x(1,1,0) +y(0,1,1), ou seja,
¢ combinagdo linear dos vetores (1,1,0) e (0,1,1). Podemos
escrever, entdo, S = [(1,1,0),(0,1,1)].

[ Exemplo 10.8. |

Seja S = {(x,y,z) € R? :x+y—z=0}. Para encontrar gera-
dores para esse subespago do R*, devemos procurar escrevé-lo
conforme o exemplo anterior, colocando nas coordenadas do ve-
tor genérico a(s) equacao(des) que define(m) o espago. No caso
em questdo, como temos uma equacao e trés variaveis, pode-
mos escrever o conjunto solu¢do da equagdo (que ¢ exatamente
o subespaco S!) em funcdo de duas varidveis livres. Nesse
caso, temos S = {(—y+z,,2) : y,z € R} (apenas escrevemos
a variavel x em funcdo de y e z). Assim, como no exemplo
anterior, temos (—y+z,y,z) = y(—1,1,0) +2z(1,0,1), ou seja,
S=[(-1,1,0),(1,0,1)].

[ Exemplo 10.9. |

Seja S = {a+ bt +ct?> € Py;a—b—2c=0}. A condigio
que define S pode ser escrita como a = b+ 2¢. Inserindo essa
condi¢cdo na expressdo do vetor genérico de P>, temos:
a+bt+ct> =b+2c+ bt +ct?> = b(1 +1t) +c(2+1?). Logo,
escrevemos o polindmio de S como combinagao linear dos poli-
noémios 147 e 2 +1%, que sio, assim, os geradores de S.

[ Exemplo 10.10. ]

SejaS:{[zZ Z,] GMZR;a—l—b—c:Oec+d:0}.

As equagdes que definem S podem ser escritas como
c¢=—dea=—b—d. Logo, uma matriz de S ¢ do tipo

—b—d b -1 1 -1 0
el e 5]
e o conjunto gerador de S ¢ formado por essas duas ultimas ma-
trizes.
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Resumo

Nesta aula, vimos duas importantes técnicas envolvendo
subespacos gerados:

1. Como determinar o subespago gerado por um conjunto
de vetores: Neste caso, escrevemos um vetor genérico
do espago como combinagdo linear dos vetores gera-
dores. Isso fornece um sistema linear o qual quere-
mos que seja compativel. Assim, apos o escalona-
mento, se alguma equagdo tiver o primeiro membro
nulo, o segundo membro também tera que se anular,
fornecendo uma equacao do subespago. Caso nenhuma
equagdo tenha seu primeiro lado anulado, significa que
o subespago gerado ¢ todo o espaco.

2. Como determinar os geradores de um subespacgo dado:
“embutimos”as condi¢des dadas pelas equagdes do
subespaco num vetor genérico do espago ¢ o decom-
pomos como uma combinagao linear.

Exercicio 10.1.

1. Em cada caso, escreva o vetor v como combinagao linear

devy,...,v,.
a. EmR2,v=(1,3),vi = (1,2) e vy = (—1,1).
b. Em R3, v—(2,1,4) vi = (1,0 ) » =(1,1,0) e

_(1,1,1).
c. EmR2,v:(1,3),v1 =(0,0) e v, = (3,9).
d. EmR?, v=(2,-1,6),v; = (1,0,2) e v = (1,1,0).
e. EmPy(t,R),v=1>—-2t,vi=t+1, v, =t> e vy =2t.
2. Determine m € R tal que o vetor v = (1,—m,3) seja com-

binagdo linear dos vetores vi = (1,0,2), vo = (1,1,1) e
vy =(2,—1,5).

3. No exercicio anterior, substituindo o valor de m que vocé
encontrou, escreva v como combinacao linear de vy, v, €
V3.

4. Determine o subespaco S do espago V', gerado pelos veto-
res de 4, em cada caso.
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a. V=R A4={(1,2,1),(2,1,-2)}.
b. V :szz(R),A = {V17V2,V3}, onde

2 -3 4 -6 [0 2
V=g 1 P72 20T 1 0|

C. VZPz(t,R),Vl =tr+1 eV2:t2.

5. Determine um conjunto de geradores para os seguintes
subespacos:

a. S={(x,y,2) ER*x=5yez= -2y}
b. S={(x,y,z) ER}x—y+z=0}

c. S:Hi 2} eszz(R);a:—dec:%}

d. S={at* +at+b:a,bcR} CP(t,R)

@. Autoavaliacao N

Ao final desta aula, vocé devera dominar as duas técnicas
estudadas: i. como determinar o subespaco gerado por um
conjunto de vetores e ii. como determinar um conjunto de
geradores de um subespaco dado. Este segundo tipo de pro-
blema ¢ resolvido rapidamente, enquanto o primeiro sempre
recai num sistema linear sobre o qual imporemos a condig@o
de ser compativel. Os vetores geradores nao sao Unicos, por
isso as respostas dadas aqui podem nao coincidir com as suas.
Para verificar se acertou, basta testar se cada vetor, candidato
a gerador, satisfaz a condi¢ao do subespaco. Se houver qual-
quer duvida, consulte o tutor da disciplina... e vamos em
\ frente! J

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

. a v=4/3vi+1/3v,.
b. v=v; —3wv +4vs.

c. Varias respostas possiveis. Uma delas ¢
v=45v;+1/3w,.

d. v=3v; —wm.

e. v=0v;+vy, —v;3.
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2.
3.
4.

m=1
v=(1,-1,3)=(2—-3a)vi+(a—1)v, +avs, onde a € R.
a. [A] ={(x,y,2) €R3;5x —4y+3z=0}
2a 2b—5a
([ 2] e
. [A] ={a+at+b> € P(t,R)}

A{(5,1,-2)}
. {(1,1,0),(—=1,0,1)}

Aol ot V)

12,1,

I3

o

o

o

o

[oN



Aula 1 1

BASE E DIMENSAO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

definir independéncia linear e mostrar como ve-
rificar se um conjunto ¢ linearmente indepen-
dente;

definir base de um espago vetorial e dar alguns
exemplos;

mostrar a base canonica do R”.



Algebra Linear | Base e Dimensio

No Exemplo 10.3,
da Aula 10, vimos,
com detalhes, a
determinacao do
subespaco de R?
gerado por

u, v, e w.
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INTRODUCAO

Na Aula 10, estudamos subespagos gerados por um conjunto
de vetores em um espaco vetorial V.

Veremos, agora, que alguns conjuntos de vetores geram um
subespaco de maneira mais “eficiente”. Vamos comecar com um
exemplo.

[ Exemplo 11.1. J

O subespaco de R® gerado pelos vetores u = (1,2,0),
v =(3,0,1) e w= (2,-2,1) é o plano de equacdo
S =2x—y—6z=0. Dizemos que {u,v,w} é um conjunto de
geradores para o plano S. No entanto, como veremos a seguir,
os vetores u = (1,2,0) e s = (12, —6,5) juntos geram o plano S.

Solucio: Para ver isto, vamos usar o método explicado no Exem-
plo 10.3, da Aula 10.

Se W ¢ o subespago gerado por u e s, entdo (x,y,z) € W
quando existem a, b € R tais que (x,y,z) = a.u+ b.s. Mas

au+bs=a(1,2,0)+b(12,—6,5) = (a+ 12b,2a — 6b,5b).

Assim, (x,y,z) € W, quando existe solu¢do para o sistema

a + 12b = x
2a — 6b v
5b = z

Vamos colocar este sistema em forma matricial e resolvé-lo:

1 12 | x
2 —6 | y L2 — L2—2L1
|0 5 | z Ly +  iLs
1 12 | X L + L1*12L3
0 —30 | y—2x Ly <« Ly+30L;
Lo 1
(1 0| x—1E 10| x—1E
30z z
0 0 | y—2x+% — 0 1 | z
| 0 1| z 0 0 | y—2x+6z



Isto mostra que o sistema tem solugdo se, e somente se,
—2x +y+ 6z = 0 (linha nula) e que, neste caso, a solugdo ¢
a=x— % eb=z.

Como —2x+y+6z ¢ aequacdo do plano S, entdo u e s geram
o plano S.

Portanto, o conjunto {u,v,w} gera o plano S e o conjunto
{u,s} também gera o mesmo plano S.

O segundo conjunto gera 0 mesmo subespago com um nimero
menor de vetores geradores.

INDEPENDENCIA LINEAR

A chave para entendermos o que estd acontecendo no exem-
plo anterior esta no conceito de independéncia linear.

Um conjunto de vetores {vi,Vv3,...,v,} em um espago veto-
rial V' ¢ chamado linearmente independente se a equagao vetorial

civit+evy+...+cv, =0, (11.1)

admite apenas a solugdo trivialcy =c; = ... =¢, =0.

O conjunto {vy,vy,...,v,} é chamado linearmente depen-
dente quando a equacdo (11.1) admite alguma solugdo nao tri-
vial, isto €, se existem escalares cy,...,c,, ndo todos iguais a
zero, tais que (11.1) seja valido.

E comum usar a abreviagdo L.I. para conjuntos linearmente
independentes e L.D. para os linearmente dependentes.

Exemplo 11.2.
E )

Um conjunto contendo um tnico vetor v ¢ linearmente inde-
pendente se, e somente se, v # 0.
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[ Exemplo 11.3. ]

O conjunto {v;, v»} contendo apenas dois vetores vi, v,
nao-nulos ¢ linearmente dependente quando um ¢ multiplo do
outro.

Solucao: De fato, se cyv; + cav; = 0 possui solugdo ndo trivial
entdoc; #0ecy #0(poisc; =0=c; #0e vy =0= v, =0,
analogamente, ¢; = 0= v; =0).

&)
civitceovy=0=vi=— —"-1.
Cl

Portanto, v; ¢ multiplo de v,.

Exemplo 11.4.
E )

Seja C[0, 1] o conjunto das fungdes reais, continuas com do-
minio [0,1]. Esse conjunto forma um espago vetorial com as
operacoes usuais de soma de funcdes e multiplicagdo por esca-
lar.

O conjunto {sent, cost} ¢ lincarmente independente em
C[0,1], j& que sent e cost sdo ndo-nulos e ndo sdo multiplos um
do outro enquanto vetores de C|[0, 1].

Isto é, ndo ha ¢ € R tal que sent = ccost, paratodoz € [0, 1].
Para ver isso, basta comparar os graficos de sent e cos?.

O conjunto {sen2¢, sentcost} ¢ linearmente dependente em
Cl[0,1], pois

sen2¢ = 2sentcost, V¢ € [0, 1].

[ Exemplo 11.5. J

Seja P, o espago vetorial formado por polindmios de grau

<2.Sejam p; =1, pp =x—1, p3 =5—x, entdo {p1, p2, p3}
forma um conjunto linearmente dependente, pois

—4p1 + p2 + p3=0.



CoMO DETERMINAR SE UM CONJUNTO E L.I.

Para determinarmos se um conjunto de vetores {vy, v2, ..., v, }
¢ linearmente independente em um espaco vetorial V', devemos
verificar se a equagdo c1vy + ... + ¢,v, = 0 possui ou nio
soluc@o nao-trivial.

[ Exemplo 11.6. ]

Mostre que o conjunto {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} é L.L
em R>

Solucio: Vamos resolver a equagéo,
¢1(1,0,0) +¢2(0,1,0) +¢3(0,0,1) = (0,0,0)
(¢1,0,0) + (0,¢2,0) + (0,0,c3) = (0,0,0)
(01702,03) = (07070)
=ci=c=c3=0

Portanto, a unica solugao ¢ a trivial, ¢; = ¢; = ¢3 =0, o que mostra
que o conjunto € L.I.

[ Exemplo 11.7. ]

Determine se o conjunto {u,v,w}, onde u = (1,2,0),
v=(3,0,1)ew=(2,-2,1) ¢ L.I.em R3.

Solucio: Voltamos aos vetores do Exemplo 11.1 que, como vimos,
geram o plano S dado por 2x —y — 6z = 0.

Vamos resolver a equagio
ciu+cv+c3w = (0,0,0) (11.2)
Substituindo os valores de u, v e w:

¢1(1,2,0) +¢2(3,0,1) +¢3(2,-2,1) = (0,0,0)
(C] ,2¢1 ,0) + (302,0,02) + (203, —203,03) = (0,0,0)
(c143c2+2¢3,2¢1 —2¢3,¢2 +¢3) = (0,0,0),
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o que leva ao sistema

cir 4+ 3¢ 4+ 2¢3 = 0
2c — 2¢c5 = 0
¢ + ¢ =0

Colocando na forma matricial e reduzindo:

1 3 2| 0
2 0 =2 | 0 L, <+ L2*2L1
| 0 1 1 10
[ 1 3 2] 0
0 -6 —6 ’ 0 L, +« Lr,+6L;
| 0 | 1 |0
1 3 2 \ 0 L, + Li—3L;
000 1] O Ly <+ Ls
L 0 1 1 ‘ 0 Ly <+ L
1 0 -1 | 0O o — e = 0
01 1]0| — { c‘ N c3 ~ 0
(00 0] 0 : ST
Esse sistema possui solugdo ¢ =c¢3, ¢ = —¢3 € c¢3 =3, para

qualquer valor de c3.
Ou seja, a equagdo (11.2) possui infinitas solugdes ndo triviais.

Por exemplo, ¢c3 =1 resultaemc; =1, co = —1 e ¢3 = 1. Verifi-
que que, com esses valores, cju+ cv+cz3w = 0.

[ Exemplo 11.8. J

Determine se o conjunto {u,s}, onde u = (1,2,0) ¢
s=(12,-6,5) é L.L

Solu¢do: Como o conjunto {u,s} tem dois vetores, ele ¢ L.D. apenas
quando um dos vetores ¢ multiplo do outro. Claramente, este ndo é o
caso de {u,s}. Portanto, {u,s} ¢ L.I.

Comparando os Exemplos 11.7 e 11.8, vemos que os conjuntos
{u,v,w} e {u,s} geraram o mesmo subespaco S. No entanto, {u,v,w}
¢ L.D., enquanto {u,s} ¢ L.I.

Veremos, posteriormente, que se um subespaco W ¢ gerado por
um conjunto de n elementos, entdo qualquer conjunto de m elementos,
onde m > n, é necessariamente linearmente dependente.



No exemplo anterior, como {u,s} gera o subespago S, entdo qual-
quer conjunto com mais de 2 elementos ¢ L.D.

BASE DE UM SUBESPACO VETORIAL

Seja W um subespaco de um espaco vetorial /. Um conjunto
de vetores B = {vy,...,v,} ¢ uma base de W se

1. B ¢ um conjunto linearmente independente.

ii. O subespago gerado por B¢ .

Observe que a definicdo de base se aplica também ao proprio
espaco vetorial V', pois todo espaco vetorial ¢ subespaco de si
mesmo.

Observe também que se B = {v1,...,v,} ¢ base de W, entdo
Vi,..., vy pertencem a .

[ Exemplo 11.9. ]

Sejam os vetores i} = (1,0,0), i» = (0,1,0) e i3 = (0,0, 1).
Considere o conjunto {i},i,i3}, jA vimos que o conjunto ¢ L.I.
e claramente gera R3, pois (x,1,z) € R® = (x,y,z) = xi| +yis +
zi3. Logo {i1,i,i3} é base de R?. Essa base é chamada base
candnica do R?.

X4

Figura 11.1: Base canénica do R3.
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[ Exemplo 11.10. ]

Sejam os vetores:

i1 = (1,0,...,0)
ih=1(0,1,...,0)
In = (0707 71)
O conjunto {iy,...,i,} ¢ umabase do R”, chamada base canénica.

( Exemplo 11.11. |

O conjunto {u,s}, onde u = {1,2,0} e s = {12,-6,5}, ¢é
uma base do subespacgo S, onde S:2x —y— 6z =0. (Veja os
Exemplos 11.7 e 11.8.)

( Exemplo 11.12. |

Seja P" o espaco dos polindomios de grau < n. Entdo, o con-
junto B = {1, ¢, ..., t"} forma uma base de P". Essa base ¢
chamada candnica de P".

Solugdo: De fato, B claramente gera P". Para provar que B ¢
L.I, sejam ¢y, ..., c, tais que

col+crt+crt>+...4+cpt"=0.

A igualdade significa que o polindmio da esquerda tem os
mesmos coeficientes que o polindmio da direita, que ¢ o po-
lindmio nulo. Mas o polindmio da esquerda deve ter infinitas
solugdes, pois seu valor ¢ zero V¢ € R, logo deve ser nulo. Por-
tanto, co =c¢; = ... = ¢, = 0 e assim, {1, 71, ..., #,} ¢ L.L



Resumo

Nesta aula, estudamos conjuntos linearmente independentes
(L.I.) e linearmente dependentes (L.D.). Vimos que um con-
junto B gerador de um subespago W e linearmente indepen-
dente ¢ uma base de . Vimos alguns exemplos.

As bases sdo conjuntos geradores “minimos” para um
subespaco, no sentido de que se um conjunto tem mais ele-
mentos que uma base, entdo ele ¢ L.D., e se tem menos ele-
mentos que uma base de W, entdo nao gera . Essas propri-
edades das bases serdo vistas na proxima aula.

Exercicio 11.1.

1. Determine uma base para o espago das matrizes

szz(R)Z{[i 2] |a, b, ¢, d € R}.

2. Sejam u, v e w os vetores do Exemplo 11.7. Vimos que
{u,v,w} é L.D. Mostre que os conjuntos {u,v}, {u,w} e
{v,w} sdo linearmente independentes.

3. Determine uma base para o subespaco

S={(x,x+y,2y)| x,y e R} C R>.

1 —1 —1
4. Sejamvi=| 2 |, v = 2| evy= 10 |. Seja
3 -3 -3

H o subespaco de R* gerado por {v|,v2,v3}. Mostre que
{v1,v2,v3} € linearmente dependente ¢ que {vi,v>} é uma
base para H.

5. No espago vetorial de todas as fungdes reais, mostre que
{t,sent,cos2¢,sentcost} ¢ um conjunto linearmente in-
dependente.

6. Determine uma base para os subespacos a seguir (veja
Exercicio 5 da Aula 10).

a. S={(x,yz) ER*>; x=5y e z= -2} .
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b. S={(x,yz) R} x—y+z=0}.

d
d. S={at’> +at+b; a,bcR} C P,(t,R).

c. S:Hi b} € Myys(R); a=—d e c=2b}.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

10 0 1 00
esilo o[l o Lo )
2. Sejam a e b tais que au + bv = 0. Substituindo os valores

deuev:

a(1,2,0)+5(3,0,1) = (0,0,0)
(a+3b,2a,b) = (0,0,0).

O que leva ao sistema:

a+3b = 0
2a =0
b = 0

Portanto, a unica solugdo ¢ a trivial, a = b = 0, o que mos-
tra que o conjunto {u, v} é LL

Sejam a e b tais que au + bw = 0. Substituindo os valores
deuew:

a(1,2,0)+hb(2,~2,1) = (0,0,0)
(a+2b,2a—2b,b) = (0,0,0).

O que leva ao sistema:

a+2b = 0
2a—-2b = 0
b =0

Portanto, a tinica solucgdo € a trivial, a = b = 0, 0 que mos-
tra que o conjunto {u, w} é LL

Sejam a e b tais que av+ bw = 0. Substituindo os valores
devew:

a(3,0,1)+5(2,-2,1) = (0,0,0)
(3a+2b,—2b,a+b) = (0,0,0).
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O que leva ao sistema:

3a+2b = 0
-2b =0
a+b = 0

Portanto, a unica solugdo ¢ a trivial, a = b = 0, o que mos-
tra que o conjunto {v, w} é LL

. B=1{(1,1,0),(0,1,2)}

. O conjunto H = {(x,y, 3x);x,y € R} é o subespaco ge-
rado tanto por {vi, vz, v3} como por {vi,v}. Logo, a
dimenséo de H ¢ 2 ,{vy, vp, v3} é linearmente dependente
e {vi, v2} é uma base para H.

. Sejam a, b, c e d tais que
at +bsen(t) +ccos(2t) +dsen(t)cos(t) = 0 (¥)

Fazendot =0, t = 5,1t =m, ¢t = § em (*), obtemos como
a unica solugdo a soluc;ao trivial, a =b=c=d=0,0que
mostra que o conjunto {¢, sent, cos2t, sent cost } & LI

aBZ{(l-QH
b. B={(1,0,—1),(0,1,1)}

R(CRIFH!

d. B={(1,t+*)}.
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Aula 12 ; £

DIMENSAO DE UM ESPACO VETORIAL

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

apresentar o sistema de coordenadas determinado
por uma base em um espago vetorial V;

mostrar que se um espago vetorial /' tem uma
base com n elementos, entdo todas as bases de V'
tém 7z elementos;

definir dimensao.
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INTRODUCAO

Uma vez que esteja especificada uma base B para um espago
vetorial V', podemos representar um vetor v € V' por suas coor-
denadas na base B. Por isso, dizemos que uma base B de V'
estabelece um sistema de coordenadas em V.

Veremos, com mais detalhes, o que isso tudo quer dizer mais
adiante. Observaremos que, se a base B tem n vetores, entdo um
vetor v € V fica representado por uma n-upla (a1, az, ..., ay).
Isto faz o espago vetorial V' “se parecer” com R”. Explorare-
mos esta relagdo para mostrar que todas as bases de um mesmo
espaco vetorial /' tém o mesmo nimero de elementos.

SISTEMA DE COORDENADAS

A existéncia de um sistema de coordenadas esta baseada no
seguinte teorema.

Teorema 12.1 (Representacio Unica).

Seja B={by, ..., b,} uma base para um espago vetorial V.
Entdo, para cada x € V, existe um unico conjunto de escalares
c1, ..., Cy, tal que

x=ciby + ... + c,b,.

Demonstracio

Como B = {by, ..., by} é uma base de V, entdo gera V,
logo todo x € V' € combinacao linear dos vetores em B. Portanto,
existemcy, ..., ¢, € R tais que:

x=c1b; + ... + c,by. (1)

Vamos agora provar a unicidade. Suponha que x também
tenha a representacao

x=dby + ... + d,b,. (2)



Subtraindo (1) e (2), obtemos:
O:x—x:(cl—dl)bl + ...+ (Cn—dn)bn. (3)
Como B ¢ linearmente independente, os coeficientes c¢; —d,

¢y —dy, ..., ¢y —dy, naequacdo (3), devem ser todos nulos, logo
ci=d;, i=1, ..., n,0 que mostra que a representacao ¢ Unica.

Definicao 12.1.

Sejax € VesejaB={by, ..., b,} umabase de V. Se
x=c1b; + ... + c,by,

entdo os escalares ¢y, ..., ¢, sdo chamados coordenadas de
x na base B e escrevemos

Cl
[x]p =
Cn

[ Exemplo 12.1. ]

Seja a base B = {b1,b,} do R? dada por b = [ i } e

by = [ (2) ] Sejam x,y € R2. Se [x]p = [ ; ] , determine x

e, sey = [ ? },determine [v]B.

Soluc¢io: Como xz = [ ; ], entio

e HEIHE

Sey: |: i :| e[y]B: [i; :|:ent5'0’

2 1 0
[ 5 ] =y1b1 +y200 =31 [ ) ]+y2[2]
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Y1
Yi+2m |’

0 que resulta em

y1=2 ;
+2m=5=2+2=5 :>y2:§ '

2
Portanto, [y]p = [ 3 ] .
2

Exemplo 12.2.
E )

A base candnica b = {i}, i} ¢ a base em que x = [x]p, para

todo x € R?, pois, se [x]p = , entao

a
b

x:a.i1+b.i2:a.“]+b.[”:{Z]:[x]g.

[ Exemplo 12.3. J

Seja B={2, 1 —t, 1 +1+*} uma base de P*[t], o espaco
dos polindmios em uma varidvel de grau < 2 (verifique que B ¢
uma base de P?[t]). Determine as coordenadas de x = ¢ — 1 na

base B.
1
SO]UQ?IO: Se B = {b], by, b3} € [X]B =1 ¢ |,entdo
3
X = c1by + &by + c3b3, isto é
142 = 124+ e (1—1) + c3.(14+t+1%)
—1412 = 2¢ +c3 — et + 3 + st + a3t?
—1—|—l2 = (201 + ¢ + 03) -+ t(—02+03) + C3l2

Comparando os coeficientes, obtemos

2c1 + ¢+ = —1 ¢y = _%
—c + 3 = 0 , oquelevaa = 1
c3 = 1 c3 = 1
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Portanto, [x]p = {

] |

Exemplo 12.4.
E )

Seja V um espago vetorial e B = {by, ..., b,} uma base de
0
V. A representagdo do vetornuloem B¢ [0]p = | : |, pois, se
0
0
Vp=| : |,entilov=0.b + ... + 0.5, =0.
0

BASE DE UM ESPACO VETORIAL

Nesta se¢do, provaremos que todas as bases de um espaco
vetorial V' tém o mesmo numero de elementos. Vamos iniciar
com o R”.

O conjunto B = {iy, iy, ..., iy} ¢ uma base de R” (ver exem-
plo 11.10, da Aula 11). Esta ¢ a base candnica do R”. No te-
orema a seguir, veremos que qualquer conjunto com mais de n
elementos ¢ L.D.

Teorema 12.2.

Seja S = {u1, ..., up} um subconjunto do R". Se p > n,
entdo S ¢ linearmente dependente.

Demonstracdo
X11 X1p
) X12 X22
Sejau; = ) e s Up = ]
Xnl Xnp
A equacio
ciuy + ... + cpup =0 (1)
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pode ser escrita como

X11 Xlp 0

X21 X2p 0 n
ci| . |+4e| | =1 . | — vetornulodoR

Xnl Xnp 0

0 que resulta no sistema

xyic1 + 0 Fx1p¢p =0
X1+ 0 Fxpc, =0

: (2)
Xpic1+ o0 Fxpcp =0

O sistema (2) é um sistema homogéneo, nas variaveis
cy, ..., Cp, com n equagdes. Como p > n, entdo trata-se de um
sistema homogéneo com mais variaveis que equagdes. Segue-se
que ha solugdes nao-triviais de (2), logo (1) tem solugdes néo-
triviais e, portanto, S = {u;, ..., u,} ¢ linearmente dependente.

O proximo teorema generaliza este resultado para qualquer
espaco vetorial.

Teorema 12.3.

Se um espago vetorial V' tem base B = {by, ..., b,}, entdo
todo subconjunto de /' com mais de n vetores ¢ linearmente de-
pendente.

Demonstracdo
Seja {u1, ..., u,} um subconjunto de V, com p > n. Os ve-
tores das coordenadas [u1]p, [u2]p, ..., [up], formam um sub-

conjunto do R” com p > n vetores. Pelo teorema anterior este ¢
um conjunto L.D.

Portanto, existem escalares c, ..., ¢,, nem todos iguais a
zero, tais que

Cl[ul]B 4+ ... + Cp[up]B:



Como a transformacao de coordenadas ¢ uma transformagao li-
near, temos

[crur + ... + cpuplp=| :
0
Portanto, a representagdo do vetor cju; + ... + cpu,, na base

B¢é10---0],isto é,

ciuy + ... + cpup = 0.b1+...40.b, =0 (3)

A equagdo (3) mostra que uq, ...
mente dependente.

, Up € um conjunto linear-

Teorema 12.4.

Se um espago vetorial /' tem uma base com n vetores, entdo
toda base de V' também tem exatamente n vetores.

Demonstracgao

Seja By uma base com 7 vetores e seja B, uma outra base de
V.

Como B ¢ base e B, ¢ linearmente independente, entdo B;
ndo tem mais que n vetores, pelo teorema anterior.

Por outro lado, como B; ¢ base e B ¢ linearmente indepen-
dente, entdo B, ndo tem menos que # vetores. Disto resulta que
B, tem exatamente n vetores.

Um espago vetorial pode ndo ter uma base com um numero
finito de vetores. Por exemplo, o espaco vetorial dos polindmios
na variavel ¢, denotado R[], ndo tem base finita. Uma base para
este espago €

{1,¢, 7%, 13, ..}

Como este conjunto ¢ infinito, entdo R[¢] ndo pode ter base finita
(se tivesse uma base com d elementos, entdo qualquer conjunto
com mais de d elementos seria L.D., logo ndo poderia ter uma
base infinita).

O teorema anterior mostra que, se um espaco vetorial /" tem
base finita, entdo todas as bases tém o mesmo numero de ele-

Verifique que se B
¢ uma base de um
espaco vetorial

V, a,beVe

c] € ¢y sao
escalares, entdo
[Cl a—+ Czb]B =
cilalg+c2[blp.
Isto mostra que a
transformacao de
coordenadas é uma
transformacao

linear.
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mentos. Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 12.2.

Se V' tem uma base finita, entdo V' ¢ chamado espago vetorial
de dimensdo finita e chamamos de dimensao de V/, denotada
dim V', o numero de vetores de uma base de V. Caso V' nao
tenha uma base finita, dizemos que V' ¢ um espago vetorial
de dimensao infinita. A dimensdo do espago vetorial trivial
[0] é definida como sendo igual a zero.

[ Exemplo 12.5. ]

dim R” = n. Basta notar que a base candnica do R” tem n
vetores.

[ Exemplo 12.6. ]

dim P" =n+1, onde o P" ¢ o espaco vetorial dos polindmios
de grau < n. Uma base de P" ¢ o conjunto

{1, ¢, 2%, ..., 1"},

que tem n + 1 vetores.

[ Exemplo 12.7. ]

Determine a dimensao do subespago H de R3 geral do pelos

1 0

vetoresvi=| 2 | evy = 1
1 —1

Soluc¢o: Como v; e v, ndo sdo multiplos um do outro, entdo o
conjunto {vy, v»} é L.1, portanto ¢ uma base de H. Logo dim H = 2.

TEOREMA DO CONJUNTO GERADOR

Um problema comum ¢ o de encontrar uma base para um
subespaco gerado por um certo conjunto de vetores. Se este con-



junto ¢ L.I., entdo ¢ base do subespaco que ele gera, se nao for

L.I., entdo possui “excesso” de vetores, como mostra o teorema
2

a seguir.

Teorema 12.5 (Teorema do Conjunto Gerador).

Seja S = {v1,...,v,} um conjunto em V e seja H o conjunto
gerado por {vi,...,v,}

a. Se um dos vetores de S, digamos v, ¢ combinacao linear
dos outros, entdo S — {v;} ainda gera o subespago H.

b. Se H # {0}, entdo algum subconjunto se S ¢ uma base de
H.

Demonstracgao

a. Reordenando os vetores, se necessério, suponha que v, €
combinac¢do linear dos vetores vy, ...,v,_1. Entdo existem

escalares ¢y, ...,c,_1 tais que
Vp=CIVi + ...+ Cp1Vpo1- (1)
Seja x um vetor em /. Entdo existem x1, ..., X, tais que
X=X1V] + oo + Xp_1Vp_1 + XpVp. (2)

Substituindo o valor de v, de (1) em (2) resulta que

X = X+ Ax vy 1 Fxp(civit A Ccpm1vp—t)
= (xi+ecixp)vi+...+(Xp_1+Cpa1Xp)Vp_t.

Portanto, todo x € H é combinac¢do linear dos vetores
V1, V2, «-y Vp—1.

b. Se o conjunto gerador inicial S ¢ linearmente indepen-
dente, entdo ¢ base do subespaco H que gera. Caso con-
trario, ¢ linearmente dependente, o que implica que algum
vetor em S ¢ combinacao linecar dos demais. Excluindo
este vetor, obtemos um subconjunto S; C S, que também
gera H. Se S ¢ linearmente independente entdo ¢ base de
H. Caso contrario, algum vetor em S; ¢ combinagao li-
near dos outros. Excluindo este, obtemos S> que também
gera.
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Como H # {0} e o conjunto inicial S ¢ finito, entdo o
processo acima deve parar, isto €, existe um subconjunto
S; de S, tal que S; gera H e §; ¢ linearmente independente.

[ Exemplo 12.8. ]

Determine uma base para o subespago

a + b — c
2a + d
H= b o— e — 4 ,talquea, b, c e d € R}

5d

Solu¢do: Claramente H C R*. Note que

a + b — ¢
2a + d _
b — ¢ — d |
5d
a b —c 0
| 2a L 0 n 0 n d
o 0 b —c —d
0 0 0 5d
1 1 -1 0
2 0 0 1
=ua 0 +b 1 +ec| 1 +d 1
0 0 0
Portanto, H ¢ gerado pelos vetores
1 1 —1
12 10 - 0 _
0 0 0 5

Devemos checar se estes vetores formam um conjunto L.I. Clara-
mente, v3 ¢ multiplo de v,. Portanto, podemos excluir v3. O conjunto
{v1,v2,v3} &, pelo teorema anterior, gerador de H.

Para checar se {vi,v2,v3} é L.I, vamos resolver a equagdo
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civi + vy + vy =0

1 1 0 0
2 n 0 n 1l 10
Tlo |21 [T 1|7 |o
0 0 5 0
O que resulta no sistema
ci+ec; = 0
2ci+c4 = 0
C) —C4 = 0’
5S¢y =0

esse sistema implica ¢c; =c4 =0e ¢y =0 e ¢, =0, 0 que mostra que
{v1,v2,v4} € L.L e, portanto, base de H.

Resumo

Nesta aula, vimos a defini¢do de dimensao de um espago ve-
torial. A defini¢cdo dada faz sentido apenas porque, como
estudamos, se um espacgo vetorial /' tem uma base com » ele-
mentos, entdo todas as bases de V' tém também » elementos.
Vimos também que, dado um conjunto B, linearmente de-
pendente, gerador de um subespago H de um espago vetorial,
podemos ir retirando certos vetores de B até que o conjunto
resultante seja uma base de H.

Exercicio 12.1.

Para cada subespago H nos exercicios 1 a 6, determine uma
base de H e sua dimensao.

1. H={(s—2t, s+t, 4t); s,t € R}.

2. H={(3s, 2s, t); s,t € R}.

3. H={(a+b, 2a, 3a—b, 2b); a,b € R}.

4. H={(a, b, c); a—3b+c=0,b—2c=0 e 2b—c=0}.
5. H={(a, b, ¢, d); a—3b+c=0}.

6. H={(x, y, x); x,y € R}.
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10.

1.

12.

. Determine a dimensdo do subespago de R? gerado pelos

vetores
1 3 9 —7
0|, a3
2 -2 2

Os quatro primeiros polindmios de Hermite sdo 1, 2¢,
—24-4t% e —12t+ 813,

Mostre que esses polindmios formam uma base de P>,

Encontre as coordenadas do polindmio
p(t) = 7— 12t — 8¢> 4 121 na base de P> formada pelos
polindmios de Hermite (Ver Exercicio 8).

Mostre que o espago C(R) formado por todas as fungdes
reais ¢ um espago de dimensao infinita.

Mostre que uma base B de um espaco vetorial de dimensao
finita /' ¢ um conjunto gerador minimal. Em outras pa-
lavras, se B tem n vetores, entdo nenhum conjunto com
menos de n vetores pode gerar V.

Mostre também que a base B ¢ um conjunto linearmente
independente maximal, no sentido que qualquer conjunto
com mais de n vetores ndo pode ser L.I.

Mostre que se H € subespago de V' e dim H = dimV/, entdo
H=V.



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

[a—

10.

11.

O conjunto ¢ uma das bases de H e dimH = 2.

O conjunto ¢ uma das bases de H e dimH = 2.

. O conjunto ¢ uma das bases de H e dimH = 2.

O conjunto ¢ base de H ¢ dimH = 0.

. O conjunto ¢ uma das bases de H ¢ dimH = 3.

O conjunto ¢ uma das bases de H e dimH = 2.

Como os vetores (1,0,2),(3,1,1)e (=7, —3,2) sdo LI,
o espaco gerado pelos vetores dados é o R>.

Eles geram o 3 , pois

da+2 2b+3d
a+bt+ct?+d = <a1 c>+2< Z >t+

+ (5)(2+an)+ <%> (=12t +86%).

E sdo LI, se

a+2bt+c(—2+4t")+d(—12t+8)=0=a=b=c=d =0.

()]s = (3, 3,22, %) |

O espago vetorial dos polindmios na variavel ¢, R]¢], pos-

sui base infinita e ¢ um subespaco vetorial do espaco. Logo,

C(R) ¢ um espago de dimensao infinita.
Considere dimV = n.

a. Suponha que vi,---,v,—; geram dim). Entlo,
Vi, -+, Vy—1 € LD e um dos v;, por exemplo, v, _1, €
combinagdo linear dos outros. Dai, os vetores
Vi, -+, V,—p ainda gerariam dim . Poderiamos con-
tinuar eliminando vetores dessa maneira até chegar a
um conjunto gerador linearmente independente com
elementos. Mas isso contradiz o fato de que
dimV = n. Portanto, um conjunto com menos de
n vetores ndo pode gerar V.
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b. Suponha B =vy,---,v,_1 uma base de V' e sejam
uy, -+, vy, com m > n, m vetores em V. Entao,
up=ajvi+apvy+---+apvp,comi=1,2,--- m.

Considere a combinagao linear

byuy +bouy + -+ + bpty, =

n n n
= b Zaljvj+b2 ZazjVjJr"'erm Zamjvj
J=1 J=1 Jj=1

Agora considere o sistema de equagdes

™=

a,-jb,-:O,j:O,l,Z,---,n.

j=1

Este sistema € um sistema homogéneo com mais equacdes
do que incognitas. Portanto, o sistema possui uma solugao
ndo trivial (b}, b, -+, b),). Mas, entdo,

n
byuy —|—b2u2+---—|—b;num = ZOvj:O,
j=1

logo uy, - -+, uy sdo LD.

12. Seja B=wy, -+, w, uma base de H. Sendo n = dimV,
de acordo com o exercicio anterior, B = wy, -+, w, € um
conjunto maximal de elementos linearmente independen-
tesde V. Logo, Béumabasede Ve H=V.



Aula 1 3

SOMA DE SUBESPACOS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

mostrar um método pratico para obter uma base
de um subespago vetorial a partir de um con-
junto gerador deste subespaco;

provar o teorema do completamento, que afirma
que, dado um conjunto L.I. em um subespaco
vetorial V', podemos completa-lo para tornar uma
base de V;

definir soma de subespacos e ver o teorema da
dimensao da soma.
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SOMA DE SUBESPACOS

COMO OBTER UMA BASE A PARTIR DE UM

CONJUNTO GERADOR

Seja S = {b1,b,b3,...,b,} um conjunto e U o subespago
gerado por S. Seja M a matriz obtida escrevendo os vetores

bi,...,b, como linhas de M, isto é, b; ¢ a i-ésima linha de M.
by
e |
by

As operacdes elementares nas linhas de M sdo:

e Multiplicacdo de uma linha por uma constante: L; <— ot.L;.

e Troca de uma linha por outra: L; <> L;.

e Substituir uma linha por uma combinagao linear dela por

outra: L; <~ L; +a.L;.

Estas operagdes levam os vetores by,...,b, a vetores
b{,...,b, que pertencem ao espago gerado por {bi,...,b,}.
Como estas operagdes sdo invertiveis, isto €, posso passar de
{b{,...,b,'} a {by,...,b,} aplicando operagdes elementares,
entdo o espago gerado por {bi,...,b,} é 0 mesmo gerado por

(b, 'Y

Podemos usar esta propriedade para reduzir a matriz

by
by .
M = | | auma matriz na forma M’ =

by

bll,bzl, .. .,b/ sao L.I..

W
by

; onde os

Neste caso, {b\’,b’,...,b,’} é um conjunto L.I. e gera o



mesmo subespaco U gerado por {by,...,b,}. Em outras pala-
vras, obtivemos uma base a partir do conjunto gerado.

[ Exemplo 13.1. ]

Obtenha uma base do subespaco U do R* gerado pelos veto-
res {(1,1,0,-2), (2,0,—1,-1), (0,1,—2,1), (1,1,1,—-3)}.
Determine a dimensao de U.

Solugao:

Vamos formar a matriz M dos vetores acima e reduzi-la:

11 0 -2 1 1 0 -2
20 -1 —1 0 -2 -1 3
M=101 2 11710 1 22 1
11 1 -3 0 1 -1
11 0 -2 11 0 -2
oot 2 ) fo1 2
0 -2 —1 00 -5 5
0 0 1 -1 00 1 —1
11 0 -2 11 0 -2
o2 1) for 2
00 1 -1 00 1 —1I
00 -5 5 00 0 0

Vemos que o subespago U tem base {(1,1,0,—2), (0,1,-2,1),
(0,0,1,—1)}. Portanto, dimU = 3.

Observe que, claramente, vetores na forma

X1
0 x
0 0 x3 - - - | onde as entradas marcadas - podem ter

0 0 0 x4
qualquer valor e x| # 0,x, # 0, etc. sdo necessariamente L.I.

TEOREMA DO COMPLETAMENTO

Vimos, na se¢do anterior, como obter uma base de um con-
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junto gerador. Se este conjunto nao ¢ L.I., temos que “diminui-
lo” para conseguir uma base.

Nesta secdo veremos o inverso. Como obter uma base de um
conjunto L.I.. Se este conjunto ndo ¢ gerador, entdo temos que
“aumenté-lo” de forma que continue L.I. e que se torne gerador.

Teorema 13.1.

Seja {by,...,b,} um conjunto L.I. em um espago vetorial de
dimensao finita V. Entdo existem b,.1,...,b,, tal que
{b1,...,by,by11,...,b,} formam umabase de V', onde n = dim V.

Demonstracio
Se {b1,...,b,} gera o espaco V, entdo nada temos a fazer.

Se {by,...,b,} ndo é gerador, entdo existe b, € V tal que
b,41 ndo ¢ combinagdo linear de by, ...,b,. Portanto,

{b1,...,b;,b,11} € um conjunto L.I.

Se este conjunto agora ¢ gerador, obtivemos uma base. Se ndo,
ha um vetor b, ., € V tal que b, ndo ¢ combinacdo linear de
bi,...,b,+1. Portanto,

{blv' e 7br7br+17br+2} ¢L.L

Se este conjunto for gerador, obtivemos uma base, caso contrario
continuamos com o processo, obtendo b,3,b,4, etc. Como
V' tem dimensao finita, digamos dim V" = n, quando chegarmos
a {by,...,b,}, teremos obtido uma base, pois o processo leva
sempre a conjuntos L.I. € um conjunto L.I. com #n (= dim(V"))
elementos deve ser uma base.

SOMA DE SUBESPACOS

Dados subespacgos U e V' de um espago vetorial W, podemos
obter um subespaco maior que inclui U e V' como subconjuntos
(e como subespagos). Ja que este subespago contem todo u € U
e todo v € V, entdo deve conter todos os u+v, com u € U ¢
v € V. (Lembre-se de que subespacos sdo fechados para a soma
de vetores!)



Portanto, qualquer subespaco que contenha U e V' deve con-
ter as somas u+v, comu € U e v € V. Isto motiva a seguinte
defini¢ao:

Definicao 13.1.

Sejam U e V' subespagos de um espaco vetorial /. Chama-
mos de soma de U e V' o conjunto

U+V={u+v,uecV eveVl}.

Noteque U CU+VeV CU+V.

Na discussao acima, vimos que qualquer subespaco que con-
tenha U e V' deve conter o conjunto U + V' definido acima.

A proxima proposi¢ao mostra que o conjunto U 4V ja ¢ um
subespaco vetorial.

A SOMA DE SUBESPACOS E UM SUBESPACO

Proposiciao 13.2.

Se U e V sdo subespagos de um espaco vetorial W, entdo
U +V ¢ subespago de V.

Demonstracgio

Basta provar que U + V' ¢ ndo vazio, fechado para a soma de
vetores e produto por escalar.

e U+V #0, pois U e V sao ndo vazios. Em particular,
0cU+V,pois

0eUelecV = 0=0+0c U+V.

e Sexy, xo cU+Ventdox; =u;+vy e xo =uy+ vy, para
certos vetores uy, up € U e vy, v €V, entdo

X1 +x2 = (u1 +V1) +(u2+v2) = (u1 +u2) + (V1 +V2).

Comoui+upelUevi+wv eVentaox;+x cU+V.

Note que, nesta
definigdo, U +V ¢
SO um conjunto.
Mostraremos em
seguida que ¢

subespago de 7.
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e Sex=u+velU+V, comuclUeveV, entdo
ox=oa(u+v)=ou+ov, Ya € R. Como ou €U e
oveV,entaioox e U+ V.

CQD

Como U + V ¢é subespaco e, como observamos acima, todo
subespaco de W que contenha U e V' deve conter U + V/, entdo,
podemos dizer que U + V' € o menor subespaco de W contendo
UeV.

[ Exemplo 13.2. ]

U =U+{0}, onde {0} ¢ o espago vetorial nulo.

[ Exemplo 13.3. ]

SejaU = {(x,0,0); xe R} e V' ={(0,y,2); y,z € R}, subes-
pacos vetoriais do R3. Entfo, temos que

U+V = {(x,0,0)+(0,y,2); x,y,z € R}
= {(x.»2); x,y,z€E R} =R,

Isto é, a somade U eV é todo o R3.

Agora observe o seguinte: U ¢ uma reta, o eixo OX, en-
quanto que V" ¢ o plano dado por x = 0.

Neste caso, a soma de um plano e uma reta é o espago R3.

U+V=R3

164 CEDERJ



[ Exemplo 13.4. j

SejalU = {(x,0,0)}eR>e V' ={(x,»,0)} €R3, entio U C V/
eU+V =V.

Neste caso, a soma de um plano e uma reta € o proprio plano.
O que diferencia os Exemplos 13.3 e 13.4?

No Exemplo 13.3, somamos um plano e uma reta ndo con-
tida nele, o que resulta no espaco, enquanto que no Exemplo
13.4 somamos um plano e uma reta contida no plano, resultando
no préprio plano. Voltaremos a este topico quando falarmos so-
bre a base da soma.

[ Exemplo 13.5. |

Claramente, se U C VentaioU+V =V.

SOMA DIRETA

Intuitivamente, quanto menor U NV, mais “ganhamos” quan-
do passamos de U e V para U + V. Em um caso extremo, se
U C V entdo U+ V =V e ndo ganhamos nada.

Lembre-se de que U + V' deve sempre conter o vetor nulo 0.

Definicao 13.2.

Sejam U e V subespagos vetoriais de W tais que UNV = {0}.
Entdo dizemos que U + V' ¢ asoma diretade U e V.
Denotamos a soma direta por U ¢ V.

No caso que U &V = W, entdo dizemos que U e V' sdo com-
plementares e dizemos que V' ¢ o complementar de U em relagao
a W (e vice-versa).

Veremos que dado subespacgo U de W, sempre existe o espaco
complementar de U em relagdo a I, isto €, sempre existe V C W
talque UV =W.

CEDERIJ
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Na proxima proposi¢do, veremos como a soma direta esta
relacionada a decomposi¢ao unica de cada vetor como soma de
vetores nos subespagos.

Proposicao 13.3.

Sejam U e V' subespacos vetoriais de um espago vetorial .
Entdo W = U @V se, e somente se, cada vetor w € W admite
uma unica decomposicio w =u+v,comucUeve V.

Demonstracio

(=) Suponha, por hipdtese, que W = U @ V. Entdo, dado
weW,existemuec U evel,tais que w=u+v. Temos que
provar apenas a unicidade. Suponha que exista outra decompo-
siciow=u'+v,comu’' cUeV cV.

Entao
v:V_:uLfiz, = (wu—u)+(v—V)=0 = u—iv=VvV—-v

Masu—u' € UeV —veV.ComoUNV ={0} (pois a soma é
direta), entdo

u—v=vV-v=u—-u=vV-v=0=u=idev="y.
Portanto a decomposi¢do ¢ Unica.

(<=) Suponha que exista decomposi¢do unica.

Como todow € W se escreve comow —=u-+v,comu c U ¢
veV,entdo W = U + V. Resta provar que a soma ¢ direta.

Sejax € UNV. Entdo podemos escrever
x = x + 0 = 0 4+ x
eU ev eU 4

A unicidade da decomposi¢ao implica em que x = 0, ou seja,
unv ={0}.

[ Exemplo 13.6. |

Seja {b1,...,b,} uma base para um espago vetorial. Vimos



que todo v € V' tem uma tnica decomposi¢do na forma

v=o1by+...+oyb,.

Cada ob; pertence ao subespago [b;| gerado pelo vetor b;.
Portanto, vale que

AULA E MODULO 1

V=[b]&b]®...® byl

O exemplo anterior leva a questdo de como obter uma base
de uma soma U @V, tendo abasede U ede V.

BASE E DIMENSAO DA SOMA DE SUBESPACOS

Seja W um espacgo vetorial de dimensao finita, e sejam U e
V' subespagos de . Vimos que UNV e U +V sdo subespagos de
W. A proposicdo a seguir relaciona a dimensdo destes subespacos.

Proposicio 13.4.

dim(U+V)+dim(UNV) =dimU +dimV

Demonstragio

Seja By = {xi,...,x,} uma base de U NV, onde
r=dim(UNV).

Vamos agora completar esta base B; de forma a criar uma
base de U e uma base de V.

Pelo teorema do completamento, existem vetores uy, ..., us
emU evy,...,v, em V tais que

By ={x1,...,x,u1,...,us} éumabase de U ¢

B3y ={x1,...,%,v1,...,v} ¢ uma base de V.

Note que r+s = dimU e r+t = dim V. Mostraremos, a seguir,
que

B={x1,...,xpup,...,Us,V1,...,v } € uma base de U + V.

a. oconjunto BgeraU+ V.
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Sejawe U+ V. Entdo w =u+ v, para certos u € U e
ve V. Como B, e B3 sdo bases de U e V, respectivamente,
entdo podemos escrever,

u=oqxy+...+04x,+ PBruy + ...+ Bsug

v:ocl/x1+...+oc/x,+y1v1 +... Y%

onde as letras gregas sdo escalares. Somando u € v encon-
tramos

w=u+v = (oq+oq")x;+...+ (04 o) )x, + Brus +
+.. 4 Bsus+7ivi ...+ Y

Portanto, o conjunto B gera U + V.

. 0 conjunto B ¢ linearmente independente.

Suponhamos que

(1) ouxy+...+ox,+Prug+...+ Baus+yvi+...+ %5 =0

entao,
o X +...+Oc,xr+ﬁ1u1+...+ﬁsus =—NVI—...— Y%V
O vetor do lado esquerdo da igualdade estd em U, logo
—Nvi—...—Y%vy € U. Mas vy,...,v; estdo em V, logo
—Nnvi—...— v eunv.

Como xi,...,x, formam uma base de U NV, segue-se que
existem escalares &y, ..., 0, tais que

—NVI— ... — YV = 01x1 + ...+ 6x,

Oxy+...+6x+yvi+...+%v, =0.

A equacdo anterior ¢ uma combinagdo linear dos vetores
em B3, que € base de V, portanto L.1.. Segue-se que

o=...=6=n=...=%=0.
Substituindo 7} = ... =% = 0 em (1), obtemos
Ocpcl+...+0¢,x,+[31u1+...+ﬁsus:0

que ¢ uma combinag¢do linear nos vetores em By, que ¢



base de U, logo
og=...=0=B1=...=B;,=0.

Com isto, provamos que todos os coeficientes em (1) sdo
nulos, ou seja, o conjunto B € L.1.

AULA E MODULO 1

Concluimos que B ¢ base de U + V. Como B tem r+s+¢
vetores, entdo dim(U + V') = r+ s +1¢, segue-se que

dim(U+V)+dim(UNV) = r4s+t+r=

— (e s) (1) =
= dimU+dimV

CQD

No caso em que a soma ¢ direta, UNV = {0}, logo
dimUNV =0e

dim(U@® V) =dimU +dimV.

Além disso, na demonstragdo do teorema acima, vimos que,
no caso de soma direta, se B € base de U e B, é base de V, entdo
BiUBy ébasede UV

Em geral, se UNV # {0}, entdo By UB; ¢ um conjunto ge-
rador de U + V', mas ndo ¢ L.I.

[ Exemplo 13.7. |

Seja U = {(0,y,2); y,z€ R} e V =[(1,1,0)]. Vamos deter-
minar U + V. Comecaremos determinando U N V.

Observe que:
X = o
Sew=(x,yz) €V, (x,y,z)=0(1,1,0)=¢ y = o«
z = 0

=w=(x,),0). Ouseja,sew=(x, y,z) €V =x=yez=0,
entdo, V = {(x, x, 0);x € R} e dimV = 1.

Por outro lado, se w = (x, y, z) € U = x = 0. Logo, se
w=(x,yz)eUNV=welUewelV=x=0,x=y, ez=0.
Dai, UNV ={(0, 0, 0)}.
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Se uma reta 7 nao
esta contida em um
plano o, entdo
rMNa pode ser
vazio (reta
paralela) ou um
ponto, quando a
reta corta o plano

(ver figura acima).
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Sendo dimV =1 e dimU = 2 temos, pela Proposi¢ao 13.4,
que dim(U+V) = dimU 4+ dimV — dim(UNV) = 3. Como
U +V éum subespago de R3, U+ V =R3.

Poderiamos também justificar que U + ¥ = R3, observando
que todo vetor de w = (x, y, z) € R? é a soma de u € U com um
v €V, escrevendo (x, y, z) = (0, y—x, z) + (x, x, 0).

Neste caso, o espaco R> é a soma do plano U com a reta V/
ndo contida no plano U. Se a reta V' estivesse contida no plano
U,ouseja, V CU,entdoU+V =U.

[ Exemplo 13.8. |

Seja U subespago de R* gerado por {(1,1,0,0),(0,0,1,0)}
eV ={(x,y,z,t); y+z=0}. Vamos determinar U + V.

Agora vamos determinar esta soma sem primeiramente cal-
cular a interse¢do UNV. O conjunto {(1,1,0,0),(0,0,1,0)} é li-
nearmente independente. Esse conjunto ¢ uma base para U. Ob-
serve que todo vetor v = (x,y,zt) € V ¢é tal que
v=(x,y,—y,t)=x(1,0,0,0)+»(0,1,—1,0) +¢(0,0,0,1).

Logo, o conjunto B = {(1,0,0,0),(0,1,—1,0),(0,0,0,1)}
gera V. Sendo este, um conjunto L.I, ele ¢ uma base para V.

Sabemos que o conjunto 4 U B ¢ um conjunto gerador de
U + V. Mas, para determinar uma base para U + V', precisamos
encontrar um conjunto que, além de gerar este espago, seja tam-
bém LI. E facil constatar que o conjunto nio ¢ LI.(Verifique!)

Entdo, vamos encontrar uma base para U+V a partir deste
conjunto gerador:

1 1 0 0
1 1 0 0
ey [ 00 10
1 0 0 O Ly Ly— 1L, 8 *11 31 8
base de V 0O 1 -1 0 — 0 0 0 1
0 0 0 1
1 1 0 0 1 1 0 O
L2<—)L4 0 1 -1 0 01 —1 0
— 0 -1 0 0 Ly <+ L3+ 1Ly 0 0 —1 0
0 0 1 0 — 00 1 0
0 0 0 1 00 0 1



11 0 0 11 0 0
01 -1 0 01 —1 0

Iy+——Ly | 00 1 0 — 00 1 0
Ly Ls 00 0 1 00 0 1
— 00 1 0) Ls«<Ls—Ly \0 0 0 0

Isto mostra que o conjunto

AULA E MODULO 1

{(1,1,0,0),(0,1,—1,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}

também gera U + V' e este € um conjunto LI(Verifique!). Logo, ¢
uma base para U + V, ou seja, sua dimensdo ¢ 4. Dali,
U+V =R*%

Poderiamos também justificar U + ¥ = R*, observando que
todo vetor de w = (x, y, z, t) € R* é a soma de um vetor de u € U
com v € V, escrevendo (x,y,z,¢) = (0,0,y+2z,0) + (x,y, —»,1).

Observe que sendo a dimU =2 e dim} = 3,
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U+V) = 1.

Vamos complementar o exemplo calculando o conjunto U NV
Se (x, y,z,t) €U,

X=da
(x.3,2:8) = a(1,1,0,0)+5(0,0,1,0)= ¢ 7
t=0

=x=y,z=bet=0.

Por outro lado, se (x, y, z, 1) €V =z = —y.
Logo,se (x, y,z,t) eUNV,entdlox =y,t =0ez = —y.

Concluimos, entdo, que UNV = {(x,x,—x,0);x € R} e
dim(UNV) = 1, como visto acima.
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Resumo

Iniciamos esta aula vendo um processo de obter uma base
a partir de um conjunto gerador para um espago vetorial,
usando operagdes elementares nas linhas da matriz formada
pelos vetores deste conjunto gerador.

Em seguida, vimos o teorema do complemento, que afirma
que dado um conjunto L.I., em um espago vetorial V' se ele
nao for uma base de V/, nés acrescentamos vetores até que se
torne uma base de V.

Passemos, entdo, ao estudo da soma U + V' dos subespagos
U e V de um espago vetorial . Quando U NV = {0} entdo,
a soma ¢ chamada direta e denota por U & V.

O conjunto unido das bases de U e V' forma um conjunto
gerador de U + V' que, no caso de soma direta, ¢ uma base de
U@ V. A dimensao de U + V' ¢ dada por:

dim(U+V) =dim(U) +dim(V) —dim(UNV).

Exercicio 13.1.

1. Seja U C R* o subespaco gerado pelo conjunto
{(1,1,2,0),(0,1,3,1),(2,—1,-5,-3)}.
Encontre uma base de U e determine dimU..

2. Para os subespagos U e V' de R? nos itens abaixo, deter-
mineUNVeU+V.

a. U=[(1,0,1),(0,1,1) e V = [(1,1,1)].

b. U=[(1,0,1),(0,1,1) e ¥ =[(1,2,3)].

c. U={(x,y,z) €R*|z=0} eV =[(0,0,1)].

d U={(x52) R} |x+y=0}eV =][(2,-2,1)].

3. Em qual dos itens do exercicio anterior a soma ¢ direta?

4. Se U e V sdo subespagos vetoriais do R*, dimU =2 e
dim) = 3, determine o menor ¢ o maior valor possivel
para dimU NV e paradimU + V.



5. Seja Mpxo o espago vetorial das matrizes reais de ordem
2x2. Seja U o subespago de M>x, dado por

o= {[0 8]enecs)

Determine um subespacgo V' C Myx» tal que Moxo =U D V.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. Basede U ¢ B={(1,1,2,0),(0,1,3,1)}, dimU = 2.

2. a UNV={0}eU+V=R>.
b. VCcU,logoUNV =VeU+V=U.
c. UnV ={0}eU+V =R>.
d. VcU,logoUNV =VeU+V =R5.

3. A soma ¢ direta nos itens a e c.
4. Temos max{dimU,dimV'} < dim (U + V) < dim (R?),
=3<dim(U+V) <4
Como dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U +7V)
dim(UNV)=5—-dim(U+V)

entao
1 <dmUNV <2.

a 0
5. V—{[O d],a,deR}.
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Aula 1 4

ESPACOS VETORIAIS
COM PRODUTO INTERNO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

reconhecer produtos internos;

determinar a norma de um vetor e o angulo entre
dois vetores;

identificar vetores ortogonais;

aplicar as propriedades dos produtos internos na
resolucado de exercicios.
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Pré-requisitos: Aulas 8,

11el2.

Neste curso trabalhamos
apenas com espagos
vetoriais reais, isto €,
considerando o conjunto
dos niimeros reais como
o conjunto de escalares.
No entanto, poderiamos
considerar o conjunto
dos niimeros complexos.
Nesse caso, o resultado
do produto interno seria
um numero complexo, e
a definigdo, ligeiramente

diferente.
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ESPACOS VETORIAIS COM PRODUTO
INTERNO

Nesta aula, vamos definir uma operacao entre vetores cujo
resultado € um ntimero real: o produto interno. Varios exem-
plos, com destaque para o chamado produto interno, serdo vis-
tos, estudaremos as principais propriedades dos produtos inter-
nos e suas aplicagdes na determinagao de grandezas geométricas
associadas a vetores de R? e R3.

PRODUTO INTERNO

Seja ¥ um espago vetorial (real). Um produto interno defi-
nido em V' é uma relagao

<.,.>:VxV—=R

que, a cada par de vetores (u,v) € V' x V, associa um niimero real
representado por < u,v >, € que satisfaz as seguintes condicdes:
L <u,v>=<vu>
. <u,v+w>=<u,v>+<uw>
. < ou,v>=a <u,v>

. <u,u>>0 ¢ <wuu>=0<%<u=o0dy, Yuvywel,

Vo € R.
Chamamos de espago euclidiano a um espago vetorial real
munido de produto interno.

Podemos definir diferentes produtos internos num mesmo
espago vetorial. Vamos ver alguns exemplos.

[ Exemplo 14.1. J

Vamos mostrar que a relagao < u,v >= 2x1x3 + 3y1)2, onde
u= (x1,y1) e v=(x2,)2), ¢ um produto interno definido em R?.
Para isso, temos que mostrar a validade das quatro condi¢des da
definicao de produto interno:

1L <u,v>=2x1x3+3y1y2 = 2xx1 + 3yoy1 =< v,u >.



ii. Sejaw = (x3,y3) € R%. Entio

<u,v+w>

2x1(x2+x3) +3y1 02 +y3) =

= 2x1x0 +2x1x3 + 3132+ 3y1y3 =

= (2x1x24+3y1»2) + (2x1x3 4+ 3y113) =
= <u,v>+<u,w>.

iii. Seja o € R. Entdo

<ow,v> = 20xixy+30yiyr = o(2x1x2 +3y1y2) =
= a<uyv>.

v, <uu>= 2x% + 3y% > 0. Além disso, se < u,u >=10
entdo 2x? + 3y7 = 0, que implica x? = 0 e y3 = 0. Dai,
x1 =0ey; =0,isto & u = (0,0) = vz>. Finalmente, se
u=vp2 = (0,0), segue que < u,u >=2.0+3.0=0.

Exemplo 14.2.
E )

Na Aula 12, vocé determinou o vetor-coordenadas de um
vetor em relacdo a uma certa base. Viu que, fixados a base e o
vetor, as coordenadas sdo Unicas. Sejam V, um espaco vetorial
real de dimensdo n, e B = {uy,us,...,u,}, uma base de V.

A relagdo definida em V' x V' que, a cada par de vetores u
e v, de V, associa o numero real a;by + axby + ... + a,b,,, onde
ulp = (ay,a2,...,ay) e v|p = (by,b2,...,b,) sdo os vetores-coor-
denadas dos vetores u e v, de V, em relagdo a base B, respecti-
vamente, ¢ um produto interno em V.

Importante: Tendo em vista o exemplo anterior, podemos
concluir que TODO espaco vetorial admite produto interno. As-
sim, quando nos referimos a um espago vetorial munido de pro-
duto interno, ndo significa que existem espagos que ndo satisfa-
zem essa propriedade, mas sim que estamos querendo enfatizar
o fato de que usaremos o produto interno na argumentacao ou
nas aplicagdes que forem o objeto de estudo, naquele instante.

Quando a base considerada ¢ a candnica, o produto interno
assim definido chama-se produto interno usual. Particularmente,
nos espagos vetoriais R? ¢ R3, o produto interno usual é também
conhecido como produto escalar.

Vocé ja estudou o
produto escalar na
disciplina de Geometria

Analitica.
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[ Exemplo 14.3. ]

Em M(R), sendo u = [ et } ev= [ G ],arelagﬁo
us Uug V3 V4

< u,v >= uyvy + upvy + uzvy + ugv4 € um produto interno (é
produto interno usual em M;). Vocé pode verificar isso, como

' ' 2 1
exercicio. Segundo esse produto interno, sendo u = [ 5 1 ]

ev= [ (3) g ],temos<u,v>:2.3+1.6+5.0+(—1).2: 10.

[ Exemplo 14.4. ]

Dados p = ag+ait +art®> +a3t® € g = bo+ b1t +bot> + b3t3, a
relacdo < p,q >= apbo +a1b1 + arb> + az b3 define um produto
interno em P; (¢ o produto interno usual em ;).  Dados
p=2+3t—1t>eq=2t+1t>—5t>,temos < p,qg >=2.0+3.2+
(—1).140.(=5) =5.

PROPRIEDADES DO PRODUTO INTERNO

Seja V' um espaco vetorial real e < .,. >: V' XV — R um
produto interno. Valem as seguintes propriedades:

1. <op,v>=<voy>=0YwelV

De fato, como Ov = oy, para todo vetor v em V, podemos
escrever
(iif)

<oy,v>=<0yyv>=0<v,v>=0.

Além disso, por (i), temos < oy, v >=<v,oy >=0. Logo,
<oy,v>=<voy >=0.

2. <viou>=o<vu>vVoeRYvuecl.

De fato,
(i) (i)
<vou> = <0ouyv>=

(iii)
= <ovu>.

i
a<u,v>ga<v,u>

3. <utvw>=<uw>+<vw>Yuvywel.



De fato,

—
~.
~

ii
<u+vw> <w,u—|—v>(:)<w,u>—l—<w,v>:

—
~.
~

<u,w>4+<v,w>.

4. <oqui+our+...+ 0, v >=< oqu,v >+ < Ohuy, v >
+...4 < ouy, v >,Vu inteiro ,n > 1,Vu,v;eV,i=1,...,n.

A prova desta propriedade usa inducao e as condigdes (i)
e (ii1) da definicao de produto interno. De modo mais su-
cinto, podemos escrevé-la usando o simbolo de somatorio:

n n
ZOC,'M,',V = o < up,v>.
i=1 i=1

n n
5. <M,ZOC[V,'> = 2 <u,vi >.
i=1 i=1

A prova desta propriedade usa indugao e as propriedades
2 e 3 ja vistas.

6. Generalizando, podemos provar que

n m n m
<Z o, Y, ijj> = D> By <upv;>.
i=1 =1

i=1j=1

Veremos a seguir aplicagdes praticas do produto interno.

APLICACOES DO PRODUTO INTERNO

NORMA DE VETOR

Sejam ¥ um espaco euclidiano e v € V. Chama-se norma de

y 0 numero real
Il =v<vv>.

Note que, pela condig@o (iv) da definigdo de produto interno,
esse numero estd bem definido, pois < v,v > ¢ nao negativo,
para qualquer vetor v considerado. Assim, a norma de um vetor
¢ sempre um numero real ndo negativo e o vetor nulo ¢ o tnico
vetor de V' que tem norma igual a zero.
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[ Exemplo 14.5. ]

Em R?, com o produto interno usual, a norma de um vetor

v = (x1,x2) é dada por ||v|| = {/x7 4 x3. Assim, temos:
(=3, 9| = V(=32 +4> =9 +16=V25=5.
L) =/1+3=VI=1

[ Exemplo 14.6. J

Em R3, com o produto interno usual, a norma de um vetor

v=(x1,x2,x3) & |[V|| = y/x] 4+ x3 4+ x3. Por exemplo:

(=1,2,3)] = V52253 = VTTAT9 = Vid.
1@ -2.1)||=vATaTT =6 =3.

Na Figura 14.1, podemos ver que, no plano, a norma do ve-
tor v coincide com a medida da hipotenusa do triangulo retangulo
determinado por x| € x (compare a expressdo a norma com a
conhecida férmula de Pitdgoras...). No espaco, a norma de v
coincide com a medida da diagonal do paralelepipedo formado
por xj,xp € x3.

Devido a essa interpretacdo geométrica que podemos dar a
norma de um vetor de R? ou R3, a norma de um vetor v é
também conhecida como sendo o modulo, tamanho, ou ainda,
comprimento de v.

X pmmmmmmm =S

Figura 14.1: Norma de vetores em R* e R2.



#5 A nio ser que se diga algo em contrério, o produto interno
considerado sera sempre o usual.

[ Exemplo 14.7. ]

Em M;(R), com o produto interno definido no Exemplo 14.3,

a norma da matriz v = 36 é
10 2

V]| =v<vv>=V0+36+4=149=7.

[ Exemplo 14.8. ]

Usando o produto interno de Pz, definido no Exemplo 14.4,
a norma do polindmio p =2+ 3t — 12 é

pll=vV<pp>=V4+9+1=14.

A norma de vetores possui importantes propriedades que lis-
tamos a seguir; suas demonstragdes sdo propostas como exerci-
cios, ao final da aula.

PROPRIEDADES DA NORMA DE VETORES
Seja I um espaco euclidiano. Entdo:

L. |lav]| = || ||V|],Ya e R,Vv e V.
2. vl =0, vwvelVel|p|=0&cv=oyp.

3. | <u,v> | <|lul| ||v]],Vu,v € V. (Desigualdade de Cau-
chy Schwarz)

4. |Ju+v|| <||ul|+||v||,Vu,v € V. (Desigualdade triangular)

Usando o conceito de norma de vetor, podemos também de-
finir a distancia entre dois vetores: dados # € v em um espago
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euclidiano V, a distdncia entre eles, representada por d(u,v), é
dada por:
d(u,v) = ||lu—vl|.

A Figura 14.2 ilustra o caso em que V' = R?.

Figura 14.2: Distancia em R?.

[ Exemplo 14.9. ]

Em R3, a distancia entre u = (3,-2,1) e v = (4,1,-3) é

() = lle— ]| = | (—1, =3, 9] = VI F9T 16 = V26,
ANGULO DE DOIS VETORES

Sejam V', um espago vetorial euclidiano, e u,v € V, ndo nu-
los.

A desigualdade de Cauchy Schwarz: | < u,v > | <||ul| ||v]],
sendo modular, se desdobra na dupla desigualdade:

—[ful [ [VI] < <w,v > < |[u]] []v]].
Como os vetores u € v $30 ndo nulos, suas normas sao nime-

ros reais positivos e podemos dividir cada termo dessa desigual-
dade por ||u|| ||v||:

SV
[l [ 1]v]]
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Na disciplina de Pré-Calculo, vocé estudou as fungdes trigo-
nométricas. Deve lembrar-se, entdo, de que a cada numero real
a no intervalo [—1, 1] corresponde um unico arco 6,0 < 0 < 7,
tal que cos 0 = a, conforme ilustra a Figura 14.3.

N
7z

Figura 14.3: Angulo entre dois vetores de R,

Podemos, entdo, definir o dngulo entre os vetores u e v como
sendo O tal que

<u,v>
cosQ = ———.
[uel [ []v1]

Em R? e R3, 6 ¢, de fato, o angulo geométrico determinado
pelos vetores u e v. A formula fornece o cosseno do angulo.
Ao final da aula, ha uma tabela com os cossenos dos angulos
notaveis no intervalo [0, ].

[ Exemplo 14.10. j

Vamos determinar o angulos entre os vetores u = (4,—2) e
v=(3,1),de R%:

<u,v> 12-2 10 10
cos0 = = —

el T]V]] V1644911 V2010 /200
10 1 V2

0vV2 V2 2

Um caso particularmente interessante ¢ quando 6 = 90°, ou

seja, quando os vetores formam um angulo reto, ou, em outras
<u,v>

palavras, quando sdo ortogonais. Como cos 90" = 0 = Nk
u v

concluimos que

u € v sdo ortogonais << u,v >=0.

AULA E MODULO 1
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[ Exemplo 14.11. ]

Em M;(R), com o produto interno definido no Exemplo 14,
3

1 4 -2

: 20 51 . . .
as matrizes u = [ s |ev= } sdo ortogonais, pois

<u,v>=23405+14+5(-2)=0.

Resumo

Nesta aula, definimos produto interno: uma importante
relacdo definida em espacos vetoriais, que associa um
nimero real a cada par de vetores do espago. A partir da
definicao de produto interno, podemos determinar a norma
de um vetor e o angulo definido por dois vetores. Podemos
definir diferentes produtos internos em um mesmo espago ve-
torial; cada um deles determinard uma norma e um angulo
entre vetores. O produto interno mais estudado, mais util
para nds, € o usual; a partir dele, a norma de um vetor
do plano ou do espago corresponde ao seu comprimento
geométrico, 0 mesmo acontecendo com o angulo entre eles.
Vimos, também, o conceito de ortogonalidade de vetores. Na
proxima aula retomaremos esse assunto, estudando impor-
tantes subespacos de um espago euclidiano.

Exercicio 14.1.

1. Prove a validade das propriedades do produto interno, isto
¢, sendo V' um espaco euclidiano,
a. ||ovl| = || |v]],Ya e R,Yv e V.
b. [V]|>0,YWweVelly|=0cv=0y

c. (Desigualdade de Cauchy Schwarz)
| <u,v> | <||ul]||v|],Yu,v € Vx

Sugestdo: Primeiramente, mostre que no caso em que v &
o vetor nulo, vale a igualdade. Suponha, entdo,
v # 0. Nesse caso, sendo o um real qualquer, é verdade
que ||u+ ov||> > 0. Desenvolva essa expressdo, obtendo
um trindmio do segundo grau, em ¢, sempre positivo.



Entdo seu discriminante tem que ser menor ou igual a
zero. Dai segue a desigualdade procurada.

d. (Desigualdade triangular)
[+ < [l |+ | V][, Vu, v V.

Sugestdo: Desenvolva a expressio ||u+v||> e use a desi-
gualdade de Cauchy Schwarz.

AULA E MODULO 1

. Considerando o espago euclidiano R?, calcule < u,v > em
cada caso:

a. u=(2,-1,00ev=(-3,4,1)

b. u=(1/2,3,2)ev=(—1,1,5)

. Seja o espaco euclidiano R?. Determine o vetor w tal que
< uw>=8 e <vw>= 10, dados u = (2,1) e
v=(-1,3).

Sugestdo: Represente o vetor w pelo par (x,y).

. Calcule anormade v € V', em cada caso:

a. v=(-3,4), V=R?
b. v=(1,1,1), V¥ =R3
c. v=(—1,0,4,/19), V =R*

. Em um espago euclidiano, um vetor ¢ dito ser unitdrio
quando sua norma ¢ igual a 1.

a. Entre os seguintes vetores de 7!R?, quais sdo unitarios:
u = (I,L1) ; v = (=1,0) ; w = (1/2,1/2);
t=(1/2,v3/2)

b. Determine a € R? tal que o vetor u = (a,1/2), de
I'R? seja unitario.

. Obtenha o angulo entre os seguintes pares de vetores de

R2:
a. u=(3,1)ev=(6,2)
b. u=(1,2)ev=(-1,3)
c.u=(3,1)ev=(2,2)
d u=(0,2)ev=(-1,-1)
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7. Considere o espago euclidiano M>(R).

. . o : 2 1
a. Quais das matrizes abaixo sao ortogonais a M = [ 13 } :

12 ! 00
=las]eeli] e loe)

3 2
D= [ 2 ] .
b. Calcule a norma da matriz M, do item anterior.

. . : 2 4
c. Determine o angulo entre as matrizes M| = [ }

1 3
31
eMz:[4 2}

d. Calcule a distancia entre as matrizes M e M, do item
anterior.

8. No espago vetorial P,
a. Defina o produto interno usual (andlogo ao definido
em P53, no Exemplo 14.4).

b. Calcule a norma do polinémio p = 3 — 4z + 2¢2, de
P.

@ Autoavaliagao )

O assunto tratado nesta aula ¢ muito importante, no desen-
volvimento de toda a teoria. Note que os conceitos de norma,
distancia, angulo, ortogonalidade, tdo naturais, quando pen-
samos em vetores do plano ou do espaco, foram estendidos
para espagos vetoriais quaisquer. Expressdes, como ‘“norma
de polindmio”, “distancia entre matrizes”, “polindmios orto-
gonais”, ndo devem mais causar estranheza. Vocé ndo deve
ficar com nenhuma duvida, antes de seguir em frente. Refaga
os exemplos, se julgar necessario. E lembre-se: encontrando
qualquer obstaculo, peca ajuda ao tutor da disciplina. Até a
\préxima aula!! Y,
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

HavH — \/W:‘/Oﬂ2<v,v>: Note que, dado a € R,

5 5 Va2 =|a.
= ][> =]al[]v]]-

b. ||v|| > 0, pela propria defini¢do de norma.
IV[[=0=/<vv>=0=<vv>=0=v=o0y.
Finalmente,

v=oy =<vwv>=0=,/<vv>=0=|py||=0.

c. Sev=oy,entdo |[v]|=0e <u,v>=0=||u|lv|
Portanto, vale a igualdade (e, em consequéncia, a de-
sigualdade). Supondo v # oy, e sendo a € R, ar-
bitrario, podemos afirmar que ||u + av||> > 0. De-
senvolvendo essa expressao (usando a definicdo de
norma), chegamos a ||v|[?02 +2 < u,v > o+ ||u||> > 0,
para todo o real. Isto ¢, obtemos um trindmio do
segundo grau, em ¢, sempre positivo. Entdo seu
discriminante tem que ser menor ou igual a zero,
isto é: 4 < u,v > —4||v||? ||u||* < 0. Separando os
termos da desigualdade, simplificando e extraindo a
raiz quadrada de cada termo, concluimos que

| <u,v> [ < |ull []v]].

d.
lu+v|]? = <utvutv>=
= <uu>+<u,v>+<vu>+ vy >=
= |Jull? +2 <u,v >+
Usando a desigualdade de Cauchy Schwarz,
2
a1 < 221 ][ ][] [VI 1P = (el [V
Logo, ||u+v|| < ||ul| +||v||,Yu,ve V.
2. a —10
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b. 25/2
3. w=(2,4)

4. a. 5

b. V3
c. 6

5. a. vt
ul|=1=juP=1=a*+1/4=1=a=%V3/2

s

00

450

arccos 2v/5/5
1359

/o oo

A,C,D
|[M]] =15
90 - as matrizes M| e M, sdo ortogonais.

d(My, M) = ||M; — M>|| = /60 = 21/15.

8. a. Sendo p =ag+ait+asxt’> e g = by + bt + brt?, em
P>, o produto interno usual ¢ dado por:

/g o o @

< p,q >= apby+ai1by +axbs

b. v29
Tabela do cosseno:

0: | 0(0°) | m/6(30°) | m/4(45°) | ®/3(60°) | m/290°)

|
cosO: | 1 | V32 | v2/2 | 172 | 0

Para os angulos do segundo quadrante (compreendidos no
intervalo /2,7, basta lembrar que
cos(m—0) =—cos 0 (ou: cos(180—0) = cosB). Por
exemplo, cos 120° = —cos (180° —120°) = —cos60° = —1/2.
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Aula 1 5

CONJUNTOS ORTOGONAIS
E ORTONORMAIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

reconhecer conjuntos ortogonais € ortonormais;

aplicar o método de ortogonalizacdo de Gram-
-Schmidt;

reconhecer bases ortonormais;
projetar vetores ortogonalmente em subespacos.
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Pré-requisitos: Aulas

11,12 e 14.

Espagos vetoriais reais,
com produto interno e

dimensao finita.
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CONJUNTOS ORTOGONAIS E
ORTONORMAIS

Nesta aula, vamos caracterizar subconjuntos especiais de es-
pacos euclidianos. Na Aula 14, vimos que, num espaco euclidi-
ano, dois vetores sdo ortogonais quando o produto interno deles
se anula. Isto ¢, sendo /' um espaco euclidiano,

ulv & <u,v>=0, Yu,veVl.

Vejamos, agora, as duas definigdes importantes desta aula:

Seja V' um espaco euclidiano. Um subconjunto
S={vi,.,m}CVé

e ortogonal, quando seus elementos sdo ortogonais dois a

dois, isto é:
<v,v; >=0, Vi,je{l,..,n}, i#j.

ortonormal quando ¢ ortogonal e todos os seus elementos
sdo unitarios, isto é:

S éortogonal e ||v;|| =1, Vie{l,....,n}.

[ Exemplo 15.1. ]

. Oconjunto S = {2,-3,1),(5,4,2)} C R3 ¢ ortogonal. De

fato, < (2,-3,1),(5,4,2) >=10—12+2 =0. S ndo ¢
ortonormal pois, por exemplo,

12,31 = VAT T = VId£ 1.

. O conjunto S = {(1,0,0), (0, —/3/2,1/2)} C R? ¢ orto-

normal, pois,

< (1,0,0),(0,—+/3/2,1/2) >=0,
1(1,0,0)[|=vi=1¢e

11(0,—v/3/2,1/2)|| = /3/4+1/4=V1=1.

. Se S ¢ um conjunto ortogonal num espaco euclidiano V,

entdo o conjunto resultante da unido SU {oy} também ¢



ortogonal, pois o vetor nulo € ortogonal a qualquer outro
vetor. E claro, também, que nenhum conjunto em que o
vetor nulo comparece ¢ ortonormal, pois a condi¢do de
todos os vetores serem unitdrios ndo ¢ satisfeita.

Na Aula 14, vimos que, num espago euclidiano, o cosseno
do angulo 6, formado por dois vetores u e v, ndo nulos, ¢:

<u,v>
cos = ———.
e[ []]]

No caso de os dois vetores serem unitarios, a formula se re-
sume a
cos0 =<u,v>.

Agora, num conjunto ortornomal S, s6 h4 duas possibilida-
des para a medida do angulo formado por quaisquer dois de seus
vetores:

1. se os vetores sdo distintos, entdo formam angulo reto e,
entdo, o produto interno ¢ igual a zero (pois vimos acima
que o cosseno do angulo se iguala ao produto interno);

ii. se consideramos duas vezes o mesmo vetor, entdo o angulo
¢ nulo e seu cosseno ¢ igual a 1; logo, o produto interno
também ¢ 1.

Dai, podemos concluir que:

Sendo S = {vi,v2,...,v,} um subconjunto ortonormal de um
espaco euclidiano, entdo

¢ i#j=0=90"=cosO=0=<v;,v;>.
¢ i=j=>0=0"=cos0=1=<v;,v,>.

Podemos, entdo, caracterizar um conjunto ortonormal
{v1,v2,...,v,} usando o simbolo de Kronecker:

<V, vj>= 5ij, Vi, j € {1,...,1’1}.

Veremos, a seguir, um importante resultado envolvendo con-
juntos ortonormais.

AULA H MODULO 1

Lembrando: A fungéo
delta de Kronecker nos
indices i e j ¢ definida

por:

51_]_:{ 0,sei#j .

1,sei=j
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Lembrando: um
conjunto de vetores ¢ LI
quando, ao escrevermos

o vetor nulo como uma

combinagao linear deles,

obtemos todos os

coeficientes nulos.
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Proposicao 15.1.

Um conjunto ortonormal ¢ linearmente independente.

Demonstracio

Sejam ¥ um espaco euclidiano e S = {vy,...,v,} CV, orto-
normal. Sejam o, ..., 0, € R tais que vy + 0v;... + oy, =
oy. Como o produto interno de qualquer vetor pelo vetor nulo ¢
igual a zero, podemos escrever:

0 =<op,vi >=
=< oqvi+0Vvy+...+0,v,, v >=
=<V, >+ < Vv, Vvi>+.+0,<Vv,vi > =
—— S——— ——

1 0 0
= (.
Logo, a; = 0. Procedendo de forma andloga com os vetores
V2, ..., Vy, irtemos concluir que o = op = ... = o, = 0. Logo, o

conjunto S ¢ LI.

CQD

Ja vimos, na Aula 10, que todo subconjunto de um espago
vetorial V' gera um subespago de V. Quando o conjunto consi-
derado ¢ LI, além de gerar, ele forma uma base do subespaco
gerado. Assim, a Proposi¢@o 15.1 permite concluir que um con-
junto ortonormal ¢ uma base do subespaco que ele gera. Nesse
caso, dizemos que a base ¢ ortonormal. Bases ortonormais sao
particularmente interessantes por simplificarem os calculos e per-
mitirem uma representacdo grafica mais clara e facil de se cons-
truir. Surge, entdo, a questdo: como obter bases ortonormais de
subespacos dados?

Mas vamos com calma. O primeiro passo para chegar a res-
posta procurada ¢ saber obter a projecdo de um vetor na direcao
de outro.

PROJECAO DE UM VETOR NA DIRECAO DE
OUTRO

Sejam V' um espago euclidiano, u,v € V, v # op. Vamos obter
o vetor projecdo de u na dire¢do de v. Em outras palavras, vamos
decompor u em duas componentes: uma na direcao de v - que



serd a proje¢ao mencionada, e outra, ortogonal a v, como mostra
a Figura 15.1.

AULA H MODULO 1

proj U
v

Figura 15.1: Projetando u na direcio de v.

Os célculos ficam mais simples se o vetor sobre o qual se
projeta ¢ unitario. Caso ele ndo seja, podemos “troca-lo”’por
outro, de mesma direcdo ¢ sentido, ¢ de tamanho 1. Esse vetor
se chama versor do vetor dado. Para isso, basta dividir o vetor v
pelo seu modulo:

\%

versorde v= —-.
V]|

E facil verificar que, de fato, o versor de v € unitario:

H v H AN 1 e vz
—| = — = > = —= <V

VIV I TV I VPP

[ Exemplo 15.2. ]

Consideremos o vetor v = (3,4), de R?. Seu modulo ¢

V]| = V9416 = /25 = 5. Seu versor ¢ o vetor ™ (354) —

=
(3/5,4/5). Vamos Verlﬁcar que esse vetor ¢ realmente unitario:

V(3/5)2+(4/572 = \/9/25 1 16/25 = \/25/25 = 1.

A Figura 15.2 ilustra esse caso.
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Wt———m e — T

Figura 15.2: O vetor (3,4) de R? e seu versor.

Assim, ao projetar um vetor na direcao de v, ndo nulo, pode-
mos sempre considera-lo unitario. Na Figura 15.3, vemos que a
projecao de u na direcdo de v € um vetor paralelo a v e, portanto,
pode ser escrito como um multiplo de v, isto &,

projyu = kv, paraalgumk e R.

Figura 15.3

Entdo ||projyul| = ||kv|| = |k|||v|]| = |k|, uma vez que esta-
mos supondo ||v|| = 1. Para conhecer o vetor proje¢do, entdo,
temos que determinar k. No tridngulo retangulo da Figura 15.3,
o vetor projecdo € o cateto adjacente ao angulo 0, formado pe-
los vetores u ¢ v, e a hipotenusa mede ||u||. Logo, lembrando
da expressdao do cosseno do angulo formado por dois vetores e
usando o fato de v ser unitario, temos:

Num tridngulo
retangulo, o cosseno de
um angulo agudo ¢ igual

a medida do cateto <u,v>

adjacente dividida pela le’O]WH = ’COSGHMH‘ TR HMH

=|<u,v>|.
[uel [ 1] ’

medida da hipotenusa.

Assim, ||proju|| = | < u,v > | = |k|, donde podemos con-
cluir que k = + < u,v >. Ocorre, porém, que k e < u,v > t€m
0 mesmo sinal, como indica a Figura 15.3. No caso em que
0 = 90°, temos k = 0, ou seja, a projecdo ¢ o vetor nulo (a
projecao reduz-se a um ponto).
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Concluimos, entao, que

projyu =< u,v > v.

Nesse processo, a partir de um vetor u, qualquer, de um
espago euclidiano V', obtivemos a componente u — proj,u, que
¢ ortogonal a direcdo de v. Isso fica claro na Figura 15.1, mas
podemos verificar algebricamente, calculando o produto interno
dos vetores u — proj,u e v:

<u—<u,y>ny> =<u,v>—<<uUvy>vy>=
=<u,v>—<u,yv>yy>=
=<u,v>(l—-<vv>)=
— 1— 2y —
<u,v>(1=|[|9)
=<u,v>.(1-1)=0.

[ Exemplo 15.3. ]

No espago euclidiano R3, a proje¢do ortogonal do vetor
u = (0,1,—4) na direcio do vetor v = (1/2,0,1/3/2) ¢ o vetor
< u,v > v (note que v ¢ unitirio). Ou seja, ¢ o vetor
—2v/3v=(—+/3,0,-3). O vetor

u = u—proju=(0,1,—4) — (—/3,0,-3) = (v/3,1,—1)

¢ ortogonal a v. (Verifique!)

Ao projetar u na direcdo de v, o que fizemos foi projeta-lo
ortogonalmente no subespago de V' gerado pelo vetor v (a reta
suporte de v). Vamos estender esse método para o caso em que
o subespacgo sobre o qual projetamos ¢ gerado por n vetores:

Sejam ¥V, um espago euclidiano, S = {vi,vz,...,v,} CV, or-
tonormal, e v € V. A projecio ortogonal de v sobre o subes-
paco gerado por S € o vetor

<V >+ <>yt < vy, > vy,

[ Exemplo 15.4. ]

Seja S = {(1,0,0),(0,—1,0)} no espago euclidiano R>. Va-
mos projetar o vetor v = (5,2,—3), ortogonalmente, sobre o
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plano [S]. Primeiramente, notamos que os vetores de S sdo
ortogonais e unitdrios. Podemos, entdo, usar a expressdo da
projecao:

proj,, v =<v,vi > v =5v; = (5,0,0).
proj,,v=<v,va3 > vy = —2v; =(0,2,0).
Entéo projigv = (5,0,0)+(0,2,0) = (5,2,0).

Além disso, de forma anéaloga a que ocorre quando projeta-
mos sobre a direcao de um unico vetor, a diferenca entre o vetor
projetado e a proje¢do ¢ um vetor ortogonal ao subespago de
projecao, como mostramos na

Proposicao 15.2.

Sejam V' um espago euclidiano, S = {vi,v,,...,v,} CV, um
conjunto ortonormal, e v € V. O vetor

U=V— < VYV >V— <V >V)—..— <V, >V,

¢ ortogonal a todo vetor de S.

Demonstracio

Vamos mostrar que u ¢ ortogonal a vy:
<u,vy >=
=< v=< VWV >VI—< VW >V —.— <V, >V, V] >=
=V > — << VY >,V > — <<V > v,V > —.
— << Vv, >V, v >=
=<V > — <y >< v,V >— < vy >V, v > —...

—— N——

1 0
— <y, > <V, v > =
N——

0
=<y >— <y >=0.

Procedendo de maneira andloga, com os demais vetores de
S, concluiremos que

ulvi,ulvy,....,ulv,.



[ Exemplo 15.5. j

No exemplo anterior, o vetor
v—projigv=(5,2,-3)—(5,2,0)=(0,0,-3)

¢ ortogonal a (1,0,0) ea (0,—1,0), vetores de S.

AULA H MODULO 1

Proposicao 15.3.

Sejam ¥ um espago euclidiano, S = {vi,vs,...,v,} CV, um
conjunto ortonormal e v € V. O vetor

U=V— < VYV >V— < VM >V)—.— <V, >V,

¢ ortogonal a todo vetor do subespaco de V' gerado por S. Ou
seja, u € ortogonal a todo vetor de V' que pode ser escrito como
uma combinacao linear dos vetores de S.

Demonstracdo

Pela Proposi¢ao 15.2, ja sabemos que u ¢ ortogonal a cada
vetor de S, ou seja,

<u, vy >=<u,vy>=..=<u,v, >=0.

Vamos calcular o produto interno de u por um vetor genérico do
subespaco gerado por S:
Sejam o, 00,....,0, e Rew=ovi+ v, +...4+0,v, € V.
Entdo
<u,w> =<uU,0qvi+0ovy+...+0,v, >=
= <u,vi >+ <uv>+.+a,<u,v, >=0.
—— SN—— ——

0 0 0
Logo, u ¢ ortogonal a w.

CQD

[ Exemplo 15.6. |

Retomando o exemplo anterior, podemos afirmar que o vetor
v—projigv = (5,2,-3) —(5,2,0) = (0,0,—-3) & ortogonal ao
plano [S].
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Estamos, agora, em condi¢des de responder a pergunta: uma
vez que temos que ter bases ortonormais para poder efetuar a
proje¢do, como obter bases ortonormais para espagos dados?
Vamos fazer isso usando o chamado Método de ortonormalizacao
de Gram-Schmidt, que nada mais ¢ do que a aplicacdo do resul-
tado demonstrado na Proposi¢ao 15.3. Vamos a ele:

METODO DE ORTONORMALIZACAO DE
GRAM-SCHMIDT

Todo espago euclidiano admite uma base ortonormal

Demonstracdo

dimV = 1: Seja {v} uma base de V. Entdo o conjunto
{u} = {ﬁ} ¢ uma base ortonormal de V.

dimV =2: Seja {vi,v,} umabasede V. Sejau; = ﬁ Pela
Proposigdo 15.3, o vetor g = vo — proj,,va = vo— < vo,uj >
uy € ortogonal a u;. Entdo o vetor up = versor de g» = ng_ZH ¢
unitario e também ¢ ortogonal a u;. Logo, o conjunto {uj,ur} é
uma base ortonormal de V, pois possui dois vetores ortogonais

e unitarios e a dimensao de V ¢ dois.

dim ¥V = n: Prosseguindo de forma analoga, dada uma base
de V, vamos construindo, um a um, os vetores de uma outra
base, esta sim, ortonormal. O primeiro é, simplesmente, o versor
do primeiro vetor da base original. A partir do segundo, a ideia
¢ decompor cada vetor em duas componentes: uma na direcao
do subespaco gerado pelos vetores ja obtidos e outra ortogonal a
primeira. E o versor dessa segunda componente que ira se reunir
aos vetores ja obtidos, para formar a base ortonormal.

[ Exemplo 15.7. |

Vamos aplicar o método de Gram-Schmidt para obter uma
base ortonormal de R3, a partir da base B = {v,v2,v3}, com
vi=(1,1,1);va=(1,—1,1)ev3=(0,1,1). Seja B' = {uy,uz,u3}
a base ortonormal procurada. Entao



w =i = S5 = VA UVELVE),

& = V2 projuva=

= w—<Vu >u =

= (1,-1,1)—
<(L,=1,1),(1/V3,1/V3,1/V3) > (1/v/3,1/V3,1/V3) =
(L—1,1) — 1/V3(1/V3.1/v/3,1/V3) =
(1I,—1,1)—(1/3,1/3,1/3) =
(2/3,—4/3,2/3).

O wvetor g, ¢ ortogonal a uy. De fato,
-2 4 4 2 _ 5
<& >=TE 5 A + 3 0. Ent3o o segundo vetor da
nova base ¢ o versor de g, isto ¢:

82
llg2l]

 \/4/9+16/9+4/9
24/9
23ﬁ

u =

3
= ﬁ(2/3,—4/3,2/3):

= (1/\/67_2/\/671/\/6)'

83 =V3—Pprojyvi—projy,vi =
=v3— < v3,up > up— < V3,Up > Uy =
=v3—2/V3u; — (=1/V6)uy =
= (0,1,1)~2/v3(1/v/3,1/V3,1//3)
—(~1/V8)(1/v/6,~2//6,1/V/6) =
=(0,1,1)—(2/3,2/3,2/3)+(1/6,-2/6,1/6) =
=(-1/2,0,1/2).
Logo, o terceiro vetor da base B’ & o versor de g3, isto €:

== = /201/2) = (F1VR01/VD)

Logo, a base ortonormal de R? ¢
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Bl = {(1/\/§71/\/§71/\/§)7(1/\/67_2/\/671/\/6)7(_1/\/5’0’1/\/5)}'

[ Exemplo 15.8. ]

Em R?, vamos projetar o vetor u = (1,2,—3), ortogonal-
mente, na dire¢do do vetor v = (1,2,2).

Observe, primeiramente, que v ndo ¢ unitdrio, pois
vl = vV1+4+4 = 3. O seu versor é o vetor

!

v =% =(1/3,2/3,2/3). O vetor projecio ¢
projvu:projvfu:<u,vl>vl = (—1/3)(1/3,2/3,2/3) =

(—1/9,-2/9,-2/9).
Além disso, o vetor

u—projyu = (1,2,-3)—(-1/9,-2/9,-2/9) =
— (10/9,20/9,-25/9)

¢ ortogonal a v.

[ Exemplo 15.9. |

Vamos projetar o vetor u = (1,2,—3), do exemplo anterior,
sobre o plano P de R? gerado pelos vetores v; = (1,0,2) e
v =(0,1,0). Precisamos de uma base ortonormal do subespago
gerado por v| € v;. Note que esses dois vetores sao ortogonais;
precisamos, apenas, tomar o versor de v, uma vez que v; ja €
unitario:

=02 1/ 5.02/48) o

projpu = projy u-+ projy,u =
= <u,v/1>v/1—l—<u,v/2>vl2:
(—=5/v/5)(1/v/5,0,2/3/5) +2(0,1,0) =
= (—1,2,-2).

Note que a projecdo ¢ um vetor de P. Por outro lado, a
diferenca:

u—(—1,2,-2)=(2,0,—1) é um vetor ortogonal a P.
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[ Exemplo 15.10. j

Vamos obter uma base ortonormal do subespago de R>:
U={(x,y,2) € R}|x—y+z=0} e, em seguida, projetar o vetor
u = (5,3,2), ortogonalmente, sobre U.

Primeiramente, vamos obter uma base para U. Note que um
vetor de U ¢é da forma (x,x+z,z) = x(1,1,0)+z(0,1,1). Logo,
vi=(1,1,0)e vy = (0,1, 1) formam uma base de U. Precisamos
ortonormalizar essa base. Seja B = {uj,u} a base ortonormal
procurada. Entao:

AULA H MODULO 1

o Vi _(1,1,0)_
m= = = (1/v2,1/V/2,0)

& = V2—projy vy =vy— <v,ui >uj =

Logo,

= % —2/V6(~1/2,1/2,1) = (—1/6,1/v/6,2/V/6).

Entdo B = {(1/v/2,1/v/2,0),(—1/v6,1/v6,2/1/6)}.

Agora podemos obter a projecao de u sobre U:

projuu = projyu+ proj,u=<u,u; >uj+ <u,up >uy =
8 ( 1 O) 2 (—1 1 2 )_
2\ V2 ) e \Ve Ve Ve

_ (B2
n 373°3)°
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Resumo

Nesta aula, vocé aprendeu um método pratico de obter uma
base ortonormal, a partir de outra base dada. Isso ¢ ne-
cessario, pois aprendemos como projetar ortogonalmente
um vetor sobre um subespaco, desde que conhegamos uma
base ortornormal desse subespaco. Vimos, também, que a
diferenca entre o vetor projetado e sua projecao ortogonal
sobre um subespago ¢ um vetor ortogonal ao subespaco.

Exercicio 15.1.

1. Em R?, obtenha o vetor projecio ortogonal de u = (4,5)
na direcao de v = (1,2).

2. Em R3, obtenha o vetor projegdo ortogonal de u = (1,1,3)
na diregdo de v= (0,1, 1).

3. Dé a componente de u = (2,—1,1), em R, ortogonal ao
vetorv=(1,2,1).

4. Determine a projegao ortogonal do vetor u = (2,—1,3) so-
bre o subespago de R? gerado por S = {(1,0,1),(2,1,-2)}.

5. Projete, ortogonalmente, o vetor u = 3,2, 1) sobre o sub-
espaco W = {(x,y,z) € R*;x+y—z=0}.

6. Use o método de ortonormaliza¢do de Gram-Schmidt para
obter uma base ortonormal de R3, a partir da base
B={(1,0,0),(0,1,1),(0,1,2)}.

7. Obtenha uma base ortornormal de R?, a partir da base

B= {(172)7(_173)}'

8. Obtenha uma base ortornormal para o seguinte subespago
vetorial de R*: U = {(x,,2,¢) € R*x —y = 0ez = 2t}.
A seguir, projete o vetor u = (1,3,4,2) ortogonalmente
sobre U.



ﬁ&utoavaliagﬁo I

Vocé deve estar familiarizado com a expressdo que for-
nece a projecao ortogonal de um vetor sobre um subespago.
Lembre-se de que isso so pode ser feito quando temos uma
base ortonormal. Entdo, o que devemos fazer é:

Verificar se a base do subespaco sobre o qual vamos projetar
¢ ortonormal:

e Se sim, usar a formula da projecao ortogonal.

e Se ndo, wusar primeiramente o Método de
ortonormalizagdio de Gram-Schmidt para obter
uma base ortonormal e ai sim, aplicar a formula da
projecao.

Nao resta divida de que ¢ um método trabalhoso, envolvendo
muitos calculos, mas o importante ¢ que vocé compreenda o
significado geométrico do que o processo realiza. A ideia
¢ “desentortar’os vetores, trocando cada um deles pela sua
componente que ¢ ortogonal a dire¢do de cada subespaco ge-
rado pelos anteriores. Ao final do método, obtemos vetores
ortogonais, dois a dois, todos unitarios. A utilidade de se
lidar com bases ortonormais ficara mais evidente quando es-
tudarmos representacdes matriciais de transformagdes linea-
res. Nao se assuste com o nome - tudo a seu tempo!!! Até
1a! Em tempo: havendo qualquer duvida, procure o tutor da

Qlisciplina! ! J
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. (14/5,28/5)
2. (0,2,2)
3. (11/6,—8/6,5/6)

4. Observe, primeiramente, que os vetores geradores sdo ortogo-
nais. A resposta é (11/6,—1/3,19/6).

5. Veja o exemplo feito em aula: primeiramente obtenha uma base
de W; em seguida, aplique o método de Gram-Schmidt para ob-
ter uma base ortonormal. Ai, sim, use a expressao que fornece
a projegdo ortogonal. A resposta é (5/3,2/3,7/3).

6. {(17070)7(071/\/571/\/5)7(07_1/\/571/\/5)}
7. (V5/5,2V5/5),(=2V5/5,7/5/5)}
8. {(1/v/2,1/4/2,0,0),(0,0,2//5,1/v/5)}; (2,2,4,2)
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Aula 1 6

COMPLEMENTO ORTOGONAL

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

obter o complemento ortogonal de um subespaco.



Algebra Linear | Complemento Ortogonal

Pré-requisitos: Aulas
13 (Soma de
subespagos);

14 (Espagos
euclidianos) e

15 (Conjuntos
ortonormais/projecao

ortogonal).
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COMPLEMENTO ORTOGONAL

Esta aula ¢ curta - nela completaremos a teoria iniciada na
aula anterior. Destacaremos um subespago especial, que ¢ defi-
nido a partir de um outro subespaco, usando a nogao de ortogo-
nalidade. Recordaremos também o conceito de soma direta de
subespagos. Iniciamos com a principal defini¢do desta aula.

COMPLEMENTO ORTOGONAL

Sejam ¥ um espago euclidiano e U C ¥V um subespaco ve-
torial de V. Vamos representar por U~ o subconjunto formado
pelos vetores de V' que sdo ortogonais a todo vetor de U, isto é:

Ut={veV|<vwu>=0YucU}

O subconjunto U~ é chamado complemento ortogonal de U
e ¢ também um subespaco vetorial de V.

De fato,

i. Ut #0, pois < oy,u>=0,Yu € V; logo, oy € U™,

ii. Sejam  vy,v; € Ut, isto ¢ < vi,u >= 0 e
<wv,u>=0,Yu € U. Entao
<vitw,u>=<vi,u>+<nu>=0+0=0,YuecU.
Logo,vi+wv € U+t

iii. Sejama €Reve U™, istoé, <v,u>=0,Yu € U. Entdo
<oavu>=o<vu>=a0=0,YucU.Logo, oave U™ .

[ Exemplo 16.1. ]

Em R?, o complemento ortogonal do subespaco gerado pelo
vetor (3,0) ¢ o subespago gerado pelo vetor (0,1). De fato,
sendo U = [(3,0)], um vetor u € U ¢ da forma (3c,0), para
algum o € R. Queremos identificar os vetores de R? que sio
ortogonais a todo vetor de U. Isto ¢, os vetores v = (x,)) € R?
tais que < v,u >= 0,Vu € U. Ou seja, queremos (x,y) tais que
3ox = 0. Como essa igualdade tem que se verificar para qual-
quer o real, concluimos que x = 0. Logo, todo vetor de U é da



forma (0,y), comy € R. Assim, qualquer vetor dessa forma, ndo
nulo, gera U=, e podemos escrever U+ = [(0, 1)]. Note que U é
o eixo das abscissas e UL, o eixo das ordenadas, como indica a
Figura 16.1.

Ul

Figura 16.1: Um subespago de R? e seu complemento ortogonal.

Na Aula 13, vocé estudou soma e soma direta de subespacos.
Recordando:

e Sendo U e W subespacos vetoriais de um mesmo espago
vetorial V', asomade U e W ¢ o subconjunto de V' formado
pelos vetores que podem ser escritos como a soma de um
vetor de U com um de W, isto é:

U+W={veVlv=u+wiucUewecW}.

e A soma de dois subespacos de V' ¢ também um subespaco
de V.

e A soma direta de U e W, representada por UG W, € a
soma de U e W no caso em que U NW = {oy }.

e Sendo V' de dimensdo finita, a dimensdo da soma direta de
U e W é asoma das dimensoes de U e W e a unido de uma
base de U com uma base de W é uma base da soma direta.

e Além disso, quando a soma ¢ direta, s6 existe uma ma-
neira de decompor cada vetor de /' numa soma de um ve-
tor de U com um vetor de U, o que significa dizer que
esses dois vetores sao Unicos.
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Proposicao 16.1.

Sejam V" um espago euclidiano e U, subespago de V. Entao
V=UsU".

Demonstracdo

Temos que mostrar duas coisas: 1. ¥ € soma de U e do com-
plemento ortogonal de U, e ii. essa soma ¢ direta.

1.

Vimos, na Aula 15, que

todo espago euclidiano

admite uma base

ortonormal.

210

ii.

Queremos mostrar que, Vv € V,v = u + w, para algum
ucUealgumwe U™,

Sejam B = {uy,...,u,;} uma base ortonormal de U , ¢
v € V. Pela proposi¢ao 15.3 da Aula 15, o vetor

W=v—< VU >ui— < Vup >uy—..— < V,Uy > Uy

¢ ortogonal a todo vetor de B e, assim, ortogonal a todo
elemento de U. Logo, w € U L. Podemos, entdo, escrever

v=_w +(<vu >u+ <vuy >up+ ... < vy > y),
eU+ eUu

o que provaque V =U+U" .

Sejave UNUL. Comove U, <vu>=0,YucU™.
Em particular, como v € U, temos < v,v >= 0, 0 que im-
plicav = oy.

Logo, UNU* = {oy}.

Como ja vimos na Aula 15, todo vetor v € V" pode ser de-
composto em duas parcelas, uma sendo a projecao ortogonal do
vetor sobre um subespaco de V' e a outra, um vetor ortogonal a
esse subespago. Considerando os subespagos U e U, podemos
entdo, decompor cada vetor v de V, de forma unica, na soma:

onde

V=w-+1u,

e u € U: uéaprojecdo ortogonal de v sobre o subespaco U,

(&

e wc Ut wéortogonal a U.
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E importante lembrar que para determinar a proje¢do de um
vetor v de V' sobre U, é necessario conhecer uma base ortonor-
mal de U. Para isso, estudamos o método de Gram-Schmidt.

Em resumo:

Sendo

e U um subespaco vetorial do espaco euclidiano V;
e {vi,...,v} base ortonormal de U,
e vEY,

entdo v = w+u, onde

m
U= projyv= 2 <V >V
i=1

[ Exemplo 16.2. ]

Seja W o eixo z de R, isto &,
W ={(x,y,z) eR]x=y=0} ={(0,0,2);z€ R}.
W ¢é o plano xy, isto é:
Wt ={(x,y,z) e R}|]z=0} = {(x,,0);x,y € R}.

Temos, entdo, que R> = W @ W+, pois, dado (x,y,z) € R3, po-
demos escrever

(x,3,2) = (x,9,0) +(0,0,z)
—— =
ewt ew

($
wawt=1{(0,0,z);ze R} N {(x,5,0);x,y € R} = {(0,0,0)} = ops.

Essa situagdo esta ilustrada na Figura 16.2.
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Vocé se lembra? Este

método para determinar

um conjunto de
geradores sempre
fornece uma base do

subespago.
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Wi

Figura 16.2: Um subespago de R? e seu complemento ortogonal.

[ Exemplo 16.3. |

Seja W o subespago de R* gerado por u = (1,2,3,—1) e
w = (2,4,7,2). Vamos encontrar uma base para 7.

Para um vetor v = (x,y,z,¢) de R* pertencer a W, deve ser
ortogonal a u € a w, simultaneamente, isto ¢:

{ <vu>=0 {x+2y—|—3z—t:O
=

<vw>=0 2x+4y+7z4+2t=0

x+2y+3z—t=0
z+4t=0

Um vetor de R* é solugdo desse sistema quando é da forma
(=2y + 13t,y,—4t,t), com yt € R Como
(=2y+13t,y,—4t,t) =y(—2,1,0,0,)+2(13,0,—4, 1), temos que
o subespago W' & gerado pelos vetores (—2,1,0,0,) e
(13,0,—4,1), que sdo LI . Logo, {(—2,1,0,0,), (13,0, —4,1)}
¢ uma base de W+,

[ Exemplo 16.4. J

Dado U = {(x,y,z) € R};x +y+z = 0}, vamos

a. escrever o vetor (3,2,5), de R} como uma soma de um
vetor de U e um de U~

b. obter o vetor projecio ortogonal de v = (a,b,c) € R? sobre
Ue



c. escrever o vetor v = (a,b,c), de R?, como soma de um
vetor de U e um ortogonal a U.

Vamos obter uma base para U: um vetor de U pode ser es-
crito na forma (x,y, —x—y) =x(1,0,—1)+y(0,1,—1). Logo, os
vetores (1,0,—1) e (0,1,—1) geram U e sdo LI. Logo, formam
uma base de U. Precisamos ortonormalizar essa base. Para isso,
aplicamos o método de Gram-Schmidt:

AULA E MODULO 1

Sejam v; = (1,0,—1) e v = (0,1,—1). Seja {u;,us} a base or-
tonormal procurada. Entdo:

Vi ( 1 0 1 )

u] p— = —7 7_— .
il \v2" 7 V2

wy = Vr— < WV,Uj >u1:

(g (ot

) 2 ( 11 1) ( 1 2 l)
Wwm=——=7=\5L-"7F)=\—"—7F= 7= "7 )
Tl T Ve 22 6'V6 Vo

Podemos, agora, resolver o exercicio:

a. proju(3,2,5) = proj,,(3,2,5)+ proj,,(3,2,5) =
2 4
——zU — —=l)
\/_ \/_
2 42
=(-1,0,1 (————):

)+ 37 3’3
(1 45
“\ 3 33

1 45
(3,2,5) — proju(3,2,5) = (3,2,5)—(—5,—§,§>:

_ (101010
N 37373 )°

Dai, temos
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b. projy(a,b,c) = projy,(a,b,c)+ projy,(a,b,c) =

a—c (—a+2b—c)

V2 V6
B 2a—b—c —a+2b—c —a—b+2c
n 3 ' 3 ' 3 '

2a—b—c —a+2b—c —a—b+2c

c. (a,b,c) = ( 3 , 3 ; 3 )
U
a+b+c a+b+c a+b+c
( 37 3 7 3 )/
E?],i

[ Exemplo 16.5. ]

Em P;(R), definimos o produto interno

1
< f(0),g(t) >= /0 £(0)g(t)dr.

Vamos obter uma base ortonormal do subespago [3,1 —¢]*.
Seja p(t) = at> + bt +c € [3,1 —¢]*. Entdo

< f(0),p(t) >= [} 3(at® + bt +c)dt =0 =2a+3b+6c=0 (1).

<g(t),p(t) >= [ (1 —t)(at® + bt +¢)dt =0 = a+2b+6c=0 (2).

O sistema linear formado pelas equagdes (1) e (2) possui so-
lugdes (a,b,c) tais que a = 6¢ ; b = —6c. Logo,
p(t) =6c¢t?> —6ct +c=c(6t> —6t+1), c € R.

O vetor {61> — 6t +1} ¢ uma base de [3,1 —¢]* mas ainda
ndo ¢ uma base ortonormal, para isso precisamos normalizar

p(?):

Il p(t)||=/<p@),p(t)> = \//()1(612_6t+1)2dt:

= JV1/5.
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t 612 — 6t + 1
) L 5626t 1),

P01~ i

Logo, {v/5(6t> — 6t + 1)} é uma base ortonormal de
3,1 —1]*.

Resumo

Nesta aula estudamos o subespaco que ¢ o complemento or-
togonal de um outro. Na verdade, podemos definir o com-
plemento ortogonal de qualquer subconjunto de um espago
euclidiano e provar que ¢ um subespago, mas quando parti-
mos de um subsconjunto U que ¢é, ele proprio, um subespaco,
o caso fica muito mais interessante porque podemos escrever
0 espaco como soma direta de U e seu complemento ortogo-
nal. Podemos, também, decompor um vetor do espagco em
duas parcelas, sendo cada uma delas a projecao ortogonal do
vetor em um dos subespagos: U e U,

Exercicio 16.1.
1. Dado U = {(x,y,z) € R}y — 2z =0},

a. Escreva o vetor (1,2,4), de R* como uma soma de
um vetor de U e um de U+,

b. Obtenha o vetor projecdo ortogonal de
v=(a,b,c) € R3 sobre U.

2. Seja W o subespago de R* gerado por u = (1,2,3,—1),
v=1(2,4,7,2)e =(1,1,1,1). Encontre uma base ortonor-
mal para W+,

3. Considere o seguinte produto interno em R*:

< (a,b,c,d),(x,y,z,w) >=2ax+ by + cz+dw,

para (a,b,c,d), (x,y,z,w) € R*. Determine uma base do
subespago ortogonal de U = [(1,2,0,—1),(2,0,—1,1)].

4. Em M;(R), a relagdo

< A,B>=aj1b11 +aixbia+axnby +axnby,

CEDERIJ 215

AULA H MODULO 1



Algebra Linear | Complemento Ortogonal

onde 4 = (a1;), B=(b;;),1,j= 1,2, ¢ um produto interno.
Considere o seguinte subespago de M, (R):

W:{(j {V);x_yﬂ:o}.

a. Determine uma base de V.

b. Determine uma base de W+,

5. Sejam R* e U = {(x,y,z,w) € RY;x +y —z+2w = 0}
Determine uma base ortonormal de U de uma de U=,

Autoavaliacao )

Bem, chegamos ao final do primeiro mddulo. A proxima
aula revé a teoria apresentada ao longo das 16 primeiras au-
las, em forma de exercicios. Antes de partir para ela, porém,
certifique-se de ter apreendido a técnica e, principalmente, o
significado do que estudamos nesta aula. Se sentir qualquer
dificuldade ao resolver os exercicios ou ao estudar os exem-
plos, entre em contato com o tutor da disciplina.

J
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. a. (17274):(1 15_67%)_{—(07_%7%)

( 4a+2c 2b+c)

b. projy(a,b,c) = (a,*5%, =%

2. Uma base de : {{7020)

3. (Atencao para o produto interno, diferente do usual!!)
Uma base de U+ : {(—1,1,—4,0),(1,0,6,2)}

ca{la) (TN
(1)

5. Uma base de
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Aula 1 7

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Fazer uma revisdo do primeiro modulo, através
da resolucao de exercicios variados.



Algebra Linear | Exercicios Resolvidos

Pré-requisito:

Aulas 1 a 16.

220 CEDERIJ

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Nesta aula, damos uma pequena pausa na apresentacdo da
teoria para exercitar o conteudo ja estudado. Vocé tem uma lista
de exercicios para tentar resolver e conferir com as resolucdes,
que se encontram apds os enunciados.

A ideia € que voce primeiro tente resolvé-los, recorrendo, se
necessario, as anotagdes de aula, e s6 depois de resolver, com-
pare sua solugdo com a que apresentamos aqui.

Caso haja alguma discordancia ou davida, procure o tutor. O
objetivo principal € que vocé siga em frente, iniciando o segundo
moddulo bem seguro do conteudo estudado no primeiro.

EXERCICIOS
1 -1 0 2
1. Sendo A3><2 = 2 0 y B3><2 = 3 s
31 -5 -1
2 a -3 2 .
Crvg = ( 0 -1 b 6 ), determine a e b para que a
4 2 —6 4
matriz (24 + B)C sejaiguala | 14 3 —1 38
20 2 8
2. Dada 4 = ! calcule:
. =14 3] ule:
a. 4 b. AT
c.detA d. det AT
e. A1 £ (47)"!
g detA™! h) f(A), onde f(x) =x*+2x— 11
3. Classifique em V (verdadeira) ou F (Falsa) cada sentenga
abaixo:
a. (A+B)T =47 +BT
b. (AB)T = 4T BT
c. A+B) 1=4"1B""
d. (4B)"'=B"14""!

e. detA=det AT



f. detA™" = —det A
g. SedeM,(R),ax € R, det xA = nadet A

4. Determine a € R para que exista a inversa da matriz

1 0 2
A= 4 1 a |. Caso exista, calcule 41, para a = 8.
2 -1 3

5. (Provao - MEC - 2002)
A e B sdo matrizes reais n X n, sendo n > 2 € ¢, um numero
real. A respeito dos determinantes dessas matrizes, ¢ cor-
reto afirmar que:

(a) det (AB) = det A.det B
(b) det (A+B) =detA+detB
(c) det(aAd) = adet A

(d) detA > 0, se todos os elementos de 4 forem positi-
VoS

(e) se detA = 0 entdo A4 possui duas linhas ou colunas

iguais
2 -1 30
2 135 . o
6. Calcule det 5 0 4 5 |Por triangularizagao.
1 013

7. Classifique e resolva, por escalonamento, cada um dos sis-
temas lineares abaixo:

x+y—z=0
S1:¢ 2x4+4y—2z=0
3x+2y+2z=0

2x—y+z=0
$2:¢ x+2y—z=0
3x+y=0

X—y+3z=2
S3:¢ x+y+z=1
x—3y+5z=5

2x+3y+az=3
8. Discuta o sistema linear ¢ x+y—z =1 , segundo os
xX+ay+3z=2
valores do pardmetro real a.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Determine as condig¢des sobre a,b € ¢ que tornam com-
xX—2y+7z=a

pativel, o sistema { x+2y—3z=5
2x+6y—1llz=c

Dado um espaco vetorial V', mostre que W C V', ndo vazio,
¢ subespaco vetorial de V se, e somente se,
au+bv e W.Nu,v € W, Va,b € R.

Verifique se os seguintes vetores de R? sio LD ou LI:
a. (1,1,—1),(2,1,0)e (—1,1,2)
b. (1,2,0),(3,1,2)e (2,—1,2)

Obtenha um conjunto de geradores do subespaco U, de V,
em cada caso:

a. V=R? U={(x,y) e R*;x =3y}

b. V=R U={(x,yz2) € Rx=3y}

c. V=R* U={(x,y,z,t) cR};x=3yez—t=0}
Determine o subespaco de R’ gerado pelos vetores

V] = (1,—1,1),\/2: (2,—3,1) €Vvy = (0,1,1).

Encontre uma base e dé a dimensao do subespago de M (R)
I -2 3 2
gerado por u:[3 1],\/:{_1 5] e

[ 310
Y- o7
Dados U = {(x,x,z);x,z € R} e W = {(x,0,x);x € R},

subespacos de R?, encontre uma base e determine a di-
mensio dos subespagos UNW e U+ W, de R>.

Determine a sabendo que o vetor v = (1,-2,a,4) € R*
tem modulo igual a v/30.

Considere os vetores u = (1,—-2,1) e v= (0,—3,4), de
R3. Determine:

IS
=

o versor de v

& o

<u,v>



e. d(u,v) (adistancia de u e v)

18. Determine a € R tal que os vetores u = (a,a+2,1) e
v=(a+1,1,a),de R?, sejam ortogonais.

19. Dadas as matrizes u = @ b ev—= @ b , €Em
cr di o d

M,(R), a expressdo < u,v >= ajap +b1by +cicr +dd>
define um produto interno no espaco M, (R).

-1 2 21
Dadososvetoresu:{1 3]ev:{3 4],deter-

mine
a. |lu+v||

b. o angulo entre u e v

20. Em P»(R), definimos o produto interno de dois vetores
p(t) = ajt> + bit +c1 e q(t) = axt? + byt + c; como
< p,t >= ayay +b1by +c1cp. Calcule < p(7),q(t) > no
caso em que p(t) =2t> 3t +1eq(t) =t>+5t 2.

21. Determinar o versor de um vetor v ¢ um processo também
conhecido por normalizagdo de v. Normalize cada um dos
vetores abaixo, no espago euclidiano R>:

a. u=(1,2,—-1)
b. v=(1/2,2/3,1/2)

22. Em P3(R), considere o produto interno

1
< (1), g(t) >= /0 F(0)g(t)dr.

a. Calcule o produto interno de f(f) =¢— 1 por
g(t) =3 +2t+1.

b. Calcule ||p(¢)||, onde p(t) = 1> —t.
c. Determine @ € R para que f(t) = at> +1 e
g(t) =t — 2 sejam ortogonais.

23. Mostre que se u € ortogonal a v entao todo multiplo escalar
de u também ¢ ortogonal a v.

24. Encontre um vetor unitario, ortogonal, simultaneamente,
av=(2,1,1)ev; =(1,3,0),em R,
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25. Sejam u,v vetores de um espaco euclidiano V', com v nao
<u,v>

[IvI[?
v. (O vetor w € a projecao ortogonal de u na direcdo de v,
obtido sem a hipdtese de v ser unitario.)

nulo. Mostre que o vetor w = u — v ¢ ortogonal a

26. Determine a € R tal que os vetores u = (a,a+2,1) ¢
v=(a+1,1,a),de R3, sejam ortogonais.

27. Obtenha uma base ortonormal de R? a partir da base
B = {vl,V2,V3}, onde v = (1,1,—1),\)2 = (1,—1,0),
v3=(-1,1,1).

28. EmR3, com o produto interno usual, determine a projegao
ortogonal do vetor u = (1,2,—3) sobre o subespaco ge-
rado pelos vetores vi = (1,0,2) e v, = (0,1,0).

29. Considere U = {(x,y,z) € R} x —y —z = 0}, subespaco
de R?.

a. Determine uma base ortonormal de U.
b. Determine uma base ortonormal de U-.

c. Escreva o vetor v = (a,b,c) € R? como soma de um
vetor de U e um de U.

RESOLUCAO DOS EXERCICIOS

1. (24+B)C) =
[ /2 —2 0 2
=l 4 o+ 3 4 ((2) _‘1’ _2 2):
\6 2 —5 1
- % 2 ( 2 a —3 2 ) -
11 0 —1 b 6
4 2a -6 4
= 14 7a—4 —-21+4b 38
2 a—1 —3+bH 8
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Entao,

o

AT

20 =2
Ta—4 =3

a=1
a—1= :>{b—
—21+4b=—1
-34+b=2

g

1 4
2 -3

c. detdA=-3-8=-11

d

e. A7
1 2
4 -3
1 2
0 —11
1 2
0 1
1 0
0 1

-1 _
Logo, A" = ( /11

cdetAT =detA = —11

(+5)(s

B 1+8 2-6
— \4-12 849

3)-

J-(5 )

| 1 0
| 0 1 L2<—L2—4L1
|
| 1 0
I 1 Ly« —1/11L,
| .
| 1 0 L+ L—2L,
| 4/11 —1/11
|
| 3/11  2/11
| 4/11 —1/11

3/11 2/11

—1/11 )

_ 3/11  4/11

INT __
(47) _(2/11 —1/11>

g detd™' = (detd)™' = (=11)"" = —
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f4) = A 424115 =
(9 AN (24 (1o
- -8 17 8 —6 o 11 /)
(00
N 0 0/
Neste caso, dizemos que a matriz 4 ¢ um zero da
fungao f.

a. (V)

b. (F): (4B)T =BT 4T

c. (F): ndo ha férmula para a inversa da soma
d. (V)

e. (V)

f. (F):detA™" = (detA)™! = deltA' Justamente porque
o determinante da matriz 4 aparece no denominador
€ que so existe a inversa de 4 se seu determinante for
diferente de zero.

g. (F): A cada linha de 4 que ¢ multiplicada pelo esca-
lar ¢, o determinante fica multiplicado por oz. Uma
matriz quadrada de ordem » possui # linhas. Logo,
o determinante de 4 multiplicada por o ¢ igual ao
determinante de 4 multiplicado por «, n vezes.

Ou seja, det oA = o det A.

4. Para que exista a inversa de 4, o seu determinante ndo

pode ser nulo. Vamos calcular det 4, pelo método de Sar-
rus:

1 0 2
4 1 a|=03-8)—-4—-a)=a—0.
2 -1 3

Queremos det A # 0, isto €, a—9 #0=a #9.
Podemos calcular a inversa de 4 para a = 8:



[u—

(0¢]

4

2 —

1 0
0 1
0 —1
I 0
0 1
0 O
I 0
0 1
0 O
I 0
0 1
0 O

Logo, A~ ! =

OO ==

[ R e R

SO O

—_ W W

oS o = O

N N — =

1 0 O
0 1 0 Lry<+L,—4L
0 0 1 Ly<+L3—2L
1 0 O
—4 1 0
-2 0 1 L3+ L3+
I 0 0
4 1 0
—6 1 1 L3%—L3
1 0 0 L+ L —2Ls
4 1 0
6 —1 —1
11 2 2
—4 0
6 -1 —1
—-11 2 2
-4 1 0
6 —1 —1
L1<—>L4
1 3
3 5| Ly+Lry—2L,4 .
4 5| L3+ IL3+2L;
30 L4<—L4—2L1
I 3
1 -1 B
6 11 -
1 —6 | Ly Ly+ Ly
3
—1
11| Ly« tLs
-7
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1 01 3
01 1 -1
o0 2 -7 L4<—L4—2L3
1 01 3
011 -1
000 —%

(=) ©O)1)(1)(1) (-F) = 64.

1
4 —1 Lz(—Lz—ZL] —
2 2 Ly <+ L3 —3L,4

1
— 10 2 1 | Ly+ Ly Ly —
0

- _1 -
- e
— 1 0 —1 5 —
_0 1_ Ly L3+20,
1 1 —17
— 1 0 —1 5.
| 0 0 I1 |
x+y—z=0
Obtemos o sistema equivalente: —y+5z=0 ,
11z=0
que ¢ compativel determinado, com conjunto-solucao
{(0,0,0)}.
2 —1 1 L+~ L,
1 2 — —
3 1
- e
— —1 Ly« L,—-2L, —
L 3 1 0 Ly <+ L3 —3L,4
[ 1 2 —1]
— 1 0 =5 3 —
L 0 -5 3 L3+ L3— 1y




—_— e NI

1 2 -1
— 10 =5 3
0 0 0
‘ . f x+2y—z=0
Obtemos o sistema equivalente: { Sy4+3z=0 °

que ¢ compativel e indeterminado. Fazendo y = %z,
na segunda equacdo, e substituindo na primeira, ob-
temos x = —%z. Logo, as solugdes do sistema sdo os

vetores de R* da forma (—z/5,3z/5,z), paraz € R.
1 -1 3 |2
1 11 | 1 Ly 1L,—L —
1 -3 5 | 5 Ly« 1L3—1L;

(1 -1 3 | 1
— 10 2 =2 | -1 —
_0 -2 2 | 3_ Ly L3+ 1y
1 -1 3 | ]
-0 2 =2 | -1
| 0 0 0 | |
x—y+3z=2
Obtemos o sistema equivalente 2y—2z=-1,
0=2

que ¢ incompativel. Logo, o conjunto-solucdao do
sistema dado ¢ vazio.

3 a | 3

1 -1 | 1 Ly Ly

a 3 | 2

11 -1 |1

23 a ’ 3 Ly+—L,—2L, —
1 3 ’ 2 Ly Ly— 1L

1 a+2 | 1 —
0 a—1 4 | 1 L3<—L3—(a—l)L2

11 —1 | 1
0 1 a+2 | 1
00 4—(a—1)(a+2) | 1—(a—1)
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10.

11.

A terceira equagao pode ser escrita
—(a—2)(a+3)z=—(a—2). Note que a expressdo do
primeiro membro se anula para a = 2 ou @ = —3. Entao,

Se a =2, a terceira equagao fica 0 = 0 e o sistema &, nesse
caso, compativel e indeterminado.

Se a = —3, a terceira equagao fica 0z = 5, o que torna o
sistema incompativel.

Finalmente, se a # 2 e a # —3, a terceira equagdo nem
¢ eliminada nem ¢ impossivel. Nesse caso, o sistema ¢
compativel e determinado.

1 -2 7 | a
1 2 -3 | b Ly« L,—L —
L 2 6 —11 | C Ly <+ Ly —2L
1 -2 7| a
0 4 —-10 | b—a —
0 10 25 | co2a | B2U/AL
(1 -2 7 | a
=10 1 =5/2 | (b—a)/4 —
i 0 10 25 | c—2a Ly« Ly —10L,
1 -2 7 | a
— 10 1 =5/2 | (b—a)/4
(0 0 0 | c—2a—10(24)

Para que o sistema seja compativel € necessario ter
c—2a—10(2%) =0, ou seja, a — 5b+2c = 0.

Vimos que um subconjunto ' de um espago vetorial V' ¢
subespaco vetorial de V' se (i) W # 0; (ii) av € W,
YweWNVaeRe (il)ut+veWNYuveW.

(=) Vamos supor que W ¢é subespaco. Entdo W ¢ ndo-
-vazio. Além disso, dados a,b € R, u,v € W, por (ii),
temos que au € W e bv € W. Por (ii1), au+bv e W.

(<) Vamos supor, agora, que W ¢ ndo-vazio e
au+bv € V,Yu,v € V,¥a,b € R. Fazendo b = 0, temos
a validade da propriedade (ii) da definicao de subespago.
Fazendo a = b = 1, temos a validade de (iii).

a. a;(1,1,—1)+a(2,1,0)+az(—1,1,2) = ops = (0,0,0) =



ar+2ay—a3 =0
= altar+a3=0 =

—a;+2a3 =0
1 2 —1]
= 1 1 1 Ly+Lr,—L; —

-1 0 2_ Ly 13+ 1

- 10 -1 2 —
0 2 1_ Ly 15+20,

1 —1
— 10 -1
0 5

Obtemos, assim, o sistema equivalente:

ar+2ay—a3 =0
—apy+2a3=0 ,
5a3:0

cuja solucdo ¢ dada por a; = ar, = a3 = 0.
Logo, os vetores vy, V7, € v3 sdo LI

. a1(13230)+a2(33—1)2)+a3(2a—172):0R3 = (0)070):>

ai+3ar+2a3 =0
= 2a1+ay—a3 =0 =

2ar+2a3 =0
1 3
= 21 —1 Ly<+Lr)—2L —
(02 2
[ 1 3 2
— 5 =5 | Ly« —1/5Ly —
o 2 2

1 3 2
— 10 1 1
02 2

S O~
S = W
S = N

Obtemos, assim, o sistema equivalente

ay+3ay;+2a3=0
a)+ay=0"
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que ¢ indeterminado. Logo, os vetores v, 1, € v3 sdo
LD.

12. a. veU=v=3yy) =y(3,1);y € R. Unm conjunto
geradorde U ¢ {(3,1)}.

b. veU=v=3y,y,z)=»(3,1,0)+2(0,0,1);y,z€ R.
Um conjunto gerador de U ¢ {(3,1,0),(0,0,1)}.

c. veU=v=3yntt)=y(3,1,0,0)+¢(0,0,1,1);
yt € R. Um conjunto gerador de U ¢
{(3,1,0,0),(0,0,1,1)}.

13. Um vetor v = (x,y,z) de R3 pertence ao subespaco gerado
pelos vetores vi,v; € v3 se v pode ser escrito como uma
combinagdo linear desses vetores. Isto €, queremos que
existam a, b, ¢ reais tais que

(x,3,z) =a(l,—1,1)+b(2,-3,1) +¢(0,1,1).
Em outras palavras, queremos que o sistema linear

a+2b=x
—a—3b+c=y
a+b+c=z

seja compativel. Vamos escalonar o sistema:

1 20 | x
1 =31 | y| Ly« Li+L —
1 1 1 | z Ly Ly— 1,

1 20| «x
- 10 =1 1 | y+x e
0 —1 1 | zZ—X Ly 13—1L»

1 20 | x
=10 —1 1 | y+x
0 00 | z—x—(y+x)

Para que o sistema admita solugdo devemos ter
z—x—(y+x) =0, isto é, o subespago de R* gerado pelos
vetores vi, vy e v3 é {(x,y,z) € R};2x +y—z = 0}.

14. Queremos caracterizar as matrizes de M>(R) que podem
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ser escritas como combinacao linear de u,v e w:

z t

[x y] = autbvtcw=

- a+3b+3¢ —2a-+2b-+10c¢
o 3a—b—1lc a+5b+7c |-

Em outras palavras, queremos que seja compativel o sis-
tema:

a+3b+3c=x
—2a+2b+10c=y
3a—b—1lc=z '
a+5b+7c=t

Escalonando esse sistema temos:

1 3 3| x
2 2 10 | y | Ly« Ly+2L
3 -1 —-11 | z L3+ L3 —3L;
1 5 7 | t Ly Ly— Ly
[ 1 3 3] x ]
0 8 16 | y+2x Ly <> Ly
10 —10 =20 | z—3x -
| 0 2 4 | t—x |
[ 1 3 3] x ]
. 0 2 4 | t—x .
0 —10 —-20 ‘ z—3x Ly <+ L3+50,
_0 8 16 | y+2x_ Ly Ly—4Ly
(13 3 | x
. 0 2 4 | t—x
0 00 | z—3x+5(t—x)
| 0 0 0 | y+2x—4(t—x)

Temos que ter, entdo:
z—3x+5(t—x)=0ey+2x—4(t—x)=0. Escrevendo y e
z em fungdo das wvariaveis livres x e ¢, temos:
y=—6x+4t e z=8x—5t. Logo, uma matriz do subespaco
procurado ¢ da forma
X —6x +4¢ I —6 0 4

8x—5t }:xls 0]+’[—51]’

x,t € R.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Conclui tN 1 —6 0 4 .
oncluimos, entdo, que 2 ol'l -5 1 ¢ uma
base do subespaco e sua dimensao ¢ 2.

Seja v = (a,b,c) € UNW. Entdo

ST
I
oo

Logo, a =b=c¢ =0, o que implica UNW = {(0,0,0)}.
Entdo dim(UNW) = 0. Como dimU = 2, pois
{(1,1,0),(0,0,1)} ¢ uma base de U e dimW = 1, pois
{(1,0,1)} é uma base de W, temos

dimU +dimW =3 = dimR>.

Logo, R? ¢ a soma direta dos subespacgos U e W. Como
base de R® podemos considerar a candnica ou a unifio das
bases mencionadas acima, de U e W.

V]| = < ,v> =30 = V1+4+a2+16 = /30 =

204a*=30=a*=9 = a==+3.

a. 2u—v=(2,-4,2)—(0,-3,4)=(2,—1,-2).
b. [Ju|| =VI+4+1=106.

Vv (07_374) — _§ é
c. versor de v= ;= o = (0,—2,%).

d <u,v>=0+6+4=10.
e. d(u,v) = [ju—v[[ =[|(1,1,=3)[| = VI+1+9 =
=1l

<u,v>=0=a(a+1)+(a+2)+a=0=a’>+3a+2=
=0=a=—-loua=-2.

13
a. [[utv|| = H4 7”':\/1+9+16+49:\/7 _
= 5v/3.
u,v> —24243+4+12 o 15 _
b) cos0 = [ = e A TE = VisvA =
V2 o g =450,

<p(t),q(t)>=2—-15-2=—15.

QW T e T <¢6’¢6’ %)
b v — (1/22/3, /):M(l 2 l):
M 17/18 V17127372
_ (i 2V2 _\/_>
V1T V177 2317



1
2. a./‘@—1x%3+2p+ndn:
0

23.

24.

25.

= [ B* =33 4202—1—1)dt =

b |lp(0)ll = /< p(0), p(6) > = \/ Jy (p(2))2dt =
= \/fo1 (2 —1)2dt = \/fol (t4 =263 +12)dt =

(e /L
- 5 4 3)1g  V30°

c. <fl(t),g(t)>= 0:>/ ))dt=0=

:>/ at’> —2at* +t —2)dt =0 =
0

at*  2ar?  1? :
S (S| =0=
(5755,

a 2a 1 18
——— 4 -=-2= = ——.
:>4 3+2 0=a 5

Se u ¢ ortogonal a v entdo < u,v >= 0. Seja o € R. Entdo
< ou,v>=o <u,v>=a.0=0. Logo, au também ¢
ortogonal a v, para qualquer escalar o.

Queremos um vetor v = (a, b, c) tal que
<y >=0=<v,v>.

Isto leva a
2a+b+c=0
a+3b=0

A solugdo desse sistema ¢ qualquer vetor de R? da forma
(—3b,b,5b), para b € R.

Fazendo b = 1, temos o vetor (—3,1,5). Normalizando

3 1 5
este vetor, obtemos uma resposta: | — .

V35" 1/357 /35

(u=Fzr) =<uv> - (Guznv) =

=<u,v>— 2P =<uv>— <u,v>=0.
[IvI1?
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26.

27.

28.

ala+1)+(a+2)+a=0=a*>+3a+2=0=a=—1ou
a=—2.

Seja {u1,un,us} a base ortonormal procurada. Entéo:

v (LoD

L= Tl V3

wo ZVZ—pI’Ojule =v— < Vo, U1 > Ujp :vz—O.ul =V,

<

o que indica que os vetores u] € v, sdo ortogonais. Basta
normalizar o vetor v;:

_ M _(17_170)
W=~ vz

W3 = V3— pProjy, v — proj,vy =
= v3—<v3,up >uj— <v3,up > Uy =

- o () (-

() (G a0) = (3d)

Resposta:
(55 (-

Sendo S o subespago de R? gerado pelos vetores vi € va,
sabemos que projsu = proj, u+ proj,u, onde {u,us}
¢ uma base ortonormal de S. Verificamos que os vetores
v1 € v sdo LI (um nado ¢ multiplo do outro) e, portanto,
formam uma base de S. Além disso, o produto interno de-

les ¢ zero, logo, formam uma base ortogonal. Precisamos
v _ (1,02)

50) ()

apenas normalizé-la. Logo, u; = = s SH =V
pois vetor v, € unitario.
Entdo:

projsu = <u,u; >uj+ <u,up >uy =

_ \_;(\lf \2[)+2(0,1,0)
= (=1,0,—-2)4(0,2,0) = (—1,2,-2).



29.

a. Um vetor de U é da forma

(v+z,9,2z) =y(1,1,0) +2z(1,0,1).

Assim, {vi,»} com vi = (1,1,0) e v; = (1,0,1) ¢é
uma base de U. Vamos aplicar o método de Gram-
Schmidt para ortonormalizar essa base. Seja {uy,u}
a base ortonormal procurada. Entdo

il = (%\%O)

wy =Vvr— < Vy,U;p >up=

uy =

>} ¢ uma base

Sh-
S
——
7/~
S
|
-
S

s, {(

)
ortonormal de U.

. Um vetor v = (x,y,z) de R pertence a U’ se

B B x+y=0
< vy >=< v, >=0. Isto leva a { dz—0
Logo,
v=(x,—x,—x) =x(1,—1,—1), para x € R. Vamos

normalizar o vetor (1,—1,—1), obtendo o vetor

"z = (%7_%,—\%) Ent3o, {(\%,—%7—\%>}

¢ uma base ortonormal de U-~.

. Queremos escrever (a,b,c) =u+w, comu €U e

w € U+, Para isso, temos que determinar o vetor u,
projecao ortogonal de v = (a, b, c) sobre o subespago
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U:
u = projyv = projyv-+proj,v=
= <vur >u+<vup >uy =
B a+b(1 1 )
V2 \V2' V2’
a— b+2c(l 1 2)_
V6 V6 V6 V6
(a+b a+b )
— 7()
. a—b+2c —a+b—2¢ 2a—-2b+4c B
6 6 ’ 6 N
B 2a+b+c a+2b—c a—b+2c
N 3 3 3 '
Calculando

v—projyU = (a,b,c)—
(2a+b+c a+2b—c afb+2c) —

3 ’ 3 ’ 3
_ (a—b—c —a+b+c —a+b+c)
- 3 3 ’ 3 :

Logo, a decomposic¢do do vetor (a,b,c) numa soma
de um vetor de U com um de U~ ¢é dada por

(a.bc) — (2a+b+c a+2b—c a—b+2c)
Y A 3 ’ 3 ’ 3 ’
U
a—b—c —a+b+c —a+b+c
+ \( 3 7 3 ’ 3 )J'
e?]ri
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