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Aula 1

DEFINICOES E EXEMPLOS

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

Associar a origem do estudo das equagdes dife-
renciais com a do Célculo Diferencial e Integral,
na segunda metade do século XVII;

Enumerar alguns problemas que podem ser tra-
tados matematicamente por meio de modelos com
equacoes diferenciais;

Distinguir e classificar equacoes diferenciais
quanto ao tipo, a ordem, linearidade e homoge-
neidade;

Reconhecer se uma fungao € solu¢ao duma equa-
cao diferencial ordinéria e/ou de um problema.
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Pré-requisito: Os

cursos de Calculo I

alll.
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INTRODUCAO

OBSERVACOES HISTORICAS

“As equagoes diferenciais remontam a invencao do cdlculo dife-
rencial e integral, feita independentemente por Newton e Leib-
niz nos anos 1670-1680. No inicio essas equacOes serviam para
resolver problemas geométricos, como a determinacdo de uma
curva cujas tangentes satisfazem condi¢des dadas”™ .

As equacgdes diferenciais surgiram, em fins dos século XVII,
como uma maneira de definir/analisar curvas.

“O primeiro livro texto sobre calculo diferencial [I’Hopital 1696]
€ também um livro texto sobre geometria diferencial de curvas
planas, como se pode ver pelo seu titulo completo: Analyse des
infiniments petits pour l’intelligence des lignes courbe (‘“‘Anélise
das [grandezas] infinitamente pequenas para a compreensao das
linhas curvas™).

Isto tabém pode ser visto a partir do indice, onde os titulos
de sete dos dez capitulos se referem explicitamente a curvas.
[’ Hopital ensina como usar o cdlculo diferencial para descobrir
as tangentes a curvas, seus pontos de inflexdo, e ctspides, suas
evolutas e raios de curvatura, as curvas causticas geradas por
reflexdes, as geradas por refracdes, envoltorias de familias de
curvas, e outros problemas geométrico.

O livro de L”Hopital logo se tornou uma referéncia padrao e
assim permaneceria por um longo tempo.

ANALYSE

DES
INFINIMENT PETITS,

Pour Linteligence des lignes courbes.

A PARIS, ¢8
DE LU'IMPRIMERIE ROYALE.

M DC XCVL

Figura 1.1: O primeiro livro de Célculo



“Somente por volta de 1730, o matemdtico suico Leonhard Euler
comeca a utilizar equacdes diferenciais para tratar de problemas
de Dinadmica. Hoje em dia, elas aparecem em quase todos os
dominios das ciéncias e tecnologia (matematica, fisica, quimica,
biologia, engenharia, economia, etc.). Elas se prestam a tradu-
zir as leis que regulam as variagdes de tal ou qual grandeza,
da posicdo de uma nave espacial, a carga de um condensador
elétrico, concentragdo de substincias numa reacdo quimica, a
avaliac@o de populacdes. As equagdes diferenciais estdo entre as
principais ferramentas matematicas utilizadas tanto no processo
de modelagem de diversos fendmenos, quanto na resolugdo con-
creta de inumeras questoes.”

MODELOS MATEMATICOS COM
EQUACOES DIFERENCIAIS

O que significa modelo matemdtico?

N3o ha necessidade, neste momento, de tentar definir o termo
modelo matemdtico com grande precisdo: todos entendem que
se trata de algum tipo de afirmacdo matematica a respeito de
algum tipo de problema que se apresenta inicialmente em termos
ndo matematicos.

Uma caracterizacdo provisoria:

Atencao!

Modelagem matematica

Modelagem Matematica talvez possa ser entendida como a
arte de transformar situacdes da realidade em problemas ma-
tematicos, a serem resolvidos com as técnicas matematicas, €
cujas solugcdes devem ser posteriormente interpretadas na lin-
guagem usual. Frequentemente a modelagem € uma forma
de abstracdo e generalizagdo com a finalidade de previsdo
de tendéncias. Isso significa que, de algum modo, o tempo
¢ uma das varidveis relevantes no processo de modelagem.
Mais geralmente, a matemadtica € utilizada para codificar
fendmenos e procurar padrdes e/ou regularidades que possam
ser expressos usando suas ferrramentas. Exemplos de ferra-
mentas matemaéticas sdo equagdes, tabelas e graficos, dentre
outros.

CEDERJ
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#5 O processo de modelagem matematica, requer certos cui-
dados:
“Um problema do mundo real ndo pode,em geral, ser re-
presentado de maneira exata em toda sua complexidade
por uma equagdo matematica ou um sistema de equacoes.
Um modelo deve ser considerado apenas como um retrato
ou uma simula¢cdo de um fendmeno e sua validagdo de-
pende muito da escolha das varidveis e das hipoteses for-
muladas.
Uma técnica muito usada para construir modelos para fe-
ndmenos ou experimentos, € a de procurar obter equacoes
que descrevem ‘“‘taxas de variacdo” de certas grandezas
com relagdo a outras, das quais as primeiras dependem.
Quando uma das varidveis € o tempo, e as outras variam
em fun¢do do tempo, € muito frequente procurar equacoes
que descrevam as taxas de variagdo com respeito ao tempo;
isto é, tentar descobrir como o sistema evolui a medida
que o tempo transcorre. Diz-se que o sistema estudado €
um sistema dinamico.
Sistema dindmico € qualquer sistema que evolui no tempo,
seja 1a qual for a sua natureza: sistema fisico, bioldgico,
quimico, social, econdmicol, etc.. E possivel distinguir
dois tipos principais de sistemas dinamicos: quando as
variagdes sao instantaneas, a dindmica do fendmeno se
desenvolve continuamente e as equacdes matemdticas sao
equacoes diferenciais, e outro quando as varidveis envol-
vidas sdo discretas, isto €, funcdes de uma malha de pon-
tos, que representam médias das variagdes das grandezas
usadas no modelo. Nesse caso, as equacdes sdo denomi-
nadas equacoes de diferencas.

Atencao!

Neste curso, todos os modelos tratados envolverdo equagdes
diferenciais. Em muitas delas o tempo, ¢, € uma varidvel re-
levante, mas nem sempre.

Apresentamos, em seguida alguns exemplos, cuja modela-
gem pode ser feita com equagdes diferenciais. Observamos

que nem sempre o tempo € uma das varidveis envolvidas.




Exemplo 1.1.
[ )

Considere o circuito elétrico consistindo de uma bateria, um
resistor (resisténcia R) e uma bobina de indutincia L. Suponha
que R e L sdo constantes. No instante = 0 a chave C € fechada.
Determinar a corrente / em um instante ¢t > 0 qualquer.

Figura 1.2: Um Circuito RL

Circuitos elétricos como o acima, sdo considerados a partir de
varias hipoteses fisicas simplificadoras. Um modelo matematico

dl
para ele é descrito por meio da equagdo diferencial IR =E — LE
(a equacdo diferencial do modelo), ou ainda:

dl
L—+IR=F
dt

onde os elementos fisicos relevantes sdo a indutdncia L, a re-
sisténcia R, e a forca eletromotriz produzida pela bobina E. O
objetivo € determinar, para cada instante ¢, posterior ao instante
em que a chave C é fechada, a corrente elétrica, I(t).

O texto abaixo, de autoria de um matematico aplicado, ligado
a industria, refor¢a a necessidade de utilizar com cautela o pro-
cesso de modelagem matematica.

“Voce talvez fique surpreso ao perceber o quio pouco se co-
nhece dos detalhes mecinicos da maioria dos processos industri-
ais, apesar de que, quando se presta atencio nas condi¢des ope-
racionais — temperaturas altissimas, equipamentos inacessiveis
ou minudsculos — ndo seja complicado perceber como seria caro e
dificil efetuar/construir modelos detalhados. De qualquer jeito,
muitos processos funcionam de maneira excelente, tendo sido
projetados por engenheiros que sabem executar muito bem seu
trabalho. Se ndo quebrar, ndo hd necessidade de consertar. E

CEDERJ 11
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entdo onde entra a Matematica? Bem, algumas utiliza¢Oes im-
portantes ocorrem em controle de qualidade e custo de processos
que ja existem; ou simulacdes e projetos de novos processos.
Talvez ajude a entender porque surge um certo tipo de defeito
num componente de um sistema, ou qual é a parte menos efi-
ciente de um sistema, ou ainda como melhorar a sua eficiéncia,
mesmo que sO de certas partes; ou entdo quais sdo as chances
de uma nova ideia funcionar, e se funcionar, como controlar o
processo.”

[ Exemplo 1.2. ]

Um corpo, a uma temperatura 7 , € introduzido num ambi-
ente a uma tempertura 7, num certo instante inicial #p. Suponha-
mos que:

i Ty # T,

[y

1. Admitindo que o corpo € homogéneo. (em cada instante
de tempo, a temperatura em cada ponto do corpo € a mesma,
s6 variando com o tempo.)

iii. A temperatura do meio ambiente 7; € constante no tempo,
e € a mesma em todos os pontos do ambiente.

iv. O calor flui do ambiente mais quente para o ambiente mais
frio.

v. ( Lei do resfriamento de Newton ) - Em cada instante de
tempo ¢,a variagdo da temperatura do corpo devida a troca
de calor através da superficie é proporcional a diferenca
entre as temperaturas do corpo e do meio ambiente na-
quele instante.

O problema é deteminar a temperatura do corpo em cada ins-

tante ¢ > fo.
", i -
o~ : ™

Figura 1.3: Corpo aquecido trocando calor.



As hipéteses fisicas sdo resumidas matematicamene por meio da

formula
— = —k(T(t) —T,

onde k € uma constante positiva que depende das propriedades
fisico-quimicas do corpo.

Atencao!
O sinal negativo se deve ao fato de o calor fluir do ambi-
ente mais quente para o mais frio. Assim, se 7 > T, entdo

dT
T —T, > 0 e portanto —k(7T'(t) — T,) < 0. Isto é = < 0, e
portanto a temperatura do corpo estd diminuindo. Isso € con-

sistente com o fato de o corpo estar perdendo calor para o
meio ambiente. Analogamente, se 7 < T, entdo T — T, <0e

dT
portanto —k(7 () —T,) > 0. De onde ke 0, o que significa

que o corpo estd ganhando calor do meio ambiente.

Para completar o modelo, acrescenta-se uma ‘“‘informacao ini-
cial”’: a temperatura no instante em que se comeca a observar a
troca de calor: T(t9) = Tp. Tem-se assim um exemplo de pro-
blema de valor inicial:

= kT~ T,

T(l‘()) =Tp.

Uma aplicag¢do bem interessante do modelo de resfriamento de
Newton € a solu¢do do seguinte “mistério”:

[ Exemplo 1.3. ]

O crime da secretdria

Ao chegar ao trabalho, a secretdria de um importante empresd-
rio encontra-o morto.Ela telefona imediatamente para a policia,
que chega ao local 2hs. depois da chamada. O detetive encar-
regado examina o ambiente e o corpo. Uma hora mais tarde ele
repete o exame. Entdo decide prender a secretdria. Por que?

CEDERJ 13
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Aguarde os proximos capitulos, i.e, aulas!

( Exemplo 1.4. ]

Para formular alguns modelos, as vezes é preciso formar
mais do que uma equacgdo diferencial, simultaneamente: Con-
sideremos um sistema isolado, constituido por duas massas M
e m que se atraem segundo a Lei da Gravitacdo Universal de
Newton.

Figura 1.4: O problema dos dois corpos

Supondo M >> m, a localizacdo do referencial do centro de
massa do sistema “coincide” com o centro de massa de M.

Para um observador em M, a massa m descreverd uma trajetoria
ao seu redor, submetida a forca de atracdo prescrita pela Lei de
Gravitagao Universal:

GM
F=—207F onder=|7|l=/(2+2+2).
T

Por outro lado, a 2¢ Lei do Movimento, nos diz que

d*7

Substituindo a expressao da Lei de Gravitagc@o na ultima equacao
obtemos a equagdo diferencial
d*7  GMm -

" iz r3 ’




a qual, decompondo a forca ?, a aceleracao dea posicdo 7
em componentes segundo os eixos coordenados, fornece o se-
guinte sistema de equacoes de segunda ordem

d*x GM x

dr2 (2 +y2 +22)3/2

d?y B GMy
drr (2 4y2 4 22)32

d?; GM 7

a2 (2 +y2+22)3/2

DEFINICOES GERAIS E EXEMPLOS

Atencao!
Para trabalhar com modelos matematicos de forma sis-
temaética, € conveniente estabelecer alguns principios gerais
e classificagdes, que servirdo de guias nessa tarefa.

Definicao 1.1.

Uma equacao diferencial ordinaria (EDO) ¢ uma igual-
dade que contém uma varidvel independente, frequentemente
representada por x, e uma varidvel dependente de x, i.e,
uma funcdo (desconhecida) da varidvel x, representada por
y, junto com um ndmero finito de derivadas da varidvel de-
pendente: y(© y/, .y,

Neste curso tanto a varidvel independente quanto a varidvel de-
pendente sao reais.

Os simbolos usadas para representar varidveis podem mudar.
Por exemplo, € muito comum representar a varidvel indepen-
dente por ¢ (especialmente quando essa varidvel denota o tempo).

Os alunos que jd
estudaram um
pouco de equagdes
diferenciais, podem
usar esta se¢do
como recordagdo,
ou como referéncia
para as notagoes e
definicoes que
serdo adotadas em

todo o curso.

CEDERIJ 15
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[ Exemplo 1.5. ]

xy +3y = 6x> (1.1)
()’ —6xy=0 (1.2)
12" —3tx' +3x =2 cos ¢ (1.3)
(0") =y +3y=/x (14)

Observe que, na equagdo (1.3), a variavel dependente € re-
presentada pela letra x, e f representa a variavel independente.

A ordem de uma EDO ¢ a maior ordem das derivadas da varidvel
dependente que ocorre na equacdo. Assim as equacdes (1.1) e
(1.2) s@o ambas de 1¢ ordem, enquanto (1.3) e (1.4) sdo respec-
tivamente de 24 e 3¢ ordens.

Se a varidvel dependente, digamos u, for uma funcdo de mais
de uma varidvel independente, por exemplo, entdo uma equacio
contendo u e derivadas parciais de u, é chamada de equacdo
diferencial parcial.

[ Exemplo 1.6. ]

9%u 9%u du
W(xvy)_l_S&yax(xay)_xg_y(xay):Ov (15)
utt:kuxx+g(tax)7 (16)

sendo g uma fungdo conhecida de (x,1).

Na mecanica quintica, a equacdo de Schrodinger é uma e-
quacdo diferencial parcial que descreve como o estado quantico
de um sistema fisico muda com o tempo. Foi formulada no fi-
nal de 1925, e publicado em 1926, pelo fisico austriaco Erwin
Schrodinger.

Na mecanica de ondas ndo-relativistica, a fun¢do de onda
y(r,t) de uma particula satisfaz a Equacdo de Onda de Schrédin-
ger

_hay/ B —n (9% 9% 92
[ 5 om <W+a—y2+a—zz> v+Vy.



Atencao!
Neste curso, a énfase recaird nas equagdes diferenciais or-
dindrias. Quando utilizarmos a denominagdo equagoes dife-
renciais, sem outra qualificacdo, estaremos nos referindo a
equagdes diferenciais ordindrias

E costume definir uma equacao diferencial de ordem n por
uma relagdo da forma

F(xayayla"'ay(n))zo (17)

sendo F' uma func¢do conhecida, das n+2 varidveis (dependentes
e/ou independentes) x,y,y, - -, y".

[ Exemplo 1.7. j

Uma equagdo diferencial de primeira ordem € uma expressao
da forma
F(x,y,y) =0.

Se for possivel reescrever a equagdo diferencial (1.7) na forma

y(n) :f(xayayla" : ,y(n—l)),

diz-se que a equacdo é, ou pode ser posta na forma normal ou
que a equagdo pode ser normalizada. Frequentemente uma
equacgdo s6 € normalizdvel em alguns subintervalos do intervalo
onde ela estd definida.

[ Exemplo 1.8. ]

A equagdo xy’ — 2xy = 3x, € normal em qualquer intervalo
que ndo contém o ndmero 0.
A equagio x*y' — 2xy = 3x ndo é normal no intervalo (—3,4-o0).

Uma equacao diferencial normal de primeira ordem é uma
equacgdo da forma

Y = f(x,y).

CEDERJ 17
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Atencao!
No primeiro médulo do curso s6 serdo estudadas equagdes
diferenciais de primeira ordem. Nos mddulos seguintes, al-
guns aspectos fundamentais de certos tipos de equagdes de
ordem maior do que um serdo trabalhados.

Definicao 1.2.

Chama-se solucao da equacao diferencial (1.7) a uma
funcdo ¢ da varidvel independente x, definida num intervalo
I, que, quando substituida, junto com suas derivadas, no lu-
gar da varidvel dependente y e das respectivas derivadas de y,
na equacdo diferencial, a transforma numa indentidade em x.

V)CGI, F(xa(p(x)7¢/(x)="'7(p(n)(x)):0'

Quando € possivel expressar a solu¢do por meio de uma
férmula y = h(x), que fornece os valores de y corresponden-
tes a cada x € I, diz-se que essa func¢do (férmula) define uma
solucao explicita da equagao diferencial (1.7).

[ Exemplo 1.9. ]

a. @(x) = e é solugdo da equagdo diferencial y +y = 0 no
intervalo [ = (—oo,+o00), pois ¢'(x) = —e™ e

VxeR @(x)+ox)=—e"+e*=0.

b. p(x) = ce™ ¢ solugdo da equacdo diferencial
y + 2xy = 0 no intervalo [ = (—oo,+o), pois
¢'(x) = —2cxe e

VxeR ¢'(x)+2cx@(x) = —2xce *+2x(ce ™) =0.

c. @(x) = cos2x € solucdo da equagdo diferencial
Y/ +4y = 0 no intervalo [ = (—oo,+0), pois
¢'(x) = —2sen2x, " (x) = —4 cos 2xe

VxeR ¢"(x)+4¢(x) =—4cos2x+4cos2x=0.



O préximo exemplo introduz novos conceitos: parametros
e parametrizacoes.

[ Exemplo 1.10. j

“Dada a fun¢do continua
f: R — R, f(x)=3x>+1,

determinar todas as funcoes y : R — R tais que

dy
'(x) = ~2 =32+ 17 1.8
y (%) e + (1.8)

As solugdes da equacgdo (1.8) sdo simplesmente as primitivas da
funcdo f(x) = 3x*> + 1.

Solugao: De acordo com o curso de Célculo, o conjunto de todas as
primitivas procuradas é

yx)=x4+x+c (1.9)

onde ¢ é um ndmero real arbitrdrio. Entretanto, cada escolha de um
valor para ¢, digamos ¢y, determina foda uma solugdo, i.e, caracteriza
o conjunto completo de todas as varidveis independentes x e suas res-
pectivas varidveis dependentes y = x> + x + ¢y, que formam a solugio.
Podemos dizer que para cada escolha para o pardmetro c, temos uma
“visdo global” da solugdo correspondente.

§=x3+x+2

A y:x3 +x+1

=23 +x

y:x3 +x—1

y:x3 +x-2

Figura 1.4: Grificos de solugdes de y'(x) = 3x* + 1

Pardmetros

Intuitivamente, um
parametro é um
niimero, ou
conjunto de
niimeros,
utilizado(s) para
identificar os
elementos de um
outro conjunto. No
Exemplo 1.10, ¢
cada pardmetro
corresponde uma
solucdo da
equacgdo.

E, lembre-se,
pardmetros sdo
niimeros
independentes das
varidveis da

equagdo

CEDERJ 19
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Nota

A solucdo £ (x)
contém apenas um
pardmetro, embora
a equacdo seja de
segunda ordem.
Repare também
que §(x) impoe
restrigoes ao
pardmetro ¢ (que
deve ser diferente
de zero) e também
a varidvel
independente x , a
saber 1+ cx > 0.
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A Figura (1.4) exibe algumas das soluc¢des da equacdo diferencial
¥ (x) = 3x2 + 1, correspondentes as escolhas do pardmetro como sendo
os inteiros do intervalo [—2,2] .

Uma solucao geral de uma equacio diferencial de ordem n é
uma solucdo que contém m < n pardmetros, ou constantes ar-
bitrdrias cy,c2,- - ,cp, de tal forma que, para cada escolha de
valores para os parametros, obtém-se uma solucdo da equacao.
Cada solucao de uma equacao diferencial, obtida pela fixacdo
de valores para os pardmetros que ocorrem numa solucao geral
¢ chamada de solucao particular da equacio diferencial.

[ Exemplo 1.11. ]

As fungdes
c
o) =x"+ (1.10)
e
c? 5
l,l/(x)—z+cx+x (1.11)

sdo solugdes gerais das equagdes

xy + 3y = 6x° (1.12)

() =4y
respectivamente. Observe que ¢(x) estd definida em qualquer

intervalo que ndo contenha o nimeror 0, y(x) estd definida em
R.

(1.13)

[ Exemplo 1.12. ]

A funcao
2 2
C(x):g—gln(l—l—cx) (1.14)
€ uma solucdo geral da equagdo
222" — (y)? =0. (1.15)

A fungdo g(x) = x> é uma solucio da equacio (1.12) que se

obtém fazendo ¢ = 0 na solucdo geral (1.8).



Note que a funcio /(x) = x> é uma solucio de (1.15) que ndo

pode ser obtida simplesmente escolhendo um valor apropriado
para o parametro c na solucdo geral (1.14).

Portanto h(x) ndo é uma solucdo particular, no sentido defi-
nido acima. Esta solucdo “extra” chama-se solucao singular
de (1.15).

Quando se fala em solug@o geral, a palavra “geral’nem sem-
pre pode ser interpretada como indicando uma expressdo que
contém a totalidade das solucdes de uma equacao diferencial.

Chama-se solucao completa a totalidade das solugdes de uma
equacdo diferencial.

[ Exemplo 1.13. ]

A solucao completa da (1.15) € a solugdo geral (1.14) acres-
cida da solugdo singular A(x).

£5 Observacao/Definicio: Muitas vezes nio é possivel, ou
nao sabemos como, ou simplesmente ¢ muito complicado,
calcular solucgdes explicitas de uma equagdo diferencial
(1.7), mas € possivel deduzir uma férmula

G(X,y,Cl,Cz, Tt 7Cm) - Oa

contendo a varidvel independente, x, a varidvel depen-
dente, y, e possivelmente pardametros reais, de tal modo
que, calculando as derivadas implicitas de y (até a ordem
n), a partir da expressdo de G, e eliminando os parametros,
reobtém-se, no final, a equagdo (1.7) ,diz-se entdo que G
define (uma ou vdrias) solu¢ées implicitas de(1.7).

[ Exemplo 1.14. ]

A expressdo G(x,y) = x? +y? — ¢ = 0 define solucdes impli-
citas da equacao diferencial

yy +x=0.

Com efeito, derivando implicitamente a expressdo G(x,y) = 0,
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obtém-se:
2x+2yy = 0.

Simpificando os dois lados (dividindo por 2) chega-se a
x+yy = 0; que é a equacdo diferencial de partida.

Uma Classificacao Importante:

As equagdes diferenciais podem ser classificadas em dois gru-
pos: lineares e nao lineares.

Uma equacdo diferencial € linear se € linear na varidvel depen-
dente e em todas as suas derivadas. Assim uma equacao diferen-
cial linear de ordem #n na varidvel independente y tem a forma

an(x)y(”) +a,_1 (x)y("_l) +-tay(x)y +ao(x)y.  (1.16)

[ Exemplo 1.15. ]

Considere as seguintes equagdes diferenciais:

d’z  d’*z

d’/l 2
1. u+3ta—sent 4. 12 d—y2:0.

d
2. %' =3x() P+dy=0 5 2 2 cenr.

dt
d3A A’z  dz
. —6—A/100 Lt e =
dzdtdu / R

As equagdes (1) a (4) sdo exemplos de equagdes diferenciais
lineares, enquanto (5) e (6) sdo equacgdes nao lineares.

As equagdes diferenciais lineares ainda podem ser classificadas
em dois subgrupos: homogéneas e nao homogéneas.

Se a,(x)y") + -+ 4 a; (x)y’ +ap(x)y = 0, a equagdo diferencial
diz-se homogénea, caso contrario € dita ndo homogénea.

A forma geral fe uma equacao linear ndo homogénea é
an(X)y™ + - 4 ay (x)y +ao(x)y = h(x).

A funcdo h(x) do lado direito é chamada de termo independente,
ou termo forcante.



As vezes um problema exige que se escolha uma fungio espe-
cial no conjunto de todas as fung¢des que sdo solucdes de uma
equacdo diferencial. Uma das formas mais comuns de especifi-
car uma solugao € fazer a exigéncia de que ela e suas derivadas
até a de ordem imediatamente inferior a ordem da equacdo as-
sumam valores estabelecidos previamente, num ponto dado.

A tarefa de resolver uma equacdo diferencial dada que satisfaz,
junto com suas derivadas valores especificados em um ponto é
chamado de resolugdo de um problema de valor inicial.

[ Exemplo 1.16. ]

Calcule a solugio da equacio diferencial y'(x) = 3x? 4 1 cujo
valorem x = 0 € 1; isto é, calcule a solucdo y(x) tal que y(1) =0;
1.e,

Resolva o problema de valor inicial:

dy/dx =3x*+1

(1) =0 (1.17)

Uma solucdo geral da equagao diferencial (1.17), é
y(x) = x> 4+ x4 c. Impondo a condigio y(1) = 0, calcula-se:

y()=P41l+c=0=c=-2.

Logo,
y(x) =x>+x-2,

¢ a solucdo do problema (1.17).

Problema de Valor Inicial (PVI)

A denominacdo valor inicial se deve a que, em diversas apli-
cacdes, a varidvel independente x representa uma medida de
tempo, e o problema estd especificando um valor para a varidvel
y e suas derivadas, todas variando com x, correspondente(s) a
um instante inicial (normalmente, mas nem sempre, 0 instante
em que comecam as medi¢des dos fendmenos em consideragdo.
Problemas de valor inicial sdo também chamados de Problemas
de Cauchy.

Problema de
Cauchy

Augustin-Louis
Cauchy foi um dos
maiores
matematicos do
século XIX.Teve
atuacdo decisiva no
processo de
fundamentar a
Anilise
Matematica em
bases rigorosas.
Cauchy foi o
primeiro
matemadtico a
estudar
sistematicamente
os PVIs.
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[ Exemplo 1.17. ]

Um exemplo de PVI, para uma equagao de terceira ordem €;

Y=,y

y(to) =a
Y(to) =b
Y'(to) = c

Uma outra forma de especificar solu¢des particulares, relevante
no estudo de equacdes diferenciais de segunda ordem, € por
meio da atribui¢do de valores prévios que as solucdes e/ou suas
derivadas devem assdumir nas extremidades (ou contornos) do
intervalo onde a equacgio estd definida.

Este tipo de condicdo é denomindado condicao de contorno. As
condi¢des de contorno sdo importantes no estudo de equagdes
diferenciais parciais, e ndo terdo grande destaque neste curso.
Um problema de valores de contorno é chamado de PVC.

( Exemplo 1.18. ]

A fung@o x(t) = cos ¢ € a solugdo do PVC:

X' +x=0
x(0)=1, x(m) = —1.

Solucao:
x(t) =cost =>x" = —cost. mboxLogo X" +x=cost—cost=0.
Assim, x(1) = cos t é solug@o da equagdo diferencial do problema.

E como cos 0 =1 e cos # = —1, x(r) = cos ¢ verifica também as con-
di¢des de contorno.



Atividade de auto-avaliacao 1.1

1. Classifique as seguintes equacdes diferenciais quanto ao
tipo, a ordem, e, se forem ordindrias, também quanto a
linearidade e homogeneidade:

d®u du 2 dz dz
- _ d —+=—=0.
a g Vi dx * dy
d
b. y”+4y1/3:0 e. yd—i] +y2:sent.
I*w o (2 (d=)"
© Pzotou "1 \ar) “\ar)

2. Em cada item, verifique se a funcdo dada € solucdo da
equagao diferencial, ou PVI dado:
(c,c1,cy representam parametros reais. )

d
a.d—)t;+2y:O; y=ce
/! /
xy'—y =0 2
b. =—10x+2
{y<1>=—8,y'<1>=4 o

c. Vi—y=t; y=cie+cre!—t

Atividade de auto-avaliacao 1.2

Verifique que a solu¢do completa da Equacdo de Clairaut

€ dada por:
y=cx—lInc. que € uma solugdo geral,
y=1+4Inx que € uma solugdo singular.

Senhoras e senhores, afivelem os cintos. Nossa jornada vai comecar!
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Resumo

Nesta aula, aprendemos que:

1.

O estudo das Equagdes Diferenciais teve inicio com o
Cdlculo Diferencial e Integral, no século XVII, como
instrumento para a andlise de curvas;

as equacoes diferenciais sdo equacdes em que as
incognitas sdo funcdes de uma ou vdrias varidveis, que
ocorrem na equacao, junto com suas derivadas;

. Para trabalhar com equacgdes diferenciais de forma sis-

temadtica, é conveniente estabelecer alguns principios
gerais e classificacdes. As equagdes diferenciais po-
dem ser classificadas segundo vérios critérios, com
destaques para:

Primeiro) quanto ao niimero de varidveis independen-
tes e tipos de derivadas que ocorrem na equagao;

Segundo) quanto a ordem;

Terceiro) quanto a linearidade ou nao linearidade;

N

Quarto) quanto a homogeneidade, no caso de
equagoes lineares;

. Também vimos que existem tipos de solugdes de

equagoes diferenciais ordindrias, a saber:

(a) As solucdes gerais e particulares;

(b) As solucdes singulares;

. por fim, aprendemos o conceito de problema de va-

lor inicial, que desempenha um papel fundamental no
curso.



SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA:

Soluciao comentada da atividade 1.1

d*u

du 3 )
1. a. A equagdo ) + 3\/EE — > é uma equacdo di-
ferencial ordindria (ndo contém derivadas parciais),
linear (estd na forma geral das equacgdes lineares), de
terceira ordem, e ndo homogénea (o segundo mem-
bro nao é nulo);

b. A equacdo y’ +4y!/3 = 0 é uma equacio diferencial

ordindria (ndo contém derivadas parciais), ndo linear
(devido a parcela 4y1/3), de segunda ordem;

o*w
c. A equagdo —5——=— = w — 1 é uma equagdo dife-
AUAEA0 32 9rg, — 1T HmA EAnAe
rencial parcial (contém derivadas parciais), de quarta
ordem;
d d
d. A equacao gz + %% _ 0 ¢ uma equagao diferencial
dx dy
parcial (contém derivadas parciais), de primeira or-

dem;

d .

e. A equacgdo yd—y +y* = sent é uma equacao diferen-
cial ordindria (ndo contém derivadas parciais), ndo
linear (devido ao fator y na primeira parcela, e tam-
bém a parcela y?). E uma equacio de primeira or-
dem;

dr dt
ferencial ordindria (ndo contém derivadas parciais),
nao linear (pois equacdes lineares ndo contém potén-
cias das derivadas da varidvel independente). E uma
equagao de terceira ordem.

#32\°  (dz\"
f. A equacgdo <—Z) =z <—Z) . € uma equacdo di-

2.
dy -2
a. —+2y=0;, y=ce .
dr y y
y=ce ¥ =y = 2ce¥; dai

Y 4+2y=—2ce  +2ce ¥ =0.

Portanto y(7) é solu¢do da equacdo diferencial pro-
posta.
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xy”—y’:O
() =-=8, Y (1) =4 y=—10x>+2.
y=—10x+2 =1y = —20xey’ = —20.

Portanto xy” —y' = —20x+20x = 0, 0 que mostra
que y(x) € solucdo da equagdo diferencial do pro-
blema.

Entretanto, y(1) = —10x% +2|,—; = —8, mas
Y (1) = —20x|,=1 = —20 # 4; eentdo y = — 10x> +2
ndo é a solu¢ao do PVI proposto.

c. YV—y=t; y=cie+cre’—1,

t t

y=cie+cel—t=7y =cie —cpe ' —1le
Y'=cie +cre.

Portanto
Vi—y=(c1é+cre’)—(c1é +cre’ —t)=t,

0 que mostra que y(t) é solu¢do da equagdo diferen-
cial do problema.

Soluciao comentada da atividade 1.2

Precisamos verificar que y = cx—Inc ¢ > 0 é uma solucdo geral,
equey=1+Inx € uma solucdo singular.

Qualquer que seja o valor atribuido a ¢ > 0, tem-se que

y=cx—Inc, ¢ >0 ¢éuma expressdo que contém um parametro,

e € solu ﬁodex@—ln @
¢ dx dx )’

De acordo com a caracterizacdo de solugdo geral,
y=cx—Inc, ¢ >0 é uma solugdo geral.

Por outro lado, se y = 1 +Inx, entdo y' = 1/x. Substituindo na

1
equagdo, fica-se comx-——In| — | =1—(—Ilnx) =1+Inx=y;
X X

e portanto y = 1 + /nx também € solucdo da equacdo.

Ora, um pardmetro é um niimero independente das varidveis da
equacdo. Isto €, nao podemos obter uma solucao “substituindo”
a varidvel x (ou uma expressao contendo x) pelo pardmetro c.
Portanto ndo podemos obter a solu¢do y = 1 4 Inx escolhendo
o parametro ¢ = 1 e depois escolhendo, a0 mesmo tempo, o
parametro ¢ = 1/x.(Na verdade estarfamos obtendo uma solugdo
por meio de duas escolhas para um mesmo parametro, na mesma
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solucdo; inclusive sendo uma dessas escolhas impossivel)
Resumindo, y = 1 +/n € uma solucao singular.

Dada uma fungdo continua, f : I — R, ¢+ f(¢) definida em
um intervalo /, determinar todas as fun¢des y : I — R tais que

Y(t) = f(r). (1.18)

A equacdo (1.18) nada mais € do que uma equcao diferencial. As
solucdes desta equacao sdo exatamente as primitivas da funcao
f(¢). Em outras palavras, uma fun¢@o y(¢) é solu¢do da equagio
diferencial (1.18) se sua derivada é a fun¢do f(¢). Do que co-
nhecemos do Célculo,

y(t)=F(t)+c, (1.19)

onde F(¢) é uma primitiva particular e ¢ € R é um parametro ar-
bitrario, € uma representacao convencional do conjunto de todas
as fungdes derivdveis em I, com derivadas iguais a f(t).

Neste caso, poderemos chamar (1.19) de solugdo geral de (1.18).

Na Aula 2 retomamos os trabalhos, inicialmente recordando al-
guns aspectos importantes da equacgdo (1.18), que chamaremos
de equacao diferencial fundamental. A Aula 2 prosseguird
com a introdu¢do de alguns desdobramentos da equacgao dife-
rencial fundamental.
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Aula 2

EQUACOES DIFERENCIAIS FUNDAMENTAIS
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

identificar Equacoes Diferenciais Fundamentais,
e calcular suas solu¢des em intervalos;

identificar Equacoes Diferenciais Lineares de Pri-
meira ordem, e calcular suas solugdes em inter-
valos;

construir modelos com Equagdes Diferenciais Fun-
damentais e Lineares.
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INTRODUCAO
Pré-requisito: Os
cursos de Cdlculo I
a Il

Nesta aula, vamos rever algumas equagdes diferenciais que
jé foram estudadas, com maior ou menor grau de detalhamento,
nos curso de Cdlculo. O principio que vai nortear esta aula, e
todo o restante do curso, €, iniciar com exemplos ou proble-
mas simples e, progressivamente, considerar casos mais com-
plexos, procurarando estabelecer uma transicao natural entre os
dois contextos.

A EQUACAO DIFERENCIAL FUNDAMENTAL

A primeira equacdo diferencial de que vamos rever € uma co-
nhecida nossa desde o primeiro curso de Cdlculo. Com efeito, a
parte do Célculo chamada de Célculo de Primitivas se ocupa da
determinacao de solucdes y(x) da equagao diferencial

dy
E _f('x)a

sendo f uma fung¢do real de varidvel real conhecida. Vamos ad-
mitir que f € continua, definida num intervalo aberto I C R.

Definicao 2.1.

Dada uma fun¢do continua f : I C R — R, definida no in-
tervalo aberto /, a equacao

dy

T fx) 2.1)

€ denominada de equacdo diferencial fundamental de pri-
meira ordem. A equacgdo diferencial fundamental também
é representada por y'(x) = f(x).

Definicao 2.2.

Uma soluc¢ao da equacdo (2.1), no intervalo 7, é qualquer pri-
mitiva da fungdo f(x), isto é, qualquer fungdo y(x) da familia

J 16 dx

obtida pelo processo de antiderivacdo.
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[ Exemplo 2.1. ]

n+1
Para cada n # —1, as fungdes @, (x) = x+ 1 + ¢ sdo solugdes
n

das equagdes y'(x) =x", neR.

( Exemplo 2.2. ]

Para n = —1, as funcdes Inx + ¢ sdo solucgdes das equacgdes
y(x) =x", xemqualquer intervalo que ndo contenha o nimero
Zero.

Atencao!

Uma equacido diferencial fundamental, definida num inter-
valo aberto /, possui um nimero infinito de solugdes. Qual-
quer solucdo da equagdo determina todas as outras solucdes.
De fato, se yp(x) € uma solugdo de

dy _

dx —f(X),

entdo qualquer outra solugdo ¢(x) é obtida de yo(x) adicio-
nando a ela uma nimero real adequado c. Basta observar que
¢’ (x) = y;(x). Portanto se yo(x) é solugdo, ¢(x) também é.
Além disso todas as solucdes s@o obtidas dessa maneira.
Todas as solugdes da equagdo diferencial dy/dx = f(x) po-
dem ser representadas pela “integral indefinida” / f(x) dx.
Dizemos que y(x) é a soluc@o geral da equagio.

No caso da equagdo fundamental, a solucdo geral contém
efetivamente todas as solugdes da equacgdo no intervalo espe-
cificado.

Lembramos também que qualquer solu¢do obtida da solucdo
geral pela especificacdo de um valor para o pardmetro de
integracdo € chamada de solugdo particular.

#5 Mesmo quando ndo sabemos (ou é impossivel) calcular
solucdes para uma equagdo diferencial fundamental, o Te-
orema Fundamental do Célculo permite escrever explici-
tamente todas as solu¢gdes da equacao num intervalo /.

CEDERJ 33



Equacoes Diferenciais | Equacdes Diferenciais Fundamentais Equagdes Diferenciais Lineares

Vamos relembrar o TFC?

Teorema 2.1 (O Primeiro Teorema Fundamental do Calculo ).

Seja f uma fungio integrdvel no intervalo |a,b], e defina F
em |[a, b] por

F(x) :/axf(t)dt.

Se f € continua no ponto ¢ € [a,b], entdo F é derivdavel em c, e

F'(c) = f(e).

[ Exemplo 2.3. ]

Considere a equacio diferencial

dy senx
—=— x € (0,4c0).
dx x
Por mais que procuremos, ndo vamos conseguir descobrir uma

fun¢do, ou combinagdo finita de funcdes conhecidas, cuja deri-

. dy senx .
vada seja — = . Trata-se de um resultado que ndo € sim-
X
ples de demonstrar, e que vamos aceitar, sem maiores preocupa-

¢coes.
Mesmo assim, o Teorema Fundamental do Calculo nos possibi-

lita escrever todas as solugoes.
. . > sen x ) -
Veja como funciona : jd que (f(x) = , x>0 € uma func¢ao

continua, escolha um ponto xp > 0 arbitrariamente. Temos que

X sen t
y(x):/ ; dt+c
X,

0

€ o conjunto de todas as solucdes da equagdo, sendo ¢ um para-
metro arbitrario.

£ Para niio esquecer: basta fixar um xo € I e escrever a
familia de solugdes da equacao na forma

s = [ faydete,

onde ¢ é um parametro arbitrario.
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Atencao!
Se o subconjunto aberto A C R onde uma equacdo diferen-
cial fundamental esta definida ndao € um intervalo, entdo a
equacao pode ter duas solucdes distintas que nao diferem por
um parametro.

[ Exemplo 2.4. j

As fungoes
(1) = 1,set>0, e oalt) = 2,5t <0,
ore)= 2,set <0 P28 = l,set>0

ambas satisfazem a equacdo diferencial Y = 0 no conjunto
A = (—00,0)U(0,+e0); mas ndo existe um pardmetro real (iinico),
k,talqueVt €A @i(t)— @a(t) =k.

Problema de Valor Inicial para Equagdes Fundamentais:

#5 Segundo as definicdes gerais da Aula 1, um problema de
valor inicial (PVI) para uma equacdo fundamental, signi-
fica uma equagdo diferencial, junto com uma informacao
adicional sobre o valor da solu¢do procurada em um ponto

especificado.
d
@ _ f(x), xelICR
dx
y(x0) = yo

Observe que, na primeira linha, estd a equagao diferencial
cuja solucdo € procurada, e na linha seguinte, os dados
iniciais. Cada problema de valor inicial tem uma solu¢do
lnica.

[ Exemplo 2.5. j

Considere duas particulas de massas m e m’. Calcule o tra-
balho contra a for¢ca de gravitagdo necessdrio para mover a se-
gunda particula ao longo da reta que as contém, da distancia r;
a distancia r, > ry.

Vocé pode perceber
que este exemplo
utiliza, em uma
situagdo
unidimensional,
elementos do
Exemplo 1.4; que
apresenta um
modelo do
problema geral da
atracdo entre dois

corpos materiais.
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Note que, quanto

maior a distdncia,

menor a i -
intensidade da @ @
forga.

Intemldadc ,J L, Constante de

da forga proporcionalidade

Figura 2.1: Atragio gravitacional entre particulas

Atencao!
Vamos chamar de particula um qualquer, cujas dimensdes,
forma e estrutura interna sdo irrelevantes para o problema
em consideracdo. Uma particula pode ser idealizada como
um ponto material (ao qual se pode, entretanto, atribuir uma
massa, ou carga elétrica, etc.)

(2) Newton provou que a forca com que duas particulas se
atraem mutuamente tem intensidade inversamente proporci-
oal ao quadrado da distancia que as separa.

# Quando uma forga constante (em intensidade, direcdo e
sentido) atua sobre uma particula , deslocando-a de r uni-
dades (ao longo da linha de acdo da forca ), o trabalho re-
alizado por esta forca durante o percurso é,por defini¢ao,

T=FXxr

O problema proposto tem a dificuldade extra de que a in-
tensidade da forca que m exerce sobre m’ é varidvel. A
for¢a vai diminuindo a medida em que a distancia entre as
particulas vai aumentando.
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Figura 2.2: Corpo aquecido trocando calor

Solucao:

Para r > r| denotemos por 7' (r) o trabalho necessario para mover a
segunda particula da distincia r; até a distincia r da primeira particula.
(Estamos introduzindo a funcdo que soluciona o problema. A resposta que
procuramos é T'(r).)

Seja h > 0. A medida que deslocamos a segunda particula da posicio
r para a posicdo r 4+ h , a intensidade da forga gravitacional cai de
F(r) = Gmm'/r* para F(r+h) = Gmm'/(r+h)?. Consequentemente,
o trabalho realizado, T(r+h) — T(r), estd entre hF (r) e hF(r+ h)
(hF(r) e hF(r+ h) sdo os trabalhos correspondentes as situacdes em que
as forcas aplicadas s@o constantes, com o menor e maior valores respecitva-
mente). Temos entdo

Gmm' _ T(r+h)—T(r) < Gmm'

<
(r+h)? h r2
Portanto T BT Gt
fim LU =T(r) _ Gmm 2.2)
h—0+ h r2
Se h for negativo teremos as estimativas
F(r)-(=h) <T(r)=T(r+h) <T(r+h)-(—h)
de onde r BT
F(rin) < D ZT0) 2_ W) < Fr
isto é
Gmm' _T(r+h)—T(r) _ Gmm'
< <
(r+h)> — h - 2
- (- h) = T(r) _ Gt
T(r+h)—T(r mm
li = . 2.
hir(%lf h r2 ( 3)
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De (2.2) e (2.3):

ar tim T(r+h)—T(r) Gmm'
dr — h—0 h o2

O problema se reduziu ao de descobrir uma fungéo, conhecida a sua
derivada. Ou, dizendo de outro modo, € preciso resolver a “equagio

diferencial ”’
dr _ Gmm'
dr 2’
Repare o papel Qualquer funcéo da forma
fundamental da Gmm'
condigdo inicial na T(r)=— " +c

resolugdo do

problema. ¢ uma solugdo da equagio.
Sem o dado inicial, O valor apropriado de ¢ pode ser determinado a partir da condig¢do
de nada serviria ,

todo o trabalho 0="T(r)=— Gmm

efetuado. "

+c

Entdo ¢ = Gmm’ /r; e a resposta final do problema é

T(r)= Gmm'(l — l)

" )

Atividade de auto-avaliacao 2.1

Determine uma fungdo real y(x), definida no intervalo
I = (-3, +e0), solugdo da equagio diferencial

dy .
= 327
dx < ’

sabendo que seu grifico no plano R? contém o ponto (0,-1)
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EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE
PRIMEIRA ORDEM

Nos cursos iniciais de Calculo, foram estudadas diversas
“técnicas de integracdo” para a resolugdo de integrais indefini-
das. Dependendo da funcdo f usava-se substitui¢Oes, integracao
por partes, integracao de funcdes racionais, etc.

De todas as técnicas de solugdo, as substituicdes, mais preci-
samente chamadas de mudangas de varidveis consituem a técnica
mais geral. Indo um pouco além, na préxima se¢do vamos ver
como substituicdes convenientes muitas vezes permitem trans-
fomar equagdes mais complicadas em equagdes fundamentais.

Comecgaremos esta se¢do examinando um outro modelo inte-
ressante, envolvendo a lei de atracdo universal. A lei de atragao
universal €, de fato, uma questao muito fértil. Desde o Exemplo
1.4 da Aula 1, temos tratado de problemas de atracdo entre cor-
pos. E ainda vamos voltar a eles. Para alguns, conseguimos cal-
cular solucdes explicitas, para outros nio estd muito claro nem
mesmo se existem solugdes.

[ Exemplo 2.6. j

Antigamente, isto €, antes de Galileu Galilei, acreditava-se
que a velocidade de um corpo em queda livre, partindo do re-
pouso, perto da superficie da Terra, era diretamente proporcio-
nal a distancia por ele percorrida até colidir com o solo. Parece
razoavel, mas observando a velocidades de colisdo com o solo,
de uma bola de chumbo e de uma bola de algoddo (abandonadas
de uma mesma altura) sao bastante diferentes.

Vejamos o que acontece se formularmos um modelo matematico
associado a primeira suposi¢do (velocidade diretamente propor-
cional a altura):

CEDERIJ 39



Equacoes Diferenciais | Equacdes Diferenciais Fundamentais Equagdes Diferenciais Lineares

- @) s

Sy

Figura 2.3: Queda Livre

Admitamos que a suposicao seja verdadeira. Designemos pot ¢
o tempo de do corpo a partir do ponto A e por s(¢) a distancia
percorrida desde a posi¢@o A de repouso depois do tempo . Veja
a Figura 2.3.

e No ponto A temos t =0¢ s(0) =0.
e No ponto B, corpo em apds um tempo ¢.

e Distincia de A até B é igual a s(¢).

Em cada instante > 0, o valor s = s(z) > 0 marcado no eixo
vertical, mede a distancia percorrida pelo objeto ao longo da
trajetdria vertical,1.€, a distancia medida a partir do ponto A.

Seja v a velocidade instantanea do corpo depois de um tempo ¢.
Como estamos admitindo (crenca antiga) que v é proporcional a
s(t), entdo existe uma constante k € R tal que

—— =k, k = constante.

s(1)

Ou seja,

v=k-s(t) (2.4)

Na Figura 2.3, escolhemos um eixo s, orientado positivamente
para baixo.

Lembrando que a velocidade instantanea v € a taxa de variacdo
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da posig¢do s(¢) com relacdo ao tempo ¢, escrevemos

V—@
Cdr’

Levando em conta a equacao 2.4 acima, concluimos que

ds
— = ks.
dt s

Esta € a equacdo diferencial que modela o fendmeno que esta-
mos estudando.

Indo além, vamos agregar a equacdo diferencial encontrada as
condigdes iniciais. A posi¢ao A da figura indica o inicio da con-
tagem do tempo e o corpo ndo se deslocou ainda. Isto corres-
ponde as =0et =0. Assim, encontramos 0 modelo matematico
para o fenOmeno:

@
dt
s(0)= 0

= ks, k=cte

Veja como se resolve esta equacdo diferencial, onde a varidvel
¢ o nimero real r > 0, representando a medida do tempo e a
fun¢do incognita procurada € s(t).

ds ds/dt d
E_ks<:> ; —k<:>E[ln(s(t))]—k<:>

In(s(t)) =kt +hky <= s(t) ="M =Mk (ke ky constantes)
Portanto

s(t) = cel, c=él

e k constantes
€ a solucdo geral da equagao.

Com o intuito de particularizar uma solucio entre todas as
solucdes s(t) = cek com ¢ e k constantes, usamos os valores
iniciais. Se t = 0 entdo s(0) = 0. Portanto,

0=5(0)=ce® =c=c=0.

Mas dai, substituindo ¢ = 0 na solucao geral vemos que a solu-
¢do que obedece as condicdes iniciais € identicamente nula.

CEDERJ
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A solugdo obtida mostra que o corpo em queda livre ndo se
movimenta. Isso € um absurdo. Consequentemente a suposi¢cao
ndo estava correta. A partir dos trabalhos de Galileu no século
XVII, conhecemos que a velocidade é proporcional ao tempo de
e ndo ao espago percorrido.

EQUACOES LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM
HOMOGENEAS

Definicao 2.3.

Sejam I C R um intervalo e p: I C R — R, uma func¢ao
continua. Toda a equacgdo diferencial que pode ser posta, na

forma J
Y
— =0 2.5
2. TPy (2.5)
€ chamada uma equacdo diferencial linear homogénea de 1¢
ordem.

[ Exemplo 2.7. ]

A equagdo do problema de queda-livre: Exemplo 2.6 acima,
¢ linear homogénea de primeira ordem. Nesse caso, p(x) € a
funcdo constante = —k .

[ Exemplo 2.8. ]

Dois outros exemplos de equacdes diferenciais lineares ho-
mogéneas:

a. %—ksen(Zx)y:O e
b. ¥y —3xy=0.

CALCULO DAS SOLUCOES DE
EQUACOES LINEARES HOMOGENEAS

Inicialmente, observamos que a fun¢@o identicamente nula
y = 0 é uma solugdo trivial da equacdo diferencial 2.5. No que

42 CEDERJ



se segue vamos procurar solucdes y : I — R da equagdo 2.5,
com a condigdo que y(x) # 0, para todo x € I.

Suponhamos entdo y(x) # 0, para todo x € I. Partindo da
equagdo 2.5, calculamos:

dy
% +p(x)y =0+ % =—p(x) <= j—xln[y(X)] =—p).

Observe que essa dltima é uma equacgio do tipo da fundamental.
Portanto admite uma solug¢do que pode ser expressa em funcao
de uma integral indefinida. Temos as equivaléncias:

S nfy(x)] = ~ple) <= Inly(0)] =~ [ px) dx =
= y(x) = ¢ /PN

Escolhendo uma primitiva P(x) de p(x), podemos escrever a so-
lucao geral na forma

y(x) = o P)+e
Denotando €€ por k, temos que
y(x) = ke
ou, simplesmente
y(x) = ke /P (2.6)

€ a solucdo geral da equacdo (2.5) .

A solucdo (2.6) é a solugdo geral; e, neste caso, engloba todas
as possiveis solucdes da equacdo 2.5 .

PROBLEMAS DE VALOR INICIAL COM EQUACOES
LINEARES HOMOGENEAS

O problema de calcular a soluc@o y(x) de uma equagdo diferen-
cial (linear homogénea se primeira ordem) que tem um valor
conhecido yg, correspondendo a um valor xy pré-fixado, é cha-
mado de Problema de Valor Inicial (PVI)
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dy

el —0
. + p(x)y

y(x0) = Yo

Calculamos, se possivel, a solug@o geral da equacdo diferencial
do problema, e usamos os dados iniciais para calcular o valor do
o parametro k, que corresponde a solucdo particular procurada.

[ Exemplo 2.9. ]

Obtenha a solugido y(x) da equagio diferencial

tal que y(1) =2.
Solucao:

A solugdo geral da equacdo acima é y(x) = ke~ J /¥4 = kx|~ 1,
O problema informa que estamos procurando solug¢des definidas em
intervalos onde x > 0. Assim, a solugdo geral é y(x) = k/x,x > 0.
Impondo a condigdo inicial y(1) = 2, obtém-se 2 = k/1, de modo
que a solugdo do problema, no intervalo (0,+o0) é y(x) = 2/x.

[ Exemplo 2.10. ]

Resolva
dy A
— = —¢
dx Y
y(1) =2

Solucao: Nio sabemos obter, com métodos elementares, uma primi-
. 4 ,

tiva de p(x) = —e* . Mas podemos sempre escolher um nimero real

X0, no intervalo onde p(x) estd definida, por exemplo xy = 1, e formar

a funcao
X4
—/ e dt
y(x) =k-e J1 ;

B

que representa a solucao geral da equagdo proposta.



Para determinar a constante k, impomos que y(1) = 2. Assim

1A
2=y(1)=ke I ¥ —f. 1 = k=2

Portanto

X4
—/ e dt
y(x) =2e Jx0

¢ a solucdo procurada.

Atividade de auto-avaliacao 2.2

Justifique, com base no curso de Algebra Linear, 0 nome
equagdo diferencial linear dado a equacao da definicao 2.3.

EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE
PRIMEIRA ORDEM NAO HOMOGENEAS

Definicao 2.4.

Sejam I C R um intervalo e p,qg : I C R — R, fungdes
continuas. Toda a equagdo diferencial que pode ser posta,
na forma

dy -
- +p(x)y = q(x) (2.7)

é chamada uma equacdo diferencial linear ndo-homogénea
de 1% ordem.

Atencao!

Observe que as equacdes diferenciais ndo homogéneas que
acabamos de definir, a rigor,deveriam ser chamadas de
equacgOes diferenciais afins de primeira ordem. Todavia a
denominacdo linear ndo homogénea é universalmente ado-
tada para essas equagdes, e serd mantida ao longo do nosso

Curso.

CEDERJ
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CALCULO DE SOLUCOES DE EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES NAO HOMOGENEAS

Para resolver a equagdo 2.7, procuramos uma funcdo p(x)
conveniente, de tal modo que, multiplicando ambos 0s membros
da equacdo por essa funcdo, obtemos uma equagdo que saibamos
resolver.

Procedendo de acordo com essa ideia, temos:

dy

) =+ plp )y = p(x)g(x) (2.8)

Agora observe que se a funcdo p(x) satisfizer a equacio auxiliar

d(x)

e px)p(x) (2.9)
entdo (2.8) se converte em
dy d
p) 2 By g0,
Ou seja, (2.8) assume a forma
d
T ()y) = n(x)g) (2.10)

que € uma fung¢do do tipo fundamental.
A pergunta importante €:
Existe alguma soluc@o p(x) de 2.9?

Observando que dy/dx = p(x)y é uma equagdo diferencial linear
homogénea, sabemos que ela tem solugdo. Por exemplo:

4o :e</p(x) dx>.

( / p(x) dx)
Substituindo e em 2.10 obtemos:

d
< (efp(x) dx. y> — /P ax g0y,

dx
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Integrando:

—/ Jp) x) dx+c.

Portanto

y=e ( / ) ds) // ¥y dx+e| @11

€ uma solucdo geral da equagdo nao homogénea que estamos
estudando.

45 Quando g(x) é a fungo nula, a equacdo nio-homogénea
se reduz a uma equacao diferencial homogénea. Consis-
tentemente a formula acima se reduz a solugdo geral da
homogénea. Essa equagdo homogénea € dita ser a ho-
mogénea associada.

p(x a’x>

&5 A fungio p(x) = e</ ®) é chamada de fator de
integragdo para a equacdo nao-homogénea. Note que esta
funcdo nunca se anula.

PROBLEMAS DE CAUCHY COM EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES NAO HOMOGENEAS

Como sempre, se estivermos interessados numa solugao es-
pecifica da equacdo linear ndo-homogénea, satisfazendo a uma
condi¢@o inicial y(xp) = yo, devemos resolver o problema de va-
lor inicial

dy B
y(x0) = yo

Temos dois caminhos possiveis:

e Primeiro, podemos tentar calcular explicitamente as inte-
grais indefinidas que aparecem na solucdo geral da equacao
niao homogénea e, posteriormente, determinar o valor da
constante que se adapta a condi¢do inicial.

e Na impossibilidade de calcular primitivas, temos uma se-
gunda via:

CEDERJ
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Integrando, entre xq e x, ambos os lados de

(1) = 1a(o)

obtemos

By~ o = [ :u(t)q(t) dt

/ p(x) dx
E jad que u(x) # 0, pois u(x) =e para todo x,
podemos explicitar a solu¢do y da equagdo 2.12:

1

ye) p(x)

[u<xo>yo+ [ urate dr] @.13)

O Teorema Fundamental do Célculo nos garante que 2.13 € a
solucdo do problema de valor inicial 2.12.

[ Exemplo 2.11. ]

Resolva o problema de valor inicial

y 2
A P
dx ety
y(0)=1

Solucao:

Os dados do exemplo sdo: p(x) = —1, g(x) = 2¢° . Aplicando as
féormulas acima, obtemos U (x) =e ¥, e

X
y= ex{l -1 —|—/ eiIZetzdt}
0

y:eX(Hz/ o i)
0

Isto €,
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[ Exemplo 2.12. ] S
o)
S
A funcdo definida por =
2 [ o
Erfxz—/e’ dt n
() VT Jo

€ chamada de funcdo erro. Mostre que

1
y(x) = &+ —exz\/ﬁ Erf(x)

2
¢ a solugdo de
dy
- =12 1
dx g
y(0)=1
Solucao:
Por um lado
1 2
yx) = 2xe" +xe" VT Erf(x) 4+ Eexz\/ﬁ\/—ﬁe_xz
= 2xe" +xex2\/EErf(x)+1

Por outro lado, é imediato que
2y + 1 = 2xe* +xex2\/EErf(x) +1

Além disso, claramente

1 1
&t Eexz\/ﬁ Erf(x) =+ Eeozﬁ Erf(0) =1

x=0

o que conclui o exemplo.

MODELOS COM EQUACOES DIFERENCIAIS

LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM Para sua
comodidade,
[ Exemplo 2.13. j repetimos os

enunciado de

A Lei do Resfriamento de Newton alguns problemas

Um corpo, a uma temperatura 7y , € introduzido num ambiente
a uma tempertura 7; num certo instante inicial 9. Suponhamos
que:

de modelagem,
enunciados, mas
ndo solucionados,

na Aual 1.
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o Ty #T,.

e Admitindo que o corpo € homogéneo (em cada instante de
tempo, a temperatura em cada ponto do corpo é a mesma,
s6 variando com o tempo)

e A temperatura do meio ambiente 7, € constante no tempo,
e € a mesma em todos os pontos do ambiente.

e O calor flui do ambiente mais quente para o ambiente mais
frio.

e ( Lei do resfriamento de Newton ) - Em cada instante de
tempo ¢,a variagdo da temperatura do corpo devida a troca
de calor através da superficie € proporcional a diferenca
entre as temperaturas do corpo € do meio ambiente na-
quele instante.

Queremos deteminar a temperatura do corpo em cada instante

t>1
AV O AN
Figura 2.4: Corpo aquecido trocando calor.
Solucao:

Seja AT a variagdo da temperatura do corpo devida a troca de calor
através da superficie no intervalo de tempo Ar.

A variagdo por unidade de tempo € calculada por meio da regra de trés:

At~ AT
1 ~ X

De onde
AT

At

50 CEDERJ



Assim a variacdo instantanea da emperatura do corpo é dada por

AT dT
im —=—
Ar—0 At dt
As informacdes fisicas das hipéteses feitas podem ser resumidas ma-
tematicamene por meio da férmula

daT
— =—k(T(t)-T.

= k(T ()~ T,)

onde k € uma constante positiva que depende das propriedades fisico-
quimicas do corpo.

Atencao!

O sinal negativo se deve ao fato de o calor fluir do ambiente
mais quente para o mais frio.

Assim, se T > T, entao T — T, > 0 e portanto

ar
—k(T (1) —T,) < 0. Isto é = < 0, e portanto a temperatura

do corpo estd diminuindo. Isso € consistente com o fato de o
corpo estar perdendo calor para o meio ambiente.
Analogamente, se T < T, entdo T — T, < 0 e portanto

dT
—k(T(t) —T,) > 0. De onde e 0, o que significa que o

corpo estd ganhando calor do meio ambiente.

Para completar o modelo, acrescentamos o “dado inicial”:
T (tp) = Tp. Temos assim o problema de valor inicial

= KT()-T)
T(l‘()) =Ty

A préxima etapa consiste na resolucdo do problema acima. Fa-
zemos y = T(t) — T, de modo que dy/dt = dT /dt e a equagdo
se torna

dy
2 —ky
cuja solugdo é y(1) = Ce " ou seja

T(t)—T,=Ce ™

CEDERJ
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Introduzindo o dado inicial T'(¢p) = Ty tira-se que
C=e"(T)—T,)

Assim

T(t) =T, + (Ty — T,)e K=10)

Observe que a medida que ¢t aumenta , valor T'(¢) tende ao valor
da temperatura ambiente 7;,. No limite a tempertatura do corpo
se estabiliza no valor da temperatura do ambiente.

No nosso modelo a temperatura do corpo s se estabiliza
num tempo infinito. Na pratica. a temperatura do meio ambiente
¢ atingida num tempo finito. Essa é uma indicacido de que o
nosso modelo é apenas um modelo aproximado.

Aplicacdo
O crime da secretdria

Ao chegar ao trabalho, a secretdria de um importante empresd-
rio encontra-o morto.Ela telefona imediatamente para a policia,
que chega ao local 2hs. depois da chamada. O detetive encar-
regado examina o ambiente e o corpo. Uma hora mais tarde ele
repete o exame. Entdo decide prender a secretdria. Por que?

Resolucgao:

A secretdria chegou na delagacia protestando inocéncia, re-
clamando da arbitrariedade policial e ameacando convocar a im-
prensa. O delegado de plantdo entdo requisitou o relatério do
detetive, no qual encontrou apenas os seguintes dados:

Hora | Temperatura ambiente | Temperatura do corpo
1) t* 20°C 35°C
41 20°C 34,2°C

2) Temperatura de pessoas vivas = 36,5°C

3) Curso de Equagdes Diferenciais - CEDERJ
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Entdo ele concordou com o detetive.

De fato,

para cada r > 0 seja T'(¢) a temperatura do corpo no instante ¢; e
seja to = 0 o instante da morte. Entao:

i. Por hipétese, 0 =1 <t*—2 <t*
(t* = instante da chegada da policia, ¢* —2 instante em
que a secretaria telefonou)

i. T(1) =36,5°C
iii. T(r*)=35°C
iv. T(t*+1)=34,2°C

Utilizando o modelo matemadtico para o resfriamento de um corpo
(Curso de Equacdes- CEDERYJ, etc.etc.) o detetive obteve

T(t) =20+ (36,5—20)e X

Assim, substituindo 7 por t* e por t* 4 1, junto com as respectivas
temperaturas obtém-se as equacoes:

35 =20+416,5¢K
34,2 =20+416,5¢ K+

De onde,

e M =15/16,5
e+ = 14,2/16,5.

Portanto (trabalhando com 4 decimais):
e KFD fomk — 14 2 /15

¢ =1/0,9466 = 1,0564

k=0,0548
Como
e M =15/16,5
entao
60,05481‘ — 16,5/15
R — ln(16,5/15)/0,0548 =1,7392
Mas entao

t*—2=-0,2608 <ty = 0.
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Ou seja, quando a secretdria telefonou, o empresdrio ainda nio
tinha morrido.

[ Exemplo 2.14. ]

Reagdes Quimicas de primeira ordem
Misturas Homogéneas

Um reservatorio contém V litros de dgua pura. A partir de um
certo instante comeca-se a despejar uma solucdo de dgua salgada
(c kg de sal por litro) no reservatorio, a taxa de o litros por se-
gundo, mantendo-se homogénea a mistura que vai se formando.
Ao mesmo tempo retira-se, por um orificio, parte da solucdo
obtida, 2 mesma razdo de « litros por segundo. Determinar a
quantidade de sal no reservatorio num instante ¢ qualquer.

o é/seg

Figura 2.5: Tanque de mistura.

Solucao:

A cada segundo entram no reservatério ¢ litros de dgua salgada,
com c quilos de sal por litro; ou seja, a quantidade de sal aumenta
ac quilos por segundo.Podemos escrever que a taxa de aumento da
concentracdo de sal é dada por dy/dt = o.c Mas, a0 mesmo tempo o
reservatorio perde « litros de solugdo, com (y/V) kg. de sal por litro.
Ou seja dy/dt diminui de oy/V quilos de sal por segundo.

Portanto, a taxa de variacdo instantdnea da quantidade de sal no reser-
vatdrio € igual a a taxa de variagdo positiva menos a taxa de variacio
negativa, ou seja:
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variagdo  ins- variagdo  ins- variagdo  ins-

tantdnea da\ _ /tantinea da tantanea da
quantidade total / ~ \ quantidade de quantidade  de
de sal sal que entra sal que sai

dy y

—=oac—a=

dt %

Assim o modelo matemaético para o problema acima é

dy y
— =0c— 0=
dar . T %
y(0) = 0;

cuja equacdo diferencial € linear, ndo homogénea, tendo como solugéo

y(t) =cV [1 — ef(a/v)t} :

Anilise da solucdo: A medida que 7 aumenta, y(¢) tende ao va-
lor ¢V, correspondente a situagdao em que todo o volume V € ocu-
pado pela solugdo, ndo ocorrendo mais nenhuma modificagdo
na concentragdo de sal (pois a solu¢do que entra tem a mesma
concentracdo da solugdo que ja estd no reservatorio). Segundo
o modelo acima, seria necessario um tempo infinito para que a
concentracdo de sal se estabilizasse, o que evidentemente nao
ocorre na pratica. Isso mostra,mais uma vez, que os modelos
matematicos sdo - em geral - modelos aproximados.

Aplicagdo
Despoluigdo de lagoas

Alguns paises, por falta legislacdo especifica, ou de recursos
suficientes, ou mesmo por negligéncia na fiscalizacdo do go-
verno, estdo sujeitas a constante poluigcdo do ar e da dgua. Nos
restringiremos neste modelo as formas de despoluigcdo de la-
gos e lagoas uma vez que no caso dos rios, quando a polui¢do
ainda ndo causou danos extremos, eles proprios podem se auto-
reparar, bastando para tanto que se tenha uma diminui¢do no
lancamento de poluentes em suas dguas. Jd no caso de la-
goas (ou lagos) o processo de despoluicdo é mais lento, po-
dendo ser efetivado caso ainda ndo estejam “mortas”. Tal me-
canismo de limpeza consiste em substituir sua dgua gradual-
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mente. Nos modelos propostos, encaramos o fluxo da dgua na
lagoa como um problema de dilui¢do de substdncias, ndo le-
vando em consideracdo a sedimentagdo dos poluentes, sua agdo
biolégica etc. Faremos agora as “hipdteses simplificadoras”:
Existe um fluxo de dgua que entra na lagoa, proveniente de um
riacho ou minas, e uma vazdo para outro riacho. As vazoes de
entrada e saida sdo iguais e constantes, valendo r (¢ /seg) (r li-
tros por segundo).

Quando a dgua entra na lagoa, se mistura rapidamente e de
maneira homogénea, havendo uma distribuicdo uniforme dos
poluentes.

O volume da lagoa é constante (a quantidade de dgua de chuva
se equilibra com a que se evapora) e é igual a 'V litros.

Os poluentes sdo retirados da lagoa somente através do fluxo de
saida.

A poluicdo provém de uma indistria instalada na margem da
lagoa ou do riacho que a alimenta. Se a quantidade de poluen-
tes existente na lagoa é prejudicial ao desenvolvimento da vida
aqudtica ou mesmo a recreacdo, quais os mecanismos existentes
para se efetuar sua limpeza?

Solucao:

Consideremos primeiramente o caso em que a inddstria cessa to-
talmente a poluicdo da lagoa, colocando filtros especiais. Seja Py a
quantidade de detritos quimicos existentes na lagoa no instante em
que cessou a poluigdo, t = O; seja P = P(t) a quantidade de poluentes
dissolvida na 4gua no tempo ¢. Como o volume da lagoa € constante e
as vazdes dos riachos também, entdo é razodvel supor que a variagdo
da quantidade de poluentes por unidade de tempo seja proporcional a
quantidade total existente na lagoa em cada instante, de modo que

dpP rP
—=—— (2.14)
dt 1%
onde r > 0 € a vazdo de cada rio.
A solugéo de (2.14), para P(0) = Py, é
P(t)=Pye Y

Neste caso, a quantidade de poluentes diminui rapidamente no prin-
cipio e depois lentamente; de qualquer forma P — O quando ¢ cresce.
Assim, o problema pode ser solucionado e um aumento na vazao dos
dois riachos acelera a despolui¢do. Se, por outro lado, a indtstria con-
tinuar poluindo, o modelo matematico precisa ser modificado. Con-
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sideremos Q = Q(r) a quantidade total de poluentes acumulados na
lagoa pela industria desde o instante ¢ = 0 até o tempo ¢.

d
Entdo, P(t) = d_? ¢ sua variag@o por unidade de tempo.

A equacdo 2.14 anterior deve ser modificada para

dp
= P(1)- ép(z) comr>0 e P(0)=PF (2.15)

(2.15) € um problema de valor inicial com uma equacdo diferencial
linear de primeira ordem nao homogénea.

A solugdo de 2.15 é dada por

3
P(t) = Pye "V +67”/V/ eIV P(s) ds.
0

#5 A primeira parcela de P(t), isto é, Pye™" 1)V ¢ indepen-

dente do termo proveniente da nova poluicao, e para t su-
ficientemente grande seu valor é desprezivel. o que equi-
vale a dizer que a poluicdo inicial ndo afeta sensivelmente
a quantidade total de poluentes.

Vamos analisar um caso particular, onde a industria deposita
continuamente uma quantidade constante de poluentes, entdo
P;(t) = Py (constante). A Equagdo 2.15 se torna

dP r
— =Py— —=P(¢t 2.16
dt 10 v ( )7 ( )
. dP r )
que pode ser reescrita como I + VP(I) = Py (linear com coe-

ficientes constantes). Sua solucio sera

VP,
P(t)=Pye "V 4+ 01—V =
r
VP, 1%
_ (PO_ rlO)g—r/Vl+7PiO;
e quando 7 cresce, P(¢) tende a se estabilizar no ponto de equili-
. VP
brio .
r
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VP,
Se Pp= —10, a quantidade de poluentes no lago permanece inal-
r
terada.
Py

VP, V
Se Py < —2 a quantidade P(t) cresce até o valor limite ——.
r r

VP, . o .

Se Py > —IO, a quantidade P(¢) diminui com o tempo, ainda
r
V Py . Lo .
tendendo a ——; neste caso se a vida aqudtica for compativel
r

. VP ) :

com o nivel ——, ela poderd ser restaurada depois de algum
r

tempo.

VEy /'
-

pPo <

v

Figura 2.6: Evolugio da quantidade de poluentes

Se utilizarmos a concentragdo de poluentes , em vez de sua
P(t)

quantidade isto é, C(t) = Vv a solucdo da Equagdo (XX) vem

dada por uma forma mais pratica, e mais frequente na modelacao:

C(t) = [Co— Ciole "V +Cyp.

[ Exemplo 2.15. ]

Ciruitos Elétricos “RL”

Considere o circuito elétrico consistindo de uma bateria, um
resistor (resisténcia R) e uma bobina de indutancia L. Suponha
que R e L sdo constantes. No instante t = 0 a chave C é fechada.

58 CEDERJ



Determinar a corrente / em um instante ¢t > 0 qualquer.

Figura 2.7: Um Circuito RL

Solucao:

A primeira etapa da resolucdo consiste em formular um problema
de valor inicial que “retrate” o circuito acima. Podemos proceder da
seguinte maneira:

A queda de voltagem através da resisténcia (que € igual a IR pela
lei de Ohm) é igual a voltagem E produzida pela bateria menos a forca
eletromotriz produzida pela bobina, essa ultima sendo proporcional a
taxa de variagdo da corrente com o tempo; a constante de proporci-
onalidade sendo a indutincia L. Essas informacdes fisicas permitem

imediatamente formar a equacgao diferencial /IR = E — LE (a equacdo

diferencial do modelo), ou ainda:

dl
L—+IR=E
dt

No instante t = 0, quando a chave € ligada, ainda ndo circula nenhuma
corrente, de modo que 1(0) = 0.
Temos entdo o seguinte PVI, associado ao circuito dado:

Lﬂ +IR=F
dt N
1(0) =0

A préxima fase € a de resolver matematicamente o PVI:

Vamos repetir, para relembrar, o procedimento, a redug¢do da equagio
diferencial linear do problema a uma equacao do tipo fundamental:
Normalizando a equagio:

dt L

4 20-5

Em seguida fazemos a mudanca de varidveis y =1 — R
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dy dl
dr dr
e a equagdo fica
dy R
dr L
Sey#0
(dy/dt) R
y L
Isto é

Ly} =3

Fazendo In[y(t)] = z ainda podemos escrever

dz R
dt L
que é uma equcdo do “tipo” das que estudamos no Calculo I. A solug¢io
é
R R
t)= [ ——dt=——t+C
2() 7 i3 +Ci

onde C; € uma constante arbitraria. Assim

Inly(0)] = 31+

Aplicando a exponencial aos dois lados
_R _R _R
y(t) —e LI+C1 — ecle !t = Ce !

Voltando a variavel I: E
I——=Ce
R e

==

t

E
E finalmente, ja que 7(0) = 0, obtemos C = %

Assim a solugdo (tnica OK?) do PVI acima é

I(t) = %(1 - e(_R/L)’>

Uma ultima etapa consiste em interpretar a resposta obtida, ou ob-
ter informagdes relevantes para o problema a partir da solu¢do ma-
tematica. Por exemplo poderiamos querer saber o gréfico de I(¢), e/ou
o comportamento de /(¢) “ muito tempo” depois de ligar a chave. Um
exercicio de Calculo I

Naturalmente descobrir o comportamento de /() para ¢t muito grande
¢ investigar lim,_, ;. /(7). No caso presente temos



E
lim I(¢) = —
t—oo ®) R’
indicando que a corrente tende a se estabilizar a medida que o tempo

passa.

Figura 2.8: Comportamento da corrente

[ Exemplo 2.16. ]

Juros acumulados continuamente

£ Vocé estd convidado(a) a preencher os detalhes de qual-
quer ponto que lhe pareca ndo muito claro.

Suponha que Py reais sao depositados num fundo de investimen-
tos que d4 um rendimento de 1007% por ano. Nenhum outro
depdsito € feito desde entdo. Consideremos a quantia Q que es-
tard na conta ao final de um ano. Esta quantia dependerad do
numero de vezes que os juros sdo computados no decorrer do
ano. Se é computado o juro simples, entdo

Q=P+rP=(1+r)P:

Se os juros sdo calculados semestralmente, entdo ao final dos
seis primeiros meses a conta estard com [1 + (r/2)] P reais, de
modo que no final do ano

o= (+9)[0+9A-(+3)"»
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Se os juros forem computados trés vezes ao ano, a quantia final

sera
- (1)
0=(1+5) P
De modo geral, se os juros forem calculados n vezes por ano,
entao
r\n
o (1+3)'r

O “sentimento ” comum € que Q aumenta em proporcao direta
com n. Entretanto existe um limite para a quantidade de reais
que se pode obter calculando os juros com frequencia cada vez
maior.

Entretanto, é razoavelmente intuitivo que, a medida que n vai au-
mentando, estamos nos dproximando da situacdo em que a taxa
instantanea de variagdo (crescimento) do dinheiro na conta é di-
retamente proporcional a quantidade de dinheiro naquele ins-
tante. Nesta situacao ideal

g
E_rQa

que nada mais é do que uma lei “malthusiana” de crescimento.

Mas entéo Q(t) = Pe', de modo que , ao final de um ano tere-
mos a quantia maxima de

Q=P reais.

Obs: A argumentag@o acima pode ser rigorosamente justificada
por meio do limite notdvel

n—-yoo

r\n
lim (1+—> P=Pe¢,
n

que encontramos nos livros de Célculo.



Atencao!

Existe muitos outros modelos matemédticos com equagdes di-
ferenciais fundamentais e equacdes diferenciais lineares de
primeira ordem:

KITCHEN Jr. J.W.; - Calculus of One Variable, Addison-
Wesley Publishing Company, 1968.

Neste livro, sao desenvolvidos muitos modelos com a
equagdo diferencial fundamental, usando a técnica que
aplicamos no Exemplo 2.5.

Alguns modelos cldssicos famosos, envolvendo o fendmeno
fisico do decaimento radiativo de certas substincias, sio tra-
balhados em
BOYCE,W;DIPRIMA,R. - Equacgdes Diferenciais Elemen-
tares e Problemas de Valores de Contorno-8%.edRio de
Janeiro: LTC Editora,2008;

ZILL,D.- Equacgodes Diferenciais com Aplicacoes em Mode-
lagem.Rio de Janeiro: Thomson,2003;

Uma aplicacdo interessante do modelo de decaimento radia-
tivo no diagndstico de falsificacdes de obras de arte se acha
no livro

BRAUN,M. - Equacées Diferenciais e suas Aplicagoes,
Editora Campus, RJ, 1987;

GUIDORIZZI. L.- Um Curso de Cdlculo, Vol. 1, LTC, 1979.
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Resumo

Nesta aula, aprendemos

1. que um tratamento sistematico das Equac¢des Diferen-
ciais pode se iniciar pelo estudo da Equagdo Diferen-
cial Fundamental, que estabelece uma ponte muito na-
tural, e completa e utiliza diversos conteudos estuda-
dos nos cursos de Calculo;

2. que uma das maneiras de prosseguir no estudo de
equagoes diferenciais € apresentar, por meio de mode-
los matemadticos, novas equagdes diferenciais, as quais,
mediante o emprego de mudangas de coordenadas, se
reduzem a equagoes diferenciais fundamentais;

3. em particular, identificamos e aprendemos a resolver
a classe especial da equagoes diferenciais lineares de
primeira ordem;

4. por fim, estudamos varios exemplos de fendmenos cu-
jos modelos matemdticos sdo equacdes diferenciais li-
neares de primeira ordem.

O QUE VEM POR Af:

Na préxima aula, apresentaremos duas equacdes diferenciais
muito importantes: As equagdes diferenciai de Bernoulli e de
Riccati.

Elas sdo importantes tanto do ponto de vista histérico, pois pro-
vocaram avancos da prépria Matemadtica, quanto do ponto de
vista de servirem para modelar problemas importantes e atuais,
das dreas de Engenharia de Controle, Engenharia de Producio
(equacdo logistica), Geofisica, para mencionar apenas algumas.

As equacdes de Bernoulli e Riccati sdo equagdes diferencias de
primeira ordem ndo lineares mas que podem ser transformadas
em equacdes diferenciais lineares.

Este fato ndo é absolutamente comum, e sua descoberta se
deve a dois dos maiores matemdticos de todos os tempos: Leib-
niz e Euler.
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Atencao!
O estudo especifico de equacdes diferenciais lineares serd re-
tomado, e ampliado, a partir da Aula 9.

Nossa jornada prossegue! E de forma cada vez mais interes-
sante.

SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA:

Soluciao comentada da atividade 2.1

As fungdes cujas derivadas sdo iguais a ¢* — 3x?, no intervalo
especificado, sdo precisamente as solucdes da equagdo acima.
Sabemos que qualquer fungio y(x),

yx)=e —x +c¢ (2.17)

onde ¢ é um parametro, € a solucdo geral da equac@o.

Agora utilizamos a informacdo extra: o grdfico da funcdo solu-
¢do passa pelo ponto (0,—1). Isso significa que no ponto x =0
o correspondente valor y € igual a -1. E essa observagdo vai
permitir calcular o valor do parametro c. Substituindo x =0 e
y = —1 na solucdo geral 2.17, encontramos

x=0=y=1.
—1=y(0)=e"-0+c=c=-2.

Conclusdo: Dentre todas as fungdes definidas em (—3, )
com derivadas iguais a ¢* — 3x?, aquela cujo grifico passa por
(0,1) é y(x) = e — x> 2.

Comentario: O exemplo acima é frequentemente enunciado da

forma suscinta como: Resolva a equacdo diferencial
dy X 2
— = -3 0)=-1,;
. =¢ =3 y(0)

e vocé pode observar que o PVI € apresentado em uma linha s0,
sem chaves.
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Solucido comentada da atividade 2.2

Usando nossos conhecimentos de Algebra Linear, podemos apre-
sentar a seguinte justificativa para o nome equagdo diferencial
linear de primeira ordem, e homogénea.

Bem, ela € linear porque dadas quaisquer duas fungdes y;(x) e
y2(x) tais que, individualmente

dy
- =0
dy>
— =0
oo TP =0,
entdo, para todo x € I,
d(y1 +y2) _(dy
o TPty = -+ ploy | +
dys
—= =0+0=0
+ ( I +p(X)yz> + :
e, para qualquer nimero real ¢, e todo x € I,
d(a-y) dy

224ty =a- (4 py) =a-0=0,

As duas igualdades acima mostram que somas de funcdes que
verificam a equacdo e produtos de funcdes que verificam a e-
quagdo por nimeros reais, sdo também funcdes que verificam a
equacgdo. Esses sao os quesitos basicos que caracterizam proces-
sos lineares. Discutiremos esses processos mais detalhadamente
a partir da Aula 9.
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Aula 3

EQUACOES NAO LINEARES:
BERNOULLI, RICCATI E SEPARAVEIS

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

identificar as equacgoes diferencias de Bernoulli,
Riccati e as equacoes separaveis;
obter solugcdes das equacdes de Bernoulli, de

Riccati, e das separaveis, utilizando mudangas
de variaveis.
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Pré-requisito:
Equagdes
diferenciais
fundamentais;
Equacdes
diferenciais
lineares de

primeira ordem.

A “filosofia” deste
curso € ir
aumentando
gradativamente a
complexidade das
equacoes
diferenciais
tratadas; reduzindo,
se possivel, as mais
complicadas a
outras equagoes
que ja aprendemos
a resolver.
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INTRODUCAO

Nesta aula, iniciamos o estudo sistematico de equacdes di-
ferenciais ndo lineares. J4 estudamos equacdes diferenciais fun-
damentais, que, excetuando a equagio trivial y/ = 0, sdo essen-
cialmente nao lineares. Agora comegaremos o estudo de outras
equagoes nao lineares, que também surgiram logo nos primeiros
tempos do Calculo, e tem sido, desde entdo, muito importantes
para desenvolvimento da Matematica e de suas aplicagdes. Sdo
as equacgdes de Bernoulli, de Riccati e as separdveis.

Introduziremos primeiramente a equacao de Bernoulli e calcu-
laremos uma solucdo geral para ela. Em seguida, estudaremos a
equacao de Riccati e um método para resolvé-la, baseados no es-
tudo anterior de equagdes de Bernoulli. Mesmo sendo equagdes
diferenciais ndo lineares, vamos poder calcular suas solugdes
por meio de equagdes lineares associadas, que sabemos resolver.
A partir das solugdes das equacdes diferenciais lineares associ-
adas, poderemos recuperar as solu¢des das equagdes originais.

A ultima parte desta aula, tratard das equagdes diferenciais se-
pardveis. Elas também sdo generalizacdes da equacao diferen-
cial fundamental, mas, em geral, suas solucdes nao sdao obtidas
por meio de equagdes lineares auxiliares.

£ E interessante notar que tanto a equacdo de Bernoulli
quanto a de Riccati foram propostas, inicialmente, como
equagdes para as quais se procurava um modo de sepa-
rar varidveis (ou resolver por quadraturas, o que signi-
fica transformar em equacdes diferenciais fundamentais, e
calcular as solucdes dessas ultimas, usando primitivas ou
o (primeiro) teorema fundamental do cdlculo). As “con-
versoes” das equagdes de Bernoulli e de Riccati em equa-
coes diferenciais lineares s6 aconteceram posteriormente.



A EQUACAO DE BERNOULLI

Definicao 3.1.

Chama-se Equacgdo de Bernoulli a toda equacio diferencial
de primeira ordem que pode ser posta na forma

dy n

STy =q(x)y",

sendo p(x) e g(x) fungdes continuas num intervalo I, e n € R
um pardmetro tal que n #0e n # 1.

#5 e o parametro n é igual a 1, a equacdo de Bernoulli se
reduz a uma equagdo diferencial linear de primeira ordem
homogénea. Se n = 0, a equacdo de Bernoulli se reduz
a uma equagdo diferencial linear de primeira ordem nao
homogénea.

[ Exemplo 3.1. j

Identifique as equagdes de Bernoulli na lista abaixo:

d
1. x—y+y=x3y*3
dx
d
2. —y+xy:x3y3
dx
d
3. 22—y 4 x =0
dx
0’z  d’z 0z
4, —+—=—5=—=—;
oxz  dyr ot
d
5. yd—); +y2 = sent.
Solucao:

d
1. A equacdo x d—y +y=x’y > pode ser posta na forma
X

dy/dx+ (1/x)y = x?>y~3, e portanto é uma equagio de Bernoulli
em qualquer intervalo que ndo contenha x = 0;
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d
2. aequacgdo d_y +xy=x"y} é uma equacdoi de Bernoulli definida
by

no intervalo (—oo, +o0);

d
3. aequacdo 2xyd—z —y?+x=0 pode ser escrita sob a forma

dy/dx—(1/2x)y=—(1/2)y~', e é identificdvel como uma equacio
de Bernoulli em qualquer intervalo que ndo contenha x = Q.
Esta equac@o nao admite solu¢des que assumam o valor 0;
4. aequagio 8_22 + 8—2Z =2 ¢ uma equacdo diferencial parcial
’ dx?  dy* ot ’
Nao é uma equacao de Bernoulli;

d
5. aequacdo yd—i] + y2 = sent se escreve também como

dy/dt+y = senty~! e entdo é reconhecivel como uma equacio
de Bernoulli.

CALCULO DE SOLUCOES DA EQUACAO
DE BERNOULLI:

#5 Observe que, se n > 0 a fungio nula (y = 0) é sempre uma
solucdo da equacao

Y +p(x)y = q(x)y".

Se n < 0, a fun¢do nula ndo é uma solucao da equagdo. Se
a funcdo nula € solucdo, costuma-se chama-la de solucdo
trivial.

Nosso primeiro objetivo € o de calcular solu¢des nao triviais da
equacgdo de Bernoulli:

Seja entdo y(x) # 0 para todo x € I. Nesta situagdo, dividindo os
dois lados da equagao por y":

Yy "+ px)y' " = g(x) (3.1)

Fazendo a mudanca de varidveis

e observando que
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obtemos (substituindo as expressdes de z € 7/ em (3.1)) uma nova 8
equagdo, agora na varidvel z, equivalente a original: B
)
=

Z/

1—n

+p(x)z=q(x).

Esta nova equagao € uma equacao linear de primeira ordem nao
homogénea, que ja aprendemos a resolver.

Depois de calcular as solugdes z(x) da equacdo diferencial li-
near, solugdes y(x) da equagdo original por meio da substitui¢io
inversa

y =M =

[ Exemplo 3.2. j

Determine a solugdo da equagao

d
DY 302 x>0
dx X

Solucao: Temos uma equagéio de Bernoulli, com

A substitui¢io z = y! =2 = y~! transforma a equagio original na equagio
de primeira ordem nao-homogénea
cuja solucao geral é
1 3x* e 3x* decé . |
=3 _T+C =2  onde ¢ é um parametro real.

Como y = 7z~ ! entdo (fazendo 4c¢ = k),

YT k=3
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[ Exemplo 3.3. ]

Mediante a “troca das varidveis independente e dependente”
transforme a equacio

;o X
Y T2y
numa equacdo de Bernoulli. Resolva a equacdo de Bernoulli e

obtenha entdo as solucdes da equagao proposta.

”

#5 “Trocar os papéis da varidveis dependente e independente
significa considerar x como fun¢do de y em vez de y como
fun¢do de x. Uma maneira de fazer isso, € por meio de Te-
orema da Fungdo Inversa; o qual nos diz que podemos “ti-
rar o valor” de x numa certa expressao, fornecendo x como
fun¢do de y. Nas condicdes do teorema, a nova varidvel

d 1
dependente x € derivavel em relacdo a y e ﬁ = W

O problema informa que

dy X

dx  x2y24+y5’
entao 5o s

d

@ _ M (3.2)

dy X

Observe agora que (3.2) € uma equacdo de Bernoulli (para x
como funcdo de y). De fato, (3.2) se escreve como

d
—x—yzx:ysx_l. (3.3)
dy

Temos
p(y) = —y*q(y) =y en=—1.

A substitui¢ao

- — 2

transforma (3.3) na equacdo linear de primeira ordem

o8 25
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ou seja,

d
Ea (3.4)
dy

Resolvendo (3.4), obtemos
2(y) = o~ [~y [/ ol ~27dy . 2y5dy+c] _
Ou seja,
2(y) = /3 {/82y3/3 2y° dy—l—c} _

Aintegral [e™% 3. 2y’ dy pode ser calculada da seguinte forma:

/e2y3/3 -2y’ dy:/ Y e B2 dy.
N —

u dv

Integrando por partes:

/ys 2302y =y D3 Jr3/6—2y3/3 (—y?)dy.
A integral remanescente € imediata:
/y3 e B2 gy = B3 % e,
Logo,

Lembrando que z = X2, temos

3

que é a equacdo da familia de curvas que definem implicitamente

as solugdes de ' = .

A subnormal a
uma curva %, no
ponto P € a
projecao, sobre o
eixo OX, do
segmento da reta
normal (em P)
entre P e OX. Na
figura, é o
segmento RQ.

P

U‘RQ

Figura 3.1: Sub-
normal ao gréfico
da funcio y = f(x).
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Atividade de auto-avaliacao 3.1

Determinar a equacdo da curva que passa por (0,1), tal que o
quadrado da distincia de qualquer ponto P = (x,y) a origem seja
igual ao comprimento da subnormal naquele ponto.

Atencao!
A equacdo de Bernoulli é um daqueles modelos “férteis”,
cuja utilizacdo ultrapassa, de longe, o problema inicialmente
abordado. O problema inicial, isto é, o problema com o
qual J. Bernoulli introduziu a equagdo diferencial era um pro-
blema geométrico; entretanto atualmente diversos problemas
de outras dreas: Economia, Engenharia, Biomatemadtica, para
citar apenas algumas, sdo modelados com equagdes diferen-
ciais de Bernoulli.

A EQUACAO DE RICCATI

Definicao 3.2.

Chama-se equagdo de Riccati a toda equagdo diferencial de
primeira ordem que pode ser posta na forma

dy

T az(x)y2 +ay (x)y+ao(x) (3.5)

em que ap(x), aj(x), ax(x) séo fungdes continuas num inter-
valo I e ap(x) #0em I.

( Exemplo 3.4. ]

Identifique as equagdes de Riccati na lista abaixo:
1. dx/dt = ax* +Bt™, «, constantes;

d
2. —y—l—(2x— y—xy?=x—1;
dx
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0
3. o< + 724 x7—Tcosx = 0;
ox

4. dy/dx+y*—4y+4=0;

d
5. d—); —oax’+Br+y>=0 o, e yconstantes.

Solucao:

1. Aequacdo dx/dt = x>+ Bt", «,Bconstantes é uma equagio
de Riccati tendo x como varidvel dependente e t como varidvel
independente;

d
2. aequacdo d—y +(2x—1)y —xy? = x— 1 j4 estd na forma de uma
X
equacdo de Riccati. Logo é uma equagado de Riccati;

d
3. aequacgdo 2 + 722 +xz— 7 cosx = 0 é uma equacio diferencial
X
parcial. Apesar da forma bem parecida, ndo € uma equagado de
Riccati;

4. aequagio dy/dx+y* —4y+4 = 0 é uma equacio de Riccati de
coeficientes constantes;

dx .
5. aequagdo i ax*+Bt+y2=0 o, Be yconstantes também
é reconhecivel como uma equacgio de Riccati, sendo x a varidvel
dependente e ¢ a varidvel independente.

CALCULO DE SOLUCOES DA EQUACAO DE
RICCATI:

Lema 3.1.

Se duas fungdes y; (x) e y2(x) sdo solugdes da equagdo (3.5),
entdo z = y; —y2 € solugdo de uma equacdo de Bernoulli da
forma

Z+P(x) 2= 0(x)2",

Demonstracdo

De fato,

y1 é solucio de (3.5) <y = ax(x)y? +a; (x)y; +ao(x), (3.6)
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y2 é solucio de (3.5) < yh = ax(x)y5 + a1 (x)y2 +ao(x). (3.7)

Subtraindo o lado direito do simbolo < em (3.7) do lado direito
do simbolo < em (3.6), obtemos

(y2—y1) = a2 (x)(y5 — y1) +a1(x) (2 — 1),
isto é,

(y2—y1)' = a2(x) [(v2 =y1) 2 +y1)| + a1 (x) (y2—y1)  (3.8)

Fazendo z = y, — y; e notando que

y2+y1 =y2—y1+2y1 = z2+2y1,

a igualdade (3.8) se transforma em

/

7 =aj(x)z+ax(x) [z(z+2y1)] -

Ou seja,

7 —[a1(x) + 2y1a2(x)] 2 = a2 ()27,

que € a equagdo de Bernoulli na varidvel z.

CQD

Teorema 3.2.

Suponhamos que y; € uma solucio conhecida de

dy

@ (x)y2 +ay(x)y+ao(x).

a mudanca de varidveis y = y; + % a transforma numa equagao
diferencial linear na varidvel z.

Demonstragdo Segue diretamente do Lema 3.1

CQD




Atencao!
Conhecida uma solucdo particular y; da equacao de Riccati

dy

2
2 = 6 (05 + a1 (Wy+ ao(),
Qualquer outra solu¢do y da equag@o de Riccati tem-se que
v =y —y; € solucdo da equacdo de Bernoulli

/

v = p(x)v+ (v, p(x) = a1 (x) + 2y1a2(x), 4(x) = ax(x).

Procurando solugdes ndao-nulas da equacao de Bernoulli, pro-
movemos a mudancga de varidveis

z=1/v.

Esta mudanca transforma a equacio de Bernoulli numa linear
de 12 ordem, para a qual sabemos calcular a solug¢do geral
z(x).

Consequentemente, a solugdo geral da equacao de Riccati é

1
y=y1+-.
z

[ Exemplo 3.5. ]

Observando que y; (x) = 1 é uma solugdo particular da equa-
¢do de Riccati y — xy* + (2x—1)y = x—1 calcule uma solugio
geral para a mesma.

~ o o 1
Solugao: Efetuamos primeiramente a mudanga de varidveis y; + —.
b4

Tem-se

Substituindo na equacdo de Riccati

<

/
1 2 1
-5 x| 1+5+- +(2x—1)(14+-|=x—1,
Z Z Z Z
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isto €,
! 2 1
e a!
Z z b4 z z
Multiplicando por z2,

7 —x P —x =27+ 2P+ 27— — 7 =x7* — 7%

Depois de simplificar as parcelas, obtemos a equacao diferencial linear
de primeira ordem
7—x—7=0,

cuja solucdo geral é
x) =e & [/efdx(—x)dx+ c} ;

ou seja,
Z(x) =e ¥ (—xe' + e +c) = —x+ce .

Portanto uma soluc¢ao geral da equacdo de Riccati
Y —x?+2x—1)y=x—16¢

[ Exemplo 3.6. j

Resolva as seguintes equagdes de Riccati:

Note que y; = x é uma solucgdo particular.

dy

b. T (14 xy)P(x) +y*.
Note que y; = —% € uma solucdo particular.
Solucao:

a. Como y; = x € uma solugdo, facamos a mudanca de varidvel
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d 1d
y=x-+—. Dai, —yzl———z. Assim, nossa equagao fica
F4 dx 72 dx
1 dz 1 1 1\?
1——2—:x2+— xX+—)—1x+-
7= dx x z Z
1 1
Xz Z

dz 1
— ——2 =1.
dx+<x x>z

A equacdo linear acima tem a seguinte solu¢do

) = S (b2 [ / efe—zodxdm]

:e—(—x2+lnx) |:/e—x2+lnxdx+c:|

b 28
1 e
=——4c—.
X X

1 1
y(x):x+@:x+ . -
e
_;+CT
- ce’ —1
1 1 d 1 1d
b. Sejay:——+—,segueque—y:————Z.Assim,obtemos
X z dx x> Z2dx
1 1dz 11 11\’
e g | - \|pP 4
x> Z2dx [+x< x+z>] (x)+< x+z>
X 1 2 1
=Zp S
z (x)+x2 2 2

Dai, obtemos
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A solugdo da equacdo linear acima € dada por:
1) = TP D] fer(rBin o
— ¢~ [ xP(x)dx—Inx* |:/ efo(x)dx+lnx2dx+c]

— e J¥PM) [/ JxP(x dxxzdx+c]

1 1
Como y = —— + —, temos
Xz
1 XZefo(x)dx
y(x) =

_; - J‘efo(x)dxXde+c'

Atividade de auto-avaliacao 3.2

Sejam y;(x) e y»(x) duas solucdes particulares da equacdo
de Riccati
Y — a0y + a2y +aole)
dx X)y 1{X)y T dolx).

Mostre que a solucdo geral da equacgdo é

Y=y _ cefa2(x)()’1—)’2)dx7
y—=—»m

onde ¢ é um parametro real.
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EQUACOES DE VARIAVEIS SEPARAVEIS

Definicao 3.3.

Sejam I, J intervalos abertos, f: 1 — R, e g:J — R
fun¢des continuas, onde g(y) # O paratodoy € J e Im(f) C J.
Uma equacao diferencial que pode ser posta na forma

dy _ f(x)
dx  g(y) £

€ chamada de equagdo de varidveis separdveis, ou simples-
mente equagdo separdvel

[ Exemplo 3.7. ]

A equacdo diferencial
Y =0+ x>0,

¢ uma equacao separavelem I = J = (0, 4o0).

Temos
1+y* 1 (1)
Xy xy y/(14+y%)
1+y2
Neste caso
fR) =1 e gy)=—2
X gy_l—l—y2

[ Exemplo 3.8. ]

Toda equacdo linear homogénea de primeira ordem
y 4+ p(x)y = 0 pode ser escrita como uma equag@o separdvel
,__pl)

=— 7 em qualquer intervalo J onde y # 0.
y

[ Exemplo 3.9. ]

A equagdo linear ndo homogénea y’ — (14 x)y = 1 +x pode

CEDERIJ 81



Equacoes Diferenciais | Equacdes ndo lineares: Bernoulli, Riccati e Separaveis

Note que ndo
estamos exigindo
que @(x) # 0 para
todo x.

82 CEDERIJ

ser escrita como a equagdo separdavel y = (1+x)-(1+y) =
I4+x

1/1+y

5 para escrever a equagio y — (1 +x)y =1+ x na forma
I+x
N - L/ 4y)
fica implicito que estamos restringindo a varidvel y a per-

tencer a um intervalo que ndo contém o nimero -1.

padrio das equacdes de varidveis separdveis, y =

SOLUCOES DE EQUACOES DE VARIAVEIS
SEPARAVEIS

Definicao 3.4.

dy  f(x)

Uma solugdo da equacao separavel T ﬁ, caracterizada
X gy
na definicao (3.3), € uma fun¢do ¢ : I — R com as seguintes

propriedades:

1) Paratodox el o(x) e,

2) Paratodox €l —(x) —

Para calcular as solucdes, inicialmente multiplicamos a equacao
(3.9) por g(y), obtendo

g(y)% = f(x) (3.10)

Em seguida, observamos que se G(y) é uma primitiva de g(y)
em J, podemos reescrever a equacgdo (3.10) como

d

£GIv(x)] = £ G.11)
t

(Para constatar a equivaléncia entre (3.10) e (3.11), basta derivar

(3.11), usando a regra da cadeia, e o fato de que G’ = g.)

Observe que reduzimos a equagdo (3.9) a equacgdo diferencial



fundamental (3.11), cuja solucdo € obtida “integrando” os dois o
- . =

membros de (3.11) com relagd@o a x no intervalo I. Temos 8
o

=

Gly()] = [ £ dx.
Se F é uma primitiva de f em /, entdo

Gly(x)]=F(x)+c (3.12)

onde ¢ um parametro arbitrrio.

Atencao!
As definicoes (3.3) e (3.4), assim como a férmula de solucio
(3.12), exigem que tenhamos g(y) #0ey #0.

De fato, o Teorema da Fun¢do Implicita garante que (3.12)
define a soluc@o y(x) implicitamente na vizinhanga de um

ponto (xo, o), se

5y 1600~ F ()]

Isto é, se
g(y)-y #0.

Entretanto, na pratica é comum adotar o ponto de vista dos
fundadores do Calculo, e considerar uma equacao diferencial
como sendo a equacgdo que define um conjunto de curvas.

Diz-se que (3.12) define o conjunto de curvas que sio
solucdes de (3.9). De modo abusivo, é comum dizer que
(3.12) € o conjunto das solugdes, ou mesmo a solugao geral
da equacao (3.9).

[ Exemplo 3.10. j

Calcule a solugdo geralde Yy = —)—C, xeR,y#0.
y

Obtenha também, duas solu¢des distintas, tais que y > 0.

Solucao: Identificando as fungdes que aparecem na equag@o com as
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da forma padrdo da defini¢do (3.9), temos

Multiplicando a equagao por y, ela se reescreve como

/ .
yy ==X
ou ainda | 1 d
oy = —— 21 _
52 =5 b7 = —x

Integrando os dois lados com relacdo a x:
y(x)?=—x"+c¢
onde ¢ € uma constante arbitraria. Portanto,
P 4yx)?=c

¢ a solucdo geral.

A natureza da resposta impde que a constante ¢ seja positiva.

Para cada ¢ > 0, a formula acima define de solu¢des y(x), continuas
em intervalos abertos convenientes. Por exemplo, a Figura 3.2 exibe

trés solugdes distintas (y = y(x)) de y' = -t
y

y=ve-x2 y==ve-x2 ¥=1
~c<x <0 C<X<E —c<X<C

Figura 3.2: Trés solugdes y(x) definidas por x> + y(x)? = c.

#5 Para escolher solucdes adequadas, lembramos que deve-
mos ter y > 0. Portanto, dentre as solugdes apresentadas,
as que sdo compativeis com a exigéncia feita sdo as da
esquerda e da direita na Figura 3.2 .

Moral da histéria: Ndo basta resolver tecnicamente uma
equacdo. E sempre necessdrio fazer uma andlise das
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respostas obtidas, para verificar a compatibilidade com
os dados iniciais da equacdo diferencial.

45 Frequentemente encontramos a seguinte “magica” (ma-

temdgica) utilizada na solu¢do de equacdes diferenciais
separdveis: partindo de

dy _f(x)

dx — g(y)’

operamos simbolicamente (multiplicamos em cruz) para
encontrar

f(x)dx = g(y)dy.

A seguir “integramos o lado esquerdo com relagdo a x, e
o lado direito com relagdo a y”, obtendo

/g(y)dy= /f(X)dx

Isso ndo € 14 muito justificivel nos padrdes do rigor da
Matemédtica a que estamos habituados. Afinal, desde o
Cdlculo 1 sabemos que dx e dy ndo sao nimeros reais;
logo ndo faz sentido usar propriedades de nimeros reais
para efetuar a a multiplica¢do cruzada como feito acima.
No entanto, o método sempre funciona.

A pergunta é: Por qué?

Veja o préximo bloco de Atengao.

Um outro detalhe a observar € que tratamos x € y no mesmo
pé de igualdade. Integramos “um lado” com relagdo a
y, €, independentemente, integramos o “outro lado” com
relacdo a x, sem a preocupacdo de saber qual era a varidvel
dependente e qual a varidvel independente. Na pratica, da
certo.

f(x)

Escrevendo a equagdo y' = —— na forma

g(y)
f(x) dx = g(y) dy,

fica claro o porqué do nome equagdo com varidveis se-
pardveis. As varidveis x e y podem ser efetivamente sepa-
radas em lados distintos da igualdade.
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Atencao!

O que justifica (segundo os padrdes atuais de rigor
em Matemadtica) o método utilizado € a teoria de for-
mas diferenciais, um assunto avancado que foge aos
nossos objetivos. Nessa teoria, expressdes do tipo
g(y) dy = f(x)dx, ou, mais geralmente, do tipo

M(x,y) dx+N(x,y) dy

sdo definidas e estudadas rigorosamente. Neste curso nao
vamos usar a teoria de formas diferenciais.
Fica combinado que uma equagdo com (formas) diferenciais
do tipo :

M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0

corresponde a uma equagdo diferencial

dy
M N — =0
(33) +N(y) =0,
(ou, respectivamente,
dx
M —+N =.0
(x,y) dy+ (x,y) =,0)

se for possivel expressar y em termos de x, (respectivamente
x em termos de y).

Atencao!

REGRA PRATICA: Para resolver uma equacio separdvel,
primeiro precisamos escrevé-la na forma separada:

f(x)dx = g(y)dy, e depois integrar os dois lados indepen-
dentemente, i.e, tratando x e y como varidveis independentes
entre si.

[lustremos essa “matemagica” com um exemplo.



[Exemplo 3.11. ]

Resolva novamente a equagao
==

dx y <

—

agora reescrita na forma diferencial =

xdx+ydy=0

Solucao:

xdx+ydy=0 <= xdx:—ydy<:>/xdx:—/ydy

(integrando independentemente

comrelacio axe ay)
2 2 2 2

Isto é x*> +y? = ¢, exatamente o mesmo resultado calculado antes pelo
método do Exemplo 3.2.

[ Exemplo 3.12. j

Resolva a equagdo diferencial

dy 14y
dx  xy(14x2)

Solugao: A equagio dada pode ser escrita na forma

dy dx
YT T (T + 2

Integrando o lado esquerdo com relagdo a y e o direito com relagdo a

X, obtemos
y 1
dy=[| ——-d
/1+y2 Y /x(1+x2) .

ou seja

11(1+2)+ / L 4 tante  (3.13)

—In c= | ———dx ¢ constante .

2 Y x(1+x2) 7
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Para resolver a integral da direita precisamos decompor o integrando
em fragdes parciais,

1 A Bx+C (A+B)x*+Cx+A
S = , AB,CeR
x(14x2) x+ x?2+1 x(14x2)
Igualando os numeradores:
A+B=0, c=0 e A=1
Assim, os valores das constantes sao
A=1, B=-1 e Cc=0,
e
1 1 x
x(1+x2)  x  14x2
Portanto,
1 dx X 1
————dx= | —— =1 —— In(1+x°
/;U+ﬂ)x /:x /1+ﬂ nx) =5 In(l+x7) + e,

onde c¢; é uma constante.
Adicionando uma constante de integracio k; e substituindo em 3.13,
chegamos a

1 1
5ma+ﬁﬁdm@—5mu+£mwb

Finalmente, observando que o contra-dominio da fungéo x — In(x)
€ o conjunto R, podemos garantir que k; = In(k) para algum ntimero
positivo k. Assim, a dltima igualdade pode reescrita como

% In(14+y*) = In(x)— % In(1+x%) +In(k).

Ou seja,

In(14y*) = 2-In(x)—In(14x*)+2-In(k),
2 x2k?
In(1+y°) = ln<x2+1>

2
l—f-y2 = —C, c=k

Observe que ndo € possivel explicitar y em funcdo de x de maneira
Unica. Temos
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Nao esquega que, como sempre, num problema especifico, precisa-
mos de alguma informacdo extra (um dado inicial), mediante o qual
possamos escolher qual das duas possibilidades representa a solugio
procurada.

Atividade de auto-avaliacao 3.3

Calcule uma solug@o geral para a equacdo de Bernoulli de
coeficientes constantes x’ — Ax + '}/x2 =0, utilizando o método
de separagdo de varidveis.
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Resumo

Nesta aula, aprendemos

1.

A mudanga de varidveis z = y!™, transforma a
equagdo de Bernoulli

dy "

o TPy =q(x)y",

na equacao diferencial lineay de primeira ordem nao-
homogénea, na varidvel z: 1% + p(x)z = q(x).

Se y; € uma solucido conhecida da equacdo de Ric-
cati % = ay(x)y* + a1 (x)y + ap(x), entdo a mudanga
de varidveis y = y; + % a transforma numa equagdo di-

ferencial linear na variavel z.

Se yi(x) e y»(x) sdo duas solucdes particulares da
equacdo de Riccati % = ar(x)y* + a1(x)y + ap(x),
entdo uma solucdo geral da equacdo de Riccati é

% = cel 2W1=32)dx onde ¢ é um pardmetro real.

O fato das equagdes de Bernoulli e Riccati serem
equacdes diferencias de primeira ordem ndo lineares,
cujo estudo pode ser feito utilizando equagdes diferen-
ciais lineares assosciadas ndo € absolutamente comum
(em termos globais), e sua descoberta se deve a dois
dos maiores matemadticos de todos os tempos: Leibniz
e Euler.

. Quando I, J sdo intervalos abertos, f: I — R, e

g :J — R fung¢des continuas, tais que g(y) # 0 para
&y _ jt)
dx  g(y)
tem como solugdes as fung¢des y(x) definidas implicita
ou explicitamente por G[y(x)] = F(x) + ¢, onde G é
uma primitiva de g e F uma primitiva de f.

todoy € J e Im(f) C J, aequagdo separdvel

. A expressdo diferencial g(y) dy = f(x) dx é equivalente

a equacao diferencial separdvel, e pode ser “integrada”
como se x e y nao fossem varidveis relacionadas entre
Si.



O QUE VEM POR Af:

Na proxima aula, apresentaremos alguns modelos matematicos
envolvendo as equagdes diferenciais de Bernoulli, de Riccati e
separdveis. Alguns modelos serdo bem concretos, outros um
pouco mais tedricos, mas igualmente importantes, pois provoca-
ram avancos da prépria Matematica. Outros serdo de especial in-
teresse para as Engenharia de Controle, Engenharia de Producio
(equacao logistica), Geofisica, para mencionar apenas algumas.

E segue a jornada.

SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA:

Soluciao comentada da atividade 3.1

Para comecar a trabalhar, vamos fazer algumas hipdteses sim-
plificadoras:

e A curva procurada é o gréfico de uma fungdo y = f(x). S .
€, com €stas

e A funcdo y, bem como sua derivada,y’, no se anulam, isto hipéteses, os
€y (X) #0e y’ (X) # (0 para todo x. célculos levarem a

um resultado

Fixe um ponto P = (x,y) da curva. A equagio da reta tangente a  contraditdrio ou

curva procurada, em P é impossivel, serd
um sinal de que

Y —y=y (X —x). precisaremos
reexaminar (e
Entdo, a equagdo da reta normal que passa por aquele ponto é modificar) as

hipéteses feitas.

1
Y —y=— (X—x).
7 X=)

A reta normal corta o eixo OX no ponto Q de coordenadas

(yy' +x,0) (para ver isto, faca Y = 0 na equag@o da reta normal,
e tire o valor de X). Portanto, o comprimento da subnormal
(comprimento do segmento RQ) é igual a x — (yy' +x) = yy'.

A curva procurada satisfaz a seguinte equagao:

4y =w';
ou ainda (dividindo os dois lados por y)

y/_y :xzyq.
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A equacdo diferencial do problema acima nio é uma equacdo
fundamental, nem uma equagdo linear. Ela é um exemplo de
Equacao Diferencial de Bernoulli.

Obtivemos a equacio y —y = x?y~!, que é uma equacio de
Bernoulli com p(x) = 1,q(x) = x> e n = —1. A mudanga de
varidveis z = y!~ - = y? a transforma na equacio linear

1

/
Z —2z,x:x2,

cuja solucdo geral é

7= e </ezx2x2dx+c> )

Fazendo u = 2x” e dv = e~ >, temos pela integragdo por partes:
/e_2x2x2dx = Xl ¥ +/e_2x2xdx.
Integrando novamente por partes, [u=2x dv = e~ >*], obtemos
/eZXZxdx = —xe ¥ —I—/ezxdx.
Portanto,
—2xA,2 2 —2x —2x 1 —2x
e " 2x“dx+c=—x"e " —xe —Ee +c.

Consequentemente,

1
2 2x.
7=—X X 2+ce ;

e, finalmente, como z = y2,

1
¥ =—x* —x— =4 ce*.
2
Usando o fato de que a curva passa por (0, 1), encontramos ¢ =
3/2. Entio, a principio a resposta do problema é a curva 2y” +

2% +2x+1—3e2 =0.

#5 i, para adequar a “solucdo” obtida as hipéteses utiliza-
das (o grdfico de y(x) deve ser de uma fungdo que
ndo se anula), devemos descartar a parte da figura
que fica do eixo horizontal para baixo. Caso contrario



Tl ;
,

Figura 3.3: Representagio grafica da equagdo
2y2 4+ 2x2 +2x+1—3e> =0.

il.

iil.

1v.

Vi.

a curva obtida j4 ndo seria o grafico de uma funcao,
além de ter um ponto onde y = 0;

agora, se o problema nio impusesse a passagem pelo
ponto (0, 1), estarfamos diante de uma ambiguidade:
qual dos dois ramos escolher?

Esse fendmeno € comum quando lidamos com equa-
¢oes diferenciais ndo lineares, como a equacdo de
Bernoulli;

para podermos falar numa solucéo legitima , isto é,
numa funcdo que verifique a equacdo diferencial pre-
cisamos de informagdes adicionais que permitam res-
tringir convenientemente as expressoes obtidas;

dizendo de outro modo: as férmulas obtidas ao re-
solver equacdes nao lineares definem - em geral -
curvas no plano, as quais podem nao ser graficos de
nenhuma func¢io, mas apenas definir solucdes impli-
citamente;

em particular, ndo € estritamente correto dizer, por
exemplo, que a solucdo da equacao de Bernoulli
y —y=x*y"!éacurva

292 +2x% +2x41—3e* = 0.
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Solucido comentada da atividade 3.2

#5 estamos supondo conhecidas duas solugdes particulares,
o que € ainda mais dificil que conhecer previamente ape-
nas uma solucdo particular. Em compensacao, temos uma
“férmula fechada”, que permite calcular, com uma dnica
operacdo de antiderivacdo, (uma dnica “quadratura”) uma
solucdo geral da equacdo de Riccati.

Se y(x) é uma solucdo qualquer da equacdo de Riccati, entéo
(omitindo a varidvel independente x):

Y = ay? +ary+ao. (3.14)

Consideremos agora duas solu¢des particulares y; € y» da mesma
equacgdo. Substituindo y; e y, em (3.14), temos

i = azyt +aryi +ao, (3.15)

Yh = asy3 +aiys +ao. (3.16)
Subtraindo (3.15) de (3.14):

Y =yi=a-y)y+y)+a(y—y) (3.17)
Subtraindo agora (3.16) de (3.14):

Y=Yy =a(y=y2)(y+y2) +ar(y—y2). (3.18)
Dividindo a equacgdo (3.17) por y — yi:

Yy =2
y—w

=ax(y+y)+ai. (3.19)

Dividindo a equacgao (3.18) por y — y;:
Y=Y _
y—y2

Subtraindo (3.20) de (3.19):

a(y+y2)+a. (3.20)

Y= Y-y
Y=yt y—»

ar(y1 —y2)- (3.21)
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Finalmente, integrando (3.21):

‘y V1 —k/
az(x)(y1 —y2)d
Y=
isto €,
‘y |l e@ -y
Y=y

Permitindo que o pardmetro de integracdo assuma quaisquer va-
lores reais, (k = =£c), obtemos a expressao desejada:

y—nan _ cel @X)(n—y2)dx
y—= YZ

Solucao comentada da atividade 3.3

Seja r a varidvel independente e x = x(¢). Separando as
varidveis na equacio de Bernoulli ¥’ — Ax + yx*> = 0, obtém-se:

X —Ax4 2 =0<=x = Ax—yx°

dx
= o 5= dt
Ax—yx
(usando o método de fracdes parciais)
1
— ﬂ + M =dt
x  A—yx

1 Y 1 B
<:>Iln\x\+x/l_yxdx—dt

(fazendo a mudanca de varidveis u = A — yx)
1 Y 1 du
—1 = —= — =dt
@ln‘xH_l(y)/u
s Ll = LA - =+
A lnlxl = —in x| =t+c

<—In

X
/'L—'}/x‘ =At+c

x
— —céM; o=+

= x = Ace* — yxce

— x(1+yce*) = Ace™
AceM
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E instrutivo resolver a equacio de Bernoulli X' — Ax+yx*> =0
pelo método de solucao usual, e comparar os resultados.
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Aula 4

MODELOS COM EQUACOES DE PRIMEIRA
ORDEM

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

construir modelos envolvendo equacdes de
Bernoulli, de Riccati, e separdveis.
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Pré-requisito:
Equacdes
diferenciais
fundamentais;
Equacdes
diferenciais de
Bernoulli, de
Riccati e

separdveis.

Populacao

Nesta aula, o termo
populagdo sera
usado para designar
qualquer conjunto
de seres vivos.
Vamos assumir que
todos os elementos
da populagdo, os
individuos, sao
equivalentes, no
sentido de terem a
mesma
constitui¢do, e as
mesmas

caracteristicas.
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INTRODUCAO

Esta extensa aula contém apenas uma amostra minuscula de
problemas que podem ser modelados com o auxilio das equacoes
diferenciais que temos estudamos até agora, focando nos proble-
mas modelados por equagdes diferenciais de Bernoulli, Riccati
e separaveis.

O numero de modelos envolvendo equagdes diferenciais or-
dindrias e parciais, bem como as equagdes de diferencas finitas,
ndo para de aumentar, sugerimos que, numa primeira leitura, se-
jam selecionados alguns para exame. Preferencialmente, siga as
recomendacgdes do professor coordenador da disciplina. Posteri-
ormente, vocé pode explorar os modelos que faltam, e também
procurar novos modelos, na Internet, por exemplo.

MODELOS CONTINUOS DE DINAMICA
DE POPULACOES

“ O estudo crescente de modelos matematicos em
Ecologia (basicamente o estudo das relagdes entre
espécies e seus ambientes) reflete o seu uso como
auxilio na compreeensdo do processo dindmico en-
volvido em areas como competi¢do predador-presa
e interacdo entre espécies em competi¢ao, ou gestao
de recursos renovdveis, evolugdo de espécies resis-
tentes a pesticidas, controle ecoldgico de pragas,
evolucdo de populagdes compostas, plantio de cul-
turas de arvores entre outras. A lista em expansao
continua de aplicacdes € extensa. Existem também
aplicacdes interessantes e tteis de modelos conti-
nuos de dindmica de populacdes (de individuos de
uma unica espécie) nas ciéncias biomédicas, por e-
xemplo em Fisiologia ( Em poucas palavras, a Fi-
siologia estuda o funcionamento do organismo de
um ser vivo, em particular, se ocupa do estudo de
doencas dinamicas, i.e, que evoluem com o tempo).”

Iniciamos esta secao examinando dois modelos matematicos
famosos desenvolvidos para compreender como uma populagio
(de um certo tipo de seres vivos) varia com o tempo.



Entdo seja p(t) a fun¢do que mede o tamanho de uma de-
terminada populacdo de seres vivos no instante r. Os modelos
serdo obtidos considerando-se a taxa de variacdo da populagdo

com relagdo ao tempo:

d_I; = nascimentos — mortes + migragoes

4.1)

as vezes chamada de equagdo de conservacdo da populacgio.

Frequentemente € til considerar a taxa de crescimento (ou taxa
de crescimento relativa, ou especifica) da populacdo, definida

pela quantidade

dp/dt
L,

O MODELO DE MALTHUS

Thomas Malthus era um

(4.2)

economista politico preocupado
com o que ele via como o declinio
das condigdes de vida na Inglaterra
do século XIX.

Ele afirmava que a populagio tendia
a ter um crescimento de ordem
geométrico, a0 passo que 0s meios
de subsisténcia cresciam em ordem
aritmética. Fatalmente chegaria o
ponto onde ndo haveria como
sustentar toda a populagéo, que
definharia devido a falta de
alimentos, abrigos, etc. .

Figura 4.1: Thomas Malthus - (1766 - 1834)

Neste modelo, proposto em 1798, ndo ocorrem migracoes, € as
quantidades de nascimentos e mortes sdo proporcionais a p(z).

Isto €,

dp
—=ap—PBp.
dt r=Bp

Equivalentemente, a taxa de crescimento especifica € uma cons-
tante A = o — B, que € positiva se a populagdo estiver aumen-
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tando, negativa se estiver diminuindo. A sua equacdo é

dp

— =2 4.3
7 12 4.3)
que tem para solucao :

p(t) = pltg)e! ™),

onde 7 € um instante inicial e p(#p) um valor incial, fixados.

[ Exemplo 4.1. ]

Numa amostragem aproximada, estimou-se que a populagcdo
da Terra, em 1960, era de 3 bilhdes de habitantes, e que a popula-
¢do aumentou a taxa média de 2 % ao ano nos ultimos cinquenta
anos.

Calcule, utilizando o modelo de Malthus, a populagao no ano de
1970.

Solugio: Temos pp =3 x 10°, 1o = 1960 e A = 0,02 . Substituindo
na féormula de Malthus, obtemos

1) = 3107 002-1960)

Para r = 1970,
p(1970) ~ 310° %2,

um ndmero aproximadamentae igual a trés bilhdes e seiscentos e ses-
senta e cinco milhdes de habitantes.

Micro-

organismos £ Dentro de certos limites, o modelo de Malthus concorda
razoavelmente com as observagdes. Por exemplo, ele “fun-
ciona” para certas populacdes de micro-organismos que
se reproduzem por mitose , € mesmo assim durante inter-
valos de tempo limitados. Afinal, até micro-organismos
morrem, certo?

os “filhotes”, nao
precisam
amadurecer
sexualmente. Ao
nascer, eles ja estao
aptos para a

reprodugio.
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O MODELO DE VERHULST

O trabalho do matemadtico belga
Verhulst sobre a lei de crescimento
populacional € muito importante.
Verhulst mostrou em 1846 que
existiam forgas que impediam que o
crescimento fosse em progressao
geométrica, como se pensava até
entdo.

Figura 4.2: Pierre Verhulst ( 1804-1849)

#5 Crescimentos exponenciais de populagdes ndo sio mo-
delos muito realisticos, devido principalmente aos recur-
sos limitados do meio ambiente e taxas de mortalidade
ocasionadas por diversos fatores: predadores, variacdes
climéticas, ou talvez , levando em conta os efeitos preju-
diciais do (ou sobre 0) meio ambiente, como polui¢do e
alta demanda por alimentos (competi¢do) e combustivel
(no caso de populagdes humanas), frequentemente hd um
fator inibidor no crescimento populacional, pelo menos a
partir de um certo valor da populagio. E preciso adaptar o
modelo de Malthus, a fim de que a taxa especifica de cres-
cimento se torne decrescente a partir de um certo nimero
limite alcangado pela populacdo.

Suponhamos agora que o ambiente seja capaz de sustentar no
maximo um nudmero fixo K de individuos. K é chamada de ca-
pacidade de suporte do meio ambiente. Assim, quando p = K,
f se anula (f(K) = 0). Seja f(0) = r. Procuramos entdo uma
fun¢do decrescente f(p) com f(0) =re f(K)=0. O modelo
proposto por volta de 1840 pelo matemadtico e bidlogo belga P. F.
Verhuslt, para predizer a populacdo humana em diversos paises,
consiste em supor f(p) linear

f(p) =cip+ca.

As condigdes f(0) =re f(K) =0nos dao f(p) =r—(r/K)p,
e obtemos entdo:
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dp
— = 1—= 0 4.4
% rp( ) p>0, (4.4)

sendo conhecida como equagdo do modelo de Verhulst.

Figura 4.3: Vitérias Régias- Museu Paraense Emilio Goeldi -
Fonte:https://pt.wikipedia.org/wiki

Uma medida da capacidade de suporte de um lago com
vitorias-régias adultas pode ser a medida da area da su-
perficie do lago.

A EQUACAO LOGISTICA

Suponha que escolhemos um sistema de unidades apropri-
adas, de tal modo que K = 1; isto é, a capacidade de suporte
do ambiente € uma unidade de medida do numero de individuos
(que pode muito bem corresponder a um milhdo, por exemplo.)

A equagdo de Verulhst, neste caso, se reescreve sob uma
forma bastante tradicional, a saber:

dp _

i rp(1—p), (4.5)

conhecida como a equagdo logistica.
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CALCULO DE SOLUCOES DA
EQUACAO LOGISTICA

Solugao: Observe que as constantes p =0 e p = 1 séo solugdes da
equacdo logistica.

Separando varidveis, temos:

_
p(1—=p)

dp =rdt

decompondo o lado esquerdo em fragdes parciais, e observando que

1 B 1
p(1—p) p(p—1)
_ p=1-p
p(p—1)
! 1
p p-1
temos 1 1
(———)dp:rdt,
p p—1

de onde, integrando diretamente os dois lados,

In|p|—In|(p—1)|=rt+c, ¢ = parametro arbitrario;
1.€,
In } =rt—+c.
p—1
Portanto
P | _ e

'p— 1 ’ ©
ou

A

p—1

Como 0 < p < 1, devemos escolher o sinal negativo, pois, caso contrario,
o lado esquerdo seria negativo e o lado direito seria positivo.
Assim, a solugdo geral da equacdo logistica é

Ou ainda
P _ ee” 4.6)

Da féormula (4.6) obtemos:

Cc rt.

p(t) =e‘e" —p(t)ee™;
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ou
p(t)[l +ecert] —¢Ce'.

De onde

B A’ erl‘

1+ Aet’

Podemos escrever entdo que a solugdo geral da equagdo logistica (4.5),

é

p(t) com A =¢°.

(1) = sendo A um pardmetro positivo
= u .
P [1+Ae]e "’ P

Suponhamos agora que é conhecido o valor da populacao inicial
p(0) = po. Entio, fazendo ¢ = 0 na férmula da solucdo geral, temos

B A
Po=1a
Entao
Po+Apo=24;

e consequentemente, como estamos supondo py # 0 e pg # 1:

PR
1 —po

Assim, substituindo esse valor de A na expressdo da solugao geral,

) e

Po
[(1—po)+poe™]e
Po
(1—po)e~"+ po
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Atencao!

Resumindo, a solug¢do do PVI

dt

d
—p—rp(l—p) com0<p<l1
p(0) = po

&5 equagdo logistica de pardmetros a e b, é :

dp
— = —bp).
dr p(a—bp)

A solucdo da equacdo logistica de parametros a e b,
a>b>0éafuncdo logistica

(1) = apo .
bpo+ (a—bpg)e=

#5 Agora, a principio, a e b sdo parAmetros positivos satisfa-
zendo 0 < a < b.

( Exemplo 4.2. ]

Obtenha a solugdo e faca um esboco do grafico da solugdo
do PVI p
p
. —b
5 = Pla=bp)
p(0) =1

paraocasoemquea=0,2eb=0,1.

Solucao:

Temos:

e Asretas p=0e p = a/b sdo solugdes da equacio logistica.

CEDERJ
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e Se p > a/b entdo g(p) < 0 (e como dp/dt = g(p) entdo
dp/dt < 0 quando p > a/b ; e analogamente dp/dt > 0 de
0<p<alb.

e Usando a regra da cadeia, deduz-se que
dg/dt = (a—2bp)dp/dt; e entdo

d*p/di* = (a—2bp)p(a—bp).

e Analisando a variagdo de sinais de (a — 2bp)p(a — bp) con-
cluimos que a/2b é um ponto de inflexdo de p().

e Sendo pp = p(0) >0

f—o0

lim p(t) = g.

no caso deste exemplo, temos a/b =0,2/0,1 =2, pp =1 e 0 esbogo
do grafico da solugio é:

A17

po=1

Figura 4.4: Grifico de uma solugdo da equagio logistica

Atividade de auto-avaliacao 4.1

Assumindo novamente que a = r ¢ b = r/K com a capacidade
de suporte K = 1, faca o que se pede:

a) Faca um esboco do gréfico de f(p) = 1 — p, e conclua
que o intervalo em que o ambiente consegue sustentar a
populagio € [0, 1], que corresponde a 1 — p > 0.
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b) Desenhe agora o grifico de g(p) = rp(1 — p), pode con-
siderar r = 1, para simnplificar e conclua que dp/dt >0
para0 < p<1/2,equedp/dt <0Osep>1/2.

2

dg _d°p
Ob d — = —,
c) servando que 2

ponto de inflexdo do gréfico da solu¢do da equacao logis-
tica (no intervalo onde o ambiente consegue sustentar a
populacdo).

mostre entdo que p = 1/2 é

- dg dg dp dg
. =28 _ 0 ph(l—p)= 1—-p)(1-2 .
Sugestao ( At dp i dp rp(1—p) =rp(1—p)( p)

d) Faca um esbogo dos grificos de p(z) para os casos
0<po<1/2;1/2<po<le po>1.

[ Exemplo 4.3. ]

Vamos ajudar o prefeito?

Preocupado com a possivel extingdo do cardume de peixes para-
opecicabas, cuja comercializacdo era uma das principais fontes
de arrecadacao de seu (pequeno) municipio, o novo prefeito so-
licitou estudos visando a estabelecer uma legislacdo para restrin-
gir ou estimular o nimero de individuos da populacao de peixes,
o0 qual, j4 se sabia, ndo poderia ultrapassar 10.000 (a capacidade
maxima de suporte do ambiente).

Os biocientistas e engenheiros de uma ONG local propuseram
como modelo, para a variagdo da quantidade x(¢) de peixes, a
equagdo logistica

dx_
dr

«(0)fa— (1)),

onde a > 1 corresponderia ao fator de “crescimento malthusi-
ano” (determinado experimentalmente; e que, para simplificar,
vamos supor que tem o valor a = 2), e onde a parcela éx(t)
representaria a taxa de diminui¢do da populacio devida a capa-
cidade de suporte do seu meio ambiente.

Caberia ao prefeito controlar o valor de d da maneira que lhe
fosse mais conveniente para assegurar um bom cardume,(e uma
reeleicdo confortavel).

O prefeito entdo solicitou que fosse reforcada a quantidade de
racdo despeja na lagoa para que a taxa de perda fosse igual a
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metade da taxa de crescimento da populag@o. Neste caso, 0 mo-
delo para a variacdo da quantidade x(z) de peixes é

dx

UMC = unidade de dt
medida de

cardume. Uma

UMC = 10.000 Diante dessa solicitacdo, os engenheiros efetuaram foram feitas
peixes. Trata-se de estimativas, levando em conta a populagdo inicial xq:

2x(1)[1 —x(t)).

uma unidade e e e T 1. . , ..
Uma medida inicial indicou xy = 0,25 UMC:s, isto €, a primeira

inventada para este C o e , .
P medig¢do indicou o nimero de 2.500 peixes.

exemplo
Se a=2,d=1/2 (a fracdo de pesca seria igual a metade da
populacdo, em cada instante. Parece um “chute” razodvel).

Sendo assim, o modelo para a quantidade de peixes é
d
d—); =2x(1—x),
x(0) = 0,025

Resolvendo o modelo, calculamenos

X0 1

x(t) = =

T xo+(1—xg)e®  143e720

#5 Reparemos que a solucdo da equacio do modelo, e conhe-
cimentos de Cilculo, garantem que lﬂ}n}r x(t)=1. Ou

seja, a medida que o tempo passa, a populacdo tende ao
valor 1; o que parece muito satisfatério para o prefeito.
Se x(¢) tende a um, vai ficando proximo de 10.000 peixes;
que é a maior quantidade possivel.

Atencao!
Para poder tomar decisdes politicas, para o prefeito € impor-
tante saber se a producdo médxima vai acontecer num tempo
eleitoralmente util. Em outras palavras,”t — +o” ndo €
uma informag@o muito completa: x(¢) talvez s6 aumente sig-
nificativamente para um valor de ¢ muito grande.

E até 14, o prefeito ja poderia ter sido “detonado”.
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E preciso analisar a questdo mais a fundo.

Como o valor limite x = 1 UMC s6 seria alcangado em ¢t = 4o,
isso ndo faz sentido concretamente, os biocientistas e engenhei-
ros se propuseram calcular o tempo necessario para alcancar
uma producdo inferior, porém que atendesse as ambicdes em
jogo. Por exemplo 0,8UMCs.

Chamando de #; o tempo necessario para a populacio alcancar
o valor 0,8UMC:s, eles precisavam resolver a seguinte questao:
Se x(t;) = 0,8 entdo #; =?

1
1+4+3e 20

(€N

A solucdo da equacdo 0,8 =

n12
H =

~ 1,242343325.

Tendo em vista que o mandato duraria quatro anos, 0s assessores
se declararam satisfeito. Em pouco mais de um ano, a populacao
estaria proxima do limite maximo.

Eles expuseram seus resultados ao prefeito por meio do grafico
da solugdo do problema de valor inicial com equacnao logistica,
que tinham desenvolvido:

(1) =1/(1+3e7)

X0 =025

Figura 4.5: Crescimento do cardume de paraopecicabas

Atividade de auto-avaliacao 4.2

Entusiasmado, o prefeito sugeriu alterar o valor xo, comprando,
se necessdrio, mais peixes, de tal modo que, ao fim de quatro
anos, a produgdo alcancasse o “valor- limite” 10.000. Sua es-
tratégia dard bom resultado?

Estratégia

Plano, método,
manobras ou
estratagemas

usados para
alcancar um
objetivo ou
resultado
especifico.
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Tatica

Conjunto de agdes
concretas adotadas
para alcancar um
objetivo; sair-se
bem num

empreendimento.
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[ Exemplo 4.4. ]

Completando o estudo elaborado para o prefeito: cota abso-
luta de pesca

Lembrando que os peixes deveriam ser pescados e comercializa-
dos, o prefeito aperfeicoou seu raciocinio da seguinte maneira:
‘consideremos a equagdo diferencial dx/dt = 2x(1 — x) suge-
rida para o modelo. Ela nio levou em conta a ag¢do predatéria
dos pescadores. Precisamos saber de que forma a populagdo de
paraopecicabas varia quando a pesca € liberada. Por exemplo,
suponha que eu autorize uma cota mdxima de pesca de, diga-
mos, ¢ peixes por unidade de tempo (a unidade pode ser igual a
UM MES, por exemplo). Essa cota serd constante. Como serd a
variagdo do cardume com essa nova restri¢ao? Esta € um cendrio
mais realistico, certo? A partir dai poderemos estabelecer uma
tatica apropriada aos objetivos da reeleigdo.

Os assessores, biocientistas e engenheiros, imediatamente se pu-
seram a trabalhar e concluiram que o lado direito da equagdo
diferencial do modelo precisaria ser modificado. Seria preciso
subtrair o valor da cota ¢, o que da a nova equacgao diferencial:

% =2x(1—x) —c.

Nao é mais uma equacdo logistica. Entretanto é uma equacao de
Riccati de coeficientes constantes. Entdo os assessores recorda-
ram o seguinte fato bastante util:

Lema 4.1.

Uma equagdo de Riccati com coeficientes constantes

d
—x+ax2+bx+c:O
dt

tem uma soluc@o real da forma x(¢) = m, sendo m constante se,
e somente se, m € uma raiz da equacao do segundo grau

am2+bm+c:().



Demonstracdo
x(t)=m é solugdo de

d d
—x+ax2+bx+c:0 = =
dt dt

<= am2+bm+c:0
<= m ésolucdo de
am® +bm+c = 0. O

+am2+bm+c:0

d
A equacgido d—): = 2x(1 — x) — ¢ admite solugdes reais constantes
se, € somente se,
A=4—-8c>0. 4.7)

Imediatamente perceberam que o valor ¢ = 1/2UMCs, exata-
mente o que o prefeito havia proposto, era um valor bem critico.
Além disso, ndo podiam esquecer que a populacdo em qualquer
instante futuro, dependia da quantidade inicial de peixes.
Naturalmente, tendo em visata a equagao (4.7), eles se limitaram
a valores ¢ < 1/2. Os dados coletados levaram a gréaficos com
0s seguintes aspectos:

j\\ Loy~ Vi

(@ c=1/2 (b)0<c<1/2

Figura 4.6: Cota absoluta de pesca

Nas duas figuras, as linhas horizontais superiores correspondiam
ao valor c = 1/2.

As curvas desenhadas acima da reta horizontal ¢ = 1/2 podem
ser descartadas. Elas ddo a evolugdo da quantidade de peixes
para uma populacdo inicial maior do que 1/2UMC, que ndo é o
caso. Temos:

o A Figura (a) d4 a evolugdo da populacdo de peixes, cor-
respondente a escolha exatamente igual a 1/2. Como a
populacdo inicial era de 0,25 UMC entdo a evolugdo da
populacdo seria de acordo com o grifico abaixo da reta
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horizontal. E o cardume eventualmente se extinguiria. A
unica possibilidade sustentdvel seria aumentar a popula-
¢do inicial para 1/2 UMC. Neste caso, ela permaneceria
sempre igual a 1/2 UMC.

e A Figura (b) corresponde a duas situagdes mais realis-

tas. A linha horizontal inferior corresponde ao valor da
populacdo inicial levemente superior a 0,25 UMC, e o
gréafico abaixo da linha horizontal inferior corresponde a
um valor inicial levemene inferior a 0,25 UMC. A linha
horizontal inferior seria entdo correspondente a 0,25 UMC.
No caso 0,25 < x(0) < 1/2, diferentemente da situagio
em que ndo havia cota de pesca, a populacdo evolui até o
méximo de 1/2 UMC, o que nio é legal para o prefeito.
E se x(0) < 0,25 a populagdo se extingue muito rapida-
mente.
Os assessores informaram seus dados ao prefeito que - no
fim das contas - ficou com a responsabilidade de tomar
uma decisdo complicada. As equacdes e graficos ndo in-
dicaram nenhuma saida com real ganho politico-eelitoral,
mas pelo menos podem ajudar a impedir a tomada de de-
cisOes precipitadas e erroneas.

[ Exemplo 4.5. ]

O proprietario de um pesque-pague, interessado em a aumentar
o lucro de seu negdcio, tomou as seguintes providéncias:

1. Criar seus proprios peixes em tanques, € ndo mais compra-
los de uma “fazenda” de criacd@o, como era seu costume,
separando cada espécie de peixe em um tanque exclusivo.

2. S6 transferir peixes dos tanques de criac@o para o lago de
pesca quando eles estivessem com o peso ideal (leia-se:
peso maximo).

3. Em vez de contratar funciondrios para selecionar os pei-
xes que podiam ser transferidos, o que aumentaria bas-
tante seus custos, optou por colocar em cada tanque peixes
“nascidos no mesmo dia”.

O dono do pesque-pague justificou suas medidas, dizendo que
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tinha conversado com amigos bidlogos e professores de ma-
temadtica, e aprendido que:

e O peso p(t) dos peixes de uma dada espécie, em cada ins-
tante ¢, € dado aproximadamente pela equacdo (obtida ex-
perimentalmente):

dp

“r_ o 02/3
primild Bp.

e o e f3 sdo constantes, chamadas respectivamente de cons-
tante de anabolismo e constante de catabolismo, e t€ém a
ver com 0s processos de assimilacdo e de eliminagdo de
alimentos, representando as taxas de sintese e de diminui-
¢do de massa por unidade de superficie do animal.

Faca o que se pede:

1. Mostre que a equagdo acima, tem como solug@o

o (5) (1+21)’

onde ¢ é uma constante de integracao arbitraria.

ii. Assumindo que no instante em que cada peixinho é colo-
cado no tanque seu peso € insignificante (independente-
mente de sua espécie), determine o valor da constante de
integracgao.

iii. Usando o valor de ¢ obtido no item (ii), calcule p(¢) quando
t tende a infinito (na prédtica: quando ¢ se torna muito
grande) e estabeleca o peso ideal para venda (o peso mé-
Ximo) para cada espécie.

iv. Vocé pode dar uma razdo para considerarmos o modelo
apenas um modelo aproximado?
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Atencao!

Anabolismo e catabolismo sdao processos que descrevem
se o corpo estd construindo ou perdendo tecido muscular.
Quando vocé estd tentando ganhar peso, vocé deve maximi-
zar o tempo em que seu corpo fica no estado de construcio
muscular, de forma que seus resultados sejam mais satis-
fatorios. A maneira que vocé€ come, treina e descansa in-
fluencia diretamente nesse processo.

CATABOLISMO

Catabolismo € o estado do seu corpo que degenera o te-
cido muscular. Sempre que vocé treina, seja cardio ou
musculacdo, voce estd fadigando os musculos. Quanto mais
longo e dificil for seu treino, mais dano vocé causa ao te-
cido muscular. Outros fatores podem contribuir para que seu
corpo fique em estado catabdlico, como a mé alimentagdo e
a falta de descanso.

ANABOLISMO

Anabolismo € o estado em que seu corpo constroi tecido
muscular. Quando vocé descansa, seu corpo comega a re-
parar o tecido muscular danificado. Dessa forma, é durante
0 repouso, € ndo no exercicio, que seu corpo desenvolve a

massa muscular.

Solucao:

i. Resolvendo a equacdo dada no modelo, temos:

/

pzap2/3—ﬁp o p2/3 /—i-ﬁp]/}—a

72/% / [3 /3 _ %
IV AT
& Z’+Ez:a(ondez:p1/3.)

373
A solucao da equagdo diferencial linear na varidvel z:

z=e {/efg‘”‘%dt—kc]:e_g’ {/f %dt—kc]

B, |l 3 B, o B,
3 c—-e3"'4+c| =—=—+4ce 3

|38 B

A solucgio z ainda pode ser escrita como



il.

iii.

z= % <1+%e§’).

E como z = p(1/3), entio p = 7°.

Ou seja,
p=(§) (1 2c4)

conforme queriamos demonstrar.

Observe que a solugdo tem a mesma forma qualquer que seja a
espécie considerada. As constantes o e 8 é que diferenciam os
pesos dos peixes de cada tipo.

A expressdo “no instante em que cada peixinho € colocado no
tanque seu peso ¢é insignificante” nos diz que, representando
aquele instante por ¢ = 0, vale a condi¢@o inicial p(0) = 0.

Impondo a condi¢ao inicial, temos

ou seja,

0 que equivale a

Assim,

Utilizando o valor de ¢ calculado no item (ii), sob a hipdtese
de que o peso de cada peixinho no instante em que é posto no
tanque € desprezivel, o seu peso num instante posterior ¢ é

Entao

porque
B B
e~ 3" — 0,e, portanto, (1 - e’?t> —1

quando t — oo,

3
O peso ideal para comercializacdo é (%) .
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iv. Temos

3 2
o _B, _B,
(1—6 3) -e 3

B

de maneira que p’(¢) > 0 para todo 7.

Consequentemente, p(¢) € uma fungéo estritamente crescente. Em par-
ticular, ela ndo pode oscilar em torno da reta p = (a/B)°.

Atencao!
Segundo os célculos, seria necessdrio um tempo infinito para
que cada peixe chegasse ao peso ideal. Na prética, o peso
€ atingido num tempo finito. SO esta observagdo ja mostra
que o modelo é uma aproximacao. Uma outra razdo para que
o modelo ndo seja considerado exato € que ele ndo leva em
conta que a taxa de producdo de novos membros da espécie
depende da idade dos pais, i.€, membros recém-nascidos nao
contribuem de imediato para o aumento da espécie. Existem
outros modelos que levam em conta esses fatores, mas nao
vamos considerd-los neste estudo.




Reagoes Quimicas de Segunda Ordem

Um composto C € formado pela combinagdo de duas substancias
quimicas A e B. suponha que a gramas de A sejam combinadas
com b gramas de B. Se x(¢) é o nimero de gramas de C no ins-
tante 7, sendo cada grama de C constituida por M partes de A e N
partes de B, introduzindo as quantidades relativas de substancias
A e B em cada grama de mistura C por

M N

- e N

M-+N M+N’
respectivamente, em x gramas do composto C teremos

M N

e S — A
M+N M+N

gramas das substancias A e B.

Consequentemente as quantidades das substincias A e B que
ainda nao foram transformadas (i.é, que sao remanescentes) no
instante ¢ sdo dadas por:

M N
a————X b— X.
M+N M+N
A lei de acdo das massas diz que, quando ndo hd mudangas na
temperatura, a taxa segundo a qual as duas substancias reagem é

proporcional ao produto das quantidades de A e B remanescentes
no instante 7:

dx M N
— < |la—— x| [b— x|.
dt M+ N M+ N

O que pode ser reescrito como

dx - M M+N N M+ N
— =k a—x b—x

dt M+N M M~+N N
ou ainda i
E:k((x—x)(ﬁ—x), (4.8)
ek M N MEN g M,

(04
M+NM~+N’ M

Uma reacdo cujo modelo € uma equacao da forma (4.8) é
chamada de reacdo de segunda ordem.

Nota

Vocé percebeu que
a equacdo 4.8
também pode ser
vista como uma
equacdo de
Riccati?
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[ Exemplo 4.6. ]

Um composto C é formado pela combinaciao de duas subs-
tancias A e B, de tal forma que para cada grama de A quatro
gramas de B sdo usados. E observado que 30 gramas do com-
posto C sdo formadas em 10 minutos. Sabendo que inicialmente
havia 50 gramas de A e 32 gramas de B, determinar a quanti-
dade de C em qualquer instante t.Quanto do composto C se terd
formado em 15 minutos? Interprete a solu¢cdo quando t — oo

Solucao:
Seja x(¢) o nimero de gramas do com posto C apés ¢ minutos. Temos

x(0)=0 e x(10) = 30.
A equacio diferencial associada ao problema ¢é da forma

dx
Z =k(aa—x)(B —x).

Como em cada grama de C temos uma parte de A e 4 partes de B, entdo
(com a notagdo acima), M =1 e N = 4. Assim,

M 1 N 4
= — c = —
M+n 5 M+N 5

)

de sorte que

a:M+Na:§-50:250 e Mb:§‘32:40.
M 1 N 4

A equacdo do problema fica

dx
i k(250 — x)(40 — x) 4.9)

(uma equagdo separavel).
A esta equacdo devemos acrescentar as condi¢des

x(0)=0 e  x(10)=30.

Separando as varidveis da equacdo (4.9), e utilizando fracdes parciais,
obtemos a equacao

1/210 1/210
—( / + / >dx:kdt,

250 —x  40—x
250 —
a qual, integrada, nos da: In 0 T =210 ke +cy.
—Xx
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Tomando exponenciais dos dois lados:

250 —x 210kt
40—x ¢ '

(4.10)

e como x(0) = 0, tiramos ¢; = 25/4, de modo que

250—x _ 25 Hiou
40—x 4 °

E finalmente como x(10) = 30, substituindo na dltima equagio, e usando
uma calculadora, obtemos (com quatro decimais significativas)

k=0,1258

Levando ¢; =25/4 e k =0, 1258 na equagio (4.10), e tirando o valor
de x(r) chega-se a

| — o 0.1258 ¢

x(r) = 100 25 _ 4¢ 0.12581

que € a resposta da primeira parte do problema.

Analise da solucao: Para ter uma ideia do comportamento de x(z),
podemos construir uma tabela e desenhar o esbogo do gréfico:

x(1)

B =
t(min) | x(¢) (gr) =
10 30 0T
15 34,78
20 37,25 T
25 38,54
30 39,22 T
3 39,39 ¢

Figura 4.7: Grifico do Exemplo 4.6

Observamos que quando ¢ — o, x(t) — 40, isto é, no final do
processo sao formadas 40 grs. do composto C.

Utilizando as férmulas para os remanescentes de substincias A e
B obtidas acima, calculamos que- no final- sobram respectivamente
50 — 45—0 = 32 gramas de substincia A e 32 — % = (0 gramas da

substancia B.
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Atividade de auto-avaliacao 4.3

Curvas de perseguicao

Considere um rato que se encontra parado na origem, quando
um gato localizado no ponto (a,0) o avista e comega imedia-
tamente a persegui-lo. Neste mesmo instante, o rato percebe a
aproximacdo do gato e parte em fuga no sentido positivo do eixo
y com velocidade constante v. O gato corre sempre na dire¢dao
em que esté o rato, a velocidade constante ®. Queremos deter-
minar a curva y = y(x) descrita pela trajetéria do gato.

(a) Decorrido um certo intevalo de tempo 7, o gato se encontra
no ponto
P = (x,y), e o rato no ponto Q = (0, vt). Mostre que

r= ; /xa\/H—[y’(x)]zdx.

0] __
(b) Mostre que y/ = — y. E como OQ = vt, conclua que

X
= [+ @Pdr=y—yx @

Derive a equacgao (4.11) e mostre que

xy' = c\[ 1+ ()],

comc=v/o.

(c) Fazendo a mudanca de varidvel p = y’ obtenha uma equacéo
diferencial separdvel, e resolva-a.

(d) Determine entdo y = y(x)

(e) Determine em que condi¢des o gato alcanca o rato. Calcule
em que ponto do eixo y o encontro ocorre.

[ Exemplo 4.7. ]

A equacdo diferencial

dy —x++/x*4y?
dx y

(4.12)
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¢ satisfeita pela(s) curva(s) plana(s) ¢ que verifica(m) a seguinte
propriedade:

Todas as retas paralelas ao eixo Ox que incidem sobre 4 por um
dos lados de ¢, sdo refletidas por 4 e passam por um mesmo
ponto F', conforme a Figura 4.8:

y /c
AN

F

0 \ €T

Figura 4.8: Espelho parabélico

a) Faca a mudanca de varidveis u = y/x e transforme a equag@o
(4.12) numa equacdo de varidveis separaveis.

(b) Resolva a equacdo (4.12) por meio da mudanca de coordena-
das
u=x>+ y2 e determine a(s) curva(s) ¢

Solucao:

a)
u=y/x = —ux:>d—y—u+xd—u
=Y Y= dx dx

Substituindo y e dy/dx respectivamente por ux e u+ x du/dx na equa-

cdo (4.12):
du  —x—+Vx*+x2u?
U+x — =
dx ux

Simplificando x no lado direito:

du —14+V1+12
Uu+x —=—"——
dx u
ou seja
du —1+V1+u?
X—=—————u
dx u
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ou ainda

udu dx ~ .
= (equacgdo separavel)

Vit —(1+u?)  x

(b) Seja u = x*> +y?. Entio

u = 2x+2yy (4.13)
Como
;o —x /X242
y
entao
I _ 2 12
YW =—x+\x*+y (4.14)
de (4.13);
;U —2x
yy = 3
Substituindo em (4.14):
/
-2
u . X o E
Portanto
u — %K' = —%Kc +2/u.
Assim
u o |
2u
de onde
Viu=x=c

e como u = x* +y2, obtemos /x> +y? =x+¢, ou,

X4y =x" 4 2cx+c?

y2 =2cx+c?

que ¢é a equacdo de uma familia de pardbolas com eixos paraleos a ox
e focos situados sobre ox
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[ Exemplo 4.8. ]

A equacao
dA
d_ - A V 4 - 2A
x

fornece um modelo simplificado para a altura A(x) > 0 de um
ponto a x quilometros da costa, situado sobre um tsunami (onda
gigantesca, provocada por um maremoto ou tempestade).

e Determine, por inspecdo (i.€, por tentativa), as solucdes
constantes da equacdo acima;

e resolva a equagdo diferencial do tsunami;

e calcule, se possivel, a solucio que satisfaz a condicao ini-
cial A(0) = 2 . Interprete sua solugéo -

Solucao:

A=0

e Observe que A(x) =0 < %:OH {A:2

A =0 corresponde a uma onde de 0 unidades de altura em todos
os pontos. Entdo, na verdade, ndo ha onda neste caso.

A =2 corresponde a uma onda de altura constante 2 unidades.
N3ao é uma onda; é uma elevagao do nivel do mar.

e Temos:

dA dA
o AVAC A e =
dx AVE—2A

Fazendo a mudanca de varidveis A = 2 sen”u temos

V4 —2A =4 —4sen?u=2\/1—sen?u=2cosu;

dx.

) dA =4senucosudu.
Entao
/ dA _ 4senucosudu :/dX'
AVA—2A 2sen®u2cosu ’
i.é,

d
/ “ :/dx.
senu
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Portanto
In|cossecu+ cotgu| = x+c.

como senu =A/2 entdo senu = \/g e cosu=/1— %. Por-

tanto, a solucdo geral da equacao do tsunami é

\ﬁ+,/%_1
ATVA

e Impondo a condig¢do inicial A(0) =2 obtemos ¢ = 1 e a onda
correspondente € aquela cuja altura A no ponto a x quilometros
da costa € definida implicitamente pela equagcao

\/E+21
A Va

#5 Note que a equagdo que define A implicitamente s6 faz sentido
para 0 < A < 2. O valor A = 2 corresponde aos pontos da orla
maritima, onde a onda ja ndo existe mais, segundo o modelo.

In =x+c.

In =x+1.

Uma figura (um corte instantaneo), mostrando a evolucao da al-
tura A em func¢do da distincia em quilometros da costa €:

A
A
2

“y

Figura 4.9: Evolugdo do Tsunami



Atividade de auto-avaliacao 4.4

Mostre que toda equacao diferencial linear de segunda ordem

d’y dy
— x)—+Px)y=0
00+ Py
€ equivalente a um sistema de duas equagdes diferenciais de pri-
meira ordem, uma das quais € a equagao de Riccati (numa nova
variavel u)

du

e —P(x) — Q(x)u — u?.

[ Exemplo 4.9. j

Resolva a equacgdo diferencial de Bessel:
xy"—y/—xsyz()7 x>0.

Sugestao: Divida e equagdo por x, faca uma mudanca de varidveis e transforme-

a numa equacao de Riccati

Resumo

Nesta aula vocé estudou alguns modelos matematicos de
fendmenos fisicos utilizando equagdes diferenciais. Foi ape-
nas uma amostra irrisoria dos problemas que podemos resol-
ver com o auxilio das equacdes diferenciais, problemas estes
que se desviaram um pouquinho do cariter geométrico que
vinha motivando a teoria das aulas anteriores.

O QUE VEM POR Af:

Nas proximas aulas, retomaremos as consideragdes geométricas,
e generalizaremos fatos conhecidos sobre curvas cléssicas (re-
tas, circulos, conicas, entre outras), a curvas mais gerais. Si-
multaneamente vamos desenvolver alguns métodos que apon-
tardo para os resultados gerais sobre equacdes diferenciais de
primeira ordem, obtidos a partir do século XIX.
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SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA:

Solucao comentada da atividade 4.1

a) O graficode f(p)=1—pé:

f(p)

N

(p) =7(1-p)
P

Figura 4.10: Grificode f(p)=1—p r>0.

Obs: Claramente devemos considerar também p > 0.

b) Desenhe agora o gréfico de g(p) = rp(1 — p) e conclua que
dp/dt >0para0<p <1/2,equedp/dt <0sep>1/2.

(p) =rp(1—p)

[}
—
R R —
V)

Figura 4.11: Gréficode g(p) =rp(1—p) r>0.

Obs:Observe que no intervalo [0,1/2], g(p) € crescente. Como
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g(p) = dp/dt, segue a afirmac@o. Vale uma obs andloga para o
intervalo [1/2,1].

. . d’p dg
c¢) fazendo uma tabela de variacdo do sinal de —5 = —, temos
dt>  dp

| [0,1/2)[(/2.1)]

p + +
I—-p + +
p(1-p) + +
(1-2p) + —
| dg/dp | + -

A funcio d?p/dt? é continuaem ¢ = 1/2 e muda de concavidade
nesse ponto. Portanto t = 1/2 é um ponto de inflexdo de p(7).

Quando t — +o0, p(t) — K = 1. Esse valor também é chamado
de populacdo limite e € o valor assint6tico da populagdo , seja
qual for a populacido inicial pg > 0.

Atencao!

e Conclui-se de b), que se a populagdo inicial fosse
maior do que UM (a capacidade de suporte maxima),
entdo dp/dt < 0.

e Se po > 1, a populagdo p(t) decresce, tendendo a 1.

e Se 0 < po < 1, p(t) cresce tendendo assintoticamente
para 1.

Neste caso o gréfico de p(t) estard entre asretas p=0¢
p = 1, possuindo uma inflexdo quando a populagdo
alcanga o valor 1/2. Isso quer dizer que, até atingir
o valor 1/2, a populagdo cresce com derivada positiva
e a partir dai, o crescimento se d4 com velocidade cada
vez menor (e nunca ultrapassa o valor da populacao
limite).
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po>1

Figura 4.12: Grificos de p(t)

po <1

Solucio comentada da atividade 4.2

O problema pode ser colocado sob a seguinte forma: Qual deve
ser o valor x| (para a populacio inicial de peixes) tal que, ao fim
de #; = 4 unidades de tempo, (anos), tenhamos 1UMC peixes?
Trata-se de resolver a equagao

X1
x(4) x1+(1—x1)e*2-4
i.e,
1—)C1
X1 =Xx1+ g
e
ou ainda 1
— =0.
68

A solucdo desta ultima equagdo € x; = 1.

Portanto, para que ao fim de 4 anos tenhamos 1 UMC quanti-
dade de peixes, a tinica possibilidade é que a populagdo inicial
jd seja igual a 1 UMC. S¢ reforca o fato, que ja sabiamos, de
que a funcdo constante igual a UM € solucao da equagdo do mo-
delo.

Nio adianta aumentar a populacio inicial. A estratégia do pre-
feito é “furada”.
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Solucao comentada da atividade 4.3

(a) Decorrido um certo intevalo de tempo ¢, o gato se encontra
no ponto
P = (x,y), e o rato no ponto Q = (0,vr). Mostre que

t:;/xa\/1+[y’(x)]2dx.

Y E como 0Q = vt, conclua que

0]
(b) Mostre que y = —

X
2 iepera=y-yx @i

Derive a equacgdo (4.15) e mostre que

com ¢ =v/o.

(c) Fazendo a mudanca de varidvel p = y’ obtenha uma equacio
diferencial separavel, e resolva-a.

(d) Determine entdo y = y(x)

(e) Determine em que condigdes o gato alcanca o rato. Calcule
em que ponto do eixo y 0 encontro ocorre.

Solucao:

(a) No instante ¢ apds o inicio da persegui¢do, o gato estd no ponto
(x,y) da curva de perseguicdo €, que vamos supor ser o grafico de
uma func¢do y = y(x); e o rato, no mesmo instante se deslocou até a
posic¢do (0,vgt) sobre o eixo OY. A distancia percorrida pelo gato é o
comprimento do arco desde (a,0) até (x,y):

0€) = / Y P (4.16)

Mas, como a velocidade do gato ao longo da curva é @, temos também

€)= 4.17)
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Figura 4.13: Curva de Perseguicio.

Igualando (4.16) com (4.17), e tirando o valor do tempo ¢, obtemos

== [+,

como se queria mostrar.

(4.18)

(b) Por outro lado, seja 6 = 0(r) a medida do menor angulo que a reta
tangente ao grafico de &, reta segundo a qual o gato deve se deslocar
no instante ¢, para estar sempre apontando na direc¢io do rato, faz com

0 eixo horizontal.

00—y Vvrt—y

Acompanhando pela figura, temos 7g (1 — 0) =

t_
Ou seja, —1g(0) = 'RTZY

x
Mas7g (0) = —y'(x). Assim

X

e portanto (tirando o valor de 7):

_ =04y
VR.

t

Igualando (4.18) com (4.19):

L[ - =

(4.19)



Dai,
/ v * / 2
xy —y=—— 14y (x)]%
O Ja

e entdo, derivando com respeito a ¢ (usando o Teorema Fundamental
do Célculo), obtemos (depois de simplificar):

0 =cy\[1+Y@)P, (4.20)

comc¢=v/®. com queriamos.

(c) Fazendo a mudanca de varidvel p =y, (4.20) se escreve como

xp' =c/1+p?,

ou, na forma separada:

v _ . 4x 4.21)

Vit x
(d) Integrando os dois lados de (4.21), temos:

—In(\/1+p>—p)=cin(x) +k.

E, jd que p(a) =y'(a) =0, entdo k = cIn(a); de maneira que a solugio
de (4.21) ¢

In(v/1+p>—p) = clin(a)—In(x)]

Ou seja
a\ ¢
I+p—p— (_> , (4.22)
X

Mas xp’ = ¢/ 1+ p?. Portanto

TP
1+p= o

Substituindo em (4.22):
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ou ainda

;X c [a\c
P——P:—-(—) 5
c X \x

que é uma equacao diferencial linear ndo homogénea de primeira or-
dem para p = p(x). Sua solugdo geral é

1 .
plx) = —3 (;)C—}-kc‘a‘x‘.

Para x = a, y = 0, de modo que

1 ‘
0= 5+1<a2°.

1
Logo k= 22 e assim

G -] “23)
Se ¢ # 1, obtemos a solucéo

()_1 el 1 Ta¢x—ct! +]~<
W=7 a(c+1)] 2| l-c '

Isto é,

()_l 1 ({)C-‘rl_}_ 1 (g)c—] _}_[}
YW =741\ c—1\x '

Novamente usando que x = a =y = 0 tiramos o valor

ca
-1

E assim, para ¢ # 1,

4.24)

xc-H :| 1 |:acx—c+1:| ac

W=t [ ]-1
W=7 a(c+1)] 2| l-c 2-1

Caso ¢ = 1 (4.23) se torna
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cuja solucdo geral é

2a
z 1/a . )
ya)=0=k= ) (5 — alna), e a solugdo correspondente é
1 [x? 1
) =5 (Z —alnx) -3 (g —azna> : (4.25)

(d) Para o gato alcangar o rato duas condi¢des devem ser satisfeitas:

Primeira A abcissa x do ponto da curva de perseguicdo tem de ser
Zero.

Segunda A ordenada que dd a posicdo do rato tem de ser igual a or-
denada da curva de perseguicdo em x = 0.

Caso ¢ = 1, y(x) é dada por (4.25), e vemos que y(0) ndo esta definida.

¢ = 1 = o0 gato nunca alcangard o rato.

ac
o

Caso ¢ # 1, y(x) é dada por (4.24), e y(0) = —

Precisamos distinguir dois casos:
¢ > 1. Neste caso y(0) < 0 e o gato ndo alcangard o rato.

¢ < 1. Ai y(0) > 0 e o gato alcangard o rato, sendo que o encontro

ocorrerd quando vt = — I isto é, quando

c2—

ac

Solucao comentada da atividade 4.4

- 4 _ fu()dx. s & g, 1dy
Considere a varidvel u tal que y =e¢ ;isto é u = v -

Temos
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dy dy

e - em (1) segue que

Substituindo as expressoes de Vs g

d

= e 2 + 2 ppoute) + )

0 — futndx (uz( )+ du) Lo )< u(x)dx u(x ))—I—P(x)ef“(x)dx

— Z—Z +u?(x) + Q(x)u(x) + P(x).

Da ultima igualdade acima, segue que

d
d—z = —P(x) — O(x)u—u?.
Reciprocamente,
y:ef”(x)dx:> /u x)dx = Iny
ldy du 1 (dy 1 d%y
u(x) ydx — dx <a’x> * y dx?

o ~ u ~ . .
Substituindo as expressdes de u(x) e 7, M@ equagio de Riccati
X

du — _Pp(x) — Q(x)u — u?., temos

dx
1 /dy\? 1d2 ldy 1 (dy\?
_ (=X ) P —O(x) 2L il
y2 (a’x) +ydx2 (x) = 0(x) ydx y? \dx
Dai, )
dy dy
ke P(x)y Q(x)dx'
Logo,
d?y dy
— — 4+ P =0
12 T O+ P(x)

#5 conclufmos entdo que para resolver uma equacio linear
homogénea de segunda ordem acima, podemos transforma-
la num par de equagdes simultdneas de primeira ordem,
uma das quais € uma equacgao de Riccati:

dy/dx = uy
du/dx = —u®> — Q(x)u — P(x)
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Aula S

TRAJETORIAS ORTOGONAIS;
EQUACOES HOMOGENEAS.

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

calcular as trajetorias ortogonais a familias de
curvas dadas;

identificar e obter solucdes de equagdes homogéneas.
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INTRODUCAO

Pré-requisito:

Equacdes Nesta aula, vamos comegar a resgatar um pouco a ordem
diferenciais histérica, e estudar problemas que surgiram logo no inicio do
fundamentais: Célculo. Trata-se de problemas de determinar as “trajetdrias”
Equagdes (curvas) que cortam todas as curvas de uma colecdo segundo
diferenciais um angulo pré-estabelecido; problemas cuja solucio ja se sa-

bia obter (em determinados casos particulares) com os recursos
geometria euclidiana tradicional.

lineares de primeira
ordem, equacdes

diferenciais de .. . ..
Inicialmente, por ser tecnicamente mais simples, vamos abor-

Bernoulli, de . . .
dar o problema de obter as trajetérias que intersectam uma curva,

Riccati e - ~
o ou uma familia de curvas,segundo um angulo reto, as famosas
Separaveils. . ) . .
trajetorias ortogonais; e, completando o estudo, obter as tra-
jetdrias que intersectam uma curva, ou uma familia de curvas,
segundo um angulo agudo ou obtuso.
Cuidado!

A palavra “curva”
estd sendo
empregada no
sentido geral. Uma
linha reta é uma
curva. Ndo estamos
exigindo que
curvas sejam linhas

“encurvadas”.
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#5 Todas as curvas serdo consideradas como gréficos de fun-
¢oes, ou figuras que podem ser decompostas em pedacos

de graficos.

Em 1692, apenas oito anos apds sua
primeira publicacdo a respeito do
Célculo Diferencial, Leibniz publi-
cou um pequeno artigo na Acta Eru-
ditorum (um periddico especiali-
zado da época, com o titulo interes-
sante de “Acdes dos Eruditos”). O
artigo prometia uma nova aplicagio
e uso da andlise do infinito (leia-
se do Calculo Diferencial). Dois
anos mais tarde ele deu seqiiéncia
aquele artigo com mais uma “nova
aplicacdo e uso do calculo diferen-
cial”. Os dois artigos eram devo-
tados ao mesmo problema, a saber:
obter um algoritmo para calcular a
curva que em cada um de seus pon-
tos tangenciava uma das curvas de
uma dada familia: a assim chamada
envoltéria. N@o era a primeira vez
que as envoltdrias apareciam.

O conceito j4 tinha se manifestado
pelo menos desde 1644 nos estudos
de Torricelli a respeito de balistica.
Torricelli tinha demonstrado que to-
das as pardbolas balisticas que sao
as trajetérias de balas de canhdo
atiradas segundo diferentes angulos
de elevacdo com a mesma veloci-
dade inicial e segundo um mesmo
plano vertical) tangenciavam uma
pardbola fixa. Essa pardbola é a
“pardbola de seguranga”, pois ela
define o alcance do canhdo. Trata-se
da envoltéria da familia de pardbolas
balisticas. Também Huygens, em
sua teoria da luz, tinha feito uso ex-
tensivo das envoltérias. Assim, o
conceito ndo era realmente novo. O
que era novidade era o emprego do
Cilculo Diferencial (o “algoritmo
de Leibniz”) nesse problema a res-
peito de familias de curvas.



anos entrou para o servico politico do
Eelitor de Mainz. Seu estudo “a sério” de

seis anos quando foi enviado a Paris numa
missdo diplomdtica. Durante sua estadia
(quatro anos) em Paris, ele concebeu as
principais caracteristicas a respeito do

ter sido devotada principalmente a Lei e a
Diplomacia, o alcance de suas
contribui¢des fundamentais - em areas tao
diversas quanto Matemdtica, Filosofia, e
Gottfried Leibniz Ciéncia - provavelmente nunca foi

1646 - 1716 igualado por nenhum sibio posterior.

TRAJETORIAS QUE SE CORTAM PERPENDICULAR-
MENTE

Atencao!

O problema das trajetérias ortogonais foi proposto, pela primeira vez,
por Johann Bernoulli, no ano de 1694, quando ele pediu a Leibniz que
considerasse a seguinte questao:

“Conhecidas as posi¢cdes de um ndmero infinito de cur-
vas dadas, ache a curva que intersecta todas elas segundo
angulos retos.”

Bernoulli afirmou que o problema lhe era familiar ha
muito tempo, e comentou que tinha recomegado a pen-
sar nele ao deparar com um artigo de Leibniz, de 1694, a
respeito da envoltéria de familias de curvas. Ele motivou
o problema das trajetdrias ortogonais referindo-se a teoria
ondulatéria da luz de Huygens proposta no livro Traité de
la lumiére (1690); 14 os raios de luz sdo vistos como as
trajetorias ortogonais as frentes de onda, e assim, Johann
Bernoulli sugeria que métodos de calcular trajetdrias orto-
gonais a familias de curvas seriam importantes para deter-
minar os raios de luz. Bernoulli s6 tinha conseguido resol-
ver o problema para alguns casos particulares, como por
exemplo o de certas familias de pardbolas, e assim ele es-
tava pedindo a Leibniz que descobrisse uma regra analitica
geral para calcular tais trajetdrias, andloga a que ele havia
obtido para cdlculo das envoltdrias.

Gottfried W Leibniz com a idade de vinte

Matemadtica ndo comecou senfo aos vinte e

Cilculo. Apesar de sua careira profissional

2
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Definicao 5.1.

Duas curvas que se cortam num ponto P, e que possuem retas tangentes
em P, sdo perpendiculares , ou ortogonais, quando essas retas tangentes
fazem um angulo reto.

Figura 5.1: Curvas que se cortam ortogonalmente em um ponto

Do curso de Algebra Linear, sabemos que as retas 77 e T, sdo perpendicula-
res, se e sO se

Claramente, se y = m (x) é a equacdo diferencial satisfeita pelos pontos da
curva 61, entdo y’ = —1/my(x) € a equagdo diferencial satisfeita pelos pontos
da curva ortogonal %5.

[ Exemplo 5.1. ]

Use a defini¢@o de ortogonalidade para verificar que a “reta” y =x e o
“semicirculo” y = /1 — x2 sdo ortogonais no ponto (v/2/2,v/2/2).

Solugiio: Basta observar que:

1. O ponto (v/2/2,1/2/2) pertence tanto a reta y = x, quanto ao
semicfrculo y = v/1 —x?;

2. a inclinacdo da reta y = x, no ponto (v/2/2,v/2/2), é igual a
1, e a inclinagdo da reta tangente a y = v/1 —x2 , no ponto

(v2/2,7/2/2), é igual a -1;

3. o produto das duas inclinagdes € igual a —1 e entdo as duas
curvas sio ortogonais no ponto (v/2/2,v/2/2)
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-15

Figura 5.2: Curvas ortogonais no ponto (v/2/2,/2/2).

Exemplo5.2. |

Calcule a familia de trajetérias ortogonais a familia de elipses:

2 y2—1
a2

A figura abaixo exibe uma elipse genérica da familia.

\/

Figura 5.3: Elipse da familia b*x? + a*y* = a®b?.

Solucdo: Primeiramente, usando derivagdo implicita, calculamos a in-

clinacdo de cada reta tangente em cada ponto das elipses da familia
dada:
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2 2,
Ex%—ﬁyy =0.

b2
y=-= (f) (5.1
as \y

A equagdo (5.1) € a equagdo diferencial da familia que contém a elipse
dada.

O que nos da

As curvas que seccionam todas as elipses da familia ortogonal-

mente sdo solugdes de
2

= (X) 5.2
Y=\ (5.2)
A equacio (5.2) € uma equagdo separdvel, cuja solucdo geral € (verifi-
que!)

y= AxI”

sendo A um pardmetro real.

As figuras abaixo exibem algumas situacdes possiveis, de acordo com
os valores relativos de a e b.

e Se a = b, trajetdrias sdo semi-retas emanando da origem.

e Se a > b, trajetdrias sdo pardbolas com vértice na origem, e
eixos paralelos ao eixo das abcissas

e Se a < b, trajetdrias sdo pardbolas com vértice na origem, e
eixos paralelos ao eixo das ordenadas

\J

Figura 5.4: Trajetérias ortogonais, caso a = b.



Figura 5.5: Trajetérias ortogonais, caso a > b.

Figura 5.6: Trajetérias ortogonais, caso a < b.

Atencao!
Os exemplos a seguir, mostram como o procedimento sistemdtico para
calcular as trajetdrias ortogonais a uma curva, se estendem, de maneira
natural, ao cdlculo de trajetérias ortogonais a todas as curvas de uma
familia, indexada por um pardmetro

Exemplo 5.3.

Determine a familia de trajetérias ortogonais a familia de pardbolas
2
y=cx

Solucdo: Repetimos o “método”, na forma de um conjunto de regras:

1. Primeiramente, calcula-se a inclinacdo da reta tangente a um
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ponto genérico de uma qualquer das curvas da familia. Observe
que, para aplicar este método, é muito importante que as cur-
vas sejam vistas como grdficos de fungcdes y = y(x), definidas
implicita ou explicitamente derivando a equacgado da familia com
relagdo a x, obtemos: dy/dx. Como procuramos uma equagio
diferencial para a incinagdo das derivadas ela ndo pode conter
pardmetros, assim, se necessario, elimina-se o pardmetro no sis-
tema formado pela equagdo da familia e a equagdo para dy/dx,
obtendo a equacdo diferencial dos coeficientes angulares das
curvas da familia dada da forma dy/dx = f(x,y)

2. Repetindo o raciocinio do inicio desta se¢do, temos que a e-
quacdo diferencial das inclinacées das retas tangentes as tra-
Jetorias ortogonais é dada por dy/dx = —1/f(x,y)

3. A familia de trajetdrias € obtida como o conjunto de solugdes
da equacdo diferencial das trajetérias ortogonais.

Aplicando este “roteiro” ao exemplo que estamos examinando, te-
mos que a varidvel y é dada como fungdo explicita de x, a saber:
y = cx?. Derivando (explicitamente) a equacdo da familia, obtém-se
dy/dx = 2cx. A seguir vamos (se possivel) eliminar o pardmetro no
sistema

y=cx?

y =2cx

Da primeira equagio calculamos ¢ = y/x?. Substituindo em dy/dx ob-
temos dy/dx = 2.(y/x*).x = 2y/x.

Consequentemente a equagcdo das trajetorias ortogonais ¢é
dy/dx = —1/(dy/dx) = —x/(2y). Essa equag@o é separavel, e, de-
pois de integrada diretamente, obtemos as solu¢des 2y*> + x> =k, o
qual identificamos como uma familia de elipses, centradas no ponto
(0,0), com eixos paralelos aos eixos coordenados.

> <

Figura 5.7: Trajetérias ortogonais 4 familia de pardbolas y = cx?.



[ Exemplo 5.4. ]

Calcule as trajetorias ortogonais a familia y = ce*.

Solucdo: Tem-se, pelo algoritmo:

y=ce* = y =ce
= y = %)ex,poisc:—
e y/:y
1
e y,:——
dy 1
e — = ——
dx y
= ydy=—dx
== /ydyz—/dx
2
— %——x—i—c
— Y +2u=c,

onde ¢ é um parametro real arbitrario.

y

wk

X1

Figura 5.8: Trajetérias ortogonais a familia y = ce”.

Atividade de auto-avaliacao 5.1

Calcule as trajetdrias que cortam fodos os circulos da familia (i.e, da colecdo)

X +y? =R ReR—{0} ortogonalmente.
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[ Exemplo 5.5.

Mostre que a familia

x2 y2

T
a2+l+b2+/l

onde a e b sdo contantes dadas, é “auto-ortogonal”. Tais curvas sdo denomi-
nadas curvas confocais.

Solucio: Consideremos a equacao

x2 y2
= 42 1. 53
a2+l+b2+/l (5-3)

A equacdo acima é equivalente a

2 32
2 + sy = L
a’+ A (a>+ 1)+ (b*—a?)
Dai, segue que
2 2
2x + 3 - 7y = 1
a’+ A (a>+A)+ (b*—a?)
2x 2yy
= =0
2L @A)t )
/
I Yy
a>+ A (@>+A)+ (> —a?)
L e (@®+2)+ (b*—a?)
x %%
ey Ry R e 2
= =
X yy yy
11 2 p?
= @) () =T
Xy yy
/ 2_b2
= (@) () -
xYY yy
22
a —b")x
s @)
X+ yy
Segue disso que
az—bz)x
P+r = (+A)+ (b —a :(7+ b —d?
@+2)+ 02 -a) = C 0 )
_ (a2 —bz)x—l- (b2 — az) (x+y) _ (b2 — az) yy
x+yy x+yy
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Substituindo as expressdes de a® + A e b? + A em (5.3), segue

2(x+yy) | Y (x+wy)
2

o
—
-
a
O
=
() | yetw) n
b2

X
=1
(a*>=b*)x ~ (b*—a?)yy
= 2 +
(a2=b%) (B> —a?)y <
y -
= (x+yy’)<2 b2+(a2—b2)y’>_1 <

De onde obtemos a equagio
(x+») (0 —y) = (a®—b*) Y. (5.4)

1
Substituindo y’ por -y segue

(Vx—y) (x+yy) = (@® = b%)y

que € precisamente a equacgdo (5.4). Portanto, a equacio (5.4) repre-
senta sua prépria familia de trajetérias ortogonais.

[ Exemplo 5.6. ]

2

Mostre que a familia €’ := y* — 2cx = 2. é “auto-ortogonal”.

Solucdo: A equacio diferencial da familia ¢ € calculada por eliminagao
do pardmetro ¢ no sistema

V2 —2ex—c?=0

%( 2 _2ex—c?) =0.

Ou seja, eliminando ¢ no sistema:

V> —2ex—c?=0
w=c,

obtemos a equacao diferencial
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y(')*+2xy —y=0. (5.5)

A equacdo diferencial (5.5) € a equacdo diferencial associada 4 familia

C.

Por outro lado, usando novamente a técnica de “substituir y por —1/y/,
calculamos a equacgdo diferencial associada a familia de trajetdrias or-
togonais:

Temos:

(=1 +2x(=1/y)—y=0 <= y—2xy —()’y=0
= y(/)’+2xy —y=0.

Entdo a equacdo diferencial da familia de trajetdrias ortogonais a ¢ é

y(')*+2xy —y=0. (5.6)

Observando que (5.5) = (5.6), concluimos que % € auto-ortogonal.

A figura abaixo exibe algumas curvas da familia 4, ou de sua
familia ortogonal, € claro:

Figura 5.9: Trajetérias da familia auto-ortogonal %.
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EQUA(;ﬁES DIFERENCIAIS HOMOGENEAS é}
=
Definicao 5.2 (Equacoes diferenciais homogéneas). 8
=
Uma equagdo diferencial homogénea é uma equagao da forma n
d
2-6() -
X X S
onde F é uma funcio definida em U C R> — R e x # 0 em todos os <
pontos de U.
Exemplo 5.7. ]
(Y
dy ~Yy—xcos (—)
A equagdo i fx é uma equacdo homogénea em
U=R?—(0,x).
dy Y xeos (X) y y y
De fato, observamos que —— = — X T ps? (—) =f (—) .
dx X X X X
Teorema 5.1.
A mudanga de varidveis
v=2,
X

definida em qualquer regido onde x # O,transforma a equacdo homogénea
(5.7) em uma equacéo fundamental, ou numa equacdo de varidveis separadas.

Demonstragdo
p=2 = y =v+xv/. Substituindo em (5.7), obtemos xv' = F (v) — .
X

Se Vv F(v) = v entdo a equagdo xv' = F(v) — v se reduz a xv' = 0. Como
estamos supondo x # 0, a equagio se torna V' = 0, uma equagio fundamental,
cujas solugdes sdo v = c; ou seja y = cx.

Se vy tal que F (vg) # vo, entdo, por continuidade F (v) # v para todo v numa

d d
vizinhanga W de vy. Paratodove W xv'=F(v)—v <= 2
F(v)—v x
que é uma equagio separada .
CQD

Exemplo 5.8.

Resolva as seguintes equagdes homogéneas:

, Xty
Tox

L.y
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2. 2y—xy'=0
dy 4y—3x
Tdx 2x—y
Solucao:

Observem o padrao: Em todos os itens, a primeira coisa que fazemos é
escrever a equagdo na forma padronizada da equacdo homogénea; a saber:

1-r()

Em seguida fazemos a mudanga de varidveis v =y/x (de onde y = vx e
consequentemente y = v+ xv'.)

Substituindo na equagdo original, ela se transforma numa equacdo separavel
( na varidvel v). Apoés resolver essa equacdo separdvel, faz-se a mudanca
inversa, para obter a resposta em termos de y.

Obs: Para simplificar as contas, vamos supor, nestes exemplos, sempre
regides onde x > 0, e onde as expressdes, na varidvel v, que aparecem nos
dominios do logaritmo sdo positivas.

Xty
—

I.y

).
x’

Forma padrdo: y = 1+

e v=y/x; Y =v+x/;

equacao separavel/separada:

Vi=1/x;

solucdo geral da equacgdo, em v:

v =In(cx);

Solucdo geral em y:
y=uxlncx.

2. 2y—xy' =0.

e Forma padrao: ZX —y' =0
X
e v=y/x; Y =v+x/;
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e equacdo separdvel/separada:

V/

1
— = -
14 X

e solucdo geral da equagdo, em v:

vV =cx;
e Solucdo geral em y:
y=cx’.
dy 4y—3x
Tdx 2x—y’
(verifique cuidadosamente as contas e simplificacoes)
d 4y/x—3
e Forma padrdo : _ L;
dx 2—y/x

e v=y/x; Y =v+x/;
e equacdo separdvel/separada:
2—v 1

—dv=—dx;
v242v—3 Y X o

solucdo geral da equagdo, em v, por fragdes parciais:

v—1 1/4_ .
v+3 -

Solucdo geral em y:
ff YTX
y—+3x

EQUACOES HOMOGRAFICAS

[ Exemplo 5.9. ]

Calcule as trajetdrias ortogonais a curva conica (em posicdo geral)

ax2+2bxy—|—cy2+2dx+26y—|—f= 0
Mais uma vez vamos aplicar nosso método de calcular trajetorias ortogonais:
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Equacgaoes
Homogrdficas

Este nome provém
de uma
transformacao
geométrica do
plano, cuja
exploracéo e
relacdo com as
equagoes
diferenciais esta
além do contetido

destas aulas.
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1. Utilizando derivagdo implicita, procuramos uma equagao diferencial

de primeira ordem para a qual a familia de conicas define implicita-
mente solucdes:

Derivando implicitamente a equacao da conica em posicdo geral:

2ax+2b(y +xy') +2cyy +2d +2ey’ =0

de onde
,  ax+by+d

_bx+cy+e

. Escrevemos entdo a equagao diferencial da familia de trajetdrias orto-

gonais
,  bx+cy+e

— 5.8
y axtbytd (5.8)

também chamadas de equac¢oes homograficas.

. Asequacdes /] =bx+cy+e=0ely =ax+ by+d =0 representam

retas no plano cartesiano. Essas retas podem ser paralelas ou concor-
rentes.

b ¢
{1 e £y serdo paralelas se e s6 se — = b Isto &, se e s6 se b = ac.
a

. Consideremos a possibilidade »*> = ac, e d # 0 Vamos distinguir os

casosb=0eb #£0.

e b=0<=ac=0
- Suponha que a =0 e ¢ # 0. Entdo a equacio (5.8) se reescreve

como
_ote

d b
que é uma equacdo diferencial linear ndo-homogénea de pri-
meira ordem para y como fungio de x.

- Suponha que a # 0 e ¢ = 0. (5.8) se reescreve como

’ e

Y T ax+d’

que € uma equacao diferencial fundamental.
- Suponha agora a = ¢ = 0, de modo que (5.8) se reduz a

r_ ¢
y_d’

que é uma equacao trivial.

e Suponha b # 0. Lembremos que isto equivale a

2=k
a b

. Portanto b = ka e ¢ = kb e a equagio (5.8) toma a forma

,  kax+kby+e
 ax+by+d’



ou seja
k(ax+by)+e
R 5.9
Y ax+by+d (5:9)

A equacgio (5.9) sugere a mudanca de varidveis

z=ax+ by,
. 1
de maneira que y:E(z—ax),
dy l(dz )
—=———a).
dx b\dx

Substituindo na equacdo (5.8)
l(dz )<_kz+e
b\dx ‘)7 z+d

o () e

G1(2)

isto é

que é uma equacdo separavel (na varidvel z como fungdo de x).

Observe que, neste caso, as equacdes bx+cy+e=0eax+by+d=0
representam retas concorrentes.

O sistema
bx+cy+e =0
ax+by+d =0

possui uma dnica solucdo:
xo=H, Yo=K

Obs : Fazendo a mudanga de varidveisx =X +H e y =Y + K, temos

X=x—H, Y=y—K, (5.10)
e pela regra da cadeia,
dy dY dy dx d dy d dy dy
= _ 22 _ ek 2 S x—H)=1-21=X
X dy v ax o max! )=t T a

Substituindo x e y por X + H, Y + K e dy/dx por dY /dX na equacio
,  bxtcyte

= , obtemos
ax+by+d

isto é
bX+cY+bH~+cK+e
—_———

av _ 0
dX  aX+bY+aH+bK+d’
N————’

0
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Assim a equagao diferencial das trajetdrias ortogonais se reduz a

d_Y B bX +cY
dX ~ aX+bY

De fato,
bX+cY X(b+cY/X) b+cY/X

aX+bY X(a+bY/X) a+bY/X
Trata-se de uma equagdo homogénea nas varidveis X e Y. Facamos
entdo a mudanca de varidveis:

Y
Vzi,
i.é,
Y=VX;
de maneira que
ay —V+de
ax dx’
Dai
V+de _b+cV
dX a+bV’

a qual se reescreve como uma equacio de varidveis separdveis:

av 1/X
dX ~ 1/(—=abV2+ (c—a)V+b)

Exemplo 5.10.

Resolva
dy 2x+3y-—1
dx  4x+6y+4
Solucao:
Temos

2 3
det<4 6>—12—12—0

Fagcamos a mudanga 2x 4 3y = ¢. Entéo
1
=—(t—2
y=30-2

dy 1 [dt 5
dx 3 \dx
Substituindo na equagao
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Integrando

ou

e como t = 2x+ 3y,

4x+6y+ 18 In(14x+21y+5) =49x+k

2y —15x+6 In(14x+21y+5) =k

1 /dr 5) r—1
3 \ dx 2t +4
dt 3t—3 7t+5
dx 2t+4 2t +4

2t+4
7t+5

2 18/7
<?+7t+5> dt = dx

dt = dx

2 18
—t+—In(Tt+5)=x+c¢

7 49

20+ 18 In(7t+5) =49+ k
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Atencao!

Um dos fundadores do estudo moderno de aerodinamica foi o matematico
Nikolai E. Zhukovskii, nascido em 1847. Em sua tese de mestrado (Mos-
cou - 1876), entitulada “Cinematica de um Fluido”, ao estudar o pro-
blema das trajetérias de um fluxo bidimensinal em uma vizinhanga de
um ponto onde as componentes da velocidade se anulam, Zhukovskii se
deparou com o problema de estudar o comportamento das curvas inte-
grais da equacao

@ __ax+by

D ot dy (ad —bc #0),

em vizinhangas da origem, e deu uma classificacdo dos pontos criticos de
tais equacgdes.

Equagdes do tipo acima, e outras mais gerais cujos coeficientes sdo
funcdes racionais de x e y, foram estudadas por Poincaré em seus arti-
gos fundamentais, dos anos de 1881 a 1886, que inauguraram um novo
campo de estudo de equacdes diferenciais: a chamada teoria qualitativa
de equacdes diferenciais.

Nao vamos, neste curso, penetrar nesta vasta area da Matematica. O co-
mentario acima serve apenas para chamar a atencdo sobre a importancia
das equacdes que sdo fungdes racionais (i.e, quocientes de polindmios)
nas varidveis x e y. Poincaré, na verdade, considerou primeiramente
equagdes lineares (com coeficientes racionais e/ou algébricos), e depois
equagdes nao-lineares, para as quais - via de regra - nao sabemos calcular
solucdes explicitas.

Atividade de auto-avaliacao 5.2

Calcular a equagdo da curva ¢ : y = f(x) que satisfaz a seguinte propriedade:
em cada ponto de €, o comprimento do segmento da perpendicular tracada
da origem a reta tangente naquele ponto é igual ao modulo da abcissa do
ponto de tangéncia

€.y=f(x)

)

=]
=
=

Figura 5.10: Figura para a atividade 5.2.



Resumo
Nesta aula, aprendemos que:

e As trajetdrias ortogonais (perpendiculares) a uma familia de cur-
vas cuja equagdo diferencial é

Y =f(xy)
é a familia de curvas que satisfazem a equagdo diferencial
Y =-1/f(xy);

o As equacoes homogéneas sao as equagdes que estdo, ou podem
ser reduzidas a forma .
/ .
v-r(2):
X

e A mudanca de varidveis v = y/x transorma uma equacdo ho-
mogénea numa equagao fundamental, ou numa equagao separada.

e As equacdes da forma
, _ax+by+c
YT It ey+ f’
ao chamadas de equagdes homogrdficas e se reduzem a
1. equagdes fundamentais ou separdveis (se b> = ac),

2. equacdes homogéneas (se b> # ac).

O QUE VEM POR Af:

Na préxima aula, continuaremos o estudo de familias de curvas que se
cortam, examinando os casos de intersecdes obliquaas e “intersecdes” se-
gundo angulos rasos. Lembrando o que foi dito no final da aula 4: os métodos
desenvolvidos, servirdo como balizas, que nos guiardo para os métodos nu-
méricos e resultados gerais sobre equagdes diferenciais de primeira ordem,
obtidos a partir do século XIX.
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SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA.

Solucio comentada da atividade 5.1

seja P(x,y) = (x, f(x)) um ponto genérico de um dos circulos da familia, que
ndo seja um dos pontos (£R,0) em cujas vizinhangas ndo podemos pensar
no circulo como definindo uma fungéo y = f(x).

Seja m o coeficiente angular da reta tangente ao circulo em P. Claramente
m=y.

Calculamos y' derivando implicitamente a equacio x> +y> = R*:
X+ =R = 2&+2yy=0

’ X
= y=-=.
y

Entio os coeficientes angulares das curvas ortogonais sdo dados por

que € uma equagao linear homogénea de primeira ordem, e tem para solugdes
Ly« 2
y= cel ¥ ¢
y=ce"M = +cx,

Com excecdo dos pontos (—R,0) e (R,0), qualquer outro ponto do circulo
pode ser considerado como um ponto do grifico de uma funcdo derivdvel:
x+— £+/R? — x2. Para fixar idéias, consideremos a raiz quadrada positiva:

A inclinagdo da reta tangente no ponto P de cooordenadas (x, v R% —x2) é

d
dada por d—\/Rz—)c2 -
x

RZ — 2
Ou seja a inclinagdo da reta tangente em P €

dy _
=) 5.11)

Pelo que acabamos de ver, a inclinacio da reta tangente a curva perpen-
dicular ao circulo no ponto P é

2 = 1/ (xfy) =/ (5.12)

Para calcular essas curvas perpendiculares, basta resolver a equacio (5.12).
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Temos

d
d—z:y/x < dy/y=dx/x

<~ Iny=Inx+k
<~ Iny=Ilnx+Inc=Incx

0 que nos d4, finalmente,
y=cx,

a colecdo de todas as semi-retas partindo da origem, com a excegdo das con-
tidas no eixo das ordenadas (que na equagdo das curvas perpendiculares cor-
respondem a x = 0). Uma andlise & parte, permite que incluamos o eixo
vertical na colecdo de “trajetdrias ortogonais”, e o problema estd resolvido.

Figura 5.11: Trajetérias ortogonais 4 familia de circulos x> +y? = R?.

45 Para enfatizar, as trajetérias ortogonais foram desenhadas em linhas
pontilhadas, excetuando os eixo coordenados. Isso ndo é necessario
pois a relacdo “cortar perpendicularmente” € simétrica, no sentido de
que se € ¢é (familia) ortogonal a 2, entdo Z é (familia) ortogonal a
% . Pense nisso!

Solucao comentada da atividade 5.2

num ponto arbitrdrio P = (xg,y0) € € a equagio da reta tangente é

Y —yo = (x0) (X —x0),
ie,
Y (x0)X — Y +[yo — ¥/ (x0)x0] = 0.
A distancia do ponto (0,0) a reta tangente em P é

d— lyo — ' (x0)x0]
1+ [V (x0)]?

CEDER]J
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O problema nos informa que d = |xp|. Dai:

xo| = lyo — ' (x0)x0]

V1D (x0)]2
Como (xp,yo) é um ponto arbitrdrio da curva ¢, podemos abandonar o indice
6‘077.
Elevando os dois lados ao quadrado :
P14/ (2)] ="+ (0] =20y (x).
Depois de simplificar, obtemos:
2=y 20y (x) = 0;
que € a equacdo diferencial que modela o problema.

Trata-se de uma equacdo homogénea, pois podemos reescrevé-la sucessiva-
mente como

Ou seja,
,_ /)P -1
y=— (5.13)
2(y/x)
Usando a mudanga de varidveis v = y/x em (5.13), temos uma nova equagdo
na varidvel v:

;o V-1
v+axy = >
Simplificando,
2vdv  dx
T+v2 x
Esta dltima equacg@o € de varidveis separaveis.
Assim,
N
1412 x
Dai,

In(1+v?) = —Inx+k, k = constante.

Fazendo k = In k, obtemos que

In(1+V*) +Inx=Ink, k = constante > 0,

ou ainda que
x(14+1?) =k.

Recordando que v = y/x, obtém-se que
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2
k
1+5 ==
X X

Finalmente, escrevemos a equagdo da curva solucdo na forma
X+ y2 = kx,

a qual é facilmente reconhecivel como sendo a familia de circulos com cen-
tros nos pontos (k/2,0) e raios = k/2.
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Aula 6

TRAJETORIAS TANGENCIAIS;
EQUACOES ESPECIAIS.

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

Calcular trajetorias tangenciais associadas a e-
quacoes diferenciais com solucdes singulares e
obter suas solucoes completas;

identificar e obter solucdes das equagdes de
Clairaut e D’ Alembert-Lagrange.
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Pré-requisitos:
Aulasde 1 a4,
cursos de Célculo I
ell.
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INTRODUCAO

Nesta aula introduzimos as trajetérias tangenciais € nos propomos a se-
guinte questdo: calcular a curva (ou familia de curvas) que é tangente as
curvas-solugdes de uma equacao diferencial. Este problema leva as nogdes
de solugdo singular e de solugdo completa, como definidos na aula 1. As
solugdes singulares de uma equacdo diferencial sdo curvas que intersectam
tangencialmente (em oposicdo a ortogonalmente) todas as trajetérias que
compdem solucdo geral da equacio.

TRAJETORIAS TANGENCIAIS E EQUACOES COM
SOLUCOES SINGULARES

[ Exemplo 6.1. ]

Consideremos a equagao diferencial

E y>0. 6.1)

Também, para cada ¢ € R, o semicirculo y = [1 — (x+ ¢)?]'/2, situado acima
do eixo das abcissas, € solugao de (6.1). De fato:

y=[-(x+e)? Y te?=1
(x4c)2=1—y? 6.2)
derivando implicitamente 2yy = —2(x+c)
2
(y/)z _ (x‘;zc)
_ 1=y
>

e, usando(6.2) :

it

')

Assim, Cada semicirculo € uma solucdo; e, além da familia de semicirculos
temos a solugdo especial y = 1.

#£5 Por um lado, a reta ¢ grafico da solugdo y = 1 &, ela prépria, uma
solucdo de equilibrio, pois, em cada ponto da reta ¢ as inclinagdes de
todas as tangentes as curvas solu¢fo sdo iguais a zero. £ é uma curva
integral de (6.1), pois y = 1 é solucdo.Mas observe que ndo é possivel
obter a solugdo y = 1 a partir da familia de semicirculos, pela simples
escolha de um valor para c.



y =1 é uma solugdo singular da equagio diferencial (6.1).

Figura 6.1: Figura do Exemplo 6.2.

Definicao 6.1.

Duas curvas que passam por um ponto P, e que possuem retas tangentes
concidentes em P, sdo ditas curvas tangentes em P. Neste caso, também
podemos dizer que as retas respectivas tangentes fazem um angulo
a=0rd.oux=rmrd.

Figura 6.2: Exemplo de curvas tangentes na origem.

A Figura 6.2 mostra duas curvas (pardbolas) tangentes na origem. A tan-
gente comum as duas curvas € o eixo horizontal. Observe que também pode-
mos podemos dizer que o eixo horizontal e qualquer uma das pardbolas sao
curvas tangentes.
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Atencdo!

Observe que, na
defini¢do ao lado, o
parametro p estd
sendo usado para
distinguir as curvas
da familia €’; € ao
mesmo tempo esta
sendo usado para
designar um ponto

sobre a envoltodria.
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Definicao 6.2 (Envoltorias).

Seja A C R, um intervalo; e G : R? x A — R uma familia de curvas
planas indexada por p; Isto é, para cada p = pgy € A, fixado, a equacio

Gpo(x,y) =0 - G(x,y, po) define uma curva plana.

Também escrevemos G(x(po),y(po)) = 0.

Agora deixemos p variar, e suponhamos que, para cada p, a curva
Gp(x,y) = 0 ¢ suave, no sentido de que VG(p) # 0. Isso significa que a
curva definida por G, (x,y) = 0 tem um vetor tangente nao nulo em cada
ponto.

Uma envoltéria y da familia de curvas G, dependente do pardmetro p,
é uma curva ¥: A — R2, p > y(p), que nio pertence a familia, e que
satisfaz as seguintes condigoes:

i)V p, oponto y(p) € Gp;

ii) ye G, tém a mesma reta tangente no ponto y(p).

[ Exemplo 6.2.

Lt \ .

(a) Familia de retas y = (b) Pardbola y = x?, en-
2px — p? voltéria da familiay =2px —
2
p-.

Figura 6.3: Familia de retas e sua envoltéria

Queremos calcular (se possivel), as envoltdrias de familias parametrizadas de
curvas.

O primeiro problema é saber se existe algum critério para decidir se uma
familia tem ou ndo envoltdria(s), sem precisar desenhar as curvas da familia
e verificar visualmente, o que, alids, € um procedimento muito precdrio, alta-
mente sujeito a falhas, e portanto inaceitdvel como garantia de existéncia.

O Exemplo 6.3 sugere que existe uma relacio entre envoltérias de familias
de curvas que satisfazem uma determinada equagdo diferencial e solugdes
singulares da equagdo. E interessante observar que a solucdo singular do
Exemplo 6.3 ndo foi obtida como solu¢do de uma equacio diferencial.



45 “Euler estava bem consciente da existéncia do que agora conhecemos
como solucdes singulares de equagdes diferenciais. Essa existéncia
tinha sido observada em [pelo menos] dois trabalhos que surgiram em
1736, um dos quais era a sua Mechanica sive Motus Scientia Analy-
tice Exposita - A Mecdnica Exposta como Ciéncia Analitica do Movi-
mento [Euler 1736].No segundo volume dessa obra, Euler ndo s6 da
dois exemplos de equacdes com solucdes singulares, como também
dd uma regra para calcular tais solugdes . O outro trabalho publicado
em 1736 que menciona solugdes singulares € do matemadtico Clairaut,
que trata da solucdo de vérios problemas geométricos sobre curvas
que satisfazem certas relagdes expressas por meio de equacdes dadas
a priori.” Ver a referéncia [5].

A questdo é que as solucdes singulares dos problemas considerados, e de
muitos outros, estio relacionadas a envoltdrias das familias de curvas inte-
grais de equagdes diferenciais, e podiam ser obtidas interando-se equagdes
“auxiliares”, obtidas depois de modificar as equacdes. Em 1756, Euler expli-
cou mais claramente o que ele chamou de dois paradoxos interrelacionados:
que algumas equacdes diferenciais sdo mais facilmente resolvidas quando
as derivamos uma vez mais, em vez de utilizar os métodos normais de
integracgdo, e que algumas equagdes diferenciais sdo satisfeitas por equagdes
(curvas) que ndo fazem parte de sua solucdo geral. Essas conclusdes de Euler
influenciaram profundamente grandes matemadticos: Laplace, D’ Alembert e
Lagrange, entre outros, que as aprimoraram. Nao vamos prosseguir , aqui,
com estas interessantes questoes histdricas. Discutiremos somente um pro-
blema, hoje classico, envolvendo familias de curvas, envoltdrias, solu¢oes
gerais e solucdes singulares. Antes, porém, temos um problema importante a
resolver. Um, ndo! Dois:

Obter um critério para determinar se equacao diferencial possui solugdes sin-
gulares. E, caso possua, como fazer para calculd-las? A proposicdo ( 6.1)
trata simultaneamente dessas duas questoes:

Proposicao 6.1.

Suponha que para cada p, a curva G,(x,y) = 0 é suave:

VG(x,y,p) = (g_f(x’y’p)’ %_i);(xvyvp)> 7é (070)

Uma envoltdria y da familia € € caracterizada pelas condigdes:

G(x,y,p) =0
dG _0 (6.3)
dp

Demonstragdo
Note que a segunda condi¢do da defini¢do (6.2) informa que o vetor tangente
a envoltéria, ¥ (p) = (¥'(p),y'(p)) ndo é nulo. Caso contrério ¥ ndo teria
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uma reta tangente bem definida.Considere uma vizinhanga de um ponto de
tangéncia da envoltdéria com a familia de curvas planas. Nessa vizinhanca, a
envoltdria satisfaz:

G(x(p)y(p),p) =0, com ['(p)]* + [y (p)]’=0.

Derivando a equagdo G(x(p)y(p),p) = 0 com relagéo a p:

d d

—G(x(p)y(p),p) = P

i 0] =0

Ou seja

dG dx JdG dy dJG dp
axdp aydp apap " 9

No ponto comum de tangéncia, devemos ter:

VG(x(p)y(p)) - (¥ (p),y'(p)) =0.

Dafi a soma das duas primeiras parcelas em (6.4) € zero. Restando

G
— =0. 6.5
ap (6.5)
A equacgdo (6.5) fornece uma segunda condi¢@o que deve ser satisfeita por
todos os pontos de tangéncia.

O sistema
G(x,y,p) =0
8_G _0 (6.6)
ap

tem duas equacdes e trés incognitas x, y e p. Se pudermos expressar as duas
primeiras em termos de p teremos exatamente um sistema de equagdes pa-
ramétricas para a envoltéria y. Entdo ja sabemos o que fazer para determinar,
caso seja possivel, a envoltéria de uma familia.

Falta examinar sob que condigdes € possivel expressar x e y em termos de p
no sistema (6.6).

E quem nos da garantias nessa parte da histéria é o Teorema das Fungdes
Implicitas: poderemos expressar x € y em termos de p no sistema (6.6) se o
determinante de derivadas parciais

G. G,

GPX GI’Y

for diferente de zero.

166 CEDERJ



[ Exemplo 6.3. ]

Determine a(s) envoltéria(s) da familia de circulos centrados no eixo dos
2
x, definida por G(x,y, p) = (x — p)? +y* — %

Solugiio: Pela proposigéo (6.1), basta eliminar o pardmetro no sistema

2
(x=p)*+y? = %
J 2, .2 P2
—(x— ——= =0.
2 (x=p)"+y" =3
A segunda equacao nos da
—2(x—p)—p=0,

de onde
p=2x.

Substituindo na primeira equagio
(x—2x)% +y* = 24,

De onde tiramos
2
Y =x,

que identificamos imediatamente como o par de retas y = +x.

y

Figura 6.4: Figura do Exemplo 6.4.
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Atencao!

Dada a familia de curvas (derivdveis) G(x,y, p) = 0, se

Gy - Gpy — Gy - Gpx # 0 para todos x,y,p, entdo a familia possui en-
voltdria(s) e o sistema

G(x,y,p) =0
G
ap

permite calcular as equacdes paramétricas (x(p),y(p)) das envoltdrias.

[ Exemplo 6.4. ]

Refazendo o Exemplo 6.2: Calcular as solucdo singulares de

1—y?
(y/)z = y—z’y #0.

Vimos que G(x,y,¢) = (x+c)?>+y?> — 1 era a equagio de uma familia de
circulos que satisfaziam a equacao (aqui o pardmetro é representado por c).
Temos G, = 2(x+c¢), Gy =2y, Gex =2 e G, = 0. Portanto,
(GxGex — GyGey) =2(x+¢)-0—-2-2y=4y #0.

Entdo a familia possui envoltérias, cujas equacdes sdo dadas pelo sistema

(x+c)?4+y>—1 =0
d
Sclx+e?+y* 1] =0,

isto ¢,
(x+c)?+y*—1 =0
2(x+¢) =0.
Entdo, (x+¢)? = 0 e, portanto, (substituindo na primeira equagio) y> — 1 = 0.

Obtemos, entdo, as duas envoltérias y = 1 e y = —1, concordando perfeita-
mente com os resultados obtidos anteriormente.

Atividade de auto-avaliacio 6.1

Desenhe algumas curvas da familia de circulos de centros nos pontos (p,0)
e raios p. Calcule, caso exista(m), sua(s) envoltoria(s).
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Atencao!
Familias de curvas possuindo envoltdrias ja tinham “marcado presenca”,
e vinham sendo exploradas desde a pré-histéria do Calculo.

Aqui vdo algumas sugestdes de temas para examinar:
procure na Internet artigos relacionados as histdrias de:

e A pardbola de seguranca de Torricelli,
e 0 reldgio solar isoclinico;

e frentes de onda luminosas, de Huygens;

e 0 péndulo isécrono (Huygens de novo)

AS EQUACOES DE CLAIRAUT E DE D’ ALEMBERT-
LAGRANGE

Nesta se¢cdo vamos, por meio de um exemplo, relacionar a no¢do geomé-
trica de envoltoria de uma familia de curvas, com a nogao algébrico/analitica
de solugdo singular de uma equagdo diferencial.

[ Exemplo 6.5. ]

Um segmento de comprimento unitdrio, situado inicialmente no primeiro
quadrante, se move (sem escorregar) apoiado nos eixos coordenados. Obte-
nha a equacdo da (ou equagdes paramétricas para a) curva que € tangente ao
segmento em cada instante.

Suponhamos que a curva é um grafico, e portanto tem equacdo da forma

y=fx).

Figura 6.5: Segmentos deslizando sem escorregar
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Baseados na Figura (6.5), calculemos a equacfo da reta tangente a y = f(x)
num ponto (xo,yo). Claro que essa tangente vai conter um dos segmentos da
familia dada. A equacdo da tangente é:

Y —yo = f'(x0)(X — xo).

As intersecdes dessa reta com os eixos coordenados sdo os pontos
A= (XA,O) eB= (O,YB)Z

xof (x0) —
A:Y =0~ —yo = f'(x0)(Xa —X0) ~ Xa = M,

1" (x0)

B:X=0~Y = f(xg) —&—f/(x())(—xo) ~+Yp =Yyo —X()f/(X()).
A seguir acrescentamos a informagéio de que d(A,B) = 1:

(Xof/(xo) — o

: 2
70x0) ) + (yo—x0f"(x0))” = 1.

Efetuando as contas:

(yo —x0f" (x0))? (f’()lco)z + 1) =1

/ f(x0)?
(yo —xof (x0))* = %
Assim,
o / f/(xO)2
yo = xof (x0) + T+ ()

Essa é uma relagéo que deve ser satisfeita em cada ponto de tangéncia (xo, yo)
pelas cordenadas do ponto e pelo coeficiente angular da tangente da curva
y = f(x) naquele ponto. Podemos abandonar o indice inferior “0”:

o | f(x)?
y_xf ()C)+ 1_|_f/(x)2’
o [y/]z
y=x' 6.7)

Uma equacdo diferencial de primeira ordem da forma

Ou ainda

Definicao 6.3.

y=xy'+g()

em que g é uma funcdo derivavel em um intervalo /, é chamada equacdo
de Clairaut.
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[ Exemplo 6.6. ]

A equagio (6.7) é uma equacdo de Clairaut.

A questdo agora é: Calcular as solu¢des de uma equagado de Clairaut.
Solucoes da equacao de Clairaut:

Temos: 4 4
y(x)=x—y+g( y) (6.8)

Derivando (6.8) conm relagdo a x:

dy _dy  d  (dy\d,
dx_dx+xdx2+g dx ) dx?’

que, depois de simplificar e fatorar, da:
dy\] d%y
0= "= =
{x—&—g (dx)] dx?

Claramente temos duas possibilidades:

d?y

= 6.9

3=0. 6.9)
ou 4

xtg (—y> —0. (6.10)
dx

A possibilidade (6.9) implica que

dy

— =c. 6.11

¢ (6.11)

Substituindo (6.11) em (6.8), obtemos uma solu¢ao geral da equacao de
Clairaut:

y(x) =cx+g(c). (6.12)

Identificamos (6.12) como uma familia a um parametro de retas.

Falta examinar a possibilidade (6.10). Veremos agora que esta possibilidade
estd associada a existéncia de uma envoltdria da familia (6.12).

De fato, reescrevendo a familia y(x) = cx + g(c¢) sob a forma
G(x,y,¢) = y(x) —cx—g(c); e aplicando o critério do determinante de de-
rivadas parciais
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Gy y
#0,
[ cy
temos:
—c 1
=140,
-1 0

o que garante que a familia (6.12) possui envoltérias.

Pela proposi¢do (6.1), as equagdes paramétricas da(s) envoltdria(s) sdo as

solucdes de:
y—cx—g(c)=0 6.13)
—x—g'(c) =0.

Agora observe: (6.13) é precisamente o sistema de equacdes paramétricas
da envoltdria das curvas integrais que formam a solugdo geral da equacgao de
Clairaut!

Vamos resumir:

1. A solugdo geral da equagdo de Clairaut (6.8) é

y(x) = ex+g(c).
Cada reta da solugdo geral € uma isoclina da equacéo de Clairaut.

2. A envoltéria da familia y(x) = cx+ g(c) é definida parametricamente
por
x(c) =—¢'(c)
=—cg'(c)+g(o).
Para completar, observamos que a curva envoltdria “é” uma solucdo singular
da equagdo de Clairaut, pois ndo pode ser obtida atribuindo-se um valor ao
parametro que ocorre na solugdo geral.

Exemplo 6.7. ]

Calcule a solug@o completa da equacdo

x(Y) =y(y)*+1=0.

Solugio: Certamente ndo pode existir uma solugdo tal que y =0 em
algum ponto xg. Caso existisse, teriamos
xo[Y (x0)]° — y(x0) [y (x0)]* + 1 = 0, 0 que implicaria 1 = 0.

Podemos entdo dividir a equagdo por y' e isolar y, obtendo
y=yx+ 1%
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que identificamos como uma equagdo de Clairaut.
Conservando a notagdo da definicdo (6.3), vem que g(y') = (y/) 2.

Assim g'(y') = —2(y')3, e de acordo com o método de solucio de
equacdes de Clairaut, temos a solucdo geral:

1
y-CX-Fg,

e a solucdo singular, de equacdes paramétricas:

x(c) =2¢73
y(e)=2cc 3 +c2=3c"2

Eliminando o pardmetro ¢, obtemos a equacio cartesiana da solug¢io
singular
27x% —4y* = 0.

A EQUACAO DE D’ALEMBERT-LAGRANGE:

Como j4 observamos anteriormente, o Célculo Diferencial e Integral, e as
Equagdes Diferenciais, surgiram com a necessidade de associar equacdes a
curvas (e, posteriormente, a superficies). Na verdade as equagdes desempe-
nhavam apenas um papel intermedidrio. Tipicamente ao tentar determinar
uma curva a partir de propriedades que ela devia satisfazer, buscava-se dedu-
zir uma equagio diferencial que a representasse (um modelo matemdtico com
equagdes diferenciais). A partir da equacdo procurava-se entdo determinar
as curvas integrais. Somente depois de feita uma constru¢do geométrica da
curva integral, esta passava a ser considerada um objeto matematico legitimo.
Pois bem, com o Calculo aumentou dramaticamente o repertdrio de equagdes
que podiam ser associadas a curvas. As equagdes agora podiam ser equacdes
diferenciais. Entretanto permanecia a ideia de que sempre era preciso dar
uma construcdo geométrica para as curva integrais de equacao diferencial.

Algumas décadas se passaram até que a Matemdtica mudasse de ponto de
vista. Pelos meados do século XVIII, praticamente j4 se tinha abandonado
a exigéncia validar uma curva por meio de uma constru¢do geométrica. Se,
ao estudar um problema, fosse possivel modeld-lo por meio de uma equagéo
algébrica, ou diferencial, ficando implicito que, no caso no caso de equagdes
diferenciais,elas sempre tinham solucdes. Entdo nada mais natural do que
considerar a questdo do cdlculo de fodas as solugcbes de uma equacdo dife-
rencial. Esta era uma questao crucial na segunda metade do século dezoito.
A equagdo de Clairaut, e as que Euler tinha obtido para modelar questdes
de Mecanica, mostraram que algumas solucdes ndo faziam parte da solugéo
geral. Isto certamente era um grande problema (Euler chamou de paradoxo)
que podia prejudicar a prépria ideia de representar uma curva por meio de
uma equacdo; ja que poderiamos ter equacdes para as quais nao soubéssemos
calcular todas as solugdes. Justamente nesta época comecou a procura por

CEDERJ 173

2



Equacoes Diferenciais | Trajetérias tangenciais; Equagdes Especiais.

174 CEDERIJ

métodos sistematicos para calcular as “solucdes completas” de equagdes di-
ferenciais. Muitos matematicos, além de Clairaut, Euler, d’ Alambert, La-
place e Lagrange se ocuparam dessa questao.

Neste contexto, surgiu a equacdo ordindria de primeira ordem da forma

F(y)x+G()y=H({) (6.14)

que € linear tanto na varidvel dependente x quanto na varidvel independente
v, mas ndo € linear na varidvel ', ligada ao nome de J.L. Lagrange. Tirando
o valor de y (dividindo ambos os lados por G(y')) , obtemos a equagio na
forma

y=rf0"x+3g0),

onde f = —F/G e g = H/G, forma sob a qual é mais conhecida. Note que
o0 processo de escrever (6.14) na forma y = f(y')x+ g(y'), s6 é vdlido nas
regides em que G(y') # 0. Esta equagdo também tinha sido estudada por J.
d’Alembert, e as vezes é chamada de equacdo de D’Alembert/Lagrange.
Como caso especial das equagdes de d’Alembert/Lagrange (quando
f(') =) reobtemos as equagdes de Clairaut. E, também como as equa-
¢oes de Clairaut, elas possuem solucdes singulares calculdveis(pelo menos
em tese) .

Definicao 6.4.

Sejam f,g : R — R funcdes derivaveis. Equagdes da forma

y=xf(")+g0') (6.15)

sdo conhecidas como equgdes de d’Alembert/Lagrange.

CALCULO DE SOLUCOES DA EQUACAO DE
LAGRANGE:

Repetimos o argumento usado com a equagao de Clairaut:
Derivamos os dois lados de (6.15) com relag@o a x, para obter

Y =N %+ f0)+8 6"
que é uma equacio que s6 contém y' e derivadas de ordem superior.
Faga p = y'. A equagfo se torna:

d d
y=p=/f(p) +xf’(p)d—l; +g’(p)d—1;-

Ou seja,

D (of () +2'(0)) = p— £ ()



d
Suponha que V p, p # f(p) entdo d_p # 0; e o Teorema da Fungdo Inversa
X

garante que podemos definir x como fun¢io de p, e que essa inversa € de-
rivavel, com derivada dada por

dx 1 f(p) g'(p)
a_ 1 _ 6.16
dp 4 P10 1) (€10

uma equagio linear para x em termos de p.

Uma vez obtida a solu¢do x = x(p) de (6.16), usando (6.15) , calculamos

y(p) =x(p)f(p)+g(p)

A solucdo de (6.15) é expressa na forma paramétrica

x=x(p)
y=f(p)x(p)+8(p)-

[ Exemplo 6.8. ]

Calcule a solugdo de

dy dy\*
=x(1+-=2 =) .
r=(1+3)+ (%)

Solucao:

d
Seja d—y = p. A equac@o apresentada ¢ uma equacao de Lagrange
X
com f(p)=1+peg(p)=p* Temos p— f(p) =p—1-p=—1#£0.

Conforme visto acima, x = x(p) satisfaz a equag@do

dx _ f(p) g'(p)
dp p—f@f+p—f@Y
isto €, J
X
% =—1-x—2p.

Uma solucdo desta linear é

x(p) =ce ? —2p+2.

Para calcular y em fun¢do de p, basta substituir a expresssdo de
x(p) acima na equacdo y = x(1 + p) + p?, o que nos d

¥(p) = (ce™”=2p+2)(1+p)+p°.
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Assim, a(s) solucdo(des) da equagdo apresentada é(sdo) definida(s)
pela curva parametrizada por

{ x(p) =ce?—2p+2
y(p) =(ce?=2p+2)(1+p)+p’

Atividade de auto-avaliacao 6.2

Calcule as solugdes da equagao

y=xpT/2+2).
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APENDICE

CAMPOS DE DIRECOES. CAMPOS DE VETORES.

Lembrando que dy/dx é interpretado como inclinacdo da reta tangente

ao grdfico da fungcdo y=y(x), nesta se¢do comegaremos a discutir mais sis-
tematicamente a “interpretacdo geométrica” das equacdes diferenciais nor-
mais de primeira ordem, estendendo esta interpretacdo para o caso em que
y(x) é solucdo da equagdo y' = f(x,y), mesmo que ndo tenhamos resolvido
explicitamente a equagdo. E também quando a tangente a curva que de-
fine implicitamente as solucoes é uma reta vertical. Diremos genericamente,
que a fungdo f(x,y) mede, em cada ponto (x,y), a inclinagéio da reta tan-
gente ao gréfico da solucdo que passa por aquele ponto. Calculando o valor
f(x,y) em virios pontos no dominio U C R? onde estd definida a fungio f,
e desenhando em cada ponto (x,y) um pequeno segmento de reta, ou um ve-
tor unitdrio, que chamaremos de o elemento linear, e cuja reta suporte tem
inclinac¢d@o f(x,y), a figura resultante serd chamada de campo de direcées da
equacdao diferencial dy/dx = f(x,y).
O ponto chave da interpretagdo é que cada curva integral que passa por
um ponto deve ser tangente ao segmento desenhado naquele ponto. Atual-
mente, o uso de calculadoras e/ou sistemas computacionais é praticamente
indispensdvel para efetuar as construgdes de campos de direcdes.

Frequentemente a varidvel independente x na equacdo diferencial
y = f(x,y) € interpretada como sendo o tempo. Neste caso, um problema
fundamental € analisar como as curvas-solu¢des evoluem a medida que o
tempo passa. E comum entdo substituirmos o segmento tangente em cada
ponto de uma curva integral por um vefor tangente unitdrio, isto é um seg-
mento orientado. O sentido do vetor tangente indica a evolucdo temporal da
curva-solucdo “em cada ponto”. Com o auxilio de ferramentas computaci-
onais, consegue-se representar graficamente campos de vetores e as curvas
imagens das solucdes.

Na Figura 6.6, ilustramos a ideia: desenhamos varios elementos lineares,
em diversos pontos do plano xy, e também a curva integral que passa por um
ponto selecionado do eixo das ordenadas.

Figura 6.6: Campo de vetores com uma curva integral

As curvas que sdo
imagens das
solucgdes também
sdo chamadas de
curvas integrais
ou trajetorias
integrais
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[ Exemplo 6.9.

Campo de diregdes da equagio diferencial dy/dx = 2x°.

Solucao:

Na Figura 6.7 desenhamos algumas curvas solucao e os corresponden-
tes campos de direcoes para a equacdo diferencial
dy/dx = 2x* .

Note que, neste exemplo, podemos integrar a equacao diferencial, ob-
tendo a solucdo geral

2
y(x) = §x3 +c.

Se tragarmos retas perpendiculares ao eixo-x, cada uma delas intercep-
tard todas as curvas da familia de solug¢des segundo um mesmo dngulo.
Mas, cuidado! O angulo mudard de acordo com a reta vertical.

Figura 6.7: Algumas curvas integrais da equacio diferencial y = 2x?

Vejamos mais alguns exemplos de campos de vetores e curvas integrais, de-
senhados com ajuda de softwares computacionais:
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Figura 6.9: Campo de vetores e curvas integrais da equacdo diferencial

y/:1+xy2
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40 diferencial

Campo de dire¢des e curvas integrais da equag

Figura 6.10
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Definicao 6.6 (Solucoes de Equilibrio).
As solugdes de equilibrio de uma equagdo autonoma, caso existam, sao

as solugoes da equacdo y' =0

45 Claramente, as solugdes de equilibrio sdo as solu¢des da equacio

fy)=0

[ Exemplo 6.10.

Calcule as solugdes de equilibrio da equagdo de Riccati

Yy =y +y+2=0.

Solucao:

Temos f(y) =y*—y—2de modo que f(y) =0<y=—1,ey=2.
Vemos assim que as solucdes de equilibrio da equagdo proposta sio as
funcdes constantes y=1e y =2.

Atividade de auto-avaliacio 6.3

Calcule, caso existam, as solugdes de equilibrio das equagdes y' = 2y — y?
ey -3¢ =0

Resumo

Nesta aula voc€ aprendeu alguns métodos geométricos muito Uteis na
visualiacdo de solugdes de equacdes diferenciais. Merecem destaque:

e as trajetdrias de inclinacdo nula;
e envoltdria de uma familia de curvas a um parametro;

e solucdo singular de uma equacio diferencial de primeira ordem
(a solug@o associada a envoltéria da familia de curvas que define
uma solucdo geral da equagdo)

Vocé aprendedeu, em particular, a reconhecer e obter solucdes para as
equacdes de Clairaut e de Lagrange, que nos introduziram o método de
substitui¢oes e derivagdes como forma de calcular solugdes de equagoes.

O QUE VEM POR Af:

Os métodos empregados para obter as solugdes singulares das equagdes
de Clairaut e de Lagrange, que as vezes ainda sdo chamos de “metodos de
derivagdo e substitui¢do serdo utilizados para obter solucdes de algumas
equagdes diferenciais particulares, e, principalmente, serdo usados, desde as
primeiras secdes da Aula 7, para justificar porque, no estudo das equagdes
diferenciais ordindrias de primeira ordem, normais, podemos nos limitar as
equagdes da forma y’ = f(x,y).
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SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA.

Solucao comentada da atividade 6.1

Figura 6.11: Figura do exemplo 6.7

Usando a proposi¢do (6.1), formamos o sistema

(x—p)?+y*=p?

d
E(x—p)2+y2—p2=0-

A segunda equagdo nos da
—2(x—p) - 2p = 05

de onde x — p = —p, e portanto (substituindo x — p por —p na primeira
equacdo) obtemos x = 0.

Concluimos que o eixo vertical, é a envoltéria da famiilia de circulos

(x—p)*+y*—p*.

Observe que o eixo x = 0 é uma envoltdria vertical da familia de circulos.
Constatamos entdo que o “algoritmo” é bastante geral. Ele possibilita o
célculo de envoltdrias que nao sdo fungdes.

#5 Observe que cada circulo da familia, tangencia todos os outros no
ponto (0,0). Entfo, a primeira tendéncia seria de dizer que cada
circulo €, ele mesmo, uma envoltéria. Entretanto lembramos que a
definicdo (6.2) exige que as envotdrias sejam curvas que ndo per-
tencam a familia; e o algoritmo da proposicdo (6.1) calcula a(s) en-
voltéria(s) definidas em (6.2).
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Solucao comentada da atividade 6.2

Trata-se de uma equacio de Lagrange, com f(y') = [y/]? e g(y/) = 2.

Sendo y' = p, as solugdes para p = 0,2, de —p?/2 = 0 dio origem a duas
solugdes
y=2x+1 e y=0

da equac@o original. Se p # 0,2 entdo aos equagdes paramétricas (pardmetro
p) das solugdes restantes sdo (x(p),y(p)), onde

dx p 2

— = X
dp p_%z p—

I |"t7M

cuja solugdo é

Solucao comentada da atividade 6.3

Com relagio 2 equagdo logistica y = 2y —y? = —y(2 —y), as solucdes de
equilibrio sdo as fungdes constante s cujos graficos passam pela origem e
pelo ponto (0,2).

A equagio y' — 3¢’ = 0 ndo possui solu¢des de equilibrio, pois a equagio
3¢¥ = 0 ndo tem solugdes.
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Aula 7/

METODOS NUMERICOS;
TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

Calcular solucdes aproximadas para a equacao
y = f(x,y) pelo método de Euler e de Heun;

Identificar o Teorema de Existéncia e Unicidade
de Solugdes, e reconhecer sua importancia na te-
oria de equagodes diferenciais.
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Pré-requisitos: -
Aulas de 1 a 6; INTRODU(;AO - UMA AULA FUNDAMENTAL

cursos de Calculo I

ell e IIl. n

Atencao!
Nesta aula, apresentaremos o teorema mais importante de todo este curso
de Equacdes Diferenciais: o Teorema de Existéncia e Unicidade de
Solucoes de Equacdes normais de primeira ordem, brevemente T.E.U.
Vamos aborda-lo aos poucos. Na verdade, tudo o que fizemos até agora
culmina neste teorema.

Existem muitas versdes e generalizagdes desse resultado fundamental.
As demonstragdes dessas versdes ndo fazem parte do programa deste
curso,entretanto € essencial conhecer o enunciado, e os principais passos
da demonstracio de (pelo menos) uma delas, além de saber empregi-la
adequadamente. Trabalharemos com a versao que o matematico francés
Charles Emile Picard, propds em 1890.

Este estudo ¢ apenas uma primeira abordagem, necessariamente simpli-
ficada e incompleta. Entretanto ele nos ajudard a ter uma visdo mais
unificada do material estudado.

O quadro da Figura 7.1 resume os principais tipos de equacgdes que estuda-
mos até agora, indicando algumas relacdes de dependéncia entre elas:

dy
dx

+p)y=4q(x)
Equagdes lineares

B F(y/x) % +f(x)y = g(x)y"

dx

Egs. Homog.

Eq. de Bernoulli

dy _ . fax+biy+e dy _ 3
dx 7ﬁ(a2x+b2y+cz) dx 7a2(x)y +cz1(x)y+au(x)
Egs. Homogrdficas Eq. de Riccati
Figura 7.1:

#£5 As setas indicam que, por exemplo, as equagdes de coeficientes ho-
mogéneos e de Bernoulli se reduzem respectivamente a equacdes se-
pardveis e a equacgdes lineares de 14 ordem, as quais - por sua vez - se
reduzem a equacido Fundamental.

aix+byy+c )

d
Observacdo semelhante vale para as equacdes Y _F (
dx ax+byy+c;

e para as equacdes de Riccati.

#£5 ATENCAO! O diagrama pode levar a pensar que, por exemplo, o
conjunto das equagdes de Riccati ndo tem elementos comuns com o
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conjunto de equagdes separdveis, ou que o conjunto das equacdes se-
pardveis é disjunto do das lineares de primeira ordem. Isso ndo é
verdade. Existem exemplos de equagdes que podem ser classificadas
de vérios modos. Basta lembrar das equacdes de Bernoulli de coefi-
cientes constantes.

Nesta aula, comecamos a abordagem de questdes mais gerais; isto €, ndo es-
pecificas de tipos particulares de equagdes diferenciais.
Note que auséncias notdveis, no quadro-resumo acima, sio as equagdes de
Clairaut e de Lagrange. Nos desenvolvimentos que seguem, apresentare-
mos outros exemplos de equacdes que ndo sdo de nenhum dos tipos vistos,
mas que podem ser resolvidas utilizando o mesmo método usado para obter
solugdes das equagdes de Clairaut e de Lagrange.
E muito importante observar que o processo utilizado para construcéo de
solucdes ds equacdes especiais, de Clairaut e Lagrange, serd usado para,
sob hipdteses razodveis, “reduzir” o estudo da equagdo diferencial de pri-
meira ordem geral.:

F(x,,)') =0, (7.1)

ao das equacdes normais; onde € possivel “tirar o valor de” y em funcdo de
x e de y na equacdo (7.1):
Y =f(xy), (1.2)

Atencao!
Nesta e nas proximas aulas, examinaremos mais cuidadosamente as se-
guintes questdes:

1. “Ao considerar as equagdes normais,(7.2), estamos restringindo
demasiadamente a teoria de equagdes diferenciais de primeira or-
dem?

2. E possivel calcular solugdes (completas) para quaisquer equacdes
diferenciais normais, ou equivalentes a equac¢des normais?

EQUACOES REDUTIVEIS A EQUACOES NORMAIS

5 Partindo da equacio (7.1), suponha que podemos explicitar uma das
varidveis em termos das outras duas. Temos trés possibilidades:

Y =fxy) (1)
F(x,5,y)=0 y=fxy) (1)
x=f(y) (1)

Observacdo
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ESTUDO DA EQUACAO (I1):

Partindo da equagdo (1) : y = f(x,)’), e imitando o procedimento usado
para calcular as solucdes da equacdo de Clairaut, fazemos a substitui¢do
y' = p, construindo uma familia a um pardmetro:

y=f(x,p) (7.3)

Derivando a equagdo (7.3) com relagio a x, obtemos a equacio

y__9f, Afdp

YEr=E et o ar (7.4)
a qual é uma equacgao diferencial de primeira ordem para a varidvel p.
A solucdo geral de (7.4) é uma expressio
p=9(x0). (7.5)
Substituindo (7.5) em (7.3), chegamos a
y=[f(x0(x,c)), (7.6)

que é a solugdo geral para ().

Exemplo 7.1. ]

Determine uma solugdo geral e as solugdes singulares (caso existam) de
dy\* dy
- (—y> a2yt 1.7)
b

Solugio: Facamos a substitui¢do y = p. A equagdo (7.7) se reescreve
como

2 X
Derivando (7.8) com relagdo a x:
dp d
—op I
p pdx xd p+Xx;
isto &,
d
d—i(Zp—X) =2p—x
Dai,
d
Py
dx
ou
2p—x=0.



Suponha que dp/dx = 1. Temos

d
—p:1:>p:x+c
dx
dy
s — =
ar xX+c
2
:>y:3+CX+C1.

45 Trata-se da equagio de uma familia de curvas a dois pardmetros.
Todavia, essa familia s6 satisfaz a equacdo diferencial (7.7) se
c1 = ¢?/2. (Mostre isso!)

Portanto, obtemos a solu¢do geral

C2

2
y23+cx+3 (7.9)

para a equacdo (7.7).
Suponhamos agora que 2p —x = 0.

Entdo p = x/2. Portanto, dy/dx = x/2. Dali, conclui-se facilmente que

y= %2+C2. (7.10)

Todavia (7.10) s6 € solugdo de (7.7) se ¢, = 0.

Portanto, as solugdes de (7.7) sao

(3]

2

X c _
cx+ 5 solucdo geral,

y=5+
x? A
y=7 solugdo singular.

ESTUDO DA EQUACAO (I1]):

Com algumas adaptacdes, o procedimento utilizado na equagio (I1) pode ser
usado para resolver a equagéo (I11):

Partindo de
x=fy),

fazemos a mesma mudanga de varidveis y' = p, produzindo a familia a um
parimetro

x=f(y,p) (7.11)

d 1
Derivando (7.11) com relagdo a y, e substituindo d_x por — obtemos uma
y 4

CEDERIJ 187




Equacoes Diferenciais | Métodos Numéricos; Teorema de Existéncia e Unicidade

188 CEDERJ

equacdo diferencial para p e y:

dx 1 _df dfdp

“@_2_9 , 974p 7.12
dy p dy dpdy (7.12)

Observe que (7.12) € uma equacgio diferencial de primeira ordem para p como
funcdo de y.

Suponhamos que sua solugdo geral possa ser calculada, obtendo
p=v(c) (7.13)
Substituindo (7.13) em (7.11) obtém-se

x=fnv,c)), (7.14)

que é uma solugio geral de (I1I1).

Exemplo 7.2. ]

Resolva

3
(@> —y=ux. (7.15)

d
Solucao: Facamos p = d_y A equacdo se reescreve como
X

x=p -y
Derivando com respeito a x:
d
1=3p2% .
X
isto €,
d
322l -, (7.16)
dx

Mas observe que
dp _dp dy _dp
dx dy dx dyp‘

Substituindo em (7.16), simplificando e separando varidveis, obtemos

3p3
p+1

dp = dy, (7.17)

que € uma equagio separavel.



Uma solucdo de (7.17) é

3 3p?
y=p —T+3p—3ln(p+l)+c. (7.18)

E como x = p> —y, entdo

3
x=p’— p3—5p2+3p—3ln(p+l)+c :

Isto €,

3
x:§p2—3p+3ln(p+l)—c. (7.19)

Eliminando o parimetro p nas equacdes (7.18) e (7.19), obtemos e

(y=p>—x=p=yx+y).

3
39x+y+3In(Yx+y+1) :x—§3 (x+y)2+ec. (7.20)

A equagdo (7.20) define implicitamente as solu¢des y = y(x) da equag@o
(7.15).

ANALISE DAS SOLUCOES DAS EQUACOES (II)
E (1)

Voltemos, por um momento, aos cdlculos efetuados para a obtencgdo de solu-
¢oes das equacdes (I1) e (II1):

Em determinados momentos, precisamos asssumir que as equagdes (7.4) e
(7.12) tinham solugdes. Essas hipdteses certamente precisam ser analisadas
com muito cuidado. Nao s6 ndo temos garantia de que saberemos produzir
as solugdes de (7.4) e (7.12), como sequer sabemos se tais equagdes possuem
solu¢des. Em um dos exemplos, construimos solugdes gerais e solu¢des sin-
gulares. Em outro, s6 construimos, aparentemente, solugdes gerais. E fica-
mos sem saber se também existiam solugdes singulares.

#5 Em alguns casos, podemos garantir que (7.2) e (7.12) possuem solu-
d d
¢odes. Por exemplo, se, em (7.4), —f # 0 e se ambos —f e —f forem
dap dp ox
fungdes s6 de x, entdo (7.4) € uma equacdo linear para p em termos
de x, que certamente possui uma solugéo geral.

Mas, convenhamos, estamos fazendo muitas exigéncias!

OK! Ent@o vamos relaxar um pouco e pedir somente que

f
3, %0
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d
Neste caso, podemos tirar o valor de d—p em (7.4):
x

dp 1 of

Agora, se pudermos garantir que (7.21) tem solugdo...
Mas veja! A equagdo (7.21) é da forma

dp
il 7.22
Ix g(x, p), (7.22)

que é precisamente uma equagdo do tipo () . Escreva y no lugar de p, e f no
lugar de g.

Por sua vez, a equagdo (7.12)

I df dfdp

p dy dpdy
pode ser reescrita como

(LD 2o,

dy p dp dy
—_—
M(y,p) N(y,p)

d
M(x,y) +N(x,y)d—z =0. (7.23)

Na Aula 8 vamos nos dedicar as equagdes desse tipo.

Observe, em particular, que toda equagdo normal y = f(x,y) pode ser posta
na forma (7.23):

Y
- 1 ==0.
fy)+ 1
M(xy)  NO)

E, reciprocamente, toda equacdo (7.23), pode ser escrita na forma (I), em
vizinhangas de pontos (xo,yo) tais que N(xg,yo) # 0:
dy  M(x,y)

dx  N(x,y)’

Vemos assim que as equagdes (I) sdo de importancia fundamental. A existén-
cia de solucdes das equagdes (II) e (III) dependem da existéncia de solucdes
da equacio ().



Atencao!
Nosso estudo das solugdes de equacdes de tipos (IT) e (III) colocou em
realce a necessidade de garantir a existéncia de solucdes de equacgdes
normais.

Isso, de certa forma, ja é uma pista do porqué a maioria dos textos de
Equagdes Diferenciais iniciam o estudo de equagdes diferenciais apre-
sentando - de cara - as equacdes normais. E tratando de garantir que elas
possuem solugdes.

Ao longo do século XVIII, a atencdo dos matematicos foi se concen-
trando nas questdes mais gerais, procurando resolver e obter resutados
para classes de equagdes, ou entdo investigando sob quais condi¢des uma
equagdo um determinado tipo de solucdo, ou propriedade. O estudo de
equacdes particulares de modelos especificos ndo foi deixado de lado.
Muito pleo contrario: questdes altamente especializadas t€ém origem na-
que periodo.

As questdes especificas que comegamos a tratar sdo relacionadas com a
busca de solugdes gerais, e o processo de investigacdo de existéncia de
solucdes singulares.

METODO DE EULER PARA EQUACOES
NORMAIS

Até agora, temos procurado obter métodos para calcular as solugdes exa-
tas de equagdes diferenciais, com destaque para o processo de mudanca de
varidveis, tentando transformar equagdes mais complicadas em equacdes que
tivessem “as mesmas solucdes”, e que soubéssemos resolver por integracao,
ou entdo, ap6s uma derivagio seguida de integragoes.

Infelizmente existem muitos problemas importantes em engenharia e nas
ciéncias para os quais os métodos usuais ndo se aplicam, ou sdo muito com-
plicados para usar. Nesta se¢do, vamos apresentar alguns métodos alterna-
tivos, que frequentemente sdo os Unicos disponiveis, que podem ser empre-
gado para o célculo de solu¢des aproximadas para problemas de valor inicial.
Trabalharemos no contexto simples de equagdes diferenciais normais de pri-
meira ordem.

Os procedimentos numéricos que vamos descrever podem ser executados por
computadores e algumas calculadoras. Normalmente, os valores aproxima-
dos de uma solucdo devem ser acompanhados de estimativas para os erros
cometidos, a fim de garantir uma margem de trabalho confidvel.

45 Euler ja tinha concebido diversos métodos numéricos para calcular
solugdes aproximadas de EDOs para as quais ndo se conhecia ne-
nhum processo de solucdo formal. O método mais simples que ele
inventou foi o método da poligonal de Euler, ou método da poligonal
de Euler/Cauchy que vamos esbogar nesta secao.

Euler assumia tacitamente a equagdo diferencial na forma normal, e
assumia que ela possuia solugdo. e se ocupava em calcular os va-
lores aproximados da solu¢do em cada ponto. O seu esquema de
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Observacdo

Como em varios
esquemas de
aproximagao
numérica,
precisamos

comegar com um

ponto inicial: (xg).
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aproximacao, definia uma sequéncia de valores aproximados, que po-
dia ser utilizada para obter resultados préximos do valor da solugio
exata. [2]

O método de Euler, um dos primeiros exemplos de mérodo de diferencas
finitas, pode ser descrito da seguinte maneira:

Queremos obter um valor aproximado para a solucdo da equagdo diferencial
normal y’ = f(x,y), no ponto X; i.e, queremos calcular $(X), tal que o erro
cometido

no seja muito grande.

O primeiro passo na solu¢do numérica € introduzir uma particdo pontilhada:
Divide-se um intervalo [xo,X], comegando em x( segundo uma parti¢do ar-
bitraria:

X <xp <xp < es <Xy <X =X

Traga-se uma reta passando pelo ponto (xp,yg), com inclinagéo f(xo,yo). O
valor exato da solucdo no ponto xj, isto é, o valor y(x;), é substituido pela
ordenada, y|, do ponto de intersecdo da vertical passando por x| e a reta
tangente tracada a partir de (xg,yo). Tem-se

Y1 = Yo+ f(x0,¥0)(x1 —x0)

Em seguida, pelo ponto (x1,y;) desenhamos a reta com inclinagdo f(x,y1),
que € a inclinac@o da solugdo exata no ponto de abcissa x;. O valor exato
da solugdo no ponto xy, isto €, o valor y(x;), é substituido pela ordenada, y>,
do ponto de intersecdo da vertical passando por x, e a reta tangente tragada a
partir de (x;,y7). Temos que

Vo = Y1+ f(x2,y2) (x2 — x1)

e assim por diante.

Finalmente , pelo ponto (x,_1,¥,—1) desenha-se a reta com inclina¢do
f(xn—1,yn—1) sobre a qual o ponto (X,y,) é escolhido:

)7;1 :)7n71 +f(xn717yn71)(X _xn71)~

O método pressupde que, a medida que aumentamos o nimero de pontos
da particao, os correspondentes valores y, sobre a poligonal vao se tornando
aproximagdes cada vez melhor para os valores da solucéo exata.

#5 Quando todos os subintervalos (x; —x_),k =0 ---n tém o mesmo
comprimento (a particdo € dita ser regular), é costume designar esse
comprimento pelo nome de “passo”, representando-o pela letra h. E
evidente que o passo referente ao ponto de abcissa X é dado por
h=(X—xp)/n.

Usando o conceito de passo, podemos escrever que o k-€simo valor



aproximado da solug@o no ponto x; € calculado por

Yk = k-1 +hf(—1,yk-1)-

[ Exemplo 7.3. ]

Determine a solugdo exata do problema de valor inicial

Y =xy

y(0)=1
no intervalo [0, 1]. Use o método de Euler, com i = 0,1 para calcular uma
solucdo aproximada para o mesmo problema e compare os resultados.

Solucio: A solugdo exata do PVI ¢

y(x) ="

Para aplicar o método de Euler, observamos que f(x,y) = xy,

x0=0,y0=1.
Para h = 0,1 temos a férmula (escrevendo y; em vez de ji, etc.)

Yk =Yi—1 10, Lxg—1yx—1.
Dai, para x; = xo+h =0, 1, temos
y1 =x0+0,lxgyo =1+0,1.0.1 = 1.
Para x, = xo + 2h,
Y2 =y1 40, lx;y; = 140,1.0,1.1 = 1,01.

Podemos construir uma tabela, dispondo os valores x; e y; da solu¢do

aproximada:

Xk Yk = %
0 I 0,5 | 1,10355
01 11 0,6 | 1,15873
0’2 o1 0,7 | 1,22825
- - 08 | 1,31423
0,3 | 1,0302

04 106111 0,9 | 1,41937
4 4 1 1,54711

A tabela informa que o valor aproximado(usando o método de Euler,
com passo i =0, 1) para e'/2 é 1,54711.
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O valor exato, com precisdo de quatro casas decimais, é 1,64872.

O erro cometido com as aproximagdes adotadas, € de 0,10161; o
qual pode estar dentro da margem de tolerancia, ou ser um erro muito
grande. Depende do grau de exigéncia do problema.

OUTROS METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES
NORMAIS

Uma maneira de diminuir o erro de aproximagio, quando se usa o método
de Euler, é aumentar o nimero, n, de subintervalos da particdo pontilhada do
intervalo considerado; ou, o que dd no mesmo quando a particdo € regular,
diminuir o tamanho do passo.

Exemplo 7.4. ]

Refaca o Exemplo 7.3:

{y’ = xy
y(©0)=1
no intervalo [0, 1], usando o método de Euler, com # = 0,05.
Solu¢ao: Para 2 = 0,05 temos a férmula
Vi = Yi—1+0,05x,_1yk—1.

Usando os dados iniciasi, € uma calculadora, formamos a tabela:

Xk Vk
0,45 | 1,09348
OXk 1 = 0,5 | 1,11809
0,05 | 1 0,55 | 1,14604
: 0,6 | 1,17756
0,1 | 1,0025
0,65 | 1,21288
0,15 | 1,00751
0,7 |1,2523
0,2 | 1,01507
0,75 | 1,29613
0,25 | 1,02522
0,8 | 1,34474
0,3 | 1,03803
0,85 | 1,39853
0,35 | 1,05361
0,4 |1,07204 0,9 | 1,45796
— 0.95 | 1,52357
1 [1,59594




Utilizando os dados da tabela, podemos esbocar a seguinte figura:

Figura 7.2: Comparacio entre resultados do método do Euler e a solugio
exata paraao PVIy =xy; y(0)=1; h=0,05.

Agora as diferencas entre os valores computados pelo método de Euler
e os valores exatos sdo bem menores do que as diferencas calculadas
com o passo 2 =0, 1 Figura 7.1.

Entretanto esse procedimento acarreta um custo computacional maior.

Outra maneira de melhorar as aproximacdes, isto €, ter um controle maior da
diferenca entre os valores exatos da solucdo e os valores calculados aproxi-
madamente € modificando o préprio método de Euler. Isto pode ser feito de
vdrias maneiras:

O METODO DE HEUN

Este método utiliza os valores médios de duas inclinacdes em cada subinter-
valo da partico.
Para simplificar, vamos supor a partico regular de passo #.

Comecando com o ponto xp, a ideia é tomar para valor ¥, correspondente ao
pontox| = xg + h, o ponto de intersecdo da reta vertical passando por x|, com
a reta que passa por (xg,yo) e tem como inclinagdo a média das inclinagdes
das retas tangentes a solugéio exata nos pontos (xp,vo) € (x1,y1); onde y;
representa o valor da solucdo exata no ponto xj.

Esse valor é

h
Y1 =x0+ E[f(x(]ay(]) + fx1,))-

Observe que essa ultima expressdo € problemadtica: para calcular o valor
aproximado J; precisamos conhecer o valor exato y;. O problema é que
ndo conhecemos esse valor exato. E, se conhecéssemos, entdo ndo haveria
necessidade de calcular um valor aproximado.
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Entretanto, podemos calcular, usando o método das tangentes de Euler, um
valor y.(1); e entdo utilizar esse valor y.(1) no lugar do valor exato y;. Assim,
o valor aproximado referente ao ponto x; = xo + & dado por

h
)71 =x0+ E[f(XOvyO) +f(xlay6(l)]’

Consideramos agora o segundo subintervalo: [x;,x, = x| + h]. Repetindo o
processo, vamos tomar para valor aproximado y,, correspondente ao ponto
X2 = x1 + h, o ponto de interse¢do da reta vertical passando por x;, com a
reta que passa por (x1,71) e tem como inclinagéio a média das inclina¢des das
retas tangentes nos pontos (x1,¥;) € (x2,Y.2); onde y., representa o valor da
solugdo aproximada, calculada pelo método de Euler original, no ponto x;:

Y2=x1+ g[f(xl,il) + f(x2,5e2)]-

E assim por diante. No subintervalo [x,xz;1], o valor aproximado referente
ao ponto x| = x; + h dado por

- h .
Vit = X+ 5 [ (o, ) + f (1, Ve n))]-
Vamos ilustrar o método com o mesmo exemplo, (7.3):
Y =xy
y(0)=1

no intervalo [0, 1], usando o método de Heun, com A =0,2 :

A figura correspondente é:

L L L L = X

0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 7.3: Comparacio entre resultados do método de Heun e a solugdo
exataparaa o PVIy =xy; y(0)=1, h=0,2.

Nos pontos considerados, a diferencga visual entre os valores exatos e os va-
lores aproximados é quase imperceptivel.



O TEOREMA DE CAUCHY/PICARD

Cauchy (£1820's/30’s) foi o primeiro matemético a dar uma “demonstra¢do”
existéncia de solugdes para equacdes normais, uma vez fixados os dados
iniciais: um ponto do dominio da solugdo e o valor da solugdo no ponto.
A exposi¢do de Cauchy ndo era muito clara. Ele procurou um método de
garantir a existéncia de solu¢des numéricas aproximadas, que convergissem
para uma solugnao exata, a partir de consideragdes sobre a continuidade e
continuidade das derivadas parciais da fungdo f(x,y), que definia a equacéo
diferencial. Entretanto Cauchy identificava os conceitos de continuidade e
continuidade uniforme; 0s quais sdo equivalentes apenas sobre conjuntos
compactos. Este resultado ndo existia na época em que Cauchy publicou
suas pesquisas ( por volta de 1835).

2

R. Lipschitz (1876) aperfeicoou o trabalho de Cauchy. Ele substituiu as
condicdes de continuidade das derivadas parciaisi de F' por outras condigdes
topoldgicas. Lipschitz também considerou sistemas de equagdes diferenciais
de primeira ordem. Os métodos de Cauchy-Lipschitz envolviam esquemas
numéricos, tratando da convergéncia pontual de sequéncias de aproximagdes
numéricas.

C. E. Picard, em 1890, usou o Teorema Fundamental do Célculo, para cons-
truir uma sequéncia de de fungoes, chamada de sequéncia de aproximacées
sucessivas, construida iterativamente, e provou que o limite essa sequéncia
de fungdes converge para uma solucdo da equagdo (sempre tendo sido espe-
cificado um valor inicial ).

Apresentamos, a seguir, e sem demonstragdes, os principais passos do Método
de Picard. Observe que se trata de um método construtivo, no sentido de que
ele vai- efetivamente - construindo uma sucessio de fungdes que converge
para uma solugdo (e ndo mais sucessdes de pontos, que convergem para 0s
valores de uma solug@o).

UMA APRESENTACAO DO TEOREMA DE
EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES

VIA AS ITERADAS DE PICARD Esta secdo deixa

clara a necessidade

Observacdo!

Teorema 7.1. de estudos mais

. ~ . A n m
Seja f uma funcgio real, definida em um um retangulo avangados e

Andlise ,
Z ={(x,y) : [x—xo| < a,|y—yo| <b}. Topologia, etc. ,

Suponha que f e df/dy sdo continuas em Z. para provar os

Entdo existe um niimeros o tal que o problema de valor inicial resultados que

usamos no dia a
/ .
Yy =fxy), (7.24) dia.
Y(xo) =Yo

possui uma, e somente uma solucio, no subretangulo
[xo — a;x0 + @] X [yo — b;yo+b] C Z.
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Observacdo!

As fungdes y, (x)
sdo chamadas de
aproximagoes

sucessivas ou de

iteradas de Picard.
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Pontos essenciais da demonstracao:

e Para comecar a demonstrac@o, apresentamos uma formulacao equiva-
lente ao problema de valor inicial dado. Mais exatamente, se y(x) é
uma solugdo de (7.24), entdo, integrando os dois lados com rela¢do

ao x: d .
/x %ds:/xof(s,y(s))ds,

0

de onde

¥ =yo+ / " f(5.y(s)) ds. (7.25)

Reciprocamente,se y(x) € continua e satisfaz (7.25), entéo
Y (x) = f(x,y(x). Além disso, y(xo) = yo, e portanto y(x) é uma
solugdo continua de (7.25).

e Utilizando (7.25), constréi-se a sequéncia de “aproximagdes” y,(x),
da seguinte maneira:

L. yo(x) = yo;

X
2. Ynii :yg—i—/ f(s,yn(s))ds, n>1.
X0

e A condi¢do de df/dy é fundamental para provar que a sequéncia de
iteradas converge uniformemente (um conceito fundamental da Topo-
logia) para uma fungéo y(x), que é solugio de (7.24). Com efeito,
a condigdo df/dy continua no dominio % (convexo), implica que
existe uma constante L > 1, chamada de constante de Lipschitz de f
em %, tal que

<L.

] 2L52)

Por sua vez, a constante de Lipschitz garante a unicidade da funcao
que € limite da sequéncia de iteradas.

Exemplo 7.5. ]

Calcule as duas primeiras iteradas de Picard para o problema de valor
inicial
y/ = x2 + y2
y(0)=1.

Solucao:
Temos: f(x,y) = x> +y?. Dai,



yox) = y=1

X X 3
n) = 1+/ f(s,yo(S))ds:lJr/ s2+12ds:%+x+1

2
nx) = o+/fsy1 ds=1+/s+( +s+1) ds

253 st e 5!

- 1+x+x2+7+12+30+5

[ Exemplo 7.6. ]

Calcule as iteradas de Picard para o problema de valor inicial

y =y
y(0)=1;

e mostre que elas convergem para a solucdo y(x) = e*.
Sugestao: Use o seguinte resultado do Calculo:

2 3 "
ViteR, e_1+t+ +3'+ + +...
Solucao:
Temos: f(x,y) = y. Dali,

yo(x) = y=1

X
yix) = 1+/ ds=1+x

0

X X 52
»nx) = yo+/ f(s,yl(s))ds:1+/(1+s)ds:1+x+3

0 0

X X S2 xZ x3
(@ = yo+ [ o) =1+ [ 145+ T ds=14x4 T+ 2
0 0 2 2 6

X X 2 3
ya(x) = yo+/o f(s,y3(s))ds:1+/o [l+s+%+%] ds =

.x2 X3 x4
= 1 —
+Xx+ = > +— 6 +24

2 x3 x4

() = l4x+mt =t +xn
K Y
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Observe que, de acordo com a sugestdo dada:

WA AR A
x —_— —_— —_— . .. —_— .
2 34 nl

O significa que a sequéncia de iteradas y,(x) converge para a fung¢do
x — e*; que € a solugdo do PVI proposto.

Encerraremos a discussio do teorema fundamental de existéncia de so-
lucdes com uma observagao

#£3 As duas hipétese feitas sobre a fungdo f no teorema de Picard sio su-

ficientes para garantir que existem solucdes definidas em vizinhancas
do ponto (xg,yo) (chamadas de solugdes locais) e que essas solugdes
sdo dnicas.

Se eliminarmos a hipétese de que a fun¢io derivada parcial com rela-
¢d0 a y seja continua, entdo podemos demonstrar (o matematico Giu-
seppe Peano foi o primeiro a fazé-lo) que o problema de valor inicial
sempre admite solucdo, mas agora a solugdo ndo € necessariamente
Unica.

Exemplo 7.7.

Considere o PVI:

y=y—y,  y(x)=. (7.26)

. Mostre, sem calcular a solugdo geeral, que para todo par (xg,yo) € R?,

(7.26) possui uma dnica solugdo.

Resolva explicitamente o PVI, quando xo =0 e yo — 1/3.

. Determine o dominio da solu¢ido do PVI do item 2.

Podemos concluir que de um PVI tem solucdes para quaisquer esco-
lhas de xp € R e de yg € R, isto nao significa que os dominios de todas
as solucdes seja R.

Solucao:

Temos uma equacgao “logistica’:

dy
CANNTE
I y(1-y)

Tanto f(x,y) =y —y* quanto d f/dy = 1 — 2y sio continuas em todos
os pontos de R?

Entio, para qualquer escolha do ponto (xo,yo) € R?, o PVI for-
mado pela equacgdo e pelos dados iniciais (xp,yp) tem uma solucgdo

local.



Resolvendo a equacdo diferencial do problema como equagio de
Bernoulli, chegamos facilmente a solugao

1

y= 14+ce™

Substituindo agora xo =0e yy = —1/3,

1
-1/3=——
/ 1+ced
ou seja,
1
3 1+¢
de onde tiramos facilmente ¢ = —4.

Entdo, numa vizinhanga de x¢ = 0, a funcao

1

YT e

é a tnica solucdo da equacio diferencial y' =y —y? que vale -1 quando
x=0

Observacao: Repare que a solucdo acima ndo € definida num inter-
valo que contenha o ponto x| = [n(4).

[ Exemplo 7.8. ]

Determine um aberto U C R? no qual a equagdo diferencial
(14 y%)y’ = x*> possua uma tnica solugdo passando por um ponto
(x0,y0) qualquer dessa regido.

Solucao:
2

143

(1+y7)y =2 =y =

A fungido f(x,y) = é continua em todos os pontos (x,y) tais que

x
143
1+y3 #0. Ou seja f(x,y) é continua em todos os pontos (x,y) tais
que y>+1#0. Observeque y° +1 =0 <=y = —1.

Além disso, a fungdo derivada parcial de f, com relagdo a varidvel y é

b2 3y’ e € descontinua nos pontos da reta 1
=———=.,qu u =—1.
EERCEUE ’ ’

Entio, de acordo com o teorema de existéncia e unicidade de solucdes,
para cada ponto (xg,yo) no aberto U = R* — {(x,y) | y = —1} o pro-
blema de valor inicial
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tem um tnica solucdo.

Atividade de auto-avaliacao 7.1

Assinale, em poucas palavras, um aspecto importante que diferencia o
método numérico de Euler do método de iteradas de Picard.

Atividade de auto-avaliacao 7.2

Calcule as iteradas de Picard para o problema de valor inicial

Yy =2x(y+1)
¥(0) =0;

e mostre que elas convergem para a solugdo y(x) = & 1.,

Sugestao: Use o seguinte resultado do Calculo:

t2 t3 n

t
+ =4+t —=4---
n!

f__
VteR, e =l+it o+

Atividade de auto-avaliacao 7.3

(a) Mostre que y = tg(x + c) é uma solugdo geral de y' = 1 +y?

(b) J4 que f(x,y) = 1+y? e df/dy = 2y sdo continuas em todos os pontos
de R?, entiio pelo teorema de existéncia e uicidade de solugdes, o problema
de valor inicial y/ = 1 +y?, ¥(0) = 0 possui uma tnica soluggo. Calcule
esta solucdo

(c) Explique porque a solu¢iao do PVI apresentado no item (b) ndo pode estar
definida no interalo (—x, ).
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Resumo

Nesta aula, vocé aprendeu que:

2

1. Os métodos utilizados para obter solucdes de equacdes de Clairaut
e de Lagrange se aplicam a muitas outras equacdes diferenciais
especiais;

2. Oestudo das equagoes diferenciais y = f(x,y") e x= f(y,)), pode
ser reduzido, sob condicdes bem gerais, ao estudo de equagdes
diferenciais normais y' = f(x,y).

3. no século XVIII, Euler apresentou um método iterativo para cons-
truir valores aproximados de solucdes de equagdes diferenciais
normais, admitindo que tais solugdes existiam.

4. No século XIX Cauchy, sem admitir previamente a existéncia de
solucdes, tentou estabelecer condi¢oes suficientes para garantir a
existéncia de solucdes, e de convergéncia da sequéncia numérica
de aproximagdes.

5. Virios matemdticos aperfeicoaram o resultado de Cauchy, e
forneceram condigdes suficientes para garantir de antemao a
existéncia e/ou unicidade de solucdes de equagdes diferenci-
ais normais de primeira ordem. Dentre eles, foi destacado o
método construtivo de Picard (apresentado por volta de 1890), das
aproximacdes sucessivas por sequéncias de func¢des que tendem
para a solucdo exata.

O QUE VEM POR Af:

Na préxima aula, consideraremos equagdes diferenciais associadas a cur-
vas dadas pelam intersecdo de superficies e planos paralelos a XoY; bem
como o problema inverso: determinar, se existriem, as curvas que podem se
expressadas como interse¢des de superficies que determinam as solugdes de
equacgdes diferenciais dadas a priori. Examinaremos também exemplos de
existéncia de solugdes locais, isto €, definidas somente para vizinhangas de
certos pontos.
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SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA.

Solucao comentada da atividade 7.1

Um aspecto importante do TEU é que, tendo garantido. de antemdo, que
uma sucess@o de valores ou fungdes construidas iterativamente € conver-
gente, podemos utilizar essas iteradas para calcular valores aproximados para
a solugdo exata , ou fungdes que sao aproximacgdes sucessivas para a solucao
exata. E possivel também avaliar o erro cometido a fazer tal substituico.

O método numérico fornece uma tabela de pares de pontos (xg,yx). Unindo
esses pontos, obtém-se uma linha poligonal que € a aproximacgao da solucdo
exata. E uma aproximacio seccionalnte derivdvel apenas. O método de Pi-
card permite a constru¢do direta de uma sucessao de aproximacdes sucessivas
formada por fungdes derivaveis em todos os pontos.

Solucao comentada da atividade 7.2

Temos: f(x,y) =2x(y+ 1). Dai,

yo(x) = yo=0
"X "X
yix) = yo—i—/o 2s(y0(s)+1)ds:0—|—/0 2sds = x*

"X X
) = y()—l—/o 2s(y1(s)+1)ds:0—|—/0 2s(s2)—|—1ds:x2+%
* * st 5 K8
yi(x) = y()—l—/ 2s(y2(s)+1)ds:0—|—/ 25 | =+ 1|ds=x"+=+—
0 0 2 2 6
X st )
ya(x) = y()—l—/o 2s(y3(s) + )ds—O—l—/ 2S|: —I—E—I-s +1} ds =
S N AN
N 2 6 24
W = AeiR
)= 26 24 n!
Observe que
212 213 214 21n
BRSO o O o ]
yu(x) = [x7] + 5+ 3 + TR + P
Usando a substitui¢io x> = ¢, podemos escrever:
) [x2]2 [x2]3 [x2]4 [xZ]n 2 t3 t4 "
[x]+ sttt Tt _t+2+3,+4,+ SR

Observe que, de acordo com a sugestio dada:
2 3

14+ RETRATRE + - — e
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Logo
2 B "

t
t+§+§+m+"'+a—>e—l.
Substituindo ¢ por x*:
212 213 214 21n
o X P ] 2
[x]+ s vttt e L
Isto é:
ETE A SO P ST
2 6 24 n! '

Mas isto significa que a sequéncia de iteradas y,(x) converge para a fungéo
X e — 1; que € a solugdo do PVI proposto.

Solucao comentada da atividade 7.3

(a) y =tg(x+ ¢) é uma familia a um parimetro de fungdes tais que
’r_ 2 2 _ 2
Yy =sec(x+c)l +tg7(x+c)=1+y".
Entdo € uma solugdo geral da equacdo.

(b) A solugdo que satisfaz y(0) =0 éy =rg(x).

(c) Qualquer solugdo local de um problema de valor inicial passando por um
ponto (xg,yo) ¢ uma fungio derivdvel em todos os pontos de um intervalo
centrado no ponto xj.

O maior intervalo de centro em xy = 0 onde a fungdo y = 7g(x), solugido
doPVIy =1+y* y(0)=0 é continua, é o intervalo (—7r/2,7/2). Logo
o maior intervalo de centro em xy = 0 onde a fungdo y = tg(x) ¢ derivdvel é
o intervalo (—m/2,7/2), o qual estd contido em, mas ndo é igual a (—2,2).

Dizendo de outro modo: A fungio y = rg(x) ndo é continua (portanto
ndo é derivdvel) no intervalo (—2,2). Ndo pode existir uma solugio definida
em todo o intervalo (—2,2).

Entdo nio pode ser uma solugdo do PVI apresentado.
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Aula 8 4

EQUACOES EXATAS E EQUACOES FECHADAS;
FATORES INTEGRANTES

Ao terminar de estudar esta aula vocé serd capaz de:

reconhecer e resolver equacoes diferenciais exa-
tas;

reconhecer equacoes diferenciais fechadas e cons-
truir fatores integrantes em casos especiais.
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Pré-requisitos:
Aula 7; cursos de
CalculoI eIl e III.
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EQUACOES EXATAS E
EQUACOES FECHADAS

INTRODUCAO

Na aula anterior, motivados pela questao de obter resultados gerais para
equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem:

F(x,y,y)=0

que ndo dependessem de procedimentos especiais, ou das formas particulares
das equagdes, chegamos ao Teorema de Existéncia e Unicidade de solugdes
de equacdes diferenciais normais:

y = f(x,y).

Vamos relembrar: partindo de F(x,y,y’) = 0, e admitindo que valem as
hipéteses apropriadas para “ tirar uma das varidveis em termos das outras
duas”, obtivemos trés situagdes possiveis:

o V' = f(x,y),
o y=f(x,))e
o x=f(»)y)

A primeira delas é a que temos chamado de equacdo diferencial normal de
primeira ordem. Com relagio a equagdo y = f(x,y’), fazendo a substituicdo
y' = p, e derivando em relagio a x, obtivemos a equagio

or of dfp
P= 9% dp dx’

i.e,
P=ox) T ap ax ~

que € uma equacgdo da forma

o-%) 2 -0

M)+ NG ) L ()

Procedendo de maneira andloga com relagdo a equagdo x = f(y,)’), fazendo
a substituicdo y' = p , e derivando em relagdo a x, obtivemos a equagdo

1 9f df dp

p_ dy dp dy’

1 af> of dp
——=|+5=-——=0;
(p dy) dp dy

i.e,



que é uma equacio da forma

M(y,p) + N(y.p) j—‘;’ —0. (xx)

45 Na aula precedente, quando obtivemos as equagdes (*) e (**), fizemos
as hipdteses adicionais:

N(x,p) #0 e, respectivamente, N(y,p) # 0,

e pudemos reescrevé-las como equagdes normais.

#5 Vamos agora trabalhar diretamente com equagdes diferenciais da forma

dy
M(X,y) +N(x7y) E = Oa

M,N : Uy C R2 = R; funcdes arbitrarias, com derivadas parciais
continuas, e mantendo a hipétese N(x,y) # 0.

Comecgamos apresentando uma interpretacio geométrica das solugdes de
equacdes diferenciais

M(xy) +N(xy) 2 =0, N(wy) £0

No curso de Célculo foi visto que dada uma fungio
¢:UCR*>R
a férmula

(P(xvy) =cC

define as curvas de nivel ¢ da func¢do ¢,

] \§\\
SN
.;;:;;;zz,::iz;;;».:o:o:‘:{sg&ss;gg.

X

2000
G

‘o " 20“0
358

(a) Gréfico de @ (b) Graf(p)Nz=c
Figura 8.1: Grifico cortado por planos horizontais

As projecdes dessas curvas no plano xy serdo referidas simples-
mente como curvas @(x,y) = c.

O mapa de contorno de ¢ € a colecdo das projecdes das curvas
de nivel de @ no plano xy e define um conjunto de curvas planas
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indexado por um parametro. No caso, o pardmetro € a altura do
plano horizontal que define o nivel c.

Figura 8.2: Mapa de contorno de ¢

Agora vamos inverter o problema:

Suponha que sdo dadas duas fungdes M(x,y) e N(x,y) # 0 de-
finidas em um conjunto aberto % C R%. Podemos formar a
equacdo diferencial

d
M(x,y) +N(x,y) d—i —0 8.1)

Atencao!
Resolver a equacdo (8.1) € construir um mapa de contorno tal
que (8.1) seja a equacgdo diferencial das curvas daquele mapa
de contorno.

Equivalentemente, resolver (8.1) € descobrir uma fungdo ¢ :
U C R?> = R, tal que a equacio diferencial da familia de
curvas @(x,y) = c seja exatamente (8.1).
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Definicao 8.1 (Funcdes Potenciais).

Uma fungdo ¢(x,y) € uma fungdo potencial de

o
3
=
a
o
=

se dp/dx =M e dp/dy = N em todos os pontos do aberto <
% onde M e N estdo definidas. =2
Definicao 8.2.

d
Dizemos que a equagdo M(x,y) + N(x,y) d_y =0 é exata em
x

% quando ela possui uma fungao potencial definida em % .

O préximo resultado caracteriza formalmente as solugdes de
uma equacao exata. Omitiremos sua demonstracao.

Teorema 8.1.

d
Se M(x,y) +N(x,y)d—)yc
funcdo potencial para esta equagdo, entdo a familia de curvas a
um pardmetro ¢(x,y) = ¢ define implicitamente solug¢des

d
M(x.y) +N(x,y) 2 =0.

=0 & exata em % e @(x,y) é uma

A resposta mais direta seria: exiba uma ¢(x,y).Todavia, isso
ja seria resolver a equacgdo, e o que estamos querendo saber € se
€ possivel determinar se a equagdo tem solucdes (sem precisar
resolvé-la a priori).

Definicao 8.3.
A equagdo

M(x,y)+N(x,y)y =0 M,N:UCR?>—R
é fechada na regido U se em todo ponto (x,y) € U

My(xay) = Nx(xay)'
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Teorema 8.2.

Se uma equagao
M(x,y) +N(x,y)y =0 onde M,N:U C R> — R

sdo duas vezes continuamente derivdveis, é exata na regido U
entdo ela é fechadaem U.

Demonstragdo

Usando o teorema de Schwarz sobre a igualdade de deri-
vadas parciais mistas de fungdes duas vezes continuamente de-
rivdveis, sempre que as solugdes sdo dadas por @(x,y) = ¢ valem
o.=M e @,= N, como afungio @ ¢ duas vezes continua-
mente diferenciavel, entdo

My = Qry = Py = N;.

3 ¢ e as solugdes sdo definidas por

(P(L_)’) =i

v (x,y) M)‘(xry) = Nl(xay)

Teorema 8.3.

Se uma equagao
M(x,y)+N(x,y)y =0 M,N:UCR?>—R

¢ fechada em todos os pontos de uma regido U que ndo contém
falhas ou lacunas entdo ela € exata naquela regido.

45 E importante que ndo haja lacunas na regido U porque

d
partindo da equagdo diferencial M(x,y) + N(x,y) d_y =0
X
e considerando o campo de vetores

F (x,y) = (M(x,y),N(x,y))

podemos calcular a integral de linha do campo ? ao longo
de qualquer curva (continuamente derivdvel) contida em
U.



Pois bem, fixado um ponto qualquer (xo,yo) € U, para

cada outro ponto (x,y) € U se a integral de linha de
ao longo de qualquer curva ligando (xo,yo) a (x,y):

/x Y ? ds

07y0

ndo depender da curva escolhida para ligar (xo,yo) a (x,y),
podemos definir uma fungio @(x,y) por

o(x,y) /7y?ds
(x0

o)
e, mais ainda, provar que essa funcio ¢ satisfaz a equagao

dy
diferencial M(x,y) +N(x,y) —— Ix =0.

Como aprendemos no curso de Célculo, a prépria ¢ sé fica
bem definida se a regidao nao possuir “lacunas”.

45 Existem muitas regides que ndo possuem lacunas. O pro-
ximo resultado exibe algumas regides delas; o que signi-
fica que, nessas regides, todas as equacdes fechadas sdao
exatas.

OBTENDO SOLUCOES DE EQUACOES EXATAS

Nesta secdo, estamos supondo que as regides U sdo de um dos
tipos caracterizados no teorema acima.

Teorema 8.4.

- Toda equacao fechada em um semiplano aberto € exata;
- Toda equacio fechada em um retangulo aberto, o é exata;

- Toda equacdo fechada em R? & exata;
(Obs: R? pode ser pensado como um retingulo de lados infini-
tos)

- Toda equacgdo fechada em uma faixa infinita (vertical ou
horizontal) € exata.
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Demonstragdo

Observamos que as fungdes ¢(x,y) definidas por

x.y) (x,y)

o(x,y) / Fods= M(t,5)di +N(1,5)ds (8.2)
(x0.¥0) (x0.50)

definem solucdes (fungdes potenciais) para a equagdo diferen-

cial

dy
M(xay) +N(-x7y) a =0.

Usando propriedades de integrais de linha podemos calcular a
integral que define @ (ao longo de qualquer caminho unindo
(x0,¥0) a (x,y)) por meio de duas integrais mais simples:

1 - Calculamos a integral de ? ao longo do segmento horizon-
tal unido (xp,yo) a(x,yp).Neste segmento a segunda coor-
denada, s, ndo varia, (ds = 0) e a integral (8.2) se reduz
a

/XM(t,yo)dt; (8.3)

2 - Calculamos depois a integral de ? ao longo do segmento
vertical unido (x,yp) a (x,y).
Neste segmento, a primeira coordenada, #, ndo varia,
(dt = 0) e a integral se reduz a

/XN(xo,s) ds; (8.4)

3 - A seguir somamos (8.3) com (8.4), chegando assim a ex-
pressdo da fung¢do potencial

(p(x,y):/x M(t,yo)dt—l—/x N(xo,s)ds. (8.5)

Naturalmente (8.5) define implicitamente a solu¢dao do PVI

M(x.y) +N(x.y) 2

Yy
o
dx
¢ (x0,y0) = 0.



Com relacdo a solucdes gerais, observe o seguinte:

d
M(t,yo) = a—(f(f,yo)

X xa
/ M(t,yo)dt = / a—(f(IJO)dl-
X0 X0

Portanto, de acordo com o Teorema Fundamental do Calculo,
qualquer primitiva da familia

d
/a—(f(lay()) dt

que € exatamente igual a familia

d
| 52 wyo)as

¢ uma func¢do da forma

@(x,y0) +&(»)

para todo yg escolhido.
Isso nos permite concluir que todas as funcdes potenciais da
equagdo

dy

M(xay) —|—N()C,y) E =0

sdo as funcodes da forma

o(x,y) +g(v); (8.6)

onde g(y) é uma funcgéo a ser calculada.

Ora, se (8.6) é a expressdo de todas as fungdes potenciais da

d .
equagdo M(x,y) + N(x,y) d—y = 0 entdo, em particular, sua de-
X
rivada parcial com respeito a y € - necessariamente - igual a

N(x,y).

Isto é:

a a (p ()C, y) /

- = — = N 8.7

R [p(x,y)+8(v)] 5, t¢ (y) =N(xy) 87
A primeira das igualdades de (8.10) € uma tautologia (vale sem-
pre, independentemente de quaisquer varidveis ou constantes).
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A segunda igualdade:

dp(x,y)

% +4'(y) =N(x,y)

¢ uma equacdo que permite calcular g(y), e - consequentemente-
a formula geral de @(x,y).

[ Exemplo 8.1. ]

dy x—y
Ty 2

dx x—y
Solugdo: M(x,y) = —(x—y), N(x,y) =x—y*.

Entao
M, =1=N;

de modo que a equagio é fechada em R?. Portanto é exata.

Existe uma ¢@(x,y) tal que ¢y =M e ¢, = N.

=M=—x+y = o) = [[x)] de+h()
2

X
= o(x,y) = - +yx+h(y)

Ora, ¢, :N:x—yz.

d
Istoé & -1 +yx+h(y)] é igual a x —y?. Assim,

dy 2
x+H(y)=x—y
de onde concluimos que /'(y) = —y? e portanto
3
hy) = =% +ei
Entao
2 3
_ X T
Plx,y) =—>+yr—"F+ec

E as solucdes da equacdo dada sdo definidas por



x2 3

—§+yx—y§+61 =

ou (englobando as duas constantes numa s0)
2 3

X y
——+w—==c.

2 T3

#5 Também é possivel obter ¢ calculando primeiramente a
integral de ? ao longo do segmento vertical unido (xg, yo)
a(xo,y), onde a primeira coordenada, ¢, ndo varia, (dt = 0)
e, depois, a integral de ao longo do segmento hori-
zontal unido (xp,y) a (x,y). Neste segmento, a segunda
coordenada, s, ndo varia, (ds = 0). Somamos as duas inte-
grais obtemos a expressao da func¢do potencial que define
implicitamente as solucdes da equacdo diferencial.

[ Exemplo 8.2. j

Resolva

(2x sen y+e“cos y) dx+ (x> cos y—e* seny) dy =0, y(0) = /4

Solucao:

M(x,y) =2x seny+e‘cosy e N(x,y)=x>cosy—e"seny
M, = 2x cos y — e'sen y = N,, portanto a equagdo € fechada em R?,
logo ¢ exata.
Existe uma ¢(x,y) tal que o =M e ¢, = N.

¢py=N=x" cosy—exseny:>¢(x,y):/[x2 cosy—e"seny| dy+g(x)

@(x,y) =x* sen y+e* cos y+g(x)
Ora, 0, = M = 2x sen y+ e*cos y.
d
Isto é o x? sen'y+e* cos y+g(x)] éigual a 2x sen y+ e*cos y. Assim,
x

2x sen y+e*cos y+g'(x) = 2x sen y+e*cos y
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de onde concluimos que g'(x) = 0 e portanto
gx) =G
Entéo as solugdes ficam definidas por
x> seny+e* cosy=c
E como y(0) = /4,
0% sen m/4+ e cos /4 = ¢

logo ¢ = 2/+/2 E assim as solugdes sdo definidas pela equagio

x> seny+e* cosy=2/V2.

Atencao!
No primeiro exemplo partimos de ¢, = M e integramos com
relacdo a x. No segundo, partimos de ¢, = N e integramos
com relagdo a y. Os dois procedimentos sdo equivalentes.

FATORES DE INTEGRACAO

Nesta se¢do, examinaremos a seguinte questio:

Questao : O que acontece quando a regido U, onde os coefici-
entes de uma equacao diferencial fechada

M(x,y) +N(x,y)y =0

contém lacunas que impedem a definicao de uma funcdo ¢ em
todos 0s seus pontos.

Resposta: A equacdo é localmente exata. lIsto significa que,
dado qualquer ponto (xg,y0) € U, existe um retangulo
K (xo,y9) C U € uma funcio ¢ que € solucdo da equagdo
naquele retangulo %

X0,)0)
X0,50)"

Dizendo de outro modo: Podemos ter uma equacao

dy
M()C,y) +N(x7y)a =0



com M(x,y) e N(x,y) definidos numa certa regido U C R?, que
contém lacunas, sendo que a condi¢do M, = N, vale em todos
os pontos de U, mas ndo € possivel definir uma soluciao em todo
U.

[ Exemplo 8.3. j

- X

Seja a equacio
] quag 212 +x2+y

r_
5y =0

Sob condig¢des apropriadas, para cada ponto (xg,yo) € U, existe
uma regido %y C U contendo (xp,yp), tal que a equagdo

d
M(x,y) +N (x,y)d—y = 0 é exata em %. Portanto existe uma
X
fungdo @y, definida em %, que é solucdo da equacio.

Dado um outro ponto (xj,y;) € U, existe uma sub-regido
#1 C U, contendo (x1,y;), tal que a equagdo

M(x,y) +N(x,y)d—§; = 0 € exata em Z); e entdo, existe uma

fung¢do ¢@; definida em Z#| que também ¢é solucdo da equacio.
Nada obriga que ¢ seja igual a @y, isto é:

#5 As solugoes podem variar de sub-regido para sub-regido

A questao seguinte € :
Questao : Como determinar uma solucdo local?

Analisando os diversos tipos de equagdes que aprendemos a re-
solver até agora, observamos que, frequentemente, foi preciso
modificar a equacdo, por meio de uma divisdo, ou multiplicacio
por uma func¢do, para transformd-la numa equacdo que ja sa-
biamos resolver. Considere, por exemplo, o procedimento de
obter solucdes de equacdes de Bernoulli, ou de equacdes se-
pardveis. Em geral esse tipo de operacdo restringe o dominio
onde a equacdo estd originalmente definida.

Um outro exemplo familiar envolve a equacdo linear de 1 or-
dem, ndo homogeénea: y' + f(x)y = g(x).
Podemos reescrevé-la na forma

[f (x)y — ()] +\11V/-y’ =0 (8.8)
M
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Temos
M, = f(x) ao passoque N, =0

€ a equacgdo nao € exata.
Multiplicando (8.8) por

ela se tansforma na equacao

10 4 ([f )y —(x)] +¢l 1 4y =0,
h N

S

que é exata.

£ Lembre que p(x) = e/ /™ 4% ¢ solucio de uma equacio
linear homogénea do tipo y/ — f(x)y = 0. E para resolver
essa ultima, foi preciso dividir por y, e portanto reduzir
a validade da soluc@o ao conjunto de pares (x,y) tais que

y#0

Entdo 3 ¢(x,y) tal que

¢r = e/ T & (f(x)y - g(x)) (8.9)

(py = ejf(x) dx (8.10)
Dai ,

plry) = [el/% 1)y —gx)] dx+h(y)
_ /ff () dx— /ff D (x) dx+ h(y)

_e[f x)dx

_ /ff Vdvg(x) dx+ h(y)

Logo
e [ e 10M5g(2) deh(y) ] = e /04 ()
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E como, de acordo com a eq. (8.7), ¢, = el %) dx entdo
h(y) =0.
Assim

¢(x,y) = yel /04 — / el T4 g(x)dx +Cy
e as solucdes sdo dadas por
¢(x,y) = yel 4 — / e 1% g(x)dx = C,

isto é

y= oI fx [ / o IOg () dx + C}

exatamente como antes.

#5 Motivados pelas consideracdes acima, procuraremos re-
formular o problema da obten¢@o de solucdes locais para
equagoes (que sabemos antecipadamente ser) localmente
exatas em uma regido U da seguinte maneira:

Dada uma equagdo

M(x,y) +N(x,y)y' =0
e um ponto (xq,yo) € U, existe alguma fungdo W(x,y) ndo

identicamente nula, definida num retangulo % > (xo,yo)
tal que

w(x,y)-M(x,y) +p(x,y)-N(x,y) Y =0

seja exata em X% ?

Definicao 8.4.

Dizemos que a fungdo u(x,y) é um fator de integracdo ou
um multiplicador para M (x,y) +N(x,y) y =0em Z.
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Obs: Se u(x,y) é um fator de integracdao ou um multiplicador
para M(x,y) +N(x,y) ¥y = 0em Z, entdo, naturalmente,

%(NHX_M@ — M, —N, 8.11)

As questdes fundamentais que se apresentam agora sio:
Questoes :
1. “Toda equagdo M(x,y)+ N(x,y)y’ = 0 admite um multi-
plicador?”

2. “Existe algum procedimento pratico para calcular multi-
plicadores para uma equacgao?”

Repare que, se as respostas forem afirmativas, entdo, pelo menos
em principio, temos um técnica geral para resolver equagdes di-
ferenciais localmente: basta calcular o multiplicador adequado
e achar a funcao potencial correspondente.

Vale o seguinte teorema, cuja demonstra¢do omitimos.

Teorema 8.5.

Se as funcdes M e N possuem derivadas parciais continuas
em todos os pontos da regido U, e se N(xp,yo) # 0 em U entdo
existe um fator integrante numa vizinhanca de (xg, o).

Comentario: A equacgio (8.11) é uma equacdo diferencial par-
cial, pois envolve derivadas parciais de p(x,y).

Na maior parter das vezes, ndo sabemos resolvé-la explicita-
mente. Entretanto, em muitas situagdes importantes , € possivel
obter um fator de integracao.

Vejamos alguns exemplos:



[ Exemplo 8.4. ]

Suponha que u seja fungio de x somente. Neste caso t, =0,
e a equacdo (14.6) se reduz a

1
L VHe =My =N,

Dai
Bx M, — Ny

u N

0 que nos mostra que o lado direito € funcdo sé de x.

(8.12)

. M, y Nx
Reciprocamente, se

¢ funcdo somente de x Entdo a

equagdo M(x,y) +N(x,y)y = 0 tem fator integrante dependente

s6 de x, dado por
My—Nx 1y

px)=el ¥

Prova: Basta verificar que

My—Ny

My—Ny
el W dx-M(x,y)+ef B dx-N(x,y)y':O

¢é exata. Com efeito:

d My—Nx My—Nyx
Z (e dx — ol dx
oy (¢ M) ) = el Ty

(pois o expoente € funcdo somente de x).

Por sua vez

3 fMy*NX dx

i G -N@w>:
ox ( ’

[ dx My — Ny

My—Ny

=e N+el 4Ny
My—Ny

=el W dx-My
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[ Exemplo8.5. |

Considere a equagdo
(Py—x)y +y=0
Temos M(x,y) =y, N(x,y)=x>y—x. Logo

My—N, -2
N x

Entdo p(x) = e/ =5 =x2.

De fato, multiplicando a equacdo por ¢ obtemos uma equacio
exata (exercicio).

[ Exemplo 8.6. ]

N, —M,

Se

M(x,y) +N(x,y)y’ =0 tem um fator integrante fungéo somente
de y, dado por

¢ funcdo somente de y, a equacdo

Ny—My

piy)=el "

dy

Atividade de auto-avaliacao 8.1

Mostre que as equagdes abaixo ndo sao exatas, mas tornam-se
exatas quando multiplicadas pelo fator integrante dado. Em se-
guida, resolva as equagdes

a) 2%y +x(14+y%)y' =0, mxy) =1/xy

b) (seny —2e_xsenx) N (cosy+2e‘xcosx) dy _ 0.
y y dx

p(x,y) = ye*

[ Exemplo 8.7. ]

Determine fatores integrantes para as seguintes equagdes:

a) (Fy—x*) +xy =0
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dy
b) y+ (ye'x—y?) =0

c) [ycosx—tgx]+senx% =0

Solucao:
a) (Py—x*)+xy =0
Temos: M(x,y) = x’y —x* e N(x,y) = x.

Portanto M, = x> eN,=1,eassim

/<x — —> dx , /3

A fungdo p(x) =e * = "/37In¥ — —__ & um fator de
x

integracao.

: dy
b) y+(ye'x—y?) = =0

Temos: M(x,y) =y e N(x,y) = ye'x — y*.

Portanto M, = 1 € Ny = ye’, e entdo

Ne—My _ye'—1_ . 1

M y y

que € fungdo s6 da variavel y.

Assim,
el @=1/y)dy _ &
y
€ um fator de integracgdo.
dy

i Y_p
c) [y cos x gx]—l—senxdx

Temos: M(x,y) =y cos x—tg xe N(x,y) = senx.

Portanto M, = cosx e N, = cosx, e entdo a equagdo ja € exata.
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Atencao!

Vamos insistir um pouco mais , e tentar um fator integrante
de um dos “tipos conhecidos’:

M, = x> e N, =1, e assim

My—N, 0-0
N N

=0.

= ¢J0dx — 0 — 1 ¢ um fator de integracgao.

A fungdo p(x)
Da mesma forma, se tentarmos um fator de integracao funcao
s6 de y, encontraremos v(y) = 1.

Mas isso ndo quer dizer que nio possa existir um outro fator
integrante, funcio simultaneamente de x e y.

[ Exemplo 8.8. ]

Resolva:

dy 3x Inx+x>—y
dx by

y(1)=5

Solucao:

Multiplicando a equagdo (pelo fator de integrag@o pt(x) = x),obtemos

d

3x% lnx+x2—y+ —X —y:O.

—_—————— ~~dx
M N

Vemos que
M, = —1=N,,

e portanto a equagcdo multiplicada é exata.
¢

0
Existe ¢ (x,y) tal que —¢ =3x% Inx+ x> —ye — = —x.
dx dy



d
T=x = o) = [—rdy (o)
— 0xy) = —xy+h(x).
= a—fz—y+h’(x):3lenx+x2—y
= H(x) =3 Inx+x*
= h(x)=xInx

Logo, ¢(x,y) = —xy +x> Inx+cy.

Portanto, as solugdes da equacdo diferencial sdo definidas implicita-
mente por
—xy+xXInx=c.

Impondo a condigdo inicial y(1) =35, isto é substituindox=1ey=>5,
calculamos ¢ = -5
Resposta: A soluciao do PVI € a funcdo

_x3lnx—|—5
=

( Exemplo 8.9. ]

Determine expressoes que definem solugdes gerais para as
equagoes

a) (3x* —y%)y —2xy =0
b) (x* —xy)y' + (xy—1) =0

Solucao:
a) Temos:
M(x,y)=—=2xy e N(xy)=3x—)
M, =—2x eN,=6x.
Ny—M, 6x+2x 4

Enta ——.
ntao i "oy y

Entdo u(y) = e~/ (4/%)4 = y=4 ¢ um fator integrante.

Multiplicando a equagdo por p(y) obtemos a equagio exata (definida
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para y 7 0)

—2xy 24 3%yt —y?)y =0.

Existe ¢(x,y) tal que ¢, = —2xy > e @, =3’y *—y~2.

Integrando —2xy > com relacdo a x obtemos
Plxy) = =y +g).

Derivando ¢ com relacdo a y e igualando o resultado a 3x?y~* —y~2,

obtemos

@y =32y 4 g'(y) =3yt —y?

/ 1 1
Logo g'(y) = — = e consequentemente g(y) = —.
Y y
5 = 2.3, 1 -
Entdo a expressdo —x“y ~ + — = ¢ define uma solugdo geral de
y

(3x% —y?)y — 2xy = 0.

b) Temos:
M(x,y)=xy—1 e N(x,y)=x"—xy
My,=x eN;=2x—y.

My—N, —x+y 1

Dai = et
N x(x—y) X

Entdo pi(x) = e~ /(94 — x=1 ¢ ym fator integrante.

Multiplicando a equagdo por 1 (x) obtemos a equagdo exata (definida

para x # 0)
< —%) +(x—y)y' =0.

1

Existe @(x,y) talque oy =y——- e @, =x—y.
X

Integrando x — y com relacd@o a y obtemos

)72

<p(x,y) =Xy = 3 +h(x)

. . 1
Derivando ¢ com relacdo a x e igualando o resultado a y — —, obtemos
X



1
(px:y+h’(x):y_)_c

1
Logo h'(x) = ——; e consequentemente /(x) = Inx.
x

Q
.
=
a
Q
=
Entao a expressao n
2

Yy
—=—+inx=
Xy— 5 Flnx=c

define uma solucdo geral de (x> —xy)y' + (xy — 1) =0.

APENDICE
A FORMULA DE EULER

A proposicdo a seguir apresenta uma férmula interessante,
devida a Euler, que € de utilidade no estudo de fatores de inte-
gracdo.

Teorema 8.6 (A férmula de Euler para funcdes homogéneas).

Se G : U C R? — R é homogénea de grau k em %, entio

G G
‘V’(x,y)e%, xg—i_ya—y_kG(xay)

Demonstracdo

(0,400) x % %

m

G(tx,ty)

Gom

Figura 8.3: Sejam: (0, +o0) x % — % definida por m(t, (x,y)) = (tx,ty)
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Condideremos a composi¢ao
0,4+ x% 2 % % R
(r,(x,) = (xty) = G(x1y)

u=tx .
Faca { . De acordo com a regra da cadeia:

V=ty
HGom)|  _3G|  ou 9G] v
ot (t.x,y) - du (u,v) dtlr  dv (u,v) ot
Calculando no ponto = 1, e lembrando que
t=1=—u=x e v=y,obtemos
(G om) G aG
— == X+ =" 8.13
ot ‘(l,x,y) ox Xt dy Y (8.13)
Por outro lado, como G(tx,ty) = t* G(x,y), entdo
d(G om) d d
— = —G(tx,1 ‘ = —[t*G(x,y)] =
ot ‘(l,x,y) ot ( o y) (1,x,y) 8t[ (X y)]
— k"G (x, y)‘ — k G(x,y) (8.14)
(Lx,y)

Igualando (8.13) com (8.14), temos o resultado.

[ Exemplo 8.10. ]

Mostre que se os coeficientes M(x,y) e N(x,y) da equagio
M(x,y) +N(x,y)y' =0 (8.15)

sdo funcdes homogéneas de mesmo grau, entdo a fungdo

1
xM (x,y) +yN(x,y)

p(x,y) = (8.16)

€ um fator integrante de (8.1).

Sugestao: Utilize a férmula de Euler para fungdes homogéneas.
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Solucao:

Sejam M(x,y) e N(x,y) fun¢des homogéneas de mesmo grau p.

o

s

=

a

o

=
De acordo com a férmula de Euler para funcdes homogéneas, temos n
(omitindo o ponto de aplicacdo das fungdes):

<
=
xM, +yM, = pM (8.17) 5:)
XNy +yN, = pN (8.18)
Multiplicando a equagdo original pelo fator u(x,y) dado, obtemos

M N
+ y =0 (8.19)
xM+yN  xM+yN

Devemos mostrar que (8.19) € uma equacio exata, i.€

9 M N_9( N
dy \xM+yN )  dx \xM+yN

Temos:
d M _ (xM +yN)M, — M(xMy + N + yN,
oy \xM+yN ) (xM 4 yN)?
XM, + YNM, — xfIM, —MN — yMN,
(xM +yN)?
Portanto
o ( M YNM, — yMN, — MN
— = (8.20)
dy \xM +yN (xM +yN)?
De maneira andloga
d N XMN, —xNM,— MN
— = (8.21)
dx \xM +yN (xM + yN)?

Para provar que

o9(_ M \_9( N
oy \xM +yN ) 9x \xM +yN

basta provar que a diferenca (8.20) - (8.21) € identicamente nula.

Subtraindo (8.21) de (8.20) ( o que equivale a subtrair os numera-
dores, ja que os denominadores sdo iguais), obtemos:

YNM, — yMN, — MN — xMN, + xNM, + MN
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1.é
N (yM,+xM,) — M (xN,+yN,)
~—— ~—_——
[l (eq (8:17)) | (eq(8.18))
M PN
ou ainda

pMN — pNM =0,

conforme queriamos provar.

[ Exemplo 8.11. ]

Suponha que u seja fungio de z = xy . Entdo

w(x,y)M(x,y) 4+ 1 (x,y)N(x,y)y’ =0

¢é exata se e so se
HeYN + UNy = - xM + uM,

ou seja
P _ My—Ne
u  yN—xM

0 que mostra que o lado direito € fungdo de z = xy.

revertendo o raciocinio:

M, — N,
Se ﬁ é fungao de 7 = xy a equagdo M(x,y) +N(x,y)y’ — 0 tem um
YN — X,

fator integrante funcdo de z, dado por

1(z) = el ;\2__3]\; dz.
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Resumo

Nesta aula, vocé estudou as equacdes diferenciais da forma
d

M(x,y) + N(x,y) d—y = 0; onde M,N : U C R? = R, sendo U é
X

uma regifio, isto é um conjunto aberto e conexo de R?. Vocé viu que:

d
e Uma equagdo M(x,y) + N(x,y) d_y = 0 é chamada de exata
X

quando existe uma fungdo ¢(x,y), definida em U, chamada de
Sfungdo potencial da equagdo, tal que

99(x,y)/dx=M(x,y) e d¢(x,y)/dy = N(x,y)
em todos os pontos de U;
e Uma condicdo necessdria e suficiente para que uma equacio
M(x,y) + N(x,y) % = 0 seja exata num retdngulo é que
My(x,y) = Ni(x,y) em todos os pontos do retingulo;

e Se vale a condigdo M, (x,y) = Ni(x,y) em todos os pontos de um
conjunto aberto U, a equagdo € dita ser fechada;

e Toda equacdo exata é fechada. Entretanto uma equagio pode ser
fechada em uma regido U e nao ser exata em U. Se a regido
contém lacunas, a equacdo ¢ dita ser apenas localmente exata;

e Existem procedimentos padronizados para construir fungdes po-
tenciais para equacdes exatas;

e Em muitos casos, multiplicando uma equacio que ndo é fechada
por uma fungdo conveniente ((x,y), ela se torna uma equagio
fechada. Além dissso, se a regido é um retdngulo (ou uma bola
aberta, ou o plano todo) a equag¢do multiplicada ndo é somente
fechada, mas sim exata.

O QUE VEM POR Af:

Na préxima aula, iniciaremos o estudo sistemdtico de uma classe de equacdes
muito interessante: as equacdes diferenciais lineares de orden n > 2. Tais
equagdes sempre possuem solucdes gerais, ndo admitem solucdes singula-
res; e todas as solugdes gerais sdo equivalentes entre si. Para culminar, tais
equacgdes sdo extremamente frequentes e de grande importancia em diversos
ramos de ciéncias e tecnologias.
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SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA.

Solucao comentada da atividade 8.1

a) Primeiramente, note que y(x) = 0 é uma solugdo da equagdo diferencial.
Para y(x) # 0, segue que

dy

=0.
dx

Y +x(1+y7)y = 0= 2y + (1+)7)x

Como

d d
gy F7) =3y #1457 = o [(14y)],

2

a equagdo ndo € exata. Porém, se multiplicarmos a equagdo por
w(x,y) = 1/xy*, encontramos

14+y*\ dy
= =0
x+( y3 >dx

0 . d 1+y?
5005 (55)

Dai,

d ¢ 1+4+y?
Agora a equagdo é exata. Assim, existe ¢ (x,y) tal que —¢ =xe — ¢ _1ty .
ox dy 3
Dai,
d
a—i =x = ¢y :/xdx
2
= 0ny) =5 +h0).
Segue dai,
g 1+)? ) 1+y?
Jy - ) () =
1
= W)= / L
d d
> =[5 5
= h(y)=-— 3 2-i—lny
2
Logo, ¢(x,y) = > 2 5 +Iny. Portanto, a solu¢do da equagdo diferencial
¢ dada implicitamente por
2
X
E 2 Pl + lny C



b) Como
0 (seny x ) yCosy — senx
> —— =2 Tsenx | = ———5—r
dy \ y y
y 2¢ *(cosx+senx)  d (cosy+2e *cosx
y - ox y ’

a equacdo ndo é exata. Porém, se multiplicarmos a equagéo por W (x,y) = ye*,
encontramos

d
(e*seny — 2ysenx) + (¢* cosy + 2 cosx) d_y =0.
X
Dai,
9 (e*seny — 2ysenx) = e* cosy — 2senx = 9 (e*cosy+2cosx)
dy ox ’

d
Agora a equagio é exata. Assim, existe ¢ (x,y) tal que 9¢ = ¢"seny — 2ysenx

ox

e _(]) =¢* cosy+ 2 cosx. Dai,

dy

d
8_£ =¢'seny —2ysenx =  @(x,y) = /(e" seny — 2ysenx) dx

= ¢ox,y) = seny/exdx—2y/senxdx
=  ¢(x,y) =e'seny+2ycosx+h(y).

Entao

0

a—¢:excosy+2003x = e“cosy+2cosx+H(y) = e cosy+2cosy
y

= H(y)=0

= h(y)=C.

Logo, ¢(x,y) = e"seny+ 2ycosx + h(y). Portanto, a solugéo da equagéo di-
ferencial é dada implicitamente por

e*seny+2ycosx =C.
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