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Aula 9

EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES
DE ORDEM SUPERIOR

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

Identificar as equacdes diferenciais lineares de
ordem n definidas em um intervalo;

caracterizar o conjunto de solu¢des de uma e-
quagdo diferencial linear de ordem n, homogeé-
nea, como espaco vetorial de dimensao n;

definir fun¢des linearmente dependentes e line-
armente independentes sobre um intervalo; de-
finir e calcular o determinate wronskiano e uti-
liz4a-1o no calculo de solucoes gerais de equagoes
diferenciais lineares em 1.
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INTRODUCAO

A partir desta aula, e até o final do curso, vamos estudar
exclusivamente equagdes diferenciais lineares de ordem n > 1.
Vamos relembrar a definicao dessas equagdes e de suas solucoes
mais abaixo. Antes de entrar em detalhes técnicos, vale a pena
ressaltar que tais equagdes sdo extremamente importantes e ocor-
rem em diversos campos da Matematica, das Ciéncias e das En-
genharias. Em vez de enumerar uma longa lista de teorias e
problemas nos quais as equagdes diferenciais lineares desempe-
nham um papel central, preferimos, neste momento, mencionar
algumas caracteristicas fundamentais dessas equacdes e de suas
solugdes:

1 Equagdes diferenciais lineares sdo ferramentas utilizadas
para modelar os problemas lineares. E uma caracteristica
essencial dos problemas lineares € que, falando intuiti-
vamente, eles podem ser subdivididos em subproblemas.
Cada um desses subproblemas ¢ modelado por uma e-
quacdo diferencial, que € a restricdo da equacdo do pro-
blema original e cuja solucdo,em geral, é calculada de
modo mais simples. Finalmente, as solu¢des parciais po-
dem ser recombinadas para dar a resposta final da equacao
original. Esse processo de subdivir, resolver casos par-
ciais, e depois combinar as solucdes parciais traz uma
simplificacdo fantastica a abordagem de problemas com-
plexos. Essa € a “filosofia” subjacente aos problemas li-
neares que estudaremos.

2 No caso de equagdes diferenciais, lineares ou ndo, as
solucdes sdo fungdes. Para todo intervalo I C R, o con-
junto .Z (I;R) de todas as fungdes de I para R é um espago
vetorial. Assim, para determinar todas as solugdes de uma
equagdo basta calcular uma base para o espaco .Z (I;R).
Acontece que esses espacos de fungdes tém, em geral, di-
mensao infinita, e ndo sabemos como garantir a existéncia,
e muito menos calcular “bases” de espacos vetorias de di-
mensao infinita.

Apesar disso, e esse resultado é espetacular, o conjunto
das solugoes de uma mesma equacao diferencial ordind-
ria linear possui dimensdao finita.

3 Entdo podemos reabilitar a ideia de construir uma base
para o espaco de solucdes. Isso é o que corresponde a



dividir o problema em subproblemas teoricamente mais
simples. Depois de calcular todas as solugdes da equacao
restrita a cada um dos subespagos gerados pelos vetores
da base, € s6 combinar tudo.

Atencao!
Nao estamos afirmando que vamos calcular explicitamente
uma base para o espaco das solugdes de qualquer equagdo
diferencial ordindrial linear homogénea de grau n. Pode-
mos garantir, isso sim, que os espacos de solucdes dessas
equagdes fém bases finitas. Também ndo estamos fazendo
afirmacdes sobre equacgdes diferenciais parciais lineares.

Vamos aos resultados matematicos!

EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE ORDEM
SUPERIOR E SUAS SOLUCOES

Para maior comodidade, vamos repetir, adaptando, alguns
resultados que vimos nas duas primeiras aulas:

Uma equacdo diferencial ordindria de ordem n, definida em
um intervalo I, é linear se puder ser escrita na forma padrdo:

an (x)y(n) +ap—1 (x)y(nil) +-tar (x)y/ (x) +ao(x)y =6, 9.1

sendo aj(x),---,a,(x) fungdes definidas em I, com a,(x) ndo
identicamente nula em /. 0 representa a funcio nula:

Paratodox €1, 6(x)=0.

£5 As fungdes aj (x),-- - ,a,(x) sio chamadas de coeficientes
da equacao diferencial linear;
#5 A nio ser que se diga expressamente o contrario, vamos
assumir que os coeficientes de (9.1) sdo funcdes continuas;
5 Para simplificar escreveremos
an ()" + ap1 ()Y - ar ()Y (x) +ap(x)y = 0
em vez de
an()y™ + a1 (x)y" D 4+ ay (x)y (x) +ag(x)y = 6.

CEDERJ
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Lembremos também a nocdo de solucdo de uma equagdo li-
near: (A letra y na equacio a,(x)y" + a,_;(x)y"1) 4 ... +
ay(x)y'(t) +ao(x)y = 0, representa a funcdo incégnita).

Definicao 9.1.

Dizemos que uma fun¢do ¢ € uma solugdo de
an(X)y™ 4+ a, 1 ()Y 4 (0)y (1) + ao(x)y =0
se
1. o e6"(I),

&5 @ c €(I) é o subespago de .Z (I;R) formado pe-
las funcdes que t€m derivadas até a ordem n, e a
n-ésima funcao derivada é continua.

Quando uma fungdo € de classe € (I) qualquer
que seja n > 0, diz-se que ela é de classe € (I).
Uma funcdo apenas continua é também chama de
funcdo de classe classe €°(I).

2. Vxel,

an(1)9 (x) 4+ -+ a1 (1) 9'(x) + ao(t) 9 (x) = 0.

[ Exemplo 9.1. ]

A funcdo ¢(x) = ¢ é solucdo da equagdo diferencial linear
de primeira ordem y' —2y =0 em I =R, pois é de classe € (R)
eVxeR,(e?) —2e2 =0.

[ Exemplo 9.2. ]

[ 2
A fungdo y = = sen x € solu¢do da equacdo linear de se-
X
gunda ordem 4x%y” +4xy’ + (4x*> — 1) y = 0 no intervalo (0, +oo).

~ [ 2 . .
Solucgao: A fungéo o Senx € €?(0,4-0). Além disso, devido a
x
sen x

VX

linearidade da equacdo, esta funcdo serd uma solucao se e sé se

10 CEDERJ



for solucao.

<
cosx 3senx  senx =
<

AR T AN

—4xcosx 3senx 4x%senx

NG

2senx

Temos:
_senx Ly
VG
=
Portanto
4x2y” —
dry = 4xcosx
(4x2— )y =

NG

4x% senx  senx

X

Consequentemente (reagrupando as parcelas)

4x?y" +4xy + (4x* — 1)y

como querl’amos mostrar.

—4xcosx  4xcosx

( i f)
4x*senx  4x% senx

(‘ N )
3senx 2senx senx

( L f)

0+0+0

0;

#5 E comum chamar de equacdes diferenciais lineares ho-
mogeéneas as equacdes da forma (9.1); e definir como uma
equacdo diferencial linear nao homogénea uma equagao

da forma

an ()Y a1 )y 4 Far (0 (x) +ao (x)y = h(x),

onde /& é uma funcdo de / para R, ndo necessariamente a
funcdo 6; chamada de “termo independente”,ou “segundo
membro da equacdo ndo homogénea”, ou (nos livros li-
vros técnicos, principalmente) “termo for¢ado™.

CEDERJ 11
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A noc¢do de solu¢do de uma equacao diferencial linear
nao homogénea € uma adaptagdo direta da defini¢dao de
solu¢do de uma equacdo diferencial linear. Entretanto,
podemos constatar que o conjunto de solugcoes de uma
equacdo diferencial linear ndo homogénea NAO é um
espago vetorial.

Portanto os resultados de Algebra Linear que estamos
usando ndo se aplicam diretamente as equacaes diferen-
ciais lineares ndo homogéneas.

Atencao!
Nesta aula, o nosso estudo estd restrito as equagdes diferen-
ciais lineares, ou - se vocé preferir - equacdes diferenciais
lineares homogéneas.

Reservaremos a aula 11 ao estudo de equacdes diferenciais
niao homogéneas.

#5 Obs: Uma maneira muito conveniente de representar e-
quacgoes diferenciais lineares € por meio da notacdo de
operadores:

Definimos os operadores diferenciais de derivacdo: 1d, D,
D?,....D", no conjunto das func¢des n vezes derivaveis definidas
no intervalo 7, com valores em R especificando a forma como
eles atuam sobre as fungdes y : I — R que tém derivadas até
pelo menos a ordem 7 :

Id(y) = Yy (atranformagdo identidade)

Dy = ' (atransformagio derivada);
D’y = " (atransformagio derivada segunda)
n
D'y = I (a transformac@o derivada de ordem n).
X

Algumas vezes, para uniformizar a notacdo, escrevemos
Id = DY, e dizemos que o operador identidade é o operador de-
rivada de ordem zero.

Usando os operadores de derivacdo, definimos os operadores
diferenciais lineares de ordem n como sendo os operadores da



N
forma o
-
def 8
L = ay(0)D"+ap 1 (x)D" "+ +a1(x)D +ap(x) S
n
= ) ai(x)D’ (9.2)
K

5
Claramente, para todas as funcgdes y : I — R que tém derivadas 2

até pelo menos a ordem n:

def

L.y an(x)D".y+a,— ()C)D”’1 y+--+ai(x)D.y+ap(x)y

= an(y" Fapg (" @ (0Y () +ao(x)y

n .
= Z ai(x)D'y.
i=0

Na linguagem de operadores lineares, a equagado diferencial (9.1)
se escreve simplesmente como

L-y=0, ouL(y) =0, ousimplesmente Ly = 0.

Dizemos também que
n .
Y ai(x)D'.y=0.
i=0

€ a forma linear candnica da equacao (9.1).

O operador L pode ser pensado como uma mdquina ou sistema
linear:

Esta forma de
apresentar uma
equagdo é muito
usada nos textos de

engenharia

L
— |L=ay(x)D"+a,_1(x)D" ' +---+a;(x)D +ap(x)Id 1o

Figura 9.1: Uma M4quina Linear

Nesta linguagem de diagramas, é comum dizer que resolver a
equacao diferencial L.y = 0 é determinar todas as respostas @(x)
correspondentes a uma entrada 0.

CEDERJ 13
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Atencao!
Observe que a entrada é a fungdo 0 e resposta é a solugdo da
equagao diferencial. Ndo houve troca de nomes.

#5 A equacdo (9.1) é dita linear porque o operador L é uma
transformacao linear no conjunto das fungdes que t€m de-
rivadas continuas até a ordem n . Isto é:

Voyi,y2 € €"(I), L(y1 +y2) = L(y1) +L(y2)

Vy e €"(I),YceR L(cy) =c L(y)

#5 matematicamente, calcular o conjunto de respostas da e-
quacgdo diferencial linear Ly = 0, correspondentes a en-
trada 6, é o problema de descrever o subespago vetorial
imagem inversa de 0, de €"(I), pelo operador linear L:

L '{6}.

[ Exemplo 9.3. ]

Verifique se funcdo f(x) = sen’x é solucio da equacio

[D2 +(tgx)D—6 cotgzx] y=0
no intervalo (—E E)

272
Solucao:

T
A fungdo f(x) = sen®x pertence a € (—5, 5) Além disso, te-

mos:
. 3 /I 2
y=sen’x =—> Yy =3sen”xcosx
— ' =6senxcos’x —3sen’ x.
Portanto
(tgx)y = 3sen’ x
(6 cotg’x)y = 6cos®x senx.

14 CEDERJ



Consequentemente

[D* 4 (tg x)D — 6 cotg’x]y =

2 2

3 3
6cos” x senx —3sen’ x+ 3sen’ x — 6¢cos” x senx = 0;

3

mostrando que f(x) = sen”x é solug@o da equagdo

[D* + (tg x)D — 6 cotg®x] y = 0

no intervalo ( i n)
A\ —=,= .
2’2

O ESPACO VETORIAL DAS SOLUCOES DE UMA
EQUACAO LINEAR DE ORDEM 7

Utilizando uma adaptacdo do Teorema de Existéncia e Unici-
dade de Cauchy, que vimos na Aula 7, provaremos que o con-
junto de todas as solu¢gdes de uma equagao diferencial linear ho-
mogénea, normal, de ordem n, € um espaco vetorial de dimensao
exatamente igual a n.

Comecamos recordando algumas defini¢des da Aula 1:

Definicao 9.2.

Uma equagdo diferencial linear L-y =0, 1.é,

dny dnfly
anl3) gon ¥ -1 ()

d
a1 () 2 +aox)y =0

é normal no intervalo I se YV x €1, a,(x) #0

Um Problema de Valor Inicial (PVI) envolvendo uma equacao
diferencial linear de ordem n, normal, Ly = 0, definida num in-
tervalo I, consiste em calcular uma solugdo ¢(x) da equagio,
definida em todo o intervalo e tal que

0(x0) = y0,-- 0"V (x0) = yn_1,

onde xop € I é um ponto qualquer (escolhido e fixado), e
Y0, ,¥n—1 sS40 n numeros reais escolhidos arbitrariamente.

Para calcular a solu¢do de um problema de valor inicial, de-

CEDERJ
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vemos ndo somente achar uma solucdo de Ly = 0, mas sim a
solucdo cujo valor e de suas derivadas sucessivas até a de or-
dem n — 1 em um ponto escolhido arbitrariamente no intervalo /
sejam nuimeros escolhidos (também de maneira completamente
livre).

45 E bastante usual representar um problema de valor inicial
da seguinte maneira concisa

(L-y=0
y(x0) = Yo

Y (x0) =y

Y (x0) = Y1

Enunciamos agora o resultado fundamental para o restante de
nosso curso, que garante que todo problema de valor inicial en-
volvendo equacdes lineares normais num intervalo possui uma
solucdo; e essa solucgao € tnica.

Mais precisamente:

Teorema 9.1 ( O Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucdes
para Equacgdes Lineares de Ordem Superior).

Seja
L-y=0

uma equagdo diferencial linear de ordem n, normal, definida
num intervalo /, e seja xp um ponto qualquer de /. Entdo, para
Yo, Y1, - ,Yn—1 NUmeros reais escolhidos arbitrariamente, existe
uma, e somente uma, solugdo ¢(x) da equacdo acima, definida
em um subintervalo J C I, com a propriedade de que

0(x0) =0, 0" (x0) = y1,--, 0"V (x0) = yn_1.

Comentario: A demonstragdo do Teorema de Existéncia e Uni-
cidade (T.E.U) estd além dos métodos que temos ao nosso dis-
por.

Alguns exemplos nos ajudardo a compreender melhor a impor-
tancia e o significado do Teorema de Existéncia e Unicidade
(T.E.U.).



[ Exemplo 9.4. ]

As fungdes @) (x) = 0 e @o(x) = x ambas sdo solugdes da
equagdo diferencial linear normal de primeira ordem

xy' —y=0,

no intervalo (0, 4co).

Mas seus graficos ndo podem ter nenhum ponto em comum no
intervalo (0,+c0). Caso existisse um ponto xy de (0,+e0) com
®1(x0) = @2(x0) = yo, entdo terfamos duas solucds diferentes
para o PVI

{xy’—yZO

o que é proibido pelo T.E.U..
y(x0) = Yo ueep P

[ Exemplo 9.5. j

As fungdes f(x) = sen x e g(x) = cos x ndo podem ser so-
lucdes de uma mesma equacao diferencial linear de primeira or-
dem no intervalo (0, 1), pois seus graficos se cortam num ponto
deste intervalo, e isso é proibido pelo Teorema de Existéncia e
Unicidade.

#5 Uma constatacio importante, que podemos fazer a partir
do teorema de existéncia e unicidade, é que o conjunto-
solucdo de uma equacdo diferencial linear normal nio con-
tém somente a funcao nula. Isso pode até parecer um de-
talhe de menor importancia, mas nos d4 uma garantia de
que, quando estivermos tentando resolver uma equagao li-
near, ndo estaremos trabalhando em vao.

CEDERIJ 17
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Atividade de auto-avaliacao 9.1

Assinale V para as afirmativas que vocé considera corretas e
F para as incorretas justificando sua resposta:

1) () Asfungdes seno e cosseno podem ser solugdes de
equagdes de primeira ordem no intervalo (0, 1)

2) () As fungdes seno e cosseno podem ser solugdes de
uma mesma equacgao linear homogénea de segunda ordem
no intervalo (0, 1)

3) () As fungdes seno e cosseno podem ser solugdes de um
mesmo PVI com uma equacgdo linear homogénea de segunda
ordem no intervalo (0, )

Construiremos agora um conjunto de geradores para L~'{0}:

Teorema 9.2.

Num primeiro Seja L = a,(x)D" +a,_1 (x)D" ' +--- +a;(x)D+ ap(x) um
estudo, voc& pode  yerador linear normal , de ordem n, em um intervalo 1.

O espaco das solugdes da equagdo homogénea L -y = 0 possui
um conjunto de n geradores. Note que n € igual a ordem da

pular a

demonstracdo. Esta

demonstragio equacio.

evidencia a

importancia do Demonstragdo

Teorema de

Existéncia e A demonstragdo do teorema consiste em exibir, explicita-
Unicidade na teoria  Mente, um conjunto gerador do espaco das solugdes, formado
de equacdes por n solugdes.

diferenciais.

Escolha um ponto xy € I Consideremos os n problemas com
valores iniciais abaixo. Os vetores de valores iniciais sdo distin-
tos, mas a equagdo diferencial linear de ordem n, homogénea e
normal, € a mesma para todos.

( L-y=0 ( Ly=0 ( L-y=0
y(x0) =1 y(x0) =0 y(x0) =0
Y (x0) =0 ¥ (x0) =1 Y (x0) =0
y/(xo) — 0 y/(xo) — 0 ------ y/(xo) — O
L y(nfl) (xo) =0 y(nfl)(xo) =0 L y(nfl) (xo) =1

18 CEDERJ



Sejam ¢, - - -, @, as respectivas solugdes desses PVI’s.
Afirmamos agora que as fungdes @1, - - , @, geram o espaco das
solucdes Ker(L).

Para mostrar isto, devemos mostrar que toda solucdo y de

L-y=0 se escreve como combinacdo linear das funcdes ¢y, - - - , ¢,.
Isto é, devemos mostrar que, para cada y € Ker(L), existem
constantes

C1, C2, ", Cn
tais que

V(x) =c1 @(x) +c2 G2(x) + -+ +cn Pu(x)

para todo x € I.

Podemos escolher w # 0, pois Ker(L) # {0}, ja que

®1, -, @, € Ker(L). Logo podemos formar o vetor de condi¢des
iniciais,

(W(x0). ¥ (30), -+ ¥V (30)) # (0.0, ,0)
pois se (W(xo), ¥ (x0), -, w" D (xp)) fosse o vetor nulo entio

o Teorema de Existéncia e Unicidade de solugdes acarretaria que
v = 0, jd que o vetor de condi¢des iniciais da solucio constante
nula 0 também é (0,0, --,0). Consideremos a fungdo

n(x) = y(x) —c1 @1(x) —c2 G2(x) — 3 @3(x) =+ — ¢ Pu(x) (9.3)
e facamos ¢; = y(xg), c2 = ¥/ (x0), -+ ,cn = y/(”*l)(xo)
Como L é um operador linear, entdo

L(n(x) =L(y(x)) —c1L(@1(x)) —c2L(@a2(x)) = = calPn(x))

Para cada termo individual vale

L{y(x)) =0, L(g1(x))=0, L(¢2(x))=0, -, L(¢n(x)) =0

ja cada uma das funcdes € uma solugdo da equacdo L-y = 0,
entio

L(n(x)) =0.
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Para cada j = 1,2,---n— 1, calculando a derivada de ordem j
das funcdes na equagdo 9.2 temos

19 (x0) = w9 (x0) — 1 91 (x0) — 2 @ (x0) =+ - — e O (x0).

Assim
N(xo) =y(xo)—cy -1—c2-0—---—¢,-0=0

(lembre que y(xo) = c1,@1(xg) = 1, e todos os demais
or(x0) =0, k=2,3,---,n—1.) Da mesma forma

n'(x0) = ¥ (x0) —c1 -0—cp-1—+++—¢c,-0=0

(lembre que V'(x9) = c2,95(x0) = 1, e todos os demais
¢, (x) =0, k=1,3,---,n—1)

Desta forma temos

Vj:1,2,"',l’l—1 n(j):()(x())

E isso diz que 1 (x) € solug¢do do PVI

Ly:07 y()C()) :Oa yl(-x()) 207 ay(nil)(x()) =0

Apelando novamente para o Teorema de Existéncia e Unicidade,
conclui-se que 1 = 6, de onde

v(x) =c1 @(x) +c2 g2(x) + - +cn Pu(x)
como queriamos demonstrar .

Encaminhamento: Queremos agora mostrar que o conjunto
{@1, -+, ¢,} é uma base do espaco de solugdes, 0 que mostra
que tal espaco tem dimensdo finita, igual a ordem da equacdo
Ly=0.

Quando falamos em base, estamos falando de um conjunto ge-
rador formado por vetores linearmente independentes. Ainda
ndo examinamos os conceitos de dependéncia linear e inde-
pendéncia linear no contexto de espagos de funcdes. Eo que
faremos a seguir:



DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR
DE CONJUNTOS DE FUNCOES

Definicao 9.3.

- Um conjunto @1, @,---,¢; de funcdes pertencentes
a €"(I) é linearmente dependente se existem constantes
c1, -+ ,C, ndo simultineamente nulas, tais que

c191(x) +co@r(x)+ -+ crPr(x) =0 Vxel

- Um conjunto {¢;, ¢o,---, ¢} de fungdes pertencentes a
%" (I) é um conjunto linearmente independente se

Vxel cioi(x)+c2@a(x)+- -+ crpe(x)

=0
C]:C2:"':Ck:

0.

Atencao!

Para verificar que um conjunto @1, @,,-- -, ¢ de fungdes per-
tencentes a 6" (I) € linearmente dependente, devemos mos-
trar que existe um conjunto de constantes {cy,---,c,}, NAO
TODAS NULAS (ao mesmo tempo), tal que V x € [

c191(x) +c2@2(x) + -+ - +crr(x) = 0.

Para nao esquecer: Para testar se um conjunto

01, ¢2,- -, @ de funcdes pertencentes a €™ (I) é linearmente
independente, devemos exibir um tinico conjunto de constan-
tes {c1,---,cn}, tal que a combinagdo linear nula

101 (x) +cz(p2(x) +-+pr(x) =0

seja satisfeita, PARA TODOS OSxel,¢é

cr=cp=---=c¢,=0.
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Atencao!
REFORCANDO: Na combinagao linear nula

c101(x) + 202 (x) + -+ e (x) =0,

usada para verificar a independéncia linear do conjunto de
funcdes { @1, ¢, -+, @}, NAO podemos ficar trocando os
valores das constantes de acordo com a varidvel x.

Equivalentemente: SE PARA ALGUM x, € [ existir um
conjunto de constantes ¢, c2,- -, Cp, NAO TODAS NULAS,
que anule a combinac@o linear nula ¢y (xo) + c2¢2(x0) +
o+ @r(xo) = 0, ENTAO ¢y, @,---,¢, E LINEAR-
MENTE DEPENDENTE.

Vejamos alguns exemplos:

[ Exemplo 9.6. ]

Consideremos as fungdes senx e cosx do espago ¢°(R). Que-
remos saber se elas sdo linearmente dependentes ou linearmente
independentes (ou nenhuma das duas coisas).

Solucao:
Primeiramente, formamos a combinagao linear nula
¢y cos x+cysenx =0 9.4)

e investigamos se as constantes tem de ser ambas nulas , ou se existem
constantes ndo simultaneamente nulas que tornam esta relagdo verda-
deira para todos os valores de x € R.

Temos:
Se escolhermos x = 0 na equagao (9.4) ficamos com a igualdade
c1cos 0+cr sen0=0

de onde concluimos que ¢y =0

Entdo devemos ter ¢; = 0 sempre. Pois € o tnico valor que
torna a equacgdo (9.4) verdadeira para x = 0. E a relacdo tem de



ser verdadeira para todos os valores de x, em particular tem de
ser a mesma que € satisfeita quando x = 0.

A equagdo (9.4) se reduz a
cr senx=0 (9.5

Se escolhermos agora x = 7/2 na equagdo (9.5) ficamos com a
igualdade
crsenm/2=0

de onde concluimos que ¢c; =0

Entdo devemos ter ¢, = 0 sempre. Pois € o tnico valor que torna
a equacdo (9.4) verdadeira para x = /2. E - lembremos - esta
relacdo tem de ser verdadeira para todos os valores de x, em
particular tem de ser a mesma que € satisfeita quando x = 7 /2.

Concluindo:

SeVxe € (R), ¢ cos x+cy sen x =0 entdo ¢; = ¢y = 0.

As fungdes sen x e cos x sdo linearmente independentes em

€2 (R).

[ Exemplo 9.7. j

Considere aas funcdes e*, e * e cosh x no mesmo espago

%"(R)
Formemos a combinacio linear nula

cre* +cre * +c3coshx =0

ef+e*

Como, por definicio cosh x = , entdo

cief+cre “+c3coshx=0 <= cire"+ce 43 5 =0
< c1e'tcre = %Sex—l— %Se_" =0
= (a+F)er(a+g)er=0

Note que ndo precisamos ter todos os coeficientes iguais a zero.
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Acontece que ¢; = ¢y = —%3. Entdo podemos escolher qualquer valor para
1
c3, por exemplo c3 = 1 e tomarmos ¢; = ¢; = —5 Existe a combinag@o
linear nula { ]
(—E)e" + (—E)efx +1coshx=0

onde nem todos os coeficientes sdo nulos.

(Note que, neste exemplo, ndo foi preciso particularizar nenhum valor de x.
O raciocinio se aplica a qualquer valor de x.)

Portanto o conjunto {e*, e™*, cosh x} é linearmente dependente em %™ (R).

O DETERMINANTE WRONSKIANO

#5 O determinante wronskiano fornece um critério numérico bastante
simples para testar a dependéncia, ou independéncia lineares de um
conjunto de fungdes.

Definicao 9.4.

Sejam y; (x), y2(x), -+ ,ya(x) fungdes (n — 1)-vezes continuamente de-
rivdveis em um intervalo aberto /, e seja xo € I.
O determinante

¥1(xo) ¥2(x0) Yn(x0)
Yilo)  ¥5(xo0) Ya(x0)
det .
71‘ nfl. nfl'
W) ) e o o)
¢ chamado de determinante Wronskiano das funcdes y;(x), 1 <i<n,
no ponto xo, e € representado por W[y (xp), -+~ ,yn(x0)], ou entdo
W[y17 ...... 7yn](x0)~
Teorema 9.3.
Sejam y; (x), y2(x), -+, yn(x) fungdes (n— 1)-vezes continuamente derivdveis

no intervalo aberto /.

Suponha que existe um ponto xy € I tal que os vetores

y1(xo) y2(x0) yn(Xo0)
¥} (x0) ¥5(x0) Vi (x0)
W (o) 5 (o) W (xo)

sdo linearmente independentes em R”.

Entdo as fungdes y1(x), y2(x), -+ ,yn(x) sdo linearmente independentes no
espago €1 (I).



Demonstragdo
Formemos a combinagio linear nula
c1y1(x) +c2y2(x) 4+ -+ cayn(x) =0 (9.6)
Precisamos mostrar que ¢y = ¢, =c3 =---=c¢, =0.
Derivando (n — 1)-vezes a equagio (9.6), obtemos o sistema

c1y1(x) +c2y2(x) + -+ cuya(x) =0
1Y) (%) + oy (x) 4 - -+ cayp(x) =0

e V) et )+ e V) =0

Agora substituimos x por xy e reescrevemos o sistema na forma de uma
equacdo vetorial:

¥1(x0) ¥2(x0) Y (x0) 0
¥1 (x0) 5 (%0) yn(%0) 0

C1 : +o : Feeeee +cn : =
W () 'V (x0) ' (x0) 0

Como os vetores desta combinag@o linear sdo, por hipétese, linearmente in-
dependentes em R” entdo

Cl :C2:C3 :”':C}’l:O’
Ou seja, se temos uma combinagdo linear nula em %™ (I) como na equagdo
(9.6). Logo todos os coeficientes sdo nulos.

Isso significa que as fungdes y; (x), y2(x), -+ ,yn(x) sdo linearmente inde-
pendentes no espaco ¢! (1).

TArAYRY
A\ =Av e =4

Joa) Observacdo: Entio, se o determinante wronskiano de um conjunto
qualquer de fungdes do espago €~ (I) é diferente de zero em algum
ponto xp € I, o conjunto ¢ linearmente independente sobre /.

Atencao!

O teorema (9.3) vale somente como teste de independéncia linear.

O teorema NAO ESTA AFIRMANDO, que SE se o determinante wrons-
kiano de um conjunto qualquer de fungdes do espago €™ !(I) é zero
em um ponto de / ENTAO as funcdes sio linearmente dependentes no
espago €1 (I).

CEDERIJ 25

2



Equacoes Diferenciais | Equacdes Diferenciais lineares de ordem superior

26 CEDERJ

[ Exemplo 9.8. ]

xz, sex>0

Sejam f(x) = { )

—x°, sex<O0

Temos (verifique!) f(0) = f/(0) =0, e g(0)=g'(0)=0.

Portanto
W[f(0),8(0)] =0 9.7)

Agora, consideremos a combinacio linear nula
c1f(x)+cag(x) =0 paratodox e R. 9.8)
Escolhendo x = —1, (9.8) nos da
—c1+c=0 (9.9)
Escolhendo x = 1, (9.8) nos da
ci+c=0 (9.10)

Lembrando que (9.7) e (9.8) devem ser verificadas para todos os x € R, con-
cluimos que a tnica possibilidade é

c1=cy=0. ©.11)

A equagdo (9.11) nos diz que f e g sdo linearmente independentes sobre R,
apesar de seu wronskiano ser nulo no ponto xo = 0, de acordo com (9.7).

Atencao!
Quando as fungdes y1(x), y2(x), -+, ys(x) sdo solu¢des de uma mesma
equacdo diferencial linear homogénea normal de ordem/ n, entao

Vi, o+, yn 830 Li. = W[f1(x), -+, fu(x)] # 0 em todos os pontos de /.

#£5 Para simplificar, vamos enunciar e demonstrar o teorema para equa-
¢oes diferenciais lineares de segunda ordem apenas. O caso geral é
analogo.

Teorema 9.4.

Se y1 e y; sdo solucdes de uma equagao diferencial linear de segunda ordem

d d
normal a,(x) ﬁ +a(x) d_i)c + ap(x)y = 0 entdo

y1 ¢ y2 sdo linearmente independentes = W [y; (x),y2(x)] # 0.

em todos os pontos de /



1do as fungdes

sdo solugdes
ma mesma
¢do, a situagdo
a.

Demonstragdo

Provar o teorema (9.4) € equivalente a provar que se y; € y, sdo solucdes
de uma equacio diferencial linear de segunda ordem normal
d*y

ag(x)ﬁ +ay(x)

dy
oy Taoy=0 e Wlyi(xo),y2(x0)] =0
em algum ponto xp € I entdo y; e y, sdo linearmente dependentes.
E este enunciado equivalente que vamos provar.

Temos:
dzy

d
ST +axy =0.

Hipétese 1: y; e y; sdo solugdes de as(x) y
X

Hipétese 2: o determinante W [y; (x9),y2(xo)] = 0 é nulo no ponto xy € 1.

Consideremos o sistema de equacdes

c1y1(xo) 4+ c2y2(x0) =0 9.12)
. .

1y (x0) + 205 (x0) =

As incognitas do sistema (9.14) sdo ¢ e ¢;.

O determinante principal do sistema (9.14) é precisamente W [y; (xo),y2(x0)]
Segue da hipétese n® 2 que o sistema (9.14) é indeterminado.

Logo ¢y =0, ¢y = 0 ndo € a sua tnica solugdo.

Seja (¢1,¢7) uma solugdo diferente de (0,0)

Entdo, a fungio
y(x) =iy (x) + 2y (x) 9.13)

¢ uma solucio da equagio diferencial

d2
ax(¥) 75 +ar(x)

dy

I +ap(x)y=0

que satisfaz as condigdes

¥(x0) =0 e y(x)=0.

A funcdo nula também € uma solu¢do da mesma equagio e satisfaz as mes-
mas condigdes iniciais.

O Teorema de Existéncia e Unicidade de solu¢des de problemas de valor
inicial obriga que as fungdes c1y; (x) + c2y2(x) e a funcdo nula sejam iguais
em todos os pontos do intervalo /.
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Isto é,
ciy1(x) +cya(x) =0 paratodo x €1

Observando que pelo menos um dos coeficientes ¢1,c; € diferente de zero,
temos uma combinacdo linear nula das fungdes y;,y, onde nem todos os
coeficientes sdo iguais a zero.

Isso quer dizer que as fungdes y;(x) € y(x) séo linearmente dependentes, o
que conclui a demonstracdo.

!
Atencao!

e Se Wlyi(x0),y2(x0)] # 0 em algum ponto xy € I entdo y;(x) e
y2(x) sdo linearmente independentes sempre

e Podemos ter yj(x) e yy(x) linearmente independentes e
Wyi(x),y2(x)] = 0 em todos os pontos de /. Mas neste caso y; (x)
e y2(x) ndo podem ser solu¢des de uma mesma equagdo linear ho-
mogénea normal de segunda ordem

e Se yi(x) e y2(x) sdo solugdes de uma equacdo diferencial linear
homogénea normal de segunda ordem entdo

yieyrsdol i. <= Wiy (x0),y2(x0)] #0

em algum xg € 1.

#£5 Agora fica mais simples testar se um conjuntos de solucdes de uma
mesma equagdo é linearmente independente ou ndo. Basta calcular o
seu determinante wronskiano e checar se ele é diferente de zero em
algum ponto.

[ Exemplo 9.9. ]

Mostre que:
a) @ (x) = senx, @2(x) = cosx e @3(x) = " sdo solugdes da equacio

(D*~D*+D—1)y=0,
no intervalo I = (—x/2,7/2)
b) Calcule W (@i (0), 92(0), ¢3(0)]
¢) Determine a solugdo geral de y”' —y" +y' —y =0
Solucao:

a) Verifiquemos apenas para a funcfo seno. As demais verificacdes



sdo semelhantes. Temos

o1(x) =senx, @j(x)=cosx, @](x)=—senx, @"(x)=—cosx
Substituindo na equacao:
(—cos x) — (—sen x) + (cos x) — (sen x) = 0 para todo
xe(—mn/2,m/2)
Portanto @) (x) = sen x é solugdo da equagao.
b)
senx cosx €
W(@1(0),92(0), 3(0)] = det cosx —senx € =
—senx —cosx € _
x=0
0 1
=det 1 0 1 |=-2
0 -1 1

c) Como W[@;(0),¢2(0),93(0)] # 0, o conjunto {sen x, cos x, e*}

constitui uma base para o espaco das solucdes de
1

Y'=y"+y —y=0.

Consequentemente, uma solucao geral é
y(x) = c1sen x+ cycos x + c3sen x,

sendo ¢y, ¢y € c3 constantes arbitrarias.

Teorema 9.5 ( A formula de Abel / Ostrogradskii para o Wronskiano).

Se y1 e y; sdo solugdes de uma equagao diferencial linear de segunda ordem
normal no intervalo /

Y+ p(x)y' + q(x)y =0.

Entao
Vxel W[yl(x),yz(x)] :ceifp(x)dx.

Demonstragdo

Sabemos que (omitindo o ponto x)

Y1 »2
Wyi,y2] = det ( , . = y1.y5 — y2.y} portanto
1 2
Yoy
d
WD) ()] = YiYa 1Yy = ya i — v 9.14)

Como y; € y; sdo solugdes da equagio y” + p(x)y’ + g(x)y = 0, entdo

Y+ Py +g(x)y1 =0 e ¥+ px)ys+q(x)y2 =0. 9.15)
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Tirando os valores de y{ e y) respectivamente nas equacdes (9.15), e substi-
tuindo na férmula (9.14), obtemos

W' ly1(x),y2(x)] = —=p(x)y1.55 + p(x)y2.5) = —p(x) 195 — y2.¥1] -
—_———
W1 ()92 ()]
Ou seja,

W/ [y1(x),y2(x)] = —p(x)W [y1(x),y2(x)]- (9.16)

(9.16) mostra que W{y;,y2] é solugdo da equacdo diferencial linear de pri-
meira ordem, homogénea
7+ p(x)z=0;

cuja solucdo geral é
Wiyi(x),y2(x)] = ce IpL) dx,

como querl’amos provar.

Corolario 9.6.

O determinante wronskiano de duas solugdes de uma equacdo diferencial
linear de segunda ordem normal no intervalo / ou é sempre diferente de zero,
ou ¢ identicamente nulo.

Para saber se duas solucdes sao l.i. ou Ld., basta testar em um ponto do
intervalo.

Demonstragdo

Basta observar que ou o parlametro ¢ em W [y; (x),y,(x)] = ce™J P() dx
¢é igual a zero; ou € diferente de zero. No primeiro caso, as solucdes sdo L.d.;
e no segundo caso sdo /.i..

[ Exemplo 9.10. ]

Calcule uma expressdo para o wronskiano de um par de solucdes da
equacio x°y" +xy' + (x> + 1)y = 0 em um ponto x qualquer do intervalo

(0, +o0).
Solucao:

De acordo com a férmula de Abel/Ostrodradskii, se y; e y, sdo
solugdes da equacdo x*y” +xy’ + (x> + 1)y = 0 no intervalo (0,+oo),
entao .

W [y1(x),y2(x)] = e/ P 5,
1
onde, neste caso p(x) = % =—.

~ x> x

Entéo,

Wy (x),y2(x)] = ce™/ VX dx = )_Cc



#£5 O exemplo mostra que o valor do wronskiano depende do ponto x.
E mais: ndo devemos concluir que o wronskiano é independente do
par de solugdes. A constante ¢ varia de acordo com as solugdes con-
sideradas.Para cada par de solu¢des temos uma constante particular.
Por exemplo, se tomarmos duas solucdes linearmente dependentes
certamente teremos ¢ = 0. Se considerarmos duas solugdes linear-
mente independentes, entdo ¢ # 0.

Atividade de auto-avaliacao 9.2

Calcule a expressao geral para o wronskiano das duas solugdes y; e y, da

equacio x*y” + xy' + (x* + 1)y = 0 que satisfazem as condigdes

yl(l) =0, yll(l) =1, y2(1) :ylz(l) =1

Definicao 9.5.

Dada uma equagdo diferencial linear homogénea de ordem 7, normal em
um intervalo,
Ly=0,

chamamos de sistema fundamental de solugédes ou conjunto fundamen-
tal de solugées de L.y = 0 a qualquer base do espaco vetorial L~'{0}.

#£5 A definigdo (9.5) resume a estratégia para obter todas as solugdes (i.¢,
a solugdo geral, no melhor sentido do termo) de uma equacéo dife-
rencial linear de ordem 7, homogénea e normal em um intervalo /

— Encontre/calcule n solugdes yy,---,y, da equacio
— prove que essas solucdes sdo linearmente independentes e - - -

--- e pronto! A solugdo geral da equagao é

y(x) = c1y1(x) +c2y2(x) 4 - + cpyn(x).
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Resumo
Nesta aula vocé aprendeu:

e a identificar equagdes diferenciais lineares de ordem 7, definidas
em um intervalo
ICR,

bem como a caracterizar suas solucdoes;

e a caracterizar alternativamente as equacdes diferenciais lineares
com a ajuda do conceito de operador diferencial linear sobre um
espaco vetorial de fun¢des que possuem derivadas até a ordem n
em um intervalo;

entrada — — saida;

e anocdo de problema de valor inicial para uma equagao diferencial
de ordem n;

e 0 enunciado do Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugdes
de problemas de valor inicial envolvendo equagdes diferenciais
lineares de ordem #;

e a nocdo de determinante wronskiano de funcdes definidas em /1,
e autilizd-lo para a caracterizar um conjunto linearmente de n
solu¢des linearmente independentes de L.y = 0, isto €, uma base
de L~'{0};

e c finalmente vocé aprendeu a demonstrar que o conjunto das
solugoes da equagdo diferencial L.y = 0 € um espaco vetorial de
dimensdo n e que para obter a solu¢do completa de L.y = 0 preci-
samos calcular uma base para o nicleo: L~'{0}.

O QUE VEM POR Al:

Até agora ndo estudamos nenhum método para calcular solugdes de equagdes
diferenciais lineares, excetuando as de primeira ordem. Aprendemos a reco-
nhecer se um conjunto de solucdes de uma equagdo dado €, ou ndo, um con-
junto fundamental de solugdes, mas ndo vimos ainda nenhum método para
construir esse conjunto de solugdes.

Em geral, construir um conjunto de solu¢des € uma tarefa muito dificil,
ou ineficiente, ou entdo precisamos apelar para métodos numérico/aproxima-
dos a fim de realizd-la. Entretanto, as vezes é possivel desenvolver métodos
analiticos para o cédlculo de solu¢des. Na proxima aula, apresentaremos
dois métodos para calcular conjuntos fundamentais de solu¢des de equagdes
L.y = 0, no contexto de equagdes diferenciais lineares de ordem dois.Ambos
tém restrigdes: o primeiro método vale para equagdes bem gerais, que t€m
funcdes como coeficientes, mas requer o conhecimento a priori de uma solu-
¢do. O segundo vale essencialmente para equagdes de coeficientes constan-
tes. Eles podem ser generalizados, fazendo as devidas adaptacdes, mas néo
vamos estudar essas generalizagdes.



SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA.

Solucao comentada da atividade 9.1

Assinale V para as afirmativas que vocé considera corretas e F para as
incorretas justificando sua resposta:

1) (V) As funcdes seno e cosseno podem ser solugdes de equacdes de
primeira ordem no intervalo (0, 1)

Justificativa: note que ndo se estd exigindo nada, nem que as fungdes
satisfagam a mesma equac@o. Entdo, por exemplo, a funcdo seno € solucdo
da equacio y = cosx; e a fungio seno é solugdo de y) = —senx.

2) (V) As funcdes seno e cosseno podem ser solu¢des de uma mesma
equagdo linear homogénea de segunda ordem no intervalo (0,7) .

Justificativa: de fato, revendo os exemplos desta aula, observamos que
as duas funcdes sdo solucdes da equacgdo
y"+y = 0no intervalo dado. Nio h4 contradi¢iio com o Teorema de Existéncia
e Unicidade de Solucdes.

3) (F) As fungdes seno e cosseno podem ser solu¢des de um mesmo PVI
com uma equagdo linear homogénea de segunda ordem no intervalo (0, 7) .

Justificativa: como se trata de um Problema de Valor Inicial, a res-
posta seria verdadeira somente se as duas fungdes satisfizessem uma mesma
equacdo diferencial (o que, de fato acontece); que assumissem o mesmo valor
em algum ponto do intervalo,(o que também é verdade somente no o ponto
7 /2); e que, além disso, tivessem derivadas iguais naquele ponto, o que ndo
é verdade. Portanto a afirmativa ¢ falsa.

Solucao comentada da atividade 9.2

A forma geral do wronskiano de qualquer par de solugdes da equagdo é
(sando a féormula de Abel):

W ()32 (x)] = <

Portanto, no ponto x =1, Wy (1),y2(1)] =¢/1 =c.

Por outro lado, calculando wronskiano no ponto x = 1, pela definicdo, te-
mos:

win(a)=aen( B0 0 ) —ae (]} )=

Igualando os dois célculos obtemos ¢ = —1 .
Concluimos entdo que o Wronskiano das solugdes y; e y, da equag@o
Ky +xy' + (x> + 1)y = 0 que satisfazem as condigdes y;(1) = 0,

Vi) =1, ya(1) = ¥4 (1) = 1 6 Wy (x),y2(x)] = _% :
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Aula 1 () 4

EDOS HOMOGENEAS DE ORDEM SUPERIOR
CALCULO DE SOLUCOES

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

calcular solugdes gerais de equagdes diferenci-
ais lineares de segunda ordem, normais pelo mé-
todo de de reducao de ordem:;

calcular as solucdes gerais de quaisquer equa-
coes diferenciais lineares de segunda ordem, de
coeficientes constantes.
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INTRODUCAO

Nesta aula, vamos nos restringir as equacgdes diferenciais lineares de se-
gunda ordem normais. Os métodos de solugdo que vamos obter admitem
extensdes as equacdes lineares de ordem qualquer, com algumas adaptagdes;
mas nao vamos considera-las neste texto.

De acordo com o que vimos na Aula 9, para calcular a solu¢do geral de uma
equagdo diferencial linear de segunda ordem, normal em um intervalo /

ax(x)y" + a1 (x)y' +ao(x)y =0 (10.1)
é preciso obter duas solugdes linearmente independentes da equagdo. Usando

somente as ferramentas de que dispomos, existem basicamente duas situagdes
em que se consegue construir uma solucéo geral da equagéo (10.1):

e quando conhecemos previamente uma solucdo

e quando a equagdo tem coeficientes constantes

Atencao!
Repetimos que ndo vamos considerar equacdes de coeficientes analiticos,
normais ou ndo; para as quais existem os chamados “métodos de séries
de poténcias”. O leitor curioso poderd consultar a literatura pertinente.

METODO DA REDUCAO DA ORDEM

Suponhamos que, por inspecdo/experimentacdo, ou - usando técnicas
mais avancadas, como a utiliza¢do de séries de poténcias (quando os coe-
ficientes sdo mais do que continuos, sdo analiticos em /, o que significa intui-
tivamente que eles podem ser substituidos localmente por séries de Taylor),
... enfim, de alguma maneira, se conhece uma solugéo de (10.1).

O método da reducdo de ordem permite - em tese - descobrir uma se-
gunda solugdo y;(x), linearmente independente de y; (x).

Passemos ao laboratério. Vamos fazer algumas experiéncias

Dividindo a equagdo (10.1) por ap(x), vamos trabalhd-la sob a forma
normalizada
/!

Y +p(x) +4qx)y=0, (10.2)
onde p(x) = a;(x)/ax(x) e g(x) = ap(x)/az(x) sdo fungdes continuas em /.
Uma primeira observagio é que para cada constante ¢, a fungéo cy; (x) também
€ uma solugdo da equagdo (10.2).

Acontece que cy;(x) é linearmente dependente de y; (x).
Portanto ndo nos serve.



Todavia quando substituimos a constante ¢ pela funcdo identidade, uma ten-
tativa razoavel num processo experimental, em lugar de ¢ y; (x) temos xy; (x).
Calculando o determinante wronskiano de y; (x) e xy1 (x) temos

Wi =der (0] 21O, )

Vi) yi(x) +xv)

Vemos que se y;(x) # 0 em todos os pontos de I entdo y,(x) = x yi(x) é
linearmente independente de y; (x).

Infelizmente a condi¢io W{y;(x),xy;(x)] # O ndo basta para garantir
y2(x) = x y1(x) seja solugdo da equagdo (10.2).

Vejamos dois exemplos. No primeiro [y;(x)]?> # 0 em todos os pontos de 1,
e x y1 (x) também & solugio da equagio. No segundo, apesar de [y (x)]? # 0
em todos os pontos de /. Entretanto x y; (x) ndo é soluc¢do da equag@o.

[ Exemplo 10.1. ]

Considere a equagdo y” — 2y +y=0.
E bem ficil verificar que y; (x) = ¢* é uma solucdo desta equagdo.

Mais ainda, y;(x) = xe* também é solugio da equagio.

E como Wy;(x),xy1(x)] = y1(x)?> = ¢** as duas solucdes sdo linearmente
independentes, e a solugdo geral da equagio é

y(x) = cre* + coxe’

[ Exemplo 10.2. ]

T T
Consideremos agora a equagdo y” + 4y = 0 no intervalo (— X 5)

y1(x) = cos2x é solugdo desta equagio.

y2(x) = xy; (x) = xcos2x, temos que W [cos 2x, x cos 2x] = cos® 2x, 10go cos 2x
T T

e x cos2x sdo linearmente independentes em (— > 5) .

Vocé pode verificar facilmente que y,(x) = xcos2x ndo € solugdo de

¥y +2y=0. (De fato, [y2(x)]" +y2(x) = —4sen2x).

#£5 Conclusdo: Multiplicar uma solugdo por x as vezes produz uma nova
solucdo linearmente independente da primeira, as vezes nao.

£5 Vimos, nos exemplos que, se yj(x) é solugdo de (10.2),
y2(x) = xy1(x) pode ser solu¢do, mas também pode nio ser solugdo
de (10.2).
Prosseguindo o trabalho de laboratério, perguntamos: serd que existe
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alguma u(x) tal que y,(x) = u(x)y; (x) seja sempre solucdo de (10.2),
linearmente independente da é solugdo y; (x)?

Suponhamos que exista u(x) tal que y»(x) = u(x)y; (x) seja solugio.

Temos (omitindo temporariamente o argumento x, para ndo sobrecarregar a
notagdo)

Y2 =uy
Yo =u'yr+uy)
yy  =u'yr+uly) +uly) +uyf
Substituindo y; e suas derivadas na equacgdo (10.2),

u"yi +u'yy +u'yy + uwyy + p(u'yy + uyy) + q(uyr) =0;
——

vy Yy qy2

podemos reescrever a dltima equagdo como

(uy + puy + quyr) + (u"yy + 2u'y) + pu'y)) =0 (10.3)
Fatorando u na expressao do primeiro paréntese obtemos
u(yy +py+ay).

E como y; € solugdo de (10.2) entdo y| + py| + gy1 = 0, de modo que
(10.3) se reduz a
u'y1 +2u'yy + pu'y; =0

e chamando u’ de v, obtemos a equagio

Dai é que vem o nome
redugdo de ordem. Para
resolver a equagdo (10.2),
de segunda ordem, preci-
samos resolver a equac@o,
que é de primeira ordem.
O problema passou a ser
o de calcular uma solucéo
de uma equagdo de ordem
reduzida de uma unidade.

’ y/ (x)
Vot (p(x)+2yi(x))v:0, (10.4)

que ¢ uma linear de primeira ordem.

Resolvendo a equacdo (10.4) pelos métodos da Aula 3, obtemos
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c - [ p(x)dx
v(x) = TAGIE -e( / >, ¢ = constante

Como v = i’ temos

- | p(x)dx
u(X)ZC/m-e( /p ¢ >dx.

Estamos precisando descobrir uma fungéo u(x) adequada a nossos propdsitos.
Na verdade conseguimos toda uma familia de funcdes. Para cada escolha de
¢ temos uma fun¢do u(x). Entéo basta escolher um valor para c.

Atencio! Nao podemos escolher ¢ = 0, pois isso daria u(x) = 0 e consequen-
temente y,(x) = 0, o que ndo nos serve porque a func¢do nula é linearmente
dependente com qualquer outra funcdo, e portanto niao pode fazer parte de



uma base para o espaco das solucdes de (10.2). Podemos escolher qualquer
¢ # 0 Escolhendo ¢ = 1,

- [ p(x)dx
u(X):/m-e( /p ¢ )dx

e temos para segunda solu¢@o da equacao (10.2)

L (- pwax)
DS

dx

7200 =00 [

Para completar a tarefa, precisamos verificar que yj(x) e y»(x) sdo linear-
mente independentes; o que decorre imediatamente da férmula de Abel. De
fato,

Wiyi(x),y2(x)] = 6(7 /p(x)dx) #£(0 paratodo x.

Assim alcangamos nosso objetivo.

[ Exemplo 10.3.

Calcular uma solucio geral de 2x%y” +3xy' —y =0, x > 0, sabendo
que y; (x) = 1/x é uma solugéio da mesma.

Soluciao: Usaremos a férmula desenvolvida na técnica de reducdo de
ordem.
Escrevendo a equacdo na forma normalizada

y'4+3/2xy' —1/2x*y =0

vemos que a fungéo coeficiente de y' é p(x) =3/2x, e

eff3/2x dx
(1/x)?

¢ uma segunda soluc¢do, linearmente independente de

yi(x) =1/x.

Calculando as integrais obtemos y;(x) = 1/x- %x3/ 2= %xl/ 2,
Sendo assim, a solucdo geral de 2x%y" +3xy —y=0¢

dx

ya) = (1) [

1
y(x)=c -+ x!/2
X

#£5 Observacio: o fator % foi englobado na segunda constante arbitraria,
Co.
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Atividade de auto-avaliacao 10.1

Conhecida uma solugéo y; (x), de uma equacdo diferencial linear normal de
segunda ordem, para obter uma segunda solugdo y,(x), da equagio, da forma

y2(x) = u(x)y; (x), linearmente independente da primeira, pelo método da
reducdo de ordem, basta - - -

Exemplo 10.4. ]

(— / p(x)dx)
Comprove diretamente que W [y; (x),y2(x)] = e , quando y,
e y2 sdo duas solugdes da equacdo (10.4), sendo y, obtida a parti de y; por

redugdo de ordem.

Solucao:

Wb71 (x)vyz(x)] =

Atividade de auto-avaliacao 10.2

Considere a equacdo de Legendre com pardametro igual a um:
(1—x%)y" —2xy +2y =0, -l<x<1.

Mostre que a fungdo ¢;(x) = x é uma solugdo. Determine a
solucdo geral da equacdo de Legendre .
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EQUAQﬁES DE COEFICIENTES CONSTANTES

A segunda situacdo em que é possivel calcular uma solugdo
geral para a equacdo linear de segunda ordem homogénea (10.1),
extremamente comum nas aplicagdes, € quando as fungdes coe-
ficientes sdo constantes.

A forma normalizada da equacdo (10.2) é

AULA H MODULO 2

Y +py +gy=0 (10.5)

Teorema 10.1.

- A equagdo y' + py’ + gy = 0 tem sempre uma solugio da forma

¢(x) =™

onde a € uma constante.
- a ¢ uma raiz (real ou complexa) da equagado algébrica

r2—|—pr—|—q:0,

chamada de equacdo caracteristica da equacio v’ + py’ +qy =0

Demonstragao

Seja ¢(x) = e™, a = constante . Entdo
9" (x) + p@' (x) +q(x) = a’e™ + ape™ + ge™.
Portanto

0" (x) 4+ po'(x) +qo(x) =0 <= ¢™[a®> +ap+q] =0.

Como ™ nunca se anula @(x) = e é solugdo de
V4 py +qy=0 < a*+ap+q=0 <= a é uma raiz da
equagdo caracteristica.

E ja que toda equagdo do segundo grau tem sempre uma raiz
(real ou complexa) a, entdo a equagio y”’ + py + gy = 0 tem
sempre uma solucao da forma e

Este teorema da a pista para encontrar a solu¢do geral de
qualquer equacdo homogénea de 2¢ ordem com coeficientes cons-
tantes.

A primeira coisa a fazer € calcular as raizes da equacao au-
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xiliar r*> 4+ pr + ¢ = 0, mais conhecida como equacdo carac-
teristica.

Temos alguns casos a considerar:
1° caso:

A equacdo caracteristica tem duas raizes reais, distintas: r|
€ m.

Entao podemos formar duas solucdes da equagdo diferencial
'+ py +qy =0, a saber:

rix

Um exercicio simples mostra que
VxeR W e = (ry—r)eln72)¥ £,
Sendo assim, a solucdo geral da equacgdo €

y(x) =cre™ +cre’?

20 caso:

A equagdo caracteristica 2 + pr+ g = 0 tem duas raizes reais
iguais:

rN=ry=r.

Entdo s6 temos, em principio, uma solucao

P1(x) =e

Precisamos encontrar uma outra solu¢do ¢, (x), que seja linear-
mente independente de ¢;.

Podemos aplicar diretamente a férmula desenvolvida na secio
anterior e calcular diretamente @, (x) = xe’™ como uma segunda
solucdo.

Vamos repetir uma parte do raciocinio, para fixar:
Procurando uma segunda soluc@o da forma @, (x) = u(x)e™
bemos que v = i’ deve satisfazer

, sa-

o1V + (29 + pei )y =0



ou seja

™V + (2re™ + pe™)v =0
Como r = —p/2 entdo p = —2r e a expressdo entre parénteses
se reduz a

2re™ + (=2r)e™ =0

Portanto a equacao de 1¢ ordem para v fica
V=0
De onde v = cte.

Escolhendo a constante como sendo 1
Assim u/ = v = 1. De modo que

u(x) =x

Entdo u(x) = x de modo que

02 (x) = xe’™ [

A solucao geral da equagdo (10.5) €

y(x) = (c1 +xcp)e™

Resta ainda a examinar o
39 caso:

A equagiio caracteristica 7> + pr+q = 0 tem duas raizes
complexas conjugadas r; = a+ bi, r, = a — bi, sendo b # 0.

45 1embre que: se p(x) € R[x] é um polindmio de grau > 1
com coeficientes reais, e se § € C, entdo

p(B)=0<= x*>—(B+P)x+ BB dividep(x)

Em particular, se gr[p(x)] = 2 entdo a forma de p(x) é

p(x) =x>—(B+B)x+BpB

CEDERJ
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Dai a equagdo caracteristica pode ser reescrita como
r? —2ar+ (a* +b*) =0.

Afirmamos que as fungdes @ (x) = e™cos bx e @,(x) = e*sen bx
sdo solugdes linearmente independentes da equagao

y'—2ay' + (a* +b*)y =0, b#0

Provemos que ¢; € solucio.
Tem-se:
@1 (x) = a e™cos bx — b e*sen bx

@] (x) = a*e™cos bx —ab ¢ sen bx —ab ¢™sen bx —b*e™cos bx
Substituindo na equagao,

a*e™cos bx — ab e sen bx — ab e sen bx — b*e“cos bx-+

—2a%e™ cos bx +2ab e™sen bx — (a* +b*)e™cos bx =0
o que mostra que ¢; é solucdo.
A verificacdo de que ¢, € solucdo é completamente andloga.

Para mostrar que ¢; e ¢, sdo linearmente independentes obser-
vamos que

W1 (x), 92(x)] = —be™

que ¢ diferente de zero, ja que b # 0.

Portanto a solugdo geral de y’ —2ay’ + (a> +b*)y=0, b #0

y(x) = cr1e*cos bx+ cre* sen bx.



Resumo Geral

Para resolver a equacgdo diferencial linear homogénea de
segunda ordem

Y +py +qy=0, p,q,constantes

primeiro encontramos as raizes ry, ry da equacdo auxiliar (ou
caracteristica)
2
r“+pr+q=0.

A seguir, a solugdo geral da equagdo dada pode ser expressa em
termos de r| e ry como se segue:

H ri,r ‘ Solugdo Geral H
Reais, ri #nr y(x) = cre" + cre’?
Reais, ri=ry=r y(x) = (c1 +cax) €™
Complexos, ri=a+bi y(x) = e*(cy cos bx+ ¢y sen bx)
r=a— bi

[ Exemplo 10.5. j

Encontre uma equacdo diferencial linear com coeficientes
constantes cuja solugdo geral seja cysen 3x+ cacos 3x

Solucao:
Seja y" + py + gy = 0 a equacio procurada.

sen 3x é solucdo <= —9sen3x+p3cos3x+qsen3x=0
< (q—9)sen3x+3pcos3x=0

A equacdo (¢ —9) sen 3x+ 3p cos 3x = 0 € uma combinagdo linear
nula de duas solucdes linearmente independentes.

Devemosterg—9=0e3p =0

CEDERJ
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Dai p =0, g =9 e a equagdo procurada é

Y'+9y=0

Atividade de auto-avaliacao 10.3

Encontre uma equacdo diferencial linear com coeficientes
constantes cuja solucdo geral seja c; + cpxe*

Resumo

Nesta aula vocé aprendeu a:

e utilizar o método de reducdo de ordem para, a partir
do conhecimento de uma solucdo de uma equacao di-
ferencial linear, de segunda ordem, normal em um in-
tervalo /, calcular uma segunda solu¢do, linearmente
independente da primeira; e consequentemente obter
uma solucdo geral para a equagdo em /;

e Calcular uma solugdo geral de qualquer equacgao dife-
rencial linear, de segunda ordem, de coeficientes cons-
tantes.

O QUE VEM POR Af:

Na proxima aula, ainda no contexto de equagdes diferenciais li-
neares de segunda ordem, normais em intervalos, voc€ vai apren-
dera a calcular solucdes particulares de equagées ndo homogé-
neas utilizando dois métodos, a saber:

1. o método dos coeficientes a determinar; que € muito util
no célculo de solucdes particulares de equagdes diferen-
cias de segunda ordem, com coeficientes constantes, pos-
suindo segundo membro com certas formas especiais (em-
bora se aplique também a algumas equagdes particulares
de coeficientes varidveis, como certos tipos de equagoes
de Euler);

2. 0 método da variacdo de parametros, que se aplica a e-
quacdes normais que podem ter coeficientes variaveis,
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mas que depende do conhecimento de uma solugdo geral
de uma equagdo diferencial homogénea associada.

Assim como nos métodos de de célculo de solucdes desta aula,
os métodos que vocé vai aprender se estendem, com as devi-
das adaptacoes, a equagdes diferencial lineares normais, ndo ho-
mogéneas, com as adaptacOes apropriadas.

AULA m MODULO 2

SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA:

Soluciao comentada da atividade 10.1

Conhecida uma solugio y;(x), de uma equagdo diferencial li-
near normal de segunda ordem, para obter uma segunda solucao
y2(x), da equacdo, da forma y,(x) = u(x)y;(x), linearmente in-
dependente da primeira, pelo método da reducdo de ordem,
basta - - -

utilizar a férmula

y2(x) =y1(x)-/ ! {(—/p(x)dx)dx

e fazer as contas.

#5 Obs: Naturalmente a férmula acima se aplica aos inter-
valos onde yi(x) # 0. Em principio, deveriamos sempre
explicitar tais intervalos;, um procedimento que, em geral
é neglicenciado.

Veja a “resposta” da atividade 10.2, por exemplo.

Solucao comentada da atividade 10.2

Temos, pra todo x € (—1,1)

(1—x)) o —2x¢] +2¢; = (1—x*)-0—2x-142-x
= —2x+2
0-

Isto mostra que ¢ (x) = x € uma solugo.
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Para obter uma solucdo geral, precisamos de uma segunda so-
lucdo ¢, (x) da equacdo de Legendre, linearmente independente
de ¢@;(x). Para isto, vamos utilizar a formula do método de
reducdo de ordem, ndo esquecendo de escrever a equacdo de
Legendre na forma normal:

e—f(—2x/(l—x2))dx
¢ (x) = x-/ dx.

x2

Tem-se

Por fragdes parciais

I A, B, C D
2(1—x2) x x2 l—x l+4x
Ax(1—=x%*)+B(1 —x*) + Cx*(1 +x) + Dx*(1 —x)_

x2(1—x?%) ’

de onde formamos o sistema

~A+C-D=0
~B+C+D=)
A=0

B=1

DaiA=0,B=1,C=1/2,D=1/2, e entdo

/ 1 J / 1 +1 1 +1 1 d
———~dx = —+= = X.
x2(1—x?%) 2 21—x 21+x

I 1
Consequentemente @, (x) = x[—— + 5 In(1—x?)] e uma solucio
x

geral para a equacdo de Legendre é

O(x) = c1x 4¢3 [xin(v/1—x2)]-



Solucao comentada da atividade 10.3

Seja y" + py’ + qy = 0 a equagdo procurada.

e' ésolugdo <= €' +pe'+qge' =0
< (p+gq+1)e"=0
Dai podemos concluir apenas que p+¢g+1=0.
Usando a outra solucdo xe* temos:
xe* ésolucio <= 2e' +xe' +pe' + pxe’ +qxet =0=0
<~ (I+p+g)xe*+(2+p)e'=0

A equagdo (1+ p+g)xe* + (2+ p)e* = 0 € uma combinagio
linear nula de duas solucdes linearmente independentes.

Devemoster 1 +p+g=0e2+p=0Daip=—-2eqg=1
e a equacdo procurada é

Y'=2y'+y=0.
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Aula 1 1 é

EDOSs NAO HOMOGENEAS DE ORDEM
SUPERIOR - CALCULO DE SOLUCOES

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

Identificar as equacdes diferenciais lineares nao
homogéneas de ordem 2 definidas em um inter-
valo;

calcular conjuntos de solugdes de uma equagoes
diferenciais linear de ordem 2,ndo homogéneas,
pelos métodos de Variagao dos parametros e de
coeficientes a determinar.
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INTRODUCAO

Nesta aula vamos estudar dois métodos de obtencdo de so-
lucdes de as equacdes diferenciais lineares ndo homogéneas de
ordem maior do que um. Como na aula anterior, vamos enfatizar
as equacoes de segunda ordem:

Uma equacgado diferencial ordindria de ordem n, definida em
um intervalo I, é linear ndo homogénea puder ser escrita na
forma padrao:

an(X)y" + a1 ()Y 4 ar ()Y (x) +ao(x)y = h(x), (11.1)

sendo aj(x),---,a,(x), fungdes continuas em I, com a,(x) ndo
identicamente nula em /. h(x) é uma fungdo, que, salvo expres-
samente dito o contrdrio, € continua em /; chamada de segundo
membro, ou entrada, ou termo indenpendente, ou termo for¢cado
da equacdo (11.1).

#5 Como j4 foi observado na aula precedente, chamar a equa-
¢do (11.1) de equacao diferencial linear nao homogénea
ndo € estritamente correto. Entretanto, vamos seguir o
costume usual, tendo em mente que se trata de um uso
abusivo.

A nogdo de solucdo de uma equacdo diferencial linear ndo
homogénea € uma adaptacdo direta da definicdo de solucao de
ao diferencial uma equacdo diferencial linear. E lembre que
nem todos os resultados de Algebra Linear se aplicam direta-
mente as equagdes diferenciais lineares ndo homogéneas. Em
particular os conjuntos de solucdes de equacdes diferenciais ndo
homogéneas NAO siio espacos vetoriais. Por exemplo, na lin-
guagem de operadores, uma equacao diferencial linear nao ho-
mogénea de ordem n é uma equagio da forma

an(x)D"y +an_, (x)D"ly+ - 4aq (x)DOyJ y=g(x);

L

e vamos as vezes nos referir ao problema de calcular uma solucao
geral simplesmente como calcular o conjunto imagem inversa

L™ [g(x)].

Iniciamos agora o projeto de cdlculo de solucdes de equagdes
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diferenciais lineares ndao homogéneas de segunda ordem:

ar(x)y" +a1(x)y +ap(x)y=g(x), ou Ly=g(x) (11.2)

e Uma solugdo da equacdo ndo homogénea (11.2) € uma
funcdo ¢ pertencente ao espago %>(I) tal que para todo <
xel, 5

<

a (x) 9" (x) + a1 (x)¢'(x) +ao(x) 9 (x) = g(x).

e Se ar(x) # 0 em todos os pontos de I, entdo a equagdo
(11.2) € equivalente a equagdo

Y '+ p(x)y +q(x)y = h(x), (11.3)

onde p(x) = ai(x)/az(x), q(x) = ao(x)/az(x), h(x) = g(x)/az (x).

£5 Obs: A equacio (11.3) é a forma normalizada da equacio
(11.2).

Definicao 11.1.
A equacdo homogénea associada a equacdo (11.3) é a

equagao
Y'+p(x)y +q(x)y=0 (11.4)

Teorema 11.1.

Suponha que ¢ (x) e ¢»(x) sdao duas solugdes da equagdo (11.3).
Entdo @;(x) — @ (x) é solugio da equacéo (11.4)

Demonstracdo

@1 ésoluciode (11.3) <= ¢ (x)+ p(x)Q;(x) +q(x)@(x) = h(x)

/

¢ ésolugiode (11.3) <= @) (x)+ p(x)@5(x) +q(x)@a(x) = h(x)

Subtraindo membro a membro, e usando da linearidade da deri-
vada, podemos escrever

(@1 = ¢2)"(x) + p(x) (@1 — 92)' (x) +q(x) (@1 — @2) (%)
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= h(x) —h(x) =0,
0 que mostra que @; — ¢, € solucdo da equacio (11.4).

Segue imediatamente do resultado acima que, se conhecer-
mos uma solugdo particular @;(x) da equagdo ndo homogénea,
entdo para qualquer outra soluc@o y(x) da ndo homogénea vale
que y(x) — @ (x) é solu¢do da homogénea associada.

Ora, como qualquer solugdo geral da equacdo diferencial ho-
mogénea associada (11.4) é da forma

yr(x) = c1y1(x) +c2y2(x)
podemos garantir que, existirdo constantes o € 0 tais que
y(x) = @1 (x) = a1 y1(x) + 02 y2(x)

ou ainda
y(x) = @1(x) + o y1(x) + a2 y2(x) (I1.5)

Concluimos dai que

A solugdo geral da equacdo ndo homogénea (11.4):

Y+ p(x)y' +q(x)y = h(x),

¢ obtida pela adi¢do de uma soluc@o particular, ¢;(x), dela
propria, (11.3), a solugdo geral da sua equacdo homogénea as-
sociada (11.4).

[ Exemplo 11.1. ]

O objetivo deste exemplo € mostrar que a afirmacio de que
a solugdo geral da ndo-homogénea é igual a soma da solugcdo
geral da homogénea associada com uma solugdo particular da
ndo-homogénea, jé era verdadeira para as equagdes lineares de
primeira ordem e, como vocé ja deve estar desconfiado(a), vale
para equacdes de ordem n qualquer.

i) A fungio

yplx) = () |/ e g ax]

€ uma solugdo particular da equacido ndo homogénea.de 1¢ or-



dem §

Y+ px)y=q(x). 2

Demonstracdo %
De fato, .

- X) dx X) dx =

) = —p(X)‘e( /p( ) ) [/e/p( ) q(x) dXI +q(x) <

2

= —p®)yp+qx).

ii) A fungédo

Vi :Ce</ Pe dx> (11)

é a solugdo geral da homogénea associada: y' + p(x)y = 0.

iii) Mostremos agora que yj (x) 4y, (x) é solucdo geral da equagdo
linear ndo homogénea:

Ya(x) +ypx) = Ce(/ P dx)

+
Jre(—/p(x) dx) ' /e/P(x) dxg(x) dx
= e(/p(x) dx) : /e/p(x) dxq(x) dx+C

Portanto yj,(x) 4+ y,(x) coincide com a solugdo geral que conhe-
cemos, desde a Aula 3, para a equacio linear de primeira ordem
nao-homogénea.

Dizendo de outro modo, a solucdo geral da equacao linear de
primeira ordem ndo-homogénea € da forma

yh('x) +yp('x)7

como queriamos demonstrar.
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Atividade de auto-avaliacao 11.1

Demonstre a afirmagdo do item (if)

Encaminhamento: A férmula (11.5) indica o caminho para de-
terminar uma solu¢do geral de uma equagdo diferencial linear de
segunda ordem, ndo-homogénea .

Precisamos resolver dois problemas:

19) - calcular uma solugdo geral da equacdio homogénea asso-
ciada

29) - obter uma solugdo particular da equacio nio -homogénea

A obtenc¢do de solugdes gerais de equagdes diferenciais li-
neares homogéneas foi abordada na aula anterior, em dois casos
importates.

Veremos a seguir dois métodos de construir solugdes parti-
culares de equacdes ndo-homogéneas.

O primeiro método, e o mais geral, é o da variacdo dos
parametros, que se aplica a equacOes de coeficientes continuos.
O outro método é o dos coeficientes a determinar, que entre-
tanto se aplica somente a equacdes de coeficientes constantes e
cujos segundos membros sdo fungdes de formas bem especiais,
se bem que muito frequentes nas aplicacgoes.
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O METODO DA VARIACAO DOS PARAMETROS
(LAGRANGE)

Nota Historica

O método, que descrevere-
mos logo abaixo, lembra o
da redugdo de ordem, mas a
motivacdo de Lagrange foi total-
mente outra (e acabou roubando
o nome de método da variagio
das constantes). A inspiracdo de
Lagrange proveio inicialmente
do estudo das equagdes das
trajetorias de planetas em torno
do Sol. Um problema que
surgiu logo apds a demonstragio
de que as orbitas dos planetas
eram elipses, tendo o Sol em um
dos focos, foi o da estabilidade
secular do eixo maior das drbitas
planetdrias:  Serd que , com o
passar dos séculos, o eixo maior
das Oorbitas elipticas ndo iria
ficando progressivamente maior,
de modo que apds algum tempo
(um longo tempo talvez) os pla-
netas viessem a se desgarrar da
atragdo solar? Ao abordar este
problema, Lagrange levou em
consideracdo as influéncias que
um planeta sofre ndo somente
do Sol, mas também dos outros
planetas. E af ele introduziu o
método da variacdo das

constantes (que determinavam a
posi¢do de um planeta em sua
orbita) permitindo coeficientes
varidveis nas equagdes do movi-
mento dos planetas. Lagrange
nio resolveu completamente a
questdo (ninguém resolveu até
hoje), mas inventou um bocado
de matemadtica nova que veio a
ser muito empregada em outros
contextos. Mais tarde ele gene-
ralizou o método de variagao das
constantes as equagdes diferen-
ciais ordindrias lineares quais-
quer. Lagrange foi um dos
maiores matemdticos do século
XVIII, tendo contribuido de ma-
neira profunda em vdrios ra-
mos da matematica: Teoria dos
Numeros, Geometria, Algebra,
Mecanica e Andlise. Alguns
dizem que o udnico que rivali-
zava com ele em capacidade ma-
tematica, naquela época, era Eu-
ler. Bem ... Gauss ja estava bem
ativo muitos anos antes de La-
grange falecer.

2

O método da variacido dos parametros (que, em textos mais
antigos, era chamado de método da variacao das constantes) em
uma apresenta¢do moderna e elementar,no contexto de equacdes
diferenciais lineares, consiste em buscar uma solucio particular
da equacdo ndo-homogénea (11.3) a partir da solucdo geral de
sua equacdo homogénea associada (11.4).

Se a solugdo geral (11.4) é y,(x) = c1y1(x) 4 c2y2(x) busca-
se uma solugdo particular de (11.3) da forma

yp(x) = c1(x)y1(x) +c2(x)y2(x)
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sendo ¢ (x) e c2(x) fungdes a determinar. Substituindo y, e suas
derivadas na equacao (11.3), e agrupando (omitindo a varidvel
X, para simplifica.):

c1(axy + a1y +aoyr) + ca(azys +arys +aoy2) +
+(chy1 +hya) +ai(chyr + hya) + () + chyh) = h.

Como y; e y, sdo solugdes da equagdo homogénea, os dois pri-
meiros parénteses do lado esquerdo da igualdade acima sdo nu-
los, e ficamos com:

(i1 +cyy2) +ai(ciyr +cay2) + (€1y) +62y5) = h.
Esta identidade serd satisfeita se c; e ¢ puderem ser escolhidos
de tal forma que
iy (x) +ea(x)y2(x) = 0, (11.6)
1Y () + (s (x) = hlx). (11.7)

para todo x.

Para cada x, (11.6 - 11.7) formam um sistema de equacdes
(algébricas) lineares nas incégnitas ¢/ (x) e c5(x). O determi-
nante dos coeficientes desse sistema é o determinante da matriz

yi(x) ya(x)
Yi(x) yh(x)

que reconhecemos como o Wronskiano, Wy (x), y2(x)], das so-
lugdes linearmente independentes y; (x) e y»(x), da equacéo ho-
mogénea homogénea associada (11.3). Esse determinante € di-
ferente de zero, e utilizando a regra de Cramer:

Dai , por integragao o o
)’ZX YI
aalx / Wl 0)y2 @] / W) @]

Agora substitui-se ¢ (x) e ¢ (x) na expressao da soluc@o par-
ticular y, (x) = ¢1 (x)y1 (x) + c2(x)y2 ().




Exemplo 11.2.
( )

Achar a a solucdo geral de

Yity=tgx

Solucao:
A solucgdo geral da equac@o homogénea associada é
yu(x) = ¢y sen x+ ¢y cos x.
Temos entéo W|(sen x,cos x] = —1, e a solugdo particular é

yp(x) = c1(x) sen x+c2(x) cos x,

onde ;
X cos x
c1(x) = —/gil dx = —cos x,
t
c(x) :/&fnx dx = sen x — In(sec x+1g x)
Assim,
Vp(x) = —cos x sen x+ [sen x — In(sec x+1g x)| cos x
(1+sen x)
=—cosxIn| ———
cos x
A solugdo geral de y' +y=1gx é
1
y(x) =c) sen x+ ¢, cos x—cos x In <M)
cos x

Atividade de auto-avaliacao 11.2

Calcule, pelo método de varia¢do de parametros, um a solucao
geral de

y' =5y +6y=¢"
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O METODO DOS COEFICIENTES A DETERMINAR

Este método permite determinar uma solucdo particular da
equagdo de coeficientes constantes

Y +py +q=h(x), p,q constantes, (11.8)

para certos tipos particulares de fungdes /(x).

Comentario: Apesar de restrito, o método € aplicavel a um
grande nimero de problemas concretos.

O teorema 11.2 abaixo, sintetiza os principais casos em que
o teorema ¢ utilizado:

Teorema 11.2.

Se, na equacéo (11.8), h(x) = (ap+ajx+--- +apx™)e*cos B x
ou g(x) = (ap+aix+ -+ ax")e*sen Bx, entdo existe uma
solucdo particular da forma

yp(x) = (bo+b1x+---+byx")e%cos B x +

+ (cot+crx+ -+ cpx)e*sen B x

sendo b, ,by,co,- - ,c, um coeficientes a determinar.

#£5 Observacao: Uma demonstracio do teorema (11.2) pode
ser feita utilizando resultados de operadores diferenciais
de coeficientes constantes que ndo trabalhamos, e serd omi-
tida.

Nos limitares a apresentar, como coroldrios, os principais
casos em que o método ¢é utilizado.

Corolario 11.3.

Se, na equagdo (11.8) h(x) = ap +ajx+ --- + ayx”", entdo
existe uma solugdo particular da forma y,(x) = b +bjx+--- +
b,x", de mesmo grau que A(x)
sendo  bg,b1,--- ,by, coeficientes a determinar.



[ Exemplo 11.3. ]

Determine uma solugdo particular de

y' =3y +2y=2x+1

Solucao:

Usando o coroldrio (11.3), procuramos uma solucao particular da
forma y,(x) = ax+ b, polindmio do mesmo grau que 2x+ 1.
Entdo y,(x) =aey; =0.

Substituindo na equagdo obtemos 0 —3a+2(ax+b) =2x+ 1, isto é
2ax+2b—3a=2x+1.

Igualando os coeficientes das poténcias de x, calcula-sea=1e b =2

Portanto a solucao particular é

Vp(x) =x+2

#£5 Obs: Mesmo quando um polindnio de gra n que aparece
como termo independente numa equacdo diferencial li-
near ndo ndo contiver todas as poténcias de x, devemos
procurar uma solucao particular da forma de um polindmio
completo de grau n: y,(x) = bo+bix+---+bx". Os
célculos indicardo se algum(uns) coeficiente(s) bgs devem
ser nulos.

Quando o lado direito € uma constante, devemos procurar
uma solugdo particular constante.

Exemplo 11.4.
[ )

Determine uma solucdo particular para y” + 7y = x2.

Solu¢ao: Procuramos uma solugéo particular da forma

yp(x) = ax? + bx + ¢, um polindmio do segundo grau dois completo.
Vp(x) =2ax+b

Tem-se:
yp(x) =2a

Substituindo na equagio chega-se a 2a + 7 (ax* + bx+c) = x*
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Igualando os coeficientes das poténcias de x dos dois lados, vem que
Ta=1,7b=0e2a+7c=0.

Daia=1/7,b=0ec=—2/49 A solugdo particular é

yp(x) = 1/7x* —2/49.

Corolario 11.4.

Se, na equacdo (11.8), h(x) = e**, entdo existe uma solucdo

particular da forma
ox

yp(x)=be

sendo b um coeficiente a determinar.

( Exemplo 11.5. ]

Calcule uma solugio particular para y"’ +y' +y = e

Solucao:

Aplicando diretamente o coroldrio (11.4), procuramos uma solucao
particular da forma y,(x) = ae~**. Calculando as derivadas de y,(x)
até a segunda ordem e substituindo na equagdo, obtemos
dae ¥ —2ae P +aeF =¥

Dai 3a =1 e a solug@o particular é

Corolario 11.5.

Se, na equagdo (11.8), h(x) = cos B x ou h(x) = sen PBx,
entdo existe uma solugdo particular da forma

yp(x) = bicos Bx+by sen Bx

sendo by e by um coeficientes a determinar.



Atividade de auto-avaliacao 11.3

Calcule a forma de uma solucdo particular da equagdo
3y —y=2cosx

Exemplo 11.6.
E )

A forma de uma solugio particular de 2y” —y' + 5y = x e>* sen x
& yp(x) = (bo + b1x) € cos x + (co + c1x) €¥ sen x
onde by, by, cp, c1 sdo coeficientes a determinar.

Atencao!

Se algum termo na expressdo de y,(x) for solugdo da equagio
diferencial linearhomogénea associada a (11.1), vocé deve
procurar uma solugdo particular da forma xy), (x) para solugio
particular. Caso algum termo de xy,(x) seja solugdo da
homogénea associada entdo a solucdo particular buscada é

xzyp (x).

#5 Observacio: A demonstracio do resultado acima também
€ consequéncia dos mesmos fatos relativos a operadores
diferenciais de coeficientes constantes mencionados apos
o enunciado do teorema (11.2), e também sera omitida.

Exemplo 11.7.
( )

Calcule a solugio geral de (D? —4)y = —e>
Solugao: Aplicando o teorema (11.4), procuramos uma solugdo par-

ticular da forma
2x

yp(x) = ae
Calculando as derivadas desta y,, e substituindo na equagao diferencial,

chega-se a
4% — 4% = —¢*,

de onde se conclui que 0 =-1, o que é um absurdo.

2x 4

Isso aconteceu porque —e~* € solugdo da homogénea associada a equacao

(D? —4)y = —e*.
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Experimentamos entdo y,(x) = xae™.

Neste caso y),(x) = ae™ 4 2axe™ e y))(x) = 4ae™* +4axe™. Subs-
tituindo na equacao:

4ae™ + daxe™ — daxe™ = —e*,
e portanto a = —1/4. A solugéo particular é

yp(x) = —1/4 x &>

Outros tipos de func¢des A(x) aos quais o método se aplica
podem ser obtidos gracgas ao principio de superposicao:
“Sey,(x) e ¥p(x) sdo solugdes respectivamente das equagdes

Yi4epy +ay=g1x) e Y +p/+qy=gx)

entdo c1yp(x) + c2¥,(x) € solugdo particular de

Y'+py +qy=cig1(x) +caga(x).”

Exemplo 11.8.
( )

A equagdo diferencial y” +y — 2y = ¢* — x cos x tem uma
solucdo particular da forma

yp(x) =ke* + (bo+ b1x) cos x+ (co + c1x) sen x,
pois
y'+y —2y=¢" tem uma solugio particular da forma  ke*

e y'+y —2y=—xcosx tem uma solucdo particular da forma

(bo+b1x) cos x+ (co+c1x) sen x
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[ Exemplo 11.9. ]

Encontre uma equacdo diferencial linear com coeficientes
constantes cuja solugdo geral seja (c1 + ¢z x)e >* +x

Solucdo: Sabemos que a solugdo geral de uma equagéo diferen-
cial linear ndo-homogénea € a soma da solucdo geral da equagdo di-
ferencial linear homogénea associada com uma solugdo particular da
prépria equagdo ndo-homogénea.

Examinando a forma da solugdo geral proposta: (c1 + ¢z x)e >* +
x, somos levados a dividir o problema em duas partes:
1 - Determinar uma equagdo diferencial linear homogénea - digamos
L(y) = 0 - cuja solucdo geral seja (c; + ¢ x)e ",
2 - Calcular uma fungdo A(x) de tal modo que a f(x) = x seja uma
solug@o particular de L(y) = h(x).

Vejamos como funciona:

Na aula anterior, aprendemos a calcular equagdes diferenciais line-
ares homogéneas normais, de coeficientes constantes, a partir de suas
solugdes gerais:

Sejay” + py' + qy = 0 a equagdo procurada.

—3x %

A fung@o y,(x) = xe* é solugdo desta equagdo. Logo

—6e 4+ 9xe 4+ p(eF—3xe M) 4gxe =0

ou seja
(=9+ple ¥+ (9-3p+qg)xe ¥ =0;

—3x —3x

e como e > e x e > sdo fungdes linearmente independentes, os co-

eficientes da combinacdo linear nula acima devem ser todos iguais a
zero.

Entiop—9=0eg—3p+9=0.Istoé p=9e g=18 e aequacio
homogénea cuja solugdo geral é (c1 + ¢ x)e ¥ é

Y 49y +18y=0
Agora a segunda etapa: determinar uma fungdo A(x) tal que
yp(x) = x seja solugdo particular de y” + 9y’ + 18y = h(x).
Substituindo x e suas derivadas na equagio acima, ficamos com

0+9+ 18 x=h(x)
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Assim h(x) = 18x+9 e a solugdo do problema é

y' +9y +18y=18x+09.

Para nao esquecer: So utilize o método dos coeficientes a
determinar nas condi¢des em que ele € aplicdvel (Teorema
(11.2), ou um dos seus corolarios (11.3) a (11.5), ou em casos
que possam ser reduzidos a eles.

O método ndo se aplica, por exemplo, & equacdo L-y = In(x),
ouadequagdo L-y=1/x

Resumo

Nesta aula vocé aprendeu:

e que para obter uma solucdo geral da equacdo dife-
rencial linear normal ndo homogénea y” + p(x)y’ +
q(x)y = h(x), devemos adicionar uma solucdo geral
da equagdo diferencial linear homogénea associada
a uma solucdo particular da propria equagdo nao ho-
mogénea;

e a calcular solugdes particulares, e entdo solucdes ge-
rais de equacdes diferenciais lineares de segunda or-
dem normais ndo homogéneas, segundo dois métodos:

1. O método da variagdo dos parametros;

2. O método dos coeficientes a determinar.
- O primeiro método pressupde que a solucdo geral da
equagao homogénea associada seja conhecida.
- O segundo método s6 se aplica a equagdes de coeficien-

tes constantes, e quando as fungdes no segundo membro da
equacao diferencial sdo de alguns tipos especiais.
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O QUE VEM POR Af:

As aulas anteriores foram de cardter mais tedrico, ndo apresen-
tando modelos fisicos. Vamos compensar um pouco este fato
na aula 12, onde veremos uma pequena amostra de como as
equagoes diferenciais lineares de ordem superior sdo importan-
tes nas aplicagdes.

AULA H MODULO 2

SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA:

Solucao comentada da atividade 11.1

Temos:

% +p(x)y=0<+= % =—px) = j—xlnb(x)] =—p).

Observe que essa dltima € uma equacgiao do tipo da fundamental.
Portanto admite uma solug¢do que pode ser expressa em funcao
de uma familia de primitivas. Temos as equivaléncias:

d

T Inly()] = —p(x) <= Inly(x)] = — / p(x) dx

= y(x) = e~ /P,

Escolhendo uma primitiva P(x) de p(x), podemos escrever a so-
lucdo geral na forma

Denotando e por k, temos que
y(x) = ke P

Portanto
y(x) = ke /)

€ a solucdo geral da equagdohomogénea associada a .

A solucdo € a solugdo geral; e, neste caso, engloba todas as
possiveis solugdes da equacdo ndo homogénea associada.
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Solucao comentada da atividade 11.2

A solucdo geral da equagdo homogénea associada é
ya(x) =c1 ¥+ ¢y .

Temos entio W[(e?*,e*] = €%, e a solugdo particular é

yp(x) =ci(x) e2x+cz(x) e,
onde ;
‘e _
cl(x)z—/ e dx=e",
e 1 ,
c2(x) :/ x dx = —5¢ )
Assim,

1 1
_ o —x,2x - 2 3x: Lox
yp(x) =e e 5e e 5¢

E a solugio geral de y’ — 5y + 6y = ¢* é

1
y(x) = cre®¥ + e’ + iex

Solucao comentada da atividade 11.3

Solucio: y,(x) = bicos Bx+ by sen PBx.

Obs.: Note que o lado direito da equacdo ndo precisa conter
obrigatoriamente as duas parcelas cos Bx e sen Bx. Basta a
ocorréncia de uma delas para que procuremos uma solucio par-
ticular da forma y,(x) = bicos Bx+ b, sen Bx .
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Aula 1 2

MODELOS MATEMATICOS COM EQUACOES
DIFERENCIAIS DE SEGUNDA ORDEM

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

Verificar a importancia das equacoes diferenci-
ais lineares de ordem superior na modelagem de
fendmenos fisicos;

Resolver problemas simples referentes a dois mo-
delos com equacgodes diferenciais lineares de se-
gunda ordem: oscilagdes harmonicas e circuitos
elétricos.



Equacoes Diferenciais | Modelos Matematicos com Equagdes Diferenciais de Segunda Ordem

INTRODUCAO

#5 0s modelos que faremos uma breve descrigdo agora estio,
direta ou indiretamente, relacionados com as leis de mo-
vimento de Newton, em particular, com a segunda lei,
que é como um modelo formal de equacdo diferencial de
segunda ordem; e conceitos tais como trabalho e ener-
gia, conservagdo da energia, energia de posi¢do, energia
cinética,etc.

Vocé conhece as leis de Newton desde o segundo grau.
Vamos recorda-las?

Primeira Lei de Newton
Um corpo permanece em repouso ou com velocidade constante
(aceleragdo zero) quando ndo estd submetido a acdo de forcas
externas, isto €,

- _ T —

a =0quando F =0

Segunda Lei de Newton
A resultante das forcas que atuam sobre um corpo € igual ao
produto da massa do corpo pela sua aceleracao, isto é,

F-M37a

Terceira Lei de Newton

Sempre que dois corpos interagem, a forca ﬁlz que o primeiro
corpo exerce sobre o segundo € igual e oposta a forca F | que
o segundo corpo exerce sobre o primeiro, isto &,

7 ROE__ ?122—?21

M, M,
Comentario: Existem limitacdes inerentes a validade das Leis
de Newton. As duas primeiras leis valem somente quando ob-
servadas em sistemas de referéncia inerciais (nfo acelerados). A
terceira lei, em certos fendmenos de escala atdmica, nem sem-
pre € uma boa aproximagdo. Nao vamos trabalhar com essas
situacgdes criticas, e vamos admitir que as trés leis sdo validas.

Observe que a equacao que exprime a segunda lei de Newton
€ uma equacao diferencial de segunda ordem. Na forma geral,
como enunciada acima, é uma equacgdo vetorial. Introduzindo
eixos coordenados, poderemos substitui-la por um sistema de
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trés equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem, nio ne-
cessariamente lineares.

F.=Ma,
F,=M a, (12.1)
F,=Ma,

onde Fy,F,,F, representam as componentes, segundo 0s €ixos

AULA E MODULO 2

X,y,Z, da resultante ? das forcas que atuam sobre a massa .
Semelhantemente, ay,ay,a, sdo as componentes da aceleragdo
— .

a’, segundo os eixos coordenados.

Como sabemos, @ é a derivada de segunda ordem do vetor
o~ =P ~ . 2
posicdo r com relacdo ao tempo, isto é,

?:f?
dr? -

a7

Em termos de suas componentes, o vetor P

S€ €sCreve

&Y (dPr d*ry dPr
dr? dr2’ de?’ de? )’

‘ =
sendo, € claro, ry, ry e r, as componentes do vetor posi¢do Ir’,
com relacdo aos eixos coordenados. Assim, o sistema (12.1) se
reescreve como

( dzrx
Mg
dcry

=M T2 (12.2)
F_M dzrx
U dr?

Posteriormente abordaremos os sistemas de equacdes dife-
renciais lineares .

A seguir, veremos alguns exemplos de movimentos unidi-
mensionais envolvendo a segunda lei de Newton onde a expressao
matematica da segunda lei se reduz a

F = Md*r/dr? (12.3)

onde estamos designando pela letra r a medida da posicao (rela-
tivamente a uma origem) do corpo de massa M, a forca F € uma
funcao de r.
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5 Para resolver a equacio de movimento (12.3) precisamos
conhecer (ou deduzir) a expressdao da forca F'; e “inte-
grar” (12.3), que € uma equacdo diferencial ordindria de
segunda ordem.

Atencao!

Todos os modelos matemdticos com equacgdes diferenciais
que temos visto até agora sdo problemas de valor inicial .
A equacdo que governa o problema vem acompanhada de
condig¢des iniciais prescritas; isto é,informacdes sobre os va-

lores da fun¢do desconhecida e (de um nY suficiente) de suas
derivadas, em um ponto especificado.

Existem um outros tipos de modelos matemético envolvendo
uma (ou mais equacdes diferenciais), junto com condi¢oes
iniciais e/ou de contorno. As condi¢des de contorno, ou
de fronteira, sdo condi¢des impostas sobre a(s) funcao(oes)
incégnita(s) ou sua(s) derivadas(s) no bordo da regido onde
ela estd definida (ou a qual nos restringimos para buscar a a
solucgao).

Quando trabalhamos com equacgdes diferenciais ordindrias
lineares de segunda ordem em intervalos limitados, a fronteira é
um par de pontos. Podemos considerar, por exemplo, o seguinte
problema de valores de contorno:

d?y dy
a(t) =5 +ai(t) - +ao(t)y = g(t)

y(a) =yo, y(b)=yi.

sendo as funcdes coeficientes, e o termo independente definidos
num intervalo [a,b]. Os nimeros yo e y; sdo as condi¢des de
contorno, ou de fronteira , que devem ser satisfeitas pela solucao
da equacdo linear dada.
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Exemplo 12.1.
[ )

O problema de valor de contorno

2

)02 a1 (0)% + aolt)y =500

ary(a) + By (a) =n
ay(b) + By (b) =1

com ay, 1,7 € ap, B>, 7 constantes, é chamado de problema
de valor de contorno , com condigoes de contorno lineares no
intervalo [a,b] para uma equagio diferencial linear de segunda
ordem.

]S

#5 Diferentemente dos problemas de valores iniciais, pro-
blemas de valores de contorno envolvendo fungdes “bem
comportadas”, podem admitir uma, nenhuma, ou mesmo
vdrias solucdes.

#5 Frequentemente, os problemas de valor de fronteira sur-
gem quando buscamos solucdes de equacdes diferenciais
parciais.

Os préximos dois exemplos ilustram essa afirmacao.

[ Exemplo 12.2. j

Equacao de Legendre

Figura 12.1: Esfera Solida Aquecida

Consideremos uma esfera sélida S, de raio 1, centrada na
origem (conforme Figura (12.1)). Suponhamos que a esfera é
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feita de um tnico tipo de material, e que a temperatura em cada
ponto, e em cada instante de tempo ¢, € medida por uma funcao
real u(x,y,z,1).

A taxa de variac@o de temperatura no ponto (x,y, z) da esfera,
no instante de tempo ¢, é governada pela equagdo diferencial
parcial

du 5. ,00%u J*u Ju
E—aAu—a (axz—i—ayz—f—azz),

conhecida como a equacdo do calor.

45 O operador laplaciano é definido por

02 9% 9?2 def (0°f 9*f 9°f
A<f>=(ﬁ+a—yz+a—zz><f> = (axﬁayz*azz)

para toda f possuindo derivadas parciais até a segunda or-
dem.

Obtemos uma equacdo muito especial quando procuramos a
distribui¢do de temperatura em “estado permanente” do corpo.
E quando a temperatura do corpo ndo varia com o tempo.

u
A temperatura de estado permanente, corresponde a — =0

ot

na equacao do calor.

A equagdo resultante
Au=0

¢é conhecida como a equagdo de Laplace. A ela devemos acres-
centar uma condicdo de fronteira, especificada por uma funcio
uo(x,y,z) que mede a temperatura em cada ponto da superficie
esférica (“casca” da bola solida). Essa fun¢do ug é um dado do
problema. Podemos medi-la experimentalmente. O modelo ma-
temético para o problema da distribui¢do do calor na esfera, em
estado permanente, é Au = 0, junto com a condico u|ys = uo,
up uma fungdo conhecida.

£ 9S denota o bordo (a “casca”) da esfera S, entretanto lem-
bre que a equacgdo vale para todos os pontos da esfera
solida.



O objetivo é determinar u(x,y,z), no estado permanente. Ti-
rando proveito da forma do s6lido, uma esfera, reescrevemos a
equacgdo de Laplace e a condi¢dao de fronteira em coordenadas
esféricas:

Li(za_lf%;i( 9_U)+;32_U o
p2op\P 9p) T (p7sen9) a9 \"" Pa9) T (pPsen ) 967
Ulgs = uo

onde agora ug = ug(p, 0, @) é a expressdo da func¢do que dd a
temperatura na casca em termos das coordenas esféricas.

Faremos também a hipétese simplificadora de que a tem-
peratura, no estado permanente, é constante ao longo de cada
circulo concéntrico a um “paralelo”, isto €, € a mesma em to-
dos os pontos de um circulo centrado no eixo vertical,paralelo
ao plano horizontal, contido no interior da esfera.

Ou ainda
U nao depende de 0

Figura 12.2: Circulo “Isotérmico”

Asim, por exemplo, na Figura (12.2), u(P) = u(Q) Isso
acarreta que o problema de contorno se simplifica:

5235 (P 50) sy ag 1 05g) =0
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Finalmente, como a esfera € suposta ser de raio unitdrio, na
casca p = 1, de sorte que o modelo matemdtico se simplifica
ainda mais:

d d d d
75 (P 55) * Gangr g 47 95g) =0

U(1,0) =uo(p)

Na busca da solucdo do problema de valor de contorno acima,
aplicaremos o0 método de separacao de variaveis, que consiste
em procurar uma solucado da forma

U(p,9)=F(p) G(o).

Entao

Substituindo na equagao:

G(«p)%(pzmp)) n F“’; %( 0 G'() =0
De onde:
Gl9) - (0*F(p) = ~ 2 T (sen 9 G'(p)
ou ainda
Li 2F’ = o i sen !
57 35 PFR) =~ S (sen 9 Gl9)),
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Atencao!

O lado esquerdo da ultima equagdo € funcdo s6 de p.,e o
lado direito € fungdo sé de ¢. A unica possibilidade de uma
funcdo s6 de p ser igual a uma outra funcdo s6 de ¢ para
todos os valores de p e ¢ (em seus respectivos dominios)
é que ambas sejam constantes; e, na verdade, iguais a uma
mesma constante. Essa constante € denominada constante de

separagdo.

No que segue, vamos representar a constante de separagao
pela letra A

A equagdo
1 d,,, 1 d ,
— (p?*F = —(sen @ G
7o) ap P TP = —GioTsen g 9o 9 G (9))
dd origem a um par de equacoes diferenciais ordindrias:

1 d,,, 1 d ,
—— —(p°F =———— —(sen G =1
Fp) ap P TP = —GoTsen g a9 G (9))

isto é:
1 J 2t
—— —(p°F =2
F(p) 3p (p°F'(p))

|
u
S
S
S
Q
s
I
>

ou ainda:

p*F"(p)+2p F'(p) —AF(p)=0  (I)

' 9 npdle)=n (1)

A equacgdo (1) é uma equagdo diferencial de Euler bidimensio-
nal na variavel p.

A equagdo (IT) é uma equagdo de Legendre na varidvel ¢.
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Nao vamos prosseguir com a obtencao das respectivas so-
lucdes das equagdes de Euler e de Legendre, para depois com-
bina-las obtendo a soluc¢do da equagdo do calor par o problema
da esfera. Estas solugdes sdo trabalhadas em outros cursos . Fa-
remos apenas um par de observacdes:

e a solucdo da equacdo de Euler na variavel p:
p*F"(p)+2p F'(p) — AF(p) =0,
devido a razdes de natureza fisica, deve ser da forma:

F(p)=cp®, E€R, &>0,

com—1/2—./1/44+A=E.

Dai tiramos que

A=E(E+1);  EERY

e O segundo fator da solugdo, G(¢), (substituindo A por
E(E+1)) se converte em

1

) ovy
NTOREY %(sen ¢ G(9)=8(5+1)

Isto é,

G'(9)+ 0y G9) +E(E+1) Glg) =0

Fazendo a mudanca de varidveis cos ¢ = x, apds alguns cdlculos
com a regra da cadeia, obtemos

E :—w/l—xz-E
do dx

2 2
CG_0dG_ 4G
do? dx?  dx

Substituindo na equagdo

A N e R

tem-se que a funcdo G deve ser solugcdo da equacao diferencial
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ordindria linear de segunda ordem

(1=x)y" =20y + E(E+ 1)y =0

que € equagdo de Legendre em coordenadas retangulares.

[ Exemplo 12.3. j

Na formulagdo ondulatéria da Mecanica Quantica Nao Re-
lativistica, a Equacao de Schrodinger ¢ uma equagdo dife-
rencial parcial que descreve como o “estado quantico’ de uma
particula de massa m muda com o tempo. Foi formulada no fi-
nal de 1925, e publicado em 1926, pelo fisico austriaco Erwin
Schrodinger.

A equacao de onda de Schrodinger na sua forma depen-
dente do tempo para uma particula com energia £ movendo-se
numa regido submetida a um potencial V em uma dimensao é:

. oV¥(x,1) _h_2 9> (x,1)
! dt 2m  o0x?

+VW¥(x,t)

onde V=V (x,t) e i =+/—1 é a unidade imagindria .

Procurando solucoes W(x,7) tais que a dependéncia de ¥
com (x,¢) pode ser separada na forma

W(x,0) = y(x).f (1),

a equacdo de Schrodinger se escreve

2 2 X
i) 220 = PTOIVD |y 50

ou, divindindo pela fung¢do de onda y(x)f(z),

o ldf  r 1 dPy(x)
e d~ amy a2 VW

Repetimos o principio bédsico do método de separacdo de
varidveis: o lado esquerdo depende somente de ¢, enquanto o
lado direito depende somente de x. A tinica possibilidade de uma
funcdo s6 de ¢ ser igual a uma outra funcio sé de x para todos
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os valores de ¢ e x (em seus respectivos dominios) € que ambas
sejam constantes; e, na verdade, iguais a uma mesma constante,
digamos c.

Entdo a equacdo diferencial parcial de Schrodinger pode ser
substituida pelo par de equagdes diferenciais ordindrias:

1 df
floyar ~°

o1 d*y(x) B
Tyl de +V(x)=c

#5 Observe que a primeira equagio é uma equagio diferen-
cial ordindria do tipo fundamental, e a segunda uma equa-
cdo diferencial linear ordindria de segunda ordem.

Atencao!
Existem modelos com equagdes diferenciais ordindrias line-
ares e ndo lineares para muitas outras dreas de ciéncias e tec-
nologia, como modelos matematicos para a previsdo de di-
abetes, modelos para da Engenharia de Producdo, (modelo
de diabetes-Braun; modelos em Engenharia de Producao,
para, por exemplo, planejamento da produgdo em siste-
mas de distribuicdo de redes elétricas; modelos em Teoria
Econ6mica, modelos matematicos no estudo de Ecossiste-
mas, entre outros. O leitor interessado estd convidado a fazer
uma pesquisa na literatura especializada e na Internet.
Optamos por ilustrar o curso com modelos da Fisica Geral
para conferir uma certa unidade a esta aula, em vez de apre-
sentar modelos escolhidos mais ou menos aleatoriamente no
vasto campo da modelagem de outros fendmenos do mundo
real.

Na sequéncia, vamos nos limitar a trabalhar com mais deta-
lhes, dois fendmenos fisicos que apresentam o0 mesmo tipo
de comportamento.
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ESTUDO DE DOIS MODELOS DE
FENOMENOS OSCILATORIOS

Primeiro Modelo: O OSCILADOR HARMONICO
SIMPLES

Corpos em movimento numa regido restrita do espago, osci-
lando (ou vibrando), sob a acdo de uma forca restauradora, em
torno de uma posi¢ao média (ou de equilibrio).

O modelo matemdtico para o0 movimento unidimensional de par-
ticulas sujeitas a forgas restauradoras lineares € o oscilador har-
monico.

Suponha que a posicao da particula no instante ¢ € dada pela
funcado
x:R—=R; 1+ x(t)

e que a particula (de massa m) estd sujeita a uma forca que a
atral para uma posi¢do de equilibrio (que vamos admitir que
€ a origem) com uma magnitude proporcional a distincia até
essa posicao de equilibrio, com constante de proporcionalidade
k > 0, temos o seguinte esquema:

Peckn o Pk
i o

| I |
T r 1
X X0

Figura 12.3: Forga atratora para a origem

Atencao!

Quando se esta derivando uma func¢do em relacdo ao tempo,
muitas vezes a nota¢do de derivada utiliza pontos sobre a
funcdao. O ndmero de pontos deve ser igual a ordem de
derivacao.

A segunda lei de Newton nos diz entdo que

mi = —kx

que ¢é a equacdo do movimento do oscilador harménico simples
(ou livre).

AULA E MODULO 2
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SOLUCAO DA EQUACAO DIFERENCIAL DO
OSCILADOR HARMONICO SIMPLES

Escrevemos a equagdo do oscilador sob a forma
. 2.
i+w°x=0

onde ®*> = k/m. A solucdo geral desta equacdo €
x(t) = ¢y cos ot + ¢, sen wt, onde ¢ e ¢p sdo constantes que
podem ser determinadas sabendo-se a posi¢ao inicial x(0) = xg
e a velocidade inicial x(0) = vy.

A solucdo do PVI
i+o*x=0
x(0) = xo
x(0) =
é: .
x(t) = xq cos ot + 50 sen ot (12.4)

Atividade de auto-avaliacao 12.1

1. Facga os cdlculos e obtenha a solucdo (12.4)

2. Escreva a solugfo x(¢) sob a forma
x(t) =A cos (ot — @)

sendo A e ¢ constantes apropriadas.

Sugestiio: Multiplique e divida a expressdo de x(¢) por {/x3 + (%) .

Nota: Esta maneira de representar a solugdo oscilador é bastante comoda
e dtil. A é chamado de amplitude do movimento. O periodo da fungdo
cosseno na expressdo acima, T = 2m/® é o periodo do movimento, que
representa o tempo necessdrio para uma oscilagcdo completa. O inverso do
periodo é chamado de frequéncia do movimento, f = 1/T = @/2x. A
frequéncia mede o nimero de oscilagdes por unidade de tempo.
Finalmente, o angulo ¢ é chamado de dngulo de fase.
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Exemplo 12.4.
[ )

Um modelo de oscilador harmonico simples: O Péndulo Simples
Um péndulo simples consiste de uma particula de massa m (cons-
tante) fixada a extremidade de uma haste sem peso (ou de um fio
inextesivel), sendo a outra extremidade presa a um ponto fixo.
Consideremos apenas os movimentos do péndulo nos quais o
sistema se move num plano vertical definido

B
LA LI I

Figura 12.4: péndulo Simples

Na Figura (12.4), B é o ponto fixo e P € a particula, afastada
de sua posi¢do de equilibrio O.

P se move sob a influéncia de duas forcas: (1) o peso mg, e
(2) a tensao T no fio.

Sejam
PB =1, OBP = 0;

entdo , o deslocamento da particula, medido ao longo do pe-
rimetro do arco circular de sua trajetéria, € s = [0 (lei “zero”
da Trigonometria). A velocidade tangencial instantanea corres-
pondente é [dB/dt . E a aceleragdo tangencial correspondente
é 1d*0/dt>. A forca de retorno( que puxa a particula para a
posic¢do de eqilibrio) € a componente tangencial da resultante das
forcas que atuam na massa. A projecdo da tensdo na tangente é
nula. A projecdo do peso na direcdo da tangente € —mgsen 6.
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De acordo com a 2¢ lei de Newton temos

mld*0
dr?

= —mgsen O(t)

Usamos agora o desenvolvimento em série de McLaurin

63 6°
sen@ =0 — —+——---
3 5
e observamos que , se nos restringimos a valores de 0 suficiente-
mente pequenos, senf ~ 6, de maneira que podemos desprezar

os temos correspondenes as poténcias de 8 maiores do que 1.

Se consideramos s6 o primeiro termo do desenvolvimento de
sen 0, entdo a equacdo de movimento toma a forma

2

ml o2 = M8 0(1)

ou ainda

Atividade de auto-avaliacao 12.2

O angulo que mede o afastamento da posic¢do de equilibrio
de uma massa m kg presa a um fio de comprimento / metros sa-
tisfaz 4 equacio 6 + w?*@ = 0. Calcule [, sabendo que
®> = 4. Calcule também o perfodo do movimento. Considere
g =10m/s?

O OSCILADOR HARMONICO FORCADO

Existem alguns tipos de movimentos oscilatérios cujos mo-
delos matemaéticos sdo obtidos fazendo pequenas modificagdes
no modelo do oscilador simples:

[ Exemplo 12.5. ]

Se o oscilador estiver submetido a uma forca resistiva pro-
porcional a sua velocidade (p. ex. uma forga de atrito) a resul-
tante das for¢as na equacdo do movimento deve incluir a parcela
referente a forca resistiva:



mi = —kx — ux

que € a equacdo do oscilador harménico amortecido .

u € a constante de atrito do meio em que a massa estd oscilando

[ Exemplo 12.6. ]

Quando, além da for¢a restauradora, a particula esta subme-
tida a uma forca externa, (que vamos supor para simplificar s6
depende do tempo), F = F(t), a equagdo do movimento se es-
creve

mi = —kx+F (1)

chamada de equacdo do oscilador harmonico forcado .

[ Exemplo 12.7. j

Consideremos o problema das oscilagdes de uma massa m
presa a uma mola de constante k. Abandonado a si mesmo, o
sistema massa-mola ficaria em equilibrio numa posic¢ao yo uni-
dades abaixo do comprimento da mola relaxada , conforme fi-
gura abaixo. Essa posicdo de equilibrio serd adotada como a
posic¢do inicial y = (. Nessa posicao ocorre o equilibrio de forgas
mg = —kyy.

Em seguida, desloca-se a massa verticalmente para uma posi¢ao
diferente de y = 0 (sem velocidade inicial) e aplica-se uma forca
externa h(t) vertical, de cima para baixo.

Queremos estudar a evolucao do sistema com o tempo.

Figura 12.5: Oscilador Forgado
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Acompanhando pela Figura (12.17), podemos montar o pro-
blema de valor inicial que traduz a situacdo. Temos:
d2
m 5 (y+y0) = —k(y+yo) +mg+h(t)

Além disso,
y(0)=yo, yp=0

Como na posi¢ao de equilibrio temos mg — kyg = 0 entdo a
equagao do movimento se simplifica e podemos escrever que o
problema de Cauchy correspondente a situacgdo fisica proposta é

my" +ky=h(t)
¥(0) =yo
Y'(0)=0

Calculemos a solucdo deste problema para uma “forca ex-
terna” h(t) periddica.

Tomamos o modelo acima e aplica-se, no instante inicial
uma forga h(t) = A sen (ot). O problema de Cauchy se torna

my" +ky=A sen (ot)
¥(0) = o
Y(0)=0

Fazendo k/m = wg, a equacdo diferencial homogénea asso-

ciadam y" +ky = 0, se reescreve como y” + @y =0, a qual tem
para geral

yu(t) = c1 cos (mpt) + co sen (wyt).

Usando agora o método dos coeficientes a determinar, procura-
mos uma solugdo particular da forma B cos(@t) + C sen(wt).
Substituindo na equagao, calculamos

A sen(wt)
= e

supondo naturalmente que @y 7# ®. Assim, a solucdo geral da
equagdo do movimento €
A sen(ot)

y(t) =yu(t) +yp(t) = c1 cos (wpt) + ¢ sen (wpt) + PO
2 —
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Impondo as condicdes iniciais, calculamos

AW
cl=y0 € Q=———F5—>".
(0 — 0?)

Portanto a solucao do problema é

A sen(ot)

2 _m2’
o5 — 0

A
y(t) = yo cos (wot) — +aﬂ)sen (o) + (12.5)

ap (@
desde que wy # ®.

Se escolhermos por exemployg = —1, A =2, @y =2, o =1.5,
o grafico da solucdo é

Figura 12.6: Oscilagdo Forgada Periédica

#5 Apesar de bem complicado, a Figura (12.6) mostra que
a solugdo € periddica, como era de se esperar, com uma
amplitude bem definida.

Para completar a andlise do modelo resta estudar como sao
as solucdes no caso wy = m, caso existam.

E razodvel adotar como solu¢do, no caso Wy = w, o limite
quando ® — @y das solugdes y(¢) definidas por (12.17). Usare-
mos a regrade L' Hopital. Temos:

y(t) = yo cos (wpt) + [—wsen (wot ) + wp sen(wt)]

wo (0 — »?)
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Dai
d
io [—wsen (wot) + ax sen(wt)]
lim y(r) = yo cos(wpt) +A lim 4@ :
w— 0=y d 5 5
%[G’O(wo — )]

Isto é,

) . —sen pt + apt cos Wt
1 t) = t)+A 1
Jim y(r) = yo cos(aot) +A lim e o :

o que nos d4, finalmente,

—sen pt + Wyt cos Wyt
—2w3

y(t) = yo cos(mpt) + A (12.6)

&5 ntuitivamente, a solucdo (12.6) pode ser interpretada
como a solug@o obtida quando sintonizamos a frequéncia
o da forga aplicada com a frequéncia @y interna de vibra-
cdo do sistema (1.€, aquela frequéncia com que o sistema
massa-mola vibraria, depois de deslocado da posicao de
equilibrio, se ndo tivesse sido aplicada nenhuma forca ex-
terna).

Vejamos como seria o grifico da solu¢do corrrespondente a
escolha de parametros yo = —1, A =2, @y = ® = 2 na solugdo
(12.6):

Figura 12.7: Oscilagio Forgada Periédica

A Figura (12.7) mostra que a amplitude da solucdo vai au-
mentando a medida que o tempo passa. Eventualmente a ampli-
tude alcanca um valor tdo grande que a mola ndo tem mais como
fazer o sistema retornar, ocorrendo uma ruptura.
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Este ¢ um exemplo do fendmeno da ressonéncia, que faz com
que os engenheiros, ao projetar um sistema que possua vibragoes
internas, (uma ponte por exemplo), o facam de tal modo que as
eventuais frequéncias de forcas externas (imagine uma coluna de
soldados marchando sobre a ponte) nunca entrem em sintonia de
ressonancia. Seria um desastre!

E por falar em desastre ...

Atividade de auto-avaliacao 12.3

O caso da ponte do estreito de Tacoma:

Em julho de 1940, a Ponte de Tacoma, no Estado de Washing-
ton, rompeu-se ao entrar em ressonancia com rajadas do vento
que soprava periodicamente na regiao.

Aqui, a for¢a externa foi a forca do vento. Atuando periodi-
camente sobre a ponte, com uma determinada frequéncia. Essa
frequéncia entrou em sintonia cm a frequéncia interna da ponte.

Que frequéncia interna € essa?

Faga uma pesquisa na Internet e procure mais informacdes
sobre a ponte de Tacoma.

Sugestao: Procure links em portugués. Existem as dezenas.

SEGUNDO MODELO: A “RESOLUCAO CLASSICA”
DE CIRcUITOS ELETRICOS RLC.

O fluxo de corrente em uma rede elétrica constituida de um
numero finito de circuitos fechados € governado pelas seguintes
leis, conhecidas como leis de Kirchhoff

14 Lei de Kirchhoff
A soma algébrica das correntes que entram e saem de um né
qualquer da rede € zero.

2% Lei de Kirchhoff

A soma algébrica daos aumentos(ganhos) e das diminui¢des (que-
das) de tensdo nos varios componentes elétricos de qualquer cir-
cuito fechado da rede € zero.

Vamos nos limitar as redes constituidas de um unico circuito
formado por uma fonte de tensdo V, um resistor de resisténcia

CEDERJ
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constante R, um capacitor de capacitancia constante C € uma
bobina de indutancia constante L.

As férmulas que relacionam o fluxo de corrente i com a
variacdo da tensdo através de cada um destes componentes sao:

Vk = iR para resisténcia,
di ) .
Vi =L T para indutancia,
. dVe e
i=C r para a capacitancia.

Consideremos um circuito RLC simples ao qual se aplica
uma tensao senoidal. Queremos determinar a intensidade da cor-
rente elétrica que percorre o circuito em cada instante 7.

Tensoes senoidais: dizemos que a tenséo V() é senoidal, se tem
a seguinte forma

V(t) =E cos(wt+¢),

sendo E, ® e ¢ numeros reais.
Observacao: Significados dos pardmetros E, @ € ¢.

Significado fisico de Conforme aprendemos no curso de Célculo I, E ¢ um fator que mede
E o valor maximo de |V (¢)|.

E ¢ a amplitude maxima da tensdo V (¢).

Chamemos de T o periodo da tensdo, isto € o tempo minimo ne-
cessdrio para a forma V (¢) se repetir. Tem-se:

Vi+T)=V(t) (12.7)

A frequéncia f da voltagem é o nimero de vezes que a forma V(t)
se repete em cada unidade de tempo. A relagdo entre o periodo e a
frequéncia é dada por

N° de repeticdes tempo
1 — T
f — 1

Dai 1/f=T/1, eportanto f=1/T.

Usando a equagdo (12.7), podemos entender o significado fisico de w.
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Tem-se

Vt+T)=V({t) < Ecos|[o(t+T)+¢|=E cos (ot+¢)
<= Ecos(ot+oT+¢)=E cos (ot +¢)
<~ T =2kn keZ.

Como o periodo T é o menor nimero positivo, tal que a forma de onda
se repete apds um tempo 7, devemos escolher kK = 1. Dessa forma

AULA H MODULO 2

_27r
)

T e 2nf = o.

E vemos que w é uma medida da frequéncia com que a voltagem oscila Significado fisico dos
(se repete). pardmetros ® e ¢

¢ € um parametro que dd a medida do quanto a tensdo no instante
t =0 é diferente da tensdo maxima E.

Passemos entdo ao problema de determinar a corrente que

percorre o circuito RLC quando aplicamos a tensdo senoidal
V(t)=E cos (o +9¢).

Figura 12.8: Circuiton RLC

Acompanhando pela Figura (12.8), temos que, usando a se-
gunda lei de Kirchhoff, temos que a soma das quedas de tensdo
na resisténcia (Er = iR), na indutancia

di ) )
(Ep = Ld—;) e no capacitor (Ec = [i dt), é igual ao aumento de

voltagem fornecido pela bateria (V = E cos(ot + ¢). Assim, a
equagdo integro-diferencial (i.€, equagdo envolvendo derivadas
e primitivas de uma fun¢do desconhecida) é

di R Y
LE+R1+6/ldt—Ecos(wt+¢)
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Derivando uma vez com respeito ao tempo obtemos a equacao
(puramente) diferencial do modelo matemaético para o circuito:

d%i di i dv

L= 4R= ="
dtzJr dt+C dt
Ou seja,
LR pen (0 1) (12.8)
— —+ = =—-Ewsen .
dr? dt C

Sabemos que a solugdo geral da equacgdo (12.8) é formada pela
soma da solucdo geral da sua equacdo homogénea associada
com uma solugdo particular.

Atividade de auto-avaliacao 12.4

Faca o que se pede:

(a) Calcule a equagdo caracteristica da equacdo homogénea as-
sociada a (12.8) e mostre que suas raizes sao

R, [(R 2
2L 2L LC’
(b) Sabemos que a solugéo geral i;(¢) de (12.8) assume diferen-

2
R 1
tes formas de acordo com o sinal donimero @ = (| — | — —.
2L LC
Mostre que se o > 0 entdo a solugdo da equagdo diferencial ho-
mogénea associada a (12.8) sempre tende a zero quando
t — oo,

Atencao!

Quando o > 0, a solugdo geral da equacao homogénea asso-
ciada a (12.8) é chamada de solugdo transitoria, e a corrente
que persiste ao longo do tempo é uma solugdo particular de

Ld2i+Rdi+i— Ewsen (0 +¢)
a2 " tarte T RO ’

que € chamada de solugdo de estado permanente.
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Supondo o > 0, calculemos uma solu¢do em estado permanente.

Segundo o método de coeficientes a determinar, como o termo
independente é —E® sen (@ + ¢), procuramos uma solugio
particular da forma

i(t)=A cos (0t+ @)+ B sen (0t + @)

onde A e B sdo constantes a determinar.
Substituindo na equagdo, obtemos
L[~®*A cos (ot +¢1) — @ Bsen (0t +¢y)]
= R[—wA sen (0t + 1)+
+®B cos (0t + ¢)]
1
= E[A cos (ot + @1) + B sen (ot + ¢;)]
= —FEwsen (0 +¢).

Usando a férmula do cosseno da soma de dois arcos para
expandir cos (ot + ¢y ), e depois igualando os termos dos senos
€ cossenos, obtemos:

1
—@*LA + 0RB + EA =0

1
—w*LB — ®RA + EB = -0k

Resolvendo estas equacdes, obtemos

. RE . (oL-1/0C)E
 R2+(0L—-1/0C)?” ~ R+ (wL—1/0C)?

de maneira que

E

i(t):R2+(a)L—1/a)C)2[

Observacio: A corrente i(¢), em estado permanente, é dada por uma
expressdo da forma
A cos 0+ Bsen 0 (12.9)

Multiplicando e dividindo (12.9) por v/A2 + BZ,0btemos :

Rcos (0t+¢1)+(wL—1/wC)sen (0t + ¢ )]

CEDERJ

AULA E MODULO 2



Equacoes Diferenciais | Modelos Matematicos com Equagdes Diferenciais de Segunda Ordem

(12.10)

A B
A2 2
A+ B < o cos 0+ o sen 9>

E como
AN B\’
() () -
‘A2 + B2 A2 + B2
podemos garantir que existe um angulo v tal que

A B
—F— = COS € —=y9sen
VA? + B? 4 VA? + B? 4

Das relacoes (12.11) deduz-se imediatamente que

(12.11)

B
= — 12.12
- e

Substituindo as relagdes (12.11) em (12.10) obtemos:

VA2 + B2(cos ycos 0 + sen ysen 0) = (\/ A2+ B2) cos (60 — )
(12.13)

Podemos entdo reescrever i(z) sob a forma

E

R? + a)L—L 2
oC

que € da forma

coL—l/coCﬂ

i(t) = cos [a)t +¢ —arctg ( R

(12.14)

i(t) = Icos(owt + y).

Conclusao: A corrente (em estado permanente) correspondente
a uma voltagem senoidal € uma funcao senoidal, ou um sinal de
Corrente Alternada (CA), de mesma frequéncia que a tensao ali-
mentadora, embora a amplitude e a fase inicial sejam diferentes.

A corrente elétrica € uma funcao periddica.
Ela se repete.
Ela oscila.
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Resumo

Nesta aula voceé:

e pode observar a relevancia dos modelos mateméticos
com equacdes diferenciais de ordem dois em proble-
mas da Fisica;

e aprendeu, através dos exemplos dados, a no¢ao de pro-
blema de valor de contorno;

e aprendeu também dois casos em que o método de
separagdo de varidveis, ou método de Fourier permitiu
transformar modelos matematicos com equagdes dife-
renciais parciais em problemas com equagdes diferen-
ciais ordindrias;

e por ultimo, aprendeu a resolver dois importantes pro-
blemas relativos a modelos de fendmenos oscilatérios:
movimentos harmonicos simples e circuitos elétricos
RLC.

O QUE VEM POR Af:

A Aula 13 introduzird um outro operador, a Transformada de
Laplace, que, tal como os operadores diferenciais D", s@o trans-
formacoes lineares entre espacos de fungdes, Dessa vez serd
um operador integral, muito empregado por cientistas e enge-
nheiros de todos os matizes, em questdes referentes obtencao de
solucdes de equagdes diferenciais lineares de coeficientes cons-
tantes, com termo independente descontinuo; na versdo com-
plexa, a transformada de Laplace € muito titil nos estudos de
estabilidade de sistemas dindmico causais invariantes no tempo,
para mencionar apenas alguns itens.
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SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA:

Solucao comentada da atividade 12.1

/ 2
Multiplicando e dividindo (12.4) por x% + (%0) , obtemos:

sen @t

\/x%—l- (@)2 0 cos Wt + (/@)
o \/ X%+ (vo/ )2 \/ X%+ (vo/ )2

(12.15)

E como

2 2

Xo N (vo/ @) _q

x5+ (vo/ )2 x5+ (vo/ @)?

podemos garantir que existe um angulo 6 tal que

cos 0 = 0 e sen O = (vo/®)

x5+ (vo/ )2 \/ X%+ (vo/ )2
(12.16)

Das relagdes (12.4) deduz-se imediatamente que

0 — arctg ((V"/ w)) (12.17)

X0
Substituindo as relacdes (12.4) em (12.3) chegamos a:

x5+ (vo/ @)% (cos Bcos wt + sen Osen wt)

= [ x3+(v0/w)2] cos (0t —0)

(/o))

sendo, obviamente 0 = arctg (
X0



Solucao comentada da atividade 12.2

Como vimos ao estudar o modelo do péndulo simples,
o = +/g/l, de modo que 4 = 10/l, de onde imediatamente
[ = 2,5 metros.

E como o periodo T éigual a 27/, obtemos T =27 /2 ==
segundos.

AULA E MODULO 2

Soluciao comentada da atividade 12.3

(a). A equacdo homogéna associada a (12.8) é

i di i
L—+R—+—=-=0
a2 g te=Y
ou
d_2i+§ Q+L—O
> Ldt LC
~ ~ L .. . o R 1
e entdo a equacdo caracteristica pedida € x~ + 7% + co 0.

O discriminante da equacdo caracteristica €

R 4

2 IC

Logo as raizes da equacdo caracteristica sdo dadas por

(b) A solugdo geral da equacdo homogénea correspondente
aocaso o >0¢
in(t) =c e~ —Val +c (- HVa

)

-1
E L>0, C>O0entio-—— <0.
como entdo -~

2

R
Adicionando A2 aos dois lados, concluimos que ¢ < —. Por-

R
tanto —57 ++/a¢ < 0.

Vocé conclui entdo que a segunda parcela de ij(¢) tende a
zero quando ¢ — oo,
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Quanto a primeira parcela, basta observar que ela € igual a

15A0)

e

R
E como 3L ++/a > 0 entdo a primeira parcela de ij,(¢) também
tende a zero.

Conclusao:

Se oo > 0 entdo lim iy(z) = 0.
.

Nota: A demonstragio de que i;(t) — 0 quando t — oo para o
caso o = 0 fica como exercicio para vocé fazer .



Aula 1 3

TRANSFORMADA DE LAPLACE

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

definir e calcular a transformada de Laplace de
func¢des elementares;

identificar, e aplicar, as principais propriedades
da transformada de Laplace aos célculos de trans-
formadasde Laplace e de suas inversas;

definir o produto de convolugao e aplica-lo ao
célculo de transformadas de Laplace;

obter solugdes de de PVIs com equagodes dife-
renciais lineares de coeficientes constantes com
o auxilio da transformada de Laplace;

aplicar o método das transformadas de Laplace a
equacoes diferenciais lineares com segundo mem-
bro descontinuo.
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INTRODUCAO

A Transformada de Laplace € uma das ferramentas mais im-
portantes para cientistas e engenheiros. Ela é um poderoso au-
xiliar na solug@o de equagdes diferenciais lineares, e, usando o
jargdo técnico, utiliza-la na andlise de sinais e sistemas lineares
invariantes no tempo, continuos.

DEFINICOES E PRIMEIRAS PROPRIEDADES

Definicao 13.1 (A Transformada de Laplace).

A transformada de Laplace de uma fungdo f(¢) de [0, +o0)
em R € definida por

sendo s um parametro real.

#5 Obs: A varidvel 1 serd sistematicamente considerada como
sendo o tempo. O parametro s, no contexto apropriado,
pode ser interpretado como uma frequéncia.

oo b
5 Obs: Por defini¢io /+ e f(t)dt= lim [ e f(t)dt
0 b—+e0 /0

#£5 E comum escrever F(s) para a transformada de Laplace
de f(z), em vez de Z[f(¢)](s). Outra prética usual é a
de utilizar letras mindsculas para funcdes do tempo, ¢, e
usar a mesma letra mindscula, com acento circunflexo.
Também usaremos indistintamente £ { f(¢) } (s) em vez de

Z[f(0)](s)-

A simbologia
x(t) «— X(s)

também é empregada para expressar que X (s) € a transformada
de Laplace de x(¢); e o uso da seta de dois sentidos sugere que
x(t) pode ser calculada a partir do conhecimento de sua transfor-
mada transformada de Laplace X (s). Voltaremos a esse ponto
posteriormente.
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45 Para garantir que a transformada de Laplace de uma funcio
f existe, precisamos impor algumas condigdes: .

Atencao!
As condicdes sdo:

e f(t) é seccionalmente continua em [0, +o0), 1.6, f(7)
¢ continua por partes em cada intervalo fechado e
limitado[a,b] C [0,4); o que significa que f(¢) é
continua exceto possivelmente num nimero finito de
pontos deste intervalo e se em cada ponto de desconti-
nuidade x; € [a,b] os limites laterais existem (i. é sdo
finitos).

Obs: Se f ¢ continua por partes num intervalo limitado [a, b] entdo
b

existe / f(r) dt. Se f(¢) é seccionalmente continua em [0, +oo)

a
entdo e~ * f(¢) também € seccionalmente continua em [0, +oo)

(dessa forma fica garantido que existe a integral de e~ f(r) sobre
qualquer intervalo [0,b])

e f ¢ de ordem exponencial em [0, +co); isto &, se exis-
tem constantes K > 0, e @ € R tais que

Vi>0  |f(t)] <Ke™

Obs: Esta ultima condi¢do garante que a integral imprdpria de

e f(t) sobre o intervalo [0, +e0) converge.

45 Nota: Lembre que toda fungio continua em [0, +-oo) é sec-
cionalmente continua em [0, +-oo).

Definicao 13.2.

Se f :]0,4) — R & seccionalmente continua e de ordem
exponencial em [0,+o0), diz-se que f é. uma funcdo ad-
missivel (para transformadas de Laplace), ou simplesmente
admissivel em [0, +-0).

CEDERIJ 101

AULA H MODULO 2



Equacoes Diferenciais | Transformada de Laplace

102 CEDERIJ

Atencao!
O numero o da defini¢do de funcdo admissivel ndo deve ser
confundido com um outro parametro, que definiremos no te-
orema a seguir, a partir do qual definimos o dominio da trans-
formada de Laplace de F(s). Ndo esquega que o dominio de
F é um conjunto de nimeros s, que, a principio, ndo tem nada
a ver com o dominio [0, +o0) de f(z).

#5 Obs: Mais precisamente, a abcissa de convergéncia sy de
uma transformada de Laplace F (s) é o infimo dos pardme-
tros o (no “mundo” das transformadas) tais que a trans-
forma estd definida para s € [0, 40). Ela pode ser nula,
ou até —oo. Para nio nos desviarmos do foco principal, o
calculo das funcdes transformadas de Laplace, ndo vamos
nos alongar em maiores detalhes; apesar de sua evidente
importancia conceitual. Para simplificar, vamos represen-
tar a abcissa de convergéncia pela letra o, sem o subscrito
0.

O teorema 13.1 a seguir, cuja demonstracdo omitimos, Sin-
tetiza a questao:

Teorema 13.1.

Se f € uma fun¢do continua por partes, de ordem exponen-
cial, existe um numero real ¢ tal que

—+o0
/ e f(t)dt
0

converge para todos os valores de s > ©.

A integral diverge se s < 0 e, em geral, nada se pode afirmar
quando s = O .



Atencao!

Uma observacao geral a respeito dos calculos.

Ao efetuar cdlculos nos exemplos e atividades vocé pode ob-
ter respostas diferentes das apresentadas no texto. Nesses
casos, em geral ocorre uma das duas situacdes seguintes:

e as duas expressoes sdo equivalentes. Vale verificar as
contas, sozinha(o), com um colega, com o tutor, etc.;

e realmente as duas expressoes ndo se reduzem uma a
outra. Af entdo € preciso verificar quem cometeu al-
gum engano.

O segundo caso, do ponto de vista tedrico, ou de avaliagdo
de métodos empregados, nao costuma ser considerado muito
grave. Porém se o resultado influencia decisivamente con-
clusoes e avaliacoes posteriores, como num laboratério ou
num escritorio de engenharia, ai a questdo € muito relevante
e tem de ser corrigida. Além disso, hoje em dia dispde-se
de calculadoras e programas de computadores que resolvem
essas diferencas com bastante eficiéncia.

[ Exemplo 13.1. j

As restricdes das fungdes f(1) = a (constante),
f(t)=coswt, f(t)=e* ao intervalo [0, +o0) sdo fun¢des de
ordem exponencial em [0, +o0).

Solucao: Com efeito, as trés fungdes sdo continuas em [0, +0).

e Seja f(t) = a. Se a =0, considere K = 1 ¢ @ € R qualquer.
Para f(t) = a # 0, tome, K = |a| e a = 1. Tem-se

V>0, [£(1)] < |a].e

e Seja f(t) = coswt. Escolha K = or = 1. Temos :

Vi>0, |f(t)] =|coswr| < 1.e'

e Seja f(t) =e™. Escolhna K =1 e oo = a. Temos :

V>0, [f(t)=]e"] = e <2.e”.
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CALCULOS DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE
DE ALGUMAS FUNCOES ELEMENTARES

[ Exemplo 13.2. ]

1. Seja f(t) =1 parat € [0;+)

R o0 b 1
= . 1dt= lim St dt= lim —(1—e %
f(S) /0 ¢ b—1>+°° 0 ¢ b—1>+°° S( ¢ )
1 11
=——lim ——=—,ses>0

S boteels g

) 1 )
(Se s <Oentdo lim —~ 1o existe.)
b—r+oo €75

Assim

1
Z{1}(s) = B com abcissa de convergéncia 6 = 0

2. Seja f(t) = e parat € [0;+) e a € R (repare que a pode
ser negativo)

N +D° +D°
fls) = / e e dt = / e 1679 gy
0 0
Fazendo ¢ = s — a e usando o exemplo anterior :

1
fls)=- convergente para ¢ > 0
c

o que nos da

ZL{e"}s) =

com abcissa de convergéncia ¢ =a
s—a

3. Para cada a € R, definamos

a(t) = 0, se t<a
11, se t>a
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uy(t) é a funcio degrau unitario no ponto a

t

Nota: Por convencgdo, u(z) (sem indice) representa a fun¢do
uo(l‘ ) .

[ Exemplo 13.3. j

Calcule .Z[u,(1)].

Solucao:
Llug] = / " ety (1) di
0

~+oo
= / e dt
a

b
= lim e dt
b—+oo a
. P e—sb
= lim ( — )
b—+4oo \ § s
—Ssa
e
= se s>0.

N

. | .
(Se s < Oentdo lim — 1o existe.)
b—+oo 7

Em particular,

com abcissa de convergéncia o =0

LHul)}(5) =+

#5 Se g(t) uma fungio real de variavel real. Seja a € dominio
de g(t), A funcao
0, set<a

uq(t)-g(t—a) = g(t—a),set>a
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descreve a fungdo que se obtém quando deslocamos g(¢)
“a” unidades para a direita, e depois anular a por¢ao a es-
querda de a.

Em particular, se a funcdo f estd definida num intervalo
contendo [0,+o0), ao calcular sua transformada de La-
place, caso exista, € muito comum omitir a fun¢do degrau

e escrever abusivamente .Z[f(¢)] em vez de £ [u(t) f(t)].

Por exemplo, escrevemos

em vez de

Atencao!

- Para a < b, (u, —up)(t) é a a fungdo constante igual a para
t pertencente ao intervalo [a,b]; e vale zero em outro caso.
Verifique esse fato desenhando algumas figuras.

E bem comum chamar a funcio (u, — up)(¢) de fungiio porta
de largura b —a e altura 1.

- Verifique também que multiplicar uma fungdo f(¢), cujo
dominio contém o nimero a, pela fun¢do u,(r) € o mesmo
que criar uma fun¢do que € igual a zero, nos pontos a es-
querda de a; e igual a f () nos pontos a direita de a.

- E tome cuidado! u,(t) - f(t) # f(t)‘

la,+e)

oo b
& Llsent])}y = / e Vsentdt=1lim | e “sentdt
0 b—e J0
Integrando por partes:
b, e P cosb—se " senb 1
/ e “sentdt= 5 + =
0 I+ sc+1

De modo que

T . e *bcosb—se b senb 1
e “sentdt= lim 5 5 =
0 b—>+oo 1+s sc4+1

—sb
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Note que o limite existe se e s6 se s > 0

1
s2+1

= para s > 0.

#5 Um raciocinio semelhante mostra que

a

— 5s>0.
s2+a2

ZLlsen at] =

Encaminhamento: Na sequéncia vamos estudar algumas pro-
priedades que sdo muito uteis nos cédlculos de transformadas de
Laplace de funcodes elementares.

PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS
DA TRANSFORMADA DE LAPLACE
LINEARIDADE DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Nota: Designemos por & o conjunto de todas as funcc¢des de
[0;4o0) para R que sdo admissiveis, no sentido da defini¢do
(13.2).

Tem-se:

(i) & € um espago vetorial.

(i1) o conjunto .# de todas as fungdes de R em R é, (como
sabemos desde a Aula 9, pelo menos), um espago vetorial.

L E—F

¢ uma transformac@o linear. Isto é, V x(), y(t) € &,

L{x(1) +y(1)}(s) = L{x() }(s) + L{y() } (s).
Em termos de diagramas: V x(¢), y(t) € &, Va, b €R

Se
x(t) +— X(s)

(1) <= Y (s)

entao
ax(t) 4+ by(t) «— aX (s) + bY (s).
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Isto é, vale um principio de superposicdo finita.

[ Exemplo 13.4. ]

Calcule £{2¢' —6cos (mt) +4}(s)
Solucao:

L{2¢ —65sen(mt)+4}(s) =2L{e' }(s) —6.L{sen (mt) }(s)+-ZL 4} (s)

1 T 1
- % 42
s—1 1+s2+ s

[ Exemplo 13.5. ]

Calcular as transformadas de Laplace das funcdes admissi-
veis (para transformadas de Laplace), f(t) = senh at e
g(t) = cosh at.

Solucao:

eat —at eal +e—ul

senhar =" e cohsat=—
2 2
Como ¢“ e e~ sdo de ordem exponencial e o conjunto das func¢des de
ordem exponencial é um espaco vetorial segue-se imediatamente que
senh at e cosh at sao de ordem exponencial , pois s3o combinagdes
lineares de e e e .
Além disso, como .Z ¢ linear, temos

eal‘_efat 1 1
Llsenh at] = L|[—————] = = Le"] — = Lle "] =
2 2 2
11 11 Ista—(s—a) a
2s—a 2s+a 2 s2—-a® @ s2—-d?
Analogamente
f[coshat]:sz_az

TRANSFORMADAS DE LAPLACE E DERIVADAS

O comportamento das transformadas de Laplace com relagao
as derivadas € estabelecido no seguinte teorema:



Teorema 13.2.

Seja f continua em [0, +o).

(a) Se f’ é admissivel em [0, +o0) entdo
ZLIf(1)] =sZ[f(t)] - £(0).

(b) Se f" é continua em [0,+o0) e f” é de ordem exponencial
em [0, +o0) entdo

L") = s> Z1f (1)) = s£(0) ~ f(0)

Demonstragcao

Provaremos o item (a). (a demonstracdo do item (b) € andloga).

Z[f(r)] existe pois f’(r) é admissivel.
Temos:

210l = [T

u=e du= —se ' dt
dv=f(t)ldt v=f(t)

_ —st oo oo —St d

= | T [ e rolar

~+oo

= =) s [ e [
0
[pois o “valor” de e em + o0 é

0, porque f é de ordem exponencial. |

= 5 [ e 50)
= S 2Lf(0) - £(0).

Corolario 13.3.

Se "1 ¢ continua em [0,4o0) e f (7) ¢ de ordem exponen-
cial em [0, 4-0) entdo

LU0 0] =5 LI O] =" 1(0) "2 (0) == £V 0)
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Obs: Omitiremos a demonstracdo (que pode ser feita por indugdo
finita sobre n).

Obs: Em termos de diagramas de setas:

Se  f(z) — F(s)
n
entio f(1) +—  s"F(s)— Y s" (o)
k=1
£5 Assim, as transformadas de Laplace das derivadas de f,

caso existam, se reduzem a transformada de f. Nesse sen-
tido .Z “destr6i” (ou “ignora”) derivadas.

[ Exemplo 13.6. ]

Assumindo que as derivadas da fungdo y(z) sdo fungdes ad-
missiveis,
LBy -2'+y = 32)-22)]+2D]
= 3(s 2D - (0)~¥(0)) —2(s2B] - »(0) ) +
+Z]
= (35 =254+ 1).2[y] — (35— 2)y(0) — 3y/(0)

[ Exemplo 13.7. ]

Calcule .Z{cos at} usando .Z{sen at }.
Solucao:

Seja f(t) = sen at, entdo f'(t) = a cosat.
Isso nos dd Z{f' (1)} = aZ{cosat},
Dai,

ZLA{cosat} = é.i”{f’(t)} = éf{sen’ at}
entdo, pelo teorema (13.2),
= Z{cosat} = ! 5.2 {senat} — sen(0).
a

E como

f{senat} = m,
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entao

ZL|cos at] = s.l (
a

isto €

Atividade de auto-avaliacao 13.1

Prove que

Sugestao: Vale que Vrn=0,1,2,---

Podemos formar uma tabela provisoria com as transformadas de

ZL|cos at] =

L1 =

§2+a?

a

) — sen(0);

s
§2+a?

n!
sn—i—l :
dl’l

() =n!

Laplace que calculamos até agora:

fo) | L)) =F(s) fo) | L) =F(s)
(1) =5/ o nt /511
e 1/(s—a) i ]
cos at s/(s*>+a?) sen at a/(s* +a?)
coshat | s/(s*—a?) senhat | af(s®—a?)

INVERSAO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Teorema 13.4.

Se f(t) e g(t) sdo seccionalmente continuas e de ordem ex-

ponencial em [0, +) e se

entdo f(r) = g(¢) (exceto possivelmente em pontos de desconti-

nuidade)
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CALCULO DA TRANSFORMADA INVERSA DE
LAPLACE POR INSPECAO:

Segue do teorema (13.4) que, se reconhecermos uma fungao

F(s) como a transformada de Laplace da fungdo f(z) entdo po-
deremos afirmar que F(s) provém de f(¢); ou que f(z) é a trans-
formada de Laplace inversa de F(s).
Um método pratico para a obtencdo das transformadas inver-
sas de Laplace € a utilizacdo de uma tabela. Algumas vezes é
preciso “manipular” a fungéo F(s) dada até que ela assuma a
forma da transformada de uma fun¢do conhecida. Suponha que
a transformada de Laplace, F(s), de um sinal f(¢), pode ser de-
composta num numero finito de fungdes

F(s)=Fi(s)+Fa(s) +...+ Fu(s).

Se soubermos calcular as transformadas inversas de Laplace da
cada parcela,

[0 =27 RO A0 =L [BO)),. .. fult) =L [Fs)],

entao

f(t) =

[ Exemplo 13.8. ]

Calcule y() sabendo que sua a transformada de sua transfor-
mada de Laplace é

s+1
Lyl =——
Solucao: Observe que
s+1. 1 1
s(s2—1) s—1 s
1 1
JgM_s—l_;
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1
= Z)e"] e — = Z[1] concluimos que
s—a s

2L = 2] - 21 = L[ - 1]

E como sabemos que

Daf por inspecdo, ou melhor, pelo teorema de Lerch, concluimos que

y=¢€—1

TEOREMAS DE DESLOCAMENTO

Os teoremas de deslocamento sdo resultados muito uteis para
célculos de transformadas de Laplace ou de transformadas de
Laplace inversas.

Teorema 13.5 (Primeiro Teorema do Deslocamento (desloca-
mento na variavel s)).

Se Z[f(t)]=F(s) entdio ZL[e“f(t)]=F(s—a);

ou, em termos de diagramas:

Demonstracdo

Segue diretamente da definicao de transformada de Laplace.
Com efeito,

—+oo

LIS = [ e e ) di =

0

—+oo
:/ e~V (1) dr défF(s—a).
0

[ Exemplo 13.9. j

2s+3
Calcular Z*I[ S+ }

s2 —4s+20
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Solucao:

25s+3 B 25+3
s2—4s+20  (s—2)2+16
2s—4+443
(s—2)2+16
2(s—2)+7
(s—2)2+16

2(%)7& <(s—2;l2+16>'

2 ) ﬂf”[%}*

% gl[(s—2;+16} -

7
=2 ¢ cos 4t + 1 e sen 4t.

#5 Seja g(t) uma funcdo real de varidvel real. Sejaa € R. A
funcado

0, set<a
g(t—a),set>a

uq(1) - g(t—a) :{

descreve a fungdo que se obtém ao deslocar g(¢) a unida-
des para a direita, e depois anulando a por¢do a esquerda
de a.
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Teorema 13.6 (Segundo Teorema do deslocamento (desloca-
mento na variavel ¢)).

Se Z[f(t)] = F(s) entdo
Lug(t) - f(t —a)] = e Zf(1)];

ou, em termos de diagramas:
() “— F(s)
ug(t) - f(t—a) <— e *F(s)

Demonstracdo
Seja

2g) = [ e u0f-a)d
= /;ooes’f(t—a)dt

(fazendo x=t—a),

= /oo e_s(x+a)f(x) dx

0
= es“/o e " f(x) dx
= ezl

[ Exemplo 13.10. j

Calcule .Z[f(t)], sendo

f(t):{o’ set <2

(t—2)%, set>2

Solucao:

Observe que f(¢) pode ser escrita como
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f(t) =ua () (1 =2)

Sendo g(r) = 12, L [f(1)] = Llur(1)g(t —2)] .
Usando o segundo teorema de deslocamento, podemos afirmar que

LUW]=e 2]

E como Z[t*] = =, segue-se que
s

[ Exemplo 13.11. ]

Calcule Z[u,(t)sent].
Solucao:

us(t)sent = u,(t)sen (t+a—a)
portanto
Llug(t)sent] = Llug(t)sen (t+a—a)
= e " ZLsen(t +a)]
= e *ZLlsent cos a+ sen a cos t|

= ¢ *(cosa Z|sent]+sena Z[cos t])

L—i—efm cos a
s2+1 s2+1

e *%(cos a+s sen a)
s2+1

= e *sena

[ Exemplo 13.12. ]

—3s

e
Calcule 7! | 5———|.
aene [s2—|—6s—|—10}

Solucao: Temos:
e _3 1
P+65+10 2465410
Entdo, aplicando o segundo teorema do deslocamento,
o3

16110 ZLlus(t)g(t —3)]
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sendo g(7) tal que -Z[g(1)] :

T 2165410
Ora
1 1
-1 —1
) - <l
[s2+6s+10] (s+3)2+1
= e sent (pelo 19 teo. do deslocamento)
Portanto
7! [7(335 | = w0y sen (1-3)
716510 =usz(t)e sen .

Atividade de auto-avaliacao 13.2

Utilizando o primeiro teorema do deslocamento e a lineari-
dade de .Z ( e consequentemente a linearidade de .Z —1, calcule

2 )

CALCULO DA TRANSFORMADA INVERSA DE
LAPLACE POR FRACOES PARCIAIS

Nas aplicacdes, frequentemente precisamos calcular trans-
formadas inversas de Laplace de fun¢des da forma

onde p(s) e g(s) sdo fun¢des polinomiais em s. Tais fungdes sdo
chamadas de fungées racionais.

Toda fung¢do racional pode ser escrita como uma soma de

a) um polindémio;
b) funcdes da formaA/(s—a)™;

¢) funcgdes da forma
As+B

(s2+2bs+c)"

sendo s2 + 2bs 4 ¢ uma forma quadrdtica irredutivel;

isto significa que s> + 2bs + ¢ ndo pode ser fatorado como um
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produto de duas fung¢des de primeiro grau com coeficientes reais.
Isto também € equivalente a dizer que a equagao

s2+2bs+c:0

ndo tem raizes reais; ou ainda que b < c.

Temos:
Fatores do primeiro grau:
Cada polinémio do tipo (s —a)™ da fatoragdo denominador dd
origem a m parcelas

ai as am
s—a (s—a)2+ * (s—a)™

Os ndmeros aj,ay, - - - ,a,; dos numeradores sdo constantes a de-
terminar.

[ Exemplo 13.13. ]

Suponha que um dos fatores da decomposicdao em fatores do
denomidor q(s) é poténcia (s —4)3. Isto é

ps) _ p(s) .
q(s)  (s—4)3-(outros fatores)

Entiio ao fator (s —4)? correspondem trés fatores na decompo-
si¢do de R(s) em fragdes parciais. Quer dizer, podemos garantir
que a decomposigdo em fra¢des parciais de R(s) é da forma

Aq n Ay Az
(s—4) (s—4)?2

Suponha agora que a decomposicdo em fatores do denominador

q(s)de R(s) = p(s) ¢ da forma

q(s)
q(s) = (s—4)>- (s+1)?- (outros fatores)-

Agora podemos garantir que a decomposi¢ao em fragdes parci-
ais de R(s) é da forma
Aq A C B B;
-4 a2 = T ern T2




Prosseguimos assim até esgotar todos os fatores da decomposicao
de ¢g(s). Ou seja, se o denominador ¢(s) de R(s) = % é da
q(s

forma

q(s) = (s—a)" - (s —az)™--- (s —ap)",

Entdo podemos garantir que a decomposicdo em fragdes parciais
de R(s) é da forma

Al et An, + Az —i—"'—i—L—F"'-{-
(s—ay) (s—ap)™  (s—ap) (s —ap)™
P Anp
(s—az) (s —ap)"™

Fatores irredutiveis do segundo grau:

Suponha que o denominador ¢(s) de uma fungéo racional

p(s)

R(s) = m se decompOe em poténcias de fatores irredutiveis

do segundo grau do tipo X = s> +2bs+ccom b* —c < 0.

Cada fator do denominador da forma X" = (s® + 2bs +c)".
d4 origem a m parcelas da forma

Ais+B) Ays+Bp A,s+B
X X2 xXn

Os numeros Ay e By (1 < k < n) sdo constantes a determinar.

Este caso é andlogo ao anterior. Vejamos um exemplo:

[ Exemplo 13.14. ]

Fazer a expansdo da funcio racional

2
sc—3s5+7
R(S) = 7(5‘2_*— 1)2

em fracOes parciais.
Solucao:

Neste exemplo X = s>+ 1en=2.
Tem-se:
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s*—3s+7 As+B Cs+D
(S2+1)2 - S2+1 + (S2—|-1)2
(As+B)(s*+1)+Cs+D
(s24+1)2
As* +Bs>+ (A+C)s+D
(S2+1)2

Igualando os coeficientes das poténcias de s nos numeradores:
A=0;
B=1;
A+C=-3;
B+D=T,
Portanto A =0, B=1, C= -3, D =6¢ entdo

R(t)_s2—3s—|-7_ I 3546
(2412 241 (s241)2

Fatores do primeiro grau e do segundo grau:

Aqui basta compor os dois casos anteriores. Vejamos um exem-
plo:

( Exemplo 13.15. ]

_p(s) 55+3
P& = e = G2 (13D

Solucio:
A B Cs+D

T R P s PR P

F(s) (13.2)

Agora efetuamos a soma das fragdes do lado direito de (13.2), e depois
igualamos os coeficientes do polindmio resultante no numerador da
fun¢do racional resultante com os respectivos coeficientes de p(s) no
lado direito de (13.1).

Obtemos:
A B Cs+D B

s+1+(s+1)2+(s2+2)_
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(A+C)s>+ (A+B+2C+D)s*+ (2A+B+2D)s+2A+2B+D
(s+1)%(s>+2)
Igualando os coeficientes das poténcias correspondentes de s

nos numeradores de (13.1) e do lado direito da dltima igualdade
acima obtemos o sistema

A+C=0
A+B+2C+D=0
2A+B+2D=5
2A+2B+D = 3;

cuja solucdo é
A=5 B=-14,C=-5,D=19.

Portanto

S5s+3 5 —14 —55s+19

(s+1)(s24+2) s+1 (s+1)2  (s242)

O PRODUTO DE CONVOLUCAO

Dada o diagrama:

+—— F(s).G(s),

consideramos o seguinte problema: podemos completar o dia-

grama anterior escrevendo simplesmente f(t) - g(t) na linha pon-
tilhada?
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Vejamos um exemplo:

[ Exemplo 13.16. ]

1
Sabemos que Z[1] = —.
s

Também L[sent] = 1/(s>+1).

Entdo como ndo é verdade que — - = 2|1 - sen t], ndo
s

1+s2
podemos completar o diagrama simplesmente escrevendo f(¢) -

d(t). na lacuna pontilhada.

Entretanto, insistindo na questdo, investiguemos se € possivel
determinar alguma fungédo h(t) tal que

Afinal o procedimento acima parece muito mais simples do que
a decomposicdo em fracdes parciais que resultaria ao calcular

1
7 Anl ) —
L(s2 +1)
Entao reformulamos o problema,

Dadas duas fungdes f,g de ordem exponencial em [0,+c), de-
terminar h, também de ordem exponencial em [0,+oo) tal que

Suponhamos que uma tal h exista. Devemos ter



2] = /0 e () du) - ( /0 T eva(v) )
= /OJFDO /OJFDO e ) £ (1) g(v) du dv
= [ [ e rwgv) aa

sendo D a regidao
D={(u,v) eR?*| u>0,v>0}.

A mudanca de varidveis

D \
\
\
\
u
u t u+v
2, _
% y %

transforma a regidao D (no plano uv), na regido D' = y(D) (no
plano ty) dada por

x(D)={(t,y) eR*|t>0,0<y<t}
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Além disso

a(t,y) dt/du Jt/dv 11

dy/du dy/dv 0 1

Pelo teorema de mudancga de varidveis em integrais improprias:

/ /D e £(u)g(v) dA = / /X (D)e_s, F(t—)g(v) dA

a qual pode ser reescrita (em termos de integrais repetidas) como

/Oooe_“(/otf()’)g(l—y) dy) dt.

vemos que a ultima expressdo acima € justamente
t
21 f0)s(t-y)

t
Se definirmos h(t) = / Ff(y)g(t—y) dy, essa h terd exatamente
0

a propriedade que buscamos:
Definicao 13.3 (Convolucio).
Dadas as fungoes f, g € &, o produto de convolug¢do (ou sim-

plesmente a convolugdo) de f com g, denotada por fxg,€a
fungdo pertencente a & definida por

(280 [ 10)s-y) ay

Até este ponto, a propriedade fundamental, usada para defi-
nir f* g é que

L)) = Z[f(0)]- Z[g(1)]



Isto é,

X
Q
=
AULA H MODULO 2

f(t)xg(t) «— F(s).G(s)

Vale a pena advertir sobre o fato de que a transformada de La-
place € uma ferramenta muito mais poderosa!

[ Exemplo 13.17. j

Vamos testar o novo produto voltando ao exemplo que o mo-
tivou. Queriamos calcular uma fung¢io y(¢) sabendo que

2] = o= ()

T2+ \s
Identificamos as funcdes de s: .Z[1] e £ |[sen t]. Portanto
L) = Zlsent]- L[]
De acordo com o que vimos,
L) = Z(sent) (1)]

portanto
y(t) = (sent) +(1)

Com efeito,

Ll(sent)*(1)] = /Otseny-[l]dy
= —cost+1

Verificando diretamente:

1 s 1
2| = cost] = s 1452 s(1+s2)

= ZL|1]- ZLsentt]
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£5 Observe que ndo ¢ verdade, em geral que

YV, fxl=7Ff.

Proposicao 13.7 (Propriedades do produto de convolucio).

1. fxg=gxf, (propriedade comutativa):

/f glt—y) dy= /ft—

2. (f*xg)+xh= f=*(gxh) (propriedade associativa):

3. fx(g+h)=fxg+ fxh (propriedade distributiva) :

Demonstragao

Demonstracao de (1.): Temos, usando a defini¢ao (13.3),

(Feg)) = [ pl—uwgtu)du

(fazendo a mudanga 6 =1 — u)

:/f
~ [ st

= g*f)()

Demonstracdo de (2.): Por defini¢ao
Frlehl) = [ fe—w(gsh)w)du

= /Otf(t—u) (/Oug(u—c)h(d)dc) du

— /t/uf(t—u)g(u—c)h(c)dcdu (i)
0 Jo

Por sua vez,
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(P ehl) = [ (Fr)—ohtods

-/ ( AR <>dy)h<x>dx
://txftxy )h(x)dydx
://tytxy (y)h(x)dxdy.

A mudanca de varidveis ¢ = x, u = x+y, nos permite escrever

[(Fxg)#h)( //ft—u u—o)h(o)dodu.  (ii)
Comparando (i) e (ii) :
(f#8)xh=fx(gxh).

Demonstracao de (3.): Por defini¢do

Fe(e+mle) = [ fle+h)e—w) du
= [ sl —u)+ sk —) du

= /f g(t—u du+/0tf(u)h(t—u)]du
= [fxg+fxh)(t)

Entdo , como 7 pode ser qualquer niimero pertencente a [0, +o),
podemos concluir que

fr(g+h)=[fxg+[fxh

[ Exemplo 13.18. j

Mostre que [1*1%---x1](¢) TRk
~ n—1)!
n fatores
funcdo constante igual a 1.

onde 1 designa a

\
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Solucio: (Demonstragdo por inducéo sobre n > 2,n € N):

19: Para n = 2 a féormula é verdadeira. Com efeito, :

15 1]( /1 1t —x dx—/lldx—

t 1(2—1)
:/0 l(x).l(t—x)dx:t:m;

mostrando que a férmula é verdadeira para n = 2.

20: Se a férmula vale para n = k — 1 entdo ela vale para n = k. De
(k=2

k—2)!"

fato, suponha que [1%1x---x1](r) =
—_———
k—1 fatores
Dai, [1x1x---x1](t) = {[1*1x---x1]x1}(r) =

k fatores k -1 fatores

t(k*Z) 1 t x(k*Z) Ld tk*l q
—M* _/()(]{—72)' x-m,mostranoque

se a férmula vale para n = k — 1 entdo ela vale para n = k.

Dos itens 19 e 2°; e do principio de indugio, segue que

Vn>2 [1x---x1](t) =
—_——

n fatores

Atividade de auto-avaliacao 13.3

ebz _at

Mostre que e xe” = p—g’
te™  seb=a.

seb#a,

[ Exemplo 13.19. ]

3
1
Calcule < [(H— 1)2}

Solucao:
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1
Consultando uma tabela, vemos que %! =e
(s+1)
Portanto, .Z~! 5 =3(e ke ) =3te".
’ (s+1)?

TEOREMAS COMPLEMENTARES SOBRE
TRANSFORMADAS DE LAPLACE

AULA H MODULO 2

Uma situacdo importante em que o método das transforma-
das pode ser aplicado é quando o segundo membro € uma funcao
periddica:

Proposicao 13.8.

Se f € de ordem exponencial e periddica de periodo p, entdao

p
/ e f(t)dt
0

1—e P

ZL[f(0](s) =

Demonstracdo

21 = [ e

(n+1)p
+/ e ft)dt+---
np

Fazendo a mudanga x+np =t na (n+ 1)-ésima integral da soma
acima, obtemos

(n+1)p P
/ e f(t)dt = / ¢ S0HP) £ (x 4 np) dx
n 0

D
p
= e"ps/ e M f(x)dx
0

sendo que o dltimo passo resulta da periodicidade de f. Assim,
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Zf] = /Ope_‘“f(x) dx+e_ps/0pe_‘”‘f(x) dx—+---
P
te s / e F(x) dx -
0

p
= [1+eps+62ps+---]/ e ¥ f(x) dx.
0

A soma da série geométrica
I4e P e P ...

é1/(1—eP%),de onde

[ Exemplo 13.20. ]

Calcule a transformada de Laplace da funcao

f(t):{l,se 0<tr<1

0,se 1<r<?2

sabendo que ela periddica de periodo 2.
Solucao:

Identificamos imediatamente que a func@o dada € periddica de
periodo igual a 2. Podemos aplicar diretamente a proposigdo (13.8):

? —st ! —st
.Z[f(t)](s):/o ¢ s :/o ¢ (1fs) e h

1—e 2 1—e 2 1—e 2

1—e* 1

s(1—e=25)  s(1+e)
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Proposicao 13.9.

Se Z[f(t)] = F(s) entdo

)= () ()

Demonstracdo
—+oo
(a) F(s) = / ¢ f(¢) dt. Entdo
0

%F(s) _ % [ /0 e ) |

= /0+°° % [e*s’f(t)} dt

400
_ / (—1)e™ " £(7) dt
0

k
(b) Suponha que Z[t*f(t)] = (—1)]‘%F(s). Tem-se:

L) = 2 0)
e a0)

= 1 [DFF)

O teorema segue de (a), (b) e do principio de indugao.

Observacao: A “derivacio sob o sinal de integragdo” efetuada
acima, € legitima. Estamos nas condi¢cdes do Teorema de Leib-
niz.

AULA H MODULO 2
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[ Exemplo 13.21. ]

oo 5
Calcule / e t2senh t dt.
0

Solucao:

Consultando a tabela de transformadas tem-se que

F(s) = ZL[senhat| = s> al

a
2 _ L2

Observando o integrando, e ignorando momentaneamente o fator 2,
ficamos com

teo
/ e “'senht dt,
0

que reconhecemos como sendo
ZL[senht|(s = 3).

Lembrando isso e reintroduzindo o fator #2, estamos exatamente nas
condig¢des da proposi¢do (13.9), com n = 2:

oo oo
/ e senh t dt = / 1% le ¥ senht)dt =
0 0

2 652+ 2 7
_ (_1)2W$[senh 1](s) = ﬁ —3 64
Proposigﬁo 13.10.
Se .Z[f(t)] = F(s) entdo
& { lf(u)du] 7Y
0 s

Demonstragao
t
Seja F (1) = / F(u)du.
0
Temos F'(r) = f(t), e entdo

F(s)=Z[f(1)]=Z[F'(1)] =s Z[F (1) - F(0) = s Z[F(1)] =
=57 [/0 f(u)du| .



Portanto . {/Otf(u) du} =—.

Proposicao 13.11.

Se Z[f(t)] = F(s) entdo

K [@} _ / " Fw)du.

t
Demonstragao
oy _ o e [0

Foo [ o=t

= / } f(t)dt
0 .

= /0+°o /+we_”ldu} f(r)dt
oo T S+oo

_ / /0 ot f(t)du} dt

= /S+wF(u)du-

[ Exemplo 13.22. J

Calcule .Z (set_nt) .

Atividade de auto-avaliacao 13.4

Calcule F(s) para f(¢) como na figura abaixo
A (1)

o

¥
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SOLUCOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS
UTILIZANDO TRANSFORMADA LAPLACE

45 Comentario : As Transformadas de Laplace sdo
muito uteis na resolucido de equagdes diferenciais ordi-
narias (EDOs) de coeficientes constantes, transformando-
as em equacoes algébricas no “dominio s”. O problema
deixa de ser obter solucdes de equacdes diferenciais e passa
a ser o de, apos transformar as equagdes diferenciais em
equagoes algébricas, obter as solugdes das equagdes dife-
renciais que as originaram usando a transformada inversa
de Laplace.

As Transformadas de Laplace de derivadas s@o particularmente
importantes para a resolucao de EDOs por esta via.

Utilizando uma terminologia comum em textos para Engenha-
ria, as EDOs descrevem a dindmica de sistemas continuos onde
x(t) é a “entrada” (input) e y(z) é a “saida” (output).

Observacao: A entrada x(¢) é uma fun¢do conhecida; assim
como as condigdes iniciais da saida y(¢): y(0),y'(0),y”(0), etc.
Deseja-se calcular a saida y(t), a solugéo do PVL

Atencao!
Estamos sempre escolhendo ¢ = 0 para instante inicial. Isso é
sO para simplificar. Nada se modifica na teoria se supusermos
t = tg, sendo ty qualquer, como valor inicial.

Lembre que para resolver um problema de valor inicial, o nu-
mero de condicdes iniciais tem de ser igual a ordem da equacdo
equacao de diferencial do PVI; comegando sempre pelo valor da
“saida” y(0). Dali, se tivermos um problema com uma equagao
diferencial de de 1¢ ordem, precisa- se de y(0); se for de 2¢
ordem, precisa-se de y(0) e y'(0), e assim por diante.

O método :

Apresentamos o método por meio de alguns exemplos:



[ Exemplo 13.23. ]

Resolver o PVI
y'—y=1
y(0)=0
Y(0)=1
Solucao:

Aplicando . a ambos os lados da equagdo

2~y =21
isto é
Lp'-2hl=1/s
de onde
LD = sf(0) = f(0) =L =1/s
(sz— DLy —1=1/s
Portanto

s+ 1 - 1

Zbl= s(s2—1)  s(s—1)

Obtivemos a expressao da transformada de y. Queremos calcular y

Observe que

1
= Z)e"] e — = Z[1] concluimos que
s—a s

E como sabemos que

2L = 2] - 21 = L[ - 1]
Dai gostariamos de concluir que

y=e"—1

E imediato verificar que esta é efetivamente a resposta do PVI dado.

O principio utilizado foi o seguinte:

AULA H MODULO 2
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( Exemplo 13.24. |

Resolver, usando transformadas de Laplace, o PVI:

y//+y — t2+1
¥(0)=0
Y (0)=0

Solucao:
Aplicando o operador . a ambos os lados da equacio, e utilizando as
suas propriedades, obtemos:

(4 DLDO) = 5+
isto é by 2
2h01= FatTy

Podemos decompor o lado direito em fracdes parciais:

2+s> A B  C Ds+E

S(2+1) s 28 2+

de onde:
A=-1, B=0, C=2, ,D=1, e E=0
ou seja
2+ 52 I
$3(s24+1) s 83 s241
Portanto

L) =L+ L[]+ Llcos 1]
e entdo (pelo teorema de Lerch)
y(t)=—1+1*+cost.

O leitor pode confirmar essa solu¢do pelo método dos coeficientes a
determinar.

Atividade de auto-avaliacao 13.5

Ao aplicar o “método da Transformada de Laplace” a um deter-
85> —4s+ 12)

minado PVI, obtivemos .Z[y(¢)] = ( Ry
s(s

Determine a solugdo, y(¢), do PVL
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EQUACOES COM SEGUNDO TERMO DESCONTINUO
POR ““SALTOS”

#5 Nosso programa minimo com respeito as transformadas
de Laplace estd “quase” cumprido. Mostramos que as
transformadas sdo lineares, ignoram derivadas, etc. , mas
na verdade, até agora, o método parece ser uma maneira
muito complicada de resolver PVI’s que poderiam ser re-
solvidos mais facilmente por outros processos. Esta im-
pressdo deve comecar a mudar a partir de agora.

Consideremos o problema de calcular a solu¢do do PVI:

"4y —2y=h(t

oy Y (1) 1, se0<t<nm
y(0) =1 W =14 "

, —1,set>nm
¥'(0)=0

Para resolvé-lo uma ideia € a seguinte: vamos dividir o problema
dado em dois subproblemas:

Primeiro resolvemos o PVI

Y'+y =2y=1
y(0)=1
Y(0)=0

definido no subintervalo [0, ].
Digamos que sua solugdo seja a funcdo ¢ ()

Em seguida, calculamos a solucdo de

no intervalo (7, +o0).
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Atencao!
1) A escolha das condicOes iniciais do segundo PVI foi
feita de modo a garantir que a sua solu¢do emendard con-
tinuamente com a solucdo do primeiro,e também que a
inclinagdo inicial da solu¢do do segundo PVI, coincidisse
com a inclinacdo do tltimo ponto da solu¢d@o do primeiro. Fa-
zendo assim, podemos determinar uma solucdo (Unica) para
o problema em todo o intervalo [0, +o).

2) Se nao impusermos condi¢des de recolamento adequadas
no valor inicial da segunda solucdo entdo perderemos a uni-
cidade da solucdo global.

3) Para obter a solugdo foi preciso “dobrar” o trabalho. Se a
funcdo independente fosse dada por partes em n intervalos,
teriamos de calcular n problemas de Cauchy.

£ Trata-se de um procedimento, para dizer o minimo, inco-
modo. A transformada de Laplace se mostra uma alterna-
tiva muito mais comoda para calculo da solug@o. Na ver-
dade existem situacdes em que a transformada de Laplace
€ essencialmente a unica ferramenta disponivel. Nao va-
mos considerar esses casos nesta aula.

[ Exemplo 13.25. ]

Determine a solu¢do do problema de valor inicial

0, 0<r<1
V=2 +y=<1, 1<tr<?2 ; y(0=0,y'(0) =1.
0, 2<t< 4o

Solucao:
Observe que f(1)=<t, 1<t<?2 =

=1t(uy —up)(t) = tuy (t) — tup(1).
Também, como
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entao
d e*sa e*sa ae sa
fu, (1) +— (=)' = = +
a(t) (=1 ds < s > 52 s
Dai
e—s e’ 26—23 e—23
Fs)= 45 -2

(5) s + 52 s 52

Sendo, como sempre,
(1) <= Y (s),
temos que, aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros

da equagao:

Y =2y +y=f(t) (s =25+ 1)Y(s)—1=F(s)

—
= (s—1)2Y(s)=1+F(s)

Assim

t
K7 r_r = l*te’:/ue“a’u
s (s—1)2 0

= (integrando por partes)
t

= ue' —eé" Ozte’—et—l—l

Também

1 1 1 1
S )=o) =1x(t = +1)=
(& omm2) =7 (s = 1etee =+
=1xte — 1 +1x1l=t —e'+1—€ +1+1t=
=tel —2¢' +1+2.
Logo:

tel +— L
(s—1)2

CEDERJ 139

AULA H MODULO 2



Equacoes Diferenciais | Transformada de Laplace

Fit)=te —e'+1¢+— ——
t)=re =+ s(s—1)2

1
s2(s—1)2

Utilizando o segundo teorema do deslocamento:

Fy(t)=te —2¢' +1+2+

y(t) =t +u ()F (t—1)+

+u1(t)F2(t - 1) —2u2(t)F1 (l‘ - 1) - uz(l‘)Fz(l‘ — 1).

[ Exemplo 13.26. ]

Resolva o problema de valor inicial
X" +4x +4x = h(r)
x(0)=1; X(0)=1

sabendo que a fung¢do £ € periddica de periodo igual a 2, e que

2
/ e h(n)dt=1—e%.

0

Solucao:
Como sempre, fazendo as correspondéncias
x(t) «— X(s)
h(t) +— H(s);
e aplicando a transformada de Laplace aos dois membros da equacao:
$2X(s) —s— 1 +4(sX (s) — 1) +4X (s) = H(s)

ou ainda
(s+2)°X(s) =s+5+H(s)

Dai, tirando o valor de X (s), e usando a férmula da transformada de
uma fungdo periddica:
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s+5 1 l—e™
622 TGy =D
s+5 l4+e %
6122 5127

s+2 4 e

= 642 5122 T r2p

A partir dai, usando uma tabela e os teoremas de deslocamento, obte-
mos

()= 1 e v un(r) (1 — 2)520*2)} .
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Tabela de Transformadas de Laplace

1) - Fo) = [ e ar
ot — 1/(s—a), s>a
m — nl/s"t s> 0
sen at — a/(s*+d*), s>0
cos at — s/(2+a?), 5>0
) - ) 5>0
senh at s af(2—a?), s>|d
cosh at — s/(s*>—a%), s> |a|
af(t)+be(t) - aF(5)+bG(s)
7 - SF(5) = f(0)
70 - P ) =5/(0)=/'0)
7o) — ORI
e f(1) — F(s—a)
(1) 1= a) o e F()
Otf(u)du — F(s)/s
1) - (1) 4F ()
(r+8)(0) = [ flugle — ) - F5)G)
Ft+p) = (1) — (e f(0) ar) [(1=e)
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Resumo

Nesta aula, voceé:

e aprendeu um outro tipo de transformacao entre espagos
vetoriais de funcdes, a Transformada de Laplace,
que leva funcoes de ordem exponencial da varidvel
t € [0,4o), em funcdes de uma nova varidvel s, de-
finidas em intervalos do tipo [0, 40|, sendo

e aprendeu que a Transformada de Laplace € uma
transformagdo integral linear, que “destr6i” as deri-
vadas das funcdes;

e estudou os importantes teoremas de deslocamento no
tempo e na frequéncia;

e aprendeu a calcular a Transformada Inversa de La-
place por inspecdo e, como caso particular, por
decomposicao em fragdes parciais;

e aprendeu o importantissimo produto de convolucdo, e
a utilizé-lo no célculo de Transformadas de Laplace;

e por fim, aprendeu a utilizar as transformadas de La-
place, no célculo de solucdes de problemas de valor
inicial envolvendo equacdes diferenciais lineares de
coeficientes constantes, incluindo o caso em que o se-
gundo membro das equagdes tem descontinuidades de
tipo “salto” .

O QUE VEM POR Af:

A sequéncia usual de “Transformada de Laplace” inclui
fungcdo DELTA de Dirac, a transformada de Laplace da fungdo
DELTA, solucdes de equagdes cujo membro independente con-
tém a funcdo DELTA, e temas correlacionados. Nao tratare-
mos desses assuntos principalmente porque o foco principal é
o estudo introdutério das equacoes diferenciais lineares, cujos
coeficientes e termo independente sdo funcoes (eventualmente
fungdes constantes), e a “funcdo” DELTA ndo é - de fato - uma
fungdo. Ela é tratada com propriedade no contexto de uma ou-
tra teoria: a teoria de distribuicoes.

O que vem por ai é a parte final deste curso, os sistemas de
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equagoes diferenciais lineares de primeira ordem (também refe-
ridos como sistemas de equagdes diferenciais simultaneas).
Vocé verd alguns conceitos de cursos anteriores, como Algebra
Linear, Célculo 2, em agdo, o que - po si s6 - é uma justificativa
poderosa para o seu estudo.

Vamos a eles!

SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA:

Solucao comentada da atividade 13.1

d}’l

Sabe- Vn=0,1,2,--- —
abe-se que V n 1,2, yr

Sendo f(t) =" entdo

(") =n!

d’ n!
L (=Ll =nZu(t)] = — (13.3)
Pelo o corolério do teorema da transformada de Laplace da de-
rivada ,
dn
LD =5" LI =5 £0) =52 (0) =+ = f*7(0)

= 5" ZL[t" (13.4)
Igualando o lado direito da igualdade (13.3) com (13.4):

!
oy 2.
s
Portanto
P — n!
[t ] shtl’
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Solucao comentada da atividade 13.2

Observe que

[ - e

- gl[é T <s+71>]

Consultando uma tabela, vemos que a primeira transforma in-
versa é e~2'. Com relagdo i segunda transformada inversa, va-
mos utilizar o primeiro teorema do deslocamento. Temos:

1
)
R a— 2
1
te 2
‘ (s+ 1)

Portanto
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Solucao comentada da atividade 13.3

Suponha a # b. Temos:

t
e >l<ebz _ / eaueb(z—u) du
0

Sea=>ab,

at at

Solucao comentada da atividade 13.4

Considere inicialmente da restricao da funcdo f(z) ao intervalo
(0,d]; isto é, considere a funcdo

8(0) = 1 . 1) = o) —1a(0)] £(0).

O gréfico desta restricdo € o primeiro “dente” da fungdo “dente
de serra” que ¢ um nome usualmente dado a func@o f(¢); a qual
também € conhecida como fungdo “serra” .

o gréfico de g(r) é composto por dois segmentos de reta, sendo
o primeiro o segmento da reta y = 2x entre os pontos (0,0) e
(a/2,a); e o segundo o segmento da reta y = —2(x —a), entre 0s
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pontos (a/2,a) e (a,0).
Logo g(t) é a fung@o :

(1) = 2t, se0<r<a/2,
B = —2t+2a, sea/2<t<a

AULA H MODULO 2

Dai podemos concluir que a funcédo f(¢) é igual a fungdo g(t),
prolongada por periodicidade (de periodo “a”) ao intervalo
(0,+4o0). Esta conclusdo € interessante porque nos permite re-
formular o problema da seguinte maneira:

“Calcule F(s) para f(t) = g(t),set € [0,a], sendo g periddica,
de periodo igual a a.

Nestes termos, a proposi¢do (13.8) se aplica, e temos:

/e_“g(t)dt
0

1_67615

a/2 a
/ e g(t)di + / e tg(r)di

0 a/2

l—e 4

a/2 3 a
/ e Sl(—ZI)dt—f—/ e =2(t+a)]dt
0 a/?

1]—eas

a a
—2/ te St dt — Za/ e tdt
— 0 a/2 (13.5)

1—eas

L)) =

a
Integrando / te~*" dt por partes obtemos. (verifique!)
0
1-2em(241) (13.6)
s

S

a
Calculando diretamente / e %" dt obtemos
a/?2

1 1
—e Ee*w)/z (13.7)
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substiuindo (13.6) e (13.7) no numerador de (13.5) obtemos

) = 2170000) = (252 ) e (14 L),

S

que € a resposta final -

Solucao comentada da atividade 13.5

852 —4s5+12
Basta calcular y(t) = £ ! (ﬁ)
8s?—4s+12 85 4s + 12
G = S S
8s 4 12

2+4 244 +s(s2+4)

Agora,
12 A Bs+C
s(s?+4) s s2+4
(A+B)s>+Cs+4A
s(s2+4)

Dai A =3,B= —3,C = 0. Portanto

8s2—4s+12 8 4 3 3
s(s2+4) 244 244 s 244
Ss 2 3

244 s2+4+§
= 5.%L|cos2t] -2 L|sen 2t]+3 L]

= ZI[5cos 2t —2 sen 2t +3]

Dai entéo,

-1 (8s2—4s+12

s(s2+4) ) =5 cos 2t —2 sen 2t + 3.

Esta € a solucdo do PVI .
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Aula 1 4 -

SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

definir e identificar sistemas de equagdes diferenciais or-
dindrias de ordem p e dimensdo n, também chamados de
equagoes diferenciais vetoriais de ordem p e dimensdo n;

identificar os sistemas de equacdes diferenciais lineares de
ordem 1 e dimensao n, classificd-los como homogéneos ou
ndo homogéneos,

obter sistemas de equagdes diferenciais ordindrias lineares
de primeira ordem e dimensdo n a partir de equacdes di-
ferenciais lineares normais de ordem n. Reconhecer a im-
portancia dos sistemas de equagdes diferenciais ordindrias
nas aplicacoes;

definir solucoes de sistemas de equacoes diferenciais e en-
tender a sua interpretacdo geométrica. Formular o con-
ceito de problema de valor inicial, e compreender o Teo-
rema de Existéncia e Unicidade de Solugdes para sistemas
de equagdes lineares de primeira ordem e sua interpreta-
cdo geométrica;

definir os sistemas autonomos de equacdes diferenciais or-
dindrias de primeira ordem e dimensao n; bem como com-
preender as nocdes de plano de fase e de retrato de fase de
sistemas bidimensionais e utilizd-las para analisar quali-
tativamente os sistemas de equagdes diferenciais lineares
autonomos bidimensionais.
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INTRODU(;KO. RESULTADOS GERAIS
Definicao 14.1.

Sejam I C R um intervalo aberto e %7 C R"” um conjunto
aberto conexo.
Suponhamos que

o Vi 1<i<n, x;:I— R ¢éuma funcio p vezes de-
rivavel, da variavel ¢t € I;

e o conjunto {[t,x(t),---,x,(t)] tais que 7 € I} estd con-
tidoem I X % ;

e ¢ dadauma colecio de n funcdes de I x % C Rt para
R:

fiv IXU — R
(t7a17"'7an) — fi(t,al,ClZ,"',an)
Um sistema (normal) de equacoes diferenciais ordinarias

de ordem p e dimensao n é um conjunto de n equacdes di-
ferenciais simultaneas da forma

(27 (1) = filt.aa (1), xa(1)]
< ?cép)(t) = falt,x1(t), -, xa(1)] (14.1)

P () = fult, 1 (8), -+ ()]

[ Exemplo 14.1. ]

Exemplo de equacdo diferencial vetorial de primeira ordem
e dimensdo dois, definida em R x R?:

X (1) = e frxy(t)
xh (1) = cos (x1 (1) - x2(1)).

Nesta equacdo
filt,x1,x0) = e +1txa,  fot,x1,x%2) = cos (x1 - x2).
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Exemplo 14.2.
[ )

Exemplo de equacdo diferencial vetorial de segunda ordem
e dimensdo trés, definida em R x R3.
Utilizaremos x, y,z no lugar de (x,x2,x3):

Figura 14.1:

Consideremos um sistema isolado, constituido por duas mas-
sas M e m que se atraem segundo a Lei da Gravitacdo Universal.
Vamos supor M >> m, de modo que a localiza¢do do referen-
cial do centro de massa do sistema ‘“coincide” com o centro de
massa de M.

Para um observador em M, a massa m descrevera uma tra-
jetéria ao seu redor, submetida a forga de atrag@o prescrita pela
Lei de Gravitagao Universal:

M
FoMM o onder =7 = /(2112 +22).

r3
Por outro lado, a 2¢ Lei do Movimento, nos diz que

7 omd—m®T

dt?

Substituindo a expressdo da Lei de Gravitag@o na ultima equa-
cdo obtemos a equacdo diferencial
&7 GMm -

ar T
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a qual, decompondo a forca ? a aceleracao dea posicao 7
em componentes segundo os eixos coordenados, fornece o se-
guinte sistema de equacoes escalares de segunda ordem, e
dimensao 3:

[ d%x GM x

a2 (2 +2 +22)3/2

d?y B GM vy
A2~ (2432 +22)32

d?; GM 7

d? (242 +22)32

#5 No que segue, salvo expressamente especificado o contra-
rio, vamos estudar somente sistemas de equacdes de pri-
meira ordem .

Como foi visto no curso de Cdlculo, o conjunto de fungdes
fi:% — R,

define, e fica definido pela funcdo vetorial ? . U —R"que
a cada n-upla de nimeros (aj,as,--- ,a,) € % associa o vetor

filar,az,-- ay)

flar,az,-- ay)

?(alaaza"' aan) =

fn(alaaZa' o aal’l)

Entdose Vi, 1 <i<n, x;: [ — R é uma funcdo derivdvel, da
varidvel t € I C R, podemos formar o “vetor”



X1 (Z)

XQ(I)

>
Il
AULA E MODULO 2

cuja derivada € o vetor

?/(Z): x/2(t)

Em termos das fun¢des vetoriais ? e ? o sistema de equacdes
(14.1) (com p = 1), se escreve na forma

x) (1) Jr@er(2), -+, xa(1))

?/(l): xlz(l) _ f2(x1(l)7"'7xn(l)) : (14.2)

X (1) Ja(x1 (1), xa(2))
ou ainda,
X'() = FIX (). (14.3)
Definicio 14.2.

Mantendo as condi¢des da defini¢ao (14.1), com p=1, e con-
servando as notagdes acima, dizemos que (14.2), ou (14.3),
sao as formas vetoriais do sistema de equagdes (14.1).
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£ Nos termos da definicdo (14.2), quando é dado um sistema
na forma vetorial (14.3) (ou que € equivalente a dizer que
¢ dada uma equacio diferencial de primeira ordem veto-
rial), as vezes chamamos o sistema equivalente (14.1) de
forma explicita correspondente a equacéo diferencial ve-
torial dada.

Observacdo: E muito comum omitir a varidvel 7 no lado direito
de (14.2) ou (14.3); e retirar a seta sobre a fun¢ao vetorial ?
Para ndo sobrecarregar a notacdo, vamos escrever, por exemplo,

X'(t)=Ft,X) emvezde X'(t)=F (1, X(1)).

[ Exemplo 14.3. ]

Escreva a forma explicita da equacdo diferencial vetorial de

dimensdo 3
tx1/x2 — X3
Y/(t): Inlx;-xp - x3]
(2 1)ym
Solucao:

X1 (t)

A solugdo é imediata: definindo ?(t) = | x,(¢) | temos

x3(t)

X’ (1) = x(r) |- Substituindo na equagdo vetorial, esta se trans-

forma em
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x’l(t) t)C1/X2—)C3
5@) | = | In|xi-x2-x3)
0] \@-2-1ym

Igualando os termos correspondentes dos dois “vetores”, construimos
o0 sistema

x’l(l‘) = txl/xz — X3

x'z(t):ln|x1-x2-x3| )

4(0) = (12— 1) 5

o que é a forma explicita da equacao vetorial dada.

Atividade de auto-avaliacao 14.1

Identifique as formas vetorial e explicita dos sistema de e-
quagdes de segunda ordem do Exemplo 14.2.
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SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS
LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM E DIMENSAO 7

Sistemas homogéneos de equacoes diferenciais lineares
de primeira ordem e dimensao n

Definicao 14.3 (Sistemas homogéneos de equagdes diferen-
ciais de primeira ordem e dimensao n).

Sao os sistemas da forma

ai(t) - a(t) | [xi()

Xo=| : -~ || : (14.4)

a1 (t) -+ app(t) Xn (1)

multiplicagdo de matrizes

onde a;; : I — R, sdo n? fungdes com valores reais.

A matriz

a11(t) a1n(t)

a1 (t) -+ app(t)

€ chamada de matriz do sistema de equacoes diferenciais linea-
res (14.4).

A notacgdo abreviada para o sistema (14.4) é

#5 Qs sistemas homogéneos de equagdes de primeira ordem
e dimensao n sdo 0s sistemas para os quais

Ft,X)=A(t) X
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A forma explicita dos sistemas homogéneos de equagdes de
primeira ordem e dimensao n da defini¢do (14.3) é

(
Xy (t) =an(t)x1+---+ap(t)x,

x5(t) = ap (t)x1+- -+ ax(t)x, (14.5)

(X0 (1) = an1 ()x1 4+ + ann (1)

As fungdes a;; sao chamadas de fungdes componentes da
matriz do sistema homogéneo, ou simplesmente de funcoes com-
ponentes do sistema.

SISTEMAS NAO HOMOGENEOS DE EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM
E DIMENSAO n

Definicao 14.4 (Sistemas de Equacdes Diferenciais Linea-
res ndo homogéneos primeira ordem e dimensao n).

Sao os sistemas da forma

all(t) aln(t) xl(t) h](l‘)

Xo=| + . || |+] : (14.6)

an (t) - an(t) Xn (1) hu(t)

multiplicacio de matrizes H)

onde V i,j € {1,2,---,n},a;; : I — R, sido n* fungdes
com valores reais definidas em um intervalo I, cha-
madas de (funcoes) coeficientes do sistema , e
(t) = (h(2), -+ ,hy(t)) é uma funcdo vetorial, defi-
nida em /, chamada de termo independente do sistema.

A forma explicita dos sistemas de equacdes diferenciais nao li-
neares de primeira ordem ¢é

xll = all(t)xl + - +a1n(t)xn—|—h1(t)
?C/z =a(t)x; +---+az.n(t)xn+hz(t) (147

X =ap(t)x)+ -+ ar(t)x, + ha(t)
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Observacao: Podemos reescrever o sistema (14.7) na forma ve-
torial (ou matricial):

X'(t)=A(t)- X (1) + H (1) (14.8)

Atencao!
Para nao esquecer:

° ? é o vetor das incognitas,

e a matriz A(t) é a matriz do sistema

) ﬁ(t) é o vetor de termos independentes

#£5 Obs : Repare as semelhanga da forma da equagio (14.8)
com a forma da equacao diferencial linear ndo-homogénea
de primeira ordem

/

¥ = plt)x+q(t).

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES DE
PRIMEIRA ORDEM CONSTRUIDOS A PARTIR DE
EQUACOES DIFERENCIAIS DE ORDEM n

Uma maneira importante de obter sistemas de equagdes dife-
renciais de primeira ordem n-dimensionais € a partir de equagdes
diferenciais lineares de ordem n, normais.

Isto serd consequéncia do seguinte teorema geral:

Teorema 14.1.

Toda equacdo diferencial escalar de ordem n,normal, dé ori-
gem a uma equagao vetorial de primeira ordem, i.€, a um sistema
de equacoes diferenciais de ordem um.

Demonstragdo

Consideremos uma equacao de ordem n normal:

X = ft,x,x, - ,x(”*l)) (14.9)



Definamos novas fungdes xp, x>, - - - , X, por meio das relacdes

xi(t) = x(t) (14.10)
x(t) = x(t) (14.11)
x3(t) x5(t) (14.12)
(1) = x1(1) (14.13)

#£5 Repare que a fungio x (1) é a prépria fungdo. x(t) incégnita
da equacao diferencial de ordem n (14.9).

Trocando de lado as funcoes das relagdes (14.11) a (14.13),
J4 podemos escrever um sistema de n — 1 equacdes diferenciais
de primeira ordem, a saber:

Atencao!
para obter um sistema de n equacdes de primeira ordem
para as fungdes x;(z,---,x,(t), ficou faltando justamente a

equagdo para a derivada de x;,(t)

Para calcular x},(¢) observe que podemos expressar todas as
funcgdes x; em termos da fungdo incégnita da equagao (14.9), da
seguinte maneira:
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X1 =X

x =X} = X

r=x, = [K]'=X

x4 — x/3 — [x//]/ — x///

xll = x:’lfl — [x(niz)], — x(l’l*l)

Ora, usando essas expressoes, € a propria equacao (14.9),
temos:

X! = [x”_l]/:x(") = f(t,x,x,-- ,x("_l)) = f(t,x1,x0,+ ,Xp—1)

Ou seja, temos o seguinte sistema de n equacdes diferenciais
de primeira ordem para as fungdes x,x2,- - , X!

(X (t) = x2(1)
x5 () = x3(1)
(14.14)

X, (1) = xa(t)

xn(t) = f(l,X1,X2, Tt ,anl)

\

Podemos ainda escrever o sistema (14.14) na forma vetorial:
Seja como sempre,

X1

Y= |
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Entao

x) () x2(7)

x (1) x3(t)

x;—l (t) X (1)

x:’l(t) f(t7-x17x27"' 7-xl’l)

[ Exemplo 14.4. j

Considere a equagao

X"+ sen(t) X +e¥x = arctg 1.

Faca
x| =X, Xy = X}
Entao
Xy =x| =x"= —sen(t) X —e*x+arctgt
x| =x
Xy = —sen(t) x, — e*x| +arctgt
ou ainda

~

xh —e?'x —sen(t)xy + arctg t
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Atividade de auto-avaliacao 14.2

Mostre que a forma vetorial do sistema obtido a partir da
equacdo diferencial linear ndao homogénea normal de ordem n,

X ay g ()2 o ay (10X +ag(t)x = £(1)

(€N

0 1 0 0

xll X1 0
0 0 1 0

1 I e A TR K
0 0 0 1

X Xn 1)
—ao(t) —ai(t) —ax(t) - —ap-1(t)

[ Exemplo 14.5. ]

Seja a equagdo de 3¢ ordem

y///+5y// _ 6y/ +7y — O

Faca
Y=y n=Y, »=n
Dai
Ys=yy =y =y"=-5"+6/~-Ty
ou seja
)

)”1 =)

Y =3

Y3 = —Ty1+6y2—5y3
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MODELOS UTILIZANDO SISTEMAS DE EQUACOES

DIFERENCIAIS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Diluicao de Solucoes Salinas

1,5 {/min 1 //min

3 {/min

Tanque 1 2,5 f/min Tanque 2
(300) (20 £)

Figura 14.2:

Consideremos os dois tanques interligados da figura abaixo. O
tanque 1 contém inicialmente 30 litros de agua e 25 kg de sal,
enquanto o tanque 2 contém inicialmente 20 litros de dgua e 15
kg de sal. Uma solucdo de 1 kg/¢ de sal entra no tanque 1 com
uma vazao de 1,5 //min. A mistura formada passa do tanque 1
para o tanque 2 com uma vazao de 3 //min. Simultineamente,
entra no tanque 2 uma solucdo de 3 kg/¢ de dgua salgada (vinda
de fora) com uma vazao de 1 ¢/min. Parte da solucao formada
no tanque 2 é expelida com uma vazdo de 4 ¢/min; uma parte
indo para o tanque 1 com uma vazdo de 1,5 ¢/min, enquanto o
resto deixa o sistema.

Sejam Q; () e Q»(t) as quantidades de sal nos dois tanques
no tempo ¢. Escreva as equacdes diferenciais e as condig¢des
iniciais que modelam o processo de fluxo.

Solucao:

Consideremos o primeiro tanque: a quantidade de sal num instante ¢ é
igual a quantidade de sal original, mais a que entrou no tempo ¢ menos
a que saiu no tempo f. A mesma coisa vale para o segundo tanque
(uma equacdo de balancgo). Logo, a taxa de variacao da quantidade de
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sal em um tanque € igual a taxa de variacdo da quantidade de sal que
entra, menos a taxa de variacdo da quantidade de sal que sai.

Uma outra observagdo importante é que os volumes das solugdes
nos dois tanques sempre sdo constantes. Assim,por exemplo, seja
qual for a quantidade de sal Q;() no tanque 1 no instante 7, pode-
mos garantir que a quantidade de sal por litro na solucdo do tanque 1
€ 01(1)/30 kg/¢. E a quantidade de sal por litro na soluc¢éo do tanque

2€0(1)/20 kg/t

Portanto, a taxa de variacdo da quantidade de sal no tanque 1 seré:

{taxa que entra de fora} + {taxa que entra do tanque 2}

—{taxa do que sai do préprio tanque 1}

ou seja
dQl 175 175 .
= =1.5 t)— t .
7 T 0>(1) 20 01 (1) (i)
De modo andlogo,a taxa de variacao da quantidade de sal no tanque 2
sera:
{taxa que entra de fora} + {taxa que entra do tanque 1}
—{taxa do que sai do préprio tanque 2}
Entéo,
dQ, 3 4 .
— =30+ —=0i(t) — =0 (¢
a0t @) T30 @)
E assim a resposta é
d 1,5 1,5
W 15+ 20,00-220,0)
dt 20 20 (14.15)
dQ» 4 ’

3
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MASSAS ACOPLADAS POR MOLAS

Figura 14.3:

Considere o sistema de duas massas m € m», interconecta-
das entre si e a duas paredes por meio de molas, que exercem
forcas restauradoras (de acordo com a “Lei de Hooke”), com
constantes ki, kp, k3 respectivamente; conforme da Figura 14.3.
As massas podem se mover horizontalmente sobre uma uma su-
perficie com atrito desprezivel. No instante inicial, o = 0, o
sistema estd em equilibrio. Duas forgas, Fi(f) e F>(t), comecam
a atuar sobre as massas mj € my, €, em cada instante ¢ posterior,
as massas ocupam posicdes x| e xp em relacdo a suas respec-
tivas posi¢cdes de equilibrio. No momento captado na figura,
x1 < xp, a primeira e a segunda molas estdo alongadas e a ter-
ceira mola estd comprimida. Os diagramas de forcas a que cada

massa estd submetida aparecem ressaltados na parte inferior da
Figura 14.3.

Usando todas as informagdes do diagrama e a segunda Lei
do Movimento de Newton, ) F = ma, para cada massa, obtenha
as equagOes diferenciais que determinam as posicdes das duas
massas em cada instante.

Solucao:
Considere a massa m;. Usando o diagrama (levando em conta os sen-
tidos das forcas) temos que m estd submetida as forcas

—ky x; ( forga exercida pela primeira mola sobre ;)

+ky(xp —x1)  (forga exercida pela segunda mola sobre m;);

+Fi(t) (forga externa aplicada a my ).
\
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Entéo, pela segunda lei de Newton:
mia; = —kyx1 +ka(x2 — x1) + Fi(t),
(a; € a aceleracdo de my, isto é, a derivada segunda da posi¢do de my;

ou ainda d?x; /dt?). Reorganizando as parcelas, obtemos a equagio do
movimento da massa m:

d2
m17§1:—(k1+k2)xl+k2XQ+F1(t)- (14.16)

Considere agora a massa m,. Repetindo a argumentagdo anterior,
tem-se: my estd submetida as forgas

—ky(xp —x1) (forga exercida pela segunda mola sobre m1;)
—k3xp ( forga exercida pela terceira mola sobre m,);

+F5(1) (forca externa aplicada a my).

Dai, e da segunda lei de Newton:
mody = —kz(Xz —xl) — k3 x3 +F2(l‘),

(ap € a aceleragdo de my, isto €, a derivada segunda da posicao de m;;
ou ainda d*x, /dt?). Reorganizando as parcelas, obtemos a equagio do
movimento da massa m;:

d2
mzﬁ =k x; —(k2+k3)X2—|-F2(t)- (14.17)

(14.16) e (14.17) constituem um sistema bidimensional de equacoes
diferenciais de segunda ordem, que governa os movimentos simul-
taneos das massas m; € my:

d2x1

m1ﬁ = —(lq +k2)X1 +koxo + Fj (t)
d2

mzy);z = —(k2+k3)x2+k2x1 +F2(l‘)'

£ Existem muitos outros problemas: circuitos elétricos aco-
plados (circuitos de segunda ordem), dindmica de popu-
lagoes, para citar apenas dois) que admitem modelos ma-
temdticos formados por conjuntos, ou sistemas, de equa-
coes diferenciais simultdneas.



Atividade de auto-avaliacao 14.3

Obtenha um sistema de quatro equacoes diferenciais linea-
res de primeira ordem, que governa os movimentos das massas
mp € myp.

SOLUCOES DE SISTEMAS DE EQUACOES DIFE-
RENCIAIS. INTERPRETACAO GEOMETRICA.
TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE
SOLUCOES DE SISTEMAS LINEARES

AULA E MODULO 2

Lembre que, um caminho, ou curva parametrizada em R2 ¢
uma aplicacdo

ICR — R2
t — P

O conjunto ¢ de pontos 7(t), quando ¢ varia em /, isto é, a
imagem do caminho Y, € uma curva em R2.

Se I = [a,b] entdo 7(a) e 7(17) sdo as extremidades de €

O caminho ¥ éuma parametrizag¢do da curva €, e diz-se também
que 7(t) percorre ¢ a medida que ¢ varia de a até b.

Se ¥ é um caminho em R?, podemos escrever

Chamamos x(t) e y(t) de fungcdes compontentes, ou fungdes co-
ordenadas de 7

Figura 14.4:
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[ Exemplo 14.6. ]

Parametrizacao de um grafico de uma funcao real de varidvel
real.

Se
fiICR—R; t— f(t)

¢ uma fun¢do, entdo o griafico de f, isto é, o conjunto
{(z,f(¢))]| t € I} pode ser visto como uma curva no plano, para-
metrizada pelo caminho

odI—R,  A@) =, f()).

O parametro € a prépria varidvel independente da funcdo f.

Definicao 14.5 (Caminhos e Curvas diferencidveis).

Um caminho 7(t) = (x(),y(t)) é continuo num ponto %
de seu dominio 7, (respectivamente diferenciavel em ) se
as fungdes componentes x(¢) e y(¢) sdo continuas em fo, (res-
pectivamente derivaveis em fg).

Uma curva % € continua em um ponto Py € € (respecti-
vamente diferencidvel em Fy) se existe uma parametrizacao
7 :J CR — R? de €, tal que 7(?) =PRe 7 é continuo
respectivamente) derivavel) em #.

Uma curva ¢ € continua (respectivamente diferenciavel)
quando existe uma parametrizacido de ¢ continua (respec-
tivamente derivdvel) em todos os pontos de seu dominio.

Definicao 14.6 (Vetores Velocidade e Velocidades de Cami-
nhos / Vetores tangentes a curvas).

Se 7 € um caminho (ou parametrizagdo) diferencidvel, o ve-
tor velocidade de 7 no instante ¢ € definido por

0 :limT)(H_hzl -7

h—

Avelocidade ou rapidez de 7 no instante ¢, € 0 comprimento
do vetor 7" (¢).



Um vetor V é tangente a curva ¢ no ponto Fy, se existe uma
parametrizagdo diferencidvel 7 de €, com 7(t0) =P e

T(to) =V

Se V é o vetor tangente a curva %, parametrizada por _}7, no
ponto Py = 7(t0), é costume desenhar o vetor V' com sua ori-
gem no ponto Py = 7(t0).

?H’n L k)

TN

¥ (to+h) =7 (1)

v = -";’"H'n )

R

¥ (1g)

Figura 14.5:

#5 As definicdes e resultados que recordamos em R? se es-
tendem de modo natural ao caso de curvas no espago R".
A apresentagdo em duas dimensdes € feita essencialmente
para tornar mais intuitivas as representacdes gréficas.
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DEFINICAO DE SOLUCAO DE UM SISTEMA DE
EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE
PRIMEIRA ORDEM

Definicao 14.7.

Sejam I € R um intervalo e 7 C R” uma regido. Uma
solugcdo de um sistema de equacdes diferenciais ordindrias
de ordem um e dimensao n definidoem I X % :

X = filt,x1,x2, -+ ,xp)

x; = fn(tvx1=x27 T ;xn)

¢ uma funcdo diferencidvel 3 : I — R" que tal para todo
tel,

© G)=(@1(1),200), - pult) € U
Q1(1) = f1(t, @1 (1), @2(t), -+, Pal1))

@n(1) = f1(t, @1(1), @2(2), -+, (1))

Geometricamente, 3 € um caminho diferencidvel de / em
R”"; e as componentes ¢; do vetor velocidade de 3 sdo
iguais as respectivas fungdes f; que caracterizam o sistema
de equacdes diferenciais.

#5 A imagem de cada solugio ? ¢ uma curva solucao do
sistema do equacoes diferenciais ou uma curva integral
do sistema; ou uma orbita. Ela estd contida em 7 x R”.

[ Exemplo 14.7. ]

Consideremos o sistema de equagdes de primeira ordem bi-

dimensional

comux(t) =t =x(t) parat € % =R



Sejam fi(t,x1,x2) = cos|xi(t)] e fa(t,x1,x2) = sen [xa2(t)].
Entdo ? : R — R? definida por
cost
GO
sent
€ solucdo do sistema.
Solucao:

De fato, o sistema dado é
x| = —sent
X, = cost-

d d
Qi (t) = Jpcost=—sent e () = o sent = cost.

Atividade de auto-avaliacao 14.4

Para cada nimero real “a”, baseado no Exemplo 14.7, es-
creva a solugdo do sistema de equagdes diferenciais de primeira
ordem, bidimensional

X} = acos[xi(t)]
xh = —asen [x(t)]-
sendo x; (1) =t exy(t) =t.
Identifique as fungdes fi(¢,x;,x2) que definem o sistema;

Descreva a familia de todas as curvas integrais dos sistemas ob-
tidos ao permitir que o pardmetro “a” varie em R.
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PROBLEMA DE CAUCHY /TEOREMA DE EXISTEN-
CIA E UNICIDADE

Arrazoado: Por que a existéncia de solucdes e sua unicidade
sdo importantes?

Definicao 14.8 (Problema de Cauchy para sistemas de
equagoes diferenciais lineares).

Dada um sistema de equagdes diferenciais
X' =F(1,X),

onde F ¢ uma fun¢@o definida num aberto | x R”,com valores

_>
em R”, e dado um ponto (79,Xp) € I x R" ,o problema de
Cauchy, ou problema de valor inicial para a equacao

X' =F(t,X)

com os dados iniciais 7y € Xy consiste em descobrir uma
solucao ?(t), definida numa vizinhanca de 7y, que seja
sglugﬁo da equagdo, e tal que no ponto #y assuma o valor
Xo

#5 Repare que agora o valor inicial é um vetor, o vetor de
condicoes iniciais . Em particular, para especificar um
problema de Cauchy para uma equagdo escalar de ordem
n precisamos escolher um ponto 7y junto com os valores
que a solugdo e suas derivadas até a ordem n — 1 tém de
assumir no ponto f.

[ Exemplo 14.8. ]

Um exemplo de PVI, para uma equagao de terceira ordem €;

( Y= f(t,35,")
y(to) =a
Y (to) =b

\ y'(to) =c
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Ao falar: a solugdo passa pelo ponto (to,fg) estamos trans-

portando para as fungdes vetoriais a lilguagem geométrica. Na-
turalmente quem passa pelo ponto (fp, Xp) € a curva solugdo, mas
¢ bem comum usar esse abuso de linguagem.
O préximo teorema dé condigdes suficientes para garantir de que
ndo estejamos trabalhando em vao quando buscamos solucdes
para um sistema de equacdes diferenciais lineares. Muitas vezes
basta saber que as solugdes existem, sem ter de calculd-las ana-
liticamente, para que as usemos, ou procuremos métodos apro-
ximados de solucgdo.

AULA E MODULO 2

Teorema 14.2 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugdes).

Considere um sistema de equacdes diferenciais lineares de
primeira ordem

all(t) aln(t) xl(t) hl(t)

definido em I C R x R", com valores em R"”, sendo
a;j;hi (1 <i,j <n) funcdes de classe €' (I,R).

Dado um ponto (fp,Xp) € I x R", Xy = (x01,x02_,>--- ,X0n) O
problema de Cauchy com condicoes iniciais 7y e Xj:

{?/:A(z)?+ﬁ(r)

7(10) :70

tgm uma unica solugdo, definida em /, que “passa” pelo ponto
Xo quando 1 = 1.

[ Exemplo 14.9. ]

Seja o sistema

dx/dt = x> +1
dy/dt =1
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com as condi¢des iniciais (x(0),y(0)) = (0,0). Pelo teorema
(14.2) podemos garantir que esse sistema tem solucdo, e ela é
unica. Nesse exemplo podemos até calcular a solucio explicita-
mente. De fato, observe que é possivel separar esse sistema em
dois subsistemas:

{dx/dt:x2+1 . {dy/dtzl
x(0)=0 y(0)=0

(Cuidado! Isso nem sempre é possivel. Deu certo porque as
fungdes que definem o sistema ndo contém x e y misturados de
tal forma que nao possamos separa-los. )

A tnica solugdo do primeiro sistema é arctg[x(t)] = t; ou
equivalentemente x(¢) = tg(¢). A unica solu¢io do segundo sis-
tema é y(f) = t. Assim, a unica solug¢do do sistema proposto

7z

¥(7) t
Atencao!
O ndmero de condi¢des iniciais € sempre igual a dimensao
do sistema.

Atividade de auto-avaliacao 14.5

O problema de valor inicial

com as condig¢des iniciais xo = x(0) =0; yo=y(0) =0e

_ Jsen(1/t)set #0,
)= {0, set=20
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pode ter solugdo tinica em alguma vizinhanca de (xg,yo)?

SISTEMAS AUTONOMOS BIDIMENSIONAIS
DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Considere o seguinte exemplo:

AULA E MODULO 2

[ Exemplo 14.10. ]

Para cada niimero real positivo ¢, calcule a solucdo do sis-
tema de equacgdes diferenciais de primeira ordem, bidimensional

xp = tcosx(1)]
xh = —tsen|xy(1)]:

sendo x1 (1) =t e xp(t) =1.
Identifique as fungdes x;(7,x1,x2) que definem o sistema;

Calcule a familia de todas as curvas integrais do sistema obtido
ao permitir que o pardmetro “t” varie em (0, +oo).

Solucao:

Devemos calcular @ (1) = (@1 (), ¢-(t)), tal que V¢ € R*

{(p{ (t) = tcost

@5(t) = —t sent

Duas integragdes por partes fornecem

tsent 4 cost 4+ ¢y
b)) = ,

tcost — sent +cp

que sdo as curvas integrais.
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Atencao!
Observe que no sistemas do Exemplo 14.10 a varidvel # apa-
rece explicitamente ( ndo s6 como varidvel independente de
x1(t) e x2(t), mas como varidvel independente outras eventu-
ais fungdes que aparecem no sistema, como funcdes coefici-
entes da matriz do sistema ou como. componentes da func¢ao
vetorial de termos independentes).

Quando a varidvel t ndo aparece explicitamente € possivel re-
presentar todas as curvas integrais do sistema em um mesmo
plano. E essa possibilidade de representar as curvas solucoes
em um mesmo plano, € extremamente util.

No que segue, vamos considerar sistemas bidimensionais nos
quais ¢ ndo aparece explicitamente.

( Exemplo 14.11. |

Observe os cinco sistemas de equagdes diferenciais lineares
bidimensionais abaixo. Todos sdo sistemas de equagoes diferen-
ciais lineares bidimensionais. Pede-se para identificar os siste-
mas em que a varidvel independente ¢ aparece explicitamente, e
os sistemas onde ¢ s6 ocorre implicitamente.:

X' =a(t)x+b(t)y+e(t) 4 X =ax+by+e

1. .

Yy =c(t)x+d(t)y+h(r) Y =cx+dy+h
2 x':a(t)x+b(t)y 5 x/:ax+by

Y =c(t)x+d(t)y Y =cex+dy
i X =ax+by+e(t)

Yy =cx+dy+h(t)

#£5 Observacao: Neste exemplo, a notacio a(t) significa que
a é uma fungdo explicita de t, ao passo que a notagdo a de-
nota que a é uma constante; 0 mesmo vale para os outros
coeficientes e termos independentes dos sistemas.

Solucao:

As respostas sdo imediatas: nos sistemas dos itens (1) a (3) a



varidvel ¢ aparece explicitamente (nos coeficientes e/ou em pelo me-
nos um dos termos independentes). Nos sistemas dos itens (4) e (5), ¢
ndo aparece explicitamente.

Caracterizacao dos Sistemas
Bidimensionais Auténomos

Os sistemas de equacdes diferenciais, lineares ou ndo linea-
res, nos quais a varidvel independente, 7, ndo aparece explicita-
mente, s30 muito importantes. Esses sistemas recebem o nome
de sistemas autonomos, ou equacoes vetoriais autonomas.

[ Exemplo 14.12. |

O sistema de equagdes diferenciais

X =x—3xy

Yy =2x—y
€ um sistema de primeira ordem autdbnomo, mas ndo é linear.

O sistema de equagdes diferenciais

X' =2x+4y
y =—dx+y

€ um sistema linear de primeira ordem autdbnomo.

Atencao!
Repetindo, para nao esquecer: Uma das razdes que tornam
os sistemas lineares bidimensionais autbnomos muito impor-
tantes € o fato de podermos, a principio, desenhar o conjunto
completo de suas curvas solucoes, sem precisar resolvé-los
previamente. Isso também vale para o caso de sistemas nio
lineares, quando esta €, muitas vezes, a melhor alternativa
para compreender o comportamento das solugdes, a outra al-
ternativa € buscar solu¢des numéricas.

Até o fim desta secdo vamos tratar com sistemas autdbnomos
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bidimensionais, que vamos escrever na forma

=

X =) (14.18)
Y =8(x,y)

Estamos escrevendo Y(x,y) em vez de?(xl ,X2), etc. e usare-
mos frequentemente a notagdo X' = F(x,y) = [f(x,y),g(x,y)].

A interpretacdo geométrica de uma tal equacdo € a gene-
ralizacdo da interpretcdo geométrica para equacdes diferenciais
ordindrias y = f(x,y), que estudamos na Aula 7:

Em cada ponto (x,y) da regiio Q C R?onde as fungdes f
e g estdo definidas o vetor (X,y") = (f(x,y),g(x,y)) € o vetor
tangente 2 curva solucio ¢ () = (x(¢),y(t)) que é solucio da
equagdo.

Sem resolver a equagdo, podemos desenhar em cada ponto
da regido onde ela estd definida um vetor V = (f(x,y),g(x,y)).

Plano de Fase: O plano xy no qual desenhamos os vetores
V= (f(x,y),g(x,y)), cada um com origem no respectivo ponto
(x,y) € Q é o plano de fase, da equagdo (14.18).

[ Exemplo 14.13. ]

X =x

Considere o sistema
y' = cos y—0,002 x

Com a ajuda de um sistema de computacio algébrica (ha
varios deles), obtemos o plano de fase:
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#5 Quando especificamos condigdes iniciais x(f)) = o e
y(t9) = B, a solugdo particular que passa por (a,b) quando
t =ty é a 6rbita da equacao (14.18) passando pelo ponto

(o, B).

Retratos de Fase: O conjunto das 6rbitas de um sistema bidi-
mensional autobnomo € chamado de retrato de fase da equacdo.
A andlise do retrato de fase, muitas vezes conduz a importantes
revelagcdes sobre o sistema, sem ter de resolvé-la previamente.

[ Exemplo 14.14. |

Considere novamente a equagao vetorial

X =x
y = cos y—0,002 x

Para obter a 6rbita por um ponto, por exemplo (1,4) devemos
acrescentar a condicdo inicial xo = 1, ygp = 4 aos comandos do
sistema de plotagem que estejamos usando.

Para desenhar um retrato de fase, varias condi¢des iniciais
precisam ser especificadas.
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Na figura abaixo, as curvas integrais do sistema

X =x
y =cos y—0,002 x

que passam pelos pontos (1,4),(1,0),(1,2)

[ Exemplo 14.15. ]

Um Exemplo Nao Linear Importante:

Consideremos duas espécies, A (presas) e B (predadores),
que convivem numa regido fechada. Os predadores se alimen-
tam exclusivamente das presas, enquanto estas se alimentam de
uma outra fonte, presente no ambiente.

Sejam respectivamente x(¢) e y() as populagdes das espécies
A e B num instante .

Fazemos as seguintes hipdteses:

I) Se ndo houvesse predadores, a populacio de presas cres-
ceria de acordo com a lei malthusiana: dx/dt = ax, a > 0.
(Supde-se também que a fonte de alimentos da espécie A
€ inesgotavel.)

IT) Se ndo houvesse presas, a populacdo de predadores de-
cresceria de acordo com a lei dy/dt = —cy, ¢ > 0.



III) Levando-se em conta a presenga simultanea das duas es-
pécies, supde-se que a taxa de mortalidade da populacao
de presas e a taxa de proliferacdo da populacdo de pre-
dadores sdo ambas proporcionais ao nimero de encontros
entre individuos das duas espécies. Substituimos entdo as
equagoes das taxas de variagdo do nimeros de individuos
de cada espécie por

(

d
d—j:ax—bxy, a,b>0
(14.19)
d
@ —cxy +dxy, c,d>0
\ dt

Podemos justificar a introducdo dos termos —bxy e +dxy
nas equagOes de variagdo das populacdes A e B do seguinte
modo: o nimero de encontros entre individuos das duas espécies
num intervalo unitdrio de tempo é proporcional a xy: digamos
que seja igual a axy. Esses encontros resultam negativos para as
presas; digamos que a populacéo y diminue de 3; membros para
cada n encontros. Logo, a populagdo y diminue de

& axy = bxy

n

membros por unidade de tempo. De modo andlogo, esses en-
contros resultam benéficos para os predadores; digamos que a
populagdo y aumenta de 3, membros para cada n encontros.

Logo, a populagdo x aumenta de

& axy = dxy

n

membros por unidade de tempo. O coeficiente b mede a sus-
ceptibilidade da espécie A as acdes predatdrias, e o coeficiente

d mede a habilidade predatéria da espécie B.

As equacgdes (14.19) s@o conhecidas como equacoes de
Lotka-Volterra . Foram propostas por Lotka, em 1925, e por
Volterra, um ano depois. Elas se aplicam a uma grande varie-
dade de problemas.
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Atencao!
Nas aplicagdes, as fungdes x(z) e y(¢) podem se referir tanto
as populagdes de presas e predadores, nesta ordem, quanto as
populacdes de predadores e presas, nesta ordem. O primeiro
cuidado € identificar corretamente as equacdes das taxas dee
variagdo das populagdes de presas e predadores

[ Exemplo 14.16. ]

Imaginemos que x representa o nimero de raposas (em cen-
tenas) e y o nimero de coelhos (em milhares), isolados numa
ilha.Uma equipe de bidlogos, apds um paciente estudo, obteve
os seguintes dados para o modelo predador - presa:

a=—-08, b=07, ¢c=09 e d=-0.6,

de modo que as equagdes de Lotka-Volterra sao

X =—8x+.Txy

y=9y— .6xy

Posteriormente, trés expedi¢des a ilha, em ocasides distintas, es-
tudaram as populacdes de raposas e coelhos para as diferentes
“configuracdes” especificadas abaixo, no instante em que che-
garam:

(tOerayO) = (07275)7
(IO,XO,YO) - (0527 1)7
(to,x0,y0) = (0,2,3).

Utilizando um sistema de computacdo algébrica temos o se-
guinte retrato de fase:
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Nesse retrato de fase, o eixo horizontal mede a populagdo de
raposas, o eixo vertical, a populagdo de coelhos, e as trés Orbitas
sdo os resultados dos trés diferentes conjuntos de dados iniciais.

[ Exemplo 14.17. |

Para cada um dos sistemas predador-presa abaixo, identifi-
que qual varidvel, x ou y, é a populacdo de presas e qual é a
populacdo de predadores. (Obs: (a,b,c,d >0)

( (
d d
d—jz—ax%—bxy d—);:ax—bzxy
dy _ dy _

\ E—cy—dxy e cy+ 3dxy

Solucao:

Para identificar as populacdes de presas e predadores, devemos prestar
atencdo aos sinais dos coeficientes x e y nas equacdes do sistema:

No primeiro sistema, o coeficiente de x € negativo e o de y € positivo.
Se ndo houvesse termos em xy entdo, pela lei de Malthus, a taxa de
variagdo de x seria negativa, e a de y seria positiva.Logo x(¢) seria a
populacido de predadores e y(z) a de presas.

Observe que o coeficiente de xy na primeira equagdo € positivo (0s
predadores aumentam devido aos encontros com as presas); € 0 0 Co-
eficiente de xy na segunda equagdo é negativo (as presas diminuem
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devido aos encontros com os predadores).

Conclusdo: No primeiro sistema y se refere a populagdo de presas e x
a populacdo de presas.

O mesmo tipo de interpretac@o indica que, no segundo sistema x se
refere a populacao de presas e y a populagdo de presas.

Atividade de auto-avaliacao 14.6

Primeira parte : A figura abaixo corresponde a orbita do
problema de valor incial:
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a) Assinale na figura o ponto a partir do qual as abcissas dos
pontos da trajetoria comegam a crescer.

b) Determine, através de um exame visual da dérbita, os com-
portamentos de x(f) e de y(f) quando t — +oo e quando
t— —oo

c¢) Verifique que as solucdes do PVI sao

{x(t) =tre
) =¢
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d) Calcule, usando as expressdes de x(¢) e y(t),

AULA E MODULO 2

e) Existe algum valor ¢t = ¢* tal que (x(¢*),y(¢t*)) = (0,0)?

f) Qual € a abcissa do ponto de retorno?

Segunda parte: Considere agora o problema de valor ini-
cial, com mesmas equacdes diferenciais :
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Repita todos os itens da primeira parte para esse PVI.

Terceira parte: Considerando as partes 1 e 2, o que se podes
afirmar a respeito da figura abaixo?
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Resumo

Nesta aula vocé aprendeu:

e a definir e/ou identificar sistemas de equacdes diferen-
ciais ordindrias ordem n, € grau p;

e a identificar sistemas lineares, classifica-los como ho-
mogéneos ou ndo homogéneos, a definir e/ou identi-
ficar sistemas lineares provenientes de equacdes dife-
renciais lineares normais de ordem #;

e a definir solugdes de sistemas de equacdes diferenciais
lineares e o o enunciado do Teorema de Existéncia e
Unicidade de Solugdes para essa classe de sistemas;

e as nogdes de sistemas autbnomos € ndo autonomos, 0s
conceitos de plano de fase e de retrato de fase de sis-
temas de equagdes diferenciais lineares de primeira or-
dem e primeiro grau.

O QUE VEM POR Al:

Na proxima aula, vamos descrever alguns dos métodos usu-
ais de obtencao de solugdes de sistemas de equagdes diferenciais
de primeira ordem, e estudar mais detalhadamente o método dos
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autovalores e autovetores para obtengdo de solucOes de siste-
mas de equagoes diferenciais de primeira ordem, com matrizes
de coeficientes constantes, enfatizando o caso de sistemas bidi-
mensionais.

SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA:

Solucao comentada da atividade 14.1

A forma explicita é

AULA H MODULO 2

;

d*x GM x

drr (X2 +y2 +22)3/2

d?y B GMy
dir (242 +2)32

d*z GM ;
| dr2 (x2 +y2 4 22)3/2

. e a forma vetorial

Soluciao comentada da atividade 14.2

X a, (0x"Y 4 ay (60X +ag(t)x = £(1)

da origem ao sistema construido da seguinte maneira:
Faca

/ / /
X| =X, X2=X|, X3=Xp, - Xp=2X,_1.
A seguir calcule

/ " " (n) -1
Xn =Xp—1 =Xp2 =" =X = _a’l—l(t)x(n )

..._al(t)x'—ao(t)x+f(t)v
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de onde construimos o sistema

rx,l —x

X =X3

X3 = X4

Xy = Xn

x, = —ao(t)y1 —ai(t)yr — -+ an—2(t)yn—1— an-1(t)yn + £ (1)

Que ainda pode se escrito, em nota¢do matricial, como

0 1 0 0

xll X1 0
0 0 1 0

I T I
0 0 0 1

Xy Xn f(t)
—ap(t) —a1(t) —ax(t) - —a,—1(t)

Solucao comentada da atividade 14.3

Primeiramente, vamos escrever as equagdes de segunda or-
dem do movimento do sistema, na forma normalizada, nas vari-
aveis x1(t) e xp(¢):

d> ki +k k Fi(t
X1 kK 2x1+—2x2+ 1(7)

dr? my nm ny
14.2
d2x2 ko + k3 k> F (1) ( 0)
7= X+ —x1+ ——=
dt ny %) ny

Vamos introduzir quatro novas funcdes incognitas: yp, yo,
y3, y4; sendo yy, y, provenientes da primeira equacao de segunda
ordem do sistema (14.20); e y3, y4 referentes a segunda equagio
de segunda ordem do sistema (14.20), pois sabemos que cada
equacdo de segunda ordem dd origem a duas equacoes de pri-
meira ordem. E, de antemao, sabemos também que a resposta é
um sistema de quatro equagoes diferenciais de primeira ordem,
do tipo:

188 CEDERJ



Vi = fi1,y2,53,4)
¥y = F2(V1,52,¥3,4)
¥3 = [3(01,52,3,4)
Vi = f14(y1,y2,53,¥4)

Definimos:

yi=x1 ¢ y3=x2

nw=y, e ya =Y,

Daf ja temos o sistema incompleto:

Yi =
¥y =?
Y3 = Y4
Yy =?

Para “completd-lo” , precisamos calcular as expressoes para
Yy = f2(y1,¥2,¥3,y4) e para yy = fa(y1,52,3,¥4)-

Vejamos o cdlculo de y) primeiro. Temos:

def def ,
i =X ¢ Y2 =)

Portanto

/ / /1/
y2=X] = Y= [x]]
/ /!
< y2 :Xl

Usando a primeira equagdo de (14.20), e substituimos, no lado
direito, x| e x, respectivamente por y; € y3. O resultado é

ki +k k Fi(t
m m m

ki + ko ko Fi(t
== Y1+—y3+£
mi mp

= f(y1,52,¥3,4)-

Agora ja temos o sistema

AULA E MODULO 2
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Yi=»
ki +ky k» Fi(t
y’zz— +— 3+—()
mj mi 5
Y3 = Y4
Kyz" =9

e, para finalizar, vamos repetir o raciocinio acima, para obter yﬁl.

Partindo de

def def ,
y3i = X2 € Y4 =3

obtemos

/ / !/
V3=Xx3 = Y= [x)]
/ /!
< y4 = X2

Agora usamos a primeira equacao de (14.20), e substituimos, no
lado direito, x| e x; respectivamente por y; € y3 € o resultado é

ko + k3 ko F (l‘)

Yo =— Vit —yi+——.
) nmyp
Assim, a resposta da atividade (14.3) é:
(Vi =»
ki +ky ko Fi(t
Yy =— yi+—» L
mi
Y3 = Y4
k2 + k3 kz F>(t
V4 =— 3+—y1+ —()
\ my ny
ou ainda, na forma matricial,
¥, yi
! 0 1 0 0 0
F;
Y Chth o, R g 10
. m mi L m
y;) 0 0 0 1 ¥ 0
F
/ ko 0 — ko + k3 0 2(1)
Y4 m my V4 my
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Soluciao comentada da atividade 14.4

Fixe um niimero a € R. Repetindo as observacdes do Exem-

x| = acost

xh = —asent

plo 14.7, e escrevendo o sistema na forma

identificamos imediatamente

fi1(t,x1,x2) = acost e fo(t,x1,x) = —asent.

Também, por analogia com o Exemplo 14.7, obtemos, para
cada real “a” fixado, a solucdo

asent

—acost

cuja imagem € o ponto (0,0) (se a = 0)ou um circulo de centro
na origem e raio |a| (se a # 0.)

Entdo a familia de curvas integrais obtida quando a aria em
.. .= . . .

R é aimagem da familia { ¢, }, que identificamos como a familia
de circulos de centro na origem e raio |a| unida a origem (0,0).

Soluciao comentada da atividade 14.5

Observando o coeficiente f(¢), vemos que ele ndo é uma
funcdo continua no ponto 0. Consequentemente nao € derivavel
em nenhuma vizinhanca de t = 0; e muito menos de classe ¢,

Podemos garantir que o Problema de Cauchy apresentado
ndo tem solugdo tinica.

Solucao comentada da atividade 14.6

Primeira parte:

a) Vocé deve marcar o ponto onde a reta tangente a Orbita é
vertical. E o “ponto de retorno” dos valores da abcissa de
uma particula que percorre a drbita no sentido de ¢ cres-
cente.

b) Note que as equacdes do sistema ndo impde restri¢des aos
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d)

valores do parametro pardmetro ¢, o qual varia de —oo a
+o0. O exame do plano de fase revela que numa pequena
vizinhanga do ponto (0,0.1) os vetores do campo asso-
ciado ao sistema se afastam da origem, e o desenho da
Orbita que passa por (0,0.1) estd totalmente contido no
semiplano superior (y > 0); e o sentido das setas indica su-
gere que a Orbita “sai” da origem e “tende ao infinito”. As
abcissas x(¢) partem do valor 0, decrescem até o ponto de
retorno assinalado no item [a)] , e depois passam a crescer
sem parar. Quanto as ordenada y(z), elas partem do valor
0.1 e ndo decrescem nunca.

Resumindo, o exame visual da figura nos sugere como
possibilidades bastante razodveis as seguintes afirmacoes:

AnA0=0 L )=t
Jdim y(r) =0 lim y(r) = +eo

Como o item pede para verificar que as funcdes dadas sdao
solucdes, basta substitui-las no sistema:

x(t) =t =X (t) =€ +te = y(t) +x(t)

yt)=¢€ =y (t) =€ =y(t);

0 que prova a afirmacdo.

Temos:

. . . r_ oo
,Erlloox(t) = ,EIPOOI e = (—).0,

que € uma indeterminagdo. Para levantar esta indetermi-
nacao usamos a regra de L"Hopital:

limrel = lim —=_—
f——o0 t——c0 @™ o0
11

— lim —=—=0




Também

lim x(t) = lim t € = (+00).(40) = oo

t—>+oo t—+oo

Além disso
lim y(¢) = lim ¢ =0,

t—>—co t——oo
lim y(¢) = lim ¢ = +oo.
t=5-too 1400

Ficam assim provadas as afirmac¢des que tinhamos feito
no item (b), a partir da figura dada.

Suponha que exista um ¢* tal que (x(¢*),y(¢*)) = (0,0).
Entao
e =0
¢ =0
o que € impossivel (basta considerar a segunda equacio, e
lembrar que a fun¢do exponencial nunca se anula).

Isto significa que a origem ndo é um ponto da 6rbita, ape-
sar de sempre podermos considerar pontos da drbita proxi-
mos da origem a menos de uma vizinhanga de raio r =0.1.

Queremos calcular o valor minimo da abscissa x(t).

Como x(t) é derivdvel no intervalo aberto (—eo,+oc0) 0s
seus pontos de extremo, caso existam, serdo pontos criticos.
Para calcular os pontos criticos de x(¢), calculamos sua de-
rivada, obtendo

X(t)=¢é+té

de modo que
K(t)) =0='+1)e =01ty =—1

Entdo o unico candidato a ponto de minimo de x(r) é
to=—1.

Novamente, de acordo com o Célculo I, temos que
K'(-1)=2e'—el=e1>0
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e portanto f) = —1 € - de fato - um ponto de minimo para

x(t).
Neste caso o valor minimo de x(z) é o valor
x(=1)=(=1)el=—1/e
que € a abcissa do ponto de retorno
Segunda parte: € totalmente andloga a primeira. Omitire-
mos a solugdo.

Terceira parte: Podemos garantir que a figura apresenta
TRES 6rbitas distintas (sem pontos em comum) do sistema

X =x+y
Y=y
correspondentes a trés problemas de valor inicial:

Dois deles sao os PVIs discutidos nos exercicios 1 e 2. A terceira
orbita corresponde ao PVI

X =x+y
Y=y

x(0)=0
y(0)=0

— —r

cuja solugdo tnica € x(t) = y(¢) = 0 para todo ¢ (6rbita formada
por um tnico ponto).

Repetimos que ndo temos uma orbita tinica que se estendendo
de —oo a +oo, tendo dois pontos de retorno.
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Aula 1 S 4

CALCULO DE SOLUCOES DE SISTEMAS
LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Ao final desta aula, vocé serd capaz de:

calcular solucdes de sistemas lineares homogé-
neos e autonomos, de dimensoes 2 e 3, pelos
métodos de autovalores e autovetores;

calcular solucdes de sistemas lineares nao ho-
mogeéneos pelo método de variagao dos parame-
tros.
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INTRODUCAO

Nesta aula queremos calcular solugdes explicitas de sistemas
de equacdes diferenciais lineares de primeira ordem, autdnomos,
isto é queremos obter solucdes de sistemas

X'(t)=A-X(t)+B(1).

Os problemas bdsicos do estudo dos sistemas lineares sdo
andlogos aos ja estudados para equagdes escalares de ordem n, a
saber: examinar a existéncia, unicidade das solucdes a partir de
problemas de valor inicial.

Teorema 15.1.

O conjunto das solugdes de um sistema de equagdes lineares
homogéneo

?’(r) =A(t) -?(r)

é um espaco vetorial de dimenséo igual & ordem da matriz A(z).

£5 Obs: Nio deixe de observar que o teorema (15.1) vale
para sistemas cujas matrizes sao fungdes continuas.

Portanto para obter todas as solugdes de um dado sistema €
necessdrio e suficiente calcular uma base para o espaco de suas
solucdes. Isto significa obter um conjunto linearmente indepen-
dente de geradores.

SOLUCOES LINEARMENTE INDEPENDENTES

Definicao 15.1.

. > = - -
Sejam X (¢),---,X,(¢) solugdes de uma mesma equagdo ve-
torial de primeira ordem X' :A(t)?; (t, 7) €(a,pxU).

Diremos que Xi(t),---,X,(¢) sdo solugdes linear-

rgente ind@endentes se, para cada t € (o, ) os vetores
Xi(t),- -+, Xu(t) sao linearmente independentes em R” .



#£5 Observacio: Os vetores

X (t), -, X (1)

sdo linearmente independentes se, e somente se,

det{col[X|(¢), -+, Xn(1)]} #0,

AULA E MODULO 2

= = o
onde col [Xj(t),---,X,(t)] representa a matriz cujas colu-
nas sio os vetores Z-(t), i<i<n.

[ Exemplo 15.1. j

Mostre que
N sent N cost
X (1) = e Xo(t) =

cost —sent

sdo solucdes linearmente independentes do sistema

/
/ .
xz = —X1,

definidas em R.
Solucao:

A forma matricial do sistema dado é

?/ _ 0 1 ?7
-1 0
sendo
Y(t) _ x1(t)
X2(l‘)
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— sent
Substituindo ?(t) por X;(t) = obtemos, no lado esquerdo:

cost

cost

—Ssentt

e, no lado direito:
sent cost
cost —sent

0 1l =
comprovando que vale X 1 X1; e que portanto, X; € solucdo.
%

-1 0

A comprovagdo de que X;(7) também € solugdo é andloga e fica a
seu cargo.

Sejam agora ¢ e ¢, constantes reais tais que,

V 1ER e Xi(t)+er Xa(t) =0

Entao

crsent+cycost=0

V rtelR

cicost—cysent=0.

£ ¢, e ¢, tétm de ser as mesmas para todos os valores 1 € R. Nao
podemos mudar ¢ ou cpde acordo com o valor de ¢.

Observamos que, quando fazemos ¢ = 0, a relacao
crsent+cycost=0

se transforma em ¢ sen 0+ ¢, cos 0 = 0; de onde tiramos que ¢ -1 =0.
Portanto a dnica alternativa para c; é

6‘2:0.
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E quando fazemos t = 7, a relagdo
crsent+crcost=0

se transforma em c; sen %—F cr cos % = 0; de onde tiramos que
c1 -1 =0. Portanto a Unica alternativa para c; é

C1 =0.

Entao N N .

V teR C]Xl(t)-f-CzXz(t): 0 =c=c=0.
> > - q- .

Logo X (¢) e X»(¢) sdo linearmente independentes.

O DETERMINANTE WRONSKIANO

Os proximos resultados simplificardo bastante a verificagdo
se um conjunto de solucdes €, ou ndo, linearmente independente.

#5 Vejamos como fica a nocio de independéncia linear de
solucdes para o caso de uma equagdo escalar, normal, li-
near, de ordem n:

Y ta, (Y 4+ ar (1)y +ag(t)y=0. (15.1)

Esta equagdo dé origem a um sistema de n equagdes lineares
de primeira ordem:

(Vi =

Yy =3

, (15.2)
Yoot =n
(Vo = —(@n1(t)yn+- - +ai(t)y2+ao(t)y:

Se ¢(t) é solucdo da equagio escalar (15.1) entdo, como
(1) = y(t ) =y1(1), (1) =Y (1) = y2(t), -, 0" V(1) =
=y (e) = yal1)

segue-se que o vetor (@(1), ¢'(t),---, "1 (r)) satisfaz ao sis-
tema (15.2). Consequentemente - - -

P1(2),---, @alt)

sao solugdes de (15.1) se e s6 se
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o1 (1) on(t)
9| (1) oL (1)
e , (15.3)
o (1) o)

sao solucdes de (15.2). De maneira bem natural, n solugdes
©1(t),-,,(t) da equacdo escalar(15.1) serdo linearmente in-
dependentes se os correspondentes vetores (15.3) forem linear-
mente independentes. Temos entdo:

Um conjunto de n solugdes @ (2), ¢2(t),- -, @,(t), da equa-
¢ao escalar, linear, normal, de ordem n,

Y @ ()" - e (1)y Fao(t)y =0

definidas em / C R € linearmente independente se, e sé se, o de-
terminante

o) ¢ ()

det

for diferente de O para todos os pontos ¢ € /.
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[ Exemplo 15.2. ]

Dar exemplo de duas fungdes f(x) e g(x) linearmente inde-
pendentes sobre R mas tais que o determinante det

seja identicamente nulo em R.
Solucao:

Considere as fungdes f(x) =x e g(x) = |x| . Elas sdo linearmente
independentes em R, pois se cjx+ c2|x| = 0 para todo x € R entdo,

tomando x = 1 e x = —1 respectivamente, obtemos
c1+c=0
ci—c=0

Logo ci =c, =0.

Por outro lado, para x > 0, temos

£ gl x x
det = det =0;
f'x) &) I
e para x < 0, temos
fx) glx) xo—x
det =det =0
fx) &) -1

Definicao 15.2.

~ ..o — .
Dadas n funcdes vetoriais X7, - - - X;, defindas em um intervalo
I C R, com valores em R"; para cada #y € I, o determi-
nante Wronskiano de Xj,---,X, no ponto 7y ¢ o nimero

WX, Xo](0) (ou WX (to), - -  X(10)] definido por

WX (t0), -, Xn(to) (t0) % det[col(Xi (to), - , X (10))]-
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Atencao!
O Exemplo 15.2 mostra que, em geral, o wronskiano de duas
funcdes linearmente independentes em um intervalo pode ser
nulo. Entretanto, quando as funcdes sdo solu¢des de um
mesmo sistema de equacoes diferenciais, vale o seguinte te-
orema geral, cuja demonstracdo omitimos

Teorema 15.2.

= A . . .
Se Xi(t),---,X,(t) sdo n solugdes de um mesmo sistema li-
near homogéneo X' = A(r) em um intervalo I, entdo

= o . .
X1(1),--+,X,(t) sdo linearmente independentes se, e s se,

Viel WXi(t), - X,(1)] #0.

A FORMULA DE ABEL

Teorema 15.3 (Férmula de Abel).

Se )ﬁ(r), e ,)?n)(t) sd0 solugdes de X' =A(r) X entdo

a’et(col[)?l), e 7)?;]) = eJrA@) dr,

n
45 Observacio: tr A(t) o Y air)
i=1

#5 Verificacdo da férmula de Abel para o caso em que o sis-
tema é proveniente de um sistema de ordem dois - compa-
tibilidade

Verificacao: Em primeiro lugar vamos especificar os ingredien-
tes que intervém na férmula de Abel, a saber:

O sistema proveniente de uma equacao diferencial linear ho-
mogénea de segunda ordem y” + p(t)y + q(t)y = 0 e o
wronskiano de duas solugdes.



Temos:
yi=y Y=
—
Y2 =) V=2

Como y, =y} entdo

/ 1" "n_

vm=01)"=y=y"=-py—qy=—qy1—py.

Portanto o sistema associado a equagdo y” + p(¢)y +¢q(t)y =0

€

Yi=»n Y 0 1 Y
A ey .
Vo= —gyi—pym Vs —-q —p ¥2
—_———
A

Note que trA(t) = —p(t).

Se @1 (1) € @a2(t) sdo duas solugdes de y”' + p(t)y +¢q(t)y =0,
entdo as correspondentes solugdes vetoriais de X' =A(t)- X sdo

E(I): #ile) e@(t): #2(t) , de modo que
¢ (1) ¢, (1)
(t) @f1)
det(col[9, 8 = Wong = | | = 0165 pa0]

e1(1) @5(1)

Agora, observamos que

d
1V (@1.0) = 0107 — 20 (15.4)

e como @ e ¢, sdo solucdes da equacao de segunda ordem,

o = —-pol—q¢
¢y = —pP—q
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Substituindo na equacao (15.4) e simplificando,
d
EW(qDla (DZ) = _p(l) W(q)la %)7

o que mostra que W ( ¢y, ¢,) satisfaz a equagdo linear homogénea
de primeira ordem ®' = —p(t)®, cujas solugdes sdo da forma
cel P dt 1600

W(Q1, @) = cel P d = celrA) dr,

Corolario 15.4 (Corolario da formula de Abel).

Se )ﬁ(r), e ,)?;(t) séo solugdes de X' =A(r) X entdo

det(col[Xy,-- X)) #0 V1,

det(col[Xy,-- X,]) =0 V1.

Consequentemente, para testar a independéncia linear de um
conjunto de n solucdes de 1313 equigﬁo diferencial basta calcu-
lar o determinante det(col[Xy,- -+ ,X,]) em um_ponto.

CALCULO DE SOLUCOES

Estudaremos agora métodos para obter um conjunto de ge-
radores do espacgo solucdo de um sistema linear. Trabalharemos
inicialmente com sistemas homogéneos e autéonomos; isto &,
sistemas que satisfazem as seguintes restrigoes:

e Os sistemas s@o homogéneos; isto €, sistemas cujos ter-
mos independentes, ﬁ(t) sao nulos.

e Os coeficientes da matriz do sistema sao constantes.

Abreviadamente:

X'()=AX (15.5)



[ Exemplo 15.3. ]

(n=1) X' = ax, acR
Trata-se de uma equacgdo linear homogénea de 1¢ ordem, estu-
dada no inicio do curso. Sua solugdo geral é

x(t) =ce” (15.6)
onde ¢ é um parametro real.

O espago das solugdes é gerado pelo “vetor” e”, e € clara-
mente um espaco unidimensional.

[ Exemplo 15.4. j

X) =x1+2x
xh = 8x1 +x2

O sistema € bidimensional, autbnomo e homogéneo, com
coeficientes constantes. De acordo com o teorema (15.1) para
calcular sua solugdo geral, precisamos encontrar duas solucoes
linearmente independentes.

O Método dos Autovalores e Autovetores

#5 Dentre varios procedimentos existentes para obter solu-
coes, merece destaque o chamado método dos autovalores
€ autovetores.

[ Exemplo 15.5. ]

A forma matricial (ou vetorial) do sistema do Exemplo 15.4

.(?\

Lembre que, para determinar a solugdo geral desse sistema 2 x 2,
precisamos encontrar duas solugéoes linearmente independentes
do mesmo.
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Motivados pelo Exemplo 15.3, vamos tentar uma solucdo
vetorial que envolva a fung¢do exponencial. A principio, se apre-
sentam duas escolhas inspiradas pela analogia das formas das

X

1 2
equagdes X' = ax e X' =

e A primeira tentativa seria generalizar o parametro ¢ da
solu¢do do Exemplo 15.3, substituindo-o por um vetor
apropriado (a ser calculado) e mantendo o expoente da
forma e*, onde A € R também tem de ser calculado apro-
priadamente;

e Uma outra possibilidade € tentar generalizar o expoente
a da solucdo (15.2), substituindo-o pela “exponencial da
matriz A”, ¢*, e mantendo o coeficiente como sendo um
numero real (a ser calculado).

As duas opcoes sdo vidveis. Entretanto, a mais natural € a
primeira, ja que envolve operagdes que sabemos efetuar bem. A
segunda introduz uma nova func¢do, a exponencial de uma ma-
triz, cuja construcdo ndo vamos abordar neste curso pois requer
conceitos de espacos vetoriais normados, convergéncia de série
de matrizes, entre outros, que ainda nao fazem parte do nosso
curso.

Por isso, vamos tentar obter uma solu¢do da forma

sendo A um escalar (i.€, um ndmero real ou complexo) e

V1
V2

um vetor; ambos ainda a serem determinados.

Prosseguindo no laboratério, experimentaremos uma solu-
¢do da forma
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V2
Substituindo no sistema, devemos ter:
(viet) 12 vieM

(voett)! 8 1 voeM

de onde, calculando as derivadas no lado esquerdo, a multipli-
cacdo de matriz por vetor no lado direito; e igualando os termos,
obtemos o sistema:

vider = vy + 2vyet
vAer = 8vier + vyl

“Simplificando” o fator exponencial:

Avi =vi+21,
Avo =8y +
ou ainda
V1 V1
A =A ;
V2 V2

o que, (segundo a Algebra Linear), obriga A a ser um autovalor
Vi

da matriz A, e um autovetor de A associado, ou perten-
V2

cente, ao autovalor A.

#5 Estabelecemos entio a seguinte estratégia para a obtengdo
de solugdes do sistema dado. Se der certo, vamos tentar a
mesma que tentaremos para qualquer sistema homogéneo
de coeficientes constantes

e Calcular os autovalores, A;, da matriz A
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e Para cada autovalor, calcular um autovetor ?% que lhe
seja associado.

e formar o conjunto de solugdes

{6/1”?/11,“' ,el"”?/un}

Atencao!
Ora, sabe-se que os autovalores de uma matriz A sdo exata-
mente as raizes da equacao polinomial

det (A—AId) =0

£5 Observe que, para cdlculo de autovalores e autovetores,
podemos considerar tanto a matriz Ald — A quanto
A — Ald. Entretanto, existem situagdes, envolvendo au-
tovalores com multiplicidades, que devemos considerar
sempre A— A 1.

£5 Em toda esta aula Id ou I, indistintamente, se referem
a matriz identidade de dimensdo exatamente igual a di-
mensdo da matriz A do sistema que estiver sendo tratado
na ocasido.

Recorde que

Definicao 15.3.

A equagdo polinomial det (A — AId) = 0 é chamada de
equacdo caracteristica da matriz A,

O polindémio det (A — AI) é chamado de polinémio carac-
teristico de A, ou, as vezes, polindmio caracteristico do sis-
tema determinado por A.
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Retomando o Exemplo 15.3, temos que o polindmio carac-

1 2
teristico de A = é
8 1
1-24 2
det =(A-1)2%-16
8 1-2

e, portanto a equacdo caracteristica de A é

(A—-1)%2-16=0

cujas raizes sio A; =5e A, = —3.

Precisamos calcular autovetores associados a cada um dos
autovalores.

Definicao 15.4 (Autoespacos).

O conjunto de autovetores associados a um autovalor A é
chamado de autoespaco de, ou associado a, A .

Para determinar o autoespaco associado a A; = 5, resolve-
mos a equagao vetorial

AK =5K

1sto é,

(51d—A)K =0
ou ainda
4 =2 v, 0
-8 4 %) 0
Tiramos a relacdo
4V1 — 2\/2 =0

de modo que ? pode ser qualquer vetor ndo-nulo (vy,v;) cujas
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componentes verificam a relagdo v, = 2vj.

O autoespago do autovalor A; =5 € entdo
{(V],Vz) € ]Rz | Vo =2vi, Vi 750}

Um autovetor de A associado a A; é qualquer vetor nio
nulo do autoespago de A4,

Por exemplo, escolhendo v = 1 calculamos v, = 2.

E assim construimos a “solu¢do”

Procedemos de modo andlogo para A, = —3. Primeiro determi-
namos o autoespago de A,:

AR = 3%,

e para isso resolvemos o sistema

(—31d—A)K = 0,

isto €:
—4 -2 V1 0
-8 —4 V2 0
de onde obtemos a relacdo vy, = —v;. Escolhemos agora pode-

mos tomar para K qualquer vetor (v,v;) do autoespaco de A;:

{(vi,m) € R? | vp = —2vy.



Podemos escolher, por exemplo,

K=

-2

Dai construimos uma segunda solucgao

1
)?2>(l) — e—3t
-2
Observe agora que
1 1
e
2 -2

sdo vetores linearmente independentes em R2. Portanto

St =3t

também sdo, para todo ¢t € R, pois sao multiplos de vetores line-
armente independentes.

1
Isto significa que as fungdes vetoriais ¢ > ¢! e

2

sao0 solucdes linearmente independentes .

. ~ . > =
Deixamos para vocé a tarefa de verificar que X;(r) e X(r)

AULA E MODULO 2
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sdo solugdes do sistema.

Assim o conjunto NN
{X1(1),X%2(1) }

€ uma base do espago das solugdes de

xll =x1+2x
x’2 =8x; +x

Logo uma solugdo geral do sistema proposto é

St ! 3t !
?(r):cle +cre”

2 -2

Ou explicitando as funcdes coordendas da solucio geral calcu-
lada:
x1(t) = cre” +cre™

x2(t) = 2c1€” —2coe7 .

#5 Nio devemos substituir, na expressio de x2(t), 2¢; (res-
pectivamente —2c¢;) por uma nova constante arbitraria c3
(respectivamente c4). Ao fazer isso, estamos na verdade
dizendo que a solucdo x, € igual a x;. As solucdes x| e
x> sdo distintas, embora relacionadas pelas equacdes do
sistema.

Atividade de auto-avaliacao 15.1

As equac0es algébricas vetoriais para determinagdo de auto-
vetores levaram a sistemas indeterminados, com uma infinidade
de solugdes. Explique porque.
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Atencao!
A construg@o de solucdes gerais de sistemas de n equagdes
diferenciais lineares homogéneas autdnomas, cujas matri-
zes de coeficientes possuem n autovalores diferentes € uma
generalizag¢do natural do Exemplo 15.3. Na proxima secao,
vamos ver mais exemplos de cdlculos de solugcdes desses sis-
temas, as vezes chamados de sistemas desacoplaveis.

SISTEMAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM
n-DIMENSIONAIS, COM n AUTOVALORES REAIS
DISTINTOS.

#5 A construgio de solugdes completas de sistemas de n e-
quagoes diferenciais autdbnomas e lineares, cujas matrizes
de coeficientes possuem n autovalores diferentes € uma
generalizag¢do natural do Exemplo 15.3.

Vejamos um par de exemplos de calculo de solucdes gerais
de sistemas desacoplédveis de dimensao maior do que 2:

[ Exemplo 15.6. ]

Determine uma solugdo geral de

Solucao:

Primeiramente formamos a matriz

I-1 -1 4

A-Ald=| 3 2.4 -1

2 1 —1-2
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Entéo (verifique!)

det(A—Ald)=0 <= A°—21>—-51+6=0
— A=1A=-2;A=3.

Substituindo A; = 1 na matriz (A — AId), e resolvendo o sistema algé-
brico SN
(A—=M1d)Vy = 0,
obtemos um sistema indeterminado, que admite como solugdo, por

exemplo, o autovetor

—1
ﬁ
Vi=1| 4
1
Analogamente, substituindo A, = —2 e A3 = 3 na matriz

(A — Ald), e resolvendo os sistemas algébricos

A=-Idd)Vo =10, e (A—Ald)Vs=0

respectivamente; obtemos, por exemplo, as solucdes

-1 1

respectivamente.

Entdo podemos formar a solugdo geral

-1 1 1

?(I):cl 4 |+l _1|eX+e|a] e

1 -1 1

sendo ¢y, ¢ € c3 pardmetros arbitrarios.



[ Exemplo 15.7. ]

Determine a solucdo do PVI

1 1 2 2

X'0=|o0 2 2/X0, X0)=]o0

-1 13 1

Solucao:
Repetindoo os passos do exemplo anterior:

Formamos a matriz

Entao

det(A—Ald)=0 <= A*—6A2+111-6=0
= A=11=2;1=3.

Substituindo A; = 1 na matriz A — A1d, e resolvendo o sistema algébrico

(A—MId)V, =0,

obtemos um sistema indeterminado, que admite como solugdo, por
exemplo, o autovetor

Analogamente, substituindo A, =2 ¢ A3 = 3 na matriz A — Ald, e
resolvendo os sistemas algébricos

A-Mdd)Vs=0, e (A—Isld)Va=0
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respectivamente, calculamos as solucdes

1 2
= =
=11 e Va=12]1,

0 1

respectivamente.

Entdo podemos formar a solugdo geral

sendo ¢y, ¢ e c3 parametros arbitrarios.

Substituindo no ponto ¢ = 0:

ol=c|2|+tcl1|+c]2
1 1 0 1

Fica como exercicio resolver o sistema acima e calcular as constantes
c1,¢2,c3, obtendo como resultado ¢y = 1,¢, =2,¢3 = 0.

A solugdo do PVI ¢

0 1 262
Xt)=| _a|d+2|1|e= —2e! 426
1 0 e
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Atencao!

Resumindo: Dado um sistema homogéneo de n equacdes di-
ferenciais lineares de primeira ordem, de coeficientes cons-
tantes

air a2z -t din

AULA H MODULO 2

Y/(t): ay axp - axy ?(t);

anl Qp2 - dpn

cuja equacdo caracteristica
det(A—AI)=0
tem n raizes reais distintas
A2z, A
sua solugdo geral €

%
?(I) = VieM + .. +cn?ne}“”t

— ? . .
sendo Vi,---,V, autovetores associados respectivamente a
)~17 Tt aﬂfrr

Atividade de auto-avaliacao 15.2

Considere o sistema

Sejam V] eV, autovetores associados respectivamente aos auto-
valores A e A, dessa matriz.
a) Construa a matriz P = col[V] V;|
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def M O
b) Mostre que P~! A P = diag(A; ,A) =

0 A

¢) Calcule as solucdes 71 (t) e 72(0 do sistema.
7'(1) = diag(M, 1) Z.

d) Mostre que ?i(t) = P?i(t), i = 1,2 sdo solugdes do sis-
tema Y’(r) —AX

SISTEMAS COM AUTOVALORES COMPLEXOS

#5 Algumas complicagdes podem surgir a0 empregar o méto-
do de autovalores e autovetores. Uma delas, é que, mesmo
um sistema homogéneo, autonomo, cuja matriz associada
SO tem coeficientes reais, pode ter alguns (ou todos) os
seus autovalores complexos.

#5 Lembre que os autovalores sio sempre as raizes da e-
quacdo caracteristica. E se um ndmero complexo a + bi
€ solucdo de uma equacdo algébrica (polinomial), cujos
coeficientes sdao todos nimeros reais, entdo o complexo
conjugado a — bi também € solucdo da mesma equacao.
Ou seja, se todos os coeficientes da matriz de um sis-
tema homogéneo, autonomo sao nimeros reais, o que
equivale a dizer que todos os coeficientes do polinomio
caracteristico da matriz do sistema sao nimeros reais,
entdo caso o sistema tenha um autovalor complexo z, o
complexo conjugado, Z, também € autovalor do sistema.

Atencao!

Nesta secdo, vamos supor que todos os eventuais autova-
lores complexos de um sistema sdo distintos, a menos de
conjugacao.

Alguns exemplos:



[ Exemplo 15.8. ]

Determine a solugdo geral de.

X =3x—2y
Y =d4x—y,

Passando sistema para a forma matricial:

Solucao:

Procedendo como no caso de autovalores reais, temos que, para
calcular o polindmio caracteristico de A é preciso formar a matriz

3—14 -2
A—Al = . Depois obtemos o polindmio carac-

4 —1-2

teristico do sistema, que, neste exemplo, &, (confira!):
det(A—Ald) = A*—2A+5=0;

cujas raizes sdo
M=142i, AL=1-2i

. ~ . _>
Agora precisamos resolver a equagdo vetorial (A — lld)v = 0 para
determinar os autovetores, exatamente como no caso real. Substi-
tuindo A; na matriz (A — AId) obtém-se a matriz

3—(1+42i) -2 2-2i -2

4 —1—(142i) 4 —2-2i

Atencao!
A matriz obtida quando substituimos um autovalor complexo em
A — Al pode ter coeficientes complexos. Quem nds estamos su-
pondo que ndo tem coeficientes complexos € a matriz do sistema.
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Vi
Prosseguindo, para calcular um autovetor associado a

V2
A1 = 1+ 2i, precisamos resolver o sistema algébrico

2-—2i -2 Vi 0
4 -2 - Zi 1% 0
Dai obtemos o sistema de equagdes algébricas

(2—-2i)v; —=2v, =0
4vi+(—2-2i)r, =0

A primeira equag@o do sistema acima nos diz que v, = (1 —i)vj; e a
segunda, que 2vy = (1 +1i)v,.

Atencao!
Entretanto, lembrando de como se efetua divisdo de nimeros com-
plexos, temos

2
v =(1+4i)v, <~ VZ:I——HVI
21—
= yp=—" v
2T =i
2(1— i)
<~ VQZTVI
<~ v2:(1—i)v1.

Portanto as duas equagdes do sistema fornecem a mesma relacio
para as coordenadas do autovetor pertencente a A; = 1+ 2i. Qualquer
vetor da forma

1—i

(w € C) é um autovetor de A;. Por exemplo:
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|

D=
_|_
l\)@l:—

Continuando com a analogia com o caso de autovetores de coor-
denadas reais, formamos a solucdo complexa:

| 1/24+(1/2) i
%(t) _ e(H—Zl)l

1

Convém recordar a a formula de Euler:
et = ¢% cosb+ie” senb.

. I 4
Usando essa féormula, podemos desmembrar a solu¢doXc; (7) em

12 12
m(t) = (€' cos 2t + ie'sen 21) - +i
1 0

Efetuando as contas e agrupando convenientemente:

N (1/2)[e" cos(2t) — €' sen(2t)] . (1/2)[e' sen(2t) + €' cos(2t)]
Xci(t) = +1
e’ sen (2t) e cos (2t)

Vale o seguinte resultado:

Proposicao 15.5.

Sendo A € uma matriz de coeficientes reais, € se
— — =
Xc(t) =X (1) +iXa(1)
uma solugio complexa de X' = AY,

g =g ~ .1 .
entdo X;(r) e Xa(¢) sdo solucdes reais, linearmente inde-
pendentes de
X' =AX.
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Segue dessa proposi¢do que um par de solucdes reais, linear-
mente independentes, do sistema

v-|° |z
4 —1
é
(1/2)]e cos(2t) — e sen(21)] (1/2)]e sen(2t) + ' cos(21)]
e sen (21) e ¢ cos (21)

Consequentemente uma solugdo geral real do sistema em con-
sideracdo é

(1/2)[e" cos(2t) — €' sen(2t)]
Xt =c +

e sen(2t)

(1/2)[€" sen(2t) + €' cos(2t)]
+C2

e’ cos (2t)

Atencao!

Nao ha necessidade de utilizar o autovalor complexo conju-
gado. Afinal j& calculamos duas solucdes reais linearmente
independentes utilizando somente um autovalor complexo. E

18so basta.

£ O mesmo vai acontecer com autovalores complexos de
matrizes (ou sistemas) com coeficientes reais de qual-
quer dimensao: cada autovalor complexo da origem
a duas solucoes reais linearmente independentes. Nao
precisamos refazer os calculos com o autovalor conju-
gado.



Atividade de auto-avaliacao 15.3

Considere o sistema

a) Mostre que os autovalores da matriz A do sistema sdo
a+bi e a—bi

b) Mostre que

1
€ um autovetor pertencente ao autovalor a + bi
¢) Mostre que

— e senbt e cos bt
t— e 1

e cos bt e sen bt

sdo duas solucdes linearmente independentes do sistema
proposto.

[ Exemplo 15.9. |

Resolva o problema de valor inicial

3 0 2 0
X'=|1 -1 o|X: XO)=|_
2 —1 0 2
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Solucao:

1° : Calculo dos autovalores:
det (A—Al) =0 <= det 1 —1—=2 o | =0

Calculando o determinante, obtemos a equagio
A +A02+TA+6=0,

cujos coeficientes sdo nimeros inteiros. Entdo, se essa equagdo tiver
raizes inteiras, elas serdo divisores do termo independente (neste caso,
6).

Os divisores de 6 sao +,1,+2, +£3, £6.

Experimentando, verificamos que A = —2 é uma raiz da equacio ca-
racteristica.

Consequentemente, o polindmio A + 442 +7A + 6 € divisivel por
(A —(=2)); isto é, por A +2.

Efetuando a divisdo, obtemos
AP H4A2+TA+6= (A2 +21 +3).(A +2).

Portanto as raizes da equagéo caracteristica sio A = —2 e mais as
raizes da equacio do segundo grau A2 +24 43 =0.

Ou seja, os autovetores da matriz do sistema sio

11:—2,12:—14-\/51' e A3=—1—\/§i.

2° : Calculo de autovetores associados:

o Para A = 2.
Devemos resolver o sistema (algébrico)

V1

(A— AI)‘ V = 0. Escrevendo V = v ,
A=—2 2

V3
temos



-1 0 2 Vi 0
1 1 0 V) =10 |-
-2 -1 2 V3 0
isto é
—v1+2v3=0
vi+va=0

—2v1 —vy+2v3 =0.

Obtemos as relacdes

vi =2v3, vy = —vq, V3 arbitrario.

Podemos escolher, por exemplo, 71) = (27 -2, 1> , € formar a

primeira solucdo

2
Xit)=|_o|e™
1
Parad; = — 1 + V21
O sistema agora é (A — A1) ’/IZAJM@V ~-0:
—3— (=142 0 2 Vi 0
1 —1—(=1++2i) 0 Awl=1]0];
-2 -1 2—(—1+2i) V3 0

de onde tiramos

(—2—v2i)vi+2v3 =0
Vi —V2ivy =0 ;
-2 —Vz—{—(l—\/ji)Vg =0

que por sua vez nos dd as relagcdes
Vi =V2ivy, v3= (—1+ \/El) Vo, vy arbitrdrio.
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Escolhendo, por exemplo, ‘7(>C = (\/j il,—1+ V2 i) , for-

mamos a solugcdo complexa

V2i
X%(l) _ 1 e(71+\@i)t.
—14+/2i

Usamos agora a formula de Euler, escrevemos

V2i
Xe(r) = ] e~ [cos(V/21) + isen(V/21)]
—1+V2i

—V2e ' sen(v2t) +iv2e " cos(\/21)

= e cos(v/2t) +ie " sen(v/2t) +

e cos(v/2t) —/2e " sen(v/21)

V2e ! cas(\/zt)

+i e ! sen(v/21)

e 'sen(v/21) +v/2e " cos(v/21)

Obs1: As fungdes vetoriais
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o
3
—V2e " sen(v/21) é
}?2)(1‘) = e~ cos(v/21) i
e~ cos(v/2t) — V2e " sen(V/21)
: 2
V2e  cos(v/21)
z(t) = e’ sen(\/it) )

e'sen(v/2t) +v2e " cos(v/21)

sao respﬂivamente a parte real e a parte imagindria da
solucdo Xc (7).

Portanto X (), X»(t) e )?§ (1) sdo trés solugdes reais,
linearmente independentes, do sistema

3 0 2
X'=| 1 10 |X
2 —1 0

E assim a solugdo geral real desse sistema é

2 —V/2e " sen(\/2t)
?(t) =ci | ole P+ e cos(v/21) +
1 e cos(v/2t) —\/2e " sen(\/21)

V2e™ cos(v/2t)
+c3 e~ sen(/2t)

e 'sen(v/2t) ++/2e7" cos(\/2t)
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Para concluir o exemplo, precisamos calcular ¢y, ¢, e c3 tais que

Assim, fazendo ¢ = 0 na solu¢do geral, devemos ter

0 2 0 V2
1|l=a |2+l 1 |+ta] o0
-2 1 ~1 V2
Ou seja
26‘14—\/56‘3:0
—2c14+c=1

ci —62+\/§C3 = -2.

Temos (verifique!)

6+2 _19+42V2 (2+6v2)

7 y €2

Cl1 —

3=

Ccr =
7 ) 7

A tnica solu¢do do PVI proposto é

2 —V2e " sen(\/21)
?(f) = <6+7\/§> o]+ (19_;72&) e~ cos(v/21)
1 et cos(v/2t) —/2e  sen(v/21)

V2e " cos(v/2t)
- <2+$\/§> e~ sen(v/2t1)

e~ 'sen(v/2t) +v/2e " cos(v/2t)
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Atencao!
Resumindo: Dado um sistema de equagdes diferenciais li-
neares de primera ordem, homogéneo, com coeficientes reais

X' —AX

cuja equacdo caracteristica
det(Al—A)=0

tem raizes complexas (que sempre ocorrem em pares conju-
gados),
A = Ap + Byd,

para cada autovalor complexo - digamos A, + B, -, calcula-

mos um autovetor (complexo) K ¢ ,, associado a ele.
A solucdo complexa correspondente é

Y<c,m(f )= e(A’”+B’”i)t?<c,m~

A partir dai, usando a férmula de Euler, obtemos duas com-
ponentes da solugdo geral real

Ximt) e Xomlt),

sendo YL,,,(I) e ?Lm(t) as partes real e imagindria de

Y(C,m(t)'
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SISTEMAS COM AUTOVALORES REAIS
REPETIDOS

#5 74 aprendemos a calcular solucdes de sistemas homogé-
neos autdnomos, utilizando autovalores das equacdes ca-
racteristicas associadas. Vimos como obter solugdes de
sistemas cujos autovalores sdo reais ou complexos. Mas
estivemos restritos aos casos em que os autovalores eram
todos distintos. Vamos abordar agora sistemas autdbnomos
cujas equacoes caracteristicas possuem autovalores repe-
tidos.

Estudaremos somente o caso de autovalores reais repeti-
dos, de sistemas bidimensionais e tridimensionais.

Vejamos alguns exemplos:

[ Exemplo 15.10. ]

Considere o sistema bidimensional Y’ = A?, com

Temos det (A — Ald) = 0 <= (A +1)? = 0, e entdlo tem raizes
reaisA; = A=A =—1.

Dizemos que A = —1 é um autovalor de multiplicidade dois da
matriz A.
Para determinar autovetores de A associados a A = —1 resolve-

mos a equacao matricial

141 0
V=0 (15.7)

0 —1+1

Qualquer vetor 7 de R? torna a equacio (15.1) verdadeira. Isto

é, todo vetor (diferente de 0 ) é autovetor da matriz A associado
ao autovalor A = —1.



E como, para calcular uma solugdo geral do sistema

precisamos de dois autovetores de A linearmente independentes,
podemos escolher quaisquer dois vetores linearmente indepen-
dentes em R? . Por exemplo

1
— —
Vi = e V=

0 1

1

Dai construimos as solucdes (necessariamente linearmente in-
dependentes)

r( R g
0 -1
é
1 1
Y(t) =c ) e’
0 1
Atencao!
Note que, neste exemplo, apesar de a matriz A possuir ape-
nas um autovalor A = —1, pudemos obter dois autovetores

linearmente independentes associados a ela.
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Definicao 15.5.

A multiplicidade algébrica de um autovalor A; é o expoente
do fator (x — A;) na fatoragdo do polindmio caracteristico da
matriz A do sistema. Se a multiplicidade algébrica de A; é r,
entdo o sistema possui r; solugoes linearmente independen-
tes, construidas a partir do autovalor A;.

Definicao 15.6.

A multiplicidade geométrica de um autovalor A; € a dimensdo
do autoespaco associado a A; isto é, e o nimero de autove-
tores linearmente independentes, associados a A.

#5 A partir da fatoragdo do polindmio caracteristico da ma-
triz A do sistema, podemos construir um outro polindmio,
chamado de polinémio minimal; que - por defini¢cdo - € o
polindmio de menor grau que divide o polindmio carac-
teristico.

O polindmio minimal permite saber, de antemdo, para
cada autovalor A, a dimensdo do autoespaco associado
a A. Serd exatamente o nimero de autovetores linear-
mente independentes associados a A, que pode ndo ser
igual ao numero de solugoes linearmente independentes
associadas ao autovalor A.

Considere o exemplo seguinte:

[ Exemplo 15.11. ]

Calcular uma solugdo geral de

3 -1

X' = X

A equacio caracteristica desse sistema é (A —2)? = 0; e portanto
A =2 € o tnico autovalor de A, com multiplicidade algébrica
dois. A dimensdo do autoespaco associado é dois. Entdo o sis-
tema tem duas solucdes linearmente independentes.
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Mas isso ja sabemos!

A novidade é que o polindmio de menor grau que divide
(A — 2)2 ¢ m(A) = A —2, que tem grau 1; e entdo s6 vamos
conseguir determinar um autovetor V| associado a A = 2.

Acabamos de confirmar, usando o polindbmio minimo, que
s6 é possivel construir uma solu¢ao da forma

1
— —
?(t) =Vie*, com V| = por exemplo.

. ~ o
Podemos construir diretamente uma segunda solugdo X (t),

linearmente independente de )?i (1), utilizando a nogdo de auto-
vetor generalizado, definida no Apéndice I, no final desta Aula.
Temos: _ N

Xz(l‘) = (l‘Vl —|—V2)62[,

w1

% z ~ ~ . .
onde V, = ¢ solucao da equagdo matricial

w2

(A—20)V5 =V}, isto é:

Desta dltima equagdo obtemos a relagdo

wi—wp =1.

w1
Podemos escolher para 72 qualquer vetor cujas coorde-

w2

nadas satisfacam a relacio w; —wpy = 1.  Por exemplo

7

0
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1 0

ou ainda
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Atencao!
Resumindo: Considere um sistema autonomo bidimensional

X' =X
cuja equacao caracteristica
det(A—AI)=0

possui uma raiz A de multiplicidade algébrica dois.
Entdo, se A tiver multiplicidade geométrica dois, existirdo

dois autovetores linearmente independentes, V| e V, associ-
ados a A, a solucdo geral de X' =AX serd

— —
Y(I) =c1Vi eh —I—CQVQeM.

Se A tiver multiplicidade geométrica um, existird apenas um
autovetor Vp,(a menos de multiplos), associado a A.
Neste caso uma solucdo geral é

— - =
?(l‘) = C1V1€M +oft V) +V2]€M,

o 4 .
onde V, é um autovetor generalizado de peso 2, de A, deter-
minado a partir de V| por meio da equagdo matricial

(A-AD V2 =V,.

#5 O cilculo de solugdes de sistemas bidimensionais estd con-

cluido.

Precisamos examinar como o problema dos autovalores
repetidos se coloca para sistemas de dimensdo trés; basi-

camente examinando alguns exemplos.
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[ Exemplo 15.12. ]

Obter todas as solugdes de

Solucao:
A matriz do sistema € a matriz diag{2,2,2}, cuja equag@o caracteristica
é (A —2)*, com autovalor A = 2 de multiplicidade algébrica 3.

A equacdo dos autovetores é

000

_>
000 VZO;
000

a qual € satisfeita por qualquer vetor 7 € R3. Dizendo de outro modo:
qualquer vetor R3 é um autovetor de A.

Entéo, para obter uma base de solucdes, basta escolher trés vetores
linearmente indepedentes em R, por exemplo:

1 0 0
— — —
Vl - 0l: V2: 1 ) V3: 0l-
0 0 1

1 0 0
?(I):cl ol @+ |l1|e¥+e o] e
0 0 1
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#5 Neste exemplo, a multiplicidade geométrica do autovalor
A = 2 é igual a sua multiplicidade algébrica.

[ Exemplo 15.13. j

Obter todas as solucdes de

Solucao:

A equagio caracteristica é novamente (A —2)3, com multiplici-
dade algébrica 3, mas a equacdo dos autovetores associados a A =2

2

(&

isto €,
010 Vi 0
0 0 O wl|=10
00 O V3 0

A Unica restricdo que esta equacdo impde € que v, = 0. Ou seja,
Vi

qualquer vetor da forma | () |, pertence ao autoespago associado ao
V3

A =2

Dai, o autoespaco associado a A = 2 é o plano XOZ em R>; o qual
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tem dimensdo dois. Logo podemos determinar dois, e apenas dois,
autovetores linearmente independentes neste autoespago. Por exemplo

Qualquer outro vetor do autoespacgo associado a A = 2 é combinagéo
linear de V| e V,. Isto significa que a multiplicidade geométrica de
A = 2 é dois; e que sé temos, por enquanto duas solugdes linearmente
independentes do sistema proposto:

#£5 Obs:Conforme o desenvolvimento apresentado no Apéndice I,
2a.parte, vamos escrever diretamente mais uma solucao utili-
zando um autovetor generalizado associado ao autovalor
A =2, sem precisar refazer o raciocinio.

N — .
Entdo, escolhendo o autovetor V; podemos escrever diretamente a
terceira solucao

X5(t) = [t Vi + Wi]e¥,

wi
sendoWl = | w, | solucdo de
w3
010 w1 1
00O wra | = |0
00O w3 0
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Efetuando as contas vemos que a restri¢cao que se faz a Wl € que
w» seja igual a 2. Podemos escolher, por exemplo,

10
W=
3
e formar a solugdo
_ 1 10 _ t+10
xo=lefo|+|1|]&=] 1 |&
0 3 3

= . . = =
X3(t) é linearmente independente de X (7) e de X»(7).

E, para completar, escrevemos a solucao geral:

1 0 t+10

?(t):cl ol +e ol e +es 1 ok

0 1 3

Atividade de auto-avaliacao 15.4

No Exemplo 15.13, para calcular um autovetor generalizado

de peso 1, poderiamos ter escolhido autovetor V5. Discuta de
que maneira isso modificaria a solucdo geral.

#5 Recuperamos, pelo menos neste caso, o controle da situa-
¢do, e foi possivel prosseguir com a conclusdo do Exem-
plo 15.13

Agora estude com atencao o seguinte exemplo:
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[ Exemplo 15.14. ]

Obtenha uma solugdo geral para

Solucao:
Mais uma vez a equacdo caracteristica do sistema é (A —2)3, com
multiplicidade algébrica 3, mas a equacdo dos autovetores associados
adl=2¢

_>
0 2-1 1 -7=0,
0 0 2—-A

-
isto €,

010 Vi 0
0 0 1 wl=10
0 0 0 V3 0

Esta equacdo impde duas restrigdes: v, = 0 e v3 = 0. Ou seja, os veto-
Vi

res pertencentes ao autoespago associado a A =2 sdo da forma | ¢ |,

0

indicando que o autoespago associado a A =2 é o eixo OX; que tem
dimensdo um. Logo podemos determinar apenas um autovetor neste
autoespaco, e formar uma solugdo.

Por exemplo, escolhemos



1 1
\7>1 =10 e construimos a solugao )?1) =10l
0 0

A ideia natural, agora, € procurar dois autovetores generalizados, de
peso dois, partindo do autovetor V7, e usd-los para construir duas novas
solugdes linearmente independentes.

Vejamos:

A equagio_dos autovetores generalizados de peso dois, construidos a
partir de V| é

010 w1 1
0 0 1 wa| =10
000 w3 0

Daf obrigatoriamente w, = 1,ws = 0 e w; ndo estd sujeito a restri¢des,
podendo ser qualquer nimero real.
Por exemplo, escolhendo os autovetores generalizados

0 1
Wo=|1]|eW=]1],
0 0

1 0 1

= =

X =|tlol+11 2 X)) =110 2
0 0 0

Entretanto, as trés solug¢des obtidas, )ﬁ (t),)?é(t),)z(t), ndo sdo linear-
gente _i>ndepg1>dentes. De fato basta observar que os vetores
X1(0),X2(0),X3(0), ndo sdo linearmente independentes: O determi-
nante cujas colunas sio esses vetores € nulo:
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det|o 1 1| =0.

Como fazé-1o?

Com a garantia do teorema (15.1), do Apéndice, uma terceira
solugdo, X3(t) é

—_
-

w1

0 0 w3
wi
onde |y, | €solugdo de
w3
010 wi 0
00 1 wy [ =1 |- (15.8)
0 00 w3 0

A equagdo matricial (15.8) acarreta que wy = 0, w3 = 1 e ndo impde
condig¢des sobre w.

wq 0
Podemos escolher, por exemplo | ,, | =| ¢ [ eassim construir
w3 1
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—_
)
)

=X =22 o |+t 1 |+] o e,

I 0 0 1 |
210
Portanto, uma solugdo geralde <= X'=| o 2 | Y é
0 0 2
1 _ 1 0 _
—=Xit) = | o |F+alt] o |+ 1 e+
0 I 0 0 |
- 1 0 0 -
+e3 |2/ o [+e| 1 |+ o e
I 0 0 1 |

SISTEMAS LINEARES NAO HOMOGENEOS

Passamos agora a considerar sistemas da forma
X' =AX + B(t),

sendo a matriz A e o vetor F(I) continuos num intervalo /. Pelo
mesmo tipo de argumento utilizado anteriormente, a solucio
geral da equacdo ndo-linear pode se exprimir como a soma da
solucdo geral da equagdo homogénea associada:

X' —AX

com uma solugdo particular $(t) do sitema ndo homogéneo
dado.
Alguns métodos para determinacao de m:
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SISTEMAS DIAGONALIZAVEIS
Definicao 15.7.

Diz-se que um sistema linear de dimensao n:
X' =AX + B (1)

¢ diagonalizavel quando a matriz A possui n autovalores dis-
tintos.

Se o sistema linear de dimensao #:
X' =AX + F(Z)

L. . ) - = ) )

¢ diagonalizdvel, seja P = col[V] ---V,] a matriz cujas colunas
sao os autovetores de A, associados aos n autovalores distintos
de A.

Definido uma nova varidvel 7 por
X =pPY,
a substituicdo na equagdo nao homogénea nos da

PY'=APY + B(1).

Multiplicando por P~ !:
Y'= (P 'AP)Y +P'B(t)=DY +P'B(t) (15.9)

onde D ¢ a matriz diagonal (ver Atividade 15.2) cujos elementos
s@o os autovalores de A, ordenados na mesma sequéncia em que
os correspondentes autovetores \71, .- ,‘7; ocorrem como colu-
nas na matriz P.

O sistema (15.9) € um sistema de n equagdes lineares de pri-
meira ordem, que podemos resolver facilmente pelos métodos
desenvolvidos anteriormente no curso.

= =
Uma vez obtidadas as solugdes Y (¢),---, ¥, (¢) calculamos

%
as solucdes X (7), -+, X, () do sistema original multiplicando-
as pela matriz de passagem P.



[ Exemplo 15.15. ]

Determine uma solucdo geral do sistema

-2 1

2e!
X+

1 =2 4

X' =

Solucao:

Deixamos a seu cargo verificar os seguintes fatos:

o det(A—Al)=0<=A1=-3,—1

1

_>
e Um autovetor pertencente aA = —3éV; = , € um auto-
—1
N 1
vetor pertencente aA = —1éV, = ;
1
e A matriz de passagem ¢é
-2 1
P=
1 -2
e portanto
. 1/2 —1/2
P = ;
1/2 1)2
-3 0
e D=P AP = e o sistema proposto € equivalente
0 -1

CEDERIJ 245

AULA E MODULO 2



Equacoes Diferenciais | Célculo de solugdes de Sistemas Lineares de primeira ordem

-3 0 12 —1/2) [ 2
Y = Y :
0 -1 12 1/2 4
isto é
-3 0 et-2
Y — Y+ . (15.10)
0 -1 et 4+2
Y1 )
Sendo 7 = , a forma explicita de (15.10) é
Y2
yi==3y1+e" =2
, , (15.11)
Yo =—m+te +2

#5 Note que (15.11) é um sistema de duas equagdes indepen-
dentes entre si; ou que ndo apresentam suas varidveis y; €
y2 misturadas em nenhuma das equagdes. Dizemos entao
que o sistema (15.11) estd desacoplado. Isto explica o ad-
jetivo desacoplavel dado ao sistema original

-2 1

e !
X +

1 =2 4

-

Resolvendo as duas equacdes diferenciais lineares de primeira
ordem do sistema (15.11) obtemos (confira!):

yi(t)=cre 3 +(1/2)e " —-2/3
vo(t) =cre " +te ' 42

Em notacao vetorial

cre 3+ (1/2)e™" —2/3

Y () = :

cre T +te ' +2
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ou ainda

e 3t 0 1/2)e " —2/3
Y()=c +e + 2 /
0 e ! Ty

AULA E MODULO 2

Dai a solucdo do sistema original €:

(1/2)e"—2/3
? =P 7 —C]P +co P +P =
tet4+2
— 0
e—l‘
-2 1 (1/2)e7"—2/3
+ .
) e ' 4+2
Efetuando as contas:
—2e ¥ e (t—1)e™"+(10/3)
X (1) =ci te +
e —2e~! (=3/2)e™" —(8/3)
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O METODO DA VARIACAO DOS PARAMETROS

Vamos agora estudar um outro método de calcular solugdes
gerais de

X' =A0)X + B (1) (15.12)

onde F(t) ¢ o “vetor de termos independentes”

by (t)

,sendo b; : I — R e as funcdes componentes

by (1)

da matriz A(t) fung¢des continuas em um intervalo /.

Repetindo o argumento usado no estudo de equagdes line-
ares, normais, ndo homogéneas, de ordem n (veja a Aula 12),
verifica-se que qualquer solucdo geral de (15.12) serd a soma da
solugdo geral do sistema homogéneo associado

X' =A(NX (15.13)

com uma solucao particular do sistema ndo homogéneo (15.12).

#5 A questio se reduz entdo ao célculo de uma solugio parti-
cular de (15.12)

Também no contexto dos sistemas de equagdes lineares ndo ho-
mogéneas, um método de variacdo dos parametros permite cal-
cular uma solugdo particular de (15.12) a partir da solucdo geral
de (15.13).

Sejam )ﬁ (1), ,)?n(t) solugdes linearmente independentes
de (15.13)

Partindo da solugdo geral
= = =
Xp(t)=c1 X1(t)+-+cn Xu(2) (15.14)

do sistema homogéneo associado ?’ = A(t)? , deixamos que
os pardmetros reais cy,--- ,c, variem. Isto é procuramos uma
solucdo particular da forma

— — —

Xp(t) =ui(t) Xq(t) 4+ un(t) X (1) (15.15)



sendo u;(t),- -+ ,u,(t) fungdes reais que devem ser calculadas.

Conservando_fls notacdes precedentes, procugmos uma so-
lucdo da forma Xp(t) = uy(¢) X1(¢) 4+ - -+ u, () X (7).
Entao
= = = = =
X, =i Xi+u Xy + -+, X+ unXy' .

. e st . ~ ~
Substituindo X, e X, no sistema ndo homogéneo, obtemos:

— = — = — =
U X1+ Xy 4l X un Xy = A [un Xy 4, X +F(z) =

— — =
— A X)] £ A X0+ + A [unX,)] + B (1)
— s s
— w1 (AX)) + 12 (AX5) + -+ un(AX,) + B ().
Note que
= — — =
u1X1/ = ul(AXl), s ,uan/ = un(AXn),
pois )?1}, . ,)?; sdo solucdes de X' =AX.

Efetuando os cancelamentos dos dois lados, ficamos com

— —
Ui X1+ Ul X, = ?(t);

isto é

ou ainda
‘
uixi (2) +ubxop (1) 44 upxy (t) = b (1)

upx12(t) +upxon (1) + - -+ X (t) = ba(t) (15.16)

ku'lxln(t) +uhyxon (1) + - + Wy Xnn (1) = bp(t)

AULA E MODULO 2
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Atencao!
Observe que, para cada ¢, (15.16) € um sistema algébrico de
equacdes lineares, cujas inconitas sdo u|, u),---,u),. Mais

ainda, o determinante principal da matrix do sistema é

X1l X21 ctc Xnl
X12 X2 vt Xp2
A=
Xin X2n  ° Xun
s s . - o7 >
que € justamente o wronskiano das solugdes Xi,---,X, de

X' =A0)X

Ora, as solucdes )?1), e ,)?n sdo linearmente independentes.
Entdao A # 0 e, para cada ¢, (15.17) tem uma unica solucéo.
Dai, para todo r podemos resolver o sistema pela regra de Cra-
mer, obtendo:

X1 X1 e by xp

X12 X2 - by ooor xp

, Xln Xon -+ by o X
ui(t) = A ;

paral <i<n.

(Lembre que, no célculo de uf substituimos a coluna i de A, no
numerador, pela coluna do vetor de termos independentes ?)

Para completar, integramos as expressoes das u;, obtendo as
fungdes ;(), que permitem formar a solucgéo particular

Xp(0) = (X1 (6) -+ ua ()Xo (1).



A partir dai construimos uma solugdo geral do sistema ndo
homogéneo:

X (1) = X (1) + X, (0)-

[ Exemplo 15.16. j

Calcule uma solugdo geral de
X =x—y
Yy =x+3y+e %
Solucao:

Definamos X (t)= . A forma matricial do sitema proposto

[¢N

1 0

.

1 3 e

X'=

A equacdo dos autovalores da matriz do sistema é

-4 -1

e portanto A; = A, = 2.

O autovetor associado a A = 2 é uma solugdo do sistema vetorial

Todas as solucdes desse sistema sdo tais que vy + vy = 0. Assim,

1
por exemplo, podemos escolher a solugio V; = ;

-1

AULA E MODULO 2
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e formar uma primeira solucao do sistema homogéneo associado:

Uma segunda solucdo do gistema homogéneo associado é da forma
v 4 ~
Xa(t) = [t Vi + V2], onde V; € solugido de

(A-2D)Vs = V;
isto é
-1 -1 wi 1
1 1 wa -1

Entdo devemos ter w; +wy = —1 e podemos escolher, por exem-
N 0

plo, V, = ; a partir do que formamos a segunda solucdo do
—1

sistema homogéneo associado:

Consequentemente, uma solucao geral do sistema homogéneo associ-

adoa
1 —1 0
X' = X+
1 3 e
2t
te
_>
Xy(t) =cy et e
-1 —te¥ — ¥

A seguir, vamos calcular uma solugdo particular do sistema ndo ho-
mogéneo, utilizando o método de variagdo dos parametros.
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(q\l

Devemos ter 8

2

. 1 tezt S

Xo(t) = (1) el +us(t) e2t, =
1 —te¥ — ¥

onde é

0 t€2t <

det
o2 _teztfe”
(1) = o = =t
det[col(X;(1),X(1))] —e¥
e
ezt 0
det
) 1

V() = - =—e .

 det[col (X, (1), X5(1))]  —€¢"

Portanto (verifique!)

e logo
2t
¢t 1 —4t te
_1>n(t): Lol )e™ ezt+e ol —
4 16
-1 _teZt _ezt
_ <t 1 ) 2 re* e
4 16 _q TR 4
672t 1 1 1 t
_ f 4= _
4 ( +4> +4
—1 —(t+1)

Dai a solugdo geral correspondente é
2t

1 te
Y(r) =c] e+ +

-1 _teZZ _eZZ
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4
-1 —(t+1)
Deixamos a seu cargo escrever as expressdes de x(¢) e y(7).

#5 Na Aula 11, aprendemos a calcular solucdes de equagdes
diferenciais de segunda ordem normais, ndo homogéneas,
usando varia¢do dos parametros que ocorriam na solug¢ao
geral da equacdo diferencial homogénea associada para
determinar uma solucdo particular.

Na Aula 14, aprendemos a construir um sistema de equa-
¢oes diferenciais de primeira ordem a partir de equacdes
de segunda ordem. O sistema assim construido é nao ho-
mogéneo se, e sO se, a equagdo de onde ele proveio é ndao
homogénea.

Nesta aula, introduzimos um método de variagdo dos pa-
rdmetros para calcular solucdes particulares de sistemas
de equacoes diferenciais de primeira ordem ndo homogé-
neos, usando variagcdo dos pardmetros que ocorriam na
solugdo geral do sistema homogéneo associado .

O objetivo da proxima atividade € investigar a seguinte
questao:

Quando usamos o método de variacdo dos pardametros
para calcular uma solu¢do particular de um sistema ndo
homogéneo proveniente de uma equagdo de segunda or-
dem, existe alguma relagdo entre essa solugdo particular
vetorial e a funcao solucao particular da equacdo dife-
rencial de segunda ordem normal ndo homogénea, a par-
tir da qual o sistema foi construido?

Atividade de auto-avaliacao 15.5

Sistemas ndo homogéneos provenientes de equagdes nor-
mais de segunda ordem, ndo-homogéneas.

Considere uma equacao diferencial linear de segunda ordem,
normal, ndo homogénea

K+ p(t)x +q(t)x = h(t), (15.17)

com coeficientes e termo independente A(f) continuos em um
intervalo.
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Complete as lacunas, formando o sistema de duas equacdes
de primeira ordem equivalente a (15.17)

AULA E MODULO 2

X = +
(15.18)
xh = +
A forma matricial do sistema (15.18) é
_ 0
X' = X+ (15.19)
h(t)
-
B(1)
X1 X2
Sejam )?1> (1) = e Z(t) = solugdes do sistema
x| X

homogéneo associado a (15.19).

Complete: Para calcular uma solucio particular de (15.19) pelo
método da variagc@o dos parametros, conforme a construcio desta
aula, precisamos determinar u(t) e v(¢) pelas férmulas

- Xx X
det det
- xlz X
u'(t) e V()
X1 X2 X1 X2
det det
/ /
Xy x R EY)
Xy X
Observe que det = W{x(t),x2(¢)] € o wronskiano das
/
XX

solugdes x; (1) e x () da equagdo homogénea associada a (15.17),
calculado como na Aula 11.

Para terminar, escreva abaixo as expressdes de u(z) e v(t)

CEDERJ 255



Equacoes Diferenciais | Célculo de solugdes de Sistemas Lineares de primeira ordem

0=~ | Frmmam 0= wrmem

Escreva agora a solucdo particular do sistema (15.19)

X1 X2

Xp(1) = n (15.20)
x) x)2

Conclua entdo que a primeira linha da solu¢do vetorial (15.20)
(do sistema nao homogéneo(15.19)) coincide com a solugdo par-
ticular da equacao de segunda ordem (15.17) como foi calculada

na Aula 11.

De quebra, temos, na segunda linha da solucdo vetoriall, a
derivada da solugdo particular da equacdo de segunda ordem.
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UMA SEGUNDA APRESENTACAO DO METODO DE
VARIACAO DOS PARAMETROS:

Vamos considerar novamente o sistema nao homogéneo
(15.12), e seu sistema homogéneo associado (15.13).

Para obter umﬁolugéo particular do sistema (15.12) a partir
da solugdo geral Xy (¢) de (15.13), primeiramente reescrevemos
(15.13) na forma matricial:

— — —
XH(I) =C Xl(t)—i-"'—i-cn Xn(l‘) =

1
— —
:COI[XI(I)a"WXn(l)]' =
Cn
X1 X21 o Xpl
C1
X12 X2t Xp2
- Y
Cn
Xln X2n *° Xmn
1
e agora deixamos o pardmetro vetorial | : | variar; isto é pro-
Cn

curamos uma solug¢@o particular da forma

X11 X210 Xnl
uy (t)
X12 X22 ot Xp2
Xp(t) = o (15.21)
”n(t)
Xln X2n " Xmn
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sendo u(t),- - ,u,(t) funcdes reais que devem ser calculadas.

#5 Esta forma de tratar o problema, apesar de inicialmente
parecer mais complicada, vai permitir um tra_t:)amento bas-
tante comodo do problema de calcular uma Xp(z) .

Antes de prossseguir, e também para efeito de referéncia e

comparacdo com a literatura usual, damos a seguinte defini¢do:

Definicao 15.8 (Matriz Fundamental de um Sistema Linear
Homogéneo).

x,-l(t )
Se Z (1) = : 1 <i < n sdo solugdes linear-

mente independentes de um sistema linear homogéneo, n-
dimensional, X' = A(¢) X entdo a matriz

xll(t) )C21(t) xnl(t)
() = col R0, Ry = | 2 2 mel)
Xin(t) x0,(2) -+ Xpn(t)

¢ uma matriz fundamental de solucoes, ou sir%ﬂesmente
uma matriz fundamental do sistema X' = A(r)

u (1)
Precisamos calcular uma funco vetorial % (1) =

up (1)

tal
al que _

Xp(1) = X(0) (1)

seja solucdo particular de (15.12).
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Observe que

=g

X, (t) =X (1)U (t) + X)W (r)

Substituindo no sistema ndo homogéneo:
X/ (1) (1) + X(0) 7' (1) = A(t).[X (1)@ (1)] + B (1)

E, ja que X(¢) é matriz fundamental do sistema homogéneo as-
sociado, vale

e portanto
X/ (1) (1) + X(0) 7' (1) = X' (1)@ (1) + B (1).
Simplificando, obtém-se
X(1)@'(t) = B (7).
A matriz fundamental € invertivel (por que?); e assim vale
@) =X""(1).B (1) (15.22)

De onde 7(t) pertence a familia de primitivas

/Xl(s).ﬁ(s)ds

de X' (1)B(1).

Sendo #y um ponto qualquer no intervalo onde as b; e os
coeficientes de A(7) estdo definidas, tem-se que

t
D)= | X V(s). B (s)ds
1o
é uma primitiva de X! (t)?(t) E entdo todas as primitivas de
X! (t)?(t) sdo da forma

2= [ X '(5). B (s)ds+ K.

Claramente

(1) = K,

AULA E MODULO 2
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e assim a solucao particular procurada é

Xo(t) = X(1). 7 (1) = X(1). 7 (t0) + X (0. [ XV(s). B (s)ds

To

[ Exemplo 15.17. ]

Calcule uma solucdo particular dos sistema linear ndo ho-
mogéneo
1 2

X+

-1 4 6e !

X' =

Solucao:

Verifique que uma matriz fundamental do sistema homogéneo as-

sociado é
2 eZt eSt
X(t) = :
621‘ 631‘
cuja inversa é
1 ef2t _ ef2t
X ()=
_ e*3f 2 e*3f

Aplicaremos diretamente_> a férmula de variacdo dos parametros, su-
pondo fo=0e () = 0:

X)(1) = X(1) /Otxl(s).?(s)ds
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Consequentemente

O METODO DOS COEFICIENTES A DETERMINAR

Algumas vezes, quando a matriz do sistema ndo homogéneo
X' =AX + B (1),

€ constante e os elementos do vetor de termos independentes

(t) sdo constantes, ou polindmios, fun¢des exponenciais, cos-
senos ou senos, ou combinagdes lineares dessas funcdes, € pos-
sivel encontrar uma solucéo particular pelo método dos coefici-
entes a determinar.

Trata-se da generalizacao do método que aplicamos as equa-
coes de segunda ordem, na Aula 11.

Vejamos um par de exemplos:

[ Exemplo 15.18. j

Solucao:
Os coeficientes de ?(r) sdo constantes. Procuremos um solugcdo

aj
particular X, = , aj € ap constantes. Substituindo no sistema,

a

CEDERJ
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temos

0 que d4 origem ao sistema de duas equagdes

2a1 +3a, =7
—ay —2a; = -5
As solucdes deste sistema sdo a; = —1 e a, = 3. Portanto
-1
_>
X, =
3

[ Exemplo 15.19. ]

6t

X' = ° ! X+

4 3 —10r +-4
Solucao:

Os coeficientes de ?(t) sdo polindmios de primeiro grau. Pro-

ait+ by
curemos um solugdo particular X, = . Substituindo no
at+ by
sistema:
)?p/: aj _ 6 1 ait + b N 6t
a 4 3 ast + by —10r + 4

Dai deduzimos o sistema algébrico

6(ait +by) +axt + by + 6t = a;

4lat+by)+3(axt+by) — 10t +4 =ay
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Simplificando o lado esquerdo do sinal de igualdade em cada linha, e
igualando os coeficientes das poténcias de ¢ nas expressoes obtidas aos

ai
respectivos coeficientes das poténcias de ¢ nas linhas do vetor ,
a

obtemos o sistema

6a;+a+6=0
6b1+by =ay
4a14+3a,+10=0
4b1 +3bry+4 =ay

Ou ainda
6a;+ap =—6

—ay1+6b;+b,=0
4ay+3a; = —10
—ay+4b1+3by = —4

Cujas solugdes sdo a; = —4/7 , ap = —18/7 by = 17/49 ¢
by = —130/49.

Assim,

_ (—4/7)t+17/49

(—18/7)t — 130,/49

Atividade de auto-avaliacao 15.6

Calcule uma uma soluc¢do particular do sistema abaixo pelo
método dos coeficientes a determinar

1 -1 2cost
X+

1 1 —3sent

X =
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APENDICE

1¢ parte: Dedugdo da expressdo da solugdo adicional para
sistemas com autovalores reais repetidos - caso bidimensional

Examinamos a seguinte questao: ?’ = A? ¢ tal que a equa-
¢do caracteristica det A — Al = 0, tem multiplicidade algébrica
2 (logo A s6 tem um autovalor); o qual vamos supor que tenha
multiplicidade geométrica 1, de maneira que s6 conseguimos

V1

, . o
construir uma solugao X (7) = M.

V2

Como _c}onstruir uma segunda solugdo, linearmente indepen-
dente de X,(t)?

A estratégia que adotaremos € a de adaptar aos sistemas li-
neares bidimensionais o procedimento de reducao de ordem
usado no caso de equagdes escalares de segunda ordem normais
y'+ py + ¢ = 0, quando apenas uma solucio era conhecida.

Entdo vamos procurar uma segunda solucao da forma

Xa(t) = e (15.23)

onde vamos supor também que k;(¢) e k(t) sdo funcdes de-
rivaveis em todos os pontos; o que ndo € pedir muito. Afinal de
contas a primeira solu¢io )?i (t) é derivdvel em todos os pontos;
em particular sdo derivdveis em ¢ = 0.

Lembre que dizer que & (¢) e k»(¢) sdo derivaveis em t = 0
significa dizer que, numa vizinhanga do ponto t = 0, podemos
aproximad-las pelas retas tangentes aos seus graficos, as chama-
das aproximagées de primeira ordem. (Quer dizer, podemos
“substituir” ki (¢) e k(¢), numa vizinhanca de t = 0 pelas suas
retas tangentes em ¢ = 0).



r(r) = k(0) 41 (0

>

.

Figura 15.1:

As equacdes das retas tangentes sao

ri(t) = ki1 (0) + &y (0)z
ra(t) = ko (0) + &5(0)z

Assim procuramos uma segunda solucdo da forma

k1(0)+1 k7 (0)
Xa(t) = P
ky(0) +1¢ kg(O)
ou ainda
k1(0) k1(0)
)?;(t) = yr| M.
k2(0) k5(0)
Fagcamos
k1(0) _ k’1 (0) N
=WV, e = V1,
k2(0) k5 (0)
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%
de modo que a segunda solugdo X,(7) que estamos querendo cal-
cular tem a forma

%) = [+ | (15.24)

A questdo pode ser reformulada da seguinte maneira:
Encontre vetores V| e V; tais que (15.24) seja uma segunda
solugdo de X' :A%, linearmente independente de X (1) = V; e*

Substituindo (15.24) na equagdo X' =AX:
Vi M [ Vo +1V] |he™ = A ([ Vi +1V] |eM)

0 que pode ser reescrito como

*ok *ok
—— —
— —
teMA V] + eh(ﬁ+l 72) =t MAV] +eMA72
* *

Se valerem as igualdades das parcelas assinaladas com (*)
dos dois lados, e também das parcelas marcadas com (**) em

ambos os lados, entdo (15.24) serd solucdo de X' = A

Ou seja, (15.24) serd solugdo de ?’ = A? se ‘71 e V§ satis-
fizerem as equagoes

AV, = AV,
AV = AV 4V,

ou ainda, (15.24) serd solucdo de ?’ = A? se

A-ADV, =0 (15.25)
A—ADVs =V, (15.26)

- . =
A equacdo (15.25) nos diz que o vetor V| deve ser um auto-
vetor de A associado ao autovalor A.

. . =
A equagdo (15.26) nos diz que, uma vez determinado V7,
para calcular V, devemos resolver a equacao vetorial

A—ANV =V,



Definicao 15.9.

e Um autovetor generalizado de peso 2, da matriz A, associ-
ado ao autovalor A é um vetor 7 tal que

A-AD)V £T
A-A2V =10

e Um autovetor generalizado de peso 1, de A, associado ao
autovalor A é um autovetor usual de A

Proposicao 15.6.

Suponha que \71 e 72 € R? sdo tais que \71 #* 6> e
_>
A-ADV,=0; (A-ADVs=V,.

Entdo V, € um autovetor generalizado de A, de peso 2,associado

= T« . . .
ao autovalor A; e {V;,V2} é um conjunto linearmente indepen-
dente em R?

Demonstragao

= > . N -
Observe que V| e V; satisfazem as equacdes

- = — )
1. (A—AI)V; = 0, e, portanto, V; é autovetor de A associ-
ado ao autovalor A,
= T )
2. (A—AI)V, # 0, pois (A—AI)V, =V, o qual é diferente

de zero. Além disso

(A—AD2Vs = (A—AD[(A— ANV
(A-ADV|
I

logoe 72 € um autovetor generalizado de A, de peso 2,associado
ao autovalor A, construido a partir do autovetor V.

) . N = =
Para verificar a independéncia linear de V| e V5, sejam o e
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B € R tais que

aVi+BVr=0 (15.27)
Entdo, aplicando (A — A1) aos dois lados de (15.27):
(A= ALd)[a Vi +B V3] = (A—AId) 0 = O

Pela a linearidade de (A — A1) temos

(A—Ad)[a Vi +B V5] = o (A— AId)V, + B (A —AId) V5.

Como (A —7LId)72 = \71 e (A —7LId)71 = 6> a equagdo (15.27)
se reduz a SN
oV, = 0

E como V; #+ 6>, entdo a = 0.

Portanto (15.27) se reduz a [371> = 6>

Novagcf:nte_,> esta ultima equagdo implica que 8 =0,
pois Vi # 0.

Conclusao:

- =
oVi+BVo=0 = a=p=0,

== o 1 .
0 que prova que Vj e ?2 sdo linearmente independentes.

E isso conclui a demonstracao.

2% parte: Dedugoes de formulas para obter solucdes adi-
cionais de sistemas com autovalores reais repetidos - o caso
tridimensional:

Motivacdo: ao tentar calcular solucdes de

pelo método dos autovalores e autovetores obtém-se a equacao
caracteristica (A —2)3, com multiplicidade algébrica 3. O auto
espaco referente a A = 3 tem dimensdo um. Podemos escolher
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1 1
71 =10 e construir a solugdo )?1> =1 o e
0 0

Ao procurar autovetore& generalizados, de peso dois, construidos
a partir do autovetor Vi, e usa-los para construir duas novas
solucdes linearmente independentes, temos, por exemplo:

0 1
Wz =11 ¢ WS =111
0 0
e formamos as respectivas solucdes
- ) - - 1 -
Xa(r) = |1 || eXsn=|r]o ”
0 0

. . . ) > oo
O problema é que as trés solucdes obtidas, X (¢),X>(t),X3(z),
sdo linearmente dependentes, e precisamos de trés solucdes li-
nearmente independentes.

#5 De modo geral, o problema é o seguinte: Tem-se um sis-
tema tridimensional arbitrério.

X' =AX.

tal que a matriz A tem apenas um autovetor de multipli-
cidade algébrica um e multiplicidade geométrica também
igual a um. Calculamos urri> autovetor ? a partir do qual
construimos uma solucdo X (#). Em seguida calculamos

uma segunda soluc@o X;(¢) usando um autovetor genera-

. . , . g
lizado de A de peso dois, constgndo a partir de V;. Entre-
tanto, qualquer outra solugdo X3(¢) construida utilizando
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autovetores;generalizados de A, de peso dois construidos
. L. — —

a partir de V; € linearmente dependente de X (¢) e X»(7).
Como podemos obter uma terceira solu¢do linearmente
independente?

A resposta é: refinando o processo de aproximagdo que foi uti-
lizado anteriormente. Utilizando o método de variagdao dos pa-
rametros, procuramos uma outra solu¢ao da forma

kl(t)

X3(1)= | k(1) | @ (15.28)

s que agora vamos substituimos as fungdes k;(¢) por suas apro-
ximagoes aproximagoes de segunda ordem .

Ou seja, as aproximagdes até a segunda ordem de k;(¢) , ko () e
k3(t) no ponto 0):

ri(t)
rz(t)
r3(t)

ki (0)+1 K1 (0) + (12/2) k{(0)
ka(0) +1 k5(0) + (£2/2) K5(0)
k3(0) 41 k5(0) + (£2/2) K5(0)

Obs: Trabalharemos inicialmente sem especificar o valor de A,
uma vez que o procedimento € geral. Posteriormente, quando
formos completar a solugdo do Exemplo 9.6 substituiremos A
pelo nimero 2.

Estamos buscando uma terceira solu¢do de um sistema tridimen-
sional autondmo

X' —AX,

da forma

k1(0) +1 k{(0) + (£2/2) K} (0)
?(t) = | k2(0) +1 k5 (0) + (£2/2) K (0) M

k3(0) +1 k5(0) + (%/2) K5(0)



ou:
k1(0) K (0) K7(0)
2
t
X()= | | k(0) | +1 K50) | +5 | K5(0) M
k3(0) k3(0) k3(0)
= v V
|V 2 b
isto é
X)) = (Va+1Va+(2/2) V) .
Entao:
X'(t) = AVseM +Va e 412
(15.29)
?zeh—{—t V;eh—i—(tz/Z)?LerM,
€

AX (1) = MAVS 41 MAVS +(12/2) M AV, (15.30)

Uma condicao suficiente para
3 - = 2\
(1) = V3+IV2+E Vile

ser solucdo de ?’ = AY € que as seguintes relacdes, obtidas ao
igualar os coeficientes das poténcias de ¢t em (15.29) e (15.30),
sejam verificadas (para todo ¢ € R):

(2)2)AV] M = (12)2) M AV,

tA \7)26’1’44 V;eh :tehA@
17361:+726m _ eMAV;.

Cancelando as exponenciais e as poténcias de ¢ nos dois lados
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das equacdes, obtém-se:
_>
AV, = AV,

7L72+V1>=AV2>
173+V§ZA73

ou ainda
A-ADV, = O (15.31)
A-ADVE = W, (15.32)
A—ADV; = Vb (15.33)

Definicao 15.10.

e Um autovetor generalizado de peso k > 2, da matriz A,
associado ao autovalor A é um vetor 7 tal que

A-AI}'V 20

—

(A—ADKV =0

e Um autovetor generalizado de peso 1, de A, associado ao
autovalor A é um autovetor usual de A

45 Obs: Da definicao (15.10) e das equagdes (15.31), (15.32)
e (15.33) conclimos que

_>
— Vi é um autovetor de A pertencente ao autovalor A,

- . .
— V5 é um autovetor generalizado de peso dois, de A,
pertencente a A e construido a partir de V,

— ) "
— V3 é um autovetor generalizado de peso trés, de A,
pertencente a A e construido a partir de V).
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Teorema 15.7.

Suponha que ?’ = A?, A € M3,3(R), tem um autovalor A
de multiplicidade algébrica 3 e multiplicidade geométrica igual

a l. Sejam Vi, \72 e 73 vetores que satisfazem as equacdes
(15.31), (15.32) e (15.33).

Entdo as fungdes vetoriais
= = uo = =
Xi (1) = Vi & X5 (1) = (tV1 + V2> M

= = = =
e X3(t) = [(t2/2) Vi +1 Vo + V3] M

constituem uma base para o conjunto das solucdes de

X' —AX

Demonstracdo

As  fungdes {)ﬁ(t),)z(t),z(t)} sdo solugdes de
X' =A por construgdo.

N T :
Entdo, basta mostrar que {X;(¢),X>(¢),X3(¢) } € um conjunto
linearmente independente.

Sejam «, B e ¥y ndmeros reais tais que V¢ € R,
= = — —
o X () +B Xa(r) + 7 X3(1) = 0.
Em particular, para t =0,

aVi+BVr+yVa=10 (15.34)

Aplicando (A — AI) aos dois membros de (15.34) , e usando
(15.31), (15.32) e (15.33):

o (A= AV, +B (A—ADVs+y (A— AV, =

o v 7 (15.35)
_>
-0

CEDERJ 273

AULA E MODULO 2



Equacoes Diferenciais | Célculo de solugdes de Sistemas Lineares de primeira ordem

Daiav)l—l—ﬁ ‘72+YV3>:6>sereduza
%
BVityv=10. (15.36)

Aplicando (A — AT) aos dois membros de (15.36), e usando (15.31)

e (15.32):
B (A—ADV| +y (A—AD)Vs = 0
v W
que resulta em N
YyVi=0. (15.37)

E como \71 ¢ um autovetor pertencente a A, entdo \71 # 6> Por-
tanto, Y =0 e (15.37) implica que B = 0 . E entdo (15.35) im-
plica que ot = 0.

Ou seja

a7+BWl+}/W2:6>:>a:ﬁ:y:0.

CQD

Resumo
Nesta aula voce:
e aprendeu o conceito de espaco de solucdes de um sis-

tema de equacdes diferenciais de primeira ordem e di-
mensao 7;

e aprendeu a calcular solugdes gerais de sistemas de
equagoes de primeira ordem homogéneos pelo método
de autovalores

e por ultimo, aprendeu a calcular solucdes particulares
de sistemas nao homogéneos.
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COMENTARIOS DE FINAL DE CURSO:

e Esperamos que vocé tenha conseguido formar uma pe-
quena ideia sobre as EDOs. Acredite: mal tocamos na
ponta do iceberg (jargdo de praxe). Na primeira parte do
curso (Mddulo 1), o fio condutor que tentamos seguir foi o
de, partindo do Calculo, ir trabalhando os tipos bésicos de
equagoes diferenciais que se apresentaram no inicio da te-
oria (séculos XVII e XVIII) até chegar a uma formulagao
moderna X' = f (t,x), ou sua equivalente para sistemas;
incluindo o Teorema Fundamental de Existéncia e Unici-
dade de Solucdes. A segunda parte (Mddulo 2) teve como
eixo central o estudo de equagdes lineares de ordem supe-
rior e, mais geralmente, de sistemas de equacgdes diferen-
ciais lineares de primeira ordem, apresentando alguns dos
desenvolvimentos necessarios para que vocé possa “‘enca-
rar’ um curso mais avanc¢ado; incluindo alguns (mas nao
todos) conceitos necessarios ao estudo de equagdes nao
lineares e de sistemas dinamicos.

e Toda a matéria relacionada com a obtengdo de solugdes de
sistemas, lineares ou ndo, pelo método da transformada
de Laplace, e o estudo geométrico das solucdes de sis-
temas autonomos bidimensionais ndo foi incluida nestas
Aulas. Vocé pode procurar na literatura; e esses topicos
sempre poderdo ser explorada em materiais complemen-
tares as aulas.
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SOLUCOES COMENTADAS DAS
ATIVIDADES DESTA AULA:

Solucao comentada da atividade 15.1

Isso ndo foi um acaso. Para cada autovalor A, existe uma in-
finidade de autovetores associados a ele.Todos eles sdao solugdes
de um mesmo sistema algébrico. Entdo esse sistema tem de ter
sempre um ndmero infinito de solucdes. Isto € tem de ser inde-
terminado.

Solucao comentada da atividade 15.2

a)A matriz A do sistema do Exemplo 16.1 ¢

Autovetores associados respectivamente aos autovalores A =5

e Ay = —3 de A, sdo, por exemplo,
1 1
Vi = e V3
2 -2
Entao
1 1
P = col [71 72] =
2 =2

b) De acordo com a férmula da inversa de uma matriz de ordem
2,

1 -2 -1 1/2 1/4
:detP

—1

2 1 12 —1/4
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c) §
5
8
12 1/4 1 2 11 g

Plap= =
1/2 —1/4 8 1 2 =2
<
]
5
5/2 5/4 1 1 5 0 <

= =diag(A1,A2)-
—3/2 3/4 2 =2 0 -3

¢) A forma explicita do sistema 7= diag(A,142) 76

) =5z
zh = —32;

entdo (verifique!)

7(0 = e+, e, (15.38)
0 1
—_——— —_
— =

d) Chamemos de B a matriz P'AP = diag (A, A,).
Seja ?(t) uma solucédo qualquer do sistema 7'-B7Z.

I;:de—se %ara mostrar que P?(t) € solucdo do sistema original
/
=A

Uma solucgdo possivel, porém trabalhosa, é usar a expressdo de 7(t) obtida,
para calc?ular P Z (t) e por ultimo verificar diretamente que P?(t) é solugdo de
!/
=AX.

Apresentamos, abaixo, um outro caminho.

/
Observe que (P?(t)) —p7 (t), pois P é uma matriz cons-
tante.
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Entao

(P?(t))' - PZ'(1)
= B? (#)] (substituindo 7’ ) por B 7(t))
= [ P]?( t)( substituindo B por P~'AP)
= P? (¢)]( associando os fatores )
= A [P?(t)]( lembrando que PP~ = Id)-

Resumindo,

(P?(r))' —AIPZ ()]

0 que mostra que P?(t) ¢ solucédo de X = A?, conforme
queriamos demonstrar.

Solucao comentada da atividade 15.3

a) A matriz dos sistema é

e portanto a equagdo caracteristica det (a —AI) =0 ¢
(a—A)>+b?) =0, com raizes A = a =+ bi.

b) Por um lado,
i i —b+ai
A e (a _b a> . =
1 1 a+bi
Por outro lado,
i ai—>b
(a+Dbi) =

1 a+bi
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Logo

A- = (a+bi)

¢) Uma solucido complexa associada ao autovalor complexo
a+bié

— i ; i
Xc(t) = TP — (6 cosbt +ie™ senbt) =

e cosbti— e senbt

e cos bt + e™ sen bt

—e% senbt e cos bt
+i

e cos bt e sen bt

Segue dai que

X — exX—

e cos bt e sen bt

(e‘”sen bt e cos bt

sdo solugdes reais linearmente independentes de ?’ = (a b a) ?

Solucao comentada da atividade 15.4

Iriamos obter uma outra solucao geral do sistema, no sentido
de que cada solugdo particular obtida da solucdo geral calculada
com o autovetor generalizado Wl mediante a escolha de constan-
tes c1, ¢o € ¢3 seria também uma solucdo particular da solugdo
geral construida com o autovetor generalizado W, mediante a
escolha de constantes ¢1, & e ¢3; e vice-versa.

CEDERIJ 279

AULA H MODULO 2



Equacdes Diferenciais | Célculo de solugdes de Sistemas Lineares de primeira ordem

Solucao comentada da atividade 15.5

Omitimos.

Solucao comentada da atividade 15.6

Procuaramos uma solugdo particular da forma

acost+bsent
ccost +dsent

Substituindo essa expressao no sistema, temos

a—b—c=-2
a+b—d=0
a+c—d=0
b+c+d=3-

Resolvendo esse sistema algébrico, obtemos a = 0,
b =c=d = 1. Portanto uma solucdo particular do sistema dado

z

sent

cost+ sent
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