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Aula 1

Teoria dos conjuntos e conjuntos
numericos

Eliane Ribeiro Pereira
Maria Cecilia de Carvalho Chaves



Aula 1 e Teoria dos conjuntos e conjuntos nhumeéricos

Meta

Apresentar a teoria dos conjuntos e os conjuntos numéricos.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. enumerar os elementos de um conjunto;

2. relacionar diferentes representagdes de um conjunto;

3. identificar os conjuntos vazio, unitario, finito e infinito;
4. reconhecer a relagdo de pertinéncia;

5. reconhecer a relagao entre conjuntos;

6. construir o conjunto de partes de um conjunto;

7. analisar problemas com base na teoria dos conjuntos;
8. representar intervalos numéricos na reta real;

9. escrever os intervalos numéricos em nota¢gdo matematica.
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Introducao

Vamos iniciar o nosso estudo falando sobre conjuntos. A teoria dos con-
juntos tem um papel muito importante em matematica pura e aplicada.
Foi desenvolvida no final do século XIX pelo matematico Georg Cantor.

Cantor utilizou a palavra conjunto para designar qualquer cole¢ao de
objetos (numeros, fungdes, pontos do espago, pessoas etc.). Os obje-
tos individuais que compdem uma cole¢do chamam-se elementos do
conjunto e diz-se que pertencem ao conjunto. Desde entdo, a teoria dos
conjuntos tem-se desenvolvido intensamente, influenciando e enrique-
cendo todos os ramos da Matematica.

>

A teoria dos conjuntos foi uma grande inovagao feita por Georg

Ferdinand Ludwig Philip Cantor. Neste link, vocé podera saber
um pouco mais sobre o matematico: http://educacao.uol.com.br/
biografias/georg-cantor.jhtm.

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor

Nesta aula, vamos estudar algumas ideias basicas da teoria dos conjun-
tos, evitando uma formulagdo demasiadamente abstrata, que foge dos
objetivos da nossa disciplina.
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e Teoria dos conjuntos e conjuntos numeéricos

Nocoes basicas de teoria dos conjuntos

Considere que um conjunto ¢ uma cole¢do de objetos chamados ele-
mentos e que cada um desses elementos forma um dos componentes do

conjunto.

Geralmente, por conven¢io, usaremos letras minusculas, com ou
sem indices (a, b, ¢, ...), para representar os elementos dos conjuntos; e
letras maiusculas, com ou sem indices (A, B, C, ...), para representar os

conjuntos formados por esses elementos.

A tabela a seguir apresenta alguns simbolos matematicos que usare-
mos ao longo da aula, relacionados a teoria dos conjuntos.

Tabela 1.1: Simbolos matematicos

Simbolo Significado
| tal que
3 existe
\v/ para todo
A e
\Y ou
=4 equivalente
= implica que

Fonte: IEZZI (2006)

Representacoes dos conjuntos

Um conjunto pode ser representado das seguintes formas:

1. por enumeragdo de seus elementos,

A={a,ei,0,u}

2. pela descrigdo de uma caracteristica comum a todos os seus ele-

mentos,

A = {x | x é uma vogal} (Lé-se: x tal que x é uma vogal.)
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3. por meio do diagrama de Venn

Exemplos:

1. Enumere o conjunto dos nimeros pares maiores do que 10 e meno-

res do que 20.
A=1{12, 14, 16, 18}

2. Represente um conjunto formado por numeros inteiros entre 5 e 9.

A

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

Enumere os elementos dos conjuntos a seguir:

11
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(a)
A B
(b)
C
3 D
4
5

Resposta comentada

No item (b) desta atividade, o conjunto D esta contido no conjunto C.
Logo, os elementos em comum aos dois conjuntos sao os pertencentes
ao conjuntoD -6e7.

a) A=1{1,2,3}
B=1{3,4,5}

b) C=1{3,4,5,6,7}
D={6,7}
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Definicoes

Vamos relembrar algumas definiges da teoria dos conjuntos.

Conjunto unitario

O conjunto unitario é todo conjunto formado por um tnico elemento.
Exemplo:
Represente o conjunto formado por niimeros naturais pares e primos.

A ={3}

Conjunto vazio (@)

O conjunto vazio é todo conjunto que nao possui elementos. Usa-se
o simbolo & para representar o conjunto vazio.

Exemplo:

Represente o conjunto formado por nimeros naturais maiores do

que 10 e menores do que 3.
A={}=¢

B={x|1=0)
X

O

Apostol, no seu livro Calculus, dd uma boa ideia de conjunto va-
zio: pode-se conceber um conjunto como uma caixa em cujo in-
terior se encontram objetos; entdo, o conjunto vazio corresponde
a situacdo em que a caixa estd vazia (mesmo estando vazia, conti-
nua sendo uma caixa).

13
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Conjunto finito

O conjunto finito é um conjunto com um numero limitado, n, de
elementos.

Exemplo:

A={x]|2x+6=0}

Conjunto infinito

O conjunto infinito é um conjunto com nuimero ilimitado de ele-
mentos.

Exemplo:

A = {x | x é um niimero impar}

Conjunto universo

Todos os elementos envolvidos na resolu¢ao de algum problema ma-
tematico devem pertencer a algum conjunto. Esse conjunto é chamado
conjunto universo - U.

Conjuntos iguais

Diz-se que um conjunto A ¢ igual a um conjunto B (A = B) quando
A e B possuem os mesmos elementos, ou seja, todo elemento de A per-
tence (€ ) a B e todo elemento de B pertence (€ ) a A.

A=B o (Vx)(x€ A & xe€ B)

Atividade 2

Atende ao objetivo 2

Relacione os conjuntos, utilizando = ou #, conforme o caso:
(a) A=1{1,3,5,7} B = {x € N/ x ¢é impar, menor do que 9}
(b) A = {verde, amarelo} B = {x/x é uma cor da bandeira brasileira}

(c) A={0,-1,-2,-3} B={xe Z/x<0}
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Resposta comentada

No item (c) desta atividade, o conjunto A enumera apenas quatro ele-
mentos. Jd& o conjunto B representa os numeros inteiros menores ou
iguais a zero, que ¢ um conjunto infinito. Logo, os dois conjuntos sdo

diferentes.
A=B
A+B
A+B

Atividade 3

Atende ao objetivo 3
Classifique os conjuntos abaixo em vazio, unitario, finito ou infinito,
conforme o caso:
a) A=1{0,1,2,..,90}
b) B = {x/x énumero inteiro par positivo} = {x € Z*/ x é par}
c¢) C={x € N/xéimpar menor do que 2}

d) D={xe Z/xépar maior do que 4 e menor do que 6}

Resposta comentada

No item (d) desta atividade, ndo é possivel enumerar nenhum ndmero
inteiro par que seja a0 mesmo tempo maior do que 4 e menor do que 6.
Logo, esse conjunto nao possui elementos, ¢ um conjunto vazio, poden-

do ser representado por D = &
(a) finito
(b) infinito

15
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(¢) unitario

(d) vazio

Relacao de Pertinéncia

A relagao de pertinéncia entre os elementos e os conjuntos ¢ notada,
matematicamente, por dois simbolos: € e &, que indicam que um dado
objeto pertence ou nao pertence ao conjunto. Por exemplo: a€ X signifi-
ca que o objeto a pertence ou é elemento do conjunto X ; b€ Y significa
que o objeto b nao pertence ou nio é elemento do conjunto Y.

Exemplos de relacdes de pertinéncia:
SeA=1{3,5,7,9}%
3€ A (se 1é 3 pertence ao conjunto A);

4¢ A (se 1é 4 nao pertence ao conjunto A).

O

Vocé sabia... (Parando para pensar...)

O desenvolvimento da teoria dos conjuntos e da 16gica matemati-
ca mostrou que o conceito original pode conduzir a contradi¢des
légicas.

Assim, utiliza-se a apresentagdo elementar da teoria, evitando-se
a considera¢ao de conjuntos que conduzem a contradigdes, como
é o caso, por exemplo, do conjunto de todos os conjuntos que nao
sao elementos de si proprios.

Esse conjunto conduz ao paradoxo de Russell, quando se pergun-
ta se ele ¢ ou nao elemento de si proprio (se é, ndo pode ser, pela
propria definigao do conjunto em causa; se nao é, tem de ser, tam-
bém pela propria defini¢do do conjunto em causa).

As contradigoes 16gicas sao evitadas pela teoria axiomatica de
conjuntos, cuja ideia basica consiste em chamar de conjuntos
apenas colecoes com propriedades fixadas axiomaticamente.
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Atividade 4

Atende ao objetivo 4

Vamos exercitar a relagdo de pertinéncia?

1. Sejam A = {3, 5,7, 9} e B = {0, 2, {4}, 6}. Coloque V ou F, conforme o

caso:
a()3€A d(){4leA g()6€B
b.()9¢B e( ){4}¢ B h( ){4€ B
c( )0OE A f( )0eB in()og A

Resposta comentada

E facil verificar que os itens a, b, f, g, h, i sdo verdadeiros, enquanto sdo

falsos os itens ¢, d, e.

Note que os itens d, e, h propdem a andlise de {4}. Como veremos adian-
te nesta aula, uma das formas de representar um conjunto ¢ descrever
seus elementos entre chaves. No caso, apesar de estar escrito entre cha-
ves, {4} é um elemento pertencente ao conjunto B. Logo, é verdadeiro
escrever {4}€ B, pois estamos descrevendo uma relagdo entre um ele-

mento e um conjunto, e ndo uma relagao entre conjuntos.

Relacao de Inclusao

A relagdo de inclusao entre conjuntos é notada pelos simbolos c e
&, que indicam que um conjunto esta contido ou nao estd contido em
outro. Dados dois conjuntos A e B, diz-se que A esta contido em B (ou
A ¢é um subconjunto de B) se todo o elemento do conjunto A também

for elemento do conjunto B.
ACB < (Vx)(xe A = x€B)

Por exemplo, A c B significa que o conjunto A esta contido no conjun-
to B; ja B C significa que o conjunto B ndo esta contido no conjunto C.

17
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Exemplos:
A A A A A
2
4 4
7 7 7
{1}cA {1,2)CcA {1,2,4}CA {1,2,4,7}CA {}cA
Propriedades:

I. Todo conjunto estd contido em si mesmo.

I1. O conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto.

Numero de subconjuntos de um conjunto

Se um conjunto A possuir n elementos, entdo existirdo 2" subcon-
juntos de A.

Exemplo:

Sendo A = {1, 2, 3}, qual é o numero de subconjuntos de A?

Como A possui 3 elementos, teremos 2" = 2° = 8 — J, {1}, {2}, {3},
{1> 2}) {1’ 3}’ {2) 3}) {1) 2) 3}

Propriedades:

Sendo A, B e C trés conjuntos arbitrarios, valem as seguintes pro-
priedades:

1) & D < A (O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto);
22) A C A (reflexiva);

32) (ACBeBC A)= A = B (antissimétrica);

42) (ACBeBCc C)=>ACC.

Com o mesmo significado de A C B, pode-se escrever BD A, que
significa dizer que B contém A. Convém notar que o fato de se verificar
a relagdo AC B nio exclui a possibilidade de se ter também BC A;

18
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quando essas duas relagdes sdo conjuntamente verificadas, os conjun-
tos A e B tém precisamente 0os mesmos elementos, e diz-se, entao, que
sao iguais (ou que sdo o mesmo conjunto), podendo escrever A = B. O
mesmo ocorre com a negac¢ao dessa relagao, isto é, C ® B significa que o

conjunto C ndo contém o conjunto B.
Exemplo:
Dados os conjuntos A ={-3,-2,-1,0, 1,2} e B={-2,-1, 2};
ADB={-3,-2,-1,0,1,2} D {-2,-1,2} =BCA;

diz-se: o conjunto A contém o conjunto B.

Atividade 5

Atende aos objetivos 4 e 5

Considerando o conjunto A = {, 1, 2, 3, {4}}; coloque €,¢ ,C e nas
sentengas a seguir, conforme o caso:

B... A 1..A {1} .. A 2..A
2,3}..A  4..A {4} .. A {4}} . A
(3,1,2} .. A (,1,2,3, {4} .. A

Resposta comentada

Na atividade proposta, & é um elemento do conjunto A, e ndo o simbo-
lo que representa o conjunto vazio. Assim, a sua relagdo com o conjunto
A é uma relacao de pertinéncia, devendo-se utilizar o simbolo €.

JeA 1€A {1lcA 2€A
{2,3}]c A 4¢ A {4}e A {{4}}c A
{9,1,2}c A {2,1,2,3, {4}}c A

19
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Atividade 6

Atende aos objetivos 4 e 5

Considerando os conjuntos A = {@, 1,2, 3, {4}} e B={D, 1,2, 3, {4},
5}, coloque V (verdadeiro) ou F(Falso), conforme o caso:

()0€A (H){yeB ()f2te A (){3te A
(){4leA ()P€A ()PcCA ()L2€B
(){Y}=A ()ACB

Resposta comentada

Note que a atividade propde trés sentengas similares, mas com significa-
dos totalmente distintos: & € A, & C Ae{} C A, todas verdadeiras.
A primeira apresenta a relagdo entre o elemento &J e o conjunto A, na
qual dizemos que & pertence ao conjunto A. A segunda apresenta a
relagdo entre o conjunto vazio, cujo simbolo é &, e o conjunto A. Como
o conjunto vazio esta contido em todo conjunto, ele esta contido em A.
A terceira sentenga apresenta o simbolo & como elemento do conjunto
unitario { J }. Como & ¢é elemento do conjunto A, o conjunto {J } esta
contido no conjunto A.

(F)oe A (V){1} c B (F){2 e A
(F){3le A (V){4eA (V) €A
(V)D <A (V)2€B (V){drcA
(V)ACB

Atividade 7

Atende ao objetivo 2

Faga um diagrama de Venn que simbolize a seguinte situacdo: A, B, C e
D sao conjuntos nao vazios, talqueD © C © B © A.



Resposta comentada

Como o conjunto D esta contido no conjunto C, que esta contido no

conjunto B, que estd contido no conjunto A, D esta contido nos conjun-
tos A,BeC.

Atividade 8

Atende ao objetivo 5

Represente, com o uso dos diagramas de Venn, os conjuntos A, Be C, de
forma que (A -B) D C,sabendoque AN B= .

Matematica para Contabilidade |
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Resposta comentada

Vocé deve comecar a resolver a questdo pela representacao dos conjun-
tos A e B, considerando a informacao de que ha alguma intersecao entre
os conjuntos A e B, jaque A N B # J. Como C estd contido em A,

tirando-se o conjunto B, a representagao correta seria:

U A

Conjunto das partes

Dado um conjunto A, chama-se conjunto das partes de A (P (A))
aquele formado por todos os subconjuntos de A.

P(A)={x|x c A}

Exemplo:

Se A ={a, b}
P (A) ={9D, {a}, {b}, {a, b}

Atividade 9

Atende ao Objetivo 6

Sejam os conjuntos A, Be Ctaisque A U B=1{1,2,3,4,5,6,7},A N
B={4,5},C-B={1,2},B-A={6,7},C " B= eC C A.Determine
ce.
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Resposta comentada

Considerando que A M B = {4,5} e B- A = {6, 7}, o conjunto B = {4,
5, 6, 7}. Por outro lado, como A Y B=1{1,2,3,4,5,6,7}e A M B = {4,
5}, 0 conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5}. Finalmente, comoC " B=J,C C A
e C - B = {1, 2}, o conjunto C = {1, 2}. Logo, o complementar de C em
rela¢ao ao conjunto A sera formado pelos elementos do conjunto A que

nao pertencem ao conjunto C, ou seja:

C} ={3,4, 5}

Atividade 10

Atende ao objetivo 6

Construa o conjunto das partes do conjunto A = {c, 0, n, t}.

Resposta comentada

Ao construir o conjunto das partes de um conjunto, precisamos enume-
rar todos os conjuntos possiveis de estarem contidos nesse conjunto, a
comegar pelo conjunto vazio, terminando no préprio conjunto.

P(A) = {3, {c}, {o}, {n}, {t}, {c, o}, {c, n}, {c, t}, {0, n}, {0, t}, {n, t}, {c, o,
n}, {c, o, t}, {c, n, t}, {0, n, t}, {c, 0, n, t}}

23



Aula 1 e Teoria dos conjuntos e conjuntos nhumeéricos

Operacoes com Conjuntos

Quando falamos em operagdes, lembramos logo de adi¢ao, subtra-
¢do, divisdo, multiplicacdo entre nameros. E possivel, também, operar
conjuntos. Todas essas operagdes sdo representadas por simbolos dife-
rentes. Veja a representagdo de cada uma delas a seguir.

Uniao
Dados dois conjuntos A e B, chama-se unido de A e B, e indica-se
A U B (A unido B), o conjunto de elementos pertencentes a A ou a B.
AUB={x|xe A ouxeB}

Exemplo:

Sejam A =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} e B=1{7, 8,9, 10, 11}, determine
A UB.

AUB={1,2,3,4,56,7,8,9,10, 11}

A B

12

Ao analisar a unido de dois conjuntos, devemos considerar as se-

guintes possiveis situagoes:
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A B A A B
Propriedades:
1°) AUA=A - aessapropriedade damos o nome de idempotente;
29 Aud=A — aessapropriedade damos o nome de elemento neutro;

3*) AUB=BUA — aessa propriedade damos o nome de comutativa;

4) (AUB)UC=AU(BUC) - aessa propriedade damos o nome de

associativa.

Intersecao
Dados dois conjuntos A e B, chama-se interse¢do de A e B e indica-se
AN B (A interse¢ao B) o conjunto de elementos pertencentes a A e a B.
ANB={x|x€Aex €B}
Exemplo:
Sejam A =1{4,5,6,7,8,9} e B=1{7, 8,9, 10, 11}, determine A N B.
ANB={7,8,9}

25
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Ao analisar a interse¢do de dois conjuntos, devemos considerar as

seguintes possiveis situacoes:
Quando a interse¢ao de dois ou mais conjuntos ¢ vazia, os conjuntos
sao ditos disjuntos. Verifique o ultimo caso acima. Como nao ha ele-

mentos comuns entre os conjuntos A e B, dizemos que ANB =, isto
é, A e B sdo conjuntos disjuntos.

Propriedades:
1°) AN A=A — aessa propriedade damos o nome de idempotente.
2) ANU = A - aessa propriedade damos o nome de elemento neutro.
3") ANB=BMN A — aessa propriedade damos o nome de comutativa.

4) (ANB)NC=AN(BNC)—> aessa propriedade damos o nome de

associativa.

Produto cartesiano

O produto cartesiano, A x B, de A por B, define um novo conjunto:
AxB={(x,y) | xe AeyeB}

Cada um dos elementos do conjunto A ¢ relacionado com cada um
dos elementos do conjunto B, formando um par ordenado, em que o
primeiro elemento pertence ao conjunto A e o segundo elemento do par
pertence ao conjunto B.

E muito fécil conhecer o nimero de elementos do produto cartesia-
no. Se A tem n elementos e B tem m elementos, entio A x B tem (m -

n) elementos.

26
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Exemplo:

Sejam A = {2, 4, 6} e B = {a, b} também representados por:

Como o conjunto A possui 3 elementos e o conjunto B possui 2 ele-
mentos, o conjunto A x B terd (3 x 2) 6 elementos.

A xB={(2,a),(2,b), (4,a), (4,b), (6, ), (6, b)}

Diferenga de conjuntos

Dados dois conjuntos A e B, chama-se diferenga entre os conjuntos
A e B (A - B), o conjunto cujos elementos pertencem a A, mas nao per-

tencem a B.
A-B={x|x€A ex€B}
A-B

€0«
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B-A
A B B A B
Exemplo:

Sejam A ={1,2, 3,4} e B={3,4, 5, 6}, determine A - B.
A-B={1,2}

A B

Conjunto complementar

Dados dois conjuntos A e B, tais que BC A, chama-se complementar
de B em relagdo a A o conjunto A - B, isto é, o conjunto dos elementos
de A que ndo pertencem a B.

Chou B (Ié-se: complementar de B em relacdo a A.)
Exemplo:
SeA=1{1,2,3,4,5}eB=1{3,4,5}
Ci=A-B={1,2}

28
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Numero de elementos de um conjunto

Sejam A e B dois conjuntos finitos, sendo n(A) e n(B) o nimero de
elementos de A e B, respectivamente. Sejam n(A U B) o niimero de ele-
mentos da unido desses conjuntos (AU B) e n(A M B) o nimero de ele-
mentos da intersecao (A M B). Demonstra-se que:

n(AYUB)=n(A) + n(B) -n(ANB)

Repare que, se AN B =, o numero de elementos da uniao dos con-
juntos A e B sera igual ao nimero de elementos do conjunto A somado
ao numero de elementos do conjunto B, pois, nesse caso, os elementos

da interse¢do dos dois conjuntos ndo seriam contados duas vezes. Assim,

Se ANB=U,n(AYB)=n(A) +n(B)

Atividade 11

Atende ao objetivo 7

Foi desenvolvida uma pesquisa em uma academia de ginastica.
Para ajudar a analisar dos dados, o gestor elaborou a seguinte tabela:

Atividades N° de pessoas
Alongamento 109
Hidroginastica 203
Musculagao 162
Alongamento e hidroginastica 25
Alongamento e musculacéo 28
Hidroginastica e musculacéao 41
As trés atividades 5
Outras atividades 115

Considerando que a pesquisa envolveu 500 pessoas, responda as se-
guintes perguntas:

a) Quantas pessoas estao matriculadas apenas em alongamento?

b) Considerando o total de pessoas envolvidas na pesquisa, qual o per-
centual de pessoas matriculadas em alongamento ou musculagao?
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Resposta comentada

A forma mais simples para resolver esta questao é construir o diagrama
de Venn que representa a situagdo. Tem-se 3 atividades principais: alon-
gamento (A), hidroginastica (H) e musculagdo (M), sendo que algumas
pessoas fazem mais de uma atividade e sendo que 5 pessoas fazem as 3
atividades.

O diagrama deve ser preenchido a partir das interse¢des, comegando-se
pela interse¢do dos 3 conjuntos. A seguir, preenchem-se as interse¢des
de cada conjunto com apenas um dos demais, lembrando-se de di-
minuir do total informado o nimero de pessoas que praticam as 3 ativi-
dades, ja que estas pessoas ja foram alocadas na interse¢do dos 3 conjun-
tos. Por exemplo, considerando-se as pessoas que fazem alongamento e
hidroginastica (25 pessoas), esse numero inclui as 5 que praticam as 3
atividades.

A ﬁ B
\/

115
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Assim, a intersecdo entre alongamento e hidroginastica terd 5 pesso-
as na intersecdo das 3 atividades e 20 pessoas na interse¢do apenas de
alongamento e hidroginastica, totalizando as 25 pessoas mencionadas
na tabela. O mesmo raciocinio deve ser aplicado as intersecdes dos de-

mais conjuntos.

Finalmente, para definir o niimero de pessoas que pratica apenas uma
das atividades, deve-se diminuir do valor mencionado na tabela todos
os valores pertencentes ao conjunto em questdo. Por exemplo, a tabela
informa que o conjunto A (alongamento) possui 109 pessoas. Como 20
fazem alongamento e hidroginastica; 23 fazem alongamento e muscula-
¢do e 5 fazem as 3 atividades, temos um total de 48 pessoas. Subtraindo-se
48 de 109, descobrimos que 61 pessoas fazem apenas alongamento, o
que responde ao primeiro item da questdo.

Para responder ao segundo item da questdo, precisamos nos lembrar de
que, usar o conectivo significa dizer que tanto faz qual das duas ativida-
des é realizada, isto é, aceitaremos se fizer uma ou ambas as atividades.
Assim, para sabermos quantas pessoas fazem alongamento ou muscu-
lacdo, devemos somar 61 + 20 + 5 + 23 + 98 + 36 = 243. Para encontrar
o percentual que esse numero de pessoas representa, basta dividir esse
nimero pelo total de entrevistados, 500, achando 48,6%.

Atividade 12

Atende ao objetivo 7

A tabela a seguir expressa o numero de cursos oferecidos em uma facul-
dade, por turno.

Turno Numero de cursos
Matutino 10
Vespertino
Noturno
Matutino e vespertino
Matutino e noturno

Vespertino e noturno

w ~ b~ 00 O ©

Matutino, vespertino e noturno
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Considerando os dados da tabela, responda:
a) Qual é o nimero total de cursos oferecidos por esta institui¢ao?

b) Qual é o numero de cursos apenas vespertinos e noturnos?

Resposta comentada

Mais uma vez, vocé deve construir o diagrama de Venn que represen-
te a questao. Ha 3 hordrios principais: matutino (M), vespertino (V) e
noturno (N), sendo que alguns cursos sao oferecidos em mais de um
turno.

O diagrama de Veen a seguir representa a questdo. Para construi-lo,
precisamos nos lembrar de que no turno matutino, por exemplo, ha 10
cursos, sendo 3 deles matutinos, vespertinos e noturnos; assim, os cur-
sos apenas matutinos e vespertinos serdao 5 — 3 = 2 e 0s cursos apenas
matutinos e noturnos serdo 4 - 3 = 1. Raciocinio semelhante pode ser
seguido para os turnos vespertino e noturno.

M \'/

5

No item (a), o numero total de cursos matutinos é 10, incluindo os que
também sdo vespertinos e os que também séo noturnos; o mesmo acon-
tece com 0s cursos noturnos, que somam 6, € com 0s cursos vespertinos,

que totalizam 9. Assim, para saber o nimero total de cursos, basta fazer
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a soma desses cursos e subtrair sua intersegdo: 10 + 9 + 6 = 25. Agora
precisamos subtrair as interse¢des, para que elas ndo sejam computadas

mais de uma vez. Assim, iremos subtrair:

o 2 (como ele éaintersecao de M eV, foi contado em ambos os conjun-
tos; como sé deveria ter sido contado uma vez, deve-se subtrai-lo);

o 1 (ele éaintersecdo de M e N; pelo mesmo motivo anterior, deve-se
subtrai-lo);

o 1 (ele é a intersecdo de N e V; pelo mesmo motivo anterior, deve-se
subtrai-lo);

o 3 (ele éaintersecio de M, N e V; logo, foi contado trés vezes, e preci-
samos retird-lo duas vezes).

Entio:
10+9+6-(2+1+1+(3x2))=15.

Para saber o niimero de cursos apenas vespertinos e noturnos, (b), de-
vemos nos lembrar de que, dos 4 cursos vespertinos e noturnos, 3 sio
vespertinos, noturnos e também matutinos. Logo, precisamos fazer a sub-
tracdo: 4 - 3 = 1, ou seja, somente 1 curso ¢ apenas vespertino e noturno.

Atividade 13

Atende ao objetivo 7

Em um vestibular, 80 alunos acertaram pelo menos uma questdo entre
as questoes n° 1 e n° 2. Sabe-se que 70 deles acertaram a questao n° 1, e
50 acertaram a questdo n° 2. Qual é o nimero de alunos que acertaram
ambas as questoes?

Resposta comentada

Para resolver este problema, podemos montar o seguinte sistema:
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a+b+c=8
a+b=70
b+c=50

Questio 1 Questio 2

Resolvendo o sistema, encontraremos: a = 30, b = 40 e ¢ = 10. Logo, a

resposta a pergunta é: 40 alunos acertaram ambas as questoes.

Conjuntos Numéricos

Os principais conjuntos numeéricos recebem as seguintes notagoes: N,
Z,QeR.

Conjunto dos Numeros Naturais (N)
Primeiramente, vamos estudar o Conjunto dos Numeros Naturais
(N). Esse conjunto foi criado com o objetivo de fazer contagens.
N={0,1,2,3,..}

O asterisco é colocado acima da letra que representa o conjunto, para
indicar a exclusido do zero, isto é, para representar o mesmo conjunto, s6

que sem O Zero.

N*={1,2,3,..}

Conjunto dos Numeros Inteiros (Z)

A operagao de subtra¢do no conjunto dos numeros naturais s esta
definida para o caso em que o minuendo é maior ou igual ao subtraendo.
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Por exemplo, se fizermos 10 — 3, encontraremos 7 como resposta, que
¢ um numero natural; agora, se fizermos 3 - 10, ndo encontraremos
um numero natural. Assim surgiu o Conjunto dos Numeros Inteiros
(Z), formado pelo conjunto dos nimeros naturais e pelo seu simétrico,
variando de —eo até eo:

Z=1{.,-3,-2,-1,0,1,2,3, ..}

O

O conjunto dos numeros inteiros tem como simbolo a letra Z.

Vocé sabia?

Esse simbolo vem da palavra, em alemao, Zahl (que significa nu-
mero). Apareceu pela primeira vez no livro Algeébre, de Bourbaki.

Podemos escrever o conjunto dos nimeros inteiros considerando ape-
nas seus elementos positivos (nesse caso, temos o proprio conjunto N),
cujo simbolo ¢ Z+; ou apenas seus elementos negativos, Z—.

Z+=1{0,1,2,3,..}
Z-={.,-3,-2,-1,0}

Conjunto dos Numeros Racionais (Q)

Nem sempre a operagdo de divisdo entre dois numeros inteiros tem
como resultado um nimero inteiro. Assim surgiu o Conjunto dos Nu-
meros Racionais (Q), que é composto pelos nimeros que podem ser
expressos na forma a/b, em que a e b sdo inteiros quaisquer, com b dife-
rente de zero (na Matematica, ndo existe divisdo por zero).

Q=1{2 |aeZebe Z*}
b
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O

Os numeros que nao podem ser expressos na forma a/b, com a e

Vocé sabia?

b inteiros e b diferente de zero, chamam-se irracionais.
Sao compostos por dizimas infinitas ndo periddicas.

Ex.:

7 =3,141592654...
V3 =1,73205...

Os niimeros racionais podem ser escritos na forma decimal:

Decimais exatos:

5/1=5 % =05 47/1000 = 0,047
Decimais com infinitas casas periddicas:
1/3=0,333... =0,3 (periodo 3)

2/7 =0,285714285714... (periodo 285714)

Quando o decimal é exato, pode-se transforma-lo em uma fracao

cujo numerador ¢ o numeral decimal sem a virgula, e cujo denomi-
nador ¢ o algarismo 1 seguido de tantos zeros quantas forem as casas
decimais do numeral dado.

Exemplos:

0,87 = 87/100

2,686 = 2686/1000
63,4679 = 634679/10000

Quando o decimal é uma dizima periddica, deve-se procurar sua ge-

ratriz. Os exemplos abaixo ilustram a busca da geratriz de uma dizima:
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Exemplo 1: 0,7777....

x=0,7777...
} =10x-x=7=>x=7/9
10x=7,7777...

Logo, 0,7777...=7/9

De outra forma: no numerador, colocamos o 7 (dizima) e, no deno-

minador, 9, que representa a repeti¢ao de apenas um nimero, o 7.

Exemplo 2: 6,4343...

X = 6,4343...
} = 100x - x =637 = x=637/99
100 x = 643,4343...

Logo, 6,4343... = 637/99

De outra forma, esse nimero é composto pelo inteiro 6 e pela dizima
0,434343...; logo, devo fazer 6 inteiros somados a 43/99, pois, como a
dizima é formada por 2 algarismos, devo utilizar dois 9. Assim, se fizer-

mos a soma, encontraremos 637/99.

Exemplo 3: 2,57919191...

X =2,57919191...
= 10000 x - 100 x = 25534 =

100 x =257,919191...
X = 25534/9900
10000 x = 25791,919191...

Logo, 2,57919191... = 25534/9900

Conjunto dos numeros reais (R)
O conjunto dos nimeros reais ¢ formado pela unido do conjunto dos
numeros racionais com o conjunto dos numeros irracionais.

Os reais racionais, quando expressos na forma decimal, ou sdo deci-

mais exatos ou tém infinitas casas, porém, periddicas.

Os reais irracionais, representados aproximadamente na forma deci-

mal, tém infinitas casas decimais e nio periddicas.
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O

Todo nimero natural ¢ inteiro, ou seja, N é um subconjunto de Z.
Em outras palavras:

NcZ

O conjunto dos nimeros racionais ¢ formado pelo conjunto dos
inteiros e pelas fragdes resultantes da divisdo inexata de dois niime-
ros inteiros. Logo, Z é um subconjunto de Q. Em outras palavras:

ZcQ

Por sua vez, o conjunto dos nimeros racionais Q é um subcon-

junto de R. Em outras palavras:

QcR

O diagrama de Venn permite uma melhor visualizagdo da relacao
existente entre os conjuntos numéricos:

NCZcQcR

A reta real

Os numeros reais sao representados graficamente considerando a
correspondéncia existente entre os pontos de uma reta e os nimeros re-
ais. Assim, a cada ponto da reta corresponde um e um s6 niimero real, e
cada numero real é correspondente de um unico ponto. Por outro lado,
assim como entre dois pontos de uma reta hd infinitos pontos, também

entre dois nimeros reais quaisquer existem infinitos nimeros reais.
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-2 -0,75 0 2,75 4
1 1 1 1 >

Quando trabalhamos com intervalos abertos, o(s) extremo(s)
aberto(s) nao estd(4o0) incluido(s) no intervalo. No caso de intervalos
fechados, o(s) extremo(s) fechado(s) esta(ao) incluido(s) no intervalo.

Intervalos Numéricos

Considerando dois nimeros reais a e b, sendo a < b, podemos defi-
nir alguns subconjuntos de I, chamados intervalos numéricos de extre-
mos a e b:

1. intervalo aberto de extremos a e b:
a b
Jab[={xel|a<x<b} —QOn——
Nesse intervalo, nenhum dos extremos esta incluido, ou seja, os ex-
tremos a e b ndo pertencem ao intervalo I.

2. intervalo fechado de extremos a e b:
a b

[a,b] Z{XEIlaSXSb} — Ommmm——)
Nesse intervalo, os dois extremos estio incluidos, ou seja, os extre-
mos a e b pertencem ao intervalo I.

3. intervalo fechado a esquerda e aberto a direita:
a b
[a,b[={xel|a<x<b} — Gu—
Nesse intervalo, apenas o extremo a estd incluido, ou seja, o extremo a
pertence ao intervalo I e o extremo b ndo pertence ao intervalo I.

4. intervalo aberto a esquerda e fechado a direita:
a b
Jab]={xel|a<x<b} —Om———————

Nesse intervalo, apenas o extremo b estd incluido, ou seja, o extremo
b pertence ao intervalo I e o extremo a ndo pertence ao intervalo I.

Os numeros reais a e b sao denominados, respectivamente, extremo
inferior e extremo superior do intervalo.

Pode-se, ainda, considerar intervalos com extremos nao definidos:
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a
1. (-~,a[={xel|x<a} [ g S —

Ao escrever um conjunto numérico, devemos descrever o que acon-
tece nesse conjunto da esquerda para a direita. Assim, esse intervalo
inclui todos os elementos que vém de -¥ (menos infinito) até o extremo
a, sem inclui-lo.

a
2. (-o,a]={x€I|x<a} e

Esse intervalo € similar ao anterior, mas inclui o extremo a, ou seja,
inclui todos os elementos que vém de -¥ (menos infinito) até o extremo
a, incluindo a.

a
3. Ja,0)={x€I|x>a} — O——

Esse intervalo inicia-se no extremo a, sem inclui-lo, e segue até o
infinito.

a
4. [a,0)={x€I|x>a} — es——e———

Esse intervalo inicia-se no extremo g, incluindo a, e segue até o in-
finito.

5. (-o0,00)=1 ]

Esse intervalo é o proprio conjunto dos numeros reais.

Exemplos:

1. Represente o intervalo [-3, 9[ na reta real:
-3 9
— Oummmmmm—) >

2. Dados A = (-0, 2] e B=[1, 5[, determine:

(a) A YB

AUB=(-00,5[={x€R/x< 5}
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(b)ANB
2
)
1 5
— )
1 2
— =9

ANB=[1,2]={x€R/1<x<2}

Atividade 14

Atende ao objetivo 8

Represente, na reta real, os seguintes intervalos:
(a) ]-2, 4]

(b) 3,71

(€) (=20, 5]

(d){xe R/-2<x<8}

(e) 14, 9(

(£) [1,7]

Resposta comentada

A representacdo de um intervalo na reta real requer o cuidado de identi-

ficar se os valores iniciais e finais do intervalo estao ou nao incluidos nele.
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No item (d), pode-se perceber que o niimero -2 néo estd incluido no in-
tervalo porque o sinal é menor (<) e ndo menor ou igual (<). Ja o 8 esta
incluido no intervalo porque o sinal usado é (<).

-2 4
(a) —— O >
3 7
(b)) —————————— ——) >
5
(C) eesssssss——) >
-2 8
d) —OO—— >
4 9
(e) O——)—————————
1 5
() ———— ———— >
Atividade final

Atende ao objetivo 9

Escreva a notagdo para os seguintes intervalos:

-2 2

(a) —  O—— >

5
(b) O——
0 4

(€) —————O— >
2

(d) O——

-1
(e) ——) >
-5 0
() — G—) >
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Resposta comentada

As notacoes dos intervalos devem sempre ser escritas da esquerda para
a direita. Assim, no item (e), ao representar os valores reais menores
do que -1, devemos escrever o intervalo iniciando em -oo até o -1, sem

inclui-lo.

a) [-2,2] ={xeR/-2<x<2}
b) ]5, o) = {xe R/ x> 5}
¢)]0,4] ={xeR/0<x <4}
d) [2, ) = {xe R/ x> 2}

e) (-oo, -1[ ={xeR/x < -1}
f) [-5,0[={xeR/-5<x< 0}

A representagio grafica de conjuntos numéricos ¢ muito importante
em Matematica, pois nos ajuda a visualizar melhor aquilo que estamos
representando na forma simbdlica. Além disso, esses conceitos serdo
muito tteis no futuro, quando estivermos estudando fung¢des e aplica-
¢oes. Assim, se ainda ndo estiver se sentindo seguro na realizagdo das
atividades desenvolvidas, resolva novamente as atividades propostas até

desenvolver mais seguranca.

Resumo

Neste capitulo, abordamos conceitos importantes de teoria dos conjun-
tos e conjuntos numeéricos, que vocé ird utilizar ao longo do curso.

Discutimos a construgio e a relagdo entre conjuntos, que podem ser fei-
tas entre elementos e conjunto - relagdo de pertinéncia (€, € ) —; ou en-
tre conjuntos — nesse caso, utilizaremos os simbolos contém, esta con-
tido, ndo contém, néo estd contido (D, €, ®, &), conforme o caso.
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Lembramos ainda que os conjuntos podem ser representados por enu-
meragao de seus elementos através da descricdo de uma caracteristica
comum a todos os seus elementos ou por meio do Diagrama de Venn.

Abordamos também a identificagio do conjunto vazio (quando nio
possui elementos), unitdrio (quando possui apenas um elemento), fini-
to (quando conseguimos enumerar todos os seus elementos) ou infinito
(quando nao é possivel enumerar todos os seus elementos). A identifi-
cagdo desses conjuntos facilita a compreensao de diferentes topicos da
Matematica.

Os conceitos abordados foram aplicados em problemas do dia a dia, a
fim de facilitar a sua compreensao e destacar a aplicabilidade do tema.
Finalmente, tratamos dos conjuntos numéricos e da sua representagao
na reta numérica.

A identificagao e a representacao dos conjuntos numéricos facilitardo a
compreensao da construgdo de graficos cartesianos, que serdo tratados
em capitulos futuros deste curso.

O quadro a seguir apresenta alguns simbolos e operagdes tratados neste
capitulo.
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Simbolo Significado Simbolo Significado Operacao

€ Pertence & Se e somente se AxB

& N&o pertence \v/ Para todo CBA i) 15

c Esta contido %) Conjunto vazio A-B

s Nao esta con- N anjunto dos ' a<b

tido numeros naturais

) Contém z Comuiie el ni- a<b
meros inteiros

AV) Nao contém Q anjunto do; . a>b
ndmeros racionais

3 Existe Cpnjunto.dos. . >b
ndmeros irracionais

2 Nao existe R Loy ¢ anb
ndmeros reais

/ Tal que AUB A uniao B avb

= Implica que ANB A intersecéo B o0

Informacoes sobre a proxima aula

Na préxima aula, abordaremos potenciagéo e radiciacdo — tema funda-
mental para o bom desenvolvimento de quase todas as aplica¢des fu-
turas. As atividades desenvolvidas o ajudarao a realizar tarefas como
a simplifica¢ao de expressoes aritméticas e algébricas. Entao, aproveite
bem cada atividade propostal!

Leituras recomendadas

O link a seguir é muito interessante. Nele, vocé encontra diversos temas
relacionados & Matematica bdsica, incluindo os abordados nesta aula e em
algumas aulas que teremos mais adiante. E muito util para relembrar con-
ceitos, e propde atividades para exercitar os conceitos tratados. Vale a visita:
http://pt.wikibooks.org/wiki/Matem%C3%A1tica_elementar/
Imprimir#nogo

Significado

Produto Cartesiano
entre Ae B

Complementar de B
com relacéo a A

Diferenca entre Ae B

A menor que b

A menor ou igual a b

A maior que b

A maior ou igual a b

aeb

aoub

Infinito
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Poténcias e raizes

Metas

Definir os conceitos de potenciacio e radiciacdo. Operar com potencia-

¢do e radiciagdo. Verificar que uma operagéo é a inversa da outra.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1.

reconhecer e aplicar o conceito de poténcia de expoente inteiro e fra-
ciondrio, com base sendo um nuimero real;

. aplicar as propriedades decorrentes da definicio e efetuar operagdes

de multiplicagdo e de divisio com poténcias de mesma base, potén-
cias de um produto ou de um quociente, e poténcia de outras poténcias;

. determinar o significado do expoente zero;
. reconhecer e aplicar o conceito de raiz de um nimero real;

. escrever poténcias com expoentes fraciondrios por meio de uma raiz

e vice-versa;

. aplicar as propriedades da radiciagao;

. calcular expressdes numéricas que envolvam as operagdes de poten-

ciagdo e/ou radiciagdo;

. racionalizar denominadores.
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Introducao

Vamos tratar de assuntos que ja devem ser familiares a vocé: a potencia-
¢do e a radiciagdo. O dominio desses assuntos é fundamental no ambito
da matemadtica para um bom desenvolvimento de quase todas as apli-
cagdes futuras.

O objetivo principal desta aula é capacitar vocé na simplifica¢ao de ex-
pressoes aritméticas e algébricas.

Potenciacao ou exponenciacao

Podemos dizer que potenciagdo representa uma multiplicacdo de
fatores iguais. A exponencia¢do, ou potenciagdo, ¢ uma operacao mate-
madtica, escrita como a”, que envolve dois nimeros: a base a e o expoente
n. Seja a um numero real e n um numero natural, n # 0. A expressao
a", denominada poténcia, representa o produto de n fatores iguais ao

namero a.
a'=a-a-a-a..a(nfatores iguais a a)

Pode-se ler a” como a elevado a n-ésima poténcia ou, simplesmente,
a elevado a n. Alguns expoentes tém nomes especificos: a* costuma ser
lido como a elevado ao quadrado, a* como a elevado ao cubo e a* como
a elevado a quarta poténcia, e assim por diante.

Exemplo:
3*=81
base = 3 (o valor do fator)
expoente = 4 (quantidade de vezes que o fator repete)

poténcia = 81 (resultado do produto)
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Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/
Ren%C3%A9_Descartes

René Descartes, filésofo e matematico francés do século XVII,
foi o idealizador da notag¢do an para as poténcias que utilizamos
até hoje.

Exemplos:

29=2-2-2-2-2=32
(=3)'=(-3) (-3) (-3) (-3) = 81

43 = (1/4)° = (1/4) - (1/4) - (1/4) = 1/64

6'=6

(0,1)*=(0,1) - (0,1) - (0,1) - (0,1) = 0,0001
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10°=10-10-10-10-10 =100.000
102 = (1/10)° = (1/10) - (1/10) = 1/100

(-8)°= (-8) - (-8) - (-8) - (-8) - (-8) - (-8) = 262.144

(-8 = (-8) (-8) - (-8) - (-8) - (-8) = ~32.768
Vamos ver algumas observagdes sobre potenciagao:

1. A poténcia de expoente 1 ¢ igual a base:

al=a;3'=3

2. Toda poténcia de 1 é iguala 1:

12=1;1%=1

3. Toda poténcia de expoente par é positiva:

(-3)*=9; (1/2)*=1/8; (-5)* = 625

4. Toda poténcia de expoente impar tem o sinal da base:

(-3)*=-27; (1/2)° = 1/32; (-7)° = -16.807

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

Escreva em forma de poténcia os seguintes produtos:
a)5-5-5

b) (1/3) - (1/3) - (1/3) - (1/3)

c)6

d)0-0-0-0-0-0-0-0
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Resposta comentada

a) 5° Aplicacdo da defini¢do: o ndmero 5 estd sendo multiplicado por

ele mesmo 3 vezes.

b) (1/3)* Aplicagao da defini¢do: o nimero 1/3 esta sendo multiplicado
por ele mesmo 4 vezes.

c) 6' Aplicagdo da definigdo: o niimero 6 estd sendo multiplicado por
ele mesmo 1 vez.

d) 0® Aplicacdo da defini¢do: o ndmero 0 estd sendo multiplicado por

ele mesmo 8 vezes.

b

(-3)*# -3*, pois 81 = —81. Por qué?

No membro a direita, a base é —3. Assim, (-3)* representa o pro-
duto de -3 por ele mesmo 4 vezes.

Por outro lado, -3* indica o simétrico de 3 elevado & quarta po-
téncia. Dai o valor dessa expressao ser —81.

Propriedades da Potenciacao

As propriedades da potenciacio podem ser facilmente demonstra-
das a partir da defini¢do de potenciacdo e das propriedades da multipli-

cacdo e divisio de numeros reais.

O conhecimento e o uso dessas propriedades facilitam o calculo das
operagdes. Seu uso ¢é facultativo, mas normalmente traz beneficios.

Sejam a e b nimeros reais e m e n numeros inteiros. Entao, sdo ver-
dadeiras as seguintes propriedades:

I)am_anzaern

Para multiplicarmos poténcias de mesma base, mantemos a base e
somamos o expoente.
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Ma"+a*=am™"

Para dividirmos poténcias de mesma base, mantemos a base e sub-
traimos o expoente.

Exemplos

5%. 5% =5 =57=78.125

6°+ 6% =64 = 6> = 36

(_3)2 . (_3)3 — (_3)2+3 — (_3)5 =243

44 =44 =40 =1

2°/27=257 =27

1) (g™ =am "

Para efetuarmos a poténcia de uma poténcia, devemos manter a
base e multiplicar os expoentes.

IV) (ab)"=a™ - b

O produto de dois nimeros elevado a um expoente é igual ao produ-
to de cada um deles elevado a esse expoente.

Observacoes:

1. Se a # 0, entdo a° = 1, como pode ser compreendido pela andlise
do seguinte exemplo:

27/27= 277 = 20
27127 =1

2.0°¢é uma indetermina¢do matematica. Existem outras importantes
indetermina¢des matematicas, como 0/0 . No curso de Célculo, vocé tera
oportunidade de conhecer e entender melhor essas inderteminagdes.

3. Seja a um numero real ndo nulo e » um numero natural, n # 0. A

expressao a™” representa o produto de n fatores iguais ao numero 1/a.
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L, 111 1 (1Y 1
a’ =——— ..—=| — | | n fatores iguais a —
a a a a a a

Observe que essa defini¢do é consequéncia direta da propriedade II.
O expoente negativo pode ser sempre interpretado como resultado de
uma divisdo de poténcias de mesma base na qual o quociente apresenta
um expoente maior que o do dividendo.

Veja que ndo é permitido que a base seja zero. Vocé percebeu a razao?

Se fosse admitido que a fosse zero, estaria sendo realizada uma divi-
40 por zero, e isso ndo esta definido na matematica.

Exemplos:

(22)3=223=26=64
(3-5)0°=3".5"=27-125=3-375

((0,2) - (1,3))°=(0,2)°- (1,3)°=1-1=1

32=(1/3*=1/9

>

Inumeras sdo as aplicagdes matematicas que fazem uso do cal-
culo de poténcias. Juros compostos é um topico elementar e
fundamental da Matemdtica Financeira, que utiliza a operagdo
potenciagdo. Se vocé ja ouviu falar, pode acessar o link a seguir
e aprender um pouco sobre esse topico: http://www.infoescola.

com/matematica/juros-compostos/.
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Atividade 2

Atende ao objetivo 2

Transforme em uma tnica poténcia os seguintes produtos:
a) 8%-8=
b) (-5)*- (-5)'=
2 (2 (2
) z 12112 =
5 5 5
d x*-x°-x'=
Resposta comentada

A resolugdo dessas questdes envolve aplicacdes da observacio 1 e da
propriedade I.

a) 8, pOiS ]6.8 =86. 8!l = 86+l — g7
b) (—5)15’ pOis (_5)8 . (_5)7: (_5)s+7 —
c) (2/5)% pois (2/5) -(2/5)° - (2/5)'= (2/5) >

d) x13’poisx3 'XG .x4:x3+6+4

Atividade 3

Atende aos objetivos 2 e 3

Transforme em uma tnica poténcia os seguintes quocientes:
a) 8+87=

b) 3*+3°=

o (23)¢+(23)F=

d) (2/5)7%+(2/5)2

Resposta comentada

A resolucao dessas questdes envolve o uso da propriedade II.

a) 8", pois 87+87 =8~ =87+7
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b) Dois raciocinios podem ser aplicados:

Aplicar conceito expoente zero: 3*+ 3° = 3*+ 1 = 3*(1 ¢ o elemento neu-
tro da divisdo);

ou aplicar a propriedade de divisao de poténcias de mesma base. Teriamos:
3430 = 34-0 = 34

) (2,3)7, pois (2,3)°+ (2,3)° = (2,3)°"©

d) 1 pois (2/5)2 = (2/5) 2 = (2/5) > 2 = (2/5) 2 = (2/5)°

Uma outra linha de raciocinio é observar que se esta pedindo a divisdo de
um numero diferente de zero por ele proprio, que sempre resulta em 1.

Atividade 4

Atende aos objetivos 2 e 7

Transforme em uma Unica poténcia:
a) (6°7°=

b) (2/3)* =

C) 3. (31/2 . 52)—2 —

d) (57-5%) +(1/5)7 =

e) (3°+3?)+3=

Resposta comentada
a) 66»(—2) — 6 -12
b) (2/3)* = (2/3)

c) A solugdo mais simples faz uso da aplicagdo das propriedades IV e
II1. Também é possivel resolver calculando primeiro o resultado do pro-
duto do interior dos parénteses, depois a poténcia e, s6 entao, o produto.
Contudo, ¢ mais trabalhoso.

3. (31/2 . 52)—2 =3. (31/2)—2 . (52)—2 =3.3 1/2) (-2) , 52-(—2) =3. 3—1 . 5—4 —
3-1/3-(1/5)*= 1/54 = 1/652
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d) (5759 +(1/5)3= (5% + (57) =51 5 =5"13=5

e) (33+3)+3=32+3=3+3=3=1

Atividade 5

Atende aos objetivos 2 e 7

Calcule:

2n + 2n+1 + 2n+2
nt3 n+d
23+ 2

Resposta comentada

Nesta questdo, ndo é possivel calcularmos o numerador e o denomi-
nador, dado que n é desconhecido (expressdo literal). Portanto, para
resolvé-la, é preciso colocar em evidéncia o fator comum para, entio,
podermos simplificar a expressao.

2(14242%) = 7-2"=7.2" = 7

23 (1+2Y)  3.2"3 3.8.2" 24

Radiciacao
A radicia¢do nada mais é que uma operac¢io inversa da potenciagao, em
que, dado o valor da poténcia e do expoente, deseja-se conhecer a base.
Exemplo:
Qual é o nimero que elevado ao cubo resulta em 27?2
Em termos simbolicos, teriamos:
x*=27

Por meio de simples calculos, é facil chegar a resposta, que nesse caso

¢ o0 numero 3.
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Para responder a questdes similares a essa, criou-se a operagao radi-
ciacdo e o operador raiz.

Seja a um numero real e n um numero natural nao nulo. Entdo: se
a > 0, a raiz n-enésima de a é o niimero real positivo que elevado a n
resulta em a. Para representar essa operagao, usa-se a notagao:

(/; ou a1/n

Lé-se 4/a como raiz n-ésima de a, em que a é denominado radicando

e n, indice.

Quando o indice é o nimero 2, nao é usual escrevé-lo. Isto é:

da=a

Algumas raizes possuem denominagdes especificas: Ja costuma ser
lido como raiz quadrada de a, i/; como raiz ctubica de a.

Exemplos

38 =2,pois2° =8

f/a =3, pois 3* =81

Jo =0, pois 0°=0

J64 =38

~ 64 =8

Y625 =5

- 625 =-5

O

Vocé pode agora estar se perguntando a razao de V9 =3 emvez

de /9 =-3.Sera que ambas as respostas estdo corretas?

Nio! Embora 32 = (-3)? =9, o resultado da operagéo é 3. O resul-
tado de toda e qualquer opera¢do matematica deve ser tinico. Dai
convencionou-se que a raiz de indice par sempre retorna o valor

nao negativo.
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Se a < 0, entdo a raiz n-enésima de a é o numero real negativo que

elevado a n resulta em a.
Exemplos
ﬁ = -2, pois (-2)° = -32
=27 = -3, pois (-3)° = 27
Observe que nao faz sentido a seguinte expressao:

{/-64

Nenhum numero, ao ser elevado a um expoente par, resulta num
valor negativo, conforme observado no nosso estudo de poténcias.

Também devemos destacar que essa opera¢do ndo esta definida
para indices que ndo sejam naturais. Por exemplo, a expressio V16
ndo esta definida.

Atividade 6

Atende ao objetivo 4

A érea de um terreno quadrado é de 196 metros quadrados. Qual é a
medida do lado desse terreno?

Resposta comentada
Sabe-se que a area de um quadrado ¢ dada por 1%, em que 1 = lado.
12=196

Isso corresponde a seguinte pergunta: Qual é o nimero que elevado ao
quadrado resulta em 196?

A operagdo matematica que representa essa operagao ¢ a radiciago.

1=+196 =+/14*> =14
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Atividade 7

Atende ao objetivo 4

Calcule:

a) 36
b) 81
o) ¥-32
d) 4/~10.000

Resposta comentada
a) 6, pois 6° = 36

b) 3, pois 3* = 81

c) -2, pois (-2)°=-32

d) Nao existe. Nenhum numero elevado a uma poténcia par pode ser

negativo.

Uma poténcia com expoente fraciondrio pode ser transformada
numa raiz cujo radicando ¢ a base, o indice ¢ o denominador do expo-

ente, e 0 numerador, o expoente do radicando.

3
al=1 / al
Exemplos:
1
J2=22
3
7 =75
8
J5* =52 =5
Vamos agora estudar as propriedades da radiciagdo. Devemos ob-

servar que, como toda raiz pode ser escrita na forma de poténcia, as
propriedades a seguir sdo equivalentes as da potenciagéo.
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Propriedades da Radiciacao

L '\"/;'x"/g = @ ou '\”/;/'\”/E:xm/a/b, b#0

Para multiplicarmos (ou dividirmos) radicais de mesmo indice, de-
vemos multiplicar (dividir) os radicandos e manter o indice.

1L &%a ="

Para efetuarmos a radiciagdo de radicais, multiplicam-se os indices e
mantém-se o radicando.

1L (fa) =%a"

A poténcia de um radical é obtida elevando-se o radicando ao expo-

ente indicado e conservando-se o indice.

Exemplos:
NN

o

u
@812 =481 =33*) =4/3* 3* =43* .43 =3.3=9

61



Aula 2 e Poténcias e raizes

O calculo do valor de uma raiz, de modo geral, é menos trivial que
o da potenciagédo. Por isso, é comum deixarmos a resposta final com o

simbolo da operagdo. Veja o seguinte exemplo:

V50 -/9s =7

Inicialmente, deve-se fatorar o radicando para que seja mais simples
a aplicagao das propriedades apresentadas.

V25 —~2-7°
V25 =272

Aplicando a propriedade I:

BF

Dai temos que:

52 -7J2 =22

Outro exemplo:

V27 +3625 =[3* +3/5* =3.3* +3/5.5 =33 4535

Como os radicais tém indices diferentes, podemos finalizar a respos-
ta neste momento.

Atividade 8

Atende aos objetivos 6 e 7

Fatore o radicando e simplifique os radicais:
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e) V98 —18 —24/32

f) 54180 ++245-17/5

Resposta comentada

a) V32 11=3v11

b) 210’ =1042

o) @?x@ﬂ.xi:x.x?:x@

d) x°=x5=%x°

&) V2.7 23 -2 =72 -32-2:2%2 =
N2-32-82 =42

f) 5v22-3-5+5.7 =175 =305 +7/5 —17/5 =205

Atividade 9

Atende ao objetivo 5

Escreva na forma de poténcia e simplifique o resultado final:

a) (V7

b) L

Resposta comentada

3 1 1
a) 7227227 72=77

1l 1l |
JOROREES
16 V4 |4
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Sempre devemos dar o resultado na sua forma mais simples.

No item a, a resposta 7*? ndo é adequada, pois o expoente corresponde
a uma fragdo impropria. A resposta 7 - 7'* estaria simplificada, mas a
representacdo de 7> na forma de raiz é a padrao.

Racionalizacao

E a operagio que transforma uma fragdo com raiz no denominador
em sua equivalente sem raiz no denominador. Por exemplo:

1

V2

Como podemos reescrevé-la de modo que nao ocorra raiz no deno-
minador?

A resposta é simples e baseia-se na aplicagdo das propriedades apre-
sentadas. Vejamos:

1_1 2 2 2

Observe que, quando multiplicamos o numerador e o denominador
da fragdo original por V2 obtemos uma fracao equivalente a original,
isto é, ndo alteramos o nimero. A escolha do fator 2 justifica-se por
permitir que o expoente do radicando ficasse igual ao indice e, portanto,
podendo ser simplificado.

E se fosse L?

%

Simples! Para que seja possivel eliminarmos o radical do denomina-
dor, é preciso igualar o expoente do radicando ao indice. Assim, o fator
desejado ¢ ¥/3” . Simplificando, temos:

1 433 433 433
B 3

Qd,_,
W
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b

Por que racionalizar?

O costume de racionalizar os denominadores das fragbes é sim-
plesmente uma questao operacional; a racionalizagdo facilita os
calculos manuais. Atualmente, nio ha mais necessidade de racio-
nalizar o denominador, em funcio da facilidade computacional
disponivel, como as calculadoras. Contudo, esse habito esta de tal
modo incrustado nos individuos que dificilmente encontramos
um livro que ndo traga a resposta racionalizada; logo, o proce-
dimento nao pode ser ignorado, e os alunos devem aprendé-lo.

Atividade 10

Atende ao objetivo 8

Racionalize os denominadores:
3

a)ﬁ

145
3

27

Resposta comentada

.3 _ 32 32
22 222 4

by_6__ 65 65
295 294545 145
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3 343 _33/5_%

VETEG

Chegou o momento de vocé verificar o seu aprendizado acerca das
poténcias e raizes. Nosso objetivo ¢ exercitar sua capacidade de repre-
sentar numeros e operagdes aritméticas em termos de poténcias e apli-
car as propriedades das poténcias e raizes. A préxima atividade mescla

os objetivos apresentados.

Atividade 11

Atende ao objetivo 7

1. Calcule:

a) (-5)* - 4%+ (1/5)°

b) (V2 +1)?
2. Sera que \/E+\/£ =+/16+25 ? Justifique.

3.4 = (4%)%. Verdadeiro ou falso? Justifique.

Respostas comentadas
1.

a) Nesta questdo, vocé deve mostrar dominio no uso das propriedades
da potencia¢do, com o expoente fraciondrio e zero. Deve ficar atento a

execucao das operacdes na ordem correta.
25-16+41_ 10 _ 10 _10_ 9 _
> 1 149 1 10
1, Lo
3 9

9
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b)
2+1) - W24D)=v2 V242 1+ 1241 1=«/27+\/5+\/§+1=

2422 +1=2/2+3

2. Falso.

V16 +25=4+5=9
Por outro lado,
V16+25 =+/41

3.

4%; base 4, expoente 32 Assim, primeiro deve-se calcular o expoente
(3%), para depois a poténcia.

4¥=4=262-144

Por outro lado, na expressao (43)2, a base ¢ 4° e 0 expoente é 2. Ha duas
alternativas para o calculo dessa poténcia: pode-se usar a propriedade
(am)" = a™ " ou calcularmos 4’ e, em seguida, elevarmos o resultado ao
quadrado. Veja:

(43)? = 432 = 4° = 4096
(4%) = 642 = 4096

Resumo

Nesta aula, vocé foi apresentado as poténcias e raizes. Vocé aprendeu os
conceitos de potenciacio e radiciacdo, como calcular expressdes numé-
ricas que envolvam as operagdes de potenciacdo e radicia¢do e verificar
que as duas operagdes sdo inversas entre si. A seguir, listamos os princi-
pais conceitos abordados:

Poténcias

Seja a um numero real e n um nimero natural, n # 0. A expressao a”, de-
nominada poténcia, representa o produto de # fatores iguais ao nimero a.

a'=a-a-a-a.. a(nfatores iguais a a)

A expressao a™, denominada poténcia, representa o produto de 7 fato-
res iguais ao nimero 1/a.

L, 1111 (1Y 1
a’ =——— ..—=| — | | n fatores iguais a —
a a a a a a
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Propriedades:
LLa.a'=agmr
Il.a"+a"=a™"
I (@) =a™"
IV. (ab)" = a™ - b"

Raizes

Se a > 0, a raiz n-enésima de a é o numero real positivo que elevado a n
resulta em a. Para representar essa operagio, usa-se a notagao:

1

Q/Zou ar

Propriedades:

I. '\”/;"\”/Ez M ou %/%= Xa/b,b#0
1L §¥/a = "a

L (a)'=a"



Aula 3

Fatoracao de polinomios

Eliane Ribeiro Pereira
Maria Cecilia de Carvalho Chaves



Aula 3 e Fatoracdo de polinbmios

Meta

Apresentar a fatora¢ao de polindmios.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. classificar os polindmios de acordo com o niimero de termos que

possui;
2. identificar o grau dos polindmios;

3. identificar e aplicar a fatoracdo de polindmios com fatores comuns

em evidéncia;

4. reconhecer e aplicar numa expressdo algébrica o caso de fatoragdo
adequado.
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Introducao

Vamos iniciar a nossa aula falando sobre polindémios.

Os polindmios sdo essenciais na Matematica. Eles fazem parte do ramo
denominado Algebra, que faz uso de letras para representar nimeros
quaisquer, associando-as com operagdes aritméticas de adigdo, subtra-
¢do, divisdo, multiplicagdo, potenciagdo e radiciacdo. Existem impor-
tantes aplicagdes de polindmios na Geometria, com o seu emprego na
busca de valores desconhecidos em expressdes matematicas.

Aleksandar Milosevic

Figura 3.1: Os polindbmios tém varias aplicagdes na Matematica.
Fonte: http://www.sxc.hu/photo/347053

A fatoragdo ¢é importante porque nos permite simplificar sentengas ma-
tematicas, o que muitas vezes é fundamental para a sua resolugao. Va-
mos agora conhecer algumas definig¢des.

Definicoes

Expressao algébrica: é uma expressdo matematica formada por letras
e numeros.

Exemplo: 4; 5 - 8xy; 3y
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Monomio: é qualquer expressao algébrica representada por um nu-

mero, uma variavel ou pelo produto de numeros e variaveis.
Exemplo: 3; 5x; -9xy?

Polinémio: é a soma algébrica de dois ou mais mondmios. Cada par-
cela de um polindmio denomina-se termo.

Exemplo:
8x’ - 6x° + 3x* — 5x + 2 é um polindmio com cinco termos.

Note que os polindmios sio compostos por varias expressoes algé-
bricas, podendo envolver apenas niimeros, ou diversas letras, poténcias,
coeficientes etc.

De acordo com a quantidade de termos que possuem, os polindmios
sao classificados em:

o Mondmio - quando ha apenas um termo;
« Binomio - quando ha dois termos;

o Trindmio - quando ha trés termos;

« Polindmio - acima de trés termos.

Com os polindmios, podemos efetuar todas as opera¢des: adi¢do,
subtracao, divisdo, multiplicagdo, potenciagdo, radiciagdo. Vamos agora
recordar algumas defini¢des importantes para o nosso estudo.

Coeficientes

Os termos de um polinémio sao formados por fatores compostos por
letras e nimeros. As letras recebem o nome de variaveis, ou incognitas.
Por sua vez, os numeros sio denominados coeficientes dessas variaveis.

Por exemplo, considere o polindmio:
4’ -3x*+ 5y +x-7

Nos trés primeiros termos, os coeficientes sdo: 4, -3 e 5, respecti-
vamente. O tltimo termo é formado apenas pelo coeficiente, pois nao
possui variaveis. O quarto termo nao possui um coeficiente explicito;
todavia, convenciona-se considerar seu coeficiente como sendo 1, ja que
o produto de 1 pelo termo, nesse caso composto pela variavel x, ndo
altera o seu valor.
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Em geral, os coeficientes sdo escritos na forma numeérica, mas po-
dem também ser representados por letras, que sdo, nesse caso, chama-
das de parametros.

Por exemplo, na expressao:
ax’+bx*+cx+d

a, b, ¢, e d seriam os pardmetros (se entendermos que essas letras ndo

representam variaveis) e x seria a variavel da expressao.

Termos semelhantes

Quando um polindémio é formado por mais de um mondmio, ele
pode apresentar termos semelhantes, que sio monomios encontrados
em um mesmo polindmio com partes literais e expoentes iguais.

Por exemplo, o polindmio:
53 -4x’ +2x+1+6xX-x+2

tem 7 mondmios, sendo que - 4x* e 6 x* sdo semelhantes, pois possuem
as mesmas partes literais; o mesmo ocorrendo com 2x e - x; ecom 1le
2, que nao possuem partes literais. Os termos semelhantes podem ser
unidos, obtendo-se uma forma reduzida para o polindémio.

Assim, escrever um polindmio em sua forma reduzida seria escrevé-lo

sem termos semelhantes. No caso de nosso exemplo, teriamos:

554 —4x* +2x+1+6x°-x+2=5x*+2x>+x+3

Grau de um polinémio

Como vimos, um polindmio ¢ a soma algébrica de dois ou mais mo-
nomios. O monoémio de maior grau, com coeficiente nao nulo, é chama-
do de termo dominante. O grau de um polinémio p = p(x) nao nulo é
dado pelo expoente de seu termo dominante, sendo denotado por gr(P).

Em resumo, o termo de maior expoente de um polindmio reduzido,
nao nulo, determina o grau desse polinémio.

Exemplo:
Esse polinomio poderia ser escrito como:

2-x°=2-1=2- Logo, esse é um polindmio de grau zero, ou gr(P) = 0;
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5x'' - 8x® + 12 = € um polindmio do 11° grau;
3x° - 4x’ + 2x - 8 = é um polinémio do 5° grau;
5x’y — 8xy? + 10 a é um polinémio do 4° grau.

Note que o grau deste polindmio, que possui mais de uma variavel,
considera tanto o expoente da variavel x, quanto o expoente da variavel y.

Temos, também, o polindmio nulo, que nao tem grau, uma vez que
ndo possui termo dominante. Em estudos mais avangados, é possivel
definir o grau de um polinémio nulo, mas isso nao faz parte dos objeti-

vos de nosso curso.

Dizemos que temos um polindmio completo quando ele possui to-
das as poténcias consecutivas desde o grau mais alto até o termo cons-
tante. Se o grau de um polindmio completo for #, o nimero de termos

deste polindmio sera n + 1.
Por exemplo:
' -2xX'+x*+x+3

¢ um polindmio completo, ja que possui todas as poténcias a partir de
4, que é o seu grau mais elevado, até a constante. Note que ele possui 5
termos, isto é, 4 + 1. Ja o polindmio:

3x° - 4x3+2x -8

¢ dito incompleto, pois possui dois coeficientes nulos: o de x* e o de x*

Atividade 1

Atende aos objetivos 1 e 2

Determine o grau do polinémio 10 x> y* - 2 x* y* + 4 x y" - 3 y® e classi-
fique-o quanto ao nimero de termos.

Resposta comentada

O grau do polindmio é dado pela maior soma do expoente das variaveis
de cada termo que o compde. Assim, o polindmio 10 x°y* - 2 x*y* + 4 x
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y’ é de grau 10, que é a soma do expoente das variaveis x e y do segundo

termo. Como esse polindmio tem 3 termos, é um trindmio.

Fatoracao

Fatorar é escrever na forma de produto, isto é, fatores. A vantagem de
apresentarmos um numero ou um polindmio fatorado é a possibilidade
de podermos simplificar a expressao, como fazemos quando trabalha-

mos com fragbes equivalentes.

Quando falamos em fatoracio, podemos abordar tanto a fatoracio de
nimeros quanto a fatoragdo de polindmios, que sera tratada nesta aula.

Fatoracao de Polin6mios

Podemos definir fatora¢gdo como a transformacio da soma e/ou da
subtracdo de varios termos em um produto de diversos fatores. Para
fatorar um polindmio, devemos escrevé-lo na forma de produto entre
mondmios ou outros polindmios.

Vamos apresentar algumas fatoragdes bastante usadas em problemas
algébricos.

1° caso: Fator comum em evidéncia: ax + bx = x(a + b)

A forma mais basica de fatoracio é a colocac¢io de fatores comuns
em evidéncia, isto é, o destaque dos fatores comuns.

Exemplo 1:
ax + bx + cx

Nesse caso, todos os termos possuem a variavel x. Logo, devemos
colocd-la em evidéncia. Lembre-se de que, para colocar em evidéncia,
¢ preciso imaginar a operagdo inversa. Ou seja, se, ao coloca-la em evi-
déncia, multiplicaremos todos os termos por x, para descobrir o valor
de cada termo, devemos dividir cada parcela por x:

75



Aula 3

76

Fatoracéao de polinémios

ax =a, bx =b, X =
X X X
Entao,
x(@+b+c¢)

Para verificar se estd tudo certo, devemos resolver a operagdo de

multiplicagdo e ver se voltamos ao que tinhamos anteriormente, isto é:
AT
x(@+b+c)=x.a+x.b+x.c
Logo, voltamos ao polindmio inicial.
Exemplo 2:
4x + 24

Nesse caso, ambas as parcelas sao multiplas por 4. Fazendo-se racio-
cinio analogo ao anterior, teremos:

X+4:-6=4(x+6)

O

A técnica do fator comum é a mais simples, a mais usual. Sempre
que precisamos fatorar um polindmio, devemos inicialmente ve-
rificar se é ou ndo é possivel aplicé-la.

Atividade 2

Atende aos objetivos 3 e 4
Fatore os polindmios:
a) 8xy - 6ay + 2by

b) x¥*+x +%
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Resposta comentada

a) Nesse caso, podemos facilmente perceber que todas as parcelas pos-
suem a variavel y; além disso, todas tém numero par, isto é, nimeros

divisiveis por 2. Entao, devemos colocar o 2 e 0 y em evidéncia:
2y (4x-3a+b)

b) Nesse caso, temos 0 x em todas as parcelas, mas o fator comum é o
que tem o menor expoente. Assim,

X (1+ 2%+ x%)

2° caso: Fatoragdo por agrupamento: ax + bx + ay + by = (a+b) - (x +y)

Na fatoragdo por agrupamento, nao ha um fator comum a todos os
termos, mas fatores comuns a alguns termos. Assim, devemos agrupar
os fatores de acordo com os termos comuns encontrados.

Exemplo:
3x + 3y + ax + ay = 3x + ax + 3y + ay

Nesse caso, temos duas parcelas que tém o valor x e outras duas com
o fator y. Assim, vamos coloca-los em evidéncia:

x(3+a)+y(3+a)

Note que o fator (3 + a) se repete em ambas as parcelas. O polindmio
entre parénteses pode ser considerado um fator; logo, pode ser colocado
em evidéncia:

x(B3+a)+y(B+a)=3+a)(x+y)

Poderiamos ter realizado a tarefa utilizando outro caminho. Poderi-
amos ter evidenciado os valores 3 e a, que também se repetem em duas
parcelas da expressao inicial. Terfamos, entdo:

3(x+y)+a(x+y)
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De forma semelhante ao caso anterior, o fator (x + y) se repete em
ambas as parcelas e podemos colocé-lo em evidéncia. Assim,

3x+y)t+ax+y)=(x+y)(3+a)

Note que ambos os caminhos levaram a mesma solu¢ao. Logo, vocé
pode escolher qualquer um dos dois para resolver a questao.

Atividade 3

Atende aos objetivos 3 e 4

Fatore o polinomio a* + 4a? + 2a + 8.

Resposta comentada

Nesse caso, os dois primeiros termos tém a* e os dois tltimos possuem
multiplos de 2. Entdo:

a?(a+4)+2(a+4)

Ambas as parcelas tém (a + 4), que pode novamente ser colocado em
evidéncia. Teremos:

(a+4)@+2)

>

Na Matematica, encontramos alguns produtos de expressoes al-
gébricas que tém uma forma geral para sua resolugdo - sdo os
produtos notaveis, que nos permitem resolver tais expressdes

sem que precisemos desenvolver calculos mais trabalhosos.
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Utilize o link a seguir para recordar os produtos notaveis, o que
facilitard a compreensdo dos aspectos abordados em nossa aula
http://www.infoescola.com/matematica/produtos-notaveis/

3° caso: Diferenca entre dois quadrados: a*- b*=(a+b) - (a-Db)

Como é mostrado no estudo dos produtos notéaveis, ao multiplicar-
mos a soma de dois termos, a e b, pela diferenca desses mesmos dois
termos, obtemos como resultado a diferenga de dois quadrados, isto é:

(a+b)-(a-b)=a’-b?

A fatoragdo da diferenca de dois quadrados sempre sera o produto
da soma pela diferenga de dois termos, em que o primeiro termo da
diferenca de quadrados representa o quadrado do primeiro termo entre
parénteses e o segundo termo da diferenca de quadrados corresponde
ao quadrado do segundo termo entre parénteses.

Esse conhecimento pode nos ajudar em alguns casos de fatoragao.
No exemplo 1, analisemos o bindémio:
36-¢

36 é o quadrado de 6 e ¢? é o quadrado de c. Como a’- b?’=(a + b) -
(a-b), podemos considerar que a = 6 e b = c. Substituindo-se:

36-c2=(6+¢)(6-c)

Repare que, para conferir o resultado encontrado, seria necessario
resolver o produto do segundo membro. Terfamos, entao:

/m
(6+c)(6-¢c)=36-6c+6Cc-c2=36-C2
A~

Como mencionamos, conhecer o resultado dos produtos notaveis per-
mite reduzir o volume de céalculos para a resolucio de questoes como essa.

Exemplo 2:
2x* - 18y*

Ao analisar esse bindmio, observamos que nao se trata da diferenca
de dois quadrados, ja que 2 e 18 ndo sdo quadrados perfeitos. Assim,
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devemos examinar a possibilidade de colocar em evidéncia. Notamos
que ambos os termos sdo multiplos de 2; logo, o bindmio pode ser

escrito na forma:

2(x*-9yY)

Agora, ao examinarmos o segundo fator, identificamos a diferenca
de quadrados, logo podemos aplicar a regra dada, pois x* é o quadrado
de 2 e 9 y* é o quadrado de 3 y*. Ficamos, entdo, com:

2(x-3y) - (x-3y?)

b

Chamamos quadrado perfeito qualquer nimero que possa ser

representado pelo quadrado de um nuimero natural. Em outras
palavras, um ntimero natural n é dito quadrado perfeito se, e so-

mente se, existir um nimero natural a tal que n = a*
I3 . 2
n é quadrado perfeito <> 3 ae Njn=a

Entre os nimeros naturais, apenas os quadrados perfeitos tém

raizes quadradas exatas.

Atividade 4

Atende aos objetivos 3 e 4

Fatore os polindmios:
a) 36X - 25y?

b) r-25/36

c) (x+4)-y
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Resposta comentada

a) Usando-se o raciocinio da diferenca entre dois quadrados, podemos
ver que 36 x* é o quadrado de 6x = a, enquanto 25y é o quadrado de 5

y = b. Entao,
a>-b?’=(a+b)-(a-Db)
36x? - 25y* = (6x + 5y) (6x - 5Yy)

b) Nada mudard em nosso raciocinio ao encontrarmos numeros fra-
ciondrios. Neste exemplo, r* é o quadrado de r? enquanto 25/36 é o qua-
drado de 5/6. Assim,

r* = 25/36 = (r* + 5/6) (r* — 5/6)

c) A diferenca entre dois quadrados pode ser aplicada mesmo quando
um dos termos da diferenca é um polindmio - no caso do exemplo, um
bin6mio. Para solucionar a questdo, mantemos o mesmo raciocinio:

(x +4)* é o quadrado de (x + 4), enquanto y* é o quadrado de y.
Entéo:

(x+4) -y =x+4+y)(x+4-y)

4° caso: Trindmio quadrado perfeito
Soma: a>+ 2ab + b?>= (a + b)?

Quando estudamos produtos notéveis, vimos que o quadrado da
soma de dois termos gera um trindmio quadrado perfeito; ou, em outras
palavras, chamamos de trindmio quadrado perfeito o resultado de um
polindmio formado pela soma de dois termos elevados ao quadrado.

(a+b)?=(a’+2ab+b?)
Note que o termo (a + b)?pode ser considerado uma forma fatorada,
pois é igual ao produto de (a + b) por (a + b).

Nem todo trindmio é um quadrado perfeito. Para verificar se um tri-
noémio é um quadrado perfeito, precisamos fazer uma verificacao termo

a termo:
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1. verificar se o primeiro termo do trindmio corresponde ao quadrado
do primeiro termo do binémio, ou, de outra forma, verificar se a raiz
quadrada do primeiro termo do trindmio corresponde ao primeiro ter-

mo do bindmio;

2. verificar se o terceiro termo da soma corresponde ao quadrado do se-
gundo termo do bindmio, ou, de outra forma, verificar se a raiz quadrada
do terceiro termo do trindmio corresponde ao segundo termo do bindmio;

3. verificar se o termo do meio representa o dobro do produto dos 2
termos do binémio.

Por exemplo, seja o trindmio:
xX*+6x+9

Para verificar se ele é um trinomio quadrado perfeito, precisamos

seguir 0s passos acima:

1. calcular a raiz quadrada do primeiro termo: x* - x;

2. calcular a raiz quadrada do terceiro termo: 9 - 3;

3. verificar se o termo do meio é igual ao dobro do produto das raizes
calculadas para o primeiro e o terceiro termos: 2 - 3 - x = 6x.

Assim, o polindmio x* + 6x + 9 é um trindmio quadrado perfeito e
sua forma fatorada é (x + 3)2

Exemplo:

Fatore o polinomio: 4x* + 12xy + 9y°.

Extraindo-se a raiz quadrada do primeiro termo, temos: 2 x.
Extraindo-se a raiz quadrada do terceiro termo, temos: 3 y.

Calculando-se o dobro do produto das raizes calculadas para o pri-
meiro e o terceiro termos, temos: 2 - 2x - 3y = 12xy.

Verificamos que o polindmio ¢ um trindmio quadrado perfeito. As-
sim, sua forma fatorada sera: (2x + 3y)*.
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Atividade 5

Atende aos objetivos 3 e 4
Fatore os polindmios:
a) 25x*+ 10xy +y*
b) 25x* + 40x%y° + 16y°

Resposta comentada

a) A raiz quadrada do primeiro termo ¢ 5x; a raiz quadrada do terceiro
termo € y; e o dobro do produto das raizes calculadas para o primeiro
e o terceiro termos é: 2 - 5x - y = 10xy, que ¢ igual ao segundo termo do
polindmio. Entdo, a forma fatorada desse polindmio é a soma da raiz
quadrada do primeiro termo e da raiz quadrada do terceiro, elevada ao
quadrado: (5x +y)*.

b) O primeiro passo é calcularmos a raiz quadrada do primeiro termo:
5x% a seguir, calculamos a raiz quadrada do terceiro termo: 4y final-
mente, verificamos se o dobro do produto das raizes calculadas ¢ igual
ao segundo termo do polindmio: 2 - 5x* - 4y’ = 40 x*y*. Como o valor
encontrado ¢ igual ao segunso termo do trindmio, temos um trindmio
quadrado perfeito e sua forma fatorada sera dada por: (5x* + 4y°)* = 25
x* + 40 x’y’ +16y°.

Como mencionado, nem sempre um trindmio é quadrado perfeito.
Por exemplo, o trindmio:

16a>+ 12a + 4

A raiz quadrada do primeiro termo ¢ 4 a; a raiz quadrada do terceiro
termo € 2; e o dobro do produto das raizes calculadas para o primeiro e
o terceiro termos é:

2-4a-2=16a
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que ¢ diferente do segundo termo do polindmio. Logo, ele ndo atende a
todas as exigéncias para ser um trindmio quadrado perfeito.

Diferenca: a? - 2ab + b*= (a - b)?

Da mesma forma que tratamos do trindmio quadrado perfeito no
caso de uma soma, podemos fazé-lo para o caso de uma diferenga.

Neste caso, resolvemos o quadrado da diferenga de dois termos para
chegarmos a um trindmio quadrado perfeito; ou, em outras palavras,
aqui o trindmio quadrado perfeito sera o resultado de um polinémio
formado pela diferenca de dois termos elevado ao quadrado.

(a-b)?>=(a?-2ab +b?)

Note que o termo (a — b)* pode ser considerado uma forma fatorada,
por ser igual ao produto de (a - b) por (a - b).

As etapas para verificar se temos um trindmio quadrado perfeito sdo
as mesmas elencadas anteriormente, ignorando-se o sinal para a realiza-
¢do das contas, considerando-o apenas na comparagio final dos valores
encontrados.

Por exemplo, para verificar se 9x* - 24x +16 é um trindmio quadrado
perfeito, faremos:

1° — extrair a raiz do primeiro termo: 3x;
2° — extrair a raiz do terceiro termo: 4;

3° — calcular o dobro do produto dos dois termos encontrados:
2-3x-4=24x.

Como conseguimos verificar os trés quesitos necessarios, podemos
dizer que 9x? — 24x +16 é um trindmio quadrado perfeito e sua forma
fatorada é:

(3x - 4)*=9x* - 24x +16

O

Nem sempre o polindmio nos é apresentado numa ordenagao fa-

voravel. Devemos procurar, na realidade, ao tentarmos aplicar o
quarto caso, identificar se o trindmio possui dois termos que sejam
quadrados perfeitos e um que seja o dobro da raiz dos dois outros
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termos. Assim, o polindmio x* + 6x + 9 e o polindmio 9 + x* + 6x

tém a mesma fatoragdo. O mesmo ocorrerd no quinto caso.

Atividade 6

Atende aos objetivos 3 e 4

Fatore o trindmio 36x° - 48x’ y + 16y2.

Resposta comentada
(6x° — 4y)* = 36x° - 2. 6x° . 4y + 16y = 36x° - 48 X’y + 16y*

O primeiro passo é calcularmos a raiz quadrada do primeiro termo:
6x’ a seguir, calculamos a raiz quadrada do terceiro termo: 4y; final-
mente, verificamos se o dobro do produto das raizes calculadas ¢ igual
ao segundo termo do polindmio: 2 - 6x’ - 4y = 408 x’y. Como o valor
encontrado ¢ igual ao segundo termo do trindmio, temos um trindmio
quadrado perfeito e sua forma fatorada sera dada por:

(6x° — 4y)* = 36x° - 48x’y + 16y”

5° caso: Cubo Perfeito
Soma: a* + 3a’b + 3ab? + b®> = (a + b)?

Quando estudamos produtos notaveis, vimos que o cubo da soma de
dois termos ¢ igual ao cubo do primeiro termo, mais trés vezes o pro-
duto do quadrado do primeiro termo multiplicado pelo segundo termo,
mais trés vezes o produto do primeiro termo multiplicado pelo quadra-
do do segundo termo, mais o cubo do segundo termo:

(a+b)’=a’+3a’b+3ab*+ b’
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Note que o termo (a + b)* pode ser considerado uma forma fatorada,
pois ele ¢ igual ao produto de 3 fatores de (a + b).

Por exemplo, seja o polindmio 125x* + 150 x?y + 60 xy* + 8y’. Nosso
objetivo é fatora-lo na forma (a + b)* =a*+ 3 a’b + 3 ab? + b’.

Analisando-o termo a termo, teremos:

125x°¢é o cubo de 5x; 8y® é o cubo de 2y. Agora precisamos verificar
os termos do meio: 150x%y ¢ igual a 3 - (5x)* - 2y; e 60xy* é igual a 3 -
5x - (2y)* Assim,

125x* + 150x%y + 60xy* + 8y’ = (5x + 2y)’

Logo, o polindmio 125x* + 150x%y + 60 xy* + 8y*¢é um cubo perfeito
e sua forma fatorada é dada por (5x + 2y)’.

Atividade 7

Atende aos Objetivos 3 e 4

Fatore o polinomio 8x° + 12x*y* + 6x%y° + y°.

Resposta comentada

Como nao temos informagao se esse polindmio é um cubo perfeito, pre-
cisamos testar cada termo. Assim, vemos que 8x° é o cubo de 2x* y° é o
cubo de y°.

Agora precisamos verificar os termos do meio:
12 x*y* éigual a 3 - (2x?)* - y% e 6 x?y° é igual a 3 - 2x? - (y*)?
8x° + 12x'y’ + 6x%y° + y° = (2x* + y°)°

Entao, 8x° + 12x'y’ + 6 x’y® + y* ¢ um cubo perfeito e sua forma fatorada
¢ dada por (2x* + y*)%.
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Diferenca: a* - 3a’b + 3ab? - b* = (a - b)?

Também podemos encontrar um cubo perfeito como resultado de
um polindmio formado pela diferenca de dois termos elevada ao cubo.

(a-b)y’=a’*-3a’b+3ab*-b’

Por exemplo, seja o polindmio 343x® — 588x* + 336x - 64. Nosso ob-
jetivo é fatora-lo na forma (a - b)* = a’>- 3a’b + 3ab*- b’

Analisando-o termo a termo, teremos:

343x* o cubo de 7x; 64 é o cubo de 4. Agora precisamos verificar os
termos do meio: 588x* é igual a 3 - (7x)*- 4; e 336x é igual a 3 - 7x - (4).
Assim,

343x° - 588x? + 336x - 64 = (7x — 4)°

Logo, o polindmio 343x* - 588 x* + 336 x — 64 ¢ um cubo perfeito e
sua forma fatorada é dada por (7x — 4)°.

(7x — 4)* = 343x> — 588x* + 336x — 64

Atividade 8

Atende aos objetivos 3 e 4

Fatore o polindmio 8a’ — 18a’b + 54ab” - 27b°.

Resposta comentada

Como nao temos informagao se esse polindmio é um cubo perfeito, pre-
cisamos testar cada termo. Assim, vemos que 8a*é o cubo de 2a; 27b*é o
cubo de 3b. Agora precisamos verificar os termos do meio: 18a’b ¢ igual
a3-(2a)*- 3b; e 54ab’ é igual a 3 - 2a - (3b)”. Entao,

8a® — 18a’b + 54ab’ — 27b* = 8a* - 3 - (2a)*- 3b + 3-2a- (3b)* - 27b° = (2
a—3b)’

Logo, o polindmio 8a’ — 18a’b + 54ab” — 27b’ é um cubo perfeito e sua
forma fatorada é dada por (2a - 3b)’.
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Fatoracao completa

Por vezes, é necessario realizarmos mais de uma fatoracao para tor-
narmos um polindmio fatorado ao maximo. Assim, utilizamos todos
os métodos de fatoragao de polindmios necessarios para garantir que o
polinomio esteja fatorado ao maximo, isto ¢, que ele ndo possa mais ser
fatorado.

Por exemplo, para fatorar o polinomio a* - b*, percebemos que esta-
mos diante de uma diferen¢a de quadrados, pois a* é o quadrado de a’e
b* é o quadrado de b Utilizando os conceitos que estudamos, podemos

escrever:
a*-b*=(a®?-b?) - (a®> +b?)
Analisando o resultado encontrado, notamos que encontramos outra
diferen¢a de quadrados, (a* - b?). Logo, podemos novamente fatorar o
binémio (a? - b?):

(>-b*)=(a-b).(a+b)

Entéo, para obtermos a fatorag¢do completa do polinémio a* - b*, de-
vemos fatora-lo enquanto for possivel. Logo, a forma fatorada de a* - b*
sera dada por:

a*-b*=(a-b).(a+b).(a®>+b?).
Exemplo:
Fatore o polindmio x* - 2 x* y + xy*.

Para fatorar o polindmio, percebemos, inicialmente, que todos os
termos possuem a variavel x. Logo, comecamos colocando essa variavel
em evidéncia:

X-2Xy+xyP=x(X*-2xy +Y?)

O segundo fator ainda pode ser fatorado: ele ¢ um trindmio perfeito,
pois x* é o quadrado e x, y* é o quadrado de y e 2xy ¢ o dobro do produto
de x por y. Entdo:

X -2Xy + Yy =x (x> - 2xy + y?) =x (x —y)?
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Atividade final

Atende aos Objetivos 3 e 4

Fatore o polindmio 3a* - 27b%

Resposta Comentada

Note que ambos os termos sdo multiplos de 3. Assim, iniciamos colo-
cando o 3 em evidéncia:

322 -27b* =3 (a® - 9b?)

Encontramos, agora, no segundo fator, uma diferenca de quadrados,
onde a’ é o quadrado de a e 9b* é 0 quadrado de 3b. Entio:

(a?-9b?) = (a-3b) (a + 3b)
E a fatoragdo completa do polinomio sera:

3a’-27b*=3(a*-9b?* =(a-3b) (a+3b)

Vimos, nesta aula, diferentes formas de fatora¢ao de polindmios, que
tém importéncia fundamental no ramo da Algebra matematica. Através
dos polindmios, podemos encontrar valores desconhecidos de expres-
sOes matematicas, o que nos permite resolver inimeras situacdes prati-
cas cotidianas. A simplificagdo dos polindmios, através da fatora¢ao, é
um importante caminho para sua resolugao.

Resumo

A fatoragao permite transformar a soma e/ou a subtragao de varios ter-
mos em um produto de diversos fatores. A fatora¢ao é importante por-
que nos permite simplificar sentengas matematicas, o que muitas vezes
¢ fundamental para a sua resolugao.

Algumas fatoragdes sdo bastante conhecidas e muito usadas em proble-
mas algébricos. Abordamos os casos de fatoragao mais conhecidos, que
se resumem em:
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1° caso: fator comum em evidéncia;

2° caso: agrupamento;

3° caso: diferencga entre dois quadrados;

4° caso: trindmio quadrado perfeito — soma e diferenca;
5° caso: cubo perfeito — soma e diferenca.

Por vezes, é necessario realizarmos mais de uma fatoracio para tor-
narmos um polinémio fatorado ao méaximo. Assim, utilizamos todos
os métodos de fatoracdo de polindmios necessarios para garantir que o
polindmio esteja fatorado ao maximo, isto ¢, que ele nao possa mais ser
fatorado.

90



Aula 4

Equacoes do 1° grau e inequacoes de
1° grau

Eliane Ribeiro Pereira
Maria Cecilia De Carvalho Chaves



Aula

92

4 o FEquacgées do 1° grau e inequacgdes de 1° grau

Meta

Apresentar o conceito de equagdes e inequagdes do 1° grau.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:
1. definir a equagao do 12 grau e identificar a raiz da equagéo;

2. reconhecer e aplicar procedimentos para resolu¢ido de uma equagio
do 12 grau;

3. analisar problemas que envolvam equagao do 1° grau;

4. definir a inequagdo do 1* grau como uma sentenca aberta expressa
por uma desigualdade e aplicar procedimentos para sua resolugao.

Pré-requisitos

Para melhor compreensao e aproveitamento desta aula, reveja, na Aula 1,
os itens 4 (relagdo de pertinéncia) e 7 (conjuntos numéricos e operagoes
com intervalo).
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Introducao

Nesta aula, iniciamos o estudo das equagdes. Equa¢ao é uma maneira
de resolver situagdes nas quais surgem valores desconhecidos quando
se tem uma igualdade. Por serem desconhecidos, esses valores sdo re-
presentados por letras.

Foram os arabes que promoveram um acentuado progresso na resolu-
¢do de equagdes. Para representar o valor desconhecido por meio de
uma sentenga matematica, ou seja, em uma equagao, os arabes chama-
vam o valor desconhecido em uma situacio matemdtica de coisa. Em
arabe, a palavra coisa era pronunciada como xay. Dai surge o x como
tradugdo simplificada de palavra coisa em arabe.

As equagdes ganharam importéncia a partir do momento em que passa-
ram a ser escritas com simbolos matematicos e letras. O primeiro a fazer

isso foi o francés Francois Viéte, no final do século XVI.

O

Frangois Viete (1540-1603) foi um administrador publico e advo-

gado que tinha a matemadtica como um passatempo. Apaixonado
por algebra, esse matematico francés foi responsavel pela introdu-
¢do da primeira notagao algébrica sistematizada, além de contri-
buir para a teoria das equagdes. Ficou conhecido como o Pai da
Algebra. Apesar de ser mais conhecido como matematico, foi tam-
bém um dos melhores especialistas em cifras de todos os tempos.
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Equacdes do 1° grau e inequacgébes de 1° grau

Sentencas matematicas

Uma sentenga é uma afirmagao declarativa que exprime um pen-
samento de sentido completo. Na matematica, as sentengas podem ser
abertas ou fechadas. Observe os seguintes exemplos:

i. 2+2=4
ii. 2+3=6
iii.2+x=4

Todas essas afirmacdes sdo ditas sentencas matematicas. As duas pri-
meiras sdo denominadas sentencas fechadas, pois podem ser classifica-
das como verdadeiras ou falsas. Nesse exemplo, a primeira sentenga é
verdadeira, e a segunda, falsa. A altima sentenca é dita aberta, pois pode

ser verdadeira ou falsa, de acordo com o valor atribuido a x.

Definicao de equacao

Define-se como uma equagédo toda e qualquer sentenga matematica
aberta expressa por uma igualdade na qual exista uma ou mais letras

que representem numeros.
Exemplos:

3x — 13 =2 é uma equacio na qual o ndmero x, que é desconhecido,

recebe o nome incognita ou variavel.

2y + 4 = 8 ¢ uma equagdo na qual o numero y, que é desconhecido,
recebe o nome incdgnita ou variavel.

Xy + 3y + 2x = 20 é uma equagao na qual os numeros x e y, que sdo
desconhecidos, recebem a denominagédo incognitas ou variaveis.

Para cada equagdo anterior, é impossivel afirmar se a igualdade é ver-
dadeira ou falsa, pois os valores das incdgnitas sdo desconhecidos.

Existem inameros tipos de equagdes na matematica. Todas sao im-
portantes e atendem a diversas aplicagdes. Nos exemplos anteriores, po-
de-se observar uma grande similaridade no formato das duas primeiras
equagdes, enquanto a terceira ja se apresenta diferente. Nesta aula, esta-
mos interessados em estudar as equagdes do 1° grau.
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Equacao do 1° grau

Uma equagédo do primeiro grau é toda equagdo na forma:
ax+b=0
em que se tem:
« ae b constantes da equagao, com a # 0 (diferente de zero);

+ xvariavel ou incognita.

Membros de uma equacao

Numa equagao, a expressao situada a esquerda da igualdade é cha-
mada de primeiro membro da equagio, e a expressio situada a direita
da igualdade, de segundo membro da equagao.

Exemplo:

6x + 10 =4x -2
6x + 10: primeiro membro,
4x — 2: segundo membro.

Cada uma das parcelas que compdem um membro de uma equagéo
¢ chamada termo da equagio.

6x, 10, 4x e —2 sdo termos da equagao 6x + 10 = 4x 2.

Conjunto universo

E o conjunto de valores que a varidvel pode assumir. O conjunto uni-
verso é representado pela letra U.

Raiz de uma equacao

Cada um dos valores que, colocados no lugar da incégnita, trans-
forma a equagdo em uma sentenca verdadeira é chamado de raiz da
equagdo. Para verificarmos se um dado nimero é ou nio raiz de uma
equacao, basta substituirmos a incognita por esse nimero e observar-
mos se a sentenca obtida é ou ndo verdadeira. Se a raiz da equagdo per-
tencer ao conjunto universo, esse valor pertencera ao conjunto Verdade
da equagao.
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Portanto, ao resultado da raiz da-se o nome de conjunto verdade V ou

conjunto solugio S.
Exemplos:
a) Verificar se 3 é raiz da equagao 15x — 9 = 6x + 18.
15-3-9=6-3+18
45-9=18+18

36 = 36, que é verdadeiro. Logo, 3 é raiz da equagdo ou S = {3}.

b) Verificar se —2 é raiz da equagdo 4x + 3 = 10 + 2x.
4.(=2)+3=10+2.(=2)

-8+3=10-4

-5 =6, que é falso. Logo, —2 ndo é raiz da equagao.

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

1. Verifique se o nimero 4 é raiz da equagdo 9a — 4 = 8 + 6a.

2. Verifique se o nimero -3 é raiz da equag¢ao 2x — 3 = 3x + 2.

3. Seja aequagdo 2x + 4 = 7 - 4x. Considerando U = R, x = 1/2 é raiz
da equagdo? E U = Z? Justifique.
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Resposta comentada

1. Para fazer a verificagdo, basta substituir o valor dado para a variavel

na equacao. Veja:
9a-4=8+6a
9.4-4=8+6-4
36-4=8+24

32 = 32, verdadeiro

Logo, a = 4 é raiz da equagao.

2.

2x-3=3x+2
2-(-3)-3=3-(-3)+2
—-6-3=-9+2
-9=-7,falso

Logo, x = -3 ndo éraiz da equagao.

3.

2x+4=7-4x
2.(1/2)+4=7-4.(1/2)
1+4=7-2

5 =5, verdadeiro

Logo x = Y% é raiz da equagao considerando U = R, mas ndo é se U = Z,

pois ¥ ¢ Z.
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Método de solucao

Resolver uma equagao do 1° grau em um determinado conjunto uni-
verso significa determinar a raiz ou conjunto solu¢do dessa equagio,
caso exista solucio.

A resolucdo de equagdo do 1° grau é fundamentada nas propriedades
da igualdade descritas a seguir.

Propriedade 4.1 (Principio aditivo): Adicionando um mesmo nu-
mero a ambos 0os membros de uma equa¢ao ou subtraindo um mesmo

numero de ambos os membros, a igualdade se mantém.
Exemplo:
2+3=52+3)+8=5+8<=13=13
2+3=5c02+3)-1=5-1c4=4

Propriedade 4.2 (Principio multiplicativo): Dividindo ou multipli-
cando ambos 0s membros de uma equagdo por um mesmo nimero nao
nulo, a igualdade se mantém.

Exemplo:
243=5&2+3)-4=5-420=20
12+3=15(12+3)+5=15+3&5=5

Com o conhecimento dessas propriedades, estamos prontos para re-
solver equagdes do 1° grau. Os exemplos seguintes ilustram as etapas

necessarias para encontrarmos a solucio. Leia com atencgao.
Exemplos:
a)x—8=20,sendo U=Q.

Resolver uma equagédo ¢ determinar o conjunto de valores que a va-
riavel pode assumir de modo a tornar a sentenca verdadeira. O objetivo
neste exemplo é determinar qual nimero x que, subtraido de 8, resulta
em 20.

Como a operagio inversa da subtra¢do é a soma, adiciona-se 8 ao
primeiro membro. Para preservarmos a igualdade, é necessario também
adicionarmos 8 ao segundo membro (principio aditivo). Assim:

x-8+8=20+8
x =28
Como 28 € Q
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V = {28}, obtendo-se a solucdo da equagio.

b) 5x = 21 — 2x, sendo U = R.

Inicialmente, observa-se que a variavel x esta presente em ambos os
membros da equa¢io. Nosso primeiro passo serd colocar a variavel ape-

nas no primeiro membro. Para isso, aplicaremos o principio aditivo.
5x+2x=21-2x+2x
7x =21
Como desejamos conhecer o valor de x, devemos dividir ambos os

membros da equagdo por 7 (principio multiplicativo).

7x 21
7

x=3

Como3 e R

V= {3}

Quando o conjunto universo nio ¢ especificado, considera-se U = R.

O principio aditivo e o principio multiplicativo servem para facilitar
o entendimento da solugdo de uma equagédo, mas, para resolvé-la, existe

um método simples e pratico, que é o seguinte:

Colocamos no primeiro membro os termos que apresentam a varia-
vel e, no segundo membro, os termos que ndo apresentam variavel. Os
termos que mudam de membro tém os sinais trocados.

Quando se passa de um membro para o outro, usa-se a operagao in-
versa, ou seja, o que estd multiplicando passa a dividir e o que esta divi-
dindo passa a multiplicar. O que esta sendo adicionado passa a subtrair

e 0 que esta subtraindo passa a adicionar.
Para assimilar, veja alguns exemplos de fixagao resolvidos.

a) Determine o valor do x:

4x—-12=8
4x=8+12
4x =20

x=20/4=x=5V ={5}
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b) Qual o valor da incdgnita x?

2-3.(2-4x)=8

2-6+12x=38
12x=8-2+6
12x=6+6

x=12/ 12 x=1V={1}

c)2(x—-4)=4(-x+1)

Nesse tipo de equacio, devemos, inicialmente, retirar os parénteses,
aplicando a propriedade distributiva da multiplicacdo e a regra de eli-

minagdo de parénteses.
2x—-8=-4x+4
2x+4x=4+38
6x =12
x=12/6
x=2

V={2}

d) 6(x — 5) —2(4x +2) = 100
6x — 30 — 8x — 4 =100
6x — 8x = 100 + 30 + 4

-2x=134.(-1)
2x=-134
x=-134/2
X=-67

V ={-67}
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Atende ao objetivo 2

Resolva em R as seguintes equagdes:

a)3x —27 =0
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b)7x-9=2x+16

c)—-(8-4x-7)=2x+7

d) 6(x — 5) — 2(4x + 2) = 80

Resposta comentada
a)3x-27=0
3x — 27 +27 =0 + 27, (PA - Principio Aditivo)

3x =27
3x 27

3 3
x=9

, (PM - Principio Multiplicativo)

V = {9}
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b) 7x - 9 = 2x + 16

Inicialmente, devemos colocar as varidveis no primeiro membro e as
constantes numéricas no segundo membro. O raciocinio aplicado é o
principio aditivo. Assim, temos:

7x - 2x = 16 + 9, isto é, adicionamos a ambos os membros o termo -2x
e o termo +9.

5x =25
5x 25
5 5

x=5

V={5}

)—-(8-4x-7)=2x+7
Neste caso, o primeiro passo é eliminar os parénteses.
-8+4x+7=2x+7

Em seguida, colocar as varidveis no primeiro membro e as constantes

numéricas no segundo membro.

4x —2x=7+8-7

2x =28
x=4
V = {4}

d)6(x—-5)—-2(4x+2)=80
6x—30-8x—-4=280
6x—-8x=80+30+4

-2x=114
114

X=——=-57
-2

x=-57

V ={-57}
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Equacoes com denominador

Agora que ja nos familiarizamos com o uso dos principios basicos para
resolugdo de uma equagao do 1° grau, podemos elaborar mais sua expres-
sd0. Vamos resolver equagdes com denominador. Para tal, devemos:

o reduzir a0 mesmo denominador,
o eliminar os denominadores,
o isolar a variavel.

Observe os seguintes exemplos:

1. 2(x+3) +5(2x—1) =5x—l
3 2 6

Nessa equagdo, inicialmente, calcular o mmc dos denominadores

para, entdo, reduzir todas as fragdes a0 mesmo denominador.

mmc (3,2,1,6) =6

4(x+3)  15(2x-1) _30x 1
6 6 6 6

Ap6s a redugdo ao denominador comum, é possivel eliminarmos o
uso dos denominadores. Isso ¢ garantido pelo principio multiplicativo.

4(x+3)+15(2x-1)=30x-1

Em seguida, analogamente ao realizado na questdo anterior, aplica-
se a propriedade distributiva, agrupam-se os termos semelhantes.

4x+12+30x-15=30x-1

4x +30x—-30x=-1-12+15

4x =2
x=1%
V ={1/2}

>

Menor multiplo comum (mmc): o mmc de dois ou mais numeros
ndo nulos é o menor valor comum pertencente aos multiplos dos

numeros.
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Se vocé esqueceu como se calcula 0 mmc, pode consultar os links:
http://www.brasilescola.com/matematica/calculo-mmc-mdc.htm;
http://www.somatematica.com.br/fundam/mmc.php.

1 1
—(3x+4)=10+—(x-1
2( ) 5( )

13x+4) 10 1x-1) _5(3x+4) _10, 2(x-1)
2 1 5 10 10 10

5(3x+4) _@+ 2(x—1)

10 10 10
5 100 2
—(B3x+4)=—+—(x-1
10( ) 10 10( )

5(3x +4) =100+ 2(x - 1)
15x+20 =100 + 2x - 2
15x - 2x=100-2-20
13x =78

X=6

V = {6}

Atividade 3

Atende ao objetivo 2

Resolva as seguintes equacdes:

a) ZX +§x =256
5 7

b) 3(X—2)+x+3 _
2 4

2




Q) 8(x—3) +3x—3 _

1
9 3
d) 2X+8+X—3 :E
3 6

e) x—10 x+3 12
+ =—
3 5 15

Resposta comentada

a) ZX+ix =256
5 7

Primeiro passo: cilculo do mmc.

mmc (5,7) =35

49 15 8960

—_—X=—

X
35 35 35

Eliminar os denominadores.

49x + 15x = 8960

64x = 8960
x = 140
V = {140}

b) 3(X_2) X+3:

+ 2

Primeiro passo: calculo do mmc.

mmc (2,4) =4
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6(x—2) +x+3 8
4 4 4

Eliminar os denominadores.
6(x—2)+x+3=8
6x—-12+x+3=8
6x+x=8+12-3
7x=17

x=17/7

VvV ={17/7}
8(X—3)+3X3—3:

<) 1

Primeiro passo: calculo do mmc.

mmc (9,3)=9

8(x~3) 3(3x-3) _9
9 9 9

Eliminar os denominadores.
8(x-3)+3(3x-3)=9
8x-24+9x-9=9
8x+9x=9+24+9

17x =42

x =42/17

x=6

V=1{6}

d) 2x+8+x_—3:2
3 6 4

Primeiro passo: calculo do mmc.
mmc (3,6,4) =12

42x+8)  2(x=3) _30
12 12 12




Eliminar os denominadores.

4(2x + 8) +2(x — 3) =30
8x+32+2x-6=30

8x+2x=30-32+6

10x=4
x=4/10=2/5
V ={2/5}

x—10 x+3 12
e) + =
3 5 15

Primeiro passo: calculo do mmc.

mmc (3, 5,15) =15

5(x=10)  3(x+3) _12
15 15 15

Eliminar os denominadores
5(x—10) + 3(x +3) = 12
5x-50+3x+9=12
8x=12+50-9

8x =53

x =53/8

V ={53/8}

Equacao sem solucao
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As vezes, uma equagio ndo tem solugdo. Nesse caso, dizemos que ela

é impossivel ou que a solugéo é vazia.

Exemplo:
Resolver a equagao.

3x+5=3(x+4)
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3x+5=3x+12
3x-3x=12-5
0x=7

Essa sentenga é sempre falsa, pois ndo existe nenhum nimero que

multiplicado por 0 resulte em 7.

vV=y¢

Equacao com infinitas solucoes

Ha casos em que todos os numeros do universo considerado sdo ra-

izes da equagdo. Dizemos que ela tem infinitas solugdes.

3x-3 x-1
6 2
mmc (6,2) =6
3x-3  3(x-1)
6 6
3x-3=3(x-1)
3x-3=3x-3

3x-3x=-3+3

0x=0

Essa sentenga é sempre verdadeira, pois qualquer nimero multipli-
cado por zero ¢ igual a zero. Entao, a equagao tem infinitas solugdes.

O

0x = k, onde k é uma constante numérica diferente de zero e re-

presenta uma equagao impossivel.

0x = 0 representa uma equagdo indeterminada, isto é, admite
infinitas solu¢des. Qualquer nimero real multiplicado por zero

resulta em zero.
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Atividade 4

Atende ao objetivo 2

Resolva em R:

a)2-(6x—4)=3-(4x-1)

b)10-3x-8=2-3x

<) —(éx+l]=2[3—£x)
2 4

d)0,5x-23+x=-(2,3-1,5x%)

Matematica para Contabilidade |
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Resposta comentada
a)2-(6x—4)=3-(4x-1)
12x-8=12x-3

12x - 12x=-3+8

0x=5

vV=yg

b)10-3x-8=2-3x

-3x+3x=2-10+38

0x=0
V=R
¢y — Ex+1 =2 3—§x
2 4

5 10

——x-1=6——xXx
4

mmc (2,4) =4

10 4 24 10
—X - — = — — —X

4 4 4

-10x -4 =24 -10x
-10x + 10x =24+ 4
0x =28
V=9

d)0,5x - 2,3 +x=-(2,3-1,5x)
0,5x-23+x=-23+1,5x
05x+x-15x=-2,3+2,3
0x=0

V=R
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Equacoes: modelos de
representacao de problemas

Como vimos na introdugio desta aula, um dos objetivos de estudar-
mos equagdes é o fato de elas servirem como modelo de representagao
de problemas. Vamos passar a traduzir situagdes por meio do uso de
equagoes.

Exemplos:

a) Somando as idades de dois alunos, obtemos 55 anos. Sabe-se que

um dos alunos é 15 anos mais velho que o outro. Calcule as duas idades.

Nesse enunciado, deseja-se conhecer a idade dos alunos. Ambas sao

desconhecidas, mas relacionadas.
Idade do aluno mais novo: x
Idade do aluno mais velho: x + 15
Assim,
x+x+15=55
2x=55-15
2x =40
x=20
O aluno mais novo tem 20 anos, e o mais velho, 35 anos.

b) Sérgio deseja comprar um presente especial para seu pai, que
completa 70 anos. O presente custa R$ 250,00 e esta sendo vendido sem
juros com o seguinte plano de pagamento: uma entrada de R$ 70,00 e
mais 4 prestagdes iguais. Qual é o valor de cada prestagao?

Prego do presente: 250,00
Entrada: 70,00
Prestacdo: x

Plano de pagamento: 70 + 4x = 250

70 + 4x =250
4x =250-70
4x =180

x =45

O valor de cada prestagao é R$ 45,00.
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¢) Uma casa com 200 m*de area construida tem trés quartos de mes-
mo tamanho. Qual é a drea de cada quarto, se as outras dependéncias da
casa ocupam 140m?*?

Neste problema, a variavel é a drea de cada quarto. O problema infor-
ma adicionalmente que todos os quartos tém a mesma area. Assim, esse
problema tem apenas uma variavel.

3x + 140 = 200, isto é, os trés quartos mais a area das demais depen-

déncias da casa tém que ser igual a area total da casa.
Resolvendo, tem-se:

3x + 140 — 140 = 200 — 140

3x =60
x=60/3
x =20

Resposta: cada quarto tem 20 m>

d) A populagao de uma cidade A é o triplo da populagdo da cidade
B. Se as duas cidades juntas tém uma populagdo de 100.000 habitantes,

quantos habitantes tem a cidade B?

Este problema, a principio, apresenta duas variaveis: a populacdo da
cidade A e a da B. Contudo, o enunciado indica que ha uma relagéo cla-
ra entre essas grandezas: a populagdo de A ¢é o triplo da populagdo de B.

Assim, com uma Unica variavel, é possivel representarmos essa situagao.
3x +x =100.000
4x = 100.000
x = 25.000

Reposta: a cidade B tem 25.000 habitantes.

e) Meu irmao é cinco anos mais velho do que eu. O triplo da minha
idade somando ao dobro da idade dele d4 100 anos. Quais sdo as nossas
idades?

Minha idade: x,
Idade de meu irmao: x + 5.

3x + 2(x + 5) = 100
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3x +2x+ 10 =100
5x =90
x=18

Resposta: minha idade é 18 anos, e a de meu irmao, 23 anos.

Atividade 5

Atende ao objetivo 3

1. Uma pessoa retira R$ 70,00 de um banco, recebendo 10 notas, algu-
mas de R$10,00 e outras de R$ 5,00. Calcule quantas notas de R$ 5,00 a
pessoa recebeu.

2. A relagdo entre o preco de venda e a quantidade vendida (Q) de um
produto é dada pela equagao: Q = 120 — 2p. Determinar o prego p cor-
respondente a 30 unidades de produtos vendidos.

3. Um produto teve seu pre¢o aumentado em 20% para pagamento a
prazo, resultando em um total de R$ 600,00. Qual era o prego a vista do
produto?
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4. Um aluno ganha 5 pontos por exercicios que acerta e perde 3 por
exercicio que erra. Ao fim de 50 exercicios, tinha 130 pontos. Quantos
exercicios acertou?

Resposta comentada

1.

Total de notas de R$ 5,00: x

Total de notas de R$ 10,00: 10 — x
5x + 10(10 — x) = 70

5x+ 100 -10x=70

—-5x =-30
=30
X=—
-5
X=6

Resposta: a pessoa recebeu 6 notas.

2.
Q=120-2p

O enunciado fornece a quantidade Q vendida. Assim, temos:

30=120-2p
30 -120=-2p
-90=-2p
p=45

Resposta: o preco correspondente a 30 unidades vendidas é R$ 45,00.



3.
Prego do produto: x
Preco aumentado: x + 20% de x

x+0,20-x=1,2x

1,2x = 600
x =600/(1,2)
x =500

Resposta: o prego a vista era R$ 500,00.

4,

Total de exercicios corretos: x
Total de exercicios errados: 50 — x
5x — 3(50 — x) =130

5x —= 150+ 3x =130

5x + 3x =130 + 150

8x =280

x =280/8 =35

Resposta: o aluno acertou 35 questdes.

Inequacoes do 1° grau
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Relacionadas com as equagdes do 1° grau, existem as desigualdades

do 1° grau ou inequagdes do 1° grau. Denomina-se inequagio toda sen-

tenga matematica aberta expressa por uma desigualdade. Uma inequa-

¢do pode ser expressa em uma das seguintes formas:

ax+b>0;ax+b<0;ax+b=>0;ax+b<0;ondea,be R,coma=0.

Duas inequagdes tém mesmo sentido quando possuem o mesmo

sinal de desigualdade.
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Método de solucéo

O método para resolugdo de uma inequagdo do 1 ° grau é bastante
similar ao da equagdo do 1° grau. Devemos destacar que, quando resol-
vemos uma desigualdade, nosso objetivo é encontrar um conjunto de
todos os possiveis valores para a variavel que satisfacam a desigualdade.

A resolugdo de uma inequagdo do 1° grau ¢ fundamentada nas pro-
priedades da igualdade, descritas a seguir.

Principio aditivo da desigualdade: ao adicionarmos um mesmo nu-
mero aos dois membros de uma desigualdade, obtemos uma outra desi-
gualdade de mesmo sentido.

Exemplos:
a)

2<5
2+3<5+3
5<8

b)
-10>-20

-10+2>-20+2

-8>-18
c)
~-10 > -20

-10-2>-20-2

-12>-22

Antes de enunciarmos o principio multiplicativo, devemos lembrar que
um nimero negativo é tanto maior quanto menor for seu modulo. Por ou-
tro lado, um ntimero positivo é tanto maior quao maior for seu médulo.

-1 é maior que -2, |-1| < | -2 |

10 é maior que 6, 10| > | 6|
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Principio multiplicativo da desigualdade: uma desigualdade nao al-
tera seu sentido quando multiplicamos ou dividimos ambos os mem-

bros por um mesmo niimero positivo.

Principio multiplicativo da desigualdade: uma desigualdade altera
seu sentido quando multiplicamos ou dividimos ambos os membros

por um mesmo nimero negativo.

A Tabela 4.1 exemplifica as trés possiveis situagdes que podem ocor-
rer quando multiplicamos um mesmo numero pelos dois membros da
desigualdade:

Tabela 4.1: Exemplos: Principio Multiplicativo da Desigualdade

Multiplicando por um nimero  Multiplicando por um niimero Multiplicando pelo nimero
positivo negativo zero
2<4 3>2 2<4
2-3)<4-(3) 3.(-1)<2-(-1) 2-0<4-0
6<12 -3<-2 0=0
Exemplos:
a)
8x+ 15<55

Devemos inicialmente subtrair 15 de cada um dos membros da
inequagao.

8x+15-15<55-15
8x <40

Como queremos o valor de x e ndo o de 8x, iremos dividir ambos os
membros por 8, obtendo:

X < 5.

Como nada foi dito sobre o conjunto universo, entende-se que U =
R, dai:

V={xeR|x<5}

Esta resposta pode ser visualizada na reta real, conforme apresenta-
do na Aula 1.
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b)

3x+1)-3=2x+4

Primeiramente, eliminamos os parénteses:
3x+3-3z2x+4.

Em seguida, devemos isolar a variavel no membro a esquerda e as
constantes numéricas a direita.

3x-x24-3+3

2x >4

x=2

Assim, o conjunto solu¢ao é dado por:
V={xeR|x>2}

2
— O=mmmmmm——)

<)

X X k-1
4 2

5x 2x _ 4(2x-1)
4 4 4

5x +2x<4(2x - 1)
7x<8x-4

7x —8x< -4

-x< -4

—x (-1) £ -4(-1)
x=>4

V={xeR|x>4}



1. Resolva as inequacoes:

a)x—4(x-1)<19

Atividade 6

Atende ao objetivo 4
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b) 3(x +2) > 2(2x +4)

c) E+1<§—x
2 3

_131__)(
10 4

e) x+6_2x+32x+5
3 4 2
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2. Quais sdo, em Z, as trés menores solucbes da inequagido

Resposta comentada

a)x-4(x-1)<19

Iniciaremos aplicando a propriedade distributiva:

x—4x+4<19
x—4x<19-4
-3x<15

Dividindo ambos os membros por —3, temos:
X=2-5

Observe que, como dividimos ambos 0s membros por um nimero

negativo, o sinal da desigualdade foi invertido.

V={xeR[x>-5}

b) 3(x +2) > 2(2x +4)

Mais uma vez, comecaremos aplicando a propriedade distributiva:
3x+6>4x+8

3x-4x>8-6

-Xx>2

Multiplicando ambos os membros por —1, temos:

x<2

V={xeR|x<2}
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5
o Xi1<2-x
2 3

Como essa inequagao apresenta fragdes, o primeiro passo é o calculo

do mmc:
mmc (2,3)=6
3x 6 10 6%
_+_ R —
6 6 6 6

Apos essa etapa, podemos eliminar os denominadores:
3x+6<10-6x

3x+6x<10-6

9x <4

x<4/9

V={xeR|x<4/9}

d) X+2—1S1_X

10 4

mmc (10, 4) =20

2(x+2) 20 _5(1-x)
20 200 20

2(x+2)-20<5(1 —x)
2x+4-20<5-5x
2x+5x<5-4+20
7x<21

x<3

V={xeR|x<L3}

e) x+6_2x+3>x+5

3 4 2

mmc (3,4,2) =12

4(x+6) 3(2x+3>6(x+5)
12 12 12

121



Aula 4 e Equacées do 1° grau e inequacgdes de 1° grau

122

4(x+6)-32x+3)=6(x+5)
4x+24-6x-92=26x+30

4x —6x—-6x>230-24+9
-8x2>15

x < -15/8

V={xeR|x<-15/8}

Sx—lzf21

6 2
Como esta inequagao apresenta fragdes, o primeiro passo ¢ o calculo

2.

do mmec.

mmc (6,2) =6

5x—1_3_x>§
6 6 6

5x-1-3x>6

5x-3x > 6+1

x2—

2

1
xX23+—
2

Entdo, em Z, as trés menores solu¢des da inequacio sdo: 4, 5 e 6.

A resolugido de problemas requer a adogdo de estratégias adequadas
que permitam obter as solu¢des procuradas. A interpretacdo e a repre-
senta¢do de situagdes diversas usando equagdes e inequagdes do 1° grau
constituem um importante primeiro passo no desenvolvimento da nos-
sa capacidade geral de abstrair e resolver problemas. A préxima ativida-
de resume todo o nosso aprendizado desta aula.
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Atividade final

Atende aos objetivos 3 e 4

1. Carlos trabalha em um determinado setor numa industria de carros.
Ele recebe um salario fixo mensal de R$ 2.000,00 mais R$ 20,00 por hora
extra trabalhada.

a) Quantas horas extras ele devera realizar em um més em que precise

contabilizar R$ 600,00 a mais em seu salario?

b) Quantas horas extras ele devera realizar, no minimo, em um més em

que precise contabilizar, pelo menos, R$ 450,00 a mais em seu salario?

2. Uma aluna tem um saldo bancario de R$ 1.000,00. Ao chegar a uma
agéncia bancaria para realizar um saque, ela 1é um aviso que informa
que os caixas eletronicos sé fornecem cédulas de R$ 50,00. Quantas no-
tas de R$50,00 ela ird receber no maximo, se nao deseja que seu saldo
seja inferior a R$ 420,00?

Resposta comentada

1.

a) Varidvel: n° de horas extras no més
2000 + 20x = 2600

20x = 2600 - 2000

20x = 600

x =30
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Ele devera trabalhar 30 horas extras ao todo ao longo do més.
b) Variavel: n° de horas extras no més

20x =450

x=225

Ele devera trabalhar no minimo 22,5 horas extras ao todo ao longo do

més.

2.

Variavel: n° de cédulas de R$ 50,00
1.000 — 50x > 420

Isto é, o saldo atual menos a quantia total sacada (50x) tem que ser
maior ou igual a R$ 420,00.

-50x > 420 — 1000
-50x > -580
x=>11,6

Isto é, no maximo 11,6 notas poderio ser sacadas. Como néo ha inter-
pretacdo pratica para a parte decimal, no maximo 11 notas poderao ser
sacadas.

Resumo

Uma analise cuidadosa das equagdes resolvidas ao longo desta aula nos
permite observar que, normalmente, a penultima linha encontrada na

resolucao é uma igualdade na forma ax = b.

Na pratica, quando resolvemos uma equagdo do 1° grau, transpomos
todos os termos que contém incdgnitas para o primeiro membro e todos
0s que ndo contém para o segundo membro. Isso é feito com base nos
principios aditivo e multiplicativo.

A resolugdo de uma inequagio ¢ feita exatamente como uma equagio
do 1° grau. A unica diferenga ocorre quando é preciso multiplica-la ou
dividi-la por um niimero negativo. Nesse caso, e apenas nesse, ela muda
de sentido.
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Meta

Apresentar o conceito de equagdes do 2° grau.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:
1. definir equagdo do 22 grau e identificar a(s) raiz(es) da equagio;

2. reconhecer e aplicar procedimentos para resolu¢do de uma equagio
do 2° grau;

3. identificar a relacdo entre os coeficientes e as raizes de uma equagio
do 2° grau;

4. analisar e resolver problemas que envolvam equagdes do 2° grau.
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Introducao

Como vimos na aula anterior, equa¢ao é uma maneira de resolver si-
tuagdes nas quais surgem valores desconhecidos quando se tem uma
igualdade. Qual é a diferenca entre uma equagao de 1° grau e uma de 2°
grau? O que determina o grau de uma equagdo é o expoente (a poténcia)
da incdgnita (aletra, geralmente x e y). Nas equagdes de 2° grau, o maior
expoente da incdgnita é 2; nas equagdes de 1° grau, o maior expoente
da incognita é 1.

A resolugao das equagdes do 2° grau ¢é feita por intermédio de uma ex-
pressdo matematica desenvolvida a partir do trabalho de diferentes pes-
quisadores das mais diversas nacionalidades, entre egipcios, indianos,
gregos e babilonios, que utilizavam técnicas que permitiam resolver es-
sas equagoes.

O primeiro registro de que se tem noticia das equagdes do 2° grau foi
feito pelos babilonios. Com uma dlgebra bastante desenvolvida, eles
utilizavam métodos semelhantes aos atuais, ou o0 método de completar

quadrados.

Até o fim do século XVI, as raizes das equagdes do 2° grau ndo eram
obtidas a partir de uma férmula, pois os seus coeficientes ndo eram re-
presentados por letras. Foi o francés Viéte que introduziu as letras como
simbolos nas equagdes, contribuindo para a modernizagao da dlgebra.
Seus trabalhos inspiraram, mais tarde, o francés René Descartes.

Figura 5.1: Viéte

Fonte http://pt.wikipedia.org/wiki/
Ficheiro:Francois_Viete.jpg
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e Fquacgdes do 2° grau

A férmula para resolucao de equagdes do 2° grau foi obtida pelo mate-
matico hindu Sridhara, pelo menos um século antes da publicagdo de

Figura 5.2: René Descartes
Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/
Ficheiro:Frans_Hals_-_Portret_van_
Ren%C3%A9_Descartes.jpg

Bhaskara, que d4 nome a expressao no Brasil.

Ainda hoje, pesquisas sao realizadas com o intuito de descobrir novas

maneiras de resolver equagdes do 2° grau.

O

Bhaskara Akaria (1114-1185) foi um indiano oriundo de uma fami-
lia de astrélogos. Ele seguiu a vocagao familiar, aliando uma orien-
tagdo cientifica a astrologia. Escreveu um famoso livro intitulado
Lilavati, cuja tradugdo é Graciosa, levando estudiosos a pensarem
que tal nome teria sido uma alusdo aos métodos da Aritmética.

No Brasil, na década de 60, deu-se o nome de Bhaskara para a for-
mula de resolugdo da equagao do 2° grau, pratica nao adotada inter-
nacionalmente. Todavia, essa férmula nao foi desenvolvida por ele.
Problemas que recaem numa equagéo do 2° grau ja eram encontra-
dos ha cerca de 4 mil anos antes de Bhaskara em textos dos babilo-
nios. Esses textos eram escritos na forma de regras, sem o uso de
simbolos, sé introduzidos no final do século XVI, com Viéte.
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A grande contribui¢do de Bhaskara se deu com as equagdes in-
determinadas do 2° grau, em especial com a inven¢ao do método
iterativo do chakravala e a modificagdo do classico método kut-
taka, que podem ser considerados como o dpice da Matematica

indiana cldssica.

Sentencas matematicas e equacoes

Como vimos no capitulo anterior, existem sentengas matematicas fe-
chadas (Ex.: 2 + 3 = 5) e sentengas matematicas abertas (Ex.: x> — 4 = 0),
que podem ser classificadas como verdadeiras ou falsas, de acordo com o
valor atribuido a x, chamado de incégnita ou variavel.

Vimos também que existem intimeros tipos de equagdes na Matema-
tica. Nesta aula, estamos interessados em estudar as equagoes do 2° grau.

Equacao do 2° grau

Denomina-se equagao do 2° grau qualquer sentenca matematica que
possa ser reduzida a forma ax® + bx + c= 0, em que x é a incégnita e a, b
e ¢ sa0 nimeros reais, com a # 0. Diz-se que a, b e ¢ sdo coeficientes da
equagdo. Note que o maior indice da incognita na equagao é igual a 2, e
¢ isso que a define como uma equagdo do 2° grau.

Uma equagao do 2° grau tem, entdo, a seguinte forma:
ax*+bx+c=0

em que:

a, b e c sdo as constantes da equagdo, com a # 0 (diferente de zero)
x, variavel ou incégnita

Note que a # 0 é fundamental na defini¢do da equagdo do 20 grau,
pois se a = 0 a equagdo ax’ + bx + ¢ = 0 é reduzida a equagdo bx + ¢ =0,
que é uma equagao do 1° grause b # 0.

Exemplos:
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a) Naequagio7x*-3x+2=0,temosa=7,b=-3ec=2;
b) Naequagio x*-4=0,temosa=1,b=0ec=-4;

c) Naequagdo 3x*+5x =0,temosa=3,b=5ec=0.

Raiz de uma equacao do 2° grau

Vimos que se chama raiz da equagdo cada um dos valores que, colo-
cados no lugar da incdgnita, transformam a equagdo em uma sentenga
verdadeira. Para verificarmos se um dado niimero é ou nio raiz de uma
equagao, basta substituirmos a incégnita por esse niimero e observarmos
se a sentenca obtida é ou ndo verdadeira. Se a raiz da equagéo pertencer ao
conjunto universo, esse valor pertencera ao conjunto verdade da equagao.

Portanto, ao resultado da raiz da-se o nome de conjunto verdade (V)
ou conjunto solugao (S).

Exemplos:

a) Verificar se 2 é raiz da equacao x*—4=0.

22-4=0

4-4=0

0 =0, que é verdadeiro. Logo, 2 ¢ raiz da equagdo ou S = {2}.

b) Verificar se -2 é raiz da equagao x*>—4=0.

(-2)>-4=0

4-4=0

0 = 0, que é verdadeiro. Logo, -2 é raiz da equagdo ou S = {-2}.

Este exemplo nos mostra que a equagdo x> — 4 = 0 tem mais de
uma raiz.

As equagdes do 2° grau podem ter até duas raizes, ou seja, até dois
valores diferentes de x que, ao serem substituidos na equag¢ao, podem
tornd-la verdadeira.
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Atividade 1

Atende ao Objetivo 1

1. Verifique se o numero 4 é raiz da equacio 9x*> — 4 = 8 + 6x.

2. Verifique se o nimero -3 é raiz da equagdo 2x*> — 3x + 5 = 3x*> + 5.

3. Considere a equagao x> + 2x +4 =7 — 7x/2. Sendo U =R, x = % é raiz
da equagao? E se U = N? Justifique.

Resposta comentada

1. Para fazer a verificagdo, basta substituir o valor dado para a variavel
na equagio. Sendo:

9x* —4 =8+ 6x
9-4°-4=8+64
9-16-4=8+24
144 -4 =32

140 = 32, falso

Logo, x = 4 ndo é raiz da equagao.
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2.

2x* - 3x+5=3x>+5
2-(-3)-3-(-3)+5=3-(-3)*+5
2:9+49+5=3-9+5
18+14=27+5

32 =32, verdadeiro

Logo, x = -3 é raiz da equagao.

3.

X*+2x+4=7-7x/2

(172 +2-(1/2) +4=7-7-(1/2)/2
1/4+1+4=7-7/2-1/2
1/4+5=7-7/4
(1420)/4=(28-7)/4

21/4 = 21/4, verdadeiro

Logo, x = ¥ é raiz da equagdo considerando U = R, mas nao é se U = N,
pois 2 ¢ N.

Método de solucao

Resolver uma equagao do 2° grau em um determinado conjunto uni-
verso significa determinar a raiz ou conjunto solu¢ao dessa equagio,
caso exista solucao.

O fundamento usado para obter a férmula geral para resolugao da
equagdo de segundo grau foi buscar reduzir essa equagdo a uma do 1°
grau, por meio da extragdo de raizes quadradas de ambos os membros

da mesma.

A férmula geral de Bhaskara ¢ dada por:

—b++/b* —4ac

2a

X =
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Lembrando que a equagao do 2° grau pode ter até duas raizes, o que
se deseja ¢ identificar tais raizes.

No segundo membro da férmula, A = b* — 4ac é chamado discriminante
da equagio.

Observando o discriminante, é possivel perceber que:

a) Seb’-—4ac>0,aférmula de Bhaskara terd duas raizes reais (x, e x,),
que serdo obtidas a partir da féormula geral:

_ —b++/b* —4ac

X
! 2a

‘= —b—+/b* —4ac

, = —
2a

b) Seb”—4ac =0, a férmula geral de Bhaskara fica reduzida a:

-b
X=—
2a

Nesse caso, a equagdo terd apenas uma raiz.

c) Seb2 —4ac <0, nao é possivel encontrar um numero real que satis-
faga a férmula geral de Bhaskara.

Nesse caso, a equagdo nao tera nenhuma raiz real.
Em resumo, podemos dizer que:

a) A >0,aequagdo tem 2 raizes reais.

b) A =0,aequac¢io tem 1 raiz real.

c¢) A <0,aequagio nio tem raizes reais.
Exemplo:

a) Vamos encontrar as raizes da equagao: x> + 2x — 3 = 0.

Temosa=1,b=2ec=-3, entao:
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242 —41.(-3) 2%4+12 2+4Jl6 2+4

2.1 2 2 2
2+4 6
1:—:—:3
2 2
2—-4 2
XZ :—:—:—1
2
S=1{-1,3}

b) Vamos encontrar as raizes da equagao: x> —2x + 1 =0.

Temosa=1,b=-2ec=1, entio:

X_—(—Z)i\/(—2)2—4.1.1 _2%V4-4 _2-0_2
2.1 2 2 2

S={1}

c) Vamos encontrar as raizes da equagdo: x> + 2x + 3 = 0.

Temosa=1,b=2ec=3,entdo:

_ 24422 -41.3) 244-12 248

2.1 2 2

X

Como A < 0, essa equagdo ndo tera raizes.

Atividade 2

Atende ao objetivo 2

Resolva as equagdes a seguir, definidas para todos os valores de x per-
tencentes ao conjunto R:

a) — (3x> = 27) = 0;
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b) 7x> — 9 = 2x — 16;

c)—(8—-4x*-7x)=2x+7;

d) 6 (x> - 5) -2 (4x + 2) = 10.

Resposta comentada
a)—(3x2-27)=0
Aplicando a propriedade distributiva, temos: —3x* +27 = 0.

Nessa equagdo, a = =3, b = 0 e ¢ = 27. Calcularemos primeiramente o
valor de A:

A=0*—4.(-3).27=12.27=324

Como A > 0, essa equagao terd 2 raizes reais:

044324 418

2.(=3) -6
-1
Xl =+_18:_3 e X2 :—8:3
S=1{-3,3}
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b) 7x*-9=2x- 16

Resolvendo a equagéo, iremos colocar todos os termos no primeiro
membro:

7x2-9=2x-16

7x*-9-2x+16=0

7x*-2x+7=0

Entdo,a=7,b=-2ec="7. Calculando o valor de A, temos:
A=(-2)?-4-7-7=4-196=-192

Como A < 0, essa equagdo nao possui raizes.

c)-(8-4x2-7x)=2x+7;

Nesse caso, o primeiro passo é eliminar os parénteses e, a seguir, passar
todos os termos para o primeiro membro:

-(8-4x*-7x)=2x+7
-8 +4x?+7x-2x-7=0

4x*+5x-15=0

Entio,a=4,b=>5ec=-15. Calculando o valor de A, temos:
A=5—4.4.(~15) = 25 + 240 = 265
Como A > 0, vamos calcular os valores das raizes:

L T5%4265 _—5416,28
2.4 8

—5+16,28 11,28 —5-16,28 21,28
= = =l,4lex, = =

8 8 8

=2,66

X,

d) 6(x* - 5) - 2(4x + 2) = 10

6x*-30-8x-4-10=0

6x2-8x-44=0

Nessa equacdo, a = 6,b = —8 e c = —44. Calculando o valor de A, temos:

A=(-8)*-4.6.(-44) =64 + 1056 = 1120
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Como A > 0, vamos calcular os valores das raizes:

8441120 _8£33,47

2.6 12
8+33,47 41,47 _8-33,47 25,47 _
X, = = =3,46 € X, = =
12 12 12 12

Relacao entre os coeficientes e as
raizes de uma equacao do 2° grau

=-2,12
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O conhecimento da relagdo dos coeficientes da equagao do 2° grau

com suas raizes pode nos ajudar na sua solugao.

Vamos comegar analisando as raizes da equagao geral ax* + bx + ¢ =0.

Sendo A = b? — 4ac, temos:

_ —b+4/b* —4ac

X
! 2a

= —b—+/b’ —4ac

=
2a

Se calcularmos a soma (S) dessas raizes, teremos:

S=x +x, =
! 2 2a

Se calcularmos o produto (P) dessas raizes, teremos:

—b++/b* —4ac N —b—+/b* —4ac _—2b
2a 2a

-b

b\/b2 —4ac —(b* —4ac) B

P=xx

1°°72

b* —b* +4ac _dac _c
42’ 42> a

_ (~b++/b*—4ac) (—b—+/b*—4ac) _b*+by/b? —dac -
2a ‘ 2a -

(2a)°
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Como podemos ver, tanto a soma quanto o produto das raizes da
equagdo do 2° grau tém como quociente o coeficiente a. Assim, se divi-
dirmos cada membro da equagao geral pelo coeficiente g, teremos:

a, b ¢ 0 , b ¢
—X t+—Xx+—-=—&x"+—x+—=0
a a a a a a
Como vimos, a soma das raizes S = — b/a e o produto das raizes

P = c/a. Note que o coeficiente de x ¢ igual a -S e a constante ¢é igual a P.
Logo, podemos escrever a equagao geral do 2° grau da seguinte forma:

x*-Sx+P=0

Assim, conhecidas as suas raizes, podemos obter uma equagdo do
2° grau.

Exemplo:

Escreva a equagdo do 2° grau cujas raizes sao 3 e 4.

S=3+4=7

P=3.4=12

Considerando que x* — Sx + P = 0, temos a equa¢ido: x* - 7x + 12 =0

Determine as raizes da equagdo x* — 2x + 1 = 0, considerando a rela-
¢d0 entre as raizes e os coeficientes da equagio.

S=x+x,=~(-2)/1
P=x-x=1/1

Resolvendo-se o sistema:

encontramos X, = le X, = 1.

Atividade 3

Atende ao objetivo 3

Resolva as questdes a seguir em R, identificando a relagao entre os coe-
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ficientes e as raizes de uma equagao do 2° grau.

a) x*-5x+4=0

b) x2-9=0

¢ 2x2-3x=0

Resposta comentada

a)x’-5x+4=0

Neste caso,a=1,b=-5ec=4. Vimos que S=-b/ae P =c/a, isto é
S=-(-5)/1=5

P=4/1=4

X +x,=5
X,'X,=4
Logo,x =1lex, =4.

b)x*-9=0

Quando temos a equagdo incompleta, podemos resolver a equacio do
2° grau apenas separando a variavel da equagdo no primeiro termo e a
constante no lado direito:

x’=9
x=\/§=i3
Logo, x, =3 ex,=-3.
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c)2x?-3x=0
x(2x-3)=0
x=0 ou
2x-3=0
2x=3
x=3/2

Logo, x, =0ex,=3/2

Equacoes do 2° grau: modelos de
representacao de problemas

Ja vimos anteriormente que as equagdes servem como modelo de
representagdo de problemas. Vamos, mais uma vez, traduzir situagdes
por meio do uso de equagdes. Vamos nos concentrar na constru¢ao mo-
delos com enfoque na resolugdo de situagdes relacionadas a gestao de
processos produtivos.

Exemplo:

1. Sabemos que o custo C para produzir x unidades de certo produto é
dado por C(x) = x* — 14x + 40. Deseja-se investigar o custo de produzir
100 unidades.

Sendo x o numero de unidades a serem produzidas. Como o custo
de produgao é dado por C(x) = x> — 14x + 40, para produzir 100 unida-
des, o custo total serd de C(100) = 100> - 14 - 100 + 40 = 10.000 - 1400
+ 40 = R$ 8.640,00. Logo, o custo de produzir 100 unidades ¢ igual a
R$ 8.640,00.

Como visto na aula anterior, resolver problemas requer a adogdo de
estratégias adequadas que permitam obter as solu¢cdes procuradas. In-
terpretar e representar situagoes usando equagdes e inequagdes ajuda a
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desenvolver nossa capacidade de abstracio e resolugdo de problemas.
A atividade a seguir ajudard a fixar os conteudos abordados nesta aula.

Atividade 4

Atende ao objetivo 4

1. A receita (R) didria de um escritorio de contabilidade é R = p* - 20
p, em que p é o preco cobrado por servico realizado. Que prego deve ser
cobrado para obtermos uma receita diaria de R$ 28.800,00?

2. O lucro total de uma empresa é dado pela diferenca entre a sua re-
ceita total (R) e seu custo total (C), isto é, L = R — C. Numa empresa em
que se produz x unidades, verificamos que sua receita é dada por R(x) =
2x? - 600 x, e seu custo total, por C(x) = x* - 1500 x. Quantas unidades a
empresa deve produzir para que seu lucro seja de R$ 80.524,00?

3. A venda de x milhares de unidades de um determinado software
produzido para microcomputadores gera uma receita dada por R =x* +
11x unidades monetarias. O custo para produzir essas unidades é dado
por C = x*/8 - 16 unidades monetarias. Determine:

a) areceita da empresa para a produgdo de 1.500 unidades;
b) o custo para a produgio de 1.500 unidades;

¢) o lucro da empresa para a producio de 1.500 unidades.
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Resposta comentada

1. Sendo R = p* - 20 p, para descobrirmos o preco, basta igualar a equa-
¢d0 a receita pretendida e resolver a equagéo resultante, ou seja:

p* - 20 p = 28.800
p* - 20 p - 28.800 = 0

Resolvendo a equagio, encontramos x, = 180 e x, = —160. Como nao faz
sentido pensarmos em um prego negativo, o preco buscado ¢ R$ 180,00.

2. Neste caso, tanto a receita total quanto o custo total variam de acordo
com o nimero de unidades x produzidas. Precisamos, inicialmente, cal-
cular a fungéo lucro. Para tanto, basta fazer a diferenca entre as fungoes
receita e custo:

L=R-C=2x>-600x - (x* — 1500x) = 2x?> - 600x - x*> + 1500x = x? +
900x.

O préximo passo € igualar a funcdo lucro ao valor que se deseja atingir,
e resolvé-la:

x* + 900x = 80.524
x* 4+ 900x — 80.524 =0

A =810000-4-1-(-80.524) = 810.000 + 322.096 = 1132096

<= —900£+/1132096  —900£1064
2.1 2

-900+1064
_ 900+106 —3

—900—-1064
X, X, =
2

=-982

Como ndo faz sentido produzir uma quantidade negativa de produtos, a
empresa deve produzir 82 unidades para obter um lucro de R$ 80.524,00.

3. Como conhecemos a equagdo da receita total e do custo total da em-
presa para a producao de x unidades de produto, basta substituir o nu-
mero de unidades desejadas (no caso, 1.500 unidades) em cada equagao:

a) Como a equa¢do da receita total da empresa é dada por R(x) =
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x* + 11x, substituimos x por 1.500: R(1.500) = (1.500)* + 11. 1.500 =
2.266.500. Logo, a receita total para a produgdo de 1.500 unidades sera
de R$ 2.266.500,00.

b) A equagido de custo total da empresa é C(x) = x%/8 - 16, ou seja,
C(1.500) = (1.500)%/8 — 16 = 281.234. Logo, o custo total para a produ-
¢do de 1.500 unidades serd de R$ 281.234,00.

c) Como ja vimos, o lucro total é dado pela diferenca entre a receita
e o custo. Assim, o lucro total para a produgao de 1.500 unidades sera:
L =2.266.500 — 281.234 = 1.985.266. Assim, o lucro total para a produ-
¢do de 1.500 unidades serd de R$ 1.985.266,00.

Conclusao

Como vimos nos exemplos apresentados, em nosso cotidiano, esta-
mos sempre nos deparando com situagdes que envolvem conceitos ma-
tematicos. As equagdes de 2° grau sdo muito importantes, pois podem
ser utilizadas para solucionar iniimeras situagdes praticas.

Ao se deparar com a necessidade de descobrir valores desconheci-
dos, a construgdo de equagdes o ajudara a resolver seu problema. Quan-
do a equagdo construida tiver grau 2, vocé podera contar com uma
expressdao matemdtica desenvolvida a partir do trabalho de diferentes
pesquisadores para resolvé-la: a expressdo conhecida no Brasil como
Férmula de Bhaskara.

As técnicas de resolugao de equagdes discutidas neste capitulo vao
ajudar vocé a encontrar a solugdo buscada.

Resumo

Nesta aula, estudamos equagdes do 2° grau, abordando, inicialmente, a
sua forma geral: ax* + bx +c = 0, com a # 0, pois, caso a = 0, a primeira
parcela da equagdo daria zero e cairiamos em uma equagao do 1° grau,
estudada na aula anterior.
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Vimos que toda equagao do segundo grau tem, no maximo, duas raizes
(ou dois zeros), obtidas a partir da seguinte férmula:

2
ZL Vb—4ac’ sendo A = b?

2a
Para sabermos quantas raizes a equag¢io tera, precisamos verificar se:

X - 4ac
A < 0 - a equagio nao tera raizes reais;

A =0 — a equagdo tera duas raizes reais iguais;

A >0 - a equagdo tera duas raizes reais e distintas.

Por vezes, a equagdo ndo estd escrita na sua forma completa, permi-
tindo que sua resolugdo se dé de forma mais rapida:

Seb =0, a equagdo geral ficara: ax” + ¢ = 0, permitindo sua resolugao

direta:
ax’=-c¢
x*=-cla
x=% [_C

Note que se —c/a > 0, a equagio terd duas raizes reais e distintas; e se
—c/a < 0, a equagao nao tera raizes reais.

Se ¢ =0, a equagdo geral ficara: ax? + bx = 0, cuja resolugao direta sera
feita da seguinte forma:

ax*+bx=0

Xx-(ax+b)=0

Como ¢ um produto, temos que x = 0, ou (ax + b) = 0
ax=-b

x =-b/a

Portanto, neste caso, uma das raizes é sempre nula, e a outra, igual
a-Dbl/a.

Os conceitos que estudamos aqui serdo muito importantes em nos-
sas proximas aulas. Assim, ndo deixe de rever todas as atividades até
sentir-se totalmente seguro para seguir adiante.
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Aula 6 e Razdes, proporcdes e regra de trés

Meta

Apresentar os conceitos de razdo, propor¢ao e regra de trés.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:
1. definir razdes, porcentagens e propor¢des matematicamente;

2. representar matematicamente situacdes reais, por meio de razoes,
porcentagens e proporgoes;

3. identificar as variagdes das grandezas direta e inversamente propor-
cionais;

4. expressar a relacdo das variagoes direta e inversamente proporcionais,

por meio de uma sentenga algébrica (regra de trés).
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Introducgao

Nesta aula, vocé vai aprender os conceitos e aplicagdes das razoes e das
proporgdes e vai ver também como esses conceitos se relacionam com
as porcentagens. Tanto as razdes como as proporg¢des tém aplicagio fre-
quente em situagdes cotidianas, sendo as porcentagens um exemplo de
aplicagdo usual em nosso cotidiano. A regra de trés é apresentada como
uma extensdo do conceito de grandezas direta e inversamente propor-
cionais, que também sao fundamentais no nosso dia a dia, assim como
em diversas aplicagdes matematicas.

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/1420328

Grandezas e medidas

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/1046106; http://www.sxc.hu/photo/909551; http://
www.sxc.hu/photo/480396.
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Razébes, proporgées e regra de trés

Muitas das nossas atividades envolvem medidas. A Fisica, a Quimica
e tantas outras areas do conhecimento baseiam-se na medigdo. Todos
temos certa no¢do do que seja medir. Um feirante ndo comercializa seus
produtos sem uma balanga, um médico mede a presséo arterial, um ope-
rario calcula o total de azulejos necessarios para reformar um banheiro
etc. H4 diferentes coisas que podem ser medidas. Tudo o que pode ser
medido ¢ denominado grandeza. Medir é comparar uma quantidade de
uma grandeza qualquer com outra quantidade da mesma grandeza, que
se escolhe como unidade.

Razao
Denomina-se razdo de dois numeros A e B, B # 0, o quociente forma-
do por eles nessa ordem, isto é, a razdo de A para B é denotada porA/B.

Na razao, o ndmero A ¢ chamado antecedente e o B tem 0 nome de

consequente.

Razdo é uma forma de se realizar a comparagdo de duas grandezas.
Quando tratamos de grandezas de mesma natureza (comprimento, mas-

sa etc.), € necessario que as duas estejam na mesma unidade de medida.

Exemplos:

1. Em uma sala de aula, hd 40 alunos, sendo que 15 deles sdo homens.
Calcule:

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/213004.

a) a razdo entre o numero de alunos do sexo masculino e o total de

alunos;
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b) a razdo entre o nimero de alunos do sexo feminino e o total de

alunos;

¢) arazdo entre o numero de alunos do sexo masculino e o total de

alunos do sexo feminino.
Total de estudantes: 40
Numero de alunos homens: 15

Numero de alunos mulheres: 40 - 15 = 25
3

~ 15
a) razio= —=—
40 8

b) razdo = Ezé
40 8

~ 15 3
¢) razio= —=—
25 5

2. Hamilton tem 1,80 m de altura, e seu cachorro, 40 cm. Qual a razdo

entre a altura do cachorro e a de Hamilton?

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/1425610

Altura do cachorro: 40 cm

Altura de Hamilton: 1,80 m = 180 centimetros (medida equivalente)
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3. Em margo de 2013, O BC divulgou a lista dos maiores bancos do
Brasil por ativos totais.

Posicao Nome Ativos totais em R$
1 Itat-Unibanco 1,028 trilhdo
2 Banco do Brasil 935,4 bilhoes
3 Bradesco 894,467 bilndes
4 Caixa Economica Federal 702,9 bilhdes
5 Santander Brasil 448,601 bilhoes

Determine a razao entre:
a) os ativos totais do Banco Itai-Unibanco e Caixa EconOmica,

b) os ativos totais do Banco Bradesco e Banco do Brasil.

1028
702,9

a. razao =

Observe que, para calcularmos essa razdo, transformamos a infor-

magao sobre o total de ativos do Banco Itat-Unibanco para bilhoes.

894,467
935,4

b. razao =

Também ¢é possivel determinar a razdo entre duas grandezas distin-
tas. Vejamos as questoes:

4. A densidade de um composto quimico consiste na razao entre a sua
massa e o seu volume. Assim sendo, calcule a densidade do ferro, saben-
do que 30 cm’ de ferro tem uma massa de 235,8 g.

massa _ 235,8

dj=———= =7,86g/cm3
volume 30

Perceba que, quando duas grandezas diferentes (no caso anterior,
massa e volume) estabelecem uma razio, esta vem acompanhada por

uma unidade de medida (no caso anterior, g/cm?).
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Atividade 1

Atende aos objetivos 1 e 2

1. O meu saldrio atual é R$ 4.500,00. Uma empresa estd me ofertan-
do uma possibilidade de um novo emprego, cujo salario é R$ 6.000,00.

Qual a razao de um salario para outro?

2. Um automével percorre 480 km em 6 horas. Qual a razio entre a

distancia percorrida e o tempo gasto?

3. Em uma classe, hd 25 meninas e 20 meninos.

a) Qual a razdo entre o numero de meninos e meninas?

b) Qual arazao entre o nimero de meninas e o total de alunos da turma?

Resposta comentada

1. Observe que a escolha do numerador e do denominador é feita em
funcdo das informacdes apresentadas no enunciado que, neste caso, é a
razao do salario atual para o do novo emprego. Deve-se prestar atengdo
a ordem das informagdes, para que a montagem da razao seja correta.

Temos, portanto:

A razdo deve ser apresentada preferencialmente na forma irredutivel.
Assim, devemos simplificar a fracao 4500 | dividindo o numerador e o

denominador pelo maior divisor comum, que ¢ 1.500. Logo,

Irredutivel

Uma fragdo é dita
irredutivel (ou totalmente
simplificada) quando o
maior divisor comum

de seus termos for

a unidade, isto é,

quando o numerador

e o denominador sao
nimeros primos entre si.
Uma fonte de estudo para
simplificagdes de fragoes
pode ser: http://www.
matematicadidatica.com.
br/FracaoSimplificacao.
aspx.
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4500 _3

6000 4

Portanto, a razdo de um saldrio para outro ¢ igual a 3/4.

2. A razdo pedida é a razao entre a distancia percorrida e o tempo gasto.
Temos: 280 _ 80

6 1
3.

a n’ meninos 20 4

n’ meninas 25 5

b n’ meninas 25 5

total alunos 45 9

Proporcao

Uma propor¢do ¢ uma igualdade entre duas razoes.

Para entender melhor, considere que quatro nimeros nao nulos, A,
B, C e D, formam, nessa ordem, uma propor¢ao quando A_C,

B D

A, B, C e D sdo denominados termos de uma propor¢do. A e D sdo
os extremos e B e C sdo os meios.

Exemplos:

1. Uma pesquisa realizada pelo IBOPE foi realizada com a intengado
de comparar o nimero de homens e de mulheres que trabalham em trés
empresas do setor de telefonia. Os resultados encontram-se a seguir:

Empresa Total homens Total mulheres
A 150 450
B 110 165
C 42 126

Obtém-se para cada empresa as seguintes razdes entre o nimero de
homens e de mulheres empregados:
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< 150 1
Razdo empresa , = 50" 3

< 110 2
Razdo empresa , = — ==
165 3

. 42 1
Razao empresa = ﬁ = g

Assim, pode-se concluir que a razdo entre o numero de homens e de
mulheres na empresa A ¢ igual a razao entre o nimero de homens e de
mulheres na empresa C; ou que a proporgao entre o nimero de homens

e de mulheres na empresa A é igual a da empresa C.

Propriedade 1: em toda proporgio, o produto dos meios é igual ao

produto dos extremos. Algebricamente, temos

ad cd

c ad_cd
d bd bd

a
b
Observe as seguintes proporgdes:

Produto dos meios = 4.60 = 240

3 60
Z a % Produto dos extremos = 3.80 = 240
4 20 Produto dos meios = 9.20 = 180
9 45 Produto dos extremos = 4.45 = 180
45 Produto dos meios = 8.45 = 360
72 Produto dos extremos = 5.72 = 360
Exemplos:

1. Calcule o valor de x:
X 7

50 10
Aplicando a propriedade 1, temos:
10-x=7.5

10x = 350
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350
=——=35
10
2. Uma grande empresa do ramo de energia tem atualmente 28.000
funcionarios. Se a relagao entre o nimero de efetivos e de terceirizados

¢ de 5 por 2, qual ¢ o total de funcionarios terceirizados?

Nesse exemplo, temos, a principio, duas variaveis: o nimero de funciona-
rios efetivos e o niimero de terceirizados, e sabe-se que estes totalizam 28000.

Ne de efetivos: x
Ne de terceirizados: 28000 — x

Além disso, o enunciado informa que a razdo entre o nimero de

efetivos e de terceirizados é de 5 por 2, isto é, x>

28000—x 2
Aplicando a propriedade 1, obtemos:
2-x=5-(28000 - x)
2x = 140000 - 5x
2x + 5x = 140000
7x = 140000

= 140000

=20000

Devemos ter aten¢ao neste momento. Foi perguntado o total de
terceirizados que, na nossa representagao, nao corresponde a x, mas a
28.000 — x. Assim,

Total de terceirizados: 28.000 — 20.000 = 8.000

Atividade 2

Atende aos objetivos 1 e 2

1. Veriﬁque se 0s numeros 16, 10, 8 e 6 formam, nesta ordem, uma proporcao.
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2. Calcule o valor de x nas seguintes proporgoes:

a) x_9°
4 12
p L2
8 x
9 _:x—6
49

3. Um investidor aplicou seu dinheiro em dois investimentos distintos:
A e B. Essas aplicagOes estdo na razdo de 8 para 3, e a maior delas excede
a menor em R$ 30.000,00. Determine o montante aplicado.

Resposta comentada
1. Os numeros A, B, C e D formam uma propor¢io se A/B = C/D.

Se os numeros formarem uma propor¢ao, a propriedade 1 pode ser apli-

cada. Assim, queremos verificar se

16 8

0 6

Vamos testar se a propriedade 1 é valida:
Seraque 16 -6 =10- 8?2

96 = 80, falso. Logo os niimeros 16, 10, 8 e 6 ndo formam, nesta ordem,
uma proporgao.
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2. Em cada caso, para determinarmos o valor da varidvel x, devemos

aplicar a propriedade 1.

a.
x-12=8-4
12x =32
_32_8_8
12 12 3
b 1.2

8 x
1x=8.9
x=72

1 x-6
C. —=

7 49
7(x-6)=1.49
7x - 42 =49
7x =49 + 42
x=91/7
x=13

3. As grandezas envolvidas neste problema sdo os capitais, em real, apli-
cados nos investimentos A e B. Além disso, o enunciado informa que
esses capitais estdo na razdo de 8 para 3 e que o maior excede o outro em
R$ 30.000,00. Assim:

Sejam:
x = capital aplicado em A (em R$)
y = capital aplicado em B (em R$)

x -y = 30.000 (a quantia aplicada em A excede a quantia aplicada em B
em R$ 30.000,00). Ou seja, x = 30.000 + y.

Do fato de estarem na razio de 8 para 3,

30.000+y §
y 3

Aplicando a propriedade 1,
8y = 3 (30.000 + y)
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8y = 90.000 + 3y
5y = 90.000

y = 18.000

Logo, x = 18.000 + 30.000 = 48.000
O total aplicado foi de R$ 66.000,00

Regra de trés

A regra de trés pode ser compreendida como um processo pratico
para resolver problemas por meio de proporgdes, utilizando duas gran-
dezas. Constitui uma ferramenta indispensavel para todos, até mesmo

para os que dizem ndo precisar ou gostar de matematica.

Para falarmos de regra de trés, é necessario estarmos familiarizados

com o conceito de grandezas direta e inversamente proporcionais.

Grandezas proporcionais

Duas grandezas sdo ditas diretamente proporcionais quando, au-
mentando (diminuindo) uma delas, a outra grandeza aumenta (dimi-

nui) na mesma razdo da primeira.

Exemplo: Observe a tabela seguinte, que apresenta a variacdo de

grandezas em diversos momentos.

Tabela 6.1
N° produtos 2 4 12 30
Tempo fabricacéo (h) 6 12 36 90

Ao calcular a razdo entre o numero de produtos e o tempo necessario
para fabrica-los, observa-se:
2_4_12_3
6 12 36 90
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Essas razdes sdo todas iguais a 1/3. A razao 1/3 informa que a cada
unidade a mais, considerada no numero de produtos, o tempo necessa-

rio triplica. Assim, essas grandezas sao ditas diretamente proporcionais.

Duas grandezas sdo ditas indiretamente proporcionais quando, au-
mentando (diminuindo) uma delas, a outra grandeza varia na razao in-
versa da primeira. Explicando de maneira informal, sdo grandezas em
que: quando uma dobra, a outra se reduz a metade; se uma triplica, a
outra é reduzida a terca parte; e assim por diante.

Observe a tabela a seguir, que apresenta a variagao de grandezas em
diversos momentos.

Uma escola decidiu premiar os melhores alunos, distribuindo 24 li-
vros diversos. Se apenas dois forem considerados os melhores, cada um
receberd 12 livros. Se 3 forem selecionados, cada um recebera 8. Se 4
forem selecionados, cada um recebera 6 livros. Observe a tabela:

Tabela 6.2

N° de alunos N° de livros recebidos

2 12
3 8
4 6

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/1408766

Como definido, duas grandezas sao inversamente proporcionais.
Quando dobramos uma delas, a outra se reduz a metade; triplicando
uma delas, a outra se reduz a terca parte; e assim por diante.

No nosso exemplo, podemos observar que, se dobrarmos o nimero
de alunos premiados, o numero de prémio por aluno cai pela metade.
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12

2 .
— e — sdo inversas
4 6

As situagoes a seguir ajudam a compreender esses conceitos:

a) Sevocé gasta 1 litro de gasolina para percorrer 14 km, quanto vocé
gastard para percorrer 7 km? Nesse exemplo, a distancia percorrida caiu
pela metade, logo, vocé reduzira pela metade também o consumo de
gasolina (grandezas diretamente proporcionais).

b) Seis pedreiros levam 1 dia para construir um muro. Se diminuirmos
o numero de pedreiros para 2, o muro ficard pronto em trés dias, ou seja,
quanto maijor o nimero de pedreiros utilizados na constru¢io do muro,
menor o tempo gasto para sua construgdo (grandezas inversamente
proporcionais). Uma grandeza foi reduzida a sua terca parte, enquanto
a outra foi triplicada.

Atividade 3

Atende ao objetivo 3

1. Marque se as grandezas sao diretamente (D) ou inversamente (I)
proporcionais.

a) () O numero de méaquinas funcionando e a quantidade de pecas

que elas produzem durante um més.

b) ( ) o numero de operarios trabalhando e o tempo que levam para
construir uma estrada de 10 km.

c) () A velocidade de um 6nibus e o tempo que ele leva para fazer
uma viagem de Brasilia a Sao Paulo.

d) ( ) Avelocidade de um 6nibus e a distancia percorrida por ele em
trés horas.

e) ( ) A quantidade de ra¢ao e o numero de animais que podem ser
alimentados com ela durante uma semana.

f) () O tamanho de um tanque e o tempo necessario para enché-lo.

g) () O numero delinhas por pagina e o total de paginas de um livro.
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h) () A eficiéncia de um grupo de operarios e o tempo necessario

para executarem certo servico.

i) ( ) A dificuldade de uma tarefa e o tempo necessario para uma
pessoa executa-la.

Resposta comentada

a) (D) Quanto mais maquinas funcionam, mais pegas fabricam.

b) (1) Quanto mais funciondrios, menos tempo para fazer o servigo.
¢) (I) Quanto mais rapido o 6nibus, menos tempo para a viagem.

d) (D) Quanto mais rdpido o dnibus, maior distancia percorre.

e) (D) Quanto mais ragao, mais animais podem ser alimentados.

f) (D) Quanto maior o tanque, mais tempo se levara para enché-lo.

g) (I) Quanto maior o numero de linhas por pagina, menos paginas

serdo necessdrias.
h) (1) Quanto maior a eficiéncia, mais rapidamente se faz o servico.

i) (D) Quanto mais dificil o trabalho, mais tempo se leva.

Agora leia e analise as seguintes situagdes/problemas:

Exemplo 1:
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Uma industria fornece refei¢oes a seus 100 funcionarios. Um levanta-
mento de dados mostrou que o custo de alimentac¢do desses funcionérios,
durante 10 dias, é de R$ 3.000,00. Qual o custo total de alimentagédo para
esses 100 durante o periodo de um més (considere o més com 22 dias)?

Inicialmente devemos observar que ha duas grandezas envolvidas
nesse problema: o total de dias e o custo total, em reais, das refei¢cdes.
Observe que o numero de funcionarios nio sofre alteracao, segundo o
enunciado, isto é, estd constante, ndo caracterizando uma das grandezas
que estdo em analise. O que vocé pode notar em relagdo as grandezas
em analise?

Elas sdo diretamente proporcionais, pois, a medida que o nimero de
dias aumenta, o custo total também ird aumentar, na mesma proporgao.
Os dados podem ser apresentados na seguinte tabela:

Tabela 6.3
N° de dias 10 22
Custo total (R$) 3.000 x

Logo, temos:
10 22

3000 x

Entéo, pela propriedade fundamental das propor¢oes:

10x = 22.3000
10x = 66.000
X = 66.000 —6.600

Logo, o custo total mensal serd de R$ 6.600,00.

Esse método de se resolver problemas denomina-se regra de trés.

O

Origem do nome regra de trés

A regra de trés, ao que tudo indica, surgiu na India. Contudo,
foram os arabes, na Idade Média, que divulgaram essa classe de
problemas. Leonardo da Pisa, no século XIII, também contribuiu
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com o seu trabalho “Liber Abacis” para torna-la conhecida pelo
nome: regra dos trés nimeros conhecidos ou, como ficou popu-
larmente conhecida, regra de trés.

Exemplo 2:

Paulo trabalhou 30 horas extras e recebeu 1.500 reais. Quantas horas

extras teria de trabalhar para receber 2.000 reais?

Esse problema envolve duas grandezas: o valor, em reais, recebido
pelas horas adicionais, e o tempo trabalhado em regime de hora extra.
Essas grandezas sao diretamente proporcionais: aumentando o tempo
trabalhado, aumenta-se o valor recebido.

Montando a regra de trés, temos:

1.500 30 1500 30

2000 x 2000 x

Para resolver, basta multiplicar de forma cruzada (propriedade 1):

1.500 - x = 6.000
6000 30

X= — =
1500 x

x =40

Portanto, Paulo teria de trabalhar 40 horas extras para receber 2.000

reais.
Exemplo 3:

Com a proximidade das férias escolares de verdo, Monica resolveu
comprar uma pequena piscina portatil plastica com capacidade para
600 1. Uma mangueira enche a piscina em 40 minutos, com uma vazio
de 151/min. Se a torneira diminuir a vazdo para 5 l/min., quantos minu-

tos serdo necessarios para encher a piscina?

Mais uma vez, inicialmente devemos observar que ha duas grande-
zas envolvidas nesse problema: o tempo total necessario para encher a

piscina (em minutos) e a vazao da torneira (em l/min.).
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Note que, a medida que a vazdo diminuir, o tempo ird aumentar na

mesma propor¢ao. Logo, essas grandezas sdo inversamente proporcionais.

De forma andloga ao exemplo anterior, vamos montar a tabela.

Tabela 6.4
Tempo (min.) Vazao (I/min.)
40 15
X 5

Para resolver esse exemplo, devemos inverter uma das razdes da pro-

porcao. Assim:

Depois disso, aplicaremos a propriedade fundamental das proporgdes:
5.-x=40-15
x=120

Logo, o tempo total sera de 120 minutos ou duas horas.

Atividade 5
Atende ao objetivo 4

1. Com 5 litros de gasolina, um automével percorre a distancia de 41 km.

Quantos quilémetros percorrera o mesmo automovel com 20 litros de

gasolina?

2. Com 14 litros de tinta podemos pintar uma parede de 35 m* Quan-

tos litros sao necessarios para pintar uma parede de 15 m*?
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3. Uma maquina produz 100 pecas em 25 minutos. Quantas pecas

produzira em 1 hora?

4. Um certo volume de medica¢do demora 6 horas para ser ministra-
do em um gotejamento de 12 gotas por minuto. Se o numero de gotas
por minuto fosse de 18 gotas, quanto tempo teria demorado a aplicagao

dessa mesma medicagdo?

5. Para construir a cobertura de uma quadra de basquete, 25 operarios
levaram 48 dias. Se fosse construida uma cobertura idéntica em outra
quadra e fossem contratados 30 operarios de mesma capacidade que os

primeiros, em quantos dias a cobertura estaria pronta?

6. Com o dinheiro que tenho, posso comprar 21 passagens de metrd
ao custo unitario de R$ 3,60. Eu soube, porém, que o valor da passagem
estd para aumentar para R$ 4,20. Com o novo valor, quantas passagens
poderei comprar com a mesma quantia que tenho?
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Resposta comentada

1. Grandeza 1: combustivel (1); grandeza 2: distancia (km); diretamente

proporcionais.

Montando a regra de trés, temos:
5 41 41
20 X 20

Para resolver, basta multiplicar de forma cruzada (propriedade 1):

5.x=2820

_ 820
5

x =164

Seréo percorridos 164 km.

2. Grandeza 1: tinta (1); grandeza 2: area (m?); diretamente proporcionais.

Montando a regra de trés, temos:

14 35 E_ﬁ
X 15 x 15

Para resolver, basta multiplicar de forma cruzada (propriedade 1):

35.x=210

_ 210
35

Xx=6

Serdo necessarios 6 litros de tinta.

3. Uma maquina produz 100 pecas em 25 minutos. Quantas pecas pro-

duzird em 1 hora?

Grandeza 1: Numero de pecas (unid.); Grandeza 2: Tempo (min); Dire-
tamente Proporcionais.
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Montando a regra de trés temos:

Montando a regra de trés, temos:
100 25 @ B é
X 60 X 60

Para resolver, basta multiplicar de forma cruzada (propriedade 1):

25.x=6000

X = 6.000
25

x =240

Serdo produzidas 240 pegas.

4. Temos a grandeza tempo (T) e a grandeza velocidade de gotejamento
(V). Quando a velocidade aumenta, o tempo diminui porque estamos
ministrando um volume maior por minuto. Percebemos, entio, que as

duas grandezas sdo inversamente proporcionais.

Montando a regra de trés, temos:

6 12 6_18

x 18 x_12

Observe que a segunda razao esta invertida, pois as grandezas sdo inver-

samente proporcionais.

Para resolver, basta multiplicar de forma cruzada (propriedade 1):

18.x=72
72

X= —
18

x=4

Teriam sido consumidas 4 horas.

5. Temos a grandeza nimero de operdrios e a grandeza tempo. Quanto
maior o numero de operarios, menor o tempo necessario para conclu-
sao da obra. Percebemos, portanto, que as duas grandezas sao inversa-

mente proporcionais.
Montando a regra de trés, temos:

25 48 25 x
30 48
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30 X

Observe que a segunda razdo esta invertida, pois as grandezas
sdo inversamente proporcionais.

30-x=1200
1.200
X= —
30
x =40

Serdo necessarios 40 dias para completar a obra.

6. Temos a grandeza preco da passagem e a grandeza niumero de passa-
gens. Quando o preco aumenta, obviamente o poder aquisitivo diminui
e um ndmero menor de bilhetes podera ser adquirido. Entéo, as duas

grandezas sdo inversamente proporcionais.

Montando a regra de trés, temos:

2360 21 420

X 420 X 3,60

Observe que a segunda razao esta invertida, pois as grandezas sdo inver-

samente proporcionais.

4,20 - x = 75,60
75,60

X= —
4,20

x=18

Poderéo ser adquiridos apenas 18 bilhetes.

Porcentagem

A porcentagem é uma razio que relaciona a ocorréncia de um even-
to qualquer com o niimero 100. O nimero 100 é uma referéncia fixa
tradicional.

i

P
100 T
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Na pratica, os problemas de calculos de porcentagens se resumem
basicamente na solu¢do de uma regra de trés simples (proporcionalida-
de direta), expressa conforme a proporcio em que:

i é a porcentagem;

P é o valor da ocorréncia (parte, parcela, desconto, aumento, comis-
sdo etc );

T é o valor Total (total ou base de referéncia).

Lé-se “i esta para 100, assim como P (a Parte) estd para B (a Base ou
o Total)”.

Para solugao, igualam-se os produtos cruzados: 100-P = i-T, o que
fornece o mesmo resultado da notagao de proporgao.

Daremos preferéncia a notagdo de proporgdo, que diminui as possi-
bilidades de errarmos o equacionamento, uma vez que cada razdo deve-
ra estar expressa numa mesma unidade.

Exemplos:

1. AlojadeJosé faturou neste més R$ 8.800,00. Sabendo-se que o lucro
de José foi de 20% do faturamento, de quanto foi seu lucro em reais?
Qual o custo dos produtos vendidos?

Total = R$ 8.800,00
Porcentagem i = 20

A parcela desconhecida corresponde nesse exemplo ao lucro, que é
parte do todo. Assim,
20 x
100 8.800

Resolvendo, temos:

100x =20 - 8.800

100x = 176.000

x = 1.760

Assim o lucro foi de R$ 1.760,00.

Conhecido o lucro e dado o faturamento, o custo é obtido pela dife-

renga entre a receita e o lucro.

Custo = 8.800 - 1.760 = 7.040



Matematica para Contabilidade |

O custo da loja foi de R$ 7.040,00

Esse problema poderia ter uma resolu¢ao mais simples, cuja justifi-
cativa é dada pelo método apresentado.

Observe que, para calcularmos o lucro, realizamos o seguinte calculo:

2
x=—0 - 8.800=(0,2) - 8.800=1.760
100

Assim, para obtermos um dado valor porcentual, basta multiplicar-
mos o todo pela porcentagem desejada em notagao decimal.

Dessa forma, podemos concluir que o calculo de uma porcentagem i
de um total T pode ser obtido de um modo mais pratico, por:

% T=—_.T
100

2. Qual o valor real de um titulo pelo qual se pagou R$ 2.550,00, saben-
do-se que o proprietario concordou em fazer um abatimento de 15%?

Nesse exemplo, nos é fornecido o valor da parte (quanto se pagou
pelo titulo), a taxa de desconto (i) e deseja-se conhecer o todo. Entéo:

total = x,
parte = 2.550,00.

Devemos observar que o valor da parte dada nao corresponde ao
desconto, mas ao que restou apos o desconto. Assim, R$ 2.550,00 cor-
responde a 85% do todo. Logo,

porcentagem i = 85

85 _ 2550
100 x

85x = 255.000
x =3.000

O valor original do titulo é R$ 3.000,00.

3. No més de novembro de 2013, o indice da caderneta de poupanca
foi 0,55%. Sabemos que foi depositada na conta de Antdnio a importan-
cia de R$ 182,70 de juros. Qual era seu saldo anterior?
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Os dados desse exemplo séo:
indice de reajuste: 0,55. O valor de i é, portanto, 0,55.
O valor correspondente a esse reajuste: 182,70 (P).

Deseja-se conhecer o saldo anterior, isto ¢, o valor do todo sobre o

qual incorreu o reajuste. Assim,

0,55 182,70
100 X

0,55x = 18270,00
x =33.218,18

O saldo do més anterior era R$ 33.218,18.

Atividade 6

Atende ao objetivo 4

1. Um comerciante recebe de comissao 4% das vendas que realiza. Em
um més, ele recebeu de comissao R$ 580,00. Quanto vendeu nesse més?

2. Um professor, que ganhava R$ 2.500,00 por més, teve um aumento
de 6,5%. Quanto passou a receber?

3. Inscreveram-se num concurso 1.480 candidatos. Foram reprovados
35%. Qual o nimero de aprovados?
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4. FEm uma fabrica, 20% dos funciondrios sao mulheres, e os homens
sdo 1.080. Quantos funciondarios ha, ao todo, na fabrica?

5. Na compra de um televisor a vista, Sérgio obteve um desconto de 4%,
correspondente a R$ 38,00. Qual é o prego do televisor sem o desconto?

Resposta comentada

1. Dados:

comissdo: 580,00 (P),

porcentagem correspondente a comissao: 4% (i),

todo (valor que se deseja conhecer): x.

4580

100 x
4x = 58.000
x = 58.000/4
x = 14.500

Ele vendeu ao todo R$ 14.500,00.

2. Dados:
valor do aumento (valor que se deseja conhecer): x (P),

porcentagem correspondente a comissao: 6,5% (i), todo: 2.500,00
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100 2500
100 - x=16.250

x =16-250/100
x = 162,50

Observe que o novo salario corresponde a soma do anterior mais a par-

cela correspondente ao reajuste.

Salario atualizado = 2.500 + 162,50 = 2.662,50

O professor passou a receber R$ 2.262,50 por més.
Essa questdo admite outra possibilidade de solugao.

Na soluc¢do anterior, primeiramente calculamos o valor a ser acrescen-
tado ao salario para depois obtermos o salario reajustado. Poderiamos
té-la formulado de modo a obtermos diretamente o salario novo.

O novo saldrio é o anterior mais 6,5% do salario, ou seja, 100% + 6,5%.
Assim, o salario apds o reajuste corresponde a 106,5% do saldrio anterior.

100 _ 2500

106,5 x

100 - x = 266.250
X =266.250/100
X = 2.662,50

3. Dado: taxa reprovagdo: 35% . Como queremos o total de aprovados,

devemos utilizar a taxa de aprovagio, que é: 100 - 35 = 65.
taxa de aprovagao: 65%

parte correspondente a aprovagido (valor que se deseja conhecer): x

todo: 1.480
65 x
100 1480
100 - x =96.200
96.200
X =
100
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x =962

Foram aprovados 962 candidatos.

4. O enunciado informa que 20% dos funcionarios sio do sexo femini-
no, mas nao diz o valor correspondente a essa porcentagem. Contudo,
se 20% sao mulheres, entao, 80% sao do sexo masculino. Assim,

i=80
P =1.080

T (valor que se deseja conhecer) = x

ﬂ_ 1080
100 X

80 - x = 108.000

x = 1.350

4. P =38,00

Porcentagem do desconto (i) = 4%

Total (valor que se deseja conhecer) = x

4 _38
100 x
5.x=3.800
x =950

O prego do televisor sem desconto é R$ 950,00.

O

O sinal (%) que estabelece a indicagdo de “tantos por cento” nos
problemas de juros e porcentagem é uma transformagao da abre-
viatura da palavra CENTO (CTO), muito usado nas operagdes
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comerciais. O primeiro autor que o usou em seu trabalho “O guia
do comerciante” foi Delaporte, na Itdlia, em 1685.

100%

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/1127999

O fato de que muitas situa¢des da vida cotidiana funcionam de acor-
do com leis de proporcionalidade evidencia que o uso do raciocinio
proporcional é 1til na interpretacdo de inumeros aspectos do mundo
real. A regra de trés é a principal em toda a Aritmética. Esta aula nos
permitiu verificar a riqueza e a variedade de situagdes cotidianas que
podem ser formuladas e resolvidas por essa técnica. Em particular, o
célculo de porcentagem é fundamental no ambito das Ciéncias Conta-
beis. A proxima atividade resume todo o nosso aprendizado desta aula.

Atividade final

Atende aos objetivos 3 e 4

1. O sistema de aluguel de bicicletas lancado pela prefeitura, em parce-
ria com uma institui¢do privada, mostrou-se um grande sucesso. Atu-
almente, duas grandes empresas, Ciclotour e a YBike, disponibilizam
esse servico na cidade. A tabela a seguir mostra as tabelas de precos

praticados pelas empresas:

Tabela 6.5
Ciclotour YBike
Tempo (min.) Preco (R$) Tempo (min.) Preco (R$)
30 3 20 1,5
45 4,5 40 4
60 6 60 6,5
90 9 90 10
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a) Em alguma das empresas, o preco a pagar é diretamente proporcio-
nal ao tempo de utilizacio da bicicleta? Justifique.

b) Em alguma das empresas, é possivel prever o preco a ser pago pelo
aluguel da bicicleta durante 120 minutos? Justifique.

2.Um auditor precisou de 15 dias para realizar um auditoria, trabalhando
7 horas por dia. Se o prazo concedido fosse de 21 dias para realizar a
mesma auditoria, quantas horas por dia a menos ele poderia ter traba-
lhado na tarefa?

3. Um inquilino recebeu a noticia de que seu aluguel ird passar de
R$ 1.540,00 para R$ 2.160,00. Qual serd o porcentual de aumento que o
aluguel vai sofrer?

4. Um comerciante comprou 120 camisas a R$ 20,00 cada. Vendeu meta-
de por R$ 22,40 e o restante a R$ 30,80. De quantos por cento foi o lucro?
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Resposta comentada
1. Este problema envolve duas grandezas: tempo (min.) e prego (reais).

a. Inicialmente, em cada uma das empresas, é preciso verificar se as
grandezas envolvidas sdo ou ndo diretamente proporcionais.

Ciclotour: i:ﬂ_ 6 9 1

30 45 60 90 10
Entdo, os pregos praticados pela Ciclotour sao diretamente proporcionais.

YBike: i=Ezi ? Falso!
30 20 40

Entdo os precos praticados pela Ciclotour nio sio diretamente propor-

cionais.

b. Apenas na Ciclotour, pois existe proporcionalidade entre os valores:
quando aumentamos o tempo do aluguel, o preco a ser pago aumenta na
mesma razao. Ja na YBike, como nao hd a proporcionalidade, nao temos
a regra de defini¢ao de quanto sera o pre¢o para 120 min.

2. Ha duas grandezas envolvidas: nimero de dias e nimero de horas
por dia. E crucial observar que, como se trata de resolver a mesma
tarefa em um numero maior de dias de trabalho, o nimero de horas
a serem trabalhadas por dia ira cair. Entdo, as grandezas sao inversa-
mente proporcionais.

Montando a regra de trés, temos:

15 7 315

X
21 x 30 1 7

Observe que a segunda razao estd invertida, pois as grandezas sdo inver-
samente proporcionais.

21-x=105
x=5

Assim, para realizar a mesma tarefa bastaria que o auditor dedicasse 5
horas por dia. Contudo, o enunciado pediu o nimero de horas a menos.
Como ele trabalhava 7, seriam 2 horas a menos.

3. Dados:



Matematica para Contabilidade |

indice reajuste (valor que deseja-se conhecer): x,
todo: 1.540,

parte: 2160 — 1540 = 620.

620  x

1540 100

1.540 - x = 620.100
X = 620.000/1.540
x = 40,26

O indice foi de 40,26%.

4. Primeiramente ¢ preciso conhecer o custo total, a receita total e o
lucro total do comerciante.

Custo total = 120 x 20 = 2400

Receita total = 60 - 22,40 + 60 - 30,80 = 3192
Assim, o lucro total = 3192 - 2400 = 792,00
indice reajuste (valor que deseja-se conhecer): x
Todo: 2400

Parte: 792

792 x

2400 100

2.400-x=792.100
2400x = 79.200
x =33

O comerciante teve um lucro de 33%.
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Razébes, proporgées e regra de trés

Ao término desta aula, vocé deve se sentir confortavel na resolucio
de indmeras situagdes cotidianas que envolvem técnicas bésicas da Ma-
tematica. Em particular, razdo, proporgao e regra de trés, que sao de
grande importancia na formagao de um contador. Caso considere ne-
cessario, reveja as atividades propostas para uma melhor assimilagdo do
conteudo trabalhado.

Resumo

Esta aula apresentou o conceito de proporcionalidade direta e indireta,
os principais tipos de problemas que envolvem relagdes de proporciona-
lidade, em particular, o calculo de porcentagens. A seguir, sdo relaciona-

dos os principais conceitos da aula:

o Denomina-se proporgdo a senten¢a matematica que exprime igual-
dade entre duas razoes.

o Duas grandezas sdo ditas diretamente proporcionais quando a va-
riacdo de uma implica a variagdo ou mudanca da outra na mesma
propor¢ao, mesma dire¢do e mesmo sentido. Analogamente, duas
grandezas sdo inversamente proporcionais quando a variagdo de
uma implica, necessariamente, a variacido da outra na mesma pro-

porgao, porém, em sentido e dire¢do contrarios.

o Regra de trés simples ¢ o nome dado a um procedimento pratico
para resolugdo de problemas que envolvem quatro valores, dos quais
trés sdo conhecidos. Devemos, portanto, determinar um valor a par-

tir dos trés ja conhecidos.
Passos utilizados numa regra de trés simples:

a) construir uma tabela, agrupando as grandezas da mesma espécie em
colunas e mantendo, na mesma linha, as grandezas de espécies diferen-
tes em correspondéncia;

b) identificar se as grandezas sdo diretamente ou inversamente pro-

porcionais;

c) montar a proporgao e resolver a equagao.
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Meta

Apresentar nogdes introdutdrias de fungdes, abrangendo fungdes inversas.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:
1. plotar um ponto no plano cartesiano;
2. reconhecer uma relagdo entre dois conjuntos;

3. identificar conjunto partida, contradominio, dominio e imagem de

uma relacio;
4. identificar uma fun¢ao;
5. definir dominio, contradominio e imagem de uma fungéo;
6. verificar o crescimento e o decrescimento de uma fungéo;
7. identificar fun¢des sobrejetoras, injetoras e bijetoras;
8. identificar a inversa de uma funcéo;

9. identificar a fun¢do composta.

Pré-requisitos

O melhor aproveitamento desta aula requer a revisiao dos conceitos da
Aula 1, referentes aos conjuntos numéricos. Se perceber alguma dificul-
dade no desenvolvimento das atividades, ndo deixe de retornar a essa
aula para reforcar alguns topicos que, com certeza, o ajudarao.
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Introducao

A ideia que permite relacionar entidades diferentes é tdo antiga quanto
a propria Matematica. Essa ideia gerou o conceito de fungao, absoluta-
mente fundamental na Matemadtica.

O conceito de fungdo, que hoje pode parecer simples, é resultado de
uma lenta e longa evolugéo historica iniciada na Antiguidade, quando
matematicos, como os da antiga Babildnia, utilizaram tabelas de qua-
drados e de raizes quadradas e ctibicas, ou quando os pitagdricos tenta-
ram relacionar a altura do som emitido por cordas submetidas 8 mesma
tensdo com o seu comprimento. Naquela época, o conceito de fungao
ndo estava claramente definido: as relagdes entre as variaveis surgiam de
forma implicita e eram usualmente descritas verbalmente. Apenas no
séc. XVII, quando Descartes e Pierre Fermat introduziram as coordena-
das cartesianas, tornou-se possivel transformar problemas geométricos
em problemas algébricos e estudar analiticamente fungoes.

A Matematica recebeu, entdo, um grande impulso, e os pesquisadores
passaram a tentar determinar uma férmula ou uma funcido que rela-
cionasse as variaveis em estudo, a partir de observagdes e experiéncias.
Surgiu, entdo, a nogao exata de fungdo, como relagdo entre variavel in-

dependente e lei de variac¢io.

Sistema cartesiano ortogonal

O principal objetivo de um sistema de coordenadas ¢ determinar um
ponto através de um conjunto de informagdes. Tragando-se dois eixos
Ox (eixo das abscissas) e Oy (eixo das ordenadas), de forma que ambos
se interceptem perpendicularmente em O (Origem), o plano sobre o
qual esses eixos sdo construidos fica dividido em quatro quadrantes.

A esse sistema de eixos da-se o nome de sistema cartesiano orto-
gonal de coordenadas, e o plano que o contém ¢é denominado plano

cartesiano.
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2° quadrante 1° quadrante

\4

3° quadrante 4° quadrante

Coordenadas de um ponto no plano cartesiano

Sejam dois eixos x e y perpendiculares em O, que determinam um
plano cartesiano a. Um ponto P qualquer é definido por suas coorde-
nadas (geralmente indicadas na forma de par ordenado), sendo sua
abscissa 0 niimero real x e sua ordenada o nimero real y, dados pela
projecao ortogonal de P sobre os eixos O, e O,

A
y
yp ............................... ° P(XP ’ yp)
(0] X, X

Dizemos que as coordenadas do ponto sdo a abscissa (xp) e a orde-
nada (yp).

Exemplo:

a) Plote no plano cartesiano os pontos:
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P, de abscissa 6 e ordenada 2 e

P, de abscissa 2 e ordenada 6.

A
y

decccccccscccnce

N
N
N fececeee
w
N
(]
O fececeae
~
(o]
©
x

Note que os pontos P, e P, sio muito diferentes, pois tém abscissas
e ordenadas diferentes. E, entio, preciso ter atencdo a identificacao da
abscissa (marcada no eixo x) e da ordenada (marcada no eixo y). Fare-
mos a distingdo entre abscissa e ordenada a partir da defini¢do de par
ordenado.

Par ordenado

Chama-se par todo conjunto formado por dois elementos. Em Ma-
tematica, existem situagdes em que ha necessidade de distinguir dois
pares pela ordem dos elementos. Um ponto P possui abscissa (XP) e or-
denada (y, ), notados da seguinte forma:

P(x,y,)
O simbolo (x , y,) ¢ chamado de par ordenado.

Defini¢ao: para cada elemento X, e cada elemento Yy admitiremos
a existéncia de um terceiro elemento (xp, yp) que denominamos par
ordenado, de modo que se tenha:

(x,y,)=(a,b) <> x =aey =b
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Exemplo:

Plote os seguintes pontos no eixo cartesiano:

b) A(-1,3)
c) B(0,6)
d) C(5) _2)
e) D(-7,0)
y
8
7
6 oB
5
4
3 A
2
"D
0o
-1 X
2 >
-3 C
-4

8 -7 6 5 4 -3 -2-101 2 3 45 6 7

Repare nos pontos B e D. Eles ficam exatamente sobre o eixo carte-

siano. Isso s6 aconteceu porque:

a) como a abscissa do ponto B é zero, esse ponto pertence ao eixo das

ordenadas;

b) como a ordenada do ponto D é zero, esse ponto pertence ao eixo

das abscissas.

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

1. 1. Represente no plano cartesiano os seguintes pontos:
a) A(-1,4)

b) B(0,0)

c) C(4,-3)

d) D(2,7)
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2. Para que valores reais de x o ponto P (3x - 4, x + 5) pertencerd ao
primeiro quadrante?

3. Para que valores reais de x o ponto Q (7, x> — 4) pertencera ao eixo
das abscissas?
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4. Determine os nimeros reais a e b de modo que (5a - 4b, 2a + b) =
(8,13)

Resposta comentada

1. Para plotar os pontos no plano cartesiano, devemos nos lembrar
de que o primeiro elemento deve ser relacionado ao eixo das abscissas
(eixo x) e o segundo elemento deve ser relacionado ao eixo das ordena-
das (eixo y):

Ab DML oaNMwhrOOOON®

8 -7 6 5 4 -3 -2-101 2 3 45 6 7

2. A analise de cada quadrante nos permite perceber o sinal da abs-
cissa e da ordenada de todos os pontos pertencentes aquele quadrante.
No primeiro, por exemplo, tanto os valores da abscissa quanto os das
ordenadas serdo sempre positivos (sem considerar os eixos). Assim,
no exercicio, deseja-se investigar os valores reais que levarao o ponto
P (3x - 4, x + 5) a pertencer ao primeiro quadrante.
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Entao, se 3x -4 >0ex+ 5> 0, 0 ponto pertencera ao primeiro quadran-
te. Resolvendo as inequagdes:

3x-4>0 x+5>0
3x>4 x>-5
x> 4/3

Como ambas as coordenadas precisam ser positivas, a solugdo sera a
intersecao dessas desigualdades, ou seja,

S={xeR/x>4/3}.

Para que o ponto Q (7, x* — 4) pertenga ao eixo das abscissas, é preciso
que sua ordenada seja nula, isto é:

x2—4=0
x*=4
x=2o0ux=-2

Logo, S = {xeR/x=2oux=-2}.

3. Precisamos fazer com que (5a - 4b, 2a + b) = (8, 13), ou seja, deve-
mos resolver o sistema:

5a—4b=8
2a+b=13

Resolvendo o sistema por substitui¢do, podemos destacar o valor de b
na segunda equagao, substituindo-o na primeira equagao:

b=13-2a

5a-4(13-2a)=38

5a-52+8a=8

13a=8 +52

13a =60

a=60/13

Logo,

b=13-2(60/13)

b=13-120/13 = (169 - 120)/13 = 49/13
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Relacao

Imagine que um gestor, para analisar a performance do contador de
sua empresa, resolveu contar o numero de processos analisados por ele
durante uma semana de trabalho. Numerou os dias de um até cinco e
montou a seguinte tabela:

Dia Processos Analisados

1

W N B~ O W

2
3
4
5

Podemos escrever matematicamente a relagao estabelecida pelo ges-
tor entre o conjunto A, dos dias da semana, A = {1, 2, 3, 4, 5}; e 0 conjun-
to B, do numero de processos analisados pelo contador, B = {2, 3, 4, 5}:

A B

y
8
7
6
5  |—0
4 o)
3 t—e
2
1 I
0
X
-1
4 0 1 2 3 4 5 6 7
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Na forma de conjunto, podemos descrever a relacdo R da seguinte forma:
R= {(1’ 3), (2’ 5)) (3, 4), (4) 2)’ (5, 3)}

Note que o primeiro elemento de cada par ordenado pertence ao
conjunto A e o segundo elemento pertence ao conjunto B. Se relacionas-
semos todos os elementos do primeiro conjunto com todos os elemen-
tos do segundo conjunto, encontrariamos o que chamamos de produto
cartesiano.

Produto cartesiano

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Denomina-se produto car-
tesiano de A por B o conjunto A x B, cujos elementos sdo todos pares
ordenados (x, y), em que o primeiro elemento pertence ao conjunto A e
o segundo elemento pertence a B.

AxB={(x,y)|x€AeyeB}
Exemplo:

No caso do gestor, A = {1, 2, 3,4, 5} e B = {2, 3, 4, 5}. O produto car-
tesiano seria dado por:

AxB={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,2),(23),(2,4), (2,5, (3,2),
(3,3), (3,4), (3,5), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5)}

O produto cartesiano nos da, entdo, todas as possibilidades de pares
ordenados em que o primeiro elemento pertenga ao conjunto A e o se-
gundo elemento pertenc¢a ao conjunto B.

Relacao binaria

Seja o produto cartesiano A x B o conjunto:
AxB={(x,y)|xeAeyeB}.

Quando se considera apenas os pares ordenados (x, y) de A x B que
atendam a determinada ordem, forma-se um conjunto chamado de re-
lagdo entre os elementos de A e de B, ou, simplesmente, uma relagdo
bindria de A em B.

R = {(x, y)eA x B | ‘alguma ordem, por ex., x <y}

O conjunto R esta contido em A x B e é formado por pares (x, y), em
que o elemento x de A ¢é associado ao elemento y de B mediante certo

critério de relacionamento ou correspondéncia.

189



Aula 7 e Funcées

Exemplo:

Dados os conjuntos A = {-1, 0,1, 2} e B= {0, 1, 2, 3, 4}, determine as
relacoes:

R ={(xyeAxB|y=x}
Teremos, entdo, R = {(-1, 1), (0, 0), (1, 1), (2, 4)}.

R, é o subconjunto de A x B formado pelos pares ordenados em que o

segundo elemento (y) de cada par é o quadrado do primeiro elemento (x).

Dominio e imagem de uma relacao

Seja a relagdo R de A em B, descrita por:

Os conjuntos A e B sao denominados respectivamente de conjunto
de partida (CP) e contradominio (CD) da relagao R.

Dominio
Chama-se dominio da relagdo D(R) o conjunto formado pelos ele-
mentos de A relacionados com os elementos de B através de R, isto é:
D) =11, 2, 3, 5}

Definigdo: seja R uma relagao de A em B, chama-se dominio de R o
conjunto D de todos os primeiros elementos dos pares ordenados per-

tencentes a R.

xeD <« y,yeB| (x,y)eR

Decorre da definigdo que DcA.
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Imagem

Chama-se conjunto imagem Im(R) o conjunto formado pelos ele-
mentos de B que estdo relacionados com os elementos de A, através de
R, ou seja:

Im(R) = {9, 10, 11}.

Defini¢do: chama-se imagem de R o conjunto Im de todos os segun-
dos elementos dos pares ordenados pertencentes a R.

yelm <> 3x,x€A | (x,y)eR

Decorre da defini¢ao que Im < B.
Exemplo:
Sejam A ={-3,-2,-1,0,1,2,3} e B={-6,-3,-2,0,2,4,6, 8.

Represente a rela¢do R = {(x, y)€A x B | y = 2 x}, em diagramas de
flechas e identifique o dominio e a imagem de R.

Olhando para o conjunto A, podemos identificar o dominio de R:

D(R) ={-3,-1,0, 1, 2, 3}.
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O conjunto imagem de R serdo os elementos do conjunto B relacio-

nados com o conjunto A:

Im(R) = {-6,-2,0, 2, 4, 6}

Atividade 2

Atende aos objetivos 2 e 3

1. Dados os conjuntos A e B descritos a seguir, determine a relagao
R ={(x,y)€A x B |y=x%, representando-a graficamente. Determine o

dominio e a imagem da relagao.

A=1{-1,0,1,2,3} B=1{0,2, 4,6}

2. O gréfico abaixo representa a relagio R, de R — R (Ié-se: R em R).
Observando o grafico, classifique as afirmativas abaixo em (V), quando

verdadeiras, ou (F), quando falsas:

N
o =

o =~ N W A OO N 00 ©

' '
[\CTRN

'
w

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1"
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a) (3,4)eR,

b) existe apenas um ponto de R, com ordenada 6,

c) opontodeR com abiscissa 7 tem ordenada menor do que 9,
d) se3<x<6e(x,y)eR,entdo4<y<9,

e) ndo existe nenhum ponto de R, com ordenada negativa.

3. O gréfico abaixo representa R , que é uma relagdo de R. Determine o domi-

nio e a imagem de R..

-
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>
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Resposta comentada
1. Sendo:
A=1{-1,0,1,2,3}eB=1{0,1,2,3,4,5, 6},

para deterinar R = {(x, y)€A x B | y = x}, devemos identificar os va-
lores de cada elemento do conjunto A elevado ao quadrado e, a seguir,
ver quais dos resultados pertencem ao conjunto B, formando os pares
ordenados da relacio. Entao,
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x y
1| 1=
0 | 0p=0
1| [p=1
2 | (r=4
3 | @r=9

Assim, R, = {(-1, 1), (0, 0), (1, 1), (2, 4)}. Graficamente, R seria repre-
sentado da seguinte forma:

Y A

5

4 (o}

3

2

1 o o

0 o >
-1 X
-2

321012 3 4

O conjunto Dominio de R, serd dado pelos elementos de A que tiveram
um correspondente em B. Logo,

D(R,) ={-1,0,1,2}.

O conjunto imagem sera dado pelos elementos de B que sejam corres-
pondentes a algum elemento de A. Assim,

Im(R,) = {0, 1, 4}.

2. Para analisar as questdes formuladas, devemos observar o grafico
com cuidado, identificando as abscissas (valor de x) e as ordenadas (va-
lores de y) de cada ponto:

© o =

\ X

210123 456 7 8 910M1
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a) Este item investiga se o ponto (3, 4) pertence a relagdo R . Como
quando x vale 3, o valor correspondente de y é 4, é verdadeiro (V) afir-

mar que o ponto (3, 4) pertence a R .

b) Passando-se uma reta paralela ao eixo x por 6 (em tracejado no grafi-
co), vemos que a reta corta a relagdo R, em mais de um ponto. Logo, ¢ fal-
sa (F) a afirmativa de que “existe apenas um ponto de R, com ordenada 6™

c) Observando-se no grafico a linha pontilhada passando por x = 7,
percebe-se a sua ordenada (valor correspondente de y) é 6, que é menor
do que 9. Logo, a afirmativa é verdadeira (V).

d) Pelo grafico, podemos ver que a ordenada de 3 é 4, que a ordenada
de 6 é 9, e que as ordenadas de todos os pontos que se encontram no
intervalo 3 < x < 6 estdo no intervalo 4 < y < 9. Logo, a afirmativa é ver-
dadeira (V).

e) Mais uma vez, observando o grafico, podemos perceber que as or-
denadas dos pontos em que x assume valores maiores do que 8 sao ne-
gativas. Logo, a afirmativa ¢ falsa (F).

3. Ao observar o grafico, vemos que no eixo x a fungao assume valores no
intervalo -9 < x < 8 e no eixo y a funcéo varia no intervalo -7 <y < 11.

1

i
B

109-8-7654-3-2-10123456728910M1

>V

LA

bNdbhbhbhblioanvwroo~

Como o dominio da fung¢do abrange os valores assumidos pela abscissa
(x) e o conjunto imagem os valores assumidos pela ordenada (y), teremos:

D(,,) = {xeR|-9<x<8},
Im (R) ={yeR|-7<y<11}.
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Funcoes

A palavra fung¢do é muito comum, mesmo em textos nio técnicos.
Um jornal pode, por exemplo, ter um artigo sobre o aumento dos sala-
rios iniciais dos recém-formados neste ano. O artigo poderia dizer algo
do tipo: “o aumento dos saldrios varia de acordo com o curso” ou “o
aumento dos saldrios é fun¢do do curso” O jornal pode ilustrar esse
relacionamento de fun¢do com um gréfico como o da Figura 7.1, a se-
guir. A figura mostra que a cada curso estd associado um valor salarial
(representado graficamente por uma coluna). Nenhum curso tem mais
de um valor associado, mas o grafico ilustra, por exemplo, que os profis-
sionais de Fisica e de Artes recebem o mesmo valor.

Tinl

Engenharia Fisica Ciéncia da Artes  Administracao
computagao

IS

N

-

Figura 7.1: Grafico ilustrativo do salario recebido por profissionais de deter-
minadas areas.

Esses valores sao assumidos por uma variavel. Variavel é um simbolo
representativo de qualquer valor dos elementos de um conjunto. A va-
riavel pode ser continua (por exemplo, pertencer a um intervalo: [1, 5])
ou discreta (assumir valores distintos, por exemplo, inteiros - 1, 2, ...).

Sendo x e y duas variaveis, dizemos que y é fungao de x e escrevemos:
y = f(x).

As duas variaveis estdo relacionadas (x —y). Chamamos x de varia-
vel independente e y de variavel dependente. Assim, cada valor atribui-
do a variavel x, define o valor a ser assumido pela variavel y.
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Conceituacao

Entende-se por fun¢ao (ou aplica¢do) toda a correspondéncia univo-
ca que a todo o elemento de um conjunto de partida faz corresponder
um, e um so, elemento no conjunto de chegada. Em outras palavras:
uma fungdo é um tipo particular de relagdo entre conjuntos, que possui
uma propriedade especial: todos os elementos do conjunto de partida
devem possuir um, e somente um, correspondente no contradominio.

Naturalmente, também usamos fun¢des matematicas na Algebra e
no Calculo. A equagao g(x) = x’ expressa uma relagdo funcional entre os
valores x e os valores que resultam da substitui¢do, na equagdo, de x por
seus valores. Por exemplo, se x assumir o valor 2, teremos: g(2) = 2* = 8.

O

A palavra fungao parece ter sido introduzida por Leibniz (1646-
1716). Foi Leonhard Euler (1707-1783), matematico suico, quem
primeiro adotou a expressao f(x) para representar o valor de uma

funcéo.

A evolucio do conceito de funcéo foi paralela a evolu¢ao do con-
ceito de curva, que é o seu correspondente geométrico: dizia-se
que uma curva era geométrica ou arbitraria, conforme se sabia ou
ndo representa-la analiticamente, ou seja, escrever a expressao da
fungao a que ela correspondia. Fermat (1601-1665) e Descartes
(1596-1650) introduziram o método analitico de definir fung¢des.

O desenvolvimento da Matematica no século XX e a sua crescen-
te interagdo com as demais ciéncias levaram a generalizagdo do
conceito de fungao ao caso de varidveis cujos valores pertencem
a um conjunto qualquer de objetos. Assim, quando se diz que o
preco, por metro, de um tecido é fungdo da sua qualidade, en-
tendemos que podem ser atribuidos valores numéricos a variavel
qualidade para identificar o prego do tecido. Essa generalizagdo
do conceito de fungido levou a criagdo da Analise Moderna, que
compreende ramos como a Légica, a Teoria dos Conjuntos, a Al-
gebra Abstrata e a Topologia Geral, entre outros.
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Leibniz Leonhard Euler Fermat Descartes

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Gottfried_Wilhelm_von_Leibniz.

ipg; http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Leonhard_Euler_2.jpg; http://
pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Pierre_de_Fermat.jpg; http://pt.wikipedia.org/wiki/
Ficheiro:Frans_ Hals_-_Portret_van_Ren%C3%A9_Descartes.jpg

Defini¢do: dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, uma relagdo f de
A em B recebe o nome de aplicagdo de A em B, ou funcdo definida em
A com imagens em B, se e somente se para todo x€ A existe um s6 yeB

tal que (x, y) ef.
f: A>B<>(VxeA, 3| yeB| (x, y)ef)

Notacao de funcoes

Toda fungdo é uma relagdo bindria de A em B; portanto, toda fun¢ao
¢ um conjunto de pares ordenados. Em geral, existe uma sentenga aber-
tay =f(x) que expressa a lei mediante a qual, dado x€ A, determinamos
yeB tal que (x,y) € {, entdo:

f={(x,y) | xeA,yeBey=1(x)}

Isso significa que, dados os conjuntos A e B, a funcéo f tem a lei de

correspondéncia y = f (x).

Para indicar uma funcédo f definida em A com imagens em B, se-
gundo a lei de correspondéncia y = f(x), usaremos uma das seguintes

notagoes:
tt A—-B ou f: A—>B
x— f(x) y =1(x)
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Valor numérico de uma funcao
Chamamos de valor numérico de uma fungio o valor que a variavel
y = f(x) assume quando se atribui a x um determinado valor.
Exemplo:
f: A— B definida por: f(x) =2x+ 1
f(-1) =2(-)+1=-2+1=-1
f(-3/2)=2(-3/2)+1=-3+1=-2
f(lh+1)=2th+1)+1=2h+2+1=2h+3

Como vimos, a fun¢ao é um tipo especial de relagdo, em que todos os
elementos do conjunto partida tém um e somente um correspondente

no conjunto chegada.

Na verdade, para verificar se uma relacdo é ou ndo fungio, basta
olharmos o conjunto de partida, verificando se todos os elementos pos-

suem apenas um correspondente.

Andlise grafica

A andlise grafica também permite que identifiquemos se uma re-
la¢do é ou ndo uma func¢io. Nesse caso, basta analisarmos o eixo que
representa o conjunto de partida, que, salvo quando explicitado ao con-

trario, sera o eixo X.

De forma pratica, podemos verificar pela representacao cartesiana
da relagdo f de A (no eixo x) em B (no eixo y) se f é ou nao fun¢ao: basta
verificar se a reta paralela ao eixo y conduzida pelo ponto (x, 0), em que
X€A, encontra sempre o grafico de f em um s6 ponto.

-
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A relacio representada é fungio, pois toda reta vertical conduzida pe-
los pontos de abscissa xe A encontra sempre o grafico de f num s6 ponto.

Isso significa que cada valor associado a variavel x pertencente
ao conjunto partida, possui apenas um correspondente no conjunto

chegada.
Exemplo:

Consideremos os graficos das relagoes dadas nos exercicios 2 e 3 da
atividade 2. Vamos investigar se as relagdes dadas sao fungoes:

y
1"
10 y
0 1
8 10 T
9
7 : '€
6 7 \\
6 [
4 o’ 4 k> 3
3 ¢ 3
2 <
2 1 \
0
1 4 NG X
0 -2
1 \ X -3
-4
2 5 //’
3 -6 ]
-4 -7 /
8
210123 45678 910M 10-9-87-6-5432-1012345678 9101

Note que, no primeiro caso, as retas paralelas ao eixo y cortam o
grafico da relagdo apenas uma vez, enquanto, no segundo caso, essas
retas por vezes cortam o grafico da relagao em mais de um ponto. Logo,
a primeira relacdo é também uma fungdo; mas a segunda ¢ apenas rela-

¢do, ndo é fungio.

Devemos, entdo, sempre nos lembrar de que toda fun¢io é uma rela-

¢30, mas nem toda relagdo é uma funcéo.

Atividade 3

Atende aos objetivos 3 e 4

1. Dados os conjuntos A = {-2,-1,0, 1,2} e B={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6},
determine cada uma das relacdes solicitadas, representando-as em dia-
grama de flechas e graficamente. Determine o dominio e a imagem de

cada relacdo, indicando as que sdo fungoes.
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)R ={(x,y)eAxB|y=x}

b)R,={(x,y)eAxB|y=x+3}
AR, ={(x,y)eAxB|y=2x+5)
AR, ={(x,y)eAxB|y>x+2}

2. Sendo f: R— R uma fungéo definida por f(x) = 2x + 7, determine:
a. f(0)
b. f(-3/2)

Resposta comentada

1. Para resolver esta atividade, precisamos substituir os valores possiveis
de x (pertencentes ao conjunto A) e verificar se o resultado correspon-
dente pertence ao conjunto B. Caso pertenga, esse ponto deve ser consi-
derado; caso contrario, o ponto nio pertencera a relagao.

a) Nesse caso, a relagdo desejada é: y = x%, entdo:

Diagrama de flechas Grafico cartesiano
A B y
R, " y
10
_ 9

> ¥

N=2O-aNWsOON®
(]
(0]

3210123456738 910MN1

201



Aula 7 e Funcées

Analisando os conjuntos dominio e imagem de R, temos: D(R) = A,
Im(R ) = {0, 1, 4}. Logo, como todos os elementos do conjunto de partida

possuem apenas um correspondente no conjunto chegada, R, ¢ fungio.

b) A relagdo a ser investigada é y = x + 3. Entdo:

Diagrama de flechas Grafico cartesiano
A B A
R, 1 4
10
9
Ny :
7
Wy :
5 o
. : o
3 o
2 e
1 e
0 >
1 X
2

32101234567 38910MN1

Analisando os conjuntos dominio e imagem de R, temos: D(R)) = A,
Im(R)) = {1, 2, 3, 4, 5}. Logo, como todos os elementos do conjunto de
partida possuem apenas um correspondente no conjunto chegada, R, é

funcgio.

c) A relagdo a ser investigada é y = 2x + 5. Entao:

Diagrama de flechas Grafico cartesiano
A B A
R p—

10
0
8
7
6
5 o
4
3o
2
1o
0 >
-1 X
2

321012345678 910M
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Analisando os conjuntos dominio e imagem de R,, temos: D(R,) = {-2,
-1, 0}, Im(R,) = {1, 3, 5}. Logo, como existem elementos do conjunto de
partida que ndo possuem correspondente no conjunto chegada, R, ndo
é fungio.

d) A relagdo a ser investigada é y > x + 2. Entédo:

Diagrama de flechas Grafico cartesiano

y

X

i
N, o-NwhOON
000000

321012345678 910M1

Analisando os conjuntos dominio e imagem de R,, temos: D(R4) = A,
Im(RI) =1{1,2,3,4,5, 6}. Logo, apesar de todos os elementos do conjun-
to de partida possuirem correspondentes no conjunto chegada, ha mais
de um correspondente. Assim, R, ndo é funcio.

2. Temos uma fun¢do de R— R, definida por f(x) = 2x + 7. Para iden-
tificar o valor da funcdo em um determinado ponto, basta substituir o
valor buscado no lugar da variavel x e calcular y:

a) f(0)=2-0+7=7
b) f(-3/2)=2-(-3/2)+7=-3+7=4

Como uma fungado f de A em B é uma relagao, os conceitos de do-
minio (D), contradominio (CD), conjunto de partida (CP) e conjunto
imagem (Im) continuam validos. Vamos apenas formular as defini¢oes

de dominio e imagem de funcodes.
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Dominio

Chama-se de dominio ao conjunto D dos elementos xeA para os
quais existe yeB tal que (x, y) ef. Como, pela defini¢ao de fungio, todo
elemento de A tem essa propriedade, temos nas fungdes:

dominio = conjunto de partida,

isto é, D = A.

Dominio das funcées numéricas

Toda fungédo f em que o dominio e o contradominio sdo subconjun-
tos de R é denominada funcio real de variavel real.

As fungdes numéricas sdo também chamadas fungoes reais de va-
ridvel real. Observa-se que uma funcio f fica completamente definida
quando sdo dados o seu dominio D, o seu contradominio e a lei de cor-
respondéncia y = f (x).

Quando existe uma referéncia a funcéo f e apresenta-se apenas a sen-
tenca aberta y = f (x) que a define, subentende-se que D ¢ conjunto dos
ndimeros reais x, cujas imagens pela aplicagdo f sdo niimeros reais, isto
é, D é formado por todos os numeros reais x para os quais é possivel
calcular f (x).

Assim, ao apresentarmos a fungdo y = f(x), ficam subentendidos
como dominio e contradominio de f os conjuntos:

D(f) = {xeR | f(x)eR},
CD(f) =R.

Determinacao do dominio de uma funcao:

Como mencionado, na prética, é bastante comum indicar-se uma
func¢ao apenas pela lei que a define, ndo mencionando, portanto, os dois
conjuntos A e B, dominio e contradominio da fungao.

Nesse caso, deve-se admitir que:
o o contradominio é R;

« 0 dominio é o conjunto formado por todos os numeros reais que a
variavel arbitraria x pode assumir, de modo que as operagdes indica-
das em f(x) possam ser efetuadas em R.
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Deste ponto em diante, a menos que seja especificado o contrario, o
dominio das fung¢des sera o conjunto de todos os niimeros reais x para o

qual a fungéo estiver definida.

Exemplos:

2) fx) = —>

x—3

A variavel x ndo pode assumir valores que anulem o denominador.

Entio, deve-se ter:
x—-320=>x#3

Portanto, D, = {xeR | x # 3}.

b) f(x) =x* é possivel calcularumaimagem paratodososvaloresreaisx.

Logo, o dominio da fun¢ido serdo todos os numeros reais, ou seja,
Df = (—oo, +oo)'

) fix) = V2x+4

Nesse caso, como temos uma raiz par, ndo podemos ter valores nega-

tivos em seu interior, isto é:
2x+42>20
2x > -4
x> -4/2
x=>-2

Entdo, D, =[-2,+0).

Atividade 4

Atende ao objetivo 5

Determine o dominio das seguintes fungdes reais:

a) f,(x) =-9x +4
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b) £,(x)= Zi 8

o) f(x)= {7x-2

2x—1

d) f,(x)=

e) f,(x)= {/8x+5

Resposta comentada

Para resolver esta atividade, precisamos ter em mente que nossa tarefa é
garantir que o numero resultante do valor atribuido a variavel x seja um
naimero pertencente a R, ou seja, um nimero real. Assim, a forma mais
simples de fazer isso ¢ retirar do conjunto dos reais os valores que fazem
a fungdo deixar de ser real.

a) f,(x) = -9x +4

Neste caso, como a fun¢io possui varidvel apenas no numerador, todos
os nimeros reais atribuidos a variavel x terdo um nuimero real corres-

pondente.
Logo, D(f) =R.

- 2
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Neste caso, como no anterior, nao temos preocupagdo com os valores
atribuidos a variavel x no numerador. Nossa preocupa¢io deve concen-
trar-se nos valores assumidos pela variavel x no denominador, ja que a
divisao por zero nao esta definida em R. Assim, precisamos garantir que
o denominador seja diferente de zero:

6x-7=0
6x#7

7
X#E—
6

Logo, D(f2) = {XER'Xi%} =R - {2}

o) f,(x)= Y7x-2

Neste caso, temos uma raiz de indice par. Para que essa funcéao esteja de-
finida em R, é preciso que os valores assumidos pela varidvel x garantam
que o radicando seja maior ou igual a zero, ou seja:

7x-220
7x=>2
X2>—

7

2
Logo, D(f) = {xeR | x 2;}.

2x—1
d =
) f,(x) .

Neste caso, a fungio possui variavel apenas no numerador, sem quais-

quer outras restri¢des, o que faz com que todos os numeros reais atribu-
idos a variavel x tenham um ntimero real correspondente.

Logo, D(f)) = R.

e) f,(x)= {/8x+5

Neste caso, como a raiz tem expoente impar, ndo temos quaisquer res-
tricdes para a func¢do. Todos os nimeros reais atribuidos a variavel x
terdo um ndimero real correspondente.

Logo, D(f)) =R.
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Imagem

Chama-se de imagem o conjunto Im dos elementos yeB para os
quais existe xe A tal que (x, y) ef; portanto:

Im é subconjunto do contradominio,

isto é, ImcB.

Imagem de um elemento pela lei y = f(x)

O simbolo f(x) representa a ordenada do ponto de abscissa x. Assim,
em vez de escrevermos f(x) = -3x + 2, podemos escrever y = -3x + 2, ou

seja, o simbolo f(x) pode ser substituido por y e vice-versa.
Exemplo:

Sejam os conjuntos A = [-4, 3], B = [-6, 9] e a fungdo f: A—B,
em que cada x, X€A, é associado a um tnico f(x), f(x) €B, pela lei f(x)
=-3x+2.

A lei f(x) = -3x + 2 nos diz que a imagem de cada x do dominio de f¢é
o numero f(x) = -3x + 2 do contradominio. Assim, temos, por exemplo:

f(-2)=-3.(-2) +2=6+2 =8, logo, 8 ¢ aimagem de -2, f(-2) = 8;
logo (-2, 8)€f;

f(0)=-3.(0) +2=0+2 = 2,logo 2 ¢ a imagem de 0, f(0) = 2; logo
(0,2)ef;

f1)=-3.(1)+2=-3+2=-1,logo -1 é aimagem de 1, f(1) = -1;
logo (1, -1)€ef.

Imagem de um elemento através
do grafico de uma funcao

Consideremos o grafico da fungao f(x) a seguir:
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1 y
10
9
8
7
6
5
4
3 s
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0 — >
-1 X
2
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4
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6
7
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Cada ponto (x, y) deve ser interpretado como (x, f(x)), ou seja, a
ordenada ¢ a imagem da abscissa através do grafico de f. Por exemplo:

f(5) = 4, pois (5, 4) ¢é ponto do grafico;
f(2) = 3, pois (2, 3) é ponto do grafico;
£(0) = 1, pois (0, 1) é ponto do grafico.
Exemplo:

Determine o dominio e a imagem da fungo f, cujo grafico ¢ dado por:

s =

b N &b s A b N Lol e A0 N @ o
N
w
IN

Observando o grafico de f(x), podemos verificar que D(f) = [-9, 9]
e Im(f) = [-9, 6].
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Atividade 5

Atende ao objetivo 5

1. Determinar o dominio e o conjunto imagem da fungéo f cujo grafico é:

3 =

-10, 9| -8| -7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

L Lol o v s oo N oo ©

o NS5 b oAb

2. Determine o dominio da fungao definida por f(x) = dx-1

x+1

Resposta comentada

1. Para definir o dominio e a imagem da fungéo, basta observar os va-
lores que a variavel x assume (dominio) e os valores que a variavel y
assume (imagem). Logo,

D(f) = 1-6, -2]U{0} U 2, 6],
Im () = ]-4,4] U 17, 8]

2. Para definir o dominio desta fung¢do, devemos nos lembrar de que
basta retirar do conjunto dos reais (R) os valores que a variavel x ndo
pode assumir se desejamos que a fungdo f seja definida em R. Assim,
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como temos um quociente, ndo podemos deixar o denominador ser

igual a zero. Logo, devemos fazer:
x+1#0
X #-1

Entao, D(f) = R - {~1}.

Critérios de crescimento e de
decrescimento de uma funcao

Funcao crescente

Uma fungdo ¢é estritamente crescente em um intervalo se, para dois

valores quaisquer a e b, se verifica que:

a<b — f(a) < f(b)

Definigdo: seja f uma fungdo definida em um intervalo I. A fungao f

¢é crescente em I se

f(x,) < f(x,) sempre que x, <x,, VX, X,€l

Funcao decrescente

De forma andloga, uma fungéo ¢ estritamente decrescente em um

intervalo se, para dois valores quaisquer a e b, se verifica que:

a<b—f(a) > f(b)
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Defini¢ao: seja f uma fungdo definida em um intervalo I. A fungéo f

¢ decrescente em I se

f(x,) > f(x,) sempre que x, <x,, Vx, X, €l

Sinal de uma funcao

Seja a fungdo f: A— B definida por y = f(x). Resolver o problema
“para que valores de x tem-se f(x) > 0 ou f(x) < 0” significa estudar o

sinal da func¢do y = f(x) para cada x pertencente ao seu dominio.

Para se estudar o sinal de uma fun¢ao quando a funcao estd repre-
sentada no plano cartesiano, basta examinar se a ordenada de cada pon-

to da curva é positiva, nula ou negativa.
Exemplo:

Dada a fungao ilustrada no grafico a seguir, identifique seus interva-
los de crescimento e de decrescimento, fazendo o estudo da variacdo do

sinal da funcio.

3 =

Ao o N ® ©

1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 M
X

- JENIRN- YRR RN
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Observando o grafico, podemos ver que:

f(x) é crescente =1 =1-6,-2[,1,=]2,4]

f(x) é decrescente —1,=14,6[

f(x) é constante — L[ =]-2,2[

O sinal da fungao é

positivo: f(x)>0 — S=]-5,-2[U]2,6[;

negativo:  f(x) <0 — S=1]-6,-5[;

nulo: flx)=0 = S={-5} U]-2,2].

Atividade 6

Atende ao objetivo 6

Os graficos a seguir ilustram a evolugdo das consultorias realizadas por

uma empresa de auditoria nos anos de 2012 e 2013, considerando o nd-

mero de consultorias realizadas por més.
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Utilize seus conhecimentos de crescimento e decrescimento de fungdes
para ajudar o gestor da empresa a analisar o trabalho desenvolvido pela
empresa nesses dois anos.

Resposta comentada

Analisando-se 0 ano de 2012, percebe-se que foi um ano de muitas va-
riagdes. Houve um crescimento do niimero de consultorias entre os me-
ses de janeiro e marco. Nos meses de marco e abril, houve um grande
decréscimo no nimero de consultorias. A partir dai, as consultorias re-
alizadas cresceram, até atingir o maximo naquele ano (655), em agosto.
De agosto a outubro, o numero de consultorias decresceu, voltando a

crescer nos dois ultimos meses do ano.

O ano de 2013 mostrou-se mais regular, havendo crescimento no nu-
mero de consultorias praticamente durante todo o ano, com excegédo de
margo e abril, quando houve um forte decréscimo.

Funcoes iguais

Duas fung¢oes f: A—B e g: C— D sio iguais se, e somente se, apre-
sentarem:

a) dominios iguais (A = C);

b) contradominios iguais (B = D);

¢) f(x) = g(x) para todo x do dominio.

Isso equivale a dizer que duas fungdes f e g sdo iguais se, e somente se,
forem conjuntos iguais de pares ordenados.
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Tipos de funcoes
Funcdes sobrejetoras
Defini¢ao: uma funcao f: A — B ¢é sobrejetora se, e somente se, para

todo yeB, existe x€A, tal que f(x) =y.

Em outras palavras, uma fungio serd sobrejetora somente se o con-
junto imagem for igual ao contradominio: Im(f) = CD(f) = B.

Exemplo:

Seja f: A — B, definida por: f(x) = 3x2

A B

\_ 7
|

E sobrejetora, pois ndo sobram elementos em B.

fésobrejetora = Im =B

Funcdes Injetoras
Defini¢do: uma fungio f: A — B ¢ injetora se, e somente se, X, # X, =
f(x)) = f(x)), V{x,, x,}CA.

Em outras palavras, uma fungdo sera injetora somente se dois ele-
mentos quaisquer distintos de A (dominio) tiverem imagens distintas

em B (contradominio).
Exemplo:

Seja f: A— B, definida por f(x) =x + 3.

A B

E injetora, pois cada elemento de B s6 recebe uma seta.

féinjetora quando: se x, # x, = f(x,) # f(x,)
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Funcoes Bijetoras

Defini¢do: uma fungéo f: A — B serd bijetora se, e somente se, f for ao
mesmo tempo sobrejetora e injetora.

Em outras palavras, uma fun¢ao f: A — B é bijetora somente se todo
elemento yeB for imagem, através da fun¢ao f, de um tnico x€A.

O
L
=)

f¢ uma fungao bijetora, pois é injetora e sobrejetora.

-
(&)}

g ndo ¢ uma fungao bijetora, pois ndo é sobrejetora.

Classificacao da funcao f através
da lei de associacao y = f(x)

Dada a lei de associagdo y = f(x) de uma funcéo f sobrejetora, injeto-
ra ou bijetora, a conclusdo sobre qual dessas classificagdes ocorre pode

ser feita da seguinte maneira:

a) separa qualquer ye CD(f), a equagdo na variavel x: f(x) =y tem pelo

menos uma solugdo, entdo, f é sobrejetora;

b) se paratodo yeIm(f), a equagdo na variavel x: f(x) = y tem uma tni-
ca solugdo, entdo, f é injetora. Note que se essa condi¢ao for satisfeita,
entdo, teremos x, # x, > f(x)) # f(x,), V{x,, x,}<D(f) (por isso, a fun¢do
¢ injetora);
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c) separa qualquer ye CD(f), a equagdo na variavel x: f(x) = y tem uma

unica solugéo, entdo, f é bijetora.

Exemplo:

Dada a fungdo f: R— R, tal que f(x) = 2x - 1, classifique-a como so-

brejetora, injetora ou bijetora.

Sendo yeCD(f) = R, devemos resolver a equagdo f(x) = y na variavel

x da seguinte forma:
y+1
2x—1=y—>2x=y+l.‘.x=—2

Podemos verificar que, para qualquer ye CD(f) = R, a equagdo em x,
2x - 1 =y, tem solugdo tnica. Logo, f ¢ bijetora.

Atividade 7

Atende ao objetivo 7

1. Dados os conjuntos A ={-5,-4,0,4, 5}, B={0, 16,25} e C={-4, -3,
1, 5, 6, 8}, classifique cada uma das fungdes a seguir como sobrejetora,

injetora ou bijetora:
a) A — Btal quef(x) =x
b) A = Ctalqueg(x)=x+1

2. Classifique como sobrejetora, injetora ou bijetora a fungdo f: R a

]—e0, 2], cujo grafico é dado por:
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Resposta comentada

1. Para resolver esta questdo, basta considerar que em ambas as fun-
¢Oes os valores de x pertencem ao conjunto A e os de y, no item a, per-
tencem ao conjunto B; e ao conjunto C no item b. Usando o diagrama
de flechas, teremos:

a) £ A — Btalquef(x) =x2

E f4cil ver, pelo diagrama de flechas, que a fungio ¢ sobrejetora, j& que
ndo sobram elementos em B sem correspondente.

b) ggA—>Ctalqueg(x)=x+1
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Podemos ver, pelo diagrama de flechas, que a fungdo ¢ injetora, pois
cada elemento de C recebe apenas uma seta.

2. Se tragarmos retas paralelas ao eixo y, conseguiremos ver com mais
facilidade o tipo de fun¢ao:

y A
4
3
5 /\
1 \
2 -1 1234\567891011
; X
f 2 \
-3

Note que todos os elementos do CD(f) tém correspondente a partir de f.
Logo, a fun¢éo é sobrejetora.

Funcéao inversa

Defini¢ao: uma fungdo f: A — B é invertivel se, e somente se, sua re-
lagao inversa, expressa por f!, de B em A também for funcao.

Em outras palavras, dada uma fungao bijetora f: A — B pelo conjun-
to dos pares ordenados (X, y), chama-se func¢do inversa de f, e indica-se
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f-: B — A, a fungdo formada pelo conjunto dos pares ordenados (y, x),
onde (x, y)ef.

As fungdes f e f! sao chamadas de fungdes inversas entre si.
Exemplo:

Sendo f: A—B:

f=1{(1,2),(2,4),3,6)}

Entao: f-:B—A

= { (2a 1)> (4) 2)7 (6> 3) }

Fun¢dof: Dominio = A
Imagem = A

Fungdo f~: Dominio = B
Imagem = B

Destaca-se que s6 ha inversa de fun¢ao bijetora.
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Como determinar a fungéo inversa de uma fungcao

Quando uma fungéo bijetora f: A — B nao é dada por um conjunto
de pares ordenados, e sim definida por uma expressao algébrica, obte-
mos a inversa usando a seguinte regra pratica:

1. trocamos x pelo y e y pelo x,
2.1isolamos y em fungao do x
Exemplo:

Determine a fun¢ao inversa da fungdoy = 5x + 3

1) trocamos x pelo y e y pelo x: x=5y+3
2) isolamos y em fungéo do x: 5y=x-3
y= x=3 (funcéo inversa)

Graficos de funcoes inversas
Os graficos de duas fungdes inversas f e ! sdo simétricos em relacao
a reta suporte que divide ao meio os quadrantes impares (bissetriz).
Exemplo:

Considere a fungao bijetora cujo grafico é dado por:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M X

Sabemos que (x, y) é ponto de f ' se, e somente se, (y, x) é ponto de f.
Assim, para obter o grafico de f !, basta transformarmos cada ponto
(x, y) do gréfico de f em seu simétrico (y, x) em relagdo a reta suporte
das bissetrizes dos quadrantes impares.
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Assim, o grafico de f ' sera:

Atividade 8

Atende ao objetivo 8

1. Os graficos das fungdes f: R—=R e g: R— R representados a seguir
sao uma parabola e uma reta, respectivamente. As fungdes possuem in-
versa? Por qué?
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2. Sendo f: R— R uma fung¢io definida por f(x) = 2x + 3, pergunta-se:
f possui inversa? Em caso afirmativo, determine a inversa de f.

3. Determine a inversa da fun¢io f(x) = 5x + 8.

Resposta comentada

1. A fungdo f de R—R néo ¢é sobrejetora, logo, nao pode ser bijetora.
Assim, f ndo possui inversa; ja a fungao g ¢ bijetora, logo, possui fungao
inversa.

2. Como a fungdo f(x) = 2x + 3 é bijetora e dada por uma expressao

algébrica, devemos seguir os passos a seguir para encontrar sua inversa:
1) trocamosx peloyeypelox: x=2y+3
2) isolamos y em fungdo dox: 2y=x-3
_ x-=3
Y 2
Essa é a funcio inversa a f(x)

3. Para determinar a inversa da func¢ao bijetora f(x) = —5 + 8, vamos seguir
os passos usados para determinar a inversa de expressoes algébricas:

1) trocamos x peloyeypelox: x=-5y+8

2) isolamos y em fun¢do dox: x -8 =-5y
8—x

Y_

(9] ]
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Funcao composta

Sejam A, B e C conjuntos e sejam as funcdes f: A—>Beg:B—>C. A
funcdo h: A — C tal que h(x) = g(f(x)) é chamada fung¢do compostade g
com f. Indicaremos essa composi¢do por g o f. Lé-se g composta com f.

Esquematicamente, temos:

A ! B g c

h=gf

Devemos destacar que, de acordo com a defini¢éo, sé existe a com-
posta de g com f; isto é, g o f se, e somente se, CD (f) = Dom (g).

Exemplo:

Sejam as fungdes reais de varidveis reais f e g, em que f(x) = 3x e g(x)

=x*+1

f(2) =6, g(6) =37 e g(f(2) ) = g(6) =37, 1ogo, (go f) (2) = 37.

R R R
f(x)=3x mg(x)=x2+1
D D
& ()

f(1) =3,g(3) =10 e g(f(1) ) = g(3) = 10, logo, (gof) (1) = 10.

R R R
f(x)=3x mg(x)=x2+1
O D
Lf (1)
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Vamos agora exemplificar a obtengao da expressao da fungdo g o f.
Considerando o exemplo anterior, basta que os seguintes calculos sejam

realizados:
(gof) (x) = g(f(x)) = (f(x))*+ 1 =(3x)*+ 1 =9x* + 1.

Esquematicamente, temos:

R R R
J
C\ m ’ (3x)2+1
P4 N N
&f (x)

Vale observar que a composi¢do de fungdes nao é comutativa. No

exemplo anterior, temos:

(gof) (x) = 9x? + 1, enquanto (fog) (x) = 3x> + 3 (verifique).

Atividade 9

Atende ao objetivo 9

Dadas as fungdes f(x) = 4x - 5, g(x) = 3x* + 2 e h(x) = -x* + 2x, determi-

ne as seguintes fun¢des compostas:

a) (fog) (x)

b) (goh) (x)

¢) (hof) (x)
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Resposta comentada

Para resolver essas questdes, precisaremos substituir o valor de x pelo
valor da fungdo com a qual se deseja obter a composta. Entao, neste
caso, substitui-se o x da fungao f pela fungao g(x):

a) (fog) (x) =4 (3% +2) -5=12x+8 - 5=12x+ 3
b) (goh) (x) =3(—x? + 2x)*+ 2 = 3(x* - 4x> + 4x%) + 2 =3x" - 12x° + 12x* + 2

¢) (hof) (x) = —(4x-5)? + 2 (4x-5) = —(16x> - 40x + 25) + 8x — 10 = —16x>
+ 48x —35

Atividade final

Atende aos objetivos 4, 5, 6 e 9

Vamos agora realizar uma atividade que permita rever os contetudos
abordados durante nossa aula. Caso perceba que continua com alguma
davida, volte ao inicio da aula e refaga as atividades propostas.

Dada a relagdo R, = {(x, y)eR? | y = 6x + 3}, faga o que se pede:
a) identifique se a relagdo é funcéo;

b) defina seu dominio e sua imagem;

c) se for funcao, verifique se possui inversa, identificando;

d) analise seus intervalos de crescimento/decrescimento.

Resposta comentada

a) Para verificar se uma relagdo é ou ndo fung¢ao, basta olharmos o con-
junto de partida, neste caso, R. Como o conjunto de chegada também
¢ R, qualquer elemento que escolhermos no conjunto partida terd um
unico correspondente em R. Logo, essa relagdo é uma fungao.

Se fizermos o grafico da relagio, teremos uma melhor visdo dessa questao:
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1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 N

o N 5 &b kb S Lo

b) Como nio hd restrigdes a escolha de nenhum ndmero real para que
a fungdo pertencga a R, o conjunto dominio sera D(f) = R e o conjunto
imagem Im(f) = R.

¢) A fungdo é bijetora, logo podemos encontrar a sua inversa:
1) trocamos x peloyeypelox: x=6y+3

2) isolamos y em fun¢ao dox: 6y=x-3
x-3

6
Essa é a funcéo inversa a f(x)

A fungdo é sempre crescente para todos os valores de x, xeR.

O estudo de fungio é essencial na Matematica. O reconhecimento des-
se conceito nos permitira construir uma série de modelos que nos serdo
muito uteis posteriormente. Todo o célculo é baseado neste conceito.

Funcoes custo, lucro, receita, elasticidade-preco, valor presente de
um fluxo de caixa, entre outras aplica¢des, s6 podem ser definidas a
partir desse conceito.
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Resumo

Vamos fazer um apanhado dos principais pontos abordados nesta aula.
De maneira geral, temos que, se R ¢ uma relagdo de A em B, entdo:

I. A é chamado de conjunto de partida da relagao R;

I1. B é chamado de contradominio da relagdo R;

I1I. chama-se dominio da relagdo R ao conjunto D(R) = {x€A | (x, y)eR};

IV. chama-se imagem da relagdo R ao conjunto Im(R) = {yeB | (x, y)eR}.

A B
R
1 9
DR) 2 10
Im(R)

3 12

15
cP cD

Fun¢ao é um caso especial de relagio, em que todos os elementos do
conjunto de partida devem possuir um, e somente um, correspondente
no contradominio.

Chama-se dominio de uma fungao ao conjunto D(f) dos elementos xe A
para os quais existe yeB tal que (x, y) ef. Como, pela defini¢do de fungao,
todo elemento de A tem essa propriedade, temos nas fungdes:

D(f) = conjunto de partida,
isto é, D = A.

Chama-se imagem o conjunto Im dos elementos ye B para os quais exis-
te xe A tal que (x, y) ef; portanto:

Im(f) é subconjunto do contradominio.

As fungdes podem ser crescentes, quando em um intervalo, para dois va-
lores quaisquer a e b, se verifica que: a < b —f(a) < f(b); ou decrescentes,
quando em um intervalo, para dois valores quaisquer a e b, se verifica
que: a < b—f(a) > f(b).
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As fungdes podem ser sobrejetoras (quando todos os elementos do con-
tradominio sdo correspondentes a algum elemento do conjunto de par-
tida), injetoras (quando elementos distintos do conjunto de partida tém
correspondentes distintos no conjunto imagem) ou bijetoras (quando

sa0 a0 mesmo tempo sobrejetoras e injetoras).

Dada uma fungéo bijetora f: A — B pelo conjunto dos pares ordenados
(%, y), chama-se fungdo inversa de f, e indica-se f ': B— A, a func¢io
formada pelo conjunto dos pares ordenados (y, x), onde (x, y)€f.

Somente a fungdo bijetora possui fungdo inversa. Para determinar a in-
versa de uma fun¢do que nido é dada por um conjunto de pares orde-
nados, e sim definida por uma expressao algébrica, usamos a seguinte
regra pratica:

1. trocamos x pelo y e y pelo x,

2. isolamos y em funcéao do x.
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Funcéo do 1° grau

Metas

Apresentar a natureza de interdependéncia de duas grandezas na resolu-
¢do de problemas em que elas sejam diretamente proporcionais. Mostrar
que essa interdependéncia caracteriza o estudo das fungdes do 1° grau.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. utilizar a funcéo linear para representar relagcoes entre grandezas di-
retamente proporcionais;

2. identificar uma funcéo linear a partir de sua representagao algébrica
ou grafica;

3. identificar os principais elementos da fun¢éo de 1° grau;
4. analisar a variacdo do sinal da fungdo de 1° grau;

5. resolver exercicios em que as fun¢des estejam contextualizadas em
situacdo do cotidiano ou aplicadas em outras dreas do conhecimento.



Matematica para Contabilidade |

Introducao

Na Aula 7, vimos que as fun¢des podem ser compreendidas como uma
forma de expressar como fenémenos ligados a ciéncias naturais, so-
ciais etc. podem ser expressos. A chave desse conceito estd na nog¢do
de dependéncia, de variavel dependente e de varidvel independente. A
questdo-chave é como determinar a expressdo algébrica que descreve
a dependéncia existente entre as varidveis. Em um primeiro momento,
deve-se analisar a relagdo entre as grandezas envolvidas para depois se
estabelecer a melhor forma de generaliza-la por meio de uma fungéo.

Esta aula diz respeito @ modelagem das situagdes que envolvem gran-
dezas que sofrem aumentos iguais em tempos iguais, isto é, que sejam
diretamente proporcionais. Nesse caso, dizemos que as grandezas estdao
relacionadas por uma fungdo do primeiro grau. Grandezas diretamente
proporcionais encontram-se em diversas situagcdes de nosso cotidiano,
como no numero de pegas produzidas e no tempo de operagao da ma-
quina, nos juros simples e no montante, exemplos de pares de grande-

zas, conforme veremos nesta aula, diretamente proporcionais.

Funcoes do 1° grau (ou funcoes afim)

Como visto na Aula 6, quando duas grandezas sao diretamente pro-
porcionais, 0s nimeros que expressam essas grandezas variam na mes-

ma razdo, isto é, existe uma constante positiva k, tal que:

Y _k
X

Se entendermos que a grandeza representada por y pode ter seus
valores descritos por meio dos valores que a grandeza representada por
X assume, entdo, uma melhor forma de apresentarmos esse relaciona-

mento é dado por:
y=k-x

Vamos agora exemplificar algumas situacdes que envolvam grande-

zas diretamente proporcionais.
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Exemplo 1:

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/1154996

Apés o ultimo reajuste dos pregos dos combustiveis, o prego médio
do litro da gasolina, pago nas bombas de combustiveis pelos consumi-
dores do Rio de Janeiro, é¢ R$ 3,15. O total a ser pago pelo consumidor
no posto e a quantidade em litros abastecida definem grandezas direta-
mente proporcionais. Observe a tabela abaixo:

Volume (litros) Valor a ser pago (R$)
1 3,15
2 6,30
3 9,45
4 12,60
1 2 3 4

315 6,30 9,45 12,60

Essas razdes sdo todas iguais a 1/3,15. A razdo L indica que, a
3,15
cada litro a mais, o valor a ser pago ¢ multiplicado por 3,15. Assim, essas

grandezas sdo ditas diretamente proporcionais.
y=3,15-x

O grafico correspondente a essa tabela é:
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Valor a ser pago
T
14

°
. /
10

°

0 1 2 3 4 5
Volume —

Exemplo 2:

Uma confec¢do apresenta a seguinte tabela de custos para fabrica¢ao
de camisetas:
Quant. (q) 0 10 20 30 40 50
Custo (c) 120 140 160 180 200 220

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/348782

Primeiramente, é importante observar que hda um custo de R$
120,00, mesmo quando ndo ha produgao. Esse custo pode ser atribuido
a impostos, salarios, manutencgao etc. Além disso, nota-se que, quan-
do h4 um aumento de 10 unidades, o custo aumenta em R$ 20,00. Se
hd uma varia¢ao de 20 unidades no total produzido, o custo aumenta
em R$ 40,00. Em um aumento de 30 unidades no total produzido,
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o custo aumenta em R$ 60,00, e assim por diante, isto é, uma variagdo
na quantidade de camisetas produzidas gera uma variagdo proporcional

no custo.

O custo possui duas componentes: uma componente variavel, que
é dependente do niimero de camisetas produzidas, e uma fixa. Dessa
forma, identificam-se duas variaveis:

— custo de produgdo (c) - variavel dependente;
- quantidade produzida (q) - variavel livre.

Contudo, ndo esta explicita a variagdo que a variavel dependente ¢
sofre a cada varia¢do unitaria na varidvel livre. Para isso, devemos cal-
cular a taxa de variagdo média da variavel dependente ¢ em relagdo a
variavel independente q.

variagdo em mc 140-120 160—140 180—-160 _

variacdao em q 10-0 20-10 30-20

Essa razao 2 indica o valor do acréscimo no custo de produgio cor-
respondente a produgdo de uma camiseta adicional. O custo variavel e
a quantidade de camisetas produzidas sdo, portanto, grandezas direta-
mente proporcionais, e a fungdo custo total pode ser expressa por:

C =CF + CV =120 + 2q, CF = custo fixo e CV = custo variavel
C =120 +2q

Esses exemplos nos permitem concluir que, quando duas grandezas
sao diretamente proporcionais, o valor de uma pode ser expresso por
y = kx ou por y = kx + ¢, dependendo da necessidade de o valor final
ser acrescido de um valor fixo que independe da variagdo sofrida pelas
grandezas.

Definicao

Denomina-se fun¢do do 1° grau (afim) a toda fun¢ao f de R em R
expressa por f(x) = ax + b, em que a e b sdo numeros reais, com a # 0.
Na fungao f(x) = ax + b, o niimero a é denominado coeficiente angular
e 0 numero b (termo independente) é denominado coeficiente linear.

Quando b = 0, a fun¢éo afim recebe o nome particular de funcéo linear.

Assim, duas grandezas, x e y, estao relacionadas por uma fungdo do
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1° grau se existir nimeros reais a e b, com a # 0, tais que os valores
correspondentes de x e y sdo expressos por y = ax + b. Nesse caso, dize-
mos que x é a variavel independente (ou livre) e y a variavel dependente.

As seguintes fungdes sdo exemplos de fung¢des afins:
a-y=4x+ 3, coeficiente angular = 4 e linear = 3
b -y = -3x -2, coeficiente angular = -3 e linear = -2

2
c-y= §+§ , coeficiente angular = 1/2 e linear = 2/3

A fungido y = x* + 8 ndo ¢é do 1° grau, pois sua expressdo nao ¢ da
forma f(x) = ax + b. Observe que a variavel independente x, nesse caso,

estd com expoente 2.

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

1. Na cidade do Rio de Janeiro, a bandeirada dos taxis custa R$ 4,80 e o

quilémetro rodado, R$ 1,95.

a. Construa uma tabela que ilustre o valor a ser pago pelo passageiro

apos os 5 primeiros quilometros rodados.

b. As grandezas envolvidas sao diretamente proporcionais? Por qué?
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c. Caso a resposta do item b tenha sido afirmativa, apresente a fungdo
que relacione o total a ser pago com a distancia percorrida, destacando

a variavel independente e a dependente.

2. Uma empresa de telefonia modvel estd ofertando uma nova promogao
para o sistema pré-pago. O usudrio que aderir a esse pacote devera pa-
gar R$ 6,90 por semana e tera uma franquia de 100 minutos para liga-
¢oes locais ou de longa distancia para celulares dessa mesma operadora.
Quando ultrapassar esse limite, o usudrio ira pagar R$ 0,05/min. Deter-
mine a fun¢do que relaciona o valor a ser pago e o tempo excedente (em

minutos).

Resposta comentada

1. a.
Distancia (km) Valor a ser pago (R$) Valor a ser pago (R$)
1 4,80 + 1,95 6,75
2 4,80 + 2.(1,95) 8,70
3 4,80 + 3.(1,95) 10,65
4 4,80 + 4.(1,95) 12,60
5 4,80 + 5.(1,95) 14,55

b. Sim, se considerarmos a variacido do pre¢o (sem a bandeirada inicial)

e a variacdo da distincia percorrida.
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1 2 3 4 5
1,95 3,90 585 7,80 9,75

Essas razoes sao todas iguais a 1/1,95, que indica que, a cada quilometro
adicional, o valor a ser pago pelo passageiro aumenta em 1,95. Assim,
essas grandezas sdo ditas diretamente proporcionais.

c. Como as grandezas sdo diretamente proporcionais, podemos repre-
senta-las por meio de uma fungdo do 1° grau em que y representa o
total a ser pago (variavel dependente), que é fung¢do da quilometragem
rodada x (variavel independente). Assim, temos

y=195-x+4,80

2. Inicialmente, construimos a tabela abaixo, que relaciona o tempo com
o valor a ser pago pelo cliente:

Tempo excedente (min.) Valor a ser pago (R$)
1 0,05
2 0,10
3 0,15
4 0,20

Observamos se cada minuto a mais que o cliente utiliza implica um au-
mento de R$ 0,05 na sua fatura.

O gréfico correspondente a essa tabela é:

Valor a ser pago
T
0,25

02 /.
0,15 @

0,1

005 -

Tempo —
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Contudo, devemos observar que o valor final da conta nido é dado por
y = 0,05%, em que y ¢ a variavel dependente (valor da fatura) e x é a va-
ridvel independente (total de minutos excedentes). Isso, porque o usu-
ario deve pagar, independentemente do total de minutos excedentes,
R$ 6,90/sem. ou R$ 27,60/més.

Assim, o valor da conta é expresso por:

y=0,05-x+ 27,60

A representacao grafica de
uma funcao do 1° grau

Toda fungdo do 1° grau pode ser representada graficamente por uma
reta. Para esbogarmos a reta associada a uma dada fungdo do 1° grau,
basta conhecermos dois pontos por onde ela passa. Tradicionalmente,

determinamos as interse¢des da reta com os eixos x e y.

Intersecao com o eixo x

Quando a reta intercepta o eixo x, a imagem da funcéo é zero, isto é,
f(x) = 0. O valor x para o qual f(x) = 0 é denominado zero (ou raiz) da
funcdo. Logo, o zero da fungio é dado pelo valor de x, o que faz com que
a funcdo assuma o valor zero. Encontrar esse valor de x é muito facil,

pois basta resolver a equagdo do 1° grau.
Exemplo:
f(x) =-3x + 18
f(x) =0= f(0)=—3-0+18.. f(0)=0+18=18

Num caso geral, para determinar-se o zero da fun¢ao afim, basta re-

solver a equagao do 1° grau:

ax + b =0, cuja tnica solugdo é: x=—".
a

O ponto de interse¢ao &, portanto, igual a (-b/a, 0).
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Intersecao com o eixo y

Analogamente, quando a reta intercepta o eixo y, o valor da abscissa
do ponto de intersecao é igual a zero, isto é, o ponto de interse¢do com
o eixo y ¢ (0,£(0) ) = (0, b).

Exemplo:
f(x) =-3x+ 18
£(0) =-3.0+ 18 . f(0) =0 + 18 = 18

Agora, dado que ja se conhecem dois pontos por onde a reta passa,

podemos esbogar o grafico.
Exemplo:

Representagao grafica da fungéo f(x) = -3x + 18

Interpretacao dos coeficientes
da funcao do 1° grau

Quando calculamos a interse¢do da fungdo com o eixo y, vimos que
o valor do coeficiente b (coeficiente linear) corresponde ao ponto que a
reta corta o eixo y.

O coeficiente a da funcdo f (x) = a x + b é denominado coeficiente
angular ou taxa de variagdo média da variavel dependente, y, em relagdo
a variavel independente, x. Como mostrado no exemplo 2, essa taxa de
variagdo média pode ser obtida pelo célculo da seguinte razao:
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variagioem y _y,—Yy, Ay
a= = =—Z
variagdo em X X,—-X, AX

O grafico da fungdo pode ser crescente ou decrescente, dependendo
do sinal de a (coeficiente angular). Quando a > 0, a taxa de variagao é
positiva, logo, x aumenta, y também aumenta. Por isso, quando a > 0
a fungao ¢é dita crescente. Nesse caso, o angulo a formado pela reta e o
eixo x sera agudo (menor que 90 °). Quando a < 0, a taxa de variagdo é
negativa, isto ¢, conforme x aumenta, y diminui. Por isso, quando a<0a
funcao é decrescente. Neste caso, o 4ngulo a formado pela reta e o eixo
x sera obtuso (maior que 90 °).

Resumindo, tem-se:

i.a> 0, f(x) = ax + b é crescente; quanto maior x, maior y;

y
fix3)
T fix,)
y cresce
f(x4)

/ a

/ X, X, X3 X

X cresce ——
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ii. a< 0, f(x) = ax + b é decrescente; quanto maior x, menor y.

y
y decresce
l f(x,)
fix))
fixs) o
X, X, X3 X
X cresce ——

o

Nem toda fungdo que possui a reta como representagdo grafica é
linear! Observe o grafico adiante:

A fungdo representada nesse grafico é uma funcédo real denomi-
nada fun¢ao constante: f: R >R tal que f(x) = k, em que k é uma
constante real.

Isso significa que todos os elementos do dominio apresentam a
mesma imagem. Nao existe, portanto, qualquer relagdao de pro-
porcionalidade entre as grandezas envolvidas.
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Estudo da variacao do sinal
da funcao do 1° grau

Estudar o sinal da fun¢do do 1° grau é determinar os valores de x
para os quais se tenha y <0, y =0 ouy > 0. Sabemos que y = 0 quando
x = —-b/a. Para conhecermos os valores de x de modo que y seja positivo

ou negativo, devemos considerar o sinal do coeficiente a.

1° caso: a > 0.
f(x)=ax+b>0¢>ax>-b ¢ x>-b/a

f(x)=ax+b<0 > ax<-b < x<-bl/a

-b/a

Observa-se que, para todo valor de x > - b/a, a funcéo é positiva, e

para valores menores que —b/a, a fungdo é negativa.

2°caso:a<0.
f(x)=ax+b>0<¢> ax>-b<>x<-Db/a

f(x)=ax+b<0¢<>ax<-bex>-Db/a

-b/a

Observa-se que, para todo valor de x > — b/a, a fun¢ao é negativa. Por

outro lado, para valores maiores que —b/a, a funcéo é positiva.
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Exemplo:

Discutir a variagao do sinal das seguintes fungoes afins:
a.

f(x) =4x-16

O zero da fungio ¢é dado por:

4x-16=0..4x=16 .. x=4.

Também é possivel aplicarmos direto a féormula e obtermos o zero da
fun¢ao como —b/a.

x=-(-16)/4=16/4=4
Como a =4 > 0, a fun¢ao é crescente. Assim, para
x >4,y >0 (a fungao é positiva),

X <4,y <0 (afungdo é negativa).

b.

f(x) =-2x-10

O zero da fungio é dado por:

x=-b/a

x =-(-10)/(-2) =10/(-2) = -5

Como a =-2 <0, a fungdo é decrescente. Assim, para
x > -5,y <0 (a fungdo é negativa),

X < -5,y > 0 (a fungao é positiva).

Atividade 2

Atende aos objetivos 2 e 3

1. Classifique cada uma das fung¢des do 1° grau como crescente ou de-

crescente:

X
a)y=— +5
)Yy 3
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b)y=-8x-7

c.9-5x

2. Dada a fungéo f(x) = (-2m + 4)+ 10, determine m de modo que f(x)
seja uma fungdo decrescente.

3. Discuta, através do grafico, a variagdo de sinal da funcéo:

y=-4x+1

4. Discuta algebricamente a variagdo de sinal das fungdes:

a)y: \/EX_\/E

b)y=-3x+1

Resposta comentada

1. a. Coeficiente angular: a = 1/3.
Como a > 0, a fungdo é crescente.
b. Coeficiente angular: a = -8.
Como a < 0, a fungdo é decrescente.
c. Coeficiente angular: a = -5.

Como a < 0, a fun¢ao é decrescente.

2. O coeficiente angular da reta define se a fungéo é crescente ou decres-
cente. Como o enunciado pede que a fungao seja decrescente, o coefi-

ciente angular precisa ser um nimero negativo.
a=-2m+4
a<0 —> -2m+4<0 - -2m<-4 - m>2.

Assim, para qualquer valor de m > 2, a fun¢do f(x) = (-2m + 4) + 10 é

decrescente.
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3. O zero da fungdo ¢ dado por:
S 4x+1=0:—4x=-1-.x= =1
-4 4

Como o coeficiente angular é negativo, a fun¢ao é decrescente. Logo,

1/4

x> 1/4, y < 0 (a fungdo é negativa),

x < 1/4, y > 0 (a fungdo é positiva).

4.

a)y= \/EX—\/E
y>0 — \/Ex—\/g>0

\/g>\/g —>x>£=\ﬁ=\/§
2 2

Isto ¢, para valores de x >+/3 , a funcdo y ¢ positiva e, para valores de
X < 4/3, a fun¢do y negativa.

b)y=-3x+1
y>0 = -3x+1>0
—3x>-1 a><<l

3

Isto é, para valores de x < 1/3, a fungdo y é positiva e, para valores de
x > 1/3, a fungdo y negativa.
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Obtencao da expressao da funcao do 1° grau

Agora que ja estamos familiarizados com a fungdo do 1° grau, co-
nhecemos a premissa fundamental que afirma que, quando as grande-
zas envolvidas sdo diretamente proporcionais, sua relagdo pode ser ex-
pressa por meio de uma fungéo afim. Devemos saber escrever a fungiao
a partir de informacdes acerca da reta que a descreve.

Vamos lembrar que a fung¢do afim é dada pela expressdo y = ax + b.
Assim, a fungdo fica completamente definida quando os parametros a e
b sdo conhecidos.

Exemplo 1:

Dada a fungéo f (x) = ax + b, calcule o valor de a e b sabendo que
f(0)=3ef(-3)=0.

Dizer que f (0) = 3 e f (-3) = 0 significa dizer que, quandox =0,y =3,
e que, quando x = -3, y = 0. Sao dados dois pontos por onde a reta passa,

que, nesse caso, sao (0, 3) e (-3, 0).

Agora ja é possivel formularmos o sistema cuja resolu¢ao nos forne-
cerd os valores de ae deb.

f(0)=3 - 3=a0+Db
f(-3)=0 > 0=a.(-3)+b

b=3
—3-a+b=0

A primeira equagdo desse sistema ja nos fornece o valor de b. Substi-
tuindo-se b = 3 na segunda equagao, obtemos:

-3-a+3=0—>-3-a=-3—a= __22 1.Logo,a=1eb=3eafungio
¢é dada por f (x) =x - 3. B

Exemplo 2:

Calcule o valor de a, sabendo que o grafico de y = ax + 5 passa no
ponto (2, 6).

Nesse exemplo, é fornecido o valor do coeficiente linear (b = 5). As-
sim, a expressao geral y = ax + b ja pode ser reescrita como:
y=a-x+5()

Com a informagéo adicional que afirma que a reta passa pelo ponto
(2, 9), pode-se determinar a. Basta que lembremos que isso significa
que, quando x = 2, y = 9. Substituindo na expressao I, temos:
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9=a-2+5—>2a+5=9 > 2a=4 5a==-=2

SRR

Logo, a =2 e a fungdo é dada por f (x) =2x + 9.

Atividade 3

Atende ao objetivo 1
1. Sabendo que os pontos P1 = (2,5) e P2 = (3,7) pertencem ao grafico
da func¢io f(x) =ax + b,
calcule:

a) f(4)

b) x, tal que f(x) = 10

2. Um estagidrio de um pequeno escritério de contabilidade tem seu
salario definido por um valor fixo mais uma parte variavel, que é direta-
mente proporcional ao numero de horas extras trabalhadas. Em fun¢ao
do calendario de entrega das declaragdes do IR, os meses de margo e
abril sdo de bastante trabalho. No més de marco, ele fez 15 horas extras e
recebeu R$ 945,00; no més de abril, trabalhou 30 horas extras e recebeu
de saldrio R$ 1.170,00.
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e Funcéo do 1° grau

Fonte: http://www.sxc.hu/photo/1096838

a. Determine a fungdo salario desse estagiario.

b. Qual o valor do saldrio do estagidrio em um més sem horas extras?

Resposta comentada

1. Para podermos responder ao que ¢é solicitado, é preciso primeiramen-
te conhecer os pardmetros a e b da fun¢do. Com esse proposito, deve-
mos proceder de forma andloga a desenvolvida no exemplo 1 da segdo
1.6., ou seja, substituir as coordenadas dos pontos P, e P, na expressao
geral da funcdo do 1° grau.

Substituindo-se as coordenadas de P, obtemos 5 =a- 2 + b e substituin-
do-se as coordenadas de P,7=3-a+ b. Geramos, portanto, o seguinte

sistema:
2-a+b=5
3-a+b=7
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Resolvendo por substituicdo, da primeira equagido podemos isolar b e
reescrevé-la como b =5 - 2 - a. Substituindo-se b na segunda, temos:

3-a+(5-2-a)=7
3:a-2-a+5=7
3-a-2-a=7-5
a=2

Para determinarmos b, basta substituirmos o valor encontrado para a
na expressao de b.

b=5-2-a=>b=5-2-2->b=1
Agora que conhecemos aeb, temos f (x) =2-x + 1.
a)f(4)=2-4+1=5

f(4) =5

b) f(x) = 10, isto é, y é conhecido e x ndo.

fx)=2-x+1
y=2-x+1
10=2x+1
2x=10-1
2x=9
x=4,5

2. a) O enunciado garante que o salario final (y) pode ser expresso por
meio de uma funcao do 1° grau, dado que a componente variavel é di-
retamente proporcional ao numero de horas extras trabalhadas, isto é,

y(x) = ax + b, onde b = valor fixo do salério,
x = n° de horas extras feitas.

O coeficiente linear, nesse caso, pode ser interpretado como o valor re-
cebido pelo estagiario por hora extra trabalhada no més.

Dados:
N° horas extras (x) Salario final (y)
15 R$ 945,00
30 R$ 1170,00
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Inicialmente, precisamos calcular a fun¢ao salario. Devemos lembrar

que o coeficiente angular representa a taxa de variagdo da funcao.

am variagdo emy Ay 1170-945 _ﬁ_ls
variagdo em x Ax 30-15 15

Para obtermos o termo b, devemos substituir a = 15 na expressao y = ax
+ b e um dos pares de valores de x e y fornecidos.

y = 15x + b, substituindo, por exemplo, o par (15, 945), temos
945=15-15+b

225+b =945 > b =945 -225=720

Logo, y=15-x+720.

Também poderiamos ter encontrado saldrio, lembrando que as infor-
macOes dadas correspondem a conhecermos dois pontos por onde a
reta passa (15, 945) e (30, 1170).

b) Se nao houve hora extra, entdo x = 0. Logo, deseja-se saber o valor de
y quando x = 0.

f(0) =15-0 + 720 = 720.

Em um més sem hora extra, o funciondrio recebera R$ 720,00.

Atividade final

Atende aos objetivos 1, 4e 5

Ap6s a exposicao dos principais conceitos relativos a fungdo do 1° grau,
devemos sedimentar nosso aprendizado resolvendo os exercicios a seguir,
que nos permitirdo aplicar todo o contetido visto durante nossa aula e
vivenciar algumas das aplicagdes mais usuais para as fungoes do 1° grau.

1. Acredita-se que um automdvel que atualmente custe R$ 60.000,00
sofrerd uma desvalorizacio linear de 5.000,00 reais por ano. Sob essa
condi¢io, calcule:

a) o valor do automdvel daqui a 8 anos;
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b) o tempo decorrido para que o pre¢o do mesmo esteja reduzido a
metade.

2. Um banco paga as contas de um cliente. As contas vencem segundo a
fungao y = —Z?X+18 ,onde xe{l, 2, ..., 30} e y é o saldo do cliente (em
real) no dia x do més.

a. Em que dia do més o saldo do cliente chega a R$ 0,00?

b. Em que periodo do més o saldo ¢ positivo?

c. Em que periodo do més o saldo é negativo?

3. Uma pessoa precisa escolher um novo plano de saude entre duas op-
¢Oes que sua empresa oferece: Saude Total e UNIMEDICAL. Condi¢oes
dos planos:

o Plano Sadde Total: cobra um valor fixo mensal de R$ 160,00 e R$
20,00 por consulta num certo periodo.

o Plano UNIMEDICAL: cobra um valor fixo mensal de R$ 120,00
e R$ 30,00 por consulta num certo periodo. O gasto total de cada
plano é dado em func¢do do niimero de consultas x dentro do pe-
riodo preestabelecido. Calcule:

a) a funcdo correspondente a cada plano;

b) em qual situagdo o plano Saude Total é mais econémico, o plano
UNIMEDICAL ¢ mais econdmico, os dois se equivalem.

Resposta comentada

1. O enunciado afirma que o valor de mercado de automével sofre uma
desvalorizacio linear, de modo que, a cada ano, o veiculo é desvalori-
zado em R$ 5.000,00. Podemos, entéo, expressar o valor do automovel

como a seguinte fungdo linear:
y = 60.000 - 5.000x, x = idade, em anos, do veiculo.

a. Calcular o valor do carro daqui a 6 anos corresponde a calcularmos a
imagem de x = 6.

£ (6) = 60.000 - 5.000 - 6 = 60.000 - 30.000 = 30.000
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b. Lembrando que y representa o valor de mercado do automével passa-
dos x anos, esse enunciado pede o valor de x tal que y seja a terca parte
do valor de compra, isto ¢, y = 20.000.

f(x) = 20.000

60.000 - 5.000x = 20.000
-5.000x = 20.000 - 60.000
-5.000x = -40.000

x=38

Ap6s 8 anos, o carro valera a terca parte do seu valor inicial.

2.

a) Como y foi definido como o saldo do cliente no dia x, devemos en-
contrar qual valor de x torna y = 0, isto ¢, calcular f(x) = 0, ou seja, é o
zero da fungdo.

2 2
y=—?x+18%—?x+18=0%—2x+54=0%—2x=—54—>x=27
O cliente tem seu saldo zerado no 27° dia do més.

b) Queremos saber para qual variagdo de x a funcédo y é positiva.

O item anterior nos forneceu o zero da fun¢io. Além disso, como o coefi-
ciente angular da funcdo é negativo (a = -2/3), a fungdo é decrescente. As-

sim, a variagdo do sinal da fun¢do pode ser representada graficamente por:

Isso quer dizer que o cliente tem saldo positivo nos primeiros 26 dias do
més e negativo a partir do 28° dia do més.



Matematica para Contabilidade |

3.

a) Seja f1 a fungao que expressa o custo total do cliente no plano Satde
Total, em que x corresponde ao nimero de consultas num certo perio-
do. Logo, f1 = 160 + 20x

Seja f2 a fungdo que expressa o custo total do cliente no plano UNI-
MEDICAL, em que x corresponde ao numero de consultas num certo
periodo. Logo, £2 = 120 + 30x

b. Para o plano Saude Total ser mais econdmico que o plano UNIMEDI-
CAL precisamos ter f1< 2, que pode ser expresso algebricamente por:

160 +20x < 120 + 30x — 20x-30x<120-160 —- -10x<-40 - x>4

Isto significa dizer que o plano Satude Total passa a ser mais econémico
que o plano UNIMEDICAL quando o cliente faz mais do 4 consultas

por periodo.
Eles sdo equivalentes quando f1 (x) = {2 (x).
160 + 20x =120+ 30x — 20x-30x=120-160 —» -10x=-40 —» x=4

Ou seja, se o cliente sempre realiza quatro consultas por més, os custos

dos planos sao iguais.

Esta aula dedicou-se ao estudo da fungdo do 1° grau, que é um caso
particular de fun¢ao. Embora a fun¢do do 1° grau tenha uma formu-
la¢ao simples, pudemos verificar o quao variado é seu escopo de apli-
cagdes. Taxa de variagao, fungao receita/custo e lucro e juros simples
foram algumas das célebres aplicagdes estudadas. Também vimos dife-
rentes possibilidades de obtermos e interpretarmos a fun¢ao do 1° grau.

Resumo

Vamos fazer um apanhado dos principais pontos abordados nesta aula.

As fungdes do 1° grau (ou afins) sdo fungdes reais que correspondem as
relagdes entre a varidvel dependente e a independente expressa por um
polindmio do 1° grau. Sao expressas por:

f(x) =ax+b,az0
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O coeficiente a é denominado coeficiente angular da reta ou taxa de
variacdo média da variavel dependente, y, em rela¢ao a variavel inde-
pendente, x.

. variagdo emy _y,—y, Ay

variagdo em X X,—-X, Ax
A funcio afim f (x) = ax + b é crescente se, e somente se, o coeficiente
angular a for positivo.

A fungdo afim f (x) = ax + b é decrescente se, e somente se, o coeficiente
angular a for negativo.

O zero da fungédo afim f (x) = ax + b é dado por x = - b /a e, para se estu-
dar o sinal d, basta examinar se é positiva, nula ou negativa a ordenada
de cada ponto da curva.

1°9)a>0

-b/a

f(x)=ax+b>0 <> ax>-b <> x>-b/a

f(x)=ax+b<0 < ax<-b & x<-b/a

2°)a<0

-b/a

f(x)=ax+b>0¢> ax>-b <> x<-b/a

f(x)=ax+b<0 < ax<-b < x>-b/a
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Aula 9 e Funcdes quadraticas ou de 2° grau

Meta

Apresentar nogoes de fungdes de 2° grau e suas aplicagoes.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:
1. reconhecer a concavidade de uma fungao quadratica;
2. identificar as raizes da fun¢ao quadratica;

3. identificar o vértice da fungdo quadratica como seu ponto de maximo
e minimo, aplicando o conceito em situagdes praticas;

4. determinar o dominio e a imagem de uma fung¢do quadratica;
5. analisar a variagdo de sinal da fung¢do quadratica;
7. plotar o grafico de uma fungao quadratica;

8. aplicar procedimentos para a aplicacio e resolucio de inequagdes de
2° grau;

9. aplicar procedimentos para a resolugdo de inequagdes produto e
quociente.
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Introducao

A fungdo quadratica é uma fungido equivalente a equagao do 2° grau.
Ela é um polindmio de segundo grau, ou um polindmio de grau dois,

porque o maior expoente de x é 2.

Veremos adiante que o grafico cartesiano da fun¢ao quadratica é uma
curva plana chamada de parabola. A palavra parabola indica colocar ao
lado ou comparagio, e foi usada por Apolonius de Perga - astronomo e

matemadtico grego — como nome para uma se¢ao plana.

Fonte: http://ecalculo.if.usp.br/historia/apolonio_
perga.htm

O matematico Apolonius nasceu em Perga (Turquia, nos dias de
hoje) e era chamado de Apoldénio de Perga. Apesar de muitos de
seus trabalhos terem sido perdidos ao longo dos anos, Apolonius,
conhecido como “O Grande Gedmetra’, deixou uma vasta obra, con-

tribuindo sobremaneira para o desenvolvimento da Matematica.

O seu trabalho mais importante, Conicas, era composto por oito
livros. Alguns deles nao chegaram aos dias de hoje. Apolonius in-
troduziu termos que hoje em dia sdo muito utilizados por nos,

como parabola, hipérbole e elipse.
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Vocé pode obter mais informagdes sobre esse grande matema-
tico no site: http://fatosmatematicos.blogspot.com.br/2012/05/
apolonio-de-perga.html.

Funcao quadratica ou funcao do 2° grau

Definicao

Chama-se fungdo quadratica, ou fun¢ao polinomial do 2° grau, qual-
quer fungdo f de R em R dada por uma lei da forma f(x) = ax* + bx + ¢,
onde a, b e ¢ s30 niumeros reais e a # 0.

Exemplos:

f(x) =3x-4x+1l,emquea=3,b=-4ec=1
f(x) =x*-1,emquea=1,b=0ec=-1

f(x) =2x*+3x+5,emquea=2,b=3ec=5
f(x)=-x*+8x,emquea=-1,b=8ec=0

f(x) =-4x}, emquea=-4,b=0ec=0

Grifico

O grafico de uma fungdo polinomial do 2° grau, f(x) = ax”> + bx + ,
com a # 0 é uma curva chamada parabola.

Essa parabola tem o eixo de simetria perpendicular ao eixo Ox e sua
concavidade ¢ definida pelo sinal do termo dominante a: se a > 0, ela é
voltada para o sentido positivo do eixo Oy; e se a < 0, ela é voltada para
o sentido negativo do eixo Oy.

Em resumo, podemos analisar a concavidade da fungdo quadratica
da seguinte forma:

a> 0 > concavidade da parabola voltada para cima
a < 0 > concavidade da parabola voltada para baixo

Exemplo:
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\ a>0 : //\ a<ox

Vamos verificar a concavidade do grafico da fun¢ao y = -5x? + 3.

Para verificar a concavidade do grafico de uma fungao, basta investi-
gar o coeficiente de x? ou seja, o valor de a.

Nesse caso, a = -5, logo, o grafico da fungio tera concavidade voltada
para baixo.

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

Identifique a concavidade das seguintes fun¢des quadraticas:

a) fx)=7x*-3

b) f(x)=-3x2+7

0 fx)= %
5

Resposta comentada

Para resolver esta questao, basta analisar o coeficiente da variavel x?, isto
é, o valor de a:

a) f(x)="7x*- 3, neste caso, a = 7, positivo, logo, esta parabola é voltada

para cima;
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b) f(x) =-3x*+ 7, neste caso, a = -3, negativo, logo, a parabola é volta-

da para baixo;

o) f(x)= _—3x2, neste caso, a = -3/5, negativo, logo, a parabola ¢ vol-
5

tada para baixo.

Apés identificar a concavidade da parabola, devemos pensar no es-
boco do grafico de uma fun¢ao quadratica. Considerando a fungao y =
x?, podemos atribuir alguns valores a variavel x e obter o valor corres-
pondente de y. A tabela a seguir ilustra alguns desses valores:

X y
2 (-20=4
-1 (-1p=1
0  (02=0
1 (1p=1
2 (2r=4

Como sabemos que o grafico da fungdo do 2° grau é uma parébola e
que, nesse caso, a > 0, ja sabemos que o grafico da fun¢io terd concavi-
dade para cima. Marcamos no plano cartesiano os pontos obtidos pela

tabela e desenhamos a parabola:

1
10

10 -9 8 7|6 5| 4 3 2 - 12 3 4 5/ 6/ 7 8 9 10 n
X

I N R RN N I e N P e e IR S
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Todavia, escolher pontos aleatdrios ndo é a melhor forma de esbo-
car o grafico de uma fungdo quadratica. Na constru¢ao do grafico da
parabola, existem pontos que tém grande importancia por facilitarem o
esbogo do grafico. Sao eles:

« o0s pontos de interse¢ao da parabola com o eixo Ox, chamados de
zeros ou raizes da fungao;

« o vértice da parabola;

« o0s pontos de intersecdo da pardbola com o eixo Oy.

Raizes ou zeros da funcao quadratica

Raizes ou zeros da fun¢ao quadratica f(x) = ax® + bx + ¢ (a # 0) sao
os valores de x para os quais a fungdo se anula (f(x) = 0). Logo, para
encontrar esses valores, é preciso resolver a equagio:

ax’+bx+c=0

Estudamos as equagdes do 2° grau na Aula 5. Vimos que a solu¢ao
dessa equagdo pode ser facilmente encontrada através da féormula geral
de Bhaskara, dada por:

—b++/b* —4ac

2a

X =

Devemos nos lembrar de que a equagdo do 2° grau pode ter até duas
raizes. O que se deseja ¢ identificar tais raizes.

O segundo membro da férmula A = b? - 4ac, chamado discriminante
da equacao, define o numero de raizes que podemos ter, podendo a for-
mula geral de Bhaskara ser escrita da seguinte forma:

—bEJA
X=——

2a

Interpretacdao geométrica das raizes

Sendo as raizes os valores de x para os quais y = 0, geometricamente
as raizes vao representar os pontos onde a parabola corta ou tangencia
o eixo Ox.
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Como a existéncia de raizes reais para a equagao do segundo grau ax*
+ bx + ¢ = 0 (a # 0) fica condicionada ao fato de VA ser real, pode-se

considerar trés casos:

1°) A >0 - aequagdo apresentara duas raizes distintas:

< =—b+\/b2—4ac N :—b—\/b2—4ac
2a

1 2
2a e

2°) A =0- aequagdo apresentara duas raizes iguais, ficando redu-
zida a:

L _btVo_-b
2a 2a

3°) A< 0— aequagdo nido apresenta raizes reais.
Exemplo:

Vamos encontrar as raizes da fung¢ao do 2° grau y = 3x* + 1.
Nessa fun¢do,a=3,b=0ec=-1.

Calculando o valor de A, teremos:
A=b’-4ac=0"-4-3-1=-12

Como A < 0, essa fungdo nao possui raizes.

Atividade 2

Atende ao objetivo 2

Determine as raizes das seguintes fun¢des quadraticas, definidas em R:

a)y=2x"-x-1

b)y=-4x>+4x-1

c)y=>5x
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Resposta comentada

Para obtermos os zeros das fungdes, ou seja, os ponto de intersecao do
grafico de cada fungdo com o eixo Ox, basta atribuir o valor zero a vari-
avel y e resolver a equagao resultante:

a)2x*-x-1=0
Nesse caso, a=2,b =-1 e c=-1. Vamos calcular primeiro o valor de A:
A=b>—dac=(-1-4-2-(-1)=1-(-8)=1+8=9

Como A>0, a fungdo tem dois zeros:

_—b+/b’ —4ac =—(—1)+J§ _143_4

Xl
2a 2.2 4 4
e
_—b—yb’—dac _—(-1)-\9 1-3 -2 -1
7 2a 22 4 4 2

b)y=-4x>+4x -1
Nesse caso, a = —4, b =4 e ¢ = -1. Vamos calcular primeiro o valor de A:
A=b>-dac=(4)-4-(-4)-(-1)=16-16=0

Como A =0, a fun¢do tem um zero:

_ —b++/b*—4ac _—4i\/6 B

4
2a 2.(-4) -8

1
= XZ 5
c)y=5x*+1
Nesse caso,a =5,b =0 e c = 1. Vamos calcular primeiro o valor de A:

A=b>—4dac=(0-4-(5)-1=-20

Como A < 0, a funcio nédo tem zero.
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Maximos e Minimos de Funcoes Quadraticas

A fungdo quadratica é aplicada de diversas formas em nosso dia a
dia. Uma de suas aplicagdes esta relacionada com maximos e minimos.
Dependendo da concavidade da fungdo, ela terd um ponto de maximo
ou de minimo, denominado vértice da parabola.

Vértice da Parabola

Observando-se os graficos que representam a fung¢do quadratica
ax? + bx + ¢, (a # 0), pode-se notar que a parabola é simétrica em relagdo
a reta r, chamada eixo de simetria da parabola, que é paralela ao eixo
Oy. A abscissa do vértice de uma parabola é o ponto médio entre as suas
raizes, por conta da simetria que a parabola possui. A interse¢ao do eixo
de simetria e a pardbola, o ponto V(x,, y, ), chama-se vértice da pardbola,
cujas coordenadas sdo:

e
2a 4a

Calculando o valor numérico de f(y ) teremos a ordenada do vértice
que corresponde ao valor maximo ou minimo dessa func¢éo. Assim, o
vértice da parabola indica o ponto de minimo (se a > 0) ou de maximo
(se a < 0) atingido pela funcao.

Ao analisarmos o movimento da parabola, podemos perceber que,
quando a < 0, a fungdo cresce até o vértice (seu ponto de maximo), nele
muda de dire¢ao e comega a decrescer. Por sua vez, quando a > 0, a fun-
¢do decresce até o vértice (seu ponto de minimo), nele muda de dire¢do

€ passa a crescer.

Em muitas aplicagoes de Ciéncias Contabeis, Administragdo e Eco-
nomia, o conhecimento da fun¢ao quadratica é muito importante na
modelagem de diversos problemas de otimizagdo (maximos e minimos).

Exemplo:

O custo, em reais, para a produgdo de x unidades de determinado
produto é dado por: C(x) = x* - 80x + 3000. Quantas unidades devem
ser produzidas pela empresa, de modo a tornar o seu custo minimo?
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Temos uma parabola com concavidade para cima (a > 0), logo, o va-
lor minimo sera atingido em seu vértice. Assim, o nimero de unidades

ideal serd dado pelo valor de xv.

2a 2

40

Xy

A empresa deve produzir 40 unidades para ter o custo minimo de:

C(40) = 40% - 80 - 40 + 3.000 = 1.600 + 3.200 + 3.000 = R$ 7.800,00.

Dominio e imagem da funcao quadratica

O dominio da fun¢ao quadratica ¢ dado por R, ja que, para quaisquer

valores reais, sempre sera possivel encontrar um correspondente em R.

Para definirmos o conjunto imagem, sera necessario observarmos,
mais uma vez, o esbogo dos graficos da fun¢ao quadratica ax* + bx + ¢,

(a # 0). Notaremos que:
a) sea>0,afungdo assume um valor minimo em seu vértice V, cuja

ordenada ¢ dada por y, = e
a

a>0

\all

b) sea<0,afuncdo assume um valor maximo em seu vértice V, cuja

ordenada ¢é dada por y, =—.
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\all

AN

X

Assim, o conjunto imagem da fun¢ao quadratica sera:

Im = {ye|y=> ﬂ} (sea>0)
4a

Im={ye|y< ﬂ} (sea<0)
4a

Atividade 3

Atende aos objetivos 3 e 4

1. Dadas as fun¢des quadraticas a seguir, determine seus pontos de

maximo e de minimo, identificando seu dominio e sua imagem:
a) flx)=x>-2x-3

b) g(x)=-x*+2x-3

¢) hx)=x*+4x+4

2. Olucro total é dado pela diferenca entre a receita total (R) e o custo
total (C) de produgao: L = R - C. Uma empresa obteve R = 6000 x — x?
com custo C = x* — 2000x para a produc¢ao de x unidades. Qual deve ser
a produgdo ideal da empresa para maximizar o seu lucro? Qual o valor

do lucro maximo que a empresa podera obter?
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3. O lucro mensal de uma empresa é dado por L = -x* + 30x - 5, em
que x representa a quantidade de pecas a serem produzidas e L o valor

do lucro, em milhares de reais.

a) Qual a quantidade ideal de pegas a serem produzidas, para gerar o
maior lucro possivel?

b) Qual o valor maximo possivel para esse lucro?

Resposta comentada

1. Primeiramente, precisamos identificar a concavidade da fun¢ao qua-
dratica, a fim de saber se ela possui ponto de maximo (a < 0) ou de
minimo (a > 0). Para definir os pontos de maximo e de minimo, basta
identificar o vértice da fungdo. Finalmente, o dominio da fungao qua-
dratica serd sempre R, e a sua imagem também sera definida a partir do
vértice da funcio.

a) Para f(x) =x*-2x - 3, temosa = 1,b = -2, c = -3, ou seja, a > 0, fazen-
do com que a fungdo tenha concavidade para cima e, consequentemen-

te, um ponto de minimo.
Calculando as coordenadas do vértice, temos:

A=(-2-4-1-(-3)=4+12=16
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b —(-2) 2 -A -16 -16
XV:_:—:_:1 YV:—:—:—:—4
2a 21 2 e 4a 4.1 4
O grafico da fungao é:

8
7
6
5
4
3
2
1
.10-5-5-7-6-54-3-2-1X\1/4557591011)(
i

E o dominio e a imagem da funcao:

b U & b6 Ao

D(f) =R
Im(f) = {ye| y > -4}

b) Para g(x) = -x*+ 2x - 3, temosa =-1,b =2, c = -3, ou seja, a < 0,
fazendo com que a funcio tenha concavidade para baixo e, consequen-

temente, um ponto de maximo.
Calculando as coordenadas do vértice, temos:

A=2-4.(-1)-(-3)=4-12=-8

-b 2 2 -A_ —(-8) 8
22 2(-1) -2 42 4.(-1) -4
O griéfico da fungao é:

y

2

1

3 2 -1 01 2 3 4 5
X
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E o dominio e a imagem da funcao:
D(g) =R
Im(g) = {ye|y<-2}

c) Parah(x) =x*+ 4x + 4, temos a = 1,b =4, c =4, ou seja, a > 0, fazendo
com que a func¢do tenha concavidade para cima e, consequentemente,

um ponto de minimo.
Calculando as coordenadas do vértice, temos:

A=4-4.1-4=16-16=0

b -4 —4 -A 0
XV:—:—:—:—z (¢ YV:_:_:O
2a 21 2 4a 4.1
O grafico da fungao é:
y
1"
10
9
8
4
6
5
:
2
1
10 9 8 -7 6 5 4 -3 2 -1 0|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
E]
2
3
3
5
)
7

E o dominio e a imagem da funcao:
D(h) =R
Im(h) = {ye| y= 0}

2. Primeiramente, devemos identificar a solugéo lucro:
L=R-C=(6000x - x?) - (x* - 2000x) = 6000x — x> — x> + 2000x
L =-2x* + 8000x

Temos uma parabola com concavidade voltada para baixo (a < 0), o que
faz com que tenhamos um ponto de maximo no vértice dessa parabola:
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. _—b_—8000 _8000
Yo2a 2.(-2)

=2000 unidades

O lucro maximo que a empresa podera obter serd, entdo:
L =-2-(2000) + 8000 - 2000 = —8.000.000 + 16.000.000 = 8.000.000

Assim, para uma produc¢ao de 20.00 unidades, a empresa obtera um lu-
cro maximo de R$8.000.000,00.

3. Consideremos a fungéo lucro dada por:
L=-x>+30x-5

Temos uma parabola com concavidade voltada para baixo (a < 0), o que
faz com que tenhamos um ponto de méximo no vértice dessa parabola:
b -30 30

=———="_=15 unidades
2.(-1) 2

X, =
V' 2a
O lucro maximo que a empresa poderd obter sera, entio:
L=—-(15)2+30-15-5=-225+450-5=220

Assim, para uma produgdo de 15 unidades, a empresa obterda um lucro
maximo de R$220.000,00.

Variacao do sinal da funcao quadratica

Analisar a variacdo do sinal de uma fungao é investigar os pontos
em que a fungao, f(x) ou y, é positiva, negativa ou zero. Ja discutimos a
determinagao dos zeros da fun¢do quadratica; vamos agora analisar o
momento em que a func¢io se torna positiva e negativa.

O sinal da fung¢do quadratica varia de acordo com a sua concavidade
e o numero de zeros da fungdo. Assim, ao analisar genericamente o seu

sinal, precisaremos investigar os trés casos possiveis:

o A >0, quando a fungdo possui dois zeros (x, ex,), ela terd o mesmo
sinal de a fora das raizes e o sinal contrario ao de a entre as raizes;

+ A =0, quando a fungio possui um zero (x, = x,), ela terd sempre o



sinal de a, exceto no zero da funcio, onde ela valera zero;

« A <0, quando a fun¢io ndo possui zeros, ela tera sempre o sinal de a.
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a>0 a<o0 .
A Iz:ﬁ:‘o gg (Concavidade para (Concavidade para 5D d:ir\:::'lagao ol
¢ cima) baixo)
a>0 <0 X < x, - f(x) tem sinal
2 zeros dea
(5(1: Lurrtwgio f(x)>0\ / x50 @ é e> ;(2 — f(x) tem sinal
A4>0 eixo Ox M\ fm<o /72 S X X; X
em dois <0 <0 X, <X <X, jf(x) tem
pontos) sinal contrério ao de a
X=X, 0ux=Xx,—>f(x)=0
1 zero 2 _
(a funcéao x # X, - f(x) tem sinal
A=Q Ccortao de a
eixo Ox £(x)>0 f(x)>0 f(x)<0 f(x)<0
em 1 x=x,>fx)=0
ponto) o= <
a>0 a<0
Nenhum X
zero
(a funcao :
A<0 50 corta 000 <o vx - f(x) tem sinal de a
0 eixo
Ox)
X
Exemplo:

Vamos estudar a varia¢do de sinal da funcéo f(x) = 2x* - x - 1.

Primeiramente, vamos identificar os zeros da fungdo, a =2,b = -1
ec=-1:

A=(-12-4-2.(-1)=1+8=9

_ —b+yb*—dac _—(-1)+/9 143 _4_,

2a 2.2 4 4

X

2.2 4 4 2

2

_—b—Vb’—dac _—(-)-\9 _1-3_-2_-1
2a

Como a >0, e A> 0, temos dois zeros e concavidade para cima. Logo,
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f(x)>0\ / f(x)>0

-1/2 1 X
f(x)<0

fx)=0>x=-1/20ux=1
f(x) > 0 = (=00, —1/2[U]1, o)
f(x) <0—>-1/2<x<1

Podemos visualizar melhor a situagao analisando o grafico da fungao:

y

A2 N1 X

Ela é positiva quando x < -1/2, ou x > 1; e negativa entre os zeros:
-1/2<x< 1.

Atividade 4

Atende ao objetivo 5

Analise a variagdo de sinal das seguintes fun¢des quadraticas:

a) f(x)=-5x*+3x

b) f(x)=6x2+2x+1
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¢ fx)=x*-8x+16

Resposta comentada

a) f(x) = -5x? + 3x

Vamos iniciar encontrando os zeros da funcio, sendoa=-5,b=3ec=0:
A=32-4.(-5)-0=9

Como A > 0, temos duas raizes; e, sendo a < 0, a func¢ao tera concavidade
para baixo, com sinal negativo fora das raizes e sinal positivo entre as
raizes. Entdo:

_ —b+yb —dac _-3+9 343

= = 0
2a 2.(=5)  -10

1

o _~b=b’—dac _ 3-49_-3-3_-6 3
? 2a 2(-5) -10 -10 5
Plotando os pontos numa reta graduada, teremos:
Sinal contrario
aodea
+
. ° >
- 0 3/5 -
Sinal de a Sinal de a

Ou seja, teremos sinal igual ao de a fora das raizes e sinal contrario ao

de a entre as raizes.

A fungdo sera negativa quando x < 0, ou x > 3/5; e positiva entre os
zeros: 0 < x < 3/5. Em simbolos:

f(x) > 0 - 10, 3/5]
f(x) < 0= (o0, 0[L]3/5, o)

b) f(x) = 6x* + 2x + 1
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Vamos iniciar encontrando os zeros da fungdo, sendoa=6,b=2ec=1:
A=22-4-(6)-1=4-24=-20

Como A < 0, a fungdo ndo possui raizes reais. Sendo a > 0, a fungao tera
concavidade para cima, sendo sempre positiva.

Assim, f(x) > 0, Vx.

o) fx)=x*-8x+16

Vamos iniciar encontrando os zeros da funcio, sendoa=1,b= -8 ¢
c=16:

A=(-8)?-4-1-16=64-64=0

Como A = 0, temos uma raiz dupla; e, sendo a > 0, a fungdo tera con-

cavidade para cima, com valor zero na raiz e sinal positivo nos demais
pontos do dominio. Entédo:

—b+b’—dac —(-8)+J0 8
X =X,= = =—=4
2a 2.1 2

Plotando o ponto numa reta graduada, teremos:

Sinal de a Sinal de a
+ +
@
4

\ 4

Ou seja, teremos sinal igual ao de a em toda a reta real, exceto no zero
da funcéo.

Em simbolos:

f(x) > 0 > (—o0, 4[U]4, o0)

Esboco do grafico da funcdo quadratica

Finalmente, a identifica¢do do ponto de interse¢ao da parabola com
o eixo Oy permitira completar as informagdes que propiciam a elabo-
ragdo do esbogo do gréfico da fun¢io do 2° grau, y =ax’> + bx + c,a # 0.
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Para obter o ponto de intersecdo da parabola com o eixo Oy, basta

atribuir o valor zero a variavel x. Entao:
y=a-0°+b-0+c—>y=c
Assim, o ponto de interse¢ao da parabola com o eixo Oy é (0, ).
Exemplo:
Obter o ponto de intersegdo da fungdo y = x* - 6x + 5 com o eixo Oy.

Para obter o ponto de interse¢do com o eixo Oy, basta substituir x

por zero e calcular o valor de y:
y=0"-6-0+5>y=5

Assim, para esbogarmos o grafico da fungdo quadrética, devemos

identificar:

o 0s pontos de intersecdo da pardbola com o eixo Ox, chamados de

zeros ou raizes da funcio;

« o0 vértice da parabola;

« os pontos de intersecdo da pardbola com o eixo Oy.
Vamos esbogar o grafico de y = x> - 6x + 5.

Ja identificamos o ponto de interse¢do com o eixo Oy, y = 5, que é o

proprio valor de c.
Vamos agora identificar os zeros da fun¢do e determinar o seu vértice.
Temosa=1,b=-6ec=>5,entdo:

A=(-6)?-4-1-5=36-20=16

. —b++/b* —4ac :—(—6)+\/E _6+4_10

1 —=5
2a 2.1 2 2

2

_—b-Jb*—4ac _—(-6)-+/16 _6-4 _2_,
2a

2.1 2 2

Como a > 0, e A > 0, temos dois zeros e concavidade para cima.

O vértice sera dado por:

b _—(-6) _6_ A _
Xy=—="—==-=3 y,=—=——=-4
2a 21 2 e 4a 4.1
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O grafico da fungdo sera:

a_~

Atividade 5

Atende ao objetivo 6

Esboce o grafico das seguintes fungdes quadraticas:

a) flx)=-x*+4x-5

b) gx)=x*+2x+1

Resposta comentada

Para fazer o esbogo do grafico dessas fungdes quadraticas, devemos

identificar os seus zeros, a interse¢do com o eixo Oy e os vértices.
a)Emf(x)=-x*+4x-5,a=-1,b=4ec=-5.

Imediatamente, temos y = —5 como ponto de interse¢ao de f(x) com o
eixo Oy. Vamos calcular os zeros da fungéo:

A=4>-4-(-1)-(-5)=16-20=-4
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Como A < 0, a fungdo ndo tera zeros. Por outro lado, a < 0, sua concavi-
dade sera para baixo, sendo f(x) sempre negativa. Seu vértice:

-b —4 4 -A  —(-4)
Xy=,-° =5~ v T ==
22 2(-1) 2 da 4.(=1)
O graéfico de f(x) sera:
y
4
3
2
1
3 -2 1. 0 1 2 3| 4 5
1 X
-2
-3
4
-5
-6
7

b)Emg(x)=-x*+2x-la=-1,b=2ec=-1

Imediatamente temos y = 1 como ponto de intersecdo de g(x) com o
eixo Oy. Vamos calcular os zeros da fungéo:

A=22-4-(-1)-(-1)=4-4=0
Como A = 0, a fun¢io tera um tunico zero. Por outro lado, a < 0, sua

concavidade sera para baixo, sendo g(x) negativa para todos os valores
de x diferentes do zero da func¢ao. Seu vértice:

-b -2 -2 —A 0
Xv:—:—:—zl YV:_:—:
2 2.(-1) =2 e 4a  4.(-1)
O grafico de g(x) sera:
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Inequacoes do 2° grau

Na Aula 4, vimos que as inequag¢des se relacionam com as equa-
¢oes. Além das inequagdes de 1° grau, existem inequagdes de graus
mais elevados.

Da mesma forma que acontece com as equagdes, o que determina
o grau da inequagdo ¢ o maior expoente da variavel x. Entao, enquanto

2x-5<7
¢ uma inequagio do 1° grau, pois o maior expoente da variavel x é 1,
x*-3x+8<0

¢ uma inequagao do 2° grau, pois 0 maior expoente da variavel x é 2.
Assim como fizemos na resolu¢do das inequagdes do 1° grau, para re-
solvermos inequagdes do segundo grau, seguiremos 0s mesmos proce-
dimentos utilizados para resolver as equagdes do 2° grau, acrescentando
a andlise do sinal da inequagéo.

Exemplo:
Resolva a inequacéo x* - 3x - 4 > 0.

Vamos, inicialmente, resolver a equacio x? - 3x - 4 = 0, utilizando a
formula de Bhaskara:

Temos:a=1,b=-3ec=—-4.

A=(-3)2-4.1-(-4)=9+16=25
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. _b+yb—dac _—(—3)+\/E_3+5_§:4

! 2a 2.1 2 2

=-1

X,

_—b—+b’—dac _—(-3)-V25 _3-5_-2
2a

2.1 2 2

Identificamos os dois valores da varidvel x que tornam a equagio
igual a zero. Para resolver a inequagdo, precisamos analisar os valores
que tornam a equacao maior do que zero, o que fazemos a partir do
estudo da variacio de seu sinal.

Representando graficamente, teremos:

Sinal de a Sinal de a
+ +

Sinal contrario
aodea

Como vimos, a equagao terd sinais (positivo ou negativo) distintos
fora das raizes e entre as raizes, pois exatamente nas raizes ela valera
zero, devendo, portanto, ter sinais trocados a direita e a esquerda da raiz.

Na verdade, basta calcular o sinal entre as raizes, pois, se soubermos
esse sinal, saberemos imediatamente os demais, que deverao ser o con-
trario do encontrado entre as raizes.

Assim, se entre as raizes a equagao tem sinal negativo, tera sinal po-

sitivo fora delas, isto é:

4 L
-1 4

Agora podemos facilmente concluir a resolugdo de nossa inequagao,
que, como mostra o grafico, serd positiva quando x < —1 ou quando
X > 4. Entao,

§ = (o0, ~1[U]4, o)
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Note que o valor positivo da inequagdo ocorre quando x assume
valores inferiores a -1 ou superiores a 4. Nesse caso, ndo pode-
mos usar o conectivo e, pois ele significaria estarmos tratando de
um nimero que fosse a0 mesmo tempo menor do que -1 e maior
do que 4, o que ndo ¢é possivel!

Atividade 6

Atende ao objetivo 7

Resolva as seguintes inequagdes quadraticas:

a) x*-5x<0

b) x*-320

Resposta comentada
Vamos, inicialmente, resolver cada uma das equagdes:

a) Resolveremos a equagdo x* — 5x = 0. Nesse caso, nao precisamos utili-
zar a formula de Bhaskara, bastando colocar x em evidéncia:

x(x-5)=0

x=0oux-5=0->x=5
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Identificamos os dois valores da variavel x que tornam a equagéo igual a
zero. Para resolver a inequagéo, precisamos analisar os valores que tor-
nam a equagao menor ou igual a zero, o que fazemos a partir do estudo
da variagdo de seu sinal.

Representando graficamente, teremos:

Sinal de a Sinal de a
+ +

Sinal contrario
aodea

Agora podemos facilmente concluir a resolugiao de nossa inequagio,
que, como mostra o grafico, serd negativa quando 0 < x < 5 e valera zero
quando x = 0 ou x = 5. Entdo,

S=1[0,5]

b) Resolveremos a equagdo —x*> — 3 = 0. Nesse caso, nido precisamos uti-
lizar a féormula de Bhaskara:

x*-3=0
-x*=3
x2=-3

Nio ¢é possivel encontrar valores de x que, elevados ao quadrado, re-
sultem em um niimero negativo. Essa equagdo nao possui zeros, tendo
sempre o sinal de a. Sendo a < 0, essa equagdo serd sempre negativa.
Como procuramos os valores de x que tornam a inequagdo maior ou
igual a zero, essa inequagao nao terd valores de x que a satisfagam:

S=0

Inequacoes

Neste topico, discutiremos diferentes tipos de inequagdes.

Definicao

Sejam as fungdes f (x) e g (x), cujos dominios sdo respectivamente

283



Aula 9 e Funcdes quadraticas ou de 2° grau

284

D,cR e D,cR. Chama-se inequagio na incdgnita x a qualquer uma das
sentencas abertas abaixo:

fx)>gx) fx<gkx fx2gkx) fx) <gk)

Dominio de validade

Chama-se dominio de validade da inequagéo f (x) > g (x) o conjunto
D =D ND,, em que D, é o dominio da fungdo f e D, é o dominio da
fungio g. E evidente que, para todo x,€D, estdo definidos f (x) e g (x,),
isto é:

x,€D < (x,€D, ex,eD,)) <7 (f(x)eRe g (x)<R).

Solugio

O numero real x € solugdo da inequagdo f (x) > g (x) se, e somente
se, for verdadeira a sentenga f (x)) > g (x,).

Conjunto solu¢io

Chama-se de conjunto solu¢ao da inequagao o conjunto S de todos
0s numeros reais x tais que f (x) > g (x) seja uma sentenca verdadeira.

Inequacao equivalente

Duas inequagdes sdo equivalentes em D — R se o conjunto solugio
da primeira ¢ igual ao conjunto solugdo da segunda.

Exemplo:

Sejam as inequagodes 3x - 5 < 4 e 5x — 8 < 7. Resolvendo cada uma
dessas inequacdes, teremos:

3x-5<4 =3x<4+5=>x<9/3=>x<3
5x-8<7=5x<7+8=>x<15/5=>x<3

Logo, as duas inequagdes sdo equivalentes, pois possuem o mesmo
conjunto solugao.
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Inequagdes simultineas

A dupla desigualdade f (x) < g (x) < h (x) se decompde em duas ine-
quagdes simultaneas, isto é, equivale a um sistema de duas equagdes em

X, separadas pelo conectivo e:
f(x)<g(x) <h(x) < f(x) <g[x)
e
g (x) <h (x)

Indicando com S, o conjunto solugdo da 1* equagio e com S, o con-
junto solugdo da 2® equagdo, o conjunto solugdo da dupla desigualdade
€S =S NS, Em outras palavras, vocé deve resolver cada desigualdade
em separado e, a seguir, identificar sua interse¢do, de forma a determi-
nar o subconjunto que atende a dupla desigualdade a0 mesmo tempo.

Exemplo:
Resolver a inequagdo 2 <2x - 5< 7 emR.

Para resolver estas inequacdes, devemos escrevé-las na forma de um

sistema:
2<2x-5
2x—-5<7

Resolvendo a primeira inequagio, temos:

2<2x-5= -2x<-5-2 = 2x>7 = x>7/2
Representando graficamente S, temos:

3,56

I
\J

Resolvendo-se a segunda inequagao, temos:

5

Para atender as duas inequagdes simultaneamente, devemos selecio-

nar os pontos que atendem a ambas:

3,56

O Ow

3,5
O
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Assim, os valores de x que atendem simultaneamente a ambas as
inequagdes sdo os contidos entre 3, 5 e 5, que ¢ a interse¢do dos dois
conjuntos. Em simbolos:

S={xeR|3,5<x<5}=]3,5,5]

Inequagdes - Produto e Inequagdes - Quociente
Sendo f(x) e g(x) duas fungdes na variavel x, as inequagdes:
f(x) - g(x) > 0, f(x) - g(x) <0, f(x) - g(x) 20 e f(x) g(x) <0
sao denominadas inequagdes-produto. Por sua vez, as inequacgdes do tipo:
f(x)/g(x) > 0, f(x)/g(x) < 0, f(x)/g(x) =20 e f(x)/g(x) <0
com g(x) # 0, sao denominadas inequagdes-quociente.

Para determinar o conjunto solu¢do de inequagdes-produto e de ine-
quagdes-quociente basta efetuar um estudo da variagdo de sinal de cada
uma das fungdes envolvidas (f(x) e g(x)). Destaca-se o fato de que, no
caso das inequagdes-quociente, o denominador, g(x), nido pode assumir
o valor nulo, isto é, g (x) # 0.

Exemplo:
Resolver em R a inequagéo (3x + 4) (7 - 6x) > 0.

Para resolver esta inequagao, precisamos estudar a variagao de sinal de
cada uma das fun¢des que a compdem, f(x) = (3x + 4) e g(x) = (7 - 6x).
Assim,

f(x) = (3x + 4)

3x-4=0
3x=4
x=4/3

Variagao de sinal de f: a > 0, logo f é crescente:

f(x)>0

f(x)<0
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g(x) = (7 - 6x)
-6x+7=0
-6x=-7
x=7/6

Variagdo de sinal de g: a < 0, logo g é decrescente:

Agora montamos um quadro para analisar as fungdes conjuntamente:

716 4/3

Aplicando as regras dos sinais para o produto, obtemos, na tltima
linha, os sinais do produto entre f(x) e g(x). Como buscamos o intervalo
em que f(x) - g(x) > 0,

S=17/6, 4/3[.

Dentre as inequagdes-produto e inequagdes-quocientes sdo impor-
tantes inequagodes do tipo:

[f(x)]"> 0, [f(x)]" <0, [f(x)]" 2 0 e [f(x)]" < 0, em que n € N*.

Para resolver essas inequagdes, deve-se lembrar de duas proprieda-
des das poténcias de base real e expoente inteiro:

1°) Toda poténcia de base real e expoente impar conserva o sinal da
base, isto é:

a?tl > <~ a>0
a?™l=0 < a=0
a?™l < 0 <> a<0(neN)

2°) Toda poténcia de base real e expoente par é um niimero nao ne-
gativo, isto é:
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a®>0, VaeR, VneN

Em resumo, a solugdo de inequagdes-poténcias seguem as regras de
solucdo das inequagdes resolvidas até aqui, considerando, no entanto, as
seguintes situagoes:

a) se tivermos um expoente impar, o estudo de sinais devera ser reali-

zado considerando-se o sinal da base;

b) se tivermos um expoente par, teremos sempre sinal positivo para a

base, exceto no(s) valor(es) que torna(m) a base igual a zero.
Exemplo:
Resolver em R a inequagdo (3x - 1)* (1 - 5x)* (2x - 8)' <0

Nesse caso, como o expoente de f(x) = (3x - 1)? é par, para quaisquer
valores de x diferentes do zero, teremos sempre um niimero positivo, o
mesmo valendo para h(x) = (2x - 8)'%. Logo, o sinal de g(x) = (1 - 5x)*
definira o sinal do resultado do produto, pois, como esse expoente é

impar, valera o sinal da base:

1/5 1/3 4
f(x) + + + +
9 ¥ - - -
h(x) + + + +
x) - g - h(x) + - - -

Como nos interessa que f(x) - g(x) - h(x) <0, a solucéo sera:

S=11/5, )

Atividade 7

Atende ao objetivo 8

Resolva as seguintes inequagdes reais:

a (—2x)(5x =2)" >
(—4x+3)*
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b) 5x7*(x-1)* <0

Resposta comentada

a) Nesse caso, temos uma inequagao-quociente, logo h(x) # 0. Como o
expoente de h(x) = (-4x + 3)? é par, para quaisquer valores de x diferen-

tes do zero, teremos sempre um nimero positivo. Assim:

0 2/5 3/4
f(x) + — — —
a(x) - - + +
h(x) + + " N
f(x) - g(x)/h(x) = + = =

Como nos interessa que f(x) . g(x) / h(x) = 0, a solugao sera:

S =10, 2/5].

b) Nesse caso, ambos os termos da inequagdo-produto estdo elevados
a um expoente par. Assim, jamais terdo um resultado menor do que
zero. A tnica solugdo possivel para esta inequagdo serdo os pontos que
tornam cada uma das equagoes igual a zero. Entao:

5x32 =0 —> x=0

x-1)%=0 —> x-1=0 —> x=1
Logo,

S={0, 1}.
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Atividade final

Atende aos Objetivos 6 e 7

1. Esboce o grafico da fungéo f(x) = 3x> - x + 1, dando seu dominio e

imagem.

2. Resolva, em R, a inequagéo (5x* — 3x)* > 0.

3. Suponha que um competidor de salto em altura que ao saltar do
solo tenha sua posi¢do no espaco descrita em fung¢édo do tempo (em se-
gundos) dada pela expressdo h = 3t — 3t%, em que h é a altura que o sal-

tador alcan¢a (em metros).

a) Quanto tempo o saltador vai levar para atingir a altura maxima?

b) Qual a altura maxima alcanc¢ada pelo saltador?
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Resposta comentada

1. Para fazer o esbogo do grafico da fun¢do quadratica f(x) = 3x> - x + 1,

devemos identificar os seus zeros, interse¢ao com o eixo Oy e vértices.
Nesse caso,a=3,b=-1lec=1.

Imediatamente temos y = 1 como ponto de interse¢ao de f(x) com o eixo
Oy. Vamos calcular os zeros da fungéo:

A=(-12-4.3.-1=1-12=-11

Como A < 0, a fun¢do ndo terd zeros. Por outro lado, a > 0, sua concavi-
dade sera para cima, sendo f(x) sempre positiva. Seu vértice:

B e | N S S S 1 R
Vi2a 23 6, W T a3 12
O grafico de f(x) sera:

1
10

V (116, 11/12)

12/ 3 4 5 6 7 8 9 10 M

0 9 8 7 6|5 4 3 2 4

o & & o & & 0] 4] o] o

2. A equagdo (5x* - 3x)*' = 0 tem expoente impar, logo, vale o sinal da
base. Vamos resolver a equagdo 5x* - 3x = 0. Nesse caso, ndo precisamos
utilizar a férmula de Bhaskara, bastando colocar x em evidéncia:

x(5x-3)=0
x=0o0ub5x-3=0—>x=3/5

Identificamos os dois valores da variavel x que tornam a equagao igual
a zero. Para resolver a inequagéo, precisamos analisar os valores que
tornam a equagdo maior do que zero, o que fazemos a partir do estudo
da variagdo de seu sinal.
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Representando graficamente, teremos:

Sinal de a Sinal de a
+ +
L 4 L 4
0 - 3/5

Sinal contrério
aodea

\/

Agora podemos facilmente concluir a resolu¢ao de nossa inequagio,
que, como mostra o grafico, sera positiva quando x < 0 ou x > 3/5.
Entao,

S = (—o0, 0[U]3/5, ).

3. Analisando h = 3t - 3t?, podemos perceber que a trajetéria do saltador
¢ dada por uma parabola com a concavidade para baixo, logo ela tera no

seu vértice um ponto de maximo.

Entao,

___b_ﬁzizo,s segundos

a) X, =—=
2a 2.(-3) 6

b) h(0,5) = 3(0,5) — 3(0,5)* = 1,5 — 0,75 = 0,75 metros

O saltador levara 0,5 segundos para atingir a altura maxima de 0,75
metros.

Nesta aula, trabalhamos os conceitos de fun¢des de 2° grau ou qua-
draticas. Essa importante fun¢ao tem inumeras aplicagdes em nosso dia
a dia. Podemos encontrar exemplos do uso dessas fungdes nos faréis dos
carros, nas antenas parabolicas, entre outros. Os conceitos estudados
nesta aula serdo de grande serventia em nosso curso.

Resumo

Vamos agora fazer um resumo sobre os pontos estudados.

Chamamos fun¢do quadratica, ou fun¢éo polinomial do 2° grau, qual-
quer fun¢ao f de R em R dada por uma lei da forma f(x) = ax* + bx + ¢,
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em que a, b e ¢ sdo numeros reais e a # 0. O grafico da fun¢ao quadratica
¢ uma parabola, que pode ter concavidade para cima ou para baixo, de
acordo com o sinal de a, da seguinte forma:

a > 0 - concavidade da parabola voltada para cima
a < 0 - concavidade da parabola voltada para baixo
Para esbogar o grafico da fungao quadratica, precisamos identificar:

« Os pontos de intersecdo da parabola com o eixo Ox, chamados de
zeros ou raizes da funcéo:

_ —b++/b* —4ac

2a

X

o O vértice da parabola:

-b _—A
Xy :Z e Yy _4_a

« Os pontos de interse¢ao da parabola com o eixo Oy:

y=¢
Para determinar o conjunto solugdo de inequagdes-produto e de ine-
quagdes—quociente, basta efetuar um estudo da variagdo de sinal de
cada uma das fungdes envolvidas (f(x) e g(x)). Destaca-se o fato de que,

no caso das inequagdes-quociente, o denominador, g(x), ndo pode assu-
mir o valor nulo, isto é, g(x) # 0.

Quando essas inequagdes estdo elevadas a um expoente, é preciso con-
siderar que:

a) se tivermos um expoente impar, o estudo de sinais devera ser reali-

zado considerando-se o sinal da base;

b) se tivermos um expoente par, teremos sempre sinal positivo para a
base, exceto no(s) valor(es) que tornam a base igual a zero.
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Meta

Apresentar fungoes dadas por mais de uma sentenga.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. identificar a func¢ao definida por mais de uma sentenga;

2. construir o grafico de uma fungdo dada por mais de uma sentenca;
3. definir a fun¢do modular;

4. reconhecer a fungdo modular como uma fun¢do dada por mais de
uma sentenca;

5. construir o grafico de uma fun¢ao modular.

Pré-requisitos

Para obter um melhor aproveitamento desta aula, vocé precisa ter reali-
zado sem dificuldades as atividades das Aulas 8 e 9. Se perceber alguma
dificuldade no desenvolvimento das atividades propostas, retorne a es-
sas aulas para reforcar os topicos necessarios.



Introducao

& £

LRIy
¢ )1:

Fonte: http://www.freeimages.com/photo/967421
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Como ja vimos em aulas anteriores, uma fung¢io f(x)é uma relagao

que associa a cada valor do argumento x um unico valor def(x). Entre

conjuntos numéricos, ¢ comum representarmos fungdes por seus

graficos, cujos pontos sdo formados por pares (x, f(x)).

/J \\
/7 N
N~ PP
N Pl

Fonte: http://www.freeimages.com/photo/347053
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O conceito de fungédo é extremamente importante, e podemos aplicé-lo
em diversas situagdes praticas, como quando analisamos o valor a ser
pago em uma conta de luz, que depende da quantidade de energia con-
sumida, ou o valor do pagamento de um consultor, que dependera do
numero de horas trabalhadas. Para resolver problemas dessa natureza,
fungoes mais simples sdo suficientes, mas algumas situagées ndo podem
ser representadas por uma dessas fun¢des. Dependendo das varidveis
envolvidas, pode ser necessario uso de mais de uma fungéo para repre-
sentar adequadamente uma determinada situagéo.

Por essa razao, nesta aula,vamos estudar situagdes em que se torna ne-
cessario definir uma fungdo de uma variavel com vérias expressoes al-
gébricas diferentes.

Funcoes definidas por mais de uma sentenca

Podemos escrever as fungdes definidas por mais de uma sentenca da

seguinte forma:

S,(x), C,
£(x) = SZ(X)M C,
S, (x) C,

em que cada Si(x) é uma sentenga sujeita a condigdo imposta por Ci, ou
seja, cada condigdo serd o dominio para a respectiva sentenca.

Exemplos:
a)

3 se x<-1
f(x)=45x se —1<x<5
—4 se x=5

Note que a fun¢do tem um comportamento diferente em cada parte
do dominio, definido pela condi¢ao imposta, no caso:

C:quandox<-1 - f(x)=3
C,:quando -1 <x<5—> f(x)=5
C,:quandox>5 > f(x)=-4
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b) Diversas situagdes do nosso cotidiano demandam o uso de uma
func¢do dada por mais de uma sentenca para serem expressas matemati-
camente. Imagine que vocé deseja calcular o salario liquido que ira rece-
ber. Um dos descontos que deverdo ser realizados no seu contracheque
¢ a contribui¢ao para o INSS. A tabela de contribui¢ao dos segurados
empregados, domésticos e avulsos, vigente a partir de 01/01/2014, esta-

bele as seguintes aliquotas de contribuigdo:

Salério de Contribuigao (R$) Allquota
Até RS 1.317,07 8%
de 1.317,08 até 2.195,12 9%
de 2.195,13 até 4.390,24 1%
Acima de 4.390,24 R$ 482,93

Assim, o valor a ser descontado depende (ou é fungdo) do saldrio
recebido.

O célculo do valor a ser descontado pode ser expresso como uma
funcéo definida por varias sentencas, em que x representa o salario bru-
to do trabalhador e f(x) o valor do desconto.

A fungio ficaria, entéo:

(0,08).x, se x<1.317,07
(0,09).x, se1.317,08<x<2.195,12
f(x)=<(0,11).x, se 2.195,13<x<4.390,24
482,93, se x> 4.390,24

c) Considere a fungao f definida por:

X, x=0

f(x) = |X|= —X, x<0

Neste exemplo, o comportamento da fun¢do muda em fungdo do
valor do dominio considerado.
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Quando:

x < 0: a fungdo é constante, com y = 1

0 < x < 2:afungdo é afim, com coeficiente angular igual a 1
X > 2: a fun¢ao volta a ser constante,com y = 3

Assim, se

f(4) = 3, pois a imagem de x = 4 é definida pela 32 sentenga.

f(1) =2, pois a imagem de x = 1 ¢ definida pela 22 sentenca (f(1) =x
+1=1+1=2).

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

1. A tabela a seguir apresenta as aliquotas para o calculo mensal do
Imposto sobre a Renda da Pessoa Fisica, a partir do exercicio de 2015,
ano-calendario de 2014:

. . Parcel zir
Base de Calculo Mensal Aliquota arcela a dedu

do imposto
Até R$ 1.787,77 Isento -
Acima de R$ 1.787,77 a R$ 2.679,29 7,5% R$ 134,08
Acima de R$ 2.679,29,00 a R$ 3.572,43 15% R$ 335,03
Acima de R$ 3.572,43 a R$ 4.463,81 22,5% R$ 602,96
Acima de R$ 4.463,81 27,5% R$ 826,15

De acordo com esta tabela, se a renda mensal de um cidadio é x reais,
qual sera a fun¢ao f(x) do imposto mensal a pagar?
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2. Determine a imagem de f(2) em cada uma das fungdes a seguir:

3x, sex>5
a) f(x)=45

—, sex<5

2xX

3x, sex>-1
b) f(x)=

5
—, sex<-1
2X

7x7, sex=0
o f(x)=
—4x+2, sex<0

Resposta comentada

1. De acordo com a tabela, a fun¢ao que descreve o imposto pago pelos bra-
sileiros é formada por mais de uma sentenga, pois, de acordo com as faixas
salariais, as aliquotas sdo diferentes. Assim, quem ganha até R$ 1.787,77
esta isento do pagamento do imposto, ou seja, a aliquota a ser paga é zero;
quem ganha acima deste valor, até a quantia de R$ 2.679,29, deve pagar
uma aliquota de 7,5%, podendo deduzir do valor apurado a quantia de
R$ 134,08. Entdo, a fungio que descreveria o calculo desta aliquota seria:

7,5x - 134,08 > para quem recebe salario entre R$ 1.787,77 < x <
R$ 2.679,29

As demais aliquotas devem ser calculadas de forma similar, deduzindo-se,
em cada uma, o valor indicado na tabela. A fungéo ficaria, entéo:
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0, se x<1.787,77
7,5x—134,08, se 1.787,77 <x<2.679,29
f(x)=1{ 15x—335,03, se 2.679,29 <x<3.572,43

22,5x—-602,96, se 3.572,43<x<4.463,81
| 27,5x — 826,15, se x >4.463,81

2.

a) Neste caso, temos uma fungdo definida por duas sentencas e, para
obtermos a imagem de x = 2, precisamos observar qual das sentengas
contém este valor do dominio.

5

Para x = 2, devemos considerar a fungdo f(x)= Pt pois este comporta-
X

mento da fungdo esta definido para todo valor de x < 5.

Logo,

f2)= > -2
2.2 4

b) Esta fungao é similar a do item a. Da mesma forma que no caso anterior,

precisamos observar qual das sentencas contém o valor do dominio x = 2.

Para x = 2, devemos considerar a fungio f(x) = 3x, pois este comporta-
mento da fungdo esta definido para todo valor de x > -1.

Logo,
f(2)=3-2=6

7x%,  sex>0

c) Finalmente, temos a fun¢io f(x)=
—4x+2, sex<0

Como x = 2 é maior que zero, a imagem vai ser definida pela primeira

condicio.
Assim,

f(2)=7-2*=7-4=28
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Grafico da funcao dada por
mais de uma sentenca

Como vimos, as fungdes definidas por mais de uma sentenga podem

ser descritas como:

S,(x), C,
£(x) = S, (x) y C,
S, (x) C,

onde cada Si(x) é uma sentenga sujeita a condi¢ao imposta por Ci. Para
fazer o esbogo do gréfico desta fun¢do, podemos imagina-la como ten-
do varias fun¢des, cada uma delas definida em um dominio Ci. Dessa
forma, poderiamos fazer varios graficos separados e depois uni-los em

um Unico grafico.
Exemplo:

-1  se x<-2
f(x)=42x se —2<x<4

4 se x=4

Para montar seu grafico, basta pensarmos em f(x) como se fosse trés

fungdes distintas.

Assim, o grafico de f(x) ficaria:
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Note que a fun¢ido tem um comportamento diferente em cada parte
do dominio, definido pela condicio imposta, no caso:

Co>x<-2 C—>-2<x<4C,—>x2>4

O

Esbogar o grafico de uma funcéo exige que se conhega a forma

da curva. Como sera visto mais tarde, existem ferramentas ma-
tematicas que irdo nos auxiliar nessa construgdo. Por enquanto,
observe se a fun¢do é constante, afim ou quadratica. Em seguida,
calcula-se, em cada caso, quais os pontos-chave da construgdo do
grafico em cada um desses casos.

i. flx) = k (fungdo constante): reta horizontal paralela ao eixo x,
passando pelo ponto (0, k)

ii. flx) = ax + b (fun¢do afim): para esbogar o grafico da fungédo
afim, basta calcularmos dois pontos pertencentes a reta e liga-los
por uma reta.

iii. flx) = ax* + bx + ¢ (fungao quadratica): o grafico da fungio qua-
dratica é a parabola. Para um esboco, devemos verificar a concavi-
dade, o vértice e os zeros da funcédo (valores de x tais que f(x) = 0).

Porém, ateng¢do! Quando lidamos com func¢des definidas por mais
de uma sentenca, devemos ficar atentos se estamos respeitando o
dominio. Isto é, na hora de substitiuirmos ou calcularmos os ze-
ros e o vértice, precisamos observar se os valores realmente per-

tencem ao intervalo de definigéo.
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Atividade 2

Atende ao objetivo 2
Faga um esbogo do grafico das seguintes fungdes:

2, sex>5
a) f(x)=40, sex=5
-2,8ex<5
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—7x%, sex>0
b) f(x)=
4x+2, sex<0

Resposta comentada

Para esbogar o grafico desta fungdo, devemos construir o grafico da fun-
¢do constante f(x) = 2, no intervalo em que x > 5; de forma similar, cons-
truimos o grafico da fun¢do constante f(x) = -2, no intervalo em que x < 5.
Note que, em ambos os caso, os intervalos sdo abertos no ponto x =5, ja
que este ponto ndo pertence a nenhum dos dois intervalos.

Por fim, marcamos o ponto (5, 0), ja que £(5) = 0. O grafico de f(x) sera:
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Nesta fungdo, dada por mais de uma sentenga, temos a fun¢ao variando
a partir do eixo de y, ou seja, f(x) = -7x*sex 2 0 e f(x) =4x + 2 se x < 0.

Vamos iniciar fazendo um esbogo do grafico para valores de x > 0. Neste

caso, temos uma fun¢ao de 2° grau, com concavidade para baixo.

Vamos comecar encontrando o vértice e o(s) zero(s) da funcio.

Para f(x) = -7x? o zero da fun¢ao sera:

f(x) =-7x*=0->x=0

Nesta fungdo, a =-7,b = 0 e c = 0. Assim, o seu vértice sera dado por:
Xy :__b e Yv -2

2a 4a

Calculando o valor de A, teremos:

A=b*-4-a-c=0*-4-(-7)-0=0

Logo,

-b_ -0 —A_ =0

= -0 e =——= =0
2a 2-(=7) ™V 4-(=7)

Xy

Para valores de x < 0, temos uma funcao linear, cujo grafico sera uma

reta. Para tracar uma reta, basta calcularmos 2 pontos da funcio:

X y
0 2
1 2
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Assim, o grafico de f(x) ficara:

y y i y
7
6 of 1 6
]

; 0 ;
4

3 3[’ 3
2 28 20

-3-2-1[/1234X 12 3 4X

I SN

—7x%, sex>0

-7x? 4x=+2 f(x)=
4x+2, sex<0

sex=>0 sex<0

A fun¢ao modular é uma fun¢io que tem a sua lei de formacao des-
crita pelo mddulo, podendo ser analisada como uma fungdo definida

por mais de uma sentenga.

Funcao modular

Antes de tratarmos da fun¢ao modular, é preciso relembrarmos a
defini¢ao de médulo de um niimero. O médulo de um numero possui
um significado geométrico, que é a distdncia desse nimero até o zero na
reta real (origem), indicando a magnitude do niimero. Por exemplo, o
modulo de 3 ¢ a distancia entre o 3 e 0 0. Para nos deslocarmos do 3 ao
0, andaremos 1 unidade, tanto se nos deslocarmos para a direita (senti-
do positivo) quanto para a esquerda (sentido negativo).

Portanto, o mddulo de 3 é igual a 3, ou simbolicamente:
3] =3
Da mesma forma, o mddulo de 3 é igual a 3, ou simbolicamente:

-3]=3
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Ja que a distincia de -3 ao zero é também de 3 unidades.

-3[=3 [3]=3

Em resumo, precisamos lembrar que o conceito de médulo de um nu-

mero real estd associado a ideia de distdncia de um ponto da reta a origem.
Exemplos:
Identifique os médulos (ou valor absoluto) dos nimeros a seguir:

a) |-5]=5

b) [1.290| = 1.290

c) [0]=0

d) [35,81] =35,81

e) |-log7|=1log7

f) |-nl=mn

Definicéo

Dado um numero real a, modulo ou valor absoluto de a, escrito
matematicamente como |a, é o valor numérico de a desconsiderando

seu sinal.

Definimos entio a fun¢do modular como a fun¢io que, a cada nu-
mero real, associa o médulo de a, ou seja, a distancia de a a origem.

De modo geral, podemos dizer que:
o sea>0,]al=a
o sea<0,|a|=-a
e sea=0,[0]=0

Assim, o médulo (ou valor absoluto) de um numero real qualquer é
uma operag¢do que o torna positivo (exceto o zero). Em outras palavras,
todos os niimeros positivos continuam positivos; e todos os numeros
negativos tornam-se positivos.
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Podemos descrever a fun¢do modular como:
fx)=|x] ou y = |x]

A fung¢do modular,f(x) = |x|, é a fun¢do f: R > R, em que a cada xeR
associa-se um tnico nimero real [x|. Ora,

|x| = x, se x for positivo |x| = —x, se x for negativo

Como |0] = 0, convenciona-se (na falta de uma informagdo em con-
trario) escrever o zero junto com o valor positivo do nimero. Entio,

escrevendo em linguagem matemadtica, teremos:
|x| =x,sex>0
x| = -x,sex< 0

A fungio f(x) = |x| serd escrita, entdo, da seguinte forma:

X, x=20
f(x)=|x|= -x, x<0

O

Em outras palavras, poderiamos dizer que a fungdo mddulo de
X é:
X, 0 proprio niimero, se ele (x) for maior ou igual a zero;

-X, isto é, seu simétrico, se ele (x) for menor do que zero.

Como podemos perceber, a fungdo modular é uma funcao definida
por mais de uma sentenga. Assim, seu grafico serd construido pensando
em cada sentenga como uma fungéo diferente, para depois junta-las num

mesmo grafico, considerando o dominio de cada uma das sentengas.
Assim, seu grafico é construido a partir de suas condi¢des:

f(x) =x,sex>0 e f(x) = -x, se x<0
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O gréfico de y = |x| coincide com a reta y = x para valores positivos
ou zero de x, enquanto para valores negativos de x, tomamos a semirreta
simétrica 4 y = x em relagio ao eixo horizontal. E como se tivéssemos
“rebatido” a reta y = x com relagdo ao eixo horizontal, ja que neste caso

|x| = -x.

Em resumo, para os valores positivos ou zero da variavel indepen-
dente x, o valor da variavel dependente y é o mesmo que X, pois y = x;
para valores negativos de x o valor de y é -x, pois y = -x. Dessa forma, o

grafico € constituido de duas semirretas de mesma origem.

Generalizando, para entender como sera o grifico dey = |f(x)| para
uma dada fungdo conhecida,

f(x), sef(x)=0

fe)= —f(x), sef(x)<0

teremos que seu grafico:

i) coincidira com o grafico de f(x) para todos os valores de x nos quais
f(x) é positiva ou zero;

ii) sera simétrico com relacao ao eixo horizontal do grafico de f(x) (“re-
batido”) para todos os valores de x nos quais f(x) é negativa.

Exemplo:
Faga um esbogo do gréfico da fungao f(x) = [x* - 9|.
Pela defini¢cdo de méddulo, temos:
x’=9, sex’—920 x’=9, sex’29

f(x)=|x*-9|= =
| | —(x*-9), sex’—9<0 —x*+9, sex’<9
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Em palavras, a fungdo méodulo de x* — 9 é: ele mesmo (x* - 9), se ele
(x*-9) for maior ou igual a zero; e é 0 negativo dele —(x* - 9), se ele (x> - 9)
for menor do que zero.

Para construir o grafico desta funcdo, basta construirmos o grafico
de f(x) =x*- 9, parax’- 9> 0e f(x) = - (x>~ 9), para x>~ 9 < 0. Assim, é
preciso resolver estas inequagdes para identificar os intervalos de x para

cada uma das sentengas, ou seja, a solugido dessas inequagdes indicara o
dominio de cada sentenga.

Resolvendo as inequagdes:

Como solugdo para as inequagdes C;: x> -9 >0e C: x>~ 9 <0 temos:

x*-9=0 x*=9 Xx=%3
+ +
-3 3
Para Cf x<-30ux=3
Para CZ: -3<x<3

Dessa forma, podemos reescrever:

x’-9, sex<-3 ou x>3
f(x)=|x2-9| =

—x*+49, se —3<x<3

Entao,

- /13 X -31 voX -3 3 X
’ I \
’ 1 1
Vi 1 1
r () 1

x2-9=0 -x*+9=0 f(x) = [x2 - 9|

se x<-3 0oux=3 -3<x<3
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Conclusao

Nesta aula, trabalhamos os conceitos de fun¢des dadas por mais de
uma sentenga e uma importante fungéo, que pode ser tratada desta for-
ma: a fun¢ao modular.

As fungdes modulares nos permitem tratar situagoes que abordam
apenas valores positivos. As fung¢des dadas por mais de uma sentenca
tém muitas aplicagdes em nosso dia a dia, pois nos permitem represen-
tar, numa mesma funcdo, situacdes distintas.

Atividade final

Atende aos objetivos 3, 4e 5

1. Faga um esbogo do grafico das seguintes fungoes reais:

a) f(x)=[2x+ 6|

b) f(x) = |x*- 3|
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2. (UFCE) Sendo f(x) = |x* - 2x|, o gréafico que melhor representa f é:

a) 81 b) 47
74
6 3
5
44 2
34
2 1
1
P AR S T A
19) 8 d) 47
74
6 3
5]
4 2
34
2 1
1
4 3 2 1 0 1 2 s 4 2 o 1 2

Resposta comentada

1. Para fazer o esbogo do gréafico das fungdes modulares, precisamos
escrevé-las como uma fung¢do dada por mais de uma sentenca. Entéo:

a) f(x) = [2x + 6|

Para fazer o esbogo do grafico da fungéo, precisamos escrevé-la na for-
ma de uma funcio dada por mais de uma sentenca: Assim,

2x+6, se 2x+620

= |2x+6| =
fo) = [2xc+6] {—2){—6, se —2x—6<0

O zero da equagdo sera:

2x+6=0 - 2X=-6 - x=-3
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Entdo, podemos escrever:

2x+6, sex=>-3

f(x) = |2x+6| = {

—-2X—6, sex<-3

Se fizermos o esboco de cada uma das sentencas e depois unirmos as
duas em um s6 gréfico, teremos o gréfico de f(x) = |2x + 6|

/ s
/ x \6\ X 3 6 x

flx)=2x+6 f(x)=-(2x+6) f(x) = |2x + 6|

sex=>-3 sex< -3

a) f(x) = [x2- 3|

Pela defini¢do de modulo, temos que:
f(x) = x>~ 3x,se x>0

e

f(x) = - (x>~ 3x),5ex<0

Assim, segue que:

x-3x=0 x(x-3)=0
x=0oux=3

Temos também que:

-(x*-3x)=0

x=0oux=3

Logo:
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f(x) = x>~ 3x f(x) = - (x*- 3x) f(x) = |x*- 3%|

sex=>30ux<0 se0<x<3

Em resumo, unindo-se as partes dos dois graficos que se encontram aci-
ma do eixo x, teremos o grafico da fungio f(x) = |x*- 3x|

2. Para resolver esta questdo, basta pensarmos que, por se tratar do mo-
dulo de uma fungdo quadratica, o grafico devera ter a forma de uma
parabola, ao menos parcialmente. Assim, as opgdes (b) e (d) sdo ime-

diatamente descartadas.

Devemos, entdo, calcular o(s) zero(s) def(x) = |x* - 2x]
x2-2x=0 —> x (x-2) =0, entdo:
x=0oux=2

Logo, a alternativa correta é a opgdo (a) que passa por esses pontos.

Resumo

Vamos agora resumir os pontos estudados nesta aula.

As fungdes definidas por mais de uma sentenca sio escritas da seguinte

forma:
S,(x), C,
S(x) C
f — 2 2
(x) M
S, (x) C,

>

em que cada Si(x) ¢ uma sentenga sujeita a condi¢do imposta por C, ou
seja, cada condicdo serd o dominio para a respectiva sentenca.
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Para fazer o esbogo do grafico desta fun¢do, podemos imagina-la como
sendo vdrias fun¢des, cada uma delas definida em um dominio C.. Dessa
forma, é possivel fazer varios graficos separados e depois uni-los em um
unico gréfico.

A fung¢do modular pode ser escrita como uma fung¢do dada por mais de
uma sentenca.

O mddulo ou valor absoluto de um numero real a, |al, é o valor numéri-

co de a desconsiderando seu sinal.
De modo geral, podemos dizer que:
sea>0,|a]=a

sea<0,l|a]=-a

sea=0,[0/=0

A fungdo modular, f(x) = |x|, é a fungdo f: R > R, em que a cada xeR
associa-se um unico nimero real |x|.

X, x>0

f)= |X|= -X, x<0
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Meta

Apresentar fungdes exponenciais e logaritmicas e problemas que envol-
vem a aplica¢do dessas fungoes.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

1. reconhecer a fung¢do exponencial e suas propriedades;

2. construir o grafico de uma fungao exponencial;

3. classificar a fung¢do exponencial em crescente e decrescente;

4. reconhecer a fungao logaritmica como inversa da fun¢ao exponencial;
5. construir o grafico de uma fun¢ao logaritmica;

6. reconhecer os sistemas de logaritmo decimal e neperiano;

7. aplicar os conceitos de fungdes exponenciais e logaritmicas na resolu-
¢do de situagdes-problema.

Pré-requisitos

Para obter um melhor aproveitamento desta aula, vocé precisa ter reali-
zado sem dificuldades as atividades das Aulas 2 e 7. Se perceber alguma
dificuldade no desenvolvimento das atividades propostas, retorne a es-
sas aulas para reforcar os topicos necessarios.

318



Matematica para Contablidade |

Introducao

Nesta aula, trataremos de duas fungdes muito utilizadas na modelagem
de situagoes de nosso dia a dia: a exponencial e a logaritmica.

As fun¢des exponenciais sio importantes porque se comportam de for-
ma especial: elas crescem (ou decrescem) de forma muito rapida. As-
sim, elas acabam sendo muito importantes para representar situagdes
praticas na Matematica, na Fisica, na Engenharia, entre outras.

As fungdes logaritmicas, por sua vez, surgiram no final do século XVII,
passando a ser muito utilizadas na ocasido, devido a suas propriedades
especiais. Em especial, sua propriedade que permite transformar pro-
dutos em somas e quocientes em diferengas, propiciou o seu desenvol-
vimento, ja que seu uso possibilitava a realizacao de calculos complexos
na época, como o produto de numeros muito grandes.

Como a fungio logaritmica é a inversa da fung¢ao exponencial, seus
comportamentos sao similares. Assim, podemos sempre escolher traba-

lhar com uma ou com a outra, conforme a conveniéncia.

Até muito pouco tempo, o estudo dos logaritmos devia-se especialmen-
te a0 seu uso como instrumento para a realizagdo de calculos. Todavia,
o desenvolvimento da informatica fez mudar esta situagao, ja que os
calculos passaram a poder ser realizados com o uso de computadores
e calculadoras cientificas. As tabuas de logaritmo e as réguas de calculo
nao sao mais usadas, mas as fun¢des logaritmica e exponencial continu-
am sendo muito importantes, por envolverem variagdes com caracteris-
ticas fundamentais em algumas analises, sendo, inclusive, utilizadas na
representagdo da tecnologia moderna.

Diz uma lenda que, ha muitos e muitos anos, um rei, procurando
dar fim ao seu tédio, langou um concurso que premiaria aquele
que inventasse o melhor jogo, dando-lhe o direito de fazer qual-
quer pedido. Foi entdo que um inventor criou o jogo de xadrez,
deixando o rei muito impressionado. Ao ir até o rei fazer o seu
pedido, o inventor, muito esperto, pediu que o rei preenchesse
as 64 casas do tabuleiro de xadrez com moedas de ouro. O rei
achou muito facil atender a este pedido, mas o inventor fez uma
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exigéncia: que, apos colocar uma moeda na primeira casa, as ca-
sas seguintes fossem preenchidas com o dobro da quantidade de
moedas da casa anterior. O rei ordenou que o pedido fosse aten-
dido. Ao fazer as contas para satisfazer o rei, os tesoureiros do
reino descobriram que, para atender a tal pedido, o rei iria falir!
Consegue imaginar por qué?

Pense bem:

Na 12 casa: 1 moeda

Na 22 casa: 1 x 2 moedas

Na 32 casa: 2 X 2 = 22 moedas
Na 42 casa: 2% x 2 = 2° moedas

E assim sucessivamente, até que na tltima casa teria 2> moedas, o
que da um total de, aproximadamente, 9.223.300.000.000.000.000
=9,2233 x 10" moedas. Além disso, o inventor receberia a soma
de todas as moedas, e ndo apenas aquelas que estivessem na ul-
tima casa. Ja pensaram? Essa lenda é uma aplicagdo de fung¢oes

exponenciais (y = 2%).

Fonte: http://www.freeimages.com/photo/1432405
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Funcao exponencial

A expressao matematica que define a fun¢do exponencial é uma po-
téncia. Nesta poténcia, a base é constante e o expoente é uma variavel.

Definicao

Chamamos fungio exponencial a fungdo f: R - R tal que f(x)= a*
emquea € R,e0<a#1. Assim, a base é a e 0 expoente ¢é x.

Exemplo:

fx) =2%, com xe[-4, 4]

¢ uma fungao exponencial, cujo grafico seria:

18 —

14 —

10 —

4 24 -0,8 0,8 2,4 4

Fungdes exponenciais sdo sempre positivas. Usamos este tipo de
fun¢ao para representar questoes que envolvem o crescimento (ou de-
crescimento) rapido daquilo que desejamos estudar. Em nosso dia a dia,
usamos a fung¢do exponencial em operagdes rotineiras, como o calculo
de juros ou da produtividade de funciondrios e empresas.
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b

Vamos recordar alguns pontos de potenciagao?

O produto com fatores iguais pode ser escrito na forma de potén-
cia. Assim, considerando-se a um numero real e n um numero
natural diferente de zero:

=9 34% 5 45
n vezes

onde a é chamado de base e n (expoente) é o numero de vezes que
a base se repete.

Exemplos:

5*=5.5.5=125

2Y_22 4
3 33 9

Expoente inteiro negativo

Inverte-se a base e troca-se o sinal do expoente:

Exemplos:
273 = i — l
2° 8

Expoente expresso por uma fracao

Eleva-se a base ao valor do numerador e extrai-se a raiz do valor
do denominador

Exemplos:
2
8> =/8’ =364
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1
92 =f9 =+/3? =3

Dominio da funcao exponencial

Para toda fungdo exponencial f(x), f é continua, o seu dominio é Re
a sua imagem ¢ R*. Ou seja,

O dominio de f(x)= a* é o conjunto de todos os nimeros reais.

A imagem de f(x)= a* é o conjunto de todos os numeros reais posi-

tivos —]0,+oc [.
Exemplo:
Determine o dominio e o contradominio de f(x) = 2~

Analisando-se a funcio, é facil perceber que podemos atribuir a x
quaisquer valores reais, que sempre conseguiremos encontrar um valor

para f(x). Assim, dominio de f(x) é R. Logo,
D(f) =R

Para analisar o conjunto imagem, é facil perceber que, para quais-
quer valores atribuidos a variavel x, obteremos sempre um ntmero
positivo, pois, como a fungdo nunca assume o valor nulo, ndo podera

assumir valores negativos. Logo,

Im(f) =R*

Propriedades da funcao exponencial

Sejam a e b niimeros reais, taisque 0 <a # 1,0 < b # 1; x e y nimeros

reais quaisquer, entao:

i a‘-a=at’

iii.  (a*)=a>

iv.  (ab)*=a*b*
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Atividade 1

Atende ao objetivo 1

Resolva, utilizando as propriedades das fun¢des exponenciais:

a) 8=0,25

b) (2‘“*3)4 =2

Resposta comentada

Para resolver estas questdes, precisamos:

1 1 )
a) 8":0,25:>(23) =Z:>23’“:2—2:>23":22

2
:>3x=—2:x=—§

4 5 3
b) (2m+3) =23:2(4m+12)=23

:4m+12=§:4m=¥

-31 -31
>m=—2=—o8
3-4 12
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Grafico da funcao exponencial

Para fazermos o esbogo do gréfico da fungdo exponencial, devemos
analisar 3 caracteristicas importantes dessas func¢oes:

O ponto em que elas cortam o eixo OY

A fungdo exponencial sempre corta o eixo de OY no ponto (0,1), ja
que, neste ponto, x é zero e, ao elevar qualquer nimero a zero, encon-

tramos 1. Entao,

fl0)=1,isto é,a°=1,a#0

O valor assumido pela fungdo quando x =1
O valor da fungdo em 1 sera sempre o valor da base, ja que, ao elevar
quaisquer niimeros a 1, encontramos sempre o valor da base. Entéo,

f(1)=a,istoé,a'=a

O comportamento da funcao exponencial

A fun¢io exponencial pode ser crescente ou decrescente, de acordo
com o valor assumido pela base (a):

Sea>1 - fé crescente

Se0<a<l — fé decrescente

Em ambos os casos, o grafico da fungao exponencial varia de forma

muito rapida:

a>1 O<axl
Fungdo crescente Fungdo decrescente
A
y y

_/ \_

0 X 0 X

(a) (b)
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a) No primeiro grafico, quanto mais aumenta o valor de x, maiores sao
os valores assumidos pela funcdo; e quanto mais diminui o valor de x, a
funcdo assume valores cada vez menores e mais proximos de 0, sempre

pelo lado positivo do eixo OY.

b) No segundo grafico, quanto mais aumenta o valor de x, menores sio
os valores assumidos pela fun¢ao, e mais proximos de 0 pelo lado po-
sitivo do eixo OY; e quanto mais diminui o valor de x, a fungdo assume

valores cada vez maiores.

Assim, o grafico da fungdo exponencial sera uma curva crescente (se
a > 1) ou decrescente (se 0 < a < 1). Quanto maior for a base da funcio,
mais rapidamente crescera o seu valor, fazendo com que seu grafico seja

mais proximo do eixo OY.

Por exemplo, analise o grafico de f(x) = 2* e g(x) = 10%

g(x)=10% f(x)=2%

Como 10 > 2, a fungdo g(x) fica muito mais proxima do eixo OY, do

que f(x), ja que seus valores crescem com mais velocidade.
Exemplo:
Faga um esbogo do grafico de f(x) = 5~

Para esbogar o grafico da fun¢io f(x) = 5% verificamos que a base
¢ 5, logo, maior do que um, o que faz com que tenhamos uma fungio
crescente.

A fungao corta o eixo de y no ponto (0, 1) e
fl1)=5'"=5

Assim,
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y
6
5
4
3
2
1
3, 2 -1 0f 1 2 3| 4
1 X
2
Atividade 2

Atende aos objetivos 2 e 3

1. Dadas as fun¢des abaixo, classifique-as em crescente ou decrescente:

a) flx)=3"
2 X
b) fix) = (g]

2. Construa o grafico das fungdes exponenciais do exercicio anterior.

Resposta comentada

1. Para identificar se a fungdo exponencial é crescente, ou decrescente,

basta analisar a sua base:

a) a =3, como a > 1, a funcio é crescente.

1
b)a= (3) ,como 0 < a < 1, a fungdo é decrescente.

5

2. Vamos agora construir o grafico de cada uma das fungdes.
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a) Para esbogar o grafico da fun¢ao exponencial, primeiramente deve-
mos analisar a base, neste caso, a = 3. Logo, a fungdo é crescente, corta o
eixo de y no ponto (0, 1) e (1) =3'=3:

y

N WA O

LA of

b) Neste caso, a base é um valorentre0e 1, a = (E ], logo, a fungdo é
5

1
decrescente, corta o eixo de y no ponto (0, 1) e f(1) = (%) = [% ]:

N ow Ao o X

A of ~

1 X
Os graficosdey=a*ede y= (—) sao simétricos em relagdo ao eixo
a
OY.

Exemplo:

Seja f(x)= (é) eg(x)=2"
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f(x)=(1/2)* g(x)=2*

A constante de Euler

Existe um nimero muito importante na Matematica, chamado nu-
mero de Euler, denotado por e em homenagem ao matematico suigo
que primeiro estudou suas propriedades: Leonhard Euler (1707 - 1783).

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler#mediaviewer/Ficheiro: Leo-
nhard_Euler_2.jpg

Leonard Paul Euler nasceu no dia 15 de abril de 1707 em Basi-
leia, na Suica. Seu pai foi aluno do famoso matematico Jean Ber-
noulli, que mais tarde iria ter papel fundamental em sua vida.
Desenvolveu inumeros e importantes trabalhos cientificos, além
de inspirar o caminho de varios jovens, inclusive alguns de seus
filhos. Atuou na Alemanha, Suica e, em especial, na Academia
de S. Petersburgo, na Russia, onde assumiu, aos 26 anos, o posto
de principal matematico da Academia. Teve alguns problemas de
saude, perdendo a visdo do olho direito em 1738, por excesso de
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trabalho. Fato este que ndo o impediu de continuar produzindo
cada vez mais. Chegou a assumir o cargo de diretor na Academia
de Berlim, mas voltou para a Academia de S. Petersburgo, onde
desenvolveu grande parte de seu trabalho.

Diante da perspectiva de perder completamente a visdo devido
a catarata, preparou-se para tal possibilidade treinando a escrita
em quadros e o calculo mental. Assim, conseguiu continuar sua
produc¢do quando a cegueira chegou, tendo sido mais da meta-
de de sua obra produzida apos este periodo. Para tanto, contou
com a ajuda de diferentes pessoas, em especial de seus filhos e do
marido de sua neta. Sua impressionante capacidade de produgéo
continuou até sua morte, ocorrida em 18 de setembro de 1783.

O numero e ¢ um numero irracional e positivo, expresso com 40
casas decimais:

e =2,718281828459045235360287471352662497757

Sendo x é um numero real, podemos escrever a fungio exponencial
de base e, dada por:

flx)=¢

Como e é um numero positivo maior do que a unidade, valem para
a funcdo f(x) = e* as mesmas propriedades das fun¢oes exponenciais de
base maior que 1, logo o seu grafico sera crescente, da forma:

W s oo

-
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Funcao logaritmica

Para falar da fungéo logaritmica, precisamos antes relembrar o loga-
ritmo, que é a expressdo matematica que a define. Vocé lembra o que é
logaritmo?

O logaritmo ¢, algebricamente falando, um expoente.

Dados dois nimeros reais e positivos a e b, sendo a # 1, chama-se
logaritmo de b na base a o expoente que se deve dar a base a, de modo

que a poténcia obtida seja igual a b, isto é,
logh=x & a*=b
Onde, b é chamado logaritmando, a ¢ a base e x o logaritmo.
Exemplo:
log,8 = 3 Ié-se: log de 8 na base 2.

Para resolver, devemos pensar: a quanto devo elevar o 2 para encon-

trar 8?

=8 &2°=8

Definicao

A fungio logaritmica de base a é toda fungdo f: R, - R, definida por
f(x) =log x,coma € R; ea#l.

Observe que, neste tipo de funcio, a variavel independente x é um
logaritmando; por isto, a denominamos fungado logaritmica; a base a é

um valor real constante, nao é uma varidvel, mas sim um numero real.

Dominio da funcao logaritmica

Para toda fungdo logaritmica f(x), f é continua, o seu dominio, o con-
junto dos niimeros reais positivos e o seu conjunto de imagens, é o con-

junto de todos os nimeros reais.
D(f) =R*
Im(f) =R
Exemplo:

Determine o dominio e o contradominio de f(x) = log, x.
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Analisando-se a fun¢do, podemos perceber que podemos atribuir a x
quaisquer valores reais positivos, que sempre conseguiremos encontrar

um valor correspondente para f(x), assim, dominio de f(x) é R*.

Para analisar o conjunto imagem, devemos pensar que a fungdo pode

assumir quaisquer valores reais. Logo,

Im(f) =R

Funcoes inversas

A fungdo logaritmica de R - R é inversa da fungio exponencial de
R— R e vice-versa, pois:

logb=x <a*=b

Assim, y = log x.

Para a > 1, os graficos das fun¢des exponenciais e logaritmicas sao
simétricos em relagdo a bissetriz y = x.

Exemplo:

Ao analisar o esbogo do gréfico das fungdes y = 2* e y = log x,

A

y=2%

é facilmente possivel perceber a simetria dessas fungdes com relagao a

y=X.
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Grafico da funcao logaritmica

Assim como no caso dos graficos das fungdes exponenciais, o esbogo
dos graficos das fungdes logaritmicas requer a analise de algumas carac-
teristicas especiais:

O ponto em que elas cortam o eixo OX

A fungao logaritmica sempre corta o eixo de OX no ponto (1, 0), ja
que neste ponto x é 1 e, ao calcular o log de 1, encontramos 0, ja que
todo numero elevado a zero tem 1 como resultado. Entao,

f(1)=0,isto é,log 1=0,a € R,ea#l

O comportamento da funcao logaritmica

O comportamento da fun¢ao logaritmica varia conforme a sua base a.
Se a > 1, a func¢io é crescente; e é decrescente se 0 < a < 1.

a>1 O<ax<l

Fungdo crescente Fungdo decrescente

A A
y y
f(x)=Log_x f(x)=Log_x

1 1

0 X 0 X
(a) (b)

As regides ou espacos diferentes sobre o eixo x:

a) Um intervalo em que a fungao logaritmica nao esta definida: ]—eo, O[

b) Um intervalo em que a fungdo assume valores negativos:
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<)

Paraa > 1 -> 10, 1]

Para0<a<1 - 11, +oof

Um intervalo em que a fungao assume valores positivos:
Paraa>1 - 11, +oof

Para0<a<1 —> 10, 1]

O

O grafico da fungéo logaritmica varia de acordo com o valor de
sua base. Quanto maior for a base de um logaritmo, mais proxi-
mo dos eixos seu grafico estara. Observe:

Repare que, conforme fomos aumentando o valor da base, o gra-
fico foi ficando mais proximo tanto do eixo x, quanto do eixo y.

Propriedades da funcao logaritmica

1.
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loga=1

2. (O logaritmo da propria base a é 1)

(a'=a)

3. log b=logc < b=c(Doislogaritmos numa mesma base sdo iguais

se, e somente se, os logaritmandos sdo iguais)

Propriedades operatoérias

Dados os niimeros reais e positivos a, b e ¢, sendo a # 1, temos as

seguintes propriedades:

1. log,(b.c)=log b+log, c

2. log, (é) =log b-log, c
c

3. log, b"=rlog b

4. log b:M

* log.a

Esta ultima propriedade é muito utilizada, ja que é através dela que
conseguimos escrever o logaritmo na base que desejarmos. No caso,
transformamos o logaritmo de base a em um quociente de logaritmos
na base c.

Exemplo:

Mudar a base do logaritmo de 15 na base 2, para base 4.

log,15= log, 15
log, 2

Quando néo se escreve a base do logaritmo, convenciona-se que a
base é 10.

Se repetirmos o exemplo dado para a base 10, teremos:

log, 15 log,,15 _ log15
log,2 log2
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O

Os logaritmos de base 10 sdo conhecidos como logaritmos co-
muns e sdo representados sem a referéncia explicita da base. As-
sim, escrevemos log x e ndo log, x.

Atividade 3

Atende aos objetivos 4e 5

1. (UFRGS) A representagdo geométrica que melhor representa o gra-

fico da fungdo real de variavel real x, dada por f(x)=log, x, é
2

2. (UFSM) O gréfico mostra o comportamento da fungao logaritmica
na base a. Entio, o valor de a é:
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1 4 .
0 X
2
a) 10 (d)1/2
b) 2 (e)-2
c) 1

3. Faga um esbogo do grafico de:

a) f(x)=log,x
b) g(x):loggx

5

Resposta comentada

1. Temos, neste caso, a base igual a %, um valor entre 0 e 1. Logo, o
grafico sera de uma fun¢ao decrescente. Nas op¢oes fornecidas, temos
apenas 2 funcoes decrescentes, os itens a e d. Todavia, este ultimo corta
0 eixo X no ponto %, o que ndo ¢ possivel no caso da fungao logaritmica.
Assim, a resposta correta € a op¢ao a.

2. Nesta questdo, temos uma fun¢do com comportamento decrescente.
Assim, necessariamente teremos uma base com valor entre 0 e 1. Neste
caso, a Unica op¢ao possivel é a letra d.
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3.

a) Para fazer um esbogo do gréfico de f(x) = log x , devemos observar
que a base é um nimero maior do que 1. Logo, teremos uma fungao com
comportamento crescente, que corta o eixo x no ponto (1, 0). Assim:

b) De forma similar, para fazer um esbogo do grafico de g(x)=1log, x,

5
devemos observar que a base ¢ um nimero entre 0 e 1. Logo, teremos
uma fun¢do com comportamento decrescente, que corta o eixo x no
ponto (1, 0). Assim:

Os logaritmos surgiram por volta do século XVII, sendo sua in-
vencao atribuida a John Napier (1550-1617), um matematico,
fisico, astronomo e tedlogo escocés, que também introduziu o
uso do ponto decimal em aritmética. Napier decodificou o lo-
garitmo natural - o neperiano, utilizando uma constante, sendo
a primeira referéncia conhecida ao numero “e”, descrito, muitos

anos depois, por Leonhard Euler. Hoje, o nimero “e” é chamado
“nimero de Euler” ou “numero de Napier”.
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Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/John_Napier#mediaviewer
/Ficheiro:John_Napier.jpg

As questdes ligadas as navegagoes e astronomia envolviam ope-
ragdes com numeros muito grandes, efetuadas com o uso de rela-
¢Oes trigonométricas, até o surgimento dos logaritmos, que pos-
sibilitaram a sua simplificagao.

No link: http://ecalculo.if.usp.br/funcoes/logaritmica/historia/
hist_log.htm, vocé pode encontrar mais informagdes sobre a his-
toria dos logaritmos.
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Logaritmo neperiano

O logaritmo na base e recebe o nome especial de logaritmo neperia-
no e pode ser escrito da seguinte forma:

log x = Inx
Assim,
y = e* se, e somente se, x = In(y)

In(e®) = x
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Considerando as propriedades dos logaritmos, podemos facilmente
identificar que:

loge=1
Ou seja:
lne=1

As propriedades das fungdes exponenciais e logaritmicas também
sdo validas para a base e:

Sejam a e b numeros reais, taisque 0 <a # 1,0 < b # 1; x e ), numeros
reais quaisquer e k, um nimero racional, entio:

i. eW=e'. e
.. e
. e7= —
eY
iii. e*= (e0)*
iv. In (bxc)=In b+In,c
In (2) =Iln b—In
V' a C - a a C

Vi. lnab’ = rlnab

Atividade 4

Atende ao objetivo 6

1. Escrevaln x na base decimal.

2. Sabendo que log 7 = 0,85, determine In 7.
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3. SendoIn 0,08 = -2,5, determine log 0,08.

Resposta comentada

1. Neste caso, desejamos mudar a base do logaritmo neperiano para

o logaritmo na base dez. Assim, devemos lembrar que log_b :iog_cb.
og.a

Logo, sendo x um nimero positivo, teremos:

logeleogwleogx:logxz 1 logx=2,3-logx
log,e loge 0,43 0,43

Assim, Inx = 2,3 logx. Esta relacao pode nos ajudar em diversos pro-
blemas que envolvam logaritmos na base decimal e neperiana.

2. Podemos, neste caso, utilizar o resultado obtido no exercicio 1:
Vimos que In x = 2,3 logx
Entdo, In 7 = 2,3 - log 7, como log 7 = 0,85, teremos:

In7 =2,3-0,85 = 1,955

3. De forma similar ao caso anterior, temos que In x = 2,3 log x. Assim:

Inx=2,3.logx = loglezn_;c

>

In0,08 2,5

log0,08 =
2,3 2,3

Aplicacoes

As fungdes exponenciais e logaritmicas sao muito utilizadas em va-
rias aplicagoes da Matematica, na Ciéncia, na industria e mesmo em
nosso dia a dia. E fundamental para a resolugio de muitos problemas
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na area de Economia e na de Financas, em particular para o célculo de
juros, tao presente em nossa realidade.

Exemplo:

O valor de um bem daqui a t anos é dado por V() = 30.000 . (0,8)¢
em reais. Calcule o valor desse bem daqui a 5 anos.

V() = 30.000 . (0,8)t
Para t = 5, teremos:
V(5) = 30.000 - (0.8)° = 9.830,40

Os juros compostos, que vocé estuda em disciplinas de finangas,
pressupde um ganho sobre um capital, ao fim de um periodo de tempo,
onde se acrescenta ao capital inicial um valor, a titulo de remuneragio
pelo periodo de tempo transcorrido (o chamado juro). No caso dos ju-
ros compostos, tal remuneragio é calculada considerando-se juros so-
bre juros. Por exemplo:

Um estudante coloca R$50,00 a prazo, a taxa de 10% ao ano, para
retira-lo apenas 10 anos depois. Quanto ele recebera ao final do prazo?

Neste caso, o valor a receber é chamado capital acumulado ao fim
de 10 anos.

Ora, ao fim de um ano, o estudante tera:
50+50-0,1=50(1+0,1)=50-1,1

Ao fim de 2 anos: 50-1,1 +50-1,1-0,1=50-1,1 (1+0,1)=50-1,1?
Ao fim de 3 anos: 50 1,1+ 50 - 1,12-0,1 =50 - 1,12 (1 + 0,1) =50 - 1,1°
Mantendo-se o mesmo raciocinio, teremos:

Ao fim de 10 anos: 50 - 1,1° + 50 - 1,1°- 0,1 =50 - 1,1° (1 + 0,1) = 50 -
1,10

Ao fim de x anos, esse valor sera dado pela fun¢ao exponencial: 50 - 1,1*

Podemos, entdo, resumir a formula dos juros compostos da seguinte

forma:
M=C(+i)

sendo M = montante final, C = capital, i = taxa unitaria e t = tempo de
aplica¢ao.
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Conclusao

Nesta aula, discutimos diversas aplicagdes das funcdes exponenciais e
logaritmicas, que sao muito usadas em problemas do nosso cotidiano. O
profissional da drea financeira, em especial, ira se deparar com tais fun-
¢Oes em seu dia a dia. Por isso, ndo deixe de refazer os exercicios propos-
tos até se sentir bastante seguro para utiliza-los em quaisquer ocasides.

Atividade final

Atende ao objetivo 7

1. A quantia de R$ 3.500,00 foi aplicada em um banco durante 5 anos,
a uma taxa de 2,5% ao més, no sistema de juros compostos.

a) Qual sera o saldo da aplicagdo no final de 12 meses?

b) Qual serd o montante final?

2. (EU-PI) Suponha que, em 2003, o PIB (Produto Interno Bruto) de
um pais seja de 500 bilhoes de ddlares. Se o PIB crescer 3% ao ano, de
forma cumulativa, qual serd o PIB do pais em 2023, dado em bilhdes de

ddlares?
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Resposta comentada

1. a) Para calcular o saldo da aplicagdo depois de 12 meses, teremos:
M=7?
C=3500
i=2,5% = 0,025 (taxa unitdria)
t =12 meses
M = 3500 - (1+0,025)"
M = 3500 - (1,025)**
M = 3500 - (1,344889)
M =4.707,111
Apods 12 meses, ele terda um saldo de R$ 4.707,11
b) Montante final
M=?
C =3500
i=2,5% = 0,025 (taxa unitéria)
t =5 anos = 60 meses
M = 3500 - (1+ 0,025)%°
M = 3500 - (1,025)%°
M = 3500 - (4,39979)
M =15.399,26

Apés 5 anos, ele tera um saldo de R$15.399,26

2. Ora, em 2003, PIB = 500
O crescimento se d4d a uma taxa i = 3% = 0,03

Deseja-se saber o PIB em 2023, isto é, 20 anos depois. Logo, t = 20.

Assim:
P(x)=P - (1 +1i)
P(x) =500 - (1 + 0,03)*
P(x) =500 - 1,03%
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P(x) = 500 - 1,806111
P(x) = 903,0556

Segundo os dados informados, o PIB do pais no ano de 2023 sera de
aproximadamente R$ 903 bilhoes.

Resumo

Para esbogar o grafico da fung¢do exponencial e logaritmica, devemos
primeiramente identificar o valor da base: se for maior do que a unida-
de, teremos uma func;éo crescente; e se 0 < a < 1, teremos uma funqio
decrescente.

A funcgéo logaritmica € a inversa da fun¢ao exponencial. Assim, o grafi-

codey=a*edey=log xsdosimétricos com relagdoay = x.

O<a<1

a>1

Podemos notar que (x,y) estd no grafico da fungao logaritmica se o seu
inverso (y,x) esta na fun¢do exponencial de mesma base.
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Exponencial / Logaritmo base e Exponencial / Logaritmo geral

e Inversadolnx S

exp(x)=yoIny=x . log x=y&a =x

e =expx

e =y hy=x

e equagdes de cancelamento:

In

e"=x ,x>0
In(e*)=x ,Vx

Lei dos Logaritmos Se x e y forem
numeros positivos, e r for um numero
racional, entao,

Lei dos expoentes Se x e y forem nu-
meros reais, e r for racional, entao,

1) e =e'e” 1) In(xy)=Inx+1Iny

g e =S ) () =Inx—Iny
e’ y

3) (ex )r =e” 9 In(x")=rInx
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Aula 12 e Progressdo Aritmética (PA)

Meta

Apresentar os conceitos de sequéncia e de progressdo aritmética, as for-
mulas do termo geral e da soma de uma progressao aritmética e os pro-
blemas que envolvem o conceito de progressdo aritmética.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:
1. reconhecer e representar sequéncias numéricas;

2. usar a linguagem matematica para expressar as regularidades da se-
quéncia por meio de féormulas de recorréncia;

3. obter os termos de uma PA pela aplicagdo da férmula do termo geral;

4. determinar a razao, a soma de n termos consecutivos de uma progres-
sdo aritmética;

5. aplicar os conceitos de progressao aritmética (PA) na resolucdo de
situagdes-problema.
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Introducao

Em nossa vida cotiditiana, somos constantemente atraidos para as re-
gularidades e, muitas vezes, tentamos interpretar situagdes procurando,
ou mesmo impondo, padrdes. Os padrdes sdo a esséncia da Matematica
e da linguagem na qual é expressa. Embora essa busca de padroes ja
tenha sido explorada em aulas anteriores, aqui iremos apresentar esse
tema de modo mais formal e aplicd-lo no estudo das progressoes ari-
méticas e geométricas.

Fonte: http://www.freeimages.com/photo/889735

Ordenacao e sequéncias

Classificar é agrupar, considerando as semelhancas dos objetos.
Ordenar ¢ seriar, a partir da analise das diferencas dos objetos. Assim,
quando seriamos elementos, estamos estabelecendo uma ordenagio
crescente ou decrescente de determinadas caracteristicas dos objetos,
como peso, tamanho, idade, valor etc.

Informalmente, dizemos que uma sequéncia é uma sucessao, finita
ou nao, de elementos. Os elementos (ou termos) de uma sequéncia po-
dem ser nimeros, palavras, objetos etc. A seguir, alguns exemplos de

sequéncias:
Exemplos:

a) O conjunto (verdo, outono, inverno, primavera) é chamado sequén-

cia ou sucessio das estagdes do ano;

b) O conjunto ordenado (0, 2, 4, 6...) é chamado sequéncia ou suces-
sao dos numeros naturais pares.
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Estamos interessados em sequéncias numéricas, ou seja, em sequén-
cias cujos elementos sdo nimeros. Mais particularmente, nas sequén-
cias cujos termos obedecem a uma lei de formagao, ou seja, é possivel
escrever a relagdio matematica entre eles. Infelizmente, nem sempre ¢
possivel determinar o termo seguinte pela analise dos termos anteriores

na sequeéncia.

E importante destacar que, ao contrario do que ocorre num conjun-
to, qualquer alteracdo na ordem dos elementos de uma sequéncia altera
a prépria sequéncia.

Uma sequéncia numérica pode ser representada genericamente na
forma:

(apa,a,;..,a,..,a,..), emquea éo primeiro termo, a, ¢ o segundo

termo,... , a,_€ o k-ésimo termo,..., a_¢é o n-ésimo termo (neste caso, k < n).

Isto é, cada termo de uma sequéncia é, em geral, representado por
uma variavel indexada. O indice serve para indicar qual é a posi¢ao do
termo na sequéncia. Por exemplo: a_indica o elemento que ocupa a
n-ésima posi¢ao na sequéncia.

Lei de formagcao de uma sequéncia

Existem sequéncias numéricas nas quais os termos sdo dispostos de
modo que néo é possivel relaciond-los por meio da descricio de uma lei
de formagdo. Um exemplo célebre dessa situagdo é a sequéncia (2, 3, 5,
7, 9). Contudo, nesta aula, estamos interessados nas situacbes em que
sempre seja possivel descrever uma lei de formacao para a sequéncia
apresentada.

Ha dois tipos de leis de formagao:

1. Férmula do termo geral

Nesse caso, descreve-se uma férmula (regra) que permite calcular
diretamente qualquer termo da sequéncia a partir da posi¢do que o ter-
mo ocupa nela. O seguinte exemplo apresenta uma férmula de termo

geral a partir da qual geraremos alguns de seus elementos.

Exemplo:

1 —1
a=|—1,n>1
n n+l
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Logo,
1Y (1Y
o primeiro termo da sequéncia(n=1)éa = | — | == | =2
1+1 2
1) (1Y)
o quarto termo da sequéncia (n=4)éa =| — | =[=| =5
4+1 5

2. Leide recorréncia

E uma regra que calcula o valor de um termo da sequéncia a partir
de um ou mais valores anteriores. O exemplo a seguir apresenta como
obter os termos de uma sequéncia a partir do conhecimento de sua lei

de recorréncia.
Exemplo:
a+l=2a+l,n=>1lea =2
n n 1

Observe que, se um termo da sequéncia ndo tivesse sido fornecido,
ndo seria possivel descrever nenhum outro termo desta sequéncia, pois
a lei de formacdo é do tipo recorréncia, isto é, é necessario o conheci-
mento prévio de algum termo da sequéncia (nesse exemplo, o prede-

cessor).
a=2a+1=
a=2-2+1=5
a,=2a,+1=
a=2-5+1=11
E assim por diante.

Na pratica, ha duas situagdes de interesse:

1. alei de formagao é apresentada e, a partir dela, deve-se estar apto a

gerar os elementos da sequéncia;

2. ¢éinformada a sequéncia e deseja-se estabelecer sua lei de formagao.
Exemplos:

a) Seja uma sequéncia de numeros naturais positivos definida por
a_=2-n- 1. Vamos encontrar os seus cinco primeiros elementos:

a=2-1-1=1
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a,=2-2-1=3
a,=2-3-1=5
a,=2-4-1=7
a,=2-5-1=9

Sequéncia: (1, 3,5,7,9,...)

b) Seja uma sequéncia de numeros naturais positivos definida por
a = (2 + (—1)“) . Vamos encontrar os seus primeiros elementos:

a, =2+ (-1)'=1

a=2+(-1)2=3

a,=2+(-1)=1

a,=2+(-1)'=3

a=2+(-1p=1

Sequéncia: (1, 3, 1, 3, 1,...)

Analogamente, poderiamos fazer o processo contrario: dada a sequén-
cia, encontrar a lei de formagao.

b) Seja a sequéncia numérica (1, 6, 11, 16, 21,...). Qual a sua lei de for-

magao?
Estamos diante de uma sequéncia infinita.

Ao analisarmos os elementos dessa sequéncia, é possivel observar-
mos que cada elemento ¢ igual ao anterior mais 5.

Assim,a =a_ +5,n=2,3,4,.

d) Seja a sequéncia numérica (1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6). Qual a sua lei de
formacdo?

A sequéncia desse exemplo apresenta um nimero finito de termos.

Observa-se que todos os termos apresentam o mesmo numerador,
enquanto o denominador de cada termo ¢ igual ao do termo anterior
mais 1.

Assim,a_=1/(n + 1),n=1,2,...,5.
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Atividade 1

Atende aos objetivos 1 e 2

1. Dada a sequéncia (2, 4, 6, 8, 10), reconhecer e calcular:

a)a,

b)a +3a,

2) Descubra os dois termos seguintes das sequéncias e determine qual o
padréo de cada uma.

a)2,4,8, 16, 32,...

b) 3,6, 11, 18, 27,...

0 1,3,6,10, 15, 21,...

d)1,4,9, 16, 25,....

3) Escreva os quatro primeiros termos da sequéncia S, definida por:

S(1)=1;8 =S _ +3,n>2.

4) Escreva os cinco primeiros termos da sequéncia de Fibonacci, defi-

nida por:

F,=1;F,=2,F =F_+F_, n>3.
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Resposta comentada
1)
a) a, € o terceiro termo; logo, a, = 6.

b)a+3a =4+3-2=4+6=10.

2)

a) Inicialmente, precisamos identificar o padrio de formagao da
sequéncia apresentada. Observa-se que a sequéncia é formada apenas
por numeros pares. Logo, todos os termos sao multiplos de 2.

Além disso, cada termo pode ser escrito como:

2=2%4=2%8=2%16=2%32=2% ouseja, cada termo é uma poténcia
de 2.

Assim, os proximos elementos serao:

2°=64e2”=128.

b) Numa primeira inspec¢do, ndo se percebe um padrio téo claro como
no item anterior, pois a sequéncia apresenta numeros impares e pares.
Observa-se que a sequéncia é crescente e que o valor da diferenga entre
os termos na sequéncia também ¢é crescente. Esta diferenga nio s6 au-
menta de um termo para o seguinte como apresenta um padrao nesse

aumento. Vejamos:
3,6,11,18,27,...
6-3=311-6=518-11=7;27-18=9

A anilise desse padrao possibilita estabelecer a lei de formagao: cada ter-
mo é obtido a partir do anterior, somando-se um nimero impar ao termo.

Logo, os proximos dois termos da sequéncia serao:

27+11=36e36+ 13 =49.

c) Situagdo analoga a anterior. Neste caso, também se observa uma
sequéncia crescente na qual a diferenga entre os termos aumenta a me-
dida que a ordem do elemento cresce.

3-1=2;6-3=3;10-6=4;15-10=5;21-15=6
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A analise desse padrio possibilita estabelecer a lei de formacéo: cada
termo é obtido a partir do anterior, somando-se um nimero natural

ao termo.
Logo, os proximos dois termos da sequéncia serao:

21+7=28¢e28 + 8 =36.

d) 1,4,9, 16, 25,....

Se aplicarmos o raciocinio anterior neste caso, observaremos que os ter-
mos da sequéncia ndo sao obtidos a partir do anterior mais a soma de

um nuamero.
4-1=3;9-4=516-9=7;25-16=11

A sequéncia das parcelas ndo nos permite identificar qualquer padrao.
Contudo, para quem esta familiarizado com as poténcias, é facil iden-
tificar a lei de formacao: a sequéncia é formada pelos quadrados dos
numeros naturais positivos.

1°=1;22=4;3"=9;4"=16; 5= 25
Logo, os proximos dois termos da sequéncia serao:

6*=36e7>=49.

3)S(1)=1;8 =S _ +3,n>2
S,=8,+3=1+3=4
S,=85,+3=4+3=7
S,=5,+3=7+3=10

4)F =LF=2,F =F ,+F ,n>3
F,=F +F=1+2=3
F,=F +F,=2+3=5
F,.=F,+F,=3+5=8
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A sequéncia de Fibonacci pode parecer uma simples sequéncia
numérica. Contudo, o que faz dessa ordem de niimeros uma des-
coberta especial é a sua ligagdo com os fendmenos da Natureza e
o valor aproximado da constante 1,6, quociente da divisao entre
um numero e seu antecessor na sequéncia, a partir do numero
trés. Esse quociente recebe o nome de razdo aurea e é um numero
que ha muito tempo é empregado na arte e aparece em diversas
formas da Natureza.

No cinema, podemos encontrar uma referéncia a série de Fibo-
nacci no filme O Cédigo da Vinci. Se vocé quiser espiar uma se-
quéncia matematica, atuando como estrela de Hollywood, acesse:
http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/video/showVi-

deo.php?video=12085.

Fonte: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons
/2/23/Golden_spiral_in_rectangles.png

Fonte: http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/
video/showVideo.php?video=12085
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Progressao aritmética (PA)

Chama-se Progressao Aritmética - PA - toda sequéncia de nimeros
reais na qual cada termo, a partir do segundo, ¢ igual ao anterior soma-
do com um valor constante denominado razdo (r).

Exemplos:

(1,4,7,10, 13, 16,... ) razdo = 3

(3, 12,21, 30, 39, 48,... ) razdio = 9
(8,8,8,8,8,8...)razdo=0

(100, 90, 80, 70, 60, 50.,... ) razdo = -10

Classificacao de uma PA

Uma PA pode ser crescente, decrescente ou constante, conforme o
valor da razao(r). Veja a seguir:

crescente — quando r > 0;
decrescente — quando r < 0;

constante — quando r = 0;

Termo geral de uma PA

Seja uma PA (an)z (al, a,a.., ), 0 termo geral de dessa PA é dado por:
a =a+(n-1r

E f4cil entendermos o porqué dessa expressdo. Observe:

a,=a +r

a=a,tr=a +r+r=a +2r

a4=a3+r=a1+2r+r=al+3r

a =a+(n-1r
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Logo,

a =a+(n-1r

Exemplos:
a) Considere a PA (4, 8, 12,... ). Determine seu décimo termo.

Para determinarmos um elemento de uma PA, precisamos conhecer

seu termo geral e sua razao.

a,= 4. A razdo pode ser obtida pela diferen¢a entre quaisquer pares
de elementos consecutivos.

r=a-a=8-4=4
Agora, substituimos esses valores na férmula do termo geral:
a=a+m-Dr=a, ,=4+(10-1)-4=4+9-4=40

b) No século XXI, a primeira elei¢cdo presidencial ocorreu em 2002. A
cada quatro anos, uma nova elei¢ao ocorre. Em que ano ocorrera a 20*

elei¢ao presidencial deste século?

Podemos observar que os anos em que ocorrem elei¢coes formam

uma PA de razao 4 e primeiro termo 2002.
PA (2002, 2006, 2010,...)
a,=a +(20-1)-4=2002+19 -4 =2078.

Termo geral de uma PA em fun¢io de qualquer termo

Algumas vezes, pode ser interessante expressar a formula do termo

geral em fun¢do de um termo qualquer da sequéncia, que nio o primeiro.
Observe:
Considere uma PA genérica: PA (al, a,a,a, as,...).

O termo a, pode ser expresso em fun¢ao de a,(a, =a, + 2roua,=a, +
(4 - 2)r). Isso, porque, para alcangarmos o a, a partir do a,, é necessario
realizarmos dois deslocamentos na sequéncia (a, para a, e a, paraa,). O
termo a,, por exemplo, pode ser expresso em fun¢do do a, Observe que,
para alcangarmos o a a partir do a,, realizamos trés deslocamentos a

direita. Assim, a,=a, +3rou
a,=a, (5-2)rlIstoé,

a=a +(n-m).r
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Poderiamos usar o mesmo raciocinio para determinar um termo de
uma PA que estd a esquerda do conhecido. Nesse caso, estariamos sub-

traindo o valor da razio tantas vezes quanto fosse o deslocamento.

PA(..,a ,a

o A5 a

11’ alZ’ 13’ a14’ alS’ )

a,=a,+(10-15.r oua =a, -5-r

Observe que, do a,, para alcangarmos o a,;, precisamos subtrair a

10’
» do a,paraa, do a,paraoa, do a,paraa e, fi-
nalmente, do a, paraoa, totalizando, portanto, 5 (10 - 15) subtragdes.

Obtemos, assim, como valida a seguinte relagdo:

razdor do a15 paraa

Termogeral:a =a +(n-m)-r
n m

Exemplos:

a) Considere uma PA de razdo -3. Sabendo que seu 20° termo vale 150,
calcule seu 10° termo.

Nesse exemplo, a razdo r € dada, r = 3. Conhecido o termo a,,
pede-sea, .

Aplicando a relagao do termo geral,
a,=a, +(10-20)-r=150+ (-10) - (3)
a,= 150 + (-10) - (3) =150 - 30 =120

Logo, o 10° termo vale 120.

b) Calcule o quinto termo da PA (-6, -2, 2,...).

Inicialmente, devemos obter a razio dessa PA. Para tal, basta
subtrairmos quaisquer dois termos consecutivos (r = a_, - a ).
Logo,r=-2-(-6)=-2+ 6 =4.

Aplicando a férmula do termo geral,
a =a+n-1)r=a,=-6+(05-1)-4=-6+4-4=-6+16=10
O quinto termo da progressao ¢ 10.

c) Encontre o termo geral da PA (10, 12, 16,...).
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Para obtermos a expressao do termo geral de uma dada PA, é preciso
conhecer seu primeiro termo e a razdo. O primeiro termo esta dado na

sequéncia: a = 10.

Para obter a razdo desta PA, basta subtrairmos dois termos quaisquer
consecutivos (r=a__, —a ). Logo,r=12-10=2.

Assim, a expressdo do termo geral desta PA é dada por:
a=10+(@n-1)-2
d) O sétimo termo de uma PA é 75 e r = 11. Calcule o primeiro termo.

Nesse exemplo, sao dados a_ e a razao. Substituindo-os na formula

do termo geral, obtém-se:
a=a+(7-1)-11"-75=a +(7-1)-11

a =75-6-11 a =9

Atividade 2

Atende ao objetivo 3

1. Escreva os quatro primeiros termos de uma PA em quea =4 er=-3.

2. Numa PA, sabe-se que o primeiro termo ¢ igual a 10 e o décimo,

igual a 73. Determine a razao.

3. Determine o nono termo de uma PA sabendo quear=3ea, = 15.
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4. Numa PA, o primeiro termo é 46 e a razio, - 12. Calcule a posigdo

ocupada pelo termo de valor 10.

Resposta comentada

1. A férmula do termo geral desta PA ¢ dada por:

a =4+(n-1)(-3)=4-3n+3=-3n+7
Assim,

a=-302)+7=1

a,=-3(3)+7=-2

a,=-3(4)+7=-5

2. Dados:al=10e a, =73

Ao substituirmos os valores dados na expressiao do termo geral, obte-

remos al.

a,=a +(10-1)(r) -~ a, =a +9r

73 =10 + 9r
9r=73-10
9r =63
r=7

3. Dados:n=9,r=3ea3=15.

Expressdo do termo geral: an=a + (n-1)r

Assim, para ser possivel determinar a,, é preciso conhecer a,.

Ao substituirmos os valores dados na expressdo do termo geral, obte-

remos a,.
a,=a, +(3-1)3) -~ a,=a +6

a1=a3—6.'. a1=15—6=9
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Agora estamos prontos para calcular a_:
a,=9+(9-1)-3
a,=9+24=33

4. A férmula do termo geral para esta PA é dada por:
a =46+ (n-1)(-12) =46 - 12n + 12 = -12n + 58.

Neste exercicio, é dado o valor do termo, mas desconhece-se sua posi-
¢d0 na sequéncia, isto ¢, deseja-se conhecer n. Assim, substituindo os

valores na expressdo temos:

10 =-12n + 58

-12n=10-58
—4

n= —48 =4
-12

O termo de valor 10 ocupa a quarta posi¢ao na sequéncia.

Soma dos n primeiros termos de uma PA

a ,a ,a ,a).

n-1> “n

Sejaa PA (al, a,2,a,..,4

n-4> “n-3> “n-2°

Podemos afirmar, com base na definigao, que:

a +a =a, +a_,poisdeslocamos uma razdo a direita (de a, paraa,)
e deslocamos uma razao a esquerda (de an para an—1). Logo, um deslo-
camento anulou o outro e o valor da soma néo se altera.

Raciocinio analogo pode ser aplicado para garantir que:

a +a =a +a =a,+a =a,+a ,=...=a +a
1 n 2 n- 3 n-. 4 n- m

1 2 3 n-(m-1)

Assim, pode-se afirmar que:

A soma de dois termos equidistantes dos extremos de uma PA finita
¢ igual a soma dos extremos.

Estamos agora interessados em obter uma expressao que nos fornega
a soma dos n primeiros termos de uma PA, isto é, queremos S_=a, +a,

+a,+..+a +a.
3 n-1 n
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Ja sabemos que a soma de dois termos equidistantes ¢ igual a soma
dos extremos. Do principio aditivo apresentado na Aula 4, sabemos que,
adicionando um mesmo niimero a ambos os membros de uma equagéo,
ou subtraindo um mesmo numero de ambos os membros, a igualdade

se mantém. Assim, podemos fazer a seguinte soma:
S,=a +a +ta +t.+ta +a +a

+
S,=a +a +a  +.tata ta

25 =(a,+a)+(a+a )+(a+a )+..+(a ,+a)+( _+a)+

n—.

(a,+a)

Comoa,ea  ea3ea_,e.. sio pares de termos equidistantes dos

extremos, suas somas sio sempre iguais a a +a, logo:

Exemplo:
a) Determine a soma dos inteiros consecutivos 1, 2,..., 3.000.

Temos uma PA onde a,=1,r=1.Essa PA tem, ao todo, 3.000 termos,
sendo a, = 3.000. Logo,

3000

_ (3,+2459)-3.000 _ (1+3.000)-3.000

S =
3000 2 2

= 4.501.500

b) Calcular a soma dos vinte primeiros termos de uma PA, sabendo

que o primeiro termo é 50 e o vigésimo vale 126.
Dados do exemplo:

a,=50 a,=126

=+ .
Aplicando a férmula da soma, § = _(al a") "
! 2
_(a,+a,)-20 _ (50+126)-20 .

20 2
A soma dos vinte primeiros termos ¢ igual a 1.760.
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¢) Qual a soma dos cinquenta primeiros termos de uma PA cuja razao
érazdo 5ea, =327

Dados do exemplo:

a,=32r=>5

Aplicando a férmula da soma,

(32+a,,)-50
.
Estd faltando o valor de a . Entdo, para ser possivel encontrar S_,
precisamos antes calcular a_.
Aplicando os dados na féormula do termo geral,
a, =32+ (50 - 1)(50) = 277

Agora, com todos os dados necessarios, retornamos a féormula de Sn.

(32+277)-50

50

=7.725

A soma dos cinquenta primeiros termos ¢é igual a 7.725.

d) A soma de todos os termos de uma PA ¢ 480. Sabe-se que essa PA
possui vinte termos e que o primeiro termo é igual a 5. Determinar o
oitavo termo da PA.

Dados do exemplo:

S, =480 n=20 e a =5
Aplicando a férmula do termo geral,
a =a +(n-1)(r)

a,=a +(7-1)(r)

Estd faltando o valor de r. Entdo, para ser possivel encontrar a,, pre-
cisamos antes determinar r. O valor de r é dado pela diferenga de dois
termos consecutivos de uma PA. Neste momento, apenas se conhece a,.
Vamos agora usar a féormula da soma para encontrarmos r.

A férmula da soma dos n primeiros termos de uma PA ¢ original-
mente escrita em funcéo de a,a_en. Assim, a expressao do termo geral

pode ser reescrita como:
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_ (a,+a,)'n _ [(a1+(a1+(n—1)~r)].n: (2a,+n'r-r)-n

Sn
2 2 2

Dessa forma, ela se torna adequada aos dados disponiveis, pois a

unica variavel desconhecida passa a ser r. Substituindo, obtém-se:

_ (2:5+20-r-r)-20 , simplificando a fragao,
2

20

S,,= (10 +20 - r - r) - 10, substituindo o valor S,

480 =100 + 200r - 10r
190r = 380

r=2

Agora, temos todas as informagdes necessarias para uso da férmula
do termo geral. Aplicando os dados na férmula do termo geral,

a,=5+8-1)(2)=5+7-2=19

O

Esse exemplo nos permitiu obter outra expressio para a formula

da soma dos n primeiros termos de uma PA. Essa relagdo deve ser
conhecida e utilizada sempre que necessario.

(a,+a,)'n (2a,+n'r-r)-n
=—L—12" _oul =

Sn n
2 2
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Atividade 3

Atende ao objetivo 4

1. Calcule a soma dos trinta primeiros termos da PA (3,7, 11,...)

2. Determine a soma dos 100 primeiros termos de uma PA onde a =
5n + 4.

3. Qual é a soma dos numeros pares compreendidos entre 1 e 1.001?

Resposta comentada
1) Esta é uma PA crescente de razdo 4, poisa=3,a,=7e7 -3 =4.

O modo mais simples de calcularmos S, , dado que ndo temos a,, € uti-

30
lizarmos a férmula:

_(2a,+n-r-r)-n
! 2
(2:3+30-4-4)-30
30: 2

S , substituindo os valores chegamos a

S =1.830

Logo, a soma dos trinta primeiros termos da PA ¢ igual a 1.830.

2) Como a regra do termo geral da PA foi fornecida, podemos obter
qualquer termo da PA.
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Para o calculo da soma dos 100 primeiros termos, iremos precisar do 1°
e do 100° (soma dos 100 primeiros termos). Entao:

a=5-1+4=9
a,,=5-100 + 4 = 504
Com essas informagoes, podemos utilizar a férmula da soma de uma

PA.

_ (9+504)-100 513.100

SIOO 2

=25.650

3) Os numeros pares entre 1 e 1001 formam a sequéncia (2, 4, 6,...,
1000), que é uma PA de razao 2.

Aplicando a férmula da soma da PA:

S=(a, +a )*(n/2), observamos que precisamos calcular n.
Assim:

a =a +(n-1)r

1000 =2 + (n - 1)*2

1000=2+2n -2

2n = 1000

n =500

Voltando a férmula da soma da PA:

S =(2+1000)*(500/2) = (1002)*(250) = 1252

A partir deste ponto, ja estamos familiarizados o suficiente com o

uso das formulas. Podemos, entdo, aplica-las na resolugdo de problemas.
Observem com atengdo as seguintes situagdes:

a) Maria Cecilia precisou pegar um empréstimo pessoal com uma tia.
Sabendo que a sobrinha ndo podera reembolsa-la de uma tnica vez e
ndo tendo condi¢des de esperar um tempo demasiadamente longo para
receber seu dinheiro de volta, a tia faz a seguinte proposta a Maria Ce-
cilia: pagar o empréstimo em dez parcelas. O valor de cada parcela deve
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ser R$ 150,00 a mais que o valor pago no més anterior. Considerando
que a primeira prestagdo ¢ de R$ 180,00, qual serd o valor da ultima

parcela? Qual o valor total do empréstimo?

r_», v"v‘ & -~ - —
Faa=" N Q

Fonte: http://www.freeimages.com/photo/1096838

O primeiro passo é estabelecer a existéncia ou ndo de um padrio na
sequéncia de pagamentos a serem realizados.

A tia propoe que as mensalidades a serem recebidas formam um PA
com primeiro termo 180 e razao 150 (cada parcela deve ser R$ 150,00 a

mais que o valor pago no més anterior) .

O valor da ultima mensalidade é obtido por meio da aplicacdo da
férmula do termo geral:

a,=a + (10 - 1)(150)
a,=180+9- (150) = 1530

Para obtermos o valor total do empréstimo, basta aplicarmos a for-
mula da soma do n termos de uma PA. Deve-se observar que, nesse
exemplo, qualquer versdo da formula ¢ adequada, pois conhecemos a ,

a €r.
n
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S = (a,+a,)'n
! 2
(180+1.530)-10
W=
_ (180+1.530)-10

SlO 2

= 8.550

A tia emprestou um total de R$ 8.550,00 a sobrinha.

b) Pensando no futuro, um jovem casal pretende iniciar um investi-
mento para seu filho recém-nascido. Eles ainda nao decidiram a na-
tureza do investimento que farao, mas ja avaliaram o quanto poderdo
reservar por més para aplicar. No primeiro més, irdo depositar R$ 60,00,
no segundo, R$ 80,00 ,no terceiro R$ 100,00, e assim por diante. Apds
um ano de deposito, qual sera o capital total depositado por eles?

Fonte: http://www.freeimages.com/photo/1111654

Inicialmente, é preciso estabelecer a existéncia, ou ndo, de um pa-
drao na sequéncia de depdsitos realizados. Os depdsitos, ao longo do
primeiro ano, formam a seguinte série:

(60, 80, 100,...)
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A diferenca dos valores depositados do primeiro para o segundo més
¢ 80 - 60 = 20.

A diferencga dos valores depositados do terceiro para o segundo més
¢100-80=20

Logo, os depositos ao longo dos anos crescem numa razio constante
de valor 20. Como o enunciado sugere que esse crescimento se mantera
ao longo de todos os meses seguintes, os depositos formam uma PA de
razao 20 e termo inicial 60.

Como se deseja conhecer o total depositado, deve-se utilizar a for-
mula da soma dos n primeiros termos de uma PA expressa por:

S = (2a,+n-r-r)-n

" 2

S (2-60+12-20—20)-12
2

g (340:12) _ 4080
2

=2040

Logo, ao final do primeiro ano, o casal tera depositado R$ 2.040,00.

Fonte da imagem: http://pt.wikipedia.org/
wiki/Ficheiro:Carl_Friedrich_Gauss.jpg
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Carl Friedrich Gauss (1777-1855) é considerado por muitos
como o Principe da Matematica e é, com certeza, um dos grandes
nomes da histéria da Matematica. Gauss contribuiu para todos
os ramos da Matematica e para a teoria dos numeros. Diz a his-
toria que sua professora primaria, para manter a classe ocupada,
lhe passou a tarefa de fazer uma soma de 1 a 100, tarefa que Gauss
cumpriu quase que de imediato com a utilizagdo da férmula da
PA. Se vocé quiser conhecer mais sobre Gauss e sobre PA, visite o
site: http://www.uff.br/sintoniamatematica/curiosidadesmatema-
ticas/curiosidadesmatematicas-html/audio-gauss-br.html

Esses tltimos exemplos nos permitiram compreender melhor a im-
portancia pratica de conhecermos as progressoes aritméticas. Esse estu-
do nos proporcionou treinarmos nosso poder de abstracdo ou de gene-
ralizacio, fazermos uso das propriedades dadas na Aula 4 e resolvermos

problemas importantes do cotidiano.

Atividade final

Atende ao objetivo 4

1. (ENEM 2011) O numero mensal de passagens de uma determina-
da empresa aérea aumentou no ano passado nas seguintes condigdes:
em janeiro, foram vendidas 33.000 passagens; em fevereiro, 34.500; em
marco, 36.000. Esse padrio de crescimento se manteve mos meses sub-
sequentes. Calcular o numero de passagens que foram vendidas por essa

empresa em julho do ano passado.
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Fonte:http://www.freeimages.com/photo/153672

2. Um paciente precisa tomar um total de 72 comprimidos de um de-
terminado medicamento para terminar seu tratamento. Ele toma duas
pilulas do remédio no primeiro dia, quatro no segundo dia, seis no ter-
ceiro dia e assim sucessivamente até ingerir o total necessario de com-

primidos. Em quantos dias terminara o tratamento?

Fonte: http://www.freeimages.com/photo/942757
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3. Um pai, decidido a ensinar ao filho o valor do dinheiro, resolve
comegar a lhe dar uma mesada de R$ 400, 00. O menino, sempre muito
esperto, faz uma contraproposta ao pai. Ao invés de dar a mesada
completa no inicio do més, ele sugere ao pai que lhe dé um pouco a cada
dia: R$ 0,50 no primeiro dia de cada més e, a cada dia, R$ 1,20 a mais que
no dia anterior. O pai achou graga na proposta (pensando que faria um
6timo negocio) e concordou. Contudo, logo ao final do primeiro més,
percebeu que o filho nao precisava de ligdes de economia e que ja estava
bem esperto. Calcule o lucro que o menino teve ao elaborar essa proposta.

Fonte: http://www.freeimages.com/photo/1187283
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Resposta comentada

1. Vamos, inicialmente, estabelecer a existéncia ou ndo de um padrdo no
volume de vendas da empresa. As vendas no ano de 2010, a contar de
janeiro, formam a seguinte série: (33.000, 34.500, 36.000,...)

A diferenca de vendas de fevereiro para janeiro é de + 34.500 — 33.000
= 1.500.

A diferenga de vendas de margo para fevereiro 36.000 - 34.500 = 1.500.

Logo, as vendas, nos meses apresentados, cresceram numa razao cons-
tante de valor 1.500. Como o enunciado afirma que esse crescimento se
manteve nos meses seguintes, as vendas no ano de 2010 formam uma
PA de razao 1.500 e termo inicial 33.000.

Julho é 0 més 7. Assim, precisamos calcular o sétimo termo da PA.
a =a+(n-1r

a =a +(7-1)-1500

a,=33.000 + 6 - 1.500

a,=33.000 + 9.000

a, =42.000

2) Mais uma vez, o primeiro passo é identificar o padrao da sequéncia
sugerida na questdo. O nimero de comprimidos ingeridos por dia gera
a seguinte sequéncia:

(2,4,6,..).
Observamos que temos uma PA de razdo 2 e termo inicial igual a 2.

O paciente precisa ingerir um total de 72 comprimidos, isto é, a soma
de todos os comprimidos tem de ser igual a 72, que corresponde a soma
dos termos de uma PA.

A férmula da soma dos n primeiros termos de uma PA ¢ originalmente
escrita em fungdo de a, n_e n. Nesse caso, n € o valor que se deseja co-
nhecer. A questdo é que ndo temos o nimero de comprimidos que ele
tomou no ultimo dia do tratamento. Logo, parece que sera impossivel
determinar quanto tempo levou o tratamento. Errado! Devemos lem-
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brar que nio pode ser expresso em funcdo de al, r e n. Assim, a expres-
sao do termo geral pode ser reescrita como:

_ (a,+a,)n _ [(a1+(a1+(n—1)~r)].n= (2a,+n'r-r):n

Sn
2 2 2

Dessa forma, ela se torna adequada aos dados disponiveis, pois a tinica
varidvel desconhecida passa a ser n. Substituindo, obtém-se:

_(2:2+n-2-2)'n
2

S

_(2-2+n-2-2)n
2

72

Utilizando a propriedade 1 das propor¢des, vista na Aula 6, temos:
144=(4+2n-2)-n

Aplicando a distributiva,

144 =4n + 2n, - 2n

Simplificando por 2, somando os termos semelhantes e trocando a or-
dem dos membros da equagio,

n,+n-72=0
Resolvendo a equagao do segundo grau, encontramos as seguintes raizes:
n=8oun=-9.

Como o numero de dias precisa ser um valor positivo, o paciente preci-
sou tomar medicagdo por um periodo de 8 dias.

3) A proposta feita pela crianga gera uma sequéncia de valores didrios
dados pelo pai, como mostra a série a seguir:

(0,505 1,70; 2,90; 4,10; ...)
Essa sequéncia ¢ uma PA de razao 1,20 e termo inicial 0,50.

Para calcularmos o lucro da crianga, precisamos encontrar o valor total
recebido apds 30 dias, isto é, desejamos a soma dos 30 primeiros termos
da PA. Para aplicarmos a férmula do termo geral, sera preciso antes cal-
cular o valor recebido pelo menino no trigésimo dia. Aplica-se, portan-
to, a férmula do termo geral:
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a,=a +(30-1)-(1,20)
a,=0,50 + (30 - 1) - (1,20) = 35,30

Aplicando na férmula da soma,

S:(al+an)~n
2
g (0,50+35,30)-30
2
szwz537

Como a mesada sugerida pelo pai era de R$ 400,00, o menino teve um
lucro de R$ 137,00 (537 - 400).

O estudo de sequéncias numéricas é importantissimo. Ele cria
mecanismos para aperfeicoarmos nosso poder de abstracao e de
generalizagdo, um dos objetivos do ensino da Matematica.

Em particular, esta aula apresentou a progressdo aritmética, um caso
particular de sequéncia numérica que, como foi visto, possui diversas
aplicagoes uteis no cotidiano e na Matematica Financeira, em particular.

Resumo

Um conjunto ou grupo que, para ser especificado, precisa obedecer a
uma dada ordem é considerado uma sequéncia. Em nosso cotidiano,
encontramos varios conjuntos que formam uma sequéncia, por exem-
plo: anos em ordem cronoldgica que o Brasil foi campeao mundial de
futebol, classificacdo de aprovados em um concurso etc. Na Matema-
tica, estamos interessados em sequéncias numéricas, particularmente
nas progressoes. Uma progressao é um tipo de sequéncia que envolve
apenas numeros que sao dispostos conforme uma determinada regra

especifica. Nesta aula, fomos apresentados a progressdo aritmética.

Progressao aritmética ¢ uma sequéncia de niimeros reais cuja diferenga
entre um termo e seu antecedente, a partir do segundo, é uma constante.
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Propriedades estudadas:
r=a -a_,calculo darazio de uma PA;
a =a + (n-1) - r, determinagdo de um termo geral dado aer;

a_=a_+(n-m)-r, determinagdo de um termo geral dado um termo

qualquerdaPA (a ) er;

(a,+a_ )n .
S, ZITII’ soma dos n primeiros termos de uma PA.
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Aula 13 e Progressdo Geométrica (PG)

Metas

Apresentar o conceito de PG. Mostrar como aplicar as férmulas do ter-
mo geral e da soma de uma PG para resolver problemas.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. obter os termos de uma Progressdao Geométrica pela aplicagdo da for-
mula do termo geral;

2. determinar a razdo, a soma de n termos consecutivos e a soma dos
infinitos termos de uma Progressiao Geométrica;

3. aplicar os conceitos de Progressao Geométrica na resolugdo de situa-
¢Oes-problema.
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Introducao

Fonte: http://www.freeimages.com/photo/1433053

Para alcangar a tdo sonhada independéncia financeira, vocé pre-
cisa seguir trés passos: o primeiro é poupar. Vocé precisa investir
parte do dinheiro que vocé ganha, sendo nunca poderd investir e
nunca alcancara a independéncia financeira. Eu sei que é neces-
sario um esforco maior muitas vezes, principalmente para quem
ndo tem um rendimento mensal tao confortavel. Mas R$ 100 ou
R$ 200 por més, por incrivel que parega, pode ser o necessario !

O segundo passo é aprender a investir. Se vocé ndo conseguir boa
rentabilidade nos seus investimentos, dificilmente chegara lon-
ge. Deixe-me dar um exemplo: se vocé investir R$ 300 por més
durante 20 anos com uma rentabilidade de 0,5% ao més (uma
rentabilidade aproximada de investimentos muito utilizados por
brasileiros, como a poupanga), vocé ird acumular 138 mil reais.
Esses mesmos R$ 300 mensais investidos com uma rentabilida-
de de 2,0% ao més, algo bem palpavel de se conseguir, investin-
do de forma adequada na Bolsa de Valores, vocé ira acumular
R$ 1.700 milhao! Se vocé aplicar R$ 1.700 milhdo em imdveis,
por exemplo, para alugar (algo que é possivel fazer através da
Bolsa de Valores, comprando fundos imobilidrios), vocé podera
obter facilmente uma renda mensal de R$ 12 mil!

Pronto; a independéncia financeira ao seu alcance! Somente
para completar; eu havia falado em trés passos necessarios para
alcancar o objetivo desejado. O terceiro passo é o tempo. Veja
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e Progressdo Geométrica (PG)

que eu usei um exemplo de 20 anos; ndo adianta vocé investir
durante trés ou cinco anos. E necessario dar tempo para que a
magica dos juros compostos acontega, e vocé possa multiplicar
o seu dinheiro investido. Com esses trés passos, vocé tem tudo
para chegar la!

Agora, é s6 adquirir o conhecimento e seguir em frente! O futuro
¢ de quem planeja e faz acontecer! Boa sorte!

Fonte: Texto adaptado de Marcello Duarte Vieira (CRM-SC 13.995), médico,
investidor, empresério e palestrante. http://www.santacatarina24horas.
com/editorias/artigos/15559-0s-tres-principais-passos-para-

conquistar-a-independencia-financeira.html.

Muitas pessoas pensam que a Matematica é uma disciplina em que sé se
trabalha com um grande niimero de férmulas sem sentido e com célcu-
los intermindveis. Nesta aula, daremos continuidade ao nosso estudo de
regularidades. S6 que agora, faremos o estudo das progressdes geomé-
tricas. Assim como visto na aula anterior. As progressdes geométricas
possuem importantes aplicagdes na nossa vida cotidiana, em particular,
em aplica¢des na matematica financeira, destacando-se o calculo de ju-

ros compostos, como vimos no texto acima.

Progressao Geométrica (PG)

Uma PG é uma sequéncia de numeros reais nao nulos, tal que a ra-
za0 entre um termo qualquer (a partir do segundo) e seu antecessor é
sempre constante. Essa constante é denominada razdo da PG e é repre-

sentada pela letra q.
Exemplos:
a.(3,9,27,81,..),q=3
b. (-2, 4, -8, 16, ..), q = -2
c. (40,20, 10,5,..),q=%
d. (-4, -8,-16,-32,..),q =2
e.(-1,-1/3,-1/9,-1/27, ..),q=1/3
£(2,2,22.),q=1
Classificagao:

As PGs sdo classificadas em trés classes distintas:
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1. PG Alternante: ocorre quando a PG apresenta razao negativa:

exemplo b

2. PG Crescente: ocorre quando a PG apresenta razdo maior que 1 (q > 1):

exemplo a
3. PG Decrescente: uma PG decrescente pode surgir em dois casos:

3.1. primeiro termo positivo (a, > 0) e razdo entre 0 e 1 (0 < q < 1):

exemplos ¢, e

3.2. primeiro termo negativo (a, < 0) e razdo maior que 1 (q > 1):

exemplo d

4. Constante: ocorre quando a PG apresenta razao igual & unidade (q =1):

exemplo f

Termo Geral

A expressao para o termo geral de uma PG ¢é obtida de modo simples

a partir da sua prépria definicio.

Consideremos uma PG (a;, a,, a,, ...) de razdo q. Da definigao, sabemos
que cada termo é obtido pelo produto do seu antecessor pela razéo q. Isto
¢, 0 quociente entre qualquer termo (a partir do segundo) e seu anteces-
sor ¢ igual a q. Matematicamente,

a,

a—=q<—>a2=al q

1

a; _ — . —g .
a__qH%_az q—a;=4,-4q
2

4 _ —g. —a.-d
a —qHa4—a3 q_)a4_a1 q

-1
Logo, 4, =4, " q"n>1

A férmula do termo geral pode ser reescrita em fun¢do de um termo

que ndo o primeiro.
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Exemplos:
a) Calcule o quarto e o sétimo termos da PG (3, -6, 12, ...).

Deve-se observar que esta PG é alternada; entdo, a razdo é um valor

negativo.Para obtermos um termo de uma PG, é preciso antes conhecer

arazao.
Assim,

:—:—3
a 2

Aplicando a féormula do termo geral, encontramos:
a,=3-(-3)*"=3.(-3)=3.(-27)=-81
a,=3-(-3)"Y=3.(-3)°=3-(729) =2.187

b) Calcule a razao e o 5° termo de uma PG decrescente, sabendo que
a = 18 e a, = 8.
A férmula do termo geral de uma PG permite que determinemos a

razao de uma PG, desde que dois termos da PG sejam conhecidos.

Entéo, aplicando os dados na féormula,
a,=a, q"" . a,=a-q"" . .8=18-¢q°
Resolvendo a equagao do 2° grau em g,

4 4 2
=g =—rg=t |- ng=tT
q 4 =g =t 5113

O fato de a PG ser decrescente garante que a raiz que procuramos é a
positiva. Isto é, q = 2/3. Sem esta informacao, ambas as respostas seriam

possiveis. Contudo, se q = -2/3, a PG seria alternante.

Determinada a razdo, torna-se trivial a obtenc¢ao de qualquer termo.

16

2
a,=a-q"" . a,=a -q""="a, 218'(5)3 =3

¢) O2°termo de uma PG de termos positivos é 10° e 0 10° termo é 10

Calcule a razao desta PG.
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Inicialmente, deve ser observado que estamos diante de uma PG for-
mada por poténcias de 10, dado que a, e a, podem ser expressos como
poténcias de 10. Isso sugere que a razdo ¢ uma poténcia de 10 também.

Da férmula do termo geral, temos que:

a, 10°
=a,-q—a =-"2=—

aZ 1 1
q

Do mesmo modo, podemos aplicar a férmula do termo geral para
expressar o 20° termo. Entdo,

a,=4a," 4
o 10 .
substituindo a —— na expressao, obtemos:
10° 5 o
ay=—"4 =10"- q
Do enunciado, sabe-se que a,, =10”". Logo,

1021 :105 . qS

Resolvendo a equagdo do 1° grau em q,

8 — ]:'l(())zsl :1016

16

q=2%10" =+10° =+10> =+100

Como a PG é formada por termos positivos, q = 100.
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Torre de Hanoi

Talvez uma das aplicagdes mais famosa das PGs seja a Torre de Ha-
ndi. Trata-se de um jogo inventado e vendido como brinquedo, no
ano de 1883, pelo matematico francés Edouard Lucas. Constitui-se
de uma torre com oito discos, inicialmente empilhados, por tama-
nhos decrescentes, em trés pinos dados. O objetivo é transferir a tor-
re inteira para um dos outros pinos, movendo apenas um disco de
cada vez e nunca colocando um disco maior em cima de um menor.

Este jogo foi inspirado por uma lenda hindu, a qual falava que
Brahma supostamente havia criado uma torre com 64 discos
de ouro e mais duas estacas equilibradas sobre uma plataforma.
Brahma pediu que seus discipulos movessem todos os discos de
uma estaca para outra. As regras eram simples: apenas um disco
poderia ser movido por vez e nunca um disco maijor deveria ficar
por cima de um disco menor. Segundo a lenda, quando todos os
discos fossem transferidos de uma estaca para a outra, o templo

desmoronar-se-ia e 0 mundo acabaria.

A solugao deste intrigante problema pode ser obtida usando-se
PG e mostra-se que, para um total de 64 discos, seriam necessa-
rios 18.446.744.073.709.551.615 movimentos.

Se quiser entender melhor como calcular este numero total de
movimentos, visite: http://www.ime.usp.br/~trodrigo/documen-
tos/mat450/mat450-2001242-seminario-7-torre_hanoi.pdf.

Fonte: http://www.mat.ibilce.unesp.br/laboratorio/pages/jogos/
torre_hanoi.htm.
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Atividade 1

Atende aos objetivos 1 e 2

1. Determinar a expressao do termo geral da PG (8, 16, 32, 64, 128, ...).

2. Calcular o termo inicial de uma PG, sabendo-se que o 6° termo é
igual a 6, e a razdo, 2.

3. Sabe-se que o 10° termo de uma PG de razao % ¢é igual a —(1/32).
Qual o valor do terceiro termo desta PG?

Resposta comentada

1. Inicialmente, deve-se determinar a razio da PG, que é dada pelo
quociente de um termo qualquer e seu antecessor.

q=16/8=2

Como a, foi dado, podemos aplicar a relagdo do termo geral.
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a = 82"

2. O enunciado disponibiliza um termo da PG (a,) e a razio (q) e pede
o termo inicial (a,).

Aplicando os dados na férmula termo geral, obtemos:

an = al : qul
as=a, 'q(ﬁil)
6=a,2°
32a,=6 ~
an - al ' qn—l
a, = 3/16

3. Esta questdo poderia ser resolvida aplicando a expressaioa =a - q .
n 1 n-1

Contudo, se essa fosse a escolha, a resolugao seria mais longa, pois pre-

cisarfamos primeiro obter al a partir do a , para, em seguida, obter a,.

< I o em) . I .
A opgio pela variagdo a = a_- q"™ permite que a solugdo seja mais
simples e rapida.

— . A(n-m)
an - am q

1 (10-3)
ay=4as- E
()
_—_ a3 )
32 2

Produto dos n primeiros termos de uma PG

O seguinte teorema nos permite obter o produto dos »n primeiros
termos de uma PG.



Matematica para Contabilidade |

Teorema: Se (a, a, a,, ...) ¢ uma PG e P_¢ o produtos de seus 7 pri-

meiros termos; entao,

P

n

= (al 'an)n

E importante destacar que a férmula dada no teorema nos permite

obter o valor absoluto do produto. Para determinarmos o sinal de P,

basta analisarmos o sinal dos termos da PG.
Exemplo:
Calcule o produto dos dez primeiros termos da PG (1, 5, 25, 125, ...)

A aplicagdo da formula do produto dos n termos de uma PG deman-
da que se conhega o seu termo inicial (a,), sua razio e o seu n-ésimo

termo, neste caso a .

Da leitura da sequéncia dada, sabe-se que a, = 1.

A razdo q é obtida pela razao de um termo qualquer e seu antecessor.
Assim, q= ? =5 . Agora ¢ necessério o cilculo de a .

a,=a-q""=

a,=1.5000=1-5"=1953.125

Agora dispomos de todas as informag¢des necessarias para aplica¢ao

da férmula do produto.
= (al 4, )"

:\/(1- (1.953.152))" =+/1.953.152° =1.953.152

P

n

10
2

P =(1.953.152)°

n

|P|=(1.953.152)’

Como todos os termos da PG sao positivos, P_ = (1.953.152)°
E interessante observarmos dois pontos desta resolugio:
« foi utilizada a propriedade a™ =%/a"

o como o numero encontrado corresponde a um valor muito alto, nao
é necessario obté-lo, pode-se deixa-lo indicado.
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Vocé sabe por que é perda de tempo discutir com uma PG?
Porque ela tem sempre razio!

Essas e outras piadas matematicas podem ser acessadas no ende-
reco: http://www.somatematica.com.br/piadas.php.

O mais bacana ¢ observar que quao maior for nosso conhecimen-
to, mais engracada e divertida a piada fica.

Fonte: http://www.freeimages.com/photo/1158074

Soma dos n primeiros termos de uma PG

A obtengao de uma expressao geral para a soma dos n primeiros
termos de uma PG pode ser obtida por meio de alguns “truques” algé-
bricos simples, mas bem pensados.

A soma de uma PG com q ' 1 é dada como:

S,=a +a,+a +..+a

Multiplicando ambos os termos da igualdade por g, temos:
S,-q=a-q+a,-q+a,-q+..+a -q+a-q

Lembre-se de que um termo de uma PG é sempre obtido a partir de
seu antecessor multiplicado pela razao. Logo, a,-q=a,,a,-q = a, e assim
por diante.

Portanto, a expressao S _-q pode ser reescrita como:

S-q=a,+a+..+a +a-q
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Por outro lado, como S =a +a,+a, +..+a,entdoS -a=a +a,

to.ta
Assim,
S,-q=S, -a +a -q
S-q-S=-a+a-q
S(q-1)=-a, +a -q

=_a1+an'q _4%,979

" (g-) (g-1)

Esta expressao pode ser escrita de um modo ainda mais simples se

- -
substituirmos a_por a, . q

_9 qn_l q—a4 _a.- q" —a, — a(q"-1)

! (g-1) (g—1) q-1
Temos entdo a expressdo geral para a soma dos n primeiros termos
de uma PG.
g =% (q"-1
n q _ 1

O

Quando iniciamos nossa dedugao para a expressao geral da soma
dos n primeiros termos de uma PG, incluimos a restri¢do q # 1.
Qual seria o valor dessa soma se q = 1? Seria necessaria uma for-

mula para seu calculo?

A resposta é ndo. Quando q = 1, todos os termos da PG sdo cons-
tantes, logo o valor de sua soma é trivial. Basta simplesmente

multiplicarmos esse valor por n. Veja o exemplo a seguir:
PG(3,3,3,..)
a = 3,q=1

A soma dos 15 primeiros termos é dada por 3 + 3 +...+ 3 15 vezes.
Ou, mais simplesmente, 3.15=45.

Simples, nao?
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Exemplos:

a) Uma PG ¢ tal que seu primeiro termo ¢ igual a 4 e sua razdo ¢ igual
a 2. Calcule o valor da soma de seus dez primeiros termos.

Dos dados do enunciado, sabe-se que:

a=4eq=2

Para aplicarmos a formula da soma, é preciso conhecer o termo ini-
cial (dado), a razdo (ndo fornecida) e o nimero n de termos a serem

somados, que neste caso é 10. Assim, substituindo-se esses valores na
formula, obtém-se:

_a-(q"-1) _4-2"-1) 4-1024-1)
g-1 2-1 1

S

n

=4-1023=4.092

A soma dos dez primeiros termos da PG ¢é igual a 4.092.

b) Determine a soma dos termos da PG finita (5, 50, ..., 5000000)

Para aplicarmos a féormula da soma é preciso conhecer o termo ini-
cial (dado), a razdo (ndo fornecida) e o ndmero n de termos a serem
somados.

Umaanalise dostermosdesta PG nos permite reescrevé-lacomo (5-10°,
5-10%, ..., 5-10%). Logo, a razdo q é igual a 10 e a PG possui 7 termos.

. n —1
Como g#1, aplica-se a seguinte férmula S = a-q'-D . )
q —
5-(107 -1
S, =300 D _ s555555
10-1

c) Calcular a soma dos 5 primeiros termos de uma PG, sabendo-se que
sua razdo vale 3 e a_ = 162.

Dados:n=5,a,=162eq=3

Do fato a, = 162 podemos obter a,.

as=4a," q
162
162 =aq,- 34.'.a1= —.a =2
81
Como q # 1, aplica-se a seguinte férmula S BUNC )]
q-1
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S, _2:3-D _ 242
3-1

d) Umaloja de artigos esportivos tem uma média de vendas de camisas
da selecao brasileira igual a 12 unidades por més. Em func¢ao da proxi-
midade da Copa do Mundo 2014, ha uma proje¢do que as vendas serdo
triplicadas a cada més, de abril até o julho, quando termina a Copa. Em
agosto, deve-se voltar ao patamar de vendas regular. Se as projecdes se
confirmarem, qual o total de camisetas a ser vendido no ano de 2014?

Como o nimero de camisetas vendidas a partir de marco é triplica-
do a cada més até julho, o numero de camisetas vendidas neste periodo

forma uma PG com termo inicial 12 e razio 3.

Assim, o total de camisetas vendidas neste quadrimestre pode ser
obtido calculando-se a soma dos 4 termos desta PG.

_a,-(g" =1
q-1

S

n

S _12-(3*-1) _12-(81-1) _960

, =480
3-1 2

Para conhecermos a venda anual, precisamos somar a venda deste
quadrimestre com a dos outros 8 meses do ano, que se acredita ser igual
a 12 em cada um dos meses. Assim,

Venda total = 12 - 8 + 480 = 96 + 480 = 576

Logo, a proje¢do do niimero total de camisas do Brasil a serem ven-
didas ao longo de 2014 ¢ de 576 camisas.
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Atividade 2

Atende aos objetivos 2 e 3

1. Considere aPG (1, 3,9, 27, ...). Quantos termos devem ser somados

para que a soma seja 98417

2. Uma estudante de intercAmbio recebeu uma proposta para traba-
lhar como baba de segunda a sabado por um periodo de duas semanas.
O patrdo (um matematico amador) ofereceu R$ 2,00 pelo primeiro dia
de trabalho e, nos dias seguintes, o dobro do que ela recebera no dia
anterior. A moga, horrorizada pela mesquinha oferta, recusou o tra-
balho. Se ela tivesse aceitado o servico, quanto teria recebido pelos 12
dias de trabalho?

3. Em um surto de febre aftosa, cada animal infectado pode contaminar
outros oito em um periodo de uma semana. Supondo-se que uma epide-
mia ndo seja controlada e prossiga nesse ritmo, quanto tempo pode-se es-
timar para que um rebanho de 299.593 cabegas esteja todo contaminado?
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Resposta comentada

1. Deseja-se conhecer o nimero de parcelas, n, tal que S = 9.841.

a,-(q"-1
Dado que S, :Ll) e a, = 1, precisamos determinar g.
q —_—
Da defini¢do, g =3/1=3
o , 1-:(3"-1) _
Substituindo na féormula, § =———— =9841
! 3-1

3" -1
=9.841..3"-1=19.682..3" =19863..3" =59.049..3" =3’ -".n=9

2. A sequéncia de pagamentos proposta é (2, 4, 8, 16, 32, ...), que forma
uma PG de razdo 2.

Determinar quanto a jovem receberia pelos 12 dias equivale a determi-
nar a soma dos 12 termos desta PG.

Aplicando a féormula,

_2-(2"-1) 2-4.095

Slz_ 21

=8.190

Assim, a jovem perdeu a oportunidade de receber R$ 8.190,00 pelos 12
dias de trabalho.

3. O numero total de animais contaminados de uma semana para ou-
tra é dado pela sequéncia (1, 8, 64, 512, ...), que caracteriza uma PG de
razdo 8.

Deseja-se conhecer o numero de parcelas, #, tal que S, =299593.

Dado que §, G ) e a, = 1, precisamos determinar q.
Da defini¢do, g =8/1=8

L , 1-(8"-1)
Substituindo na férmula, §, =————~=299.593

8" -1

=299.593."..8" —1=2.097.151.~.8" =2.097.152..8" =8 -.n=7

Logo, se nada for feito para impedir a propagacao da epidemia, apds 7
semanas, o rebanho inteiro estara contaminado.
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Limite da Soma

Anteriormente, aprendemos como somar um numero finito de ter-

mos de uma PG.

Nesta se¢do, nosso objetivo é ligeiramente diferente. Agora deseja-
mos conhecer o valor da soma de todos os termos de uma PG. Aqui é
preciso destacar que o calculo desta soma s é possivel se estivermos
lidando com uma PG que possua razdo q, -1< q < 1.

Em qualquer situagdo que néo esta, o valor da soma tendera para um
valor muito alto positivo ou um valor muito pequeno negativo. Observe
o seguinte exemplo:

PG: (5, 15,45, 135, ...)

Esta PG tem razdo q = 3. A medida que a ordem do termo cresce, seu
valor também cresce sem nenhum impedimento. Logo, a soma de todos
os termos sera tal que possui infinitas parcelas de valor crescente. Logo,
o valor desta soma ¢ infinito. Raciocinio similar pode ser feito para va-
lores de q menores que zero.

Por outro lado, observe o comportamento de uma PG com 0 < q < 1:
PG: (5, 5/10, 5/100, 5/1000, 5/10000, ...)
PG decrescente com razao 1/10.

Facilmente, observa-se que a medida que a ordem do termo aumen-
ta, o valor do termo correspondente estd mais préximo de zero. Logo,
o valor desta soma ndo cresce ilimitadamente, nem decresce. A partir
de um determinado termo, o valor desta soma se estabiliza porque as

parcelas sdo aproximadamente iguais a zero.
E possivel mostrar que:

A soma dos infinitos termos de uma PG de razdo q, -1 < q< 1, é
dada por:

Exemplos:
a) PG (5, 5/10, 5/100, 5/1000, ...)
PG decrescente, a, =5eq=1/10.

Aplicando a férmula da soma de uma PG infinita com -1 < q < 1
obtém-se:
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b) PG (1,-2/3,4/9,-8/27,...)

Inicialmente, devemos verificar se as parcelas desta soma infinita

formam uma PG.
(1, -2/3, 4/9, -8/27, ...)

Sim, a razdo entre dois termos consecutivos é constante e igual a —2/3.

Como -1 < q< 1, aplica-se a féormula S= 1“1
-9
1[=2) 142 2 3
3 3 3
Atividade 3

Atende aos objetivos 2 e 3

1. Considere a PG (24, 12, 6, ...) e encontre:
a) aexpressio do termo geral;
b) arazio entre o 7° e 0 9° termo;

¢) asoma de seus infinitos termos.

2. Calcule a soma da PG (6, 4, 8/3, ...).
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3. Determine a soma dos infinitos termos de uma PG, sabendo-se que
arazdo éiguala3/7ea, = 6.

Resposta comentada

1.

a) Uma PG esta bem caracterizada quando se conhece o termo inicial
da sequéncia e sua razdo. Logo, nosso primeiro passo nesta questao é
obter a razdo.

q = 12/24 = . E importante lembrar que a razdo é sempre dada como o
quociente de um termo pelo seu antecessor.

Agora, basta substituirmos a, = 24 e q = % na férmula do termo geral.

_ a1
an - al q

n—1
a, =24 - 1
2

b) A solugido desse item poderia ser feita de duas formas:

i. calculando-se o valor de aeo valor de a, e, por fim, calculando-se a
razao.

ii. calculando-se diretamente a razdo e simplificando o resultado. Esta
op¢do é a mais simples. Observe:

&_24'(;)7 Ji) _(1
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Embora de algum modo tenhamos calculado a, e a,, ndo precisamos
explicitar os valores destes termos, o que tornou o calculo final muito

mais rapido e menos cansativo.

¢) Como calculado no item a, q = %. Pode-se, portanto, aplicar a for-
mula da soma dos infinitos termos de uma PG.

s=-
-4
24
s=—=
1——
s=22
1
2
S = 48

2. A PG dada é infinita com razdo 2/3 (q = 4/6 = 2/3).

Pode-se, portanto, novamente aplicar a férmula da soma dos infinitos
termos de uma PG.

§=-2
14
g=_ 0
_2
3
s=2
1
3
S =72

3. Neste exercicio, inicialmente precisamos obter a,.

n—1

a —=da, -
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Agora, conhecidos a, e g, podemos aplicar a férmula da soma dos infi-
nitos termos de uma PG.

s=-4
1-¢q
g 14
_3
7
524
4
7

Conclusao

Nesta aula, fomos apresentados ao estudo das Progressdes Geomé-
tricas. Apesar de constituirem um desenvolvimento conceitual muito
similar ao das PAs, as PGs nos possibilitam abstrair e resolver questdes
distintas, mas também de grande importancia no nosso cotidiano. E
sempre interessante notar a relevincia do topico em funcdo das apli-
cacdes que o tema fornece. Assim, as sequéncias numéricas constituem
um campo de estudo nio sé importante, em fun¢io do exercicio de abs-
tragdo que proporcionam, como servem de modelos para resolugao de
diversos problemas.

Atividade final

Atende ao objetivo 3

1. Uma empresa apresentou, em novembro de 2012, um faturamento
de 300 mil reais e uma despesa de 350 mil reais. O departamento de
vendas prevé que a receita mensal da firma aumentara segundo uma
P.G. de razao 6/5. Por outro lado, o departamento de produgio sinaliza
que a despesa mensal crescerd segundo uma P.A. de razdo igual a 55mil.
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Quantos meses a empresa levara para deixar de ter prejuizo?

2. Uma pessoa aplica um capital de R$ 500,00 a juros de 1,2% ao més
em um periodo de 8 meses. Determine quanto essa pessoa terd no 2° e
no 3° més de aplicagio. E no final do periodo?

Resposta comentada

1. Receita: (300, 360, 432, ...), PG de razdo 6/5
Despesas: (350, 405, 460, ...), PA de razdo 55

(1)
Termo geral PG: a, = 300- (g) >295-55n

Termo geral PA: a =350 + (n—1) - 55 =295 - 55n

Para a empresa deixar de ter prejuizo, é preciso que a receita seja igual
ou maior que a despesa. Isto é, deseja-se saber para qual valor de n, o
termo geral da PG ¢ maior que o termo geral da PA. Isto &,

6\
300-&) >295-55n

2. Quando consideramos aplicagdes, as taxas incidem sobre o mon-
tante do periodo em andlise. Isto é:

Montante no més 1: M, =500

Montante no més 2: M, = 500 + 0,012 x 500 = 500 - (1 + 0,012) = 506
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Montante no més 3: M, = 506 + 0,012 - 506 = 506 - (1+0,072) =512,072
E assim por diante.

Logo, o capital que o investidor possui em cada um dos meses pode ser
compreendido como uma PG cujo termo inicial é 500 e com razao igual
a 1,012. A razao 1,012 explica-se porque o montante corresponde ao
que ele ja tinha mais a remuneragao do més (100% + 1,2% ou 1 + 0,012).

Termo geral:

_ (n-1)
a,=4a,°q

a,= 500-(1,012)""
Agora estamos prontos para responder ao que foi pedido, utilizando o
conceito de PG.
Montante no inicio do més 2: M, = 500 - (1,012)" = 506

Montante no inicio do més 3: M, =500 - (1,012)* = 500 - (1,02114) =
512,072

Para sabermos o capital no final dos 8 meses, basta calcularmos M, .
M9 =500 -(1,012)® = 550,06
Ou como ¢ apresentado na matematica financeira:

M, =C- (1+1)", onde M = montante, C = capital inicial, i = taxa de juros
e n = numero de periodos.

A diferenga estd na notagao. Enquanto na PG M_ representa o montante
no inicio do més #, na matematica financeira M_ representa o montante
no final do periodo . Por isso, eles elevam a razdo a n e ndo a n—1, como

seria o esperado.

Resumo

Progressio Geométrica ¢ uma sequéncia de niimeros reais cuja razao
entre um termo e seu antecedente, a partir do segundo, ¢ uma constante.
Propriedades estudadas:

, calculo da razao de uma PG.

q= an/aw1
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(n—m)

a,=a,-q"",determina¢do de um termo geral dado a er.

P, :w/(al ‘a, )n fornece o valor do produto dos n primeiros termos de

uma PG.

_4-(q"-1)

q-1
uma PG.

S

n

, expressdo geral para a soma dos n primeiros termos de

a

S :1—‘ , retorna a soma dos infinitos termos de uma PG de razio q,
-9

-1<q< 1.
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