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Apresentacao

Caro estudante,
Bem-vindo ao Pré-Vestibular Cecierj.

Queriamos que soubesse que o material didatico que esta em suas maos foi preparado com
muito cuidado e carinho. Os assuntos abordados sao considerados relevantes para a sua for-
macao e, para obtermos resultados juntos em sua aprendizagem, sera indispensavel que vocé
faca - ou tente fazer — as tarefas propostas; pois sao o meio pelo qual mediaremos o seu
aprendizado.

Sabemos que o seu ano sera de muito trabalho e que exigira sacrificios, por isso, tentamos
fazer com que o material dialogue com vocé, permitindo que vocé se aproprie dos conteiidos
de maneira amigavel. Temos a certeza de que todo o esforco sera por uma boa causa: a busca
pela concretizagao de um sonho.

Esperamos que vocé goste de estudar conosco e afirmamos: durante toda a sua trajetoria, vocé
nao estara sozinho.

Bons estudos!






Sera que vai
chover amanha?

meta

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situagoes
em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das ciéncias da
natureza e humanas, ou ainda questoes econdmicas ou tecnologicas, divulgados por
diferentes meios, de modo a consolidar uma formacao cientifica geral.

objetivos

Esperamos que, ao final desta unidade, vocé seja capaz de:

® planejar e executar pesquisa amostral, usando dados coletados ou de diferentes
fontes sobre questoes relevantes atuais;

® comunicar os resultados dessas pesquisas amostrais por meio de relatorio conten-
do graficos e interpretacao das medidas de tendéncia central e de dispersao;

® resolver e elaborar problemas que envolvem calculo e interpretacao das medidas
de tendéncia central (média, moda, mediana) e de dispersao (amplitude, variancia e
desvio padrao), em diferentes contextos.



Introducao

A estatistica € um ramo da matematica que trata da organizacao, descricao, analise e interpreta-
cao de dados experimentais. Nos dias de hoje, praticamente todos os campos do conhecimento
se utilizam das teorias probabilisticas para explicar a frequéncia da ocorréncia de eventos, tanto
em estudos observacionais quanto em experimentos, para modelar a aleatoriedade e a incerteza
de forma a estimar, ou possibilitar a previsao de fendmenos futuros, conforme o caso.

Vejamos a seguinte situacao-problema.

ApOs uma reuniao numa escola privada, trés professores e sete monitores saem para almocar
num restaurante em que ha uma mesa circular com dez lugares. Essas pessoas sao:

® professores: Amanda, de biologia, doutora em ciéncias; Catarina, de lingua portuguesa,
mestre em educacao; e Estevao, de misica, sem pds-graduagao; com 55, 67 e 40 anos, e com
salarios mensais de RS 16 000,00, RS 12 000,00 e RS 32 000,00, respectivamente;

® monitores: Bruna, Diego, Fabio, Gabriel, Humberto, Igor e Janaina, com 25, 29, 24, 22, 22, 24
e 22, ganhando mensalmente R$ 800,00, cada um.

Note que ha uma miriade de informagoes apresentadas no paragrafo anterior. Uma forma de
melhor dispor essas informagoes é por meio de uma tabela, como feito a seguir:

Tabela 11
PESSOAS FUNGAO FORMAGAO IDADE SALARIO
Amanda (A) Professor Doutor 55 16 000,00
Bruna (B) Monitora Estudante 25 800,00
Catarina (C) Professora Mestre 67 12 000,00
Diego (D) Monitor Estudante 29 800,00
Estevao (E) Professor Graduado 40 32 000,00
Fabio (F) Monitor Estudante 24 800,00
Gabriel (G) Monitor Estudante 22 800,00
Humberto (H) Monitor Estudante 22 800,00
Igor (1) Monitor Estudante 24 800,00
Janaina () Monitor Estudante 22 800,00

Se, na situagao apresentada, fossem considerados todos os integrantes do corpo docente da
escola e todos os seus monitores, teriamos uma populagdo. Porém, como foi considerada ape-
nas uma parte dessa populagao, temos uma amostra.
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Cada uma das informagoes apresentadas sobre as pessoas - fungao, formagao, idade e salario
- recebe o nome de variavel. As variaveis sao classificadas em quantitativas ou em qualitativas,
conforme seus valores sejam exprimiveis por valores numéricos ou qualidades referentes ao
objeto de estudo. Assim:

® afuncao e a formagao sao variaveis qualitativas;
® aidade e o salario sao variaveis quantitativas.

Diante de um conjunto de dados ou de informagoes quantitativas, pode ser muito Gtil encon-
trar um nimero que represente seus elementos, preservando a sua caracteristica mais mar-
cante. No caso da tabela anterior, consideremos a variavel idade.

Tabela 1.2
PESSOAS IDADE
Amanda (A) 55
Bruna (B) 25
Catarina (C) 67
Diego (D) 29
Estevao (E) 40
Fabio (F) 24
Gabriel (G) 22
Humberto (H) 22
Igor (1) 24
Janaina () 22

Uma das formas de se obter um nimero que expresse a “idade” do grupo é considerar que to-
das as pessoas tenham a mesma idade . Assim, com vistas a preservar a caracteristica da lista
acima, composta por 10 pessoas, temos:

10-X=55+25+67+29+40+24+22+22+24+22
Donde vem que:

X_55+25+67+29+40+24+22+22+24+22
B 10

= x =33anos

Esse nimero, obtido somando-se as idades de cada pessoa da lista e dividindo-se a soma pela
quantidade dessas pessoas, recebe o nome de média aritmética das idades.



10

A média aritmética (y) dos salarios é:

y = 16000 + 12000 + 32000 + 800 x 7

=y =R$6560,00
10 y =R

Outra maneira de se obter um nimero que represente uma lista de dados, ou de informacoes
é tomar para tal aquela que é mais frequente, ou seja, que aparece mais vezes na listagem. No
caso das idades, esse nimero é 22 anos; no caso dos salarios, & RS 800,00.

Esse niimero, que € o0 que aparece mais vezes na listagem, recebe o nome de moda. Faz todo o
sentido. Afinal, quando se vé algo com muita frequéncia, diz-se que “esta na moda”. O termo
frequéncia também é importante em estatistica.

Finalmente, uma terceira forma de se obter um nimero que represente a lista de dados, ou de
informacdes é disp6-los numa ordem (crescente ou decrescente) e, em seguida, determinar
aquele que a divide ao meio, ou seja, 0o numero em relacao ao qual a quantidade de informa-
¢oes menores do que ele é igual a quantidade de informagoes maiores do que ele.

22 22 22 24 24 25 29 40 55 67

i)

24+ 25

=24,5anos

Esse nimero é a mediana da lista.

No caso dos salarios, a mediana é obtida da seguinte forma:

800 800 800 800 800 800 800 12000 | 16000 | 32000

M =R$800,00

A média, a moda e a mediana sao chamadas de medidas de tendéncia central.

matematica_unidade 01



# ld na plataforma

Na Unidade 1 de nosso ambiente virtual,
no tema 1, acesse o video, que aborda o
que estudamos até aqui.

Distribuicao de
frequéncias

Voltando a situacao descrita no inicio des-
ta unidade, construamos, agora, uma tabela
que apresente apenas as idades e o nimero
de vezes em que cada uma delas aparece.

Tabela 1.3
IDADE (anos) N° DE PESSOAS

22 3
24 2
25 1
29 1
40 1
55 1
67 1

TOTAL 10

A coluna da direita da tabela acima contém
o numero de vezes que cada idade é obser-
vada. Esse nimero é denominado frequéncia
absoluta ou simplesmente frequéncia. E, ge-
ralmente, indicado por f. Atabela na qual sao
apresentadas as frequéncias de uma distri-
buicao é chamada de tabela de frequéncias.

Quando calculamosarazao entreafrequéncia
de cada valor observado e o nimero total de
elementos da amostra, encontramos a fre-
quéncia relativa de cada valor; é geralmente
representado por f.. Assim, no exemplo ante-
rior, acrescentemos a tabela das frequéncias
uma coluna contendo as frequéncias relati-
vas de cada idade observada:

Tabela 1.4
IDADE (anos) PIIE\ISQSI(?)EAS fr
22 3 3/10 =30%
24 2 2/10 = 20%
25 1 1/10 = 10%
29 1 1/10 =10%
40 1 1/10 = 10%
55 1 1/10 = 10%
67 1 1/10 = 10%
TOTAL 10 1=100%

Medidas de
tendéncia central

Meédia

Chama-se média de uma lista de nlimeros
(por comodidade, positivos) o valor que
pode substituir todos os elementos da lista
sem alterar a caracteristica dessa lista. Se a
caracteristica da referida lista for a soma de
seus elementos, entao a média desses ele-

mentos sera denominada média aritmetica.
Em simbolos, representando cada elemento
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da lista por x,, x,, ..., X, (n um nimero natural que indica a quantidade de elementos da lista) e,
por X a média aritmética, teremos:

X Xy X
n

X

Observacao:

A média ponderada da lista de nimeros x,, X,, ..., X,, com pesos (frequéncia de cada x, na lista)
respectivamente iguais a p,, p,, ..., p,, € obtida fazendo-se:

Xi"Pr+ Xy Py o+ X0 Py
Py +Py + 4P,

X =

Propriedades e observacoes sobre a média:
12) depende de todos os dados coletados, sendo, portanto, afetada por valores extremos;

22) é Gnica em um conjunto de dados e nem sempre tem existéncia real, ou seja, nem sempre
é igual a um determinado valor observado. E muito importante perceber que a média nao ne-
cessariamente € um dado da série de valores observados;

3?) por depender de todos os valores observados, qualquer modificagdo nos dados fara com
que a média fique alterada.

Moda

Numa distribuicao, o valor que aparece com maior frequéncia recebe o nome de moda. Quan-
do todos os valores observados apresentarem a mesma frequéncia, nao havera moda na dis-
tribuicao considerada. Por outro lado, se em um conjunto de valores observados houver duas
ou mais modas, a distribuicao sera multimodal.

O uso da moda é mais indicado quando se deseja obter, rapidamente, uma medida de ten-
déncia central. Outro aspecto que favorece a utilizacao da moda é que seu valor nao é afetado
pelos valores extremos do conjunto de dados analisado.

Mediana

0 valor que divide uma lista ordenada (crescentemente ou decrescentemente) de valores em
dois grupos com a mesma quantidade de elementos observados & denominado mediana da
distribuicao.

0 emprego da mediana se da, em geral, quando ha valores extremos que afetam muito a média.

matematica_unidade 01



# ld na plataforma

Na Unidade 1 de nosso ambiente virtual,
no tema 1, acesse o video, que aborda o
que estudamos até aqui.

Medidas de dispersao

Algumas das brincadeiras feitas com a es-
tatistica se pautam no conceito de média.
Uma dessas brincadeiras diz que a esta-
tistica € a ciéncia na qual, se uma entre
duas pessoas comer um frango inteiro,
entao cada uma delas comeu, em média,
meio frango. De fato, a média (algo de
conhecimento meio comum) entre 0 e 1 é
0,5, mas a interpretacao feita deixa de lado
um conceito muito importante por meio
do qual veremos que nem sempre a média
€ o melhor nimero para representar uma
distribuicao.

Isso ocorre, pois, conquanto a média seja
um ndmero que preserva a caracteristica
da lista a que ela se refere, nao nos & pos-
sivel, a partir dela, entender o “comporta-
mento” da lista. Vejamos, no caso do frango:
se numa situacao similar, uma das pessoas
comesse 2/5 do frango e a outra comesse 0s
3/5 restantes, ambas comeriam em média
meio frango. Entao, as listas [0; 1] e [2/5; 3/5]
possuem a mesma média, porém, a segunda
apresenta-se disposta mais uniformemente
do que a primeira.

Exploremos um pouco mais:

® na primeira lista: o valor 0 esta 0,5 pon-
to distante do valor da média (para bai-
x0); o valor 1 esta 0,5 ponto distante do
valor da média (para cima);

® nasegunda lista: ovalor2/5=0,4 esta 0,1
ponto distante do valor da média (para
baixo); o valor 3/5 = 0,6 esta 0,1 ponto
distante do valor da média (para cima).

Quer dizer, na segunda lista, os valores es-
tao menos distantes do valor da média.
Destarte, na segunda, a média € uma ex-
pressao mais real do que o que ocorre na
realidade. Portanto, para se ter a dimensao
do quanto uma lista & ou nao homogénea,
além da média, é preciso que conhegamos
0 quao distante dela esta cada valor que in-
tegra a referida lista. Essa nocao de distan-
cia (ou desvio) nos conduzira as chamadas
medidas de dispersao que sao os nimeros
que descrevem o comportamento de uma
lista de valores em torno das medidas de
tendéncia central. Dito de outra forma, as
medidas de dispersao indicam se os dados
estao, ou nao, proximos uns dos outros.

Dentre as medidas de dispersao, aquela
que possui maior aplicabilidade é o desvio
padrao. Desvio nos leva a idéia de afasta-
mento, e padrdo relaciona-se com média,
de modo que podemos intuir que o desvio
padrao deve medir o afastamento médio de
cada valor da variavel em estudo em rela-
¢ao a média.

No caso do exemplo das idades, temos o
que se segue.
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Tabela 1.5
IDADE (anos) N2 DE PESSOAS
22 3
24 2
25 1
29 1
40 1
55 1
67 1
TOTAL 10
® Meédia aritmética: 33 anos
Tabela 1.6
IDADE (anos) N2 DE PESSOAS DESVIOS EM RELA(;Z\O A MEDIA
22 3 22-33=-1
24 2 24-33=-9
25 1 25-33=-8
29 1 29-33=-4
40 1 40-33=7
55 1 55-33=22
67 1 67 -33 =34
TOTAL 10 0

O desvio padrao é a raiz quadrada da média ponderada dos quadrados dos desvios. No exem-
plo em estudo:

matematica_unidade 01
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Tabela 1.7
IDADE (anos) N2 DE PESSOAS DESVIOS QUADRADOS DOS DESVIOS

22 3 22-33=-1 121
24 2 24-33=-9 81
25 1 25-33=-8 64
29 1 29-33=-4 16
40 1 40-33=7 49
55 1 55-33=22 484
67 1 67 - 33 =34 1156

TOTAL 10 o -

® Média ponderada dos quadrados dos desvios (chamado de varidncia):

DP:\/3X121+2X81+1X64+1X:§+1X49+1X484+1X1156 _ 2294

DP =15 anos

Grosso modo, o desvio-padrao serve para indicar se a variagao esta dentro do padrao, ou nao.
Esse padrao é determinado por meio dos intervalos de confianca. Vamos construir um desses
intervalos.

® Para calcular o limite superior do intervalo, devemos fazer:
LIMITE SUPERIOR = MEDIA + DP = 33 + 15 = 48.
® Para calcular o limite inferior do intervalo, devemos fazer:

LIMITE INFERIOR = MEDIA - DP = 33 - 15 = 18.

Assim, no exemplo em questao: 18 e 48 sao as extremidades do intervalo de confianga, cujo
comprimento (amplitude) é 30.

22 | 22 | 22 | 24 | 24 | 25 | 29 | 40 | 55 67

i) i)

18 48

Isso mostra que, em relagdo a média (33 anos), as idades apresentam-se espalhadas, ou seja,
a distribuicao apresenta um alto grau de dispersao.
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No caso da brincadeira do frango, temos:

-/0,25 =0,5

DP:Jw—05Y;m—05Y

® LIMITE SUPERIOR=0,5+0,5=1.
® LIMITE INFERIOR=0,5-0,5=0.

Ambos os valores observados (0 e 1) sdo as extremidades do referido intervalo considerado,
que tem amplitude 1. Logo, a distribuicao analisada apresenta alto grau de dispersao.

Para aquela situacao (ainda do frango) em que uma das pessoas comeu 2/5 = 0,4 e, a outra,
comeu 3/5 = 0,6 do frango, temos:

=./0,01=0,1

_ 2 _ 2
DP:\/(OA 0,5) ;(0,6 0,5

® LIMITE SUPERIOR =0,5 + 0,1=0,6.
® LIMITE INFERIOR=0,5-0,1=0,4.

Ambos os valores observados (0,4 e 0,6) sao as extremidades do referido intervalo que tem
amplitude 0,2, apresentando, pois, baixo grau de dispersao. A distribuicao dos frangos, aqui
analisada, &€ mais homogénea do que a anterior.

Porém, convém observar que o desvio padrao, como valor absoluto, nao nos diz muita coisa,
pois um desvio de 5 com média 500 &€ um desvio pequeno, mas um desvio de 5 com média 10
€ um desvio grande. Ou seja, o valor absoluto do desvio padrao, no caso, 5, nao nos diz nada.

Resumindo, o desvio padrao € um parametro que mede a dispersao de um conjunto de ele-
mentos, ou seja, o seu espalhamento em torno da média. Suponha que dois grupos de 4 alu-
nos sejam submetidos a um teste. No primeiro grupo, as notas foram 6, 7, 7 e 8. Assim, a média
de desempenho nesse grupo é 7,5. As notas do segundo grupo foram 10, 8, 7 e 3. Note que a
média do segundo grupo também é 7,5. E razoavel dizer que esses grupos tém desempenhos
parecidos? Se olharmos apenas para a média, diremos que sim. Entretanto, se observarmos
um a um os desempenhos, perceberemos que o 1° grupo € mais homogéneo, pois 0 maior
afastamento da média é de 1 ponto e meio. Ja no 2° grupo, percebe-se que ha desvios de até 4
pontos e meio. Logo, o desvio padrao é um indicador que nos permite diferenciar uma média
da outra. No exemplo, o desvio padrao do 2° grupo & bem maior do que o desvio padrao do 1°
grupo. Em concursos, o que inclui vestibulares, o desvio padrao é utilizado para definir a clas-
sificagao. Caso dois candidatos ao mesmo curso tirem 8 em provas diferentes, o resultado vai
depender do desvio padrao de cada exame. Digamos que a média das notas nas duas provas
tenha sido 6. Aquele que obteve 8 na prova cujo desvio padrao foi menor (Situacgao I) sera mais
considerado, porque significa que ele conseguiu um 8 em um exame em que quase todo mun-
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do ficou proximo a 6. Ja o outro conquistou um 8 em uma prova na qual muitos outros também
tiraram notas altas (Situagao II).

SITLACAD 1 SIMUACAD 7
. : Deswio Desvio
Desvia Desvia padrio padrao
padras padrac Lot T
.-"_"'H. -"-_.'h -.-_d--.- T .-\"'-.\_ ..__..i" i -.__.-.
L} -» E L . L] . &
Media MNota do Media MNota da
candidaio candidato

Figura 1.1: O desvio padrdo como ferramenta de selecdo em concursos.

Uma caracteristica importante da distribuicao normal (aquela em que os eventos aleatorios apre-
sentam a tendéncia de se concentrarem proximos a uma posicao que representa uma meédia
matematica deles, implicando, assim, que a quantidade de eventos diminui constante e gradati-
vamente, a medida que nos afastamos da média) é que, quanto maior a amostragem, mais uni-
formemente as ocorréncias se distribuem, a medida que se afastam da média central. A medida
desta uniformidade € o “desvio padrao”, um valor que quantifica a dispersao dos eventos sob dis-
tribuicao normal, ou seja, a média das diferencas entre o valor de cada evento e a média central.

# ld na plataforma

Na Unidade 1 de nosso ambiente virtual, no tema 1, acesse o video, que aborda o que estudamos
até aqui.

Estatistica nas provas de vestibulares e Enem

Estatistica € um conteddo que, especialmente no Enem, é bastante explorado. Vejamos alguns
exemplos.

1. (Enem, 2021) A Cifra de César é um exemplo de um método de codificacdo de mensagens
usado por Jilio César para se comunicar com seus generais.

No método, cada letra era trocada por uma letra que aparecia no alfabeto, de acordo com um
namero fixo de casas adiante (ou atras), de forma ciclica. A seguir, temos um exemplo em que
cada letra é substituida pela que vem trés posicoes a frente.
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|Codifieads| D |E [F |G |H| I |J|K[L[M|N|O|P|O|R[s|T]U]|V |W|X]Y

=
-
[}

onginal [A[B|c|D|E|F|G

T
=
-
=
=
o
M
o
o
o
-
(=
=

W
Z

Para quebrar um codigo como esse, a analise de frequéncias das letras de um texto é uma
ferramenta importante.

Uma analise do texto do romance O guarani, de José de Alencar, que &€ composto por 491.631
letras, gerou o seguinte grafico de frequéncias:

70 000

60 000

50 000

40 000

Frequéncia

30000

20 000

10 000

]
ABCDEFGHI JKELMNOPOQRSTUVWXYZ

Dispanivel em: wewasdaniniopublico, goebe. Acesso e ¥ ey, 20M5,

Apos codificar esse texto com a regra do exemplo fornecido, faz-se nova analise de frequéncia
no texto codificado. As quatro letras mais frequentes, em ordem decrescente de frequéncia, do
texto codificado sao:
a) AE,OeS
b) D,E,FeG
c) D,H,ReV
d) R L, BeX
)

e) X,B,LeP

# Ld na plataforma

Acesse a plataforma e assista a um video com a resolugdo comentada da Questdo 1.
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2. (Enem, 2021) O quadro apresenta o nimero de terremotos de magnitude maior ou igual a 7,
na escala Richter, ocorridos em nosso planeta nos anos de 2000 a 2011.

Ano 2000 2001 | 2002 @ 2003 | 2004 2005 2006 @ 2007 | 2008 | 2009 @ 2010 & 2011

Terremotos | 15 16 13 15 16 L n 18 12 17 24 20

Disponivel em: https://earthquake.usgs.gov/earthquakes/browse/m7-world.php. Acesso em: 13 ago. 2012 (adaptado).

Um pesquisador acredita que a mediana representa bem o nimero anual tipico de terremotos
em um periodo. Segundo esse pesquisador, o nimero anual tipico de terremotos de magnitu-
de maior ouiguala7é:

a) 1

b) 15

c) 15,5

d) 15,7

e) 17,5

3. (Enem, 2019) Os alunos de uma turma escolar foram divididos em dois grupos. Um grupo jo-
garia basquete, enquanto o outro jogaria futebol. Sabe-se que o grupo de basquete é formado
pelos alunos mais altos da classe e tem uma pessoa a mais do que o grupo de futebol. Atabela
seguinte apresenta informacoes sobre as alturas dos alunos da turma.

Média Mediana Moda
1,65 1,67 1,70

Os alunos P, J, F e M medem, respectivamente, 1,65 m, 1,66 m, 1,67 m e 1,68 m, e as suas alturas
nao sao iguais a de nenhum outro colega da sala.

Segundo essas informacoes, argumenta-se que os alunos P, J, F e M jogaram, respectivamente:

a) basquete, basquete, basquete, basquete

b) futebol, basquete, basquete, basquete

c) futebol, futebol, basquete, basquete

d) futebol, futebol, futebol, basquete.

e) futebol, futebol, futebol, futebol
4. (Enem, 2016) Ao iniciar suas atividades, um ascensorista registra tanto o nimero de pessoas
que entram, quanto o nimero de pessoas que saem do elevador, em cada um dos andares do

edificio onde ele trabalha. O quadro apresenta os registros do ascensorista durante a primeira
subida do térreo, de onde partem ele e mais trés pessoas, ao quinto andar do edificio.
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Nimero de pessoas Térreo 12andar 2%2andar 3%2andar 42andar 5% andar
que entram no elevador 4 4 1 2 2 2
que saem do elevador 0 3 1 2 0 6

Com base no quadro, qual é a moda do nimero de pessoas no elevador durante a subida do
térreo ao quinto andar?

a) 2
b) 3
C) 4
d) 5
e) 6

5. (Enem, 2016) O procedimento de perda rapida de “peso” & comum entre os atletas dos es-
portes de combate. Para participar de um torneio, quatro atletas da categoria até 66 kg, Peso-
-Pena, foram submetidos a dietas balanceadas e atividades fisicas. Realizaram trés “pesagens”
antes do inicio do torneio. Pelo regulamento do torneio, a primeira luta devera ocorrer entre o
atleta mais regular e 0 menos regular quanto aos “pesos”. As informacoes com base nas pesa-
gens dos atletas estao no quadro.

12 pesagem 22 pesagem = 32 pesagem af q Desvio-
Atleta Média Mediana -
(kg) (kg) (kg) padrao
I 78 72 66 72 72 4,90
Il 83 65 65 VAl 65 8,49
11 75 70 65 70 70 4,08
v 80 77 62 73 77 7,87

Apos as trés “pesagens”, os organizadores do torneio informaram aos atletas quais deles se
enfrentariam na primeira luta.

A primeira luta foi entre os atletas:

a) lelll
b) lelv
c) el
d llelv
e) lllelv
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Resumo

A estatistica € um ramo da matemati-
ca que trata da organizacao, descri¢ao,
analise e interpretacao de dados expe-
rimentais.

A média aritmética (de uma lista de ni-
meros x,, X,, .., X, (n um ndmero natural
que indica a quantidade de elementos
da lista) é dada por:

X+ X, + 4 X,
n

)7(:

Numa distribuicao, o valor que aparece
com maior frequéncia recebe o nome de
moda.

0 nimero de possibilidades de fazer n
acoes distintas e mutuamente exclu-
dentes € a adi¢ao da quantidade de mo-
dos possiveis que cada uma pode ser
feita isoladamente.

0 valor que divide uma lista ordenada
(crescentemente ou decrescentemente)
de valores em dois grupos com a mesma
quantidade de elementos observados é
denominado mediana da distribuicao.

O desvio padrao é a raiz quadrada da
média ponderada dos quadrados dos
desvios.

Resposta comentada

1.¢c

As letras mais frequentes no texto do ro-
mance, em ordem decrescente de frequén-
cia, sao A, E, O e S. De acordo com a tabela,
no texto codificado, tais letras correspon-
dem, respectivamente,a D, H,Re V.

2.¢C

Escrevendo o rol, temos

11, 11, 12, 13, 15, 15, 16, 16, 17, 18, 20, 24

Como o nimero de observagoes € par, se-
gue-se que a mediana é a média aritmética
dos termos centrais, ou seja, gzﬁﬁ

3.c

Se o grupo de basquete possui um aluno a
mais do que o grupo de futebol, entao o ni-
mero total de alunos é impar. Em consequ-
éncia, sabendo que a mediana divide uma
série de dados em duas outras séries com
0 mesmo nimero de observagoes, podemos
concluir que o aluno F joga basquete, uma
vez que sua altura é a mediana.

Portanto, P joga futebol, ) joga futebol e M
joga basquete.

4.d

Considerando as entradas e saidas de pes-
soas do elevador, tem-se os seguintes resul-
tados: 4, 5, 5, 5, 7 e 3. Portanto, a moda é 5.

5:¢c

O menos regular &€ o que apresenta maior
desvio-padrao e o mais regular é o que
apresenta menor desvio-padrao. Portanto,
a luta sera entre os atletas Il e 111,
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Quer que eu
desenhe?

metas

Ler e interpretar graficos utilizados nas resolugoes de problemas em variados
contextos, envolvendo diferentes tipos de representagao, como graficos de segmentos
(ou linhas), barras, setores, ou cartograficos.

objetivos

Esperamos que, ao final desta unidade, vocé seja capaz de:

® interpretar informacoes de natureza cientifica e social obtidas da leitura de graficos
e tabelas;

® investigar relacoes entre grandezas para representa-las no plano cartesiano, iden-
tificando padroes e criando conjecturas para generalizar e expressar algebricamente
essa generalizacao.
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Introducao

Graficos sao ferramentas de apresentagao de dados. Seu intuito, quase sempre, & proporcionar
ao leitor uma exibicao simples, tornando rapida a assimilacao desses dados, a fim de que seja
possivel perceber tendéncias e/ou relagoes. Os graficos precisam ter simplicidade e evidenciar
as informacgoes, entretanto, nem sempre é tao simples ler informacoes ou perceber tendéncias
e relacoes em graficos, seja pelas dificuldades inerentes aos tipos de graficos, seja pelo real
desejo de quem elabora o grafico. Aqui, vamos focar nos tipos de graficos. Os mais populares
sdo: os graficos de segmentos (também chamados de graficos de linhas); os graficos de barras
ou de colunas; os graficos de setores; e 0s graficos cartograficos (representacao grafica que
contém figuras).

Nesta unidade, faremos analises de graficos dos trés primeiros tipos, extraindo deles varias infor-
macoes. Daremos preferéncia aos grdficos de linhas, por se relacionarem bastante com o que abor-
damos em unidades do modulo anterior e com o que sera apresentado nos modulos seguintes.

// atengdo

Como destacamos acima, nem sempre as informacoes presentes em graficos sGo apresentadas de
forma simples, evidente e correta. Muitas vezes, empresas da darea de comunicagdo, instituicoes
privadas, gestores publicos e candidatos a cargos eletivos lancam mdo de artificios que distorcem,
literalmente, os graficos, para dar maior destaque ds informagées que desejam divulgar.

Entdo, cuidado! Fique atento para nao ser enganado. Para isso, quanto mais vocé souber sobre
graficos melhor sera sua capacidade de analisa-los e até questiona-los.

Apresentaremos os tipos de graficos mais detalhadamente nas secoes a seguir, trazendo exem-
plos e comentarios importantes.

Tipos de Graficos

Graficos de segmentos (ou de linhas)

Geralmente, é usado para representar como uma grandeza se relaciona com o tempo.

Abaixo esta apresentado um grafico com as quantidades mensais de carros alugados em uma
locadora de veiculos, nos meses de janeiro a junho.
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Situacao |

300
250
200
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100

50
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AUTOMOVEIS LOCADOS

250

110

9(
80

Jan Fev Mar Abr Mai Jun

Figura 2.1: Automoveis locados por més.

Neste grafico, é possivel perceber que janeiro foi um més de forte movimento na locadora (250
locagbes), mas a quantidade de locagoes foi caindo rapidamente até margo, més com menos
automoveis locados (80 locagdes). A partir dai, houve uma recuperagao quase total nos dois
meses seguintes, atingindo a marca das 200 locacoes, para, em seguida, ocorrer nova queda.
Essas informagoes podem ser representadas na tabela a seguir:

Tabela 2.1: Automoveis locados por més

MES AUTOMOVEIS LOCADOS

Jan 250
Fev 210
Mar 80
Abr 110
Mai 200
Jun 90

Vocé sabe qual é a diferenca entre um quadro e uma tabela, no contexto da apresentacao de
informacoes em linhas e colunas?
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Tabela

Representacao em linha e colunas que apresenta dados quantitativos, ou seja, a informacgao
central dela é o dado numeérico. Com isso, todos os demais itens presentes em uma tabela sao
complementares e tém a fungao de explica-la.

Quadro

Representacao quadrilatera que apresenta conteildo nao numeérico, ou seja, a informagao cen-
tral € qualitativa, apresentando caracteristicas, resumos, ideias. Eventualmente, podem figurar
dados numéricos em um quadro, porém estes serao complementares ou representarao dados
qualitativos.

Além das defini¢des acima, cumpre informar que a Associagao Brasileira de Normas Técnicas
(ABNT) também diferencia tabelas e quadros quanto a formatagao dos mesmos. A tabela ndo
possui bordas laterais e é dividida pelo minimo possivel de linhas horizontais. Ja o quadro
possui bordas laterais fechadas e nao tem limite de linhas horizontais.

Nas proximas secgoes, vocé vera muitas tabelas. Elas ora serao o resumo das informacoes que
constam em determinado grafico, ora servirao de base para a construgao de um grafico.

Graficos de barras ou colunas

Ambos seguem a mesma ideia, sendo chamados de grafico de colunas, quando verticais, ou
de barras, quando horizontais. Sao, geralmente, usados para apresentar séries categoricas ou
cronologicas (ou seja, de tempo).

Abaixo, temos um grafico de colunas que apresenta o consumo de energia elétrica de uma resi-
déncia no decorrer do ano. Nele, pode-se ver que 0s maiores consumos ocorreram nos meses
de janeiro, fevereiro, junho, julho e dezembro, meses em que as pessoas estao mais em casa,
por serem periodos de férias, festas ou carnaval.
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Situacao Il

kWh

300

250

200 T

150

100

50

| L I | = e s :
Jan Fev Mar Abr Mai Jun Ju Ago Set Out Nov Dez

Figura 2.2: Grafico de colunas - kWh consumidos por més.

0

A seguir, temos as mesmas informacgoes na horizontal, como um grafico de barras.
kWh

Jan
Fev
Mar
Abr
Mai
Jun

Jul
Ago
Set
Out
Nov

Dez [
0 50 100 150 200 250 300

Figura 2.3: Grafico de barras - KWh consumidos por més.

Repare que, em ambos 0s casos, nao é possivel precisar o gasto de kWh em cada més. Porém,
é possivel dizer o valor aproximado de consumo e comparar de forma a conseguir definir
0S meses com 0S maiores e menores consumos. A tabela a seguir representa os valores de
consumo de cada més que geraram os graficos acima.
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Tabela 2.2: KWh consumidos por més

MES kWh
Jan 260
Fev 240
Mar 130
Abr 110
Mai 100
Jun 160
Jul 190
Ago 110
Set 90
Out 120
Nov 130
Dez 210

A seguir, sao apresentadas, inicialmente, em uma tabela, e, posteriormente, em um grafico de co-
lunas, as informacoes relativas as quantidades de socios de um clube nos dltimos quatro anos.

Situacao Il

Tabela 2.3: Quantidade de socios em cada ano

CLUBE A
ANO SOCIOS
2017 270
2018 310
2019 370
2020 490
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SOCIOS
600
it 490
400 370
310
300 270
200
100
0 1 1 1
2017 2018 2019 2020

Figura 2.4: Quantidade de socios em cada ano.

0 clube A parece estar fazendo sucesso, pois ndao so6 o niimero de associados vem aumentando,
como esses aumentos também vém sendo cada vez maiores. Vamos observar:

® de 2017 para 2018, houve aumento de 40 socios;
® de 2018 para 2019, houve aumento de 60 socios;
® ¢, de 2019 para 2020, houve aumento de 120 socios.

Portanto, a sequéncia de acréscimos esta aumentando, e esse comportamento cria uma ex-
pectativa de que o aumento de 2020 para 2021 seja maior do que 120 socios.

Pergunta 1:

E possivel garantir que o nimero de socios do Clube A, em 2021, sera maior do que 490? Justi-
fique sua resposta.

Pergunta 2:

Se levarmos essa situacao para a vida real, na qual tivemos uma pandemia ocorrendo nos anos
de 2020 e 2021, o que é mais provavel que ocorra com o nimero de sécios do Clube A em 2021?



30

Graficos de setores

Tém por objetivo expressar as informacdes em um circulo fracionado. E um grafico muito usado
na demonstracao de dados percentuais.

0 grafico a seguir mostra a distribuicao das agoes de um grupo de investidores por setores da
economia.

Situacao IV:

QUANTIDADE DE ACOES

. Petréleo
. Siderurgia
Bancos

. Alimentos

@ informatica

Figura 2.5: Grafico de setores - Distribuicao das agdes por setor da economia.

No grafico, é possivel ver que siderurgia e petroleo sao os setores preferidos pelos compo-
nentes desse grupo de investidores. Mesmo que os percentuais nao estivessem informados,
seria possivel estimar que cerca de V. das a¢oes é destinada ao setor de petroleo, pois o setor
correspondente a essa categoria ocupa aproximadamente % do circulo, ou seja, 25%.

Mais uma vez, o grafico apresentado nao deixa evidente os valores referentes as quantidades
de acoes em cada um dos setores. A seguir, apresentamos a tabela que originou a confecgao
do grafico.
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Tabela 2.4: Distribuicao das agoes por setor da economia

EMPRESA QUANTIDADE DE A(;GES
Petroleo 230
Siderurgia 280
Bancos 210
Alimentos 110
Informatica 70
Total 900

Pergunta 3:

Os percentuais apresentados no grafico estao de acordo com os dados apresentados na tabe-
la? Justifique sua resposta.

Um exemplo e varias consideracoes

(CEDER]J, 2010.1 - FISICA/Adaptado)

Certa quantidade de uma substancia desconhecida, contida em um recipiente de capacidade
térmica desprezivel, encontra-se inicialmente no estado so6lido. Um aquecedor, a partir do
instante t = 0, fornece-lhe calor a uma poténcia constante. Em um determinado instante, o
aquecedor é desligado. O grafico a seguir descreve o comportamento da temperatura (T) dessa
quantidade da substancia em relacdo ao tempo (t).

t(°C)
50

40

30

20

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 t(min)

Figura 2.6: Relagdo entre temperatura e tempo.
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1° Grupo de perguntas:

Com base no grafico, responda aos itens abaixo, a respeito do comportamento da temperatura
da substancia nos primeiros cinco minutos.

a) Qual é a temperatura inicial da substancia?

b) Qual é a temperatura da substancia ap6s cinco minutos?

c) Qual é a taxa de variacao da temperatura com relacao a variagao de tempo?

d) Qual é a temperatura da substancia quando t = 3min?

e) Qual é a funcdo que, nesse intervalo, associa a temperatura ao tempo?

Solucao:

Esse grafico relaciona duas grandezas: temperatura (T) e tempo (t). A temperatura esta em graus
Celsius (°C) e sera lida no eixo vertical. O tempo esta em minutos (min) e sera lido no eixo hori-
zontal. Diz-se, assim, que o grafico apresenta a temperatura da substancia em funcao do tempo.

Observe que o ponto (20,50) pertence ao grafico. Isso quer dizer que, quando o tempo era
igual a 20 minutos, a temperatura da substancia era 50°C. Outro exemplo é o ponto (35,30), que
também pertence ao grafico e indica que, quando o tempo era igual a 35 minutos, a tempera-
tura era 30°C. Um exemplo contrario & o do ponto (20,40), que ndo representa nada para a tal
substancia, pois esse ponto ndo pertence ao grafico.

A seguir, responderemos as perguntas com base nos primeiros cinco minutos. Portanto, neste
momento, s6 nos interessa o trecho destacado.

t(°C)
50
40

30

20

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 t(min)

Figura 2.7: Grafico realcado.
Note que o trecho do grafico que esta destacado &€ um segmento de reta que comecga no ponto

(0,10) e termina no ponto (5,30). Costumamos dizer, de maneira descuidada, que & uma reta.
Entretanto, sabemos que as retas sao infinitas, nao comecam e nem terminam em pontos.
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Saber que esse trecho € um segmento de reta € muito importante, pois sera, em breve, uma
vantagem.

a) Qual é a temperatura inicial da substancia?

0 termo inicial normalmente significa que o tempo vale zero (t = 0). Lembre-se de que o tempo
deve ser lido no eixo horizontal e siga as instrucdes:

® procure, sobre o eixo horizontal, a marca correspondente a zero;
® coloque o lapis ou objeto similar sobre essa marca;

® movimente-o na vertical, para cima, até encontrar o grafico;

® a0 encontrar o grafico, marque sobre ele um ponto;

® agora movimente o lapis na horizontal, para a esquerda, até encontrar o eixo vertical. Isso
acontecera na marca correspondente a 10. Assim, a temperatura inicial (t = 0) da substancia
era 10°C.

b) Qual é a temperatura da substancia apos cinco minutos?

Mais uma vez, o tempo deve ser lido no eixo horizontal. Siga as instrucoes:
® procure, sobre o eixo horizontal, a marca correspondente a cinco;

® coloque o lapis ou objeto similar sobre essa marca;

® movimente-o na vertical, para cima, até encontrar o grafico;

® ao encontra-lo, marque um ponto sobre ele;

® agora, movimente o lapis na horizontal, para a esquerda, até encontrar o eixo vertical. Isso
acontecera na marca correspondente a 30. Assim, quando t =5 min, T = 30°C.

) Qual é a taxa de variacao da temperatura com relacao a variagao de tempo?

Nao devemos nos esquecer de que estamos estudando apenas o segmento destacado no gra-
fico acima. Note que, no inicio do segmento, o tempo valia zero e, no final, cinco minutos.

Representaremos essas informacoes da seguinte forma:

t 0

INICIAL —

tonal = 5 minutos

0 simbolo utilizado para representar
=5-0 — At =5 min.

FINAL tINICIAL_

Chamamos de varia¢do do tempo a diferenca t, -t
variagoes é A (delta). Assim, a variacdo de tempo é At = t

No inicio do segmento, a temperatura valia 10°C e, no final, 30°C.
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Representaremos essas informacoes da seguinte forma:

T

T

INICIAL —

FINAL —

10°C

30°C

Chamamos de variagao da temperatura a diferenca T, - T\, ASSIM, @ variagao de tempera-

tura & AT =TFINAL - TINICIAL =30-10 — AT = 20°C.
taxa Calcularataxa de variagao da temperatura com relagdo a variagdo de tempo é simples.
Valor que  Siga 0s passos:
corresponde

sempre a variagao
de uma grandeza,
em relacao a
variacao de outra
grandeza. A taxa é
obtida por meio de
uma divisao.

1°) variacdo de temperatura (AT) = 20°C;
2°) variagao de tempo (At) = 5 min;
3°) taxa da “primeira” com relagao a “segunda” = (AT/At)= 20°C / 5 min = 4°C/min.

Logo, a taxa de variacao da temperatura com relagao a variagao do tempo é quatro

graus Celsius por minuto. Essa taxa nos informa que a cada minuto, a temperatura
AUMENTA quatro graus Celsius.

d) Qual é a temperatura da substancia quando t = 3 min?

Com o auxilio da conclusao acima, vamos montar uma tabela.

Tabela 2.5

TEMPERATURA (T) TEMPO (t)

10 0
14 1
18 2
22 3

Explicando:

* atemperatura inicial (ou seja, quando o tempo é zero) era 10°C;

® como atemperatura aumenta 4°C a cada minuto, quando t =1, T =10 + 4 = 14°C;

® como atemperatura aumenta 4°C a cada minuto, quando t=2,T=10 + 4 + 4 = 18°C;

® como atemperatura aumenta 4°C a cada minuto, quando t =3, T=10 + &4 + 4 + 4 = 22°C,

A resposta é 22°C.
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e) Qual é a fungao que, nesse intervalo, associa a temperatura ao tempo?

Antes de responder ao item (a), foi dito que “saber que esse trecho é um segmento de reta é
muito importante, pois sera, em breve, uma vantagem”. Pois bem, quando os graficos sao retas
ou segmentos de retas, a funcao procurada & uma fungao polinomial de 1° grau, ou seja:

y:acx+b

Esse tema ja foi abordado no modulo 1 e o relembramos aqui:

® ae b sao “nimeros fixos”. Chamamos esses “nimeros fixos” de coeficientes;
® aéataxadevariagdo de Yy com relagao a variagao de x;

® beéovalorinicial davariavel y.

No nosso exemplo, x éte y éT. Assim:

T=a-t+b

em que:
® Téatemperatura(em°C)eté otempo (em minutos);

® aé ataxa de variagdo de T com relacao a variagao de t. Esse valor € quatro e ja foi calcu-
lado no item (c);

® béovalorinicial da variavel T. Esse valor é dez e ja foi calculado no item (a).

Logo, a fungao que, no intervalo que vai det=0at =5 min, associa a temperatura ao tempo é:

T = 4t +10.

2° Grupo de perguntas:

Com base no grafico, responda aos itens abaixo a respeito do comportamento da substancia
no intervalo que vai det =15 min a t =20 min.

a) Qual é a taxa de variagao da temperatura com relagao a variacao de tempo?
b) Qual é a temperatura da substancia quando t = 17 minutos?
c) Qual é a temperatura da substancia quando t = 19 minutos?

d) Qual é a funcdo que, nesse intervalo, associa a temperatura ao tempo?
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3° Grupo de perguntas:

Com base no grafico, responda aos itens abaixo a respeito do comportamento da substancia
no intervalo que vai de t =20 min a t = 35 min.

a) Qual é a temperatura da substancia quando t = 20 min?
b) Qual é a temperatura da substdncia quando t = 35 min?
¢) Qual é a taxa de variacao da temperatura com relagao a variacao de tempo?
d) Qual é a temperatura da substancia quando t = 22 min?
e) Qual é a temperatura da substancia quando t = 30 min?

f) Qual é a funcao que, nesse intervalo, associa a temperatura ao tempo?

4° Grupo de perguntas:

Com base no grafico, responda aos itens abaixo a respeito do comportamento da substancia
no intervalo que vai det =5 min at =15 min.

a) Qual é a temperatura da substancia quando t = 5 min?

b) Qual é a temperatura da substancia quando t = 15 min?

¢) Qual é a taxa de variagao da temperatura com relagao a variacao de tempo?
d) Qual é a temperatura da substancia quando t = 10 min?

e) Qual é a fungao que, nesse intervalo, associa a temperatura ao tempo?

Solucao para o 4° grupo de perguntas:

a) Qual é a temperatura da substancia quando t = 5 min?

Basta observar o grafico: T (5) = 30°C.

b) Qual é a temperatura da substancia quando t = 15 min?

Basta observar o grafico: T (15) = 30°C.

c) Qual é a taxa de variagao da temperatura com relagao a variacao de tempo?
No inicio do segmento, o tempo vale 5 min e, no final, 15 min.

taa = 5 MIN

t... =15min

FINAL

matematica_unidade 02
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Variagao de tempo: At =t , —t, . =15-5— At=10 min

No inicio do segmento, a temperatura valia 30°C e no final, 30°C, também.

T 30°C

INICIAL —

T 0 =30°C

FINAL

Variacao da temperatura: AT=T T =30-30 > AT=0°C

FINAL " INICIAL™

Taxa de variagao = AT/At = 0°C/ 10 min = 0°C/min.

Nesse caso, a taxa de variacao € nula. Isso quer dizer que: a temperatura, nesse trecho, ndo
aumenta e nem diminui. Permanece constante.

d) Qual é a temperatura da substancia quando t = 10 min?

Se a temperatura permanece constante (e igual a 30°C), entdo a temperatura valera 30°C quan-
do o tempo for igual a dez minutos. Assim, T (10) = 30°C.

e) Qual é a fungao que, nesse intervalo, associa a temperatura ao tempo?
A resposta é, simplesmente T (t) = 30.

Portanto, nesse trecho, qualquer que seja o valor de t, a temperatura valera 30°C. Dizemos,
nesses casos, que a temperatura independe de t. Na verdade, para que a temperatura dependa
de t de alguma forma, € preciso que a variavel t apareca na expressao que esta a direita do
sinal de igual.

# ld na plataforma

Acesse a plataforma e veja as solugdes comentadas dos demais grupos de perguntas. La, vocé tam-
bém pode continuar treinando, fazendo exercicios similares.

Atividades

A interpretacao e analise de graficos € um tema muito comum nas provas de matematica do
Enem e nos vestibulares. Assim, apresentamos uma questao com um grafico que retine dois
dos tipos que abordamos anteriormente. Mas fique tranquilo, pois, junto com a questao, vai
uma video-resolucao. Em seguida, indicamos uma lista de exercicios complementar.
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1. (Enem, 2014) O grafico apresenta as taxas de desemprego durante o ano de 2011 e o primeiro
semestre de 2012 na regiao metropolitana de S3ao Paulo. A taxa de desemprego total &€ a soma
das taxas de desemprego aberto e oculto.

Fonte: www.dieese.org.br. Acesso em: 1 ago. 2012 (fragmento).

Suponha que a taxa de desemprego oculto do més de dezembro de 2012 tenha sido a metade
da mesma taxa em junho de 2012 e que a taxa de desemprego total em dezembro de 2012 seja
igual a essa taxa em dezembro de 2011.

Nesse caso, a taxa de desemprego aberto de dezembro de 2012 teria sido, em termos percen-
tuais, de:
a) 1,
b) 3,5
c) 45
d) 6,8
)

e) 7,9

# ld na plataforma

Acesse a plataforma e assista a um video com a resolugdo comentada da Questdo 1.

Aproveite e faca mais exercicios sobre graficos, que vocé encontrard, também, na plataforma.
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Resumo

Para resolver problemas que envolvam interpretacao de grafico & importante:
® identificar o tipo de grafico utilizado;
® identificar as grandezas que se relacionam;

® utilizar corretamente as informagoes expressas;

® analisar as informagoes presentes e utiliza-las como recurso para a construcao de argumentos.

Referencias

ABNT NBR 14724. Disponivel em: http://www.ufrgs.br/cursopgdr/download/NBR14724.pdf. Acesso
em: 19 mar. 2022.

MORGADO, A. C.; SOUZA, F. H. T.; COSTA, C. J.; FIGUEIREDO, L. M.; GIRALDO, V. A.; Pré-vestibular
social: matematica. v. 1. 5. ed. Revista e Ampliada. Rio de Janeiro: Fundagao CECIERJ, 2012.
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Quem varia
e 0 expoente!

metas

Articular conhecimentos matematicos, especialmente a fun¢ao exponencial, ao propor
e/ou participar de agoes para investigar desafios do mundo contemporaneo e tomar
decisdes éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de problemas de
urgéncia social, como os voltados a situagoes de salde, sustentabilidade, implicagoes
da tecnologia no mundo do trabalho, dentre outros; recorrendo a conceitos,
procedimentos e linguagens proprios da matematica; utilizar a fungao exponencial
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solu¢des propostas, de
modo a construir uma argumentacao consistente.

objetivos

Esperamos que, ao final desta unidade, vocé seja capaz de:

® elaborar e resolver problemas com fungoes exponenciais, nos quais é necessario
compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos diversos,
como o do crescimento de seres vivos microscopicos, dentre outros;

® analisar a representacao da funcao exponencial em plano cartesiano, para identifi-
car suas caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, crescimento), com, ou sem o
apoio de tecnologias digitais.
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Introducao

As funcoes exponenciais possuem uma diversidade de aplicagoes no cotidiano, estao presen-
tes em diversas ciéncias, como na capitaliza¢ao de valores pelo método do juro composto, em
expressoes responsaveis por explicar os crescimentos populacionais, em situagoes envolven-
do decaimento radioativo, no desenvolvimento de microorganismos em culturas e na expres-
sao das curvas de aprendizagem de seres humanos, aléem de outras inimeras aplicagoes.

De modo geral, as exponenciais possuem a caracteristica de expressar acentuadas variagoes
em periodos curtos.

Vejamos a seguinte situacao-problema, que envolve uma piscina cuja capacidade é de 100m?
de agua. Quando essa piscina esta completamente cheia, é colocado em seu interior 1kg de
cloro. A agua pura (sem cloro) continua a ser colocada na piscina a uma vazao constante, sendo
0 excesso eliminado por meio de um ladrao. Depois de uma hora, um teste revela que ainda
restam 900g de cloro na piscina. Assim, que quantidade de cloro restara nessa piscina:

a) dez horas apods sua colocagao?

b) apds meia hora de aplicagao?
Vamos a resolugao. Uma atitude bastante comum nesse tipo de situacao-problema é pensar
como se estivéssemos diante de um modelo que se expresse por meio de uma fungao afim,

de modo que, se apos 1h houve a perda de 100g, apos 10h a perda sera de 10 x 100 = 1000g, ou
seja, nao mais restara cloro na piscina.

10008

k=]
4
"
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=
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aa

Figura 3.1: Grafico suposto da quantidade discreta de cloro (em gramas) em funcao
do tempo (em horas).
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Porém, essa forma de pensar pressupoe que, em cada hora, haja uma perda de cloro constante
de 100g, ou seja, a cada variagao unitaria na variavel tempo, ha uma perda constante de 100g
(perda absoluta) na quantidade de cloro. Entretanto, ndo é isso o que ocorre, pois:

1°) a quantidade de cloro eliminada por unidade de tempo ndo é constante (a quantidade
diminui com o passar do tempo, ou seja, a perda absoluta ndo é constante); portanto, a situa-
¢ao apresentada nao pode ser modelada por meio de uma funcao afim;

2°) a quantidade de cloro eliminada por unidade de tempo é proporcional a sua concentragao
(o que permanece constante é a perda relativa); temos que a quantidade de cloro eliminada
por unidade de tempo € 10% da concentracao existente no momento da retirada, ou seja, apos
cada retirada, restam na piscina 90% da quantidade que existia.

Mais explicitamente, a perda relativa de cloro é constante em intervalos de tempos iguais.

Assim, apos a primeira hora, havera 90% de 1000 (0,9 x 1000); na segunda hora, 90% de 90%
de 1000 (0,9 x 0,9 x 1000); na terceira hora, 90% de 90% de 90% de 1000 (0,9 x 0,9 x 0,9 x 1000)
e assim, sucessivamente, de sorte que, apos dez horas, havera 0,9 x 1000, que é aproximada-
mente igual a 349¢g de cloro.

o

L
800 @
®
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£ ®
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200
a 2 a & 8 10 12 14 18

Figura 3.2: grafico correto da quantidade discreta de cloro (em gramas) em fung¢do do tempo (em horas).
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progressdo geométrica Recebe o nome de progressao geométrica a sequéncia dos valores representa-
Sequéncia de nimeros em  ivos da quantidade de cloro por unidade de tempo que permanece na piscina
que a divisio de cadatermo  ap0ds cada retirada (1000; 0,9 x 1000; 0,92 x1000; ... ; 0,9" x 1000), em que cada

pelo termo que o antecede  termo, a partir do primeiro, é igual ao anterior multiplicado por 0,9.
sempre da o mesmo

resultado. Por exemplo, (2,  Se considerarmos, agora, o intervalo unitario [0; 1], na medida em que a perda
6,18, 54) & um,i progresséo relativa é constante em intervalos de tempos iguais, temos que, se, na primeira
gegfe ;'Bca pgrq”e meia hora, for eliminada a % da quantidade de cloro, o mesmo se dara na se-

w® 5 7 3 gunda meia hora, ou seja, restara na piscina: (100% - a%) x (100% - a%) x 1000

=90% x 1000. Donde vem que:

(1-1)2=0,9,sendoi=a% =1-i~0,949.
Concluindo, pois, que havera 949¢g de cloro na piscina.

A partir dai pode-se, mediante analise cuidadosa da situacao, generalizar o processo, de modo
a concluir que, para todo real nao-negativo t, tem-se que a quantidade de cloro restante na
piscina, apos a t-ésima hora, é dada pela expressao 1000 x 0,9

1000

Figura 3.3: grafico correto da quantidade continua de cloro (em gramas) em fung¢do do tempo (em horas).
A expressao 1000 x 0,9, obtida na resolucao do problema proposto, com t variando no campo

real, recebe o nome de funcao do tipo exponencial, sendo 1000, o valor inicial e 0,9, a taxa de
variagao.
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Em muitas situagoes-problema, nao temos a indicagao do modelo que deve ser utilizado para
analisa-las e obter solu¢does. De modo geral, por simplicidade, somos instados a considerar
a funcao afim como modelo ideal, entretanto, como visto no exemplo analisado acima, nem
sempre isso € verdade.

Isso ocorre porque a funcao afim modela somente situacées em que ha uma variacao de valo-
res constante em valor absoluto, ou seja, sendo h um nimero real positivo qualquer, quando
f(x + h) - f(x) for constante, f sera uma funcdo afim e vice-versa.

Por outro lado, para que o modelo seja uma funcao do tipo exponencial, & necessario e sufi-
ciente que a razao de valores seja constante, ou seja, quando f (x+h)/f(x) for constante, f sera
uma func¢ao do tipo exponencial.

OPERAQAO RESULTADO MODELO
f(x+h)-f(x) CONSTANTE (valor que depende . ~
(variagdo absoluta) apenas de h) Fungao afim - flx) = ax + b
fle+h)
—Qa CONSTANTE L d d . .
fix) (valor que depende Fungdo (tipo) exponencial » f(x)=b.ax

apenas de h)
(variacao relativa)

# ld na plataforma

Acesse a plataforma e assista a videos sobre o assunto desta unidade.

Vejamos o problema seguinte.

Segundo dados extraidos de uma reportagem, a populagao de marlim-azul foi reduzida a 20%
da existente ha cinquenta anos. Considerando que foi constante a razao anual (razao entre a
populacdao de um ano e a do ano anterior) com que essa populacao decresceu durante esse
periodo, a populacao de marlim-azul, ao final dos primeiros vinte e cinco anos, ficou reduzida
a que parte da populacao inicial?

Vamos a solucao.

Facamos uma tabela:

ANO 0 1 2 3 25 n

POP. PO P1 P2 P3 P25 Pn
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Seja g a razao constante de decrescimento. Pelo enunciado, quando n =50, P_ = 20% de P_. Assim:

1

P-q*=0,2-P,=q° =0,2=q=0,2%

Logo, para determinar P__, vem:

25
1\2° 1
P25:P0'q25:P0'(0125°j =P0-0,22

Com o auxilio de uma calculadora, encontramos 0,2°% ~ 0,45. Donde vem que:

P, =0,45-P, = 45% de P,

Exponenciais

Sejam a um ndmero real fixo e x uma variavel real qualquer. Analisemos a expressao a*, ou seja, que
tipo de valores ela podera assumir, @ medida que, fixado um valor para q, x variar em IR?

Lembremos, inicialmente, que:

i) se x for natural, a* sera uma multiplicagdo composta por x fatores iguais a a; por exemplo:

SRS

2 2 2 2 8

ii) se x for inteiro negativo, a* sera definido para todo ndo-nulo como (a”)*, sendo a” o inverso de q;
por exemplo:

2 (230 fany 8100
0,2555. )7 = [ = | =[] ==—==152
50 23 539

iii) se x for um racional ndo-inteiro, isto &, X= E , com p e q inteiros primos entre si, a* = a*'? sera

definido como a raiz g-ésima de a elevado a p; por exemplo:

(16)s =3f(20) =32° =222 =24¥/8
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iv) se x for um irracional, a* sera calculado por meio da aproximacao a’, sendo r uma aproxima-
¢do racional de x ; por exemplo:

7
272 v =05 —R02%.27 = 2.3t = 2 =2 64

Feita essa revisao, voltemos ao nosso problema original. Observemos que nossa analise de-
vera ser feita sobre o valor de a, para que x possa variar “livremente” dentro do conjunto dos
ndmeros reais.

De cara, duas situagoes se apresentam:

12) ndo é possivel calcular, em IR, a raiz n-ésima de niimeros negativos, quando n é par;

22) 0 0 (zero) ndo é inversivel.

Portanto, nao existira a* nos seguintes casos:

10) (_4)1/2

2°0) 02
Assim, se a = 0 ou se a for negativo, entao, a fim de que x possa variar “livremente” em IR,
a* ndo sera definido.

Finalmente, para encerrar nossa analise, recoloquemos a questao de partida: que tipo de valo-
res ela podera assumir, @ medida que, fixado um valor para a, x variar em IR?

Se fixarmos a = 1e variarmos x em IR, o nimero assumira sempre o valor 1, ou seja, ndo variara.
Este caso sera, pois, desconsiderado da definicao que faremos a seguir.

Dados um nimero real positivo a # 1 e uma variavel real x, chama-se exponencial desse a a
expressao a*. A funcao real f que a cada x associa a exponencial @, a nas condigoes iniciais (0
< a#1),ou seja, f(x) = a*, chama-se fungdo exponencial.

Consideremos a seguinte situagao-problema.

Uma pessoa tomou 60mg de um antibiotico. A bula desse remédio indicava que sua meia-vida
era de seis horas. Responda:

a) ap6s 12 horas da ingestao desse remédio, que quantidade dele ainda permanece no orga-
nismo?

b) e apds 3 horas da ingestdo?
c) e apos t horas da ingestao?

Vamos a solucao.



48

A chave para resolver este problema esta em perceber que, a cada intervalo de seis horas, a
quantidade de remédio no organismo reduz-se a metade (definicao de meia-vida). Note-se
que o modelo adequado é do tipo exponencial, pois 0 que se tem & uma variagao relativa
constante (a cada seis horas, ocorre uma reducgdo de 50%). Entdo, chamando a quantidade de
remédio que permanece no organismo apos t horas de Q(t), temos:

Q(t) =60+ at

Mas, pelo enunciado, Q(6) = 30, ou seja:
60+a°=30 —-a°=0,5—->a=0,5"¢
Donde vem que a fungdo procurada em c) é:

Q(t)=60¢0,5

Assim:

(a) Q(12) = 60 « 0,52 = 15 mg

(b) Q(3)=60-0,5"* ~ 42 mg

Consideremos, agora, outra situacao-problema.

Um banco afirma que empresta dinheiro a juros anuais de 100%, capitalizados mensalmente.
Responda:

a) qual é a taxa anual efetivamente cobrada pelo banco?
b) e se 0 banco optar por uma capitalizagao diaria?
c) e se 0 banco considerar uma capitalizacao continua?

Vamos a solugao. Situagoes em que se trabalha com capitalizagao monetaria sao modeladas
por funcoes do tipo exponencial, y = b « a*, sendo a base a =1 + i, com i igual a taxa de juros
correspondente ao periodo. Assim:

o1
(@) i= =
1 12
y :b'(1+5) = b (1 +iga) = 1+ igma ® 2,613 = igpa = 1,613=161,3%
1
(b) t= 55
1% . . .
y:b'(HEJ = b (1+iy) = Vi = 2708 = iy ~ 1,716 =171,4%
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() i=
y=

1
i
1Y N . . 1Y
bel1+—| =b(1+i,,0) = T+ipa = 1+ = | = i =| 1+ =] =1
n n n

A medida que n for assumindo valores cada vez maiores (n — «), teremos:

(‘1+ 1] =378
ft

Donde vem que i . sera, aproximadamente, igual a 171,8%

anual

1" p B
Demonstra-se que, tomando n—+« , tem-se: (‘l+ H] =2 Ma2ene28q59045.., . Esse numero e

representado por uma letra, a letra g, em homenagem ao matematico suico Leonard Euler.
Portanto:

a=m

Lim [‘1+%J =g=278

A partir disso, define-se, para cada nimero real x, a funcao exponencial de base £ pela seguin-
te lei de correspondéncia:

flx)=e
Essa funcao possui propriedades muito importantes nas mais variadas areas do conhecimen-
to, especialmente aquelas que envolvem distribuicdes de probabilidades e estatisticas, além

das descricoes de alguns fendmenos naturais, como a radioatividade, o crescimento popula-
cional, a cinética quimica e a propagagao de moléstias.

# ld na plataforma

Acesse a plataforma e assista a videos sobre o assunto que trabalhamos nesta unidade.
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Grafico da funcao exponencial

O grafico dessa fun¢ao & uma curva, obtida encontrando-se alguns pares ordenados que per-
tencam a funcao e desenhando-se a curva que passa por eles. A observagao de graficos dessas
funcoes permite deduzir algumas de suas propriedades, que serao discutidas neste texto.

Em uma funcao qualquer, grosso modo, encontrar pares ordenados que pertencam ao seu
grafico consiste escolher valores para x e encontrar os valores de f(x) ligados a eles, no con-
tradominio. Isso é feito substituindo-se o valor de x escolhido na funcao e calculando-se a
expressao numérica resultante.

Utilizando um programa para construcao de graficos, o Winplot, temos:

1° caso: a base € um niamero menor do que 1 (por exemplo: 0,8)

|

Figura 3.4

2° caso: a base é um nimero maior do que 1 (por exemplo: 3/2)

Figura 3.5

Algumas caracteristicas notaveis da funcao real definida por fix) = a*:
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12) A funcao exponencial é decrescente se 0 < a <1, e crescente, se a > 1. Decorre dai que:

aP=a?se, esomentese, p =q

2?) A afirmacdo anterior equivale a dizer que a fungao exponencial € injetiva (ou, se preferir,
injetora).

3?) Afuncdo exponencial nao possui raizes reais (seu grafico nao intersecta o eixo das abscissas),
ou seja, nao existe x real de tal modo que a*=0.

32) 0 ponto de coordenadas (0; 1) sempre pertence ao grafico de f.
4?) A imagem da fungao exponencial é o intervalo real (0;+).

52) Se tomarmos f: IR— (0; +0), definida por f(x) = a*(0 < a # 1), f sera sobrejetiva. Como, por
definicao, a funcao exponencial ja é injetiva, ela é bijetiva e, portanto, inversivel.

Colocando y = a* a lei que define f"sera aquela por meio da qual conseguiremos determinar
o nimero que colocado como expoente de a, fornecera o valor de y.

Por exemplo, dado f(x) = 2, para obter f(1024) , chegamos a equagdo 2*= 1024, isto &, x =10 ;
logo, f(1024) = 10.

# ld na plataforma

Acesse a plataforma e assista a videos sobre o assunto que trabalhamos aqui.

Equacoes exponenciais

Grosso modo, sdo equagdes cuja incognita encontra-se no expoente. Uma equagao exponen-
cial sera dita simples quando for da forma a®™=a' (0 < a # 1), cuja solugao sera obtida por meio
da resolucdo da equacdo decorrente: f(x) =r.

Exemplo:
Resolva a equacao: 32%'= 0,25

Solucgao:
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(25 )2)(—1 — (2—2 )X

210x—5 _ 2—2)(
10x -5=-2x
5
X=—
12

Equacoes “mais complicadas” sao aquelas que envolvem adicao e subtracao de exponenciais
de mesma base, as quais se resolvem, geralmente:

1°) identificando-se a exponencial basica (geralmente, o termo a* a partir do qual se obtém as
expressOes que aparecem na equagao) e, em seguida, chamando-lhe de uma letra qualquer
que nao tenha sido utilizada como variavel no problema;

2°) resolvendo-se a equagao decorrente e, em seguida, retornando-se a variavel original.

E importante lembrar que, qualquer que seja0<a # 1,

a** " =a”- a

p

. a
a1 ="
aq

iii)a? 9 =(a”)?

Exemplo:

Resolver a equagao 5%+ 5¥+ 5x1= 775,
Solugao:

- exponencial basica: 5=y

- equacao decorrente:

X

5%- 5"+ 5 +2—1=775

Y 775
5
25y+55y+y=775

S5y+y+

31_y:775
5
Y _os5
5
y =125

-voltando: 5 =5 = x=3
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Consideremos a seguinte situagao-problema. Um barco parte de um porto A com 2* passageiros
e passa pelos portos B e C e, deixando, em cada um dos portos, metade dos passageiros pre-
sentes no momento de chegada, e recebendo, em cada um, 2*2novos passageiros. Se o barco
parte do porto C com 28 passageiros, e se N representa o nimero de passageiros que partiram
de A, determine o valor de N.

Solucao:
Porto A: N = 2%

x

.2 . .
Porto B: deixa 3 e recebe 2*2 passageiros, totalizando:

S f N
e — P =M= = —+ =M
2 2 2 o0

0™
Porto C: deixa > e recebe 2¥2,

M. 2228
2

%+g+x/ﬁ:28

N3N e
4 2

£ &
Fazendo N'2=t, vem: I+E=28:>t’ +EE-M2=0=t=08=N=6H4,

Inequacgoes exponenciais

Grosso modo, sao inequagoes cuja incognita encontra-se no expoente. Uma inequagao expo-
nencial sera dita simples se for da forma a®™ o a’ (0 < a # 1), com a atendendo as condigoes
iniciais e o designando um dos sinais de desigualdade (<; >, < ou >). Sua solucdo sera obtida
por meio da resolucao da inequacao decorrente:

fix)dr,sea>1ou

f(x)o'r,se0<a<1
com 9" designando 9 invertido (por exemplo, se 3 for o sinal <, entdo 0" sera o sinal >).
Exemplo:

Resolva a inequagao 3" < 9.
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Solugao:
37292372 2 1-xs 22 x2 -1,

Observagao:

De modo geral, procede-se com as inequagoes exponenciais da mesma forma que com as
equagoes.

# ld na plataforma

Acesse a plataforma e assista a videos sobre o assunto desta unidade.

Funcao exponencial nas provas
de vestibulares e ENEM

A funcao exponencial € uma das fung¢des cobradas na prova de Matematica e suas Tecnologias,
do Enem.

Atividades

| FRE ST S S R L T
1950 70 90 2010 30 50
Fonte: Perspectivas da Populacédo Mundial, ONU, 2009.

Disponivel em: www.economist.com.
Acesso em: 9 jul. 2009 (adaptado).
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(Enem, 2009) Suponha que o modelo expo-
nencial y =363-e**, em que x = 0 corres-
ponde ao ano 2000, x = 1 corresponde ao
ano 2001, e assim sucessivamente, e que y
é a populacao em milhoes de habitantes no
ano x, seja usado para estimar essa popula-
¢ao com 60 anos ou mais de idade nos pai-
ses em desenvolvimento entre 2010 e 2050.
Desse modo, considerando que &% =135,
estima-se que a populacao com 60 anos ou
mais estara, em 2030, entre:

a) 490 e 510 milhoes
b) 550 e 620 milhdes
c) 780 e 800 milhoes
d) 810 e 860 milhdes

e) 870 e 910 milhdes

# ld na plataforma

Acesse a plataforma e assista a um video
com a resolugdo comentada da questdo 1.

2. (Enem, 2007 / Adaptada) A duracao do
efeito de alguns farmacos esta relacionada
a sua meia-vida, tempo necessario para que
a quantidade original do farmaco no orga-
nismo se reduza a metade. A cada intervalo
de tempo correspondente a uma meia-vida,
a quantidade de farmaco existente no orga-
nismo no final do intervalo é igual a 50% da
quantidade no inicio desse intervalo.

% de farmaco no organismo

0 1 2 3 - 5 6 7

Numero de meias-vidas

0 grafico anterior representa, de forma ge-
nérica, o que acontece com a quantidade de
farmaco no organismo humano ao longo do
tempo.

F. D. Fuchs e Cher . Wannma. Farmacologia Clinica. Rio
de Janeiro: Guanabara Koogan,1992, p. 40.

A meia-vida do antibiotico amoxicilina é de
uma hora. Assim, se uma dose desse antibi-
otico for injetada as 12h em um paciente, o
percentual dessa dose que restara em seu
organismo as 14h sera de:

a) 0%

b) 10%
) 20%
d) 25%

e) 50%
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3. (Enem, PPL 2020) Um laboratorio realizou
um teste para calcular a velocidade de re-
producao de um tipo de bactéria. Para tan-
to, realizou um experimento para observar
a reproducao de uma quantidade x dessas
bactérias por um periodo de duas horas.
Apos esse periodo, constava no habitaculo
do experimento uma populacao de 189.440
da citada bactéria. Constatou-se, assim, que
a populacao de bactérias dobrava a cada
0,25 hora.

A quantidade inicial de bactérias era de:
a) 370

b) 740

c) 1.480

d) 11.840

e) 23.680

4, (Fuvest, 2012) Uma substancia radioativa
sofre desintegra¢ao ao longo do tempo, de
acordo com a relacao m(t)=cea™ emquea
€ um ndmero real positivo, t € dado em anos,
m(t) a massa da substancia em gramas e c e
k sao constantes positivas. Sabe-se que m,
gramas dessa substancia foram reduzidos a
20% em 10 anos. A que porcentagem de m,
ficara reduzida a massa da substancia, em
20 anos?

a) 10%
b) 5%
C) 4%
d) 3%

e)2%

matematica_unidade 03

5. (Unisc, 2021) O nimero de bactérias numa
cultura, em funcdo do tempo t (em horas),
pode ser expresso por:

N(t) = 256 « 207t

Em quanto tempo, em horas, o nimero de
bactérias sera igual a 2048?

a)2

b) 6

® A modelagem de uma situagao problema
por meio de y = f(x) sera do tipo exponen-
cial quando f(x+#k} for constante.

flx)

® A funcao exponencial é decrescente, se
0 <a<1e, crescente, se a > 1. Decorre
dai que:
o= <=p=g

® A funcao exponencial nao possui raizes
reais (seu grafico nao intersecta o eixo
das abscissas), ou seja, ndo existe x real
de tal modo que a*= 0.

® A imagem da funcao exponencial é o
conjunto dos nimeros reais positivos.



Qual e a razao?

Progressoes
geometricas

meta

Interpretar problemas que envolvam sequéncias caracterizadas como progressoes
geometricas, resolvendo-os a partir do uso de propriedades e formulas deduzidas.

objetivos

Esperamos que, ao final desta unidade, vocé seja capaz de:
® identificar progressoes geomeétricas;
® associar progressoes geométricas a fungdes exponenciais de dominios discretos;

® analisar propriedades, deduzir formulas e resolver problemas.
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Introducao

O problema a seguir foi adaptado de uma questao do Exame Nacional do MAA (Mathematical
Association of America), sociedade matematica estadunidense. Um aspecto interessante desse
problema é que ele costuma deixar os alunos intrigados e os professores desconfiados. Vocé
aceita o desafio de observa-lo? Entao vamos comecar.

Problema 1:

Uma pessoa, comecando com RS 64,00, faz seis apostas consecutivas, em cada uma das quais
arrisca perder ou ganhar a metade do que possui, no momento de cada aposta. Se ela ganha
trés e perde trés dessas apostas, pode-se afirmar que ela:

a) ganha dinheiro.

b) nao ganha nem perde dinheiro.

c) perde RS 27,00.

d) perde R$ 37,00.

e) ganha ou perde dinheiro, dependendo da ordem em que ocorreram suas vitorias e derrotas.

Solucao:
Em geral, ao tentarem solucionar o problema, os alunos escolhem uma ordem de vitorias e
derrotas para ver o que acontece. Alias, essa & até uma boa estratégia. Por exemplo, se ela

vence as trés primeiras apostas e perde as Gltimas trés, o seu capital evolui de acordo com o
esquema a seguir:

64 > 96 > 144 - 216 - 108 > 54 > 27.

Se ela comegou com R$ 64,00 e terminou com R$ 27,00, ela perdeu R$ 37,00. Assim, sabemos
agora que a resposta so podera ser (D) ou (E).

Em seguida, os alunos costumam experimentar uma outra ordem, por exemplo, ganhando e
perdendo alternadamente. Obtém-se o seguinte esquema:

64 > 96 > 48 > 72 > 36 > 54 > 27.
Nessa ordem, a pessoa também perdeu RS 37,00.

Em uma nova tentativa, experimentam outra ordem, torcendo para que a pessoa nao termine
com R$ 27,00, o que permitiria concluir que a resposta é (E). Entretanto, descobrem que a pes-
soa novamente termina com R$ 27,00 e permanecem na divida. Alguns se dispdem a tentar
todas as ordens possiveis, mas logo desistem ao perceberem que ha 20 possibilidades.

Mas como ter certeza de que sempre terminara com RS 27,00 sem ter que verificar todas as
possibilidades?

matematica_unidade 05
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A melhor maneira de abordar problemas como esse, nos quais ha uma grandeza variavel da
qual é conhecida a taxa (porcentagem) de variagao, é concentrar a atengao, ndo na taxa de
variacao da grandeza, e sim no valor da grandeza depois da variagao.

Nesse problema, devemos pensar assim:

. 1 . 1
® cadavez que a pessoa ganha, o capital aumenta 5 (ou seja, 50%) e passa a valer 1+§ :g
do que valia;
. Lo 1 .
® cada vez que a pessoa perde, o capital diminui 5 (ou seja, 50%) e passa a valer 1—% =%

do que valia.

Pensando assim, se a pessoa vence as trés primeiras apostas e perde as trés ultimas, a evolu-
¢ao de seu capital pode ser representada conforme o esquema a seguir:

645643 564-2-3 564-3.3.3 ,5,.3.3.3.7
2 222 2222
64.-2.3.3. 1.1 g,.3.3.3.0.1.1
22222 222222

Além disso, também podemos perceber que, se as vitorias e derrotas tivessem ocorrido em
outra sequéncia, isso apenas mudaria a ordem dos fatores, sem alterar o produto, e a pessoa
também terminaria com RS 27,00.

Se ela comegou com RS 64,00 e terminou com R$ 27,00, perdeu RS 37,00. A resposta é (D).

Outros problemas

A seguir, apresentaremos outros problemas, nos quais a variacao das grandezas se dara de
maneira similar ao exemplo mostrado no Problema 1. Eles sao (teis para per-

. . ~ Crescimento
cebermos determinados comportamentos antes de definirmos progressoes ge- demogrdfico ou
ométricas. populacional

Incremento médio anual
da populagao residente

Problema 2:

A populagao de um pais é hoje igual a P, e cresce 2% ao ano. Qual sera a popu- €M determinado espago

- . . eografico, devido a
lagao desse pais daqui a n anos? geos B
diferenca entre o nimero

~ P . . s . - de pessoas que nascem
Vocé também discutira sobre crescimento demografico em aulas de Geografia, (nafalidade)qe o niimero

dando mais destaque as questdes sociais que sdo responsaveis por tal incre-  ge pessoas que morrem
mento. Aqui, vamos pensar na modelagem matematica que esta por tras das (mortalidade) ou &
informacgoes. migragao liquida.
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Solucao:

Se a populagao cresce 2% ao ano, em cada
ano a populacao sera 102% da populagao
do ano anterior. Portanto, a cada ano que
passa, a populacao sofre uma multiplicacao
por 102% = 1,02. Com isso, depois de anos, a
populagao sera:

P, (1,02)
Problema 3:

A torcida de certo clube é hoje iguala P, e
decresce 5% ao ano. Qual sera a torcida des-
se clube daqui a n anos?

Solucao:

Se a torcida decresce 5% ao ano, em cada
ano a populacao sera 95% da populagao
do ano anterior. Portanto, a cada ano que
passa, a populacao sofre uma multiplicacao
por 95% = 0,95. Com isso, depois de anos, a
populacao sera:

P, +(0,95)"

Nos Problemas 2 e 3, percebemos que se
uma grandeza tem taxa de crescimento
igual a i, cada valor da grandeza é 1 + i vezes
o valor anterior.

No Problema 2, tivemos 1 + 0,02 = 1,02, pois
tratava-se de um crescimento populacional.
No Problema 3, tivemos 1 + (-0,05) = 0,95,
pois tratava-se de um decrescimento da
quantidade de torcedores.
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Progressoes
geometricas

Nesta secao, serao apresentados exemplos
de sequéncias que se configuram progres-
soes geométricas. Com eles, discutiremos
propriedades e deduziremos formulas im-
portantes. Tais formulas nao precisam ser
decoradas, mas, sim, entendidas dentro de
contextos similares aos dos problemas que
apresentamos anteriormente.

Progressoes geométricas (PG) sdo sequéncias
nas quais a taxa de crescimento i, de cada ter-
mo para o seguinte, &€ sempre a mesma.

Exemplo 1:

A sequéncia (1,2, 4, 8,16, 32, ...) € um exemplo
de uma progressao geométrica. Aqui, a taxa
de crescimento de cada termo para o seguinte
€ de 100%, o que faz com que cada termo seja
igual a 200% do termo anterior, isto &, cada
termo é o anterior multiplicado por 2.

Exemplo 2:

A sequéncia (1000, 800, 640, 512, ...) é outro
exemplo de uma progressao geométrica.
Aqui, a taxa de crescimento de cada termo
para o seguinte é de - 20% (nesse caso, dado
que a taxa é negativa, o que ha é decresci-
mento). Ou seja, cada termo é 80% do termo
anterior, o que é equivalente ao termo ante-
rior multiplicado por 0,80.
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Razao da progressao geometrica

Como acabamos de ver, numa progressao geométrica, cada termo € igual ao anterior multi-
plicado pelo valor 1 + i, em que i é a taxa de crescimento (ou de decrescimento) dos termos.
Chamamos 1+ i de razao da progressao geomeétrica e representamos a razao pela letra g.

Assim, também podemos definir uma progressao geométrica com outras palavras: € uma se-
quéncia na qual o quociente da divisao de cada termo pelo termo anterior & constante. Esse
quociente constante é a razao da progressao geométrica, a mesma que representamos acima
com a letra q.

Exemplo 3:

As sequéncias (2, 6, 18, 54, ...) e (128, 32, 8, 2, ...) sdo progressoes geométricas cujas razoes valem,
respectivamente, g,=3 e g, = e Suas taxas de crescimento sao, respectivamente, i, = 200% e
i, = -75%.

g, =1+i,=3=1+i,=i,=2=200%

.1 .1 3
qz:1+12:>Z:1+l1:l1zz—1:—zz—75%

Repare que, em ambas as sequéncias, para avancar um termo, basta multiplica-lo pela razao;
para avancar dois termos basta multiplica-lo pela razao duas vezes, e assim por diante.

Considerando uma progressao geométrica (a, a,, a,, ...), podemos dizer, por exemplo, que a,= a, * g’

ouquea,=a,*q),poisavancamos, respectivamente, dois termos, ao passar do a, para o a, e sete
a .

termos ao passar do a, para o a,,. Por outro lado, a, =—%, pois ao passar do a,, para o a,, retroce-
q

demos 9 termos. Note que também podemos escrever essa mesma expressao da seguinte forma:
-9
a,.a,.q”.

De modo geral, podemos relacionar o expoente da razao com a diferenga entre os indices dos
termos de partida (a)) e de chegada (a,). Assim, a = a_+q"".

Particularmente, podemos escrever essa expressao partindo do primeiro termo: a_=a,*q™".

Em muitos casos, € mais natural numerar os termos a partir de zero, como foi feito nos Exem-
plos 1e 2; nesse caso, a formula obtida acima ficaria assim: a_= a +g", pois avangamos n termos
ao passar do a, para o a . Isso & comum quando os termos estao indexados pelo tempo.

Problema 4:

Em uma progressao geométrica, o quinto termo vale 5 e o oitavo termo vale 135. Quanto vale o
sétimo termo dessa progressao?
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Solucao:

Temos que a, =5 e a, = 135. Assim, podemos
determinar a razao dessa progressao geo-
métrica, fazendo:

a, =as - q(S_S)
Qs =0, 'q3
135:5-q3
8

Analogamente, usamos a,= a,* q’* para de-
terminar o sétimo termo da progressao:

2

5°4
.32
9
5

~

~

Q O 9 9
~

(1l

N~ 0o

~

O sétimo termo vale 45.
Problema 5:

Ao inserir trés termos entre os niimeros 30 e
480, de forma a obter uma progressao geo-
métrica com os cinco nimeros, qual sera a
razao dessa PG?

Solucao:

Chamamos interpolagdo ao processo de in-
serir nimeros entre dois outros ja existen-
tes. Nesse caso, como o resultado sera uma
progressao geométrica, a chamaremos de
interpolacdo geométrica. Inserindo-se trés
termos entre 30 e 480, ficamos com cinco
termos, sendo 30 o primeiro termo e 480, 0
altimo deles. Temos a, = 30 e a, = 480. Como
a, = a,q* entao:
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480=30-q"
480
S0 -
16=q"
q=1+2

No Problema 5, encontramos dois valores
possiveis para a razao da PG. Vamos veri-
ficar como ficariam as sequéncias em cada
caso.

® Se g = 2, entao os cinco nimeros em
progressao geométrica serao (30, 60,
120, 240, 480);

® Se g = -2, entao os cinco nimeros em
progressao geométrica serao (30, -60,
120, 240, 480).

Repare que, em ambos os casos, os termos
estao em ordem crescente, mas, no segundo
caso, ha uma alternancia nos seus sinais.

Também ja verificamos no Exemplo 3 que
razoes podem determinar crescimento e
decrescimento em progressoes geométricas
e isso ocorre da seguinte forma:

® seqg>1,entdo a progressao geométrica
@ crescente;

® seg-=1,entdao a progressao geométrica
é constante;

® se0<g=<1,entao a progressao geome-
trica é decrescente;

® seg<0,entao a progressao geométrica
é alternada ou oscilante.
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Soma dos n primeiros termos de uma progressao
geomeétrica

A soma dos n primeiros termos (S ) de uma progressao geométrica (a ) de razao q # 1, é:

n

1-q
1-q

A afirmacao acima é verdadeira, mas em matematica precisamos apresentar argumentos que
comprovem a validade do que é afirmado. Damos a esse processo de comprovacao o nome de
prova ou demonstragdo. O intuito da prova ou demonstracao é o da comprovagao. Assim, nao
€ necessario que a cada vez que utilize a formula vocé tenha de demonstra-la.

S,=a,-

n

Prova:
A soma dos n primeiros termos de uma PG pode ser representada da seguinte forma:
S,=a,+a,+a,+..+a_+a ()

Multiplicando por g toda a expressao, obtemos:
q.5n=q.a1+q.az+q.a3+,,,+q.an_1+q.an (1

Subtraindo da expressao (1) a expressao (I1), temos:

S-qeS=a+a,+a,+..+qa,,+0a-0a,-a,-a+..-0a,-a.

S-q*S~=a,-a,,

S,*(1-g)=aq,-a

n+1

Comoa_ =a,+q", substituimos:
S, (1-@)=a,-a,*q"
Si(1-g)=a,-(1-¢q")
S, =a, =g
1-q

Nas progressoes geométricas que possuem razao com valor absoluto menor do que 1, gl <1,
é possivel obter um valor finito para a soma dos infinitos termos da sequéncia. Em linguagem
matematica, isso € equivalente a dizer que a soma dos n primeiros termos tem um limite finito
(converge), quando n tende ao infinito (n > o).

n

Como a soma dos n primeiros termos de uma PG é dada por S, =aq, - 11 q

, entao devemos

verificar o que ocorre com ", quando n - co. Assim, como a razao €& um ndmero cujo valor
absoluto € menor do que 1, podemos dizer, grosso modo, que, a medida que o expoente vai
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aumentando, o valor de g" vai diminuindo,
se aproximando cada vez mais de 0. Isto &, 0
limite de g" quando n tende a infinito é igual

a zero.

Nesse caso, se , lim , _g" = 0, entdo

lims, —a, - 1= Ou seja:

n—w 1-

limS, =

n—w ’|_q

Problema 6:

Qual o valor da soma 0,3 + 0,03 + 0,003 +...,
quando o nimero de parcelas tende ao in-
finito?

Solucao:

Intuitivamente, podemos dizer que a soma
resulta em 0,3333..., uma dizima periodica

. - PR .
cuja representacao fracionaria & — Porém, é

3
possivel usar a formula que acabamos de ve-
rificar. Para isso, consideremos que as parce-

las da soma sao os termos da PG
1

. 3
... . Assim, a e qg=
j "0 €970

3 3 3
10"100" 1000’

Substituindo, temos:

3
limS, = 01
n—o 1_7
10
3
lims, _10_ 3.1
n—e 9 9 3
10
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Problema 7:

Calcule o limite da soma 1+l+l+l+___
2 4 8 16

Solucao

Vamos considerar que as parcelas sao ter-

mos da PG (1 111 j.Assim,q=1 e

2'4'8"16" 2

g= % Substituindo, temos:

1

|.|mSn:L,I

n—w 1_7

2
1

. _2_

ms, =4 -1
2

O resultado admite uma interessante para-
frase. Suponha que Fabio deva correr 1km.
Inicialmente, ele corre metade dessa dis-

o o1
tancia, isto &, km em seguida, ele corre
metade da dlstanC|a que falta, isto &, Z km;
depois metade da distancia restante, isto &,

1 . .
3 km, e assim por diante.

Depois de dessas etapas, Fabio tera corrido
1 1 1 1
—+—t—+..

2 4 8 2"
soma sera aproximadamente igual a 1km.

km. Se n for grande, essa

# ld na plataforma

Quer saber mais sobre soma de progres-
sdo geometrica? Acesse a plataforma e
veja um video sobre o assunto.



Atividade

Questoes sobre progressoes geométricas
sao muito comuns em provas do ENEM, mui-
tas vezes com contextos relativos as lingua-
gens, as ciéncias humanas ou da natureza.
Assim, apresentaremos a seguir uma ques-
tao do ENEM para que vocé pratique mais
um pouco.

1. (Enem, 2020) O artista grafico holandés
Maurits Cornelius Escher criou belissimas
obras nas quais as imagens se repetiam,
com diferentes tamanhos, induzindo ao ra-
ciocinio de repeticao infinita das imagens.
Inspirado por ele, um artista fez um rascu-
nho de uma obra na qual propunha a ideia
de construgao de uma sequéncia de infini-
tos quadrados, cada vez menores, uns sob
os outros, conforme indicado na figura.

TP R
1
-7 S
1/2
1/4

D

0 quadrado PRST, com lado de medida 1,
o ponto de partida. O segundo quadrado
construido sob ele tomando-se o ponto mé-

[

dio da base do quadrado anterior e criando-
-se um quadrado novo, cujo lado correspon-
de a metade dessa base. Essa sequéncia de
construcao se repete recursivamente. Qual
€ a medida do lado do centésimo quadrado
construido de acordo com esse padrao?

a) Gjm

b) (%)99
c) Gjm
d) GTB
e) G)%
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Resumo

Progressdo geométrica (PG) & uma sequéncia numérica na qual a taxa de crescimento i, de
cada termo para o seguinte, & sempre a mesma.

A formula que relaciona dois termos de uma PG é a_ = a,-q"?
n

1-q

A formula da soma dos primeiros termosdeumaPGé S, =a, -

Para progressoes geométricas cuja razao tem valor absoluto menor do que 1, é possivel obter

. . A . . . - . a
a soma dos infinitos termos da sequéncia através da seguinte expressao: limS, = 1—1
n—owo — q

Referencias
IBGE. Glossario do censo 2010. Disponivel em: https://censo2010.ibge.gov.br/apps/atlas/
pdf/209_213_Glossario_ATLASDEM0%202010.pdf. Acesso em: 27 abr. 2022.

MORGADO, A. C.; SOUZA, F. H. T.; COSTA, C. J.; FIGUEIREDO, L. M.; GIRALDO, V. A. Pre-vestibular so-
cial: matematica. v. 1. 5. ed. rev. ampl. Rio de Janeiro: Fundacao CECIER], 2012.
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Pra que serve esse
tal de logaritmo?

metas

Articular conhecimentos matematicos, especialmente a funcao logaritmica, ao propor e/ou
participar de acoes para investigar desafios do mundo contemporaneo e tomar decisoes
éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de problemas de urgéncia social,
como os voltados a situagoes de saude, sustentabilidade, das implicagdes da tecnologia
no mundo do trabalho, entre outros, recorrendo a conceitos, procedimentos e linguagens
proprios da matematica; utilizar a funcao logaritmos para interpretar, construir modelos e
resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a
adequacao das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

objetivos

Esperamos que, ao final desta unidade, vocé seja capaz de:

® resolver e elaborar problemas com fungoes logaritmicas nos quais & necessario
compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos como os
de abalos sismicos, pH, radioatividade, matematica financeira, dentre outros.

® comparar e analisar as representagoes, em plano cartesiano, das fungoes exponen-
cial e logaritmica para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem,
crescimento) de cada uma, com ou sem apoio de tecnologias digitais, estabelecendo
relagoes entre elas.



68

Introducao

Num pais, a inflagdo mensal é de 6%. Apos quantos meses, a partir de hoje, um produto desse
pais tera seu valor triplicado?”

O problema colocado é resolvido bastando observar que, a cada més, o valor V, de um deter-
minado produto, no més n, sera igual a 106% do valor V__, que é o valor no més anterior. Assim,
V_seraigualaV_ multiplicado por 1,06. Em notacao matematica:

V. =106V .

Dessa forma, a sequéncia formada pelos valores do referido produto em cada més sera uma

PG de razao 1,06. Colocando o valor inicial igual a, o problema sera modelado como segue:
V,-1,06" =3V = 1,06" = 3.

Assim, a solucao do problema é o nimero que colocado como expoente do 1,06 produz a po-
téncia 3. A questao que se coloca, nesse ponto, é se tal equagao possui, ou nao, solucao e, em
seguida, existindo tal solucao, se ela é nica, ou nao.

Observemos a Figura 5.1, em que esta representado o grafico da funcdo exponencial f(x) = @,
coma>1.

=1

Figura 5.1: Funcdo exponencial f(x) = a¥, com a > 1.

matematica_unidade 05



27 -8 -5 -4 =3 =2 =1 ] 1 2 3 4 8 3

Bl el o o

=

=1

Figura 5.2: Dado b > 0, existe x, tal que f (x,) = b.

Notemos que, Figura 5.2, tomando arbitrariamente o ponto (0, b), com b > 0, existe um Gnico x,
de tal modo que se tenha f(x,) = b, ou seja:

a*=b.

Isso se da pois, considerando para contradominio de f o conjunto formado por todos os ni-

“u.n

meros reais positivos, cada “y” & a imagem de um “x” (sobrejetividade da fungdo exponencial).

u,n

Além disso, como f é estritamente crescente, quando “y” for a imagem de um “X", este sera

“u.n

anico (injetividade da fungdo exponencial). Portanto, definindo f: IR — IR, cada “y” sera a
imagem de um Gnico “x” (bijetividade da funcao exponencial), de modo que, para todo real
positivo P, a equacao exponencial a*= P, tem solucao Unica.

>> saiba mais

Quando resolvemos a equacao x° = 27, é simples chegar a conclusao de que x=3. Isso ndo ocorre
quando, por exemplo, resolvemos x* = 2. Nesse caso, representamos a solucdo, ou seja, o niimero
real cujo cubo é igual a 2, por um simbolo proéprio: 2. Ainda que ele represente a solucdo da
equacao x> = 2, ndo ha uma “caracteriza¢do” objetiva desse nimero, obtida diretamente de sua
representacdo. O mesmo acontece quando temos as equagdes sen(x) = 0,1 e 2*= 5, por exemplo.
Nesses casos, adotamos uma simbologia que representa a solu¢do, mas que ndo fornece uma
“caracterizagao” explicita dos nimeros procurados, ainda que sejam garantidas suas existéncias.
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Voltando ao problema proposto, a
solucao procurada, ou seja, o niimero
que colocado como expoente do 1,06
produz a poténcia 3, € chamado de lo-
garitmo de 3 na base 1,06. Escreve-se:
l0g, ,3-

Portanto:

1,06" =3n < l0g, 4, (3)
(Base)™?°¢"e = Resultado

Expoente = log,,.,(Resultado)

Historicamente, os logaritmos ante-
cederam as exponenciais, sendo con-
siderados, por muitos historiadores
da matematica, uma espécie de “cal-
culadora” em periodos como o das
grandes navegacoes, e em transacoes
financeiras, em virtude de transfor-
mar multiplicacoes e divisoes em adi-
coes e subtracgdes, respectivamente.

Ja antes dos logaritmos, a simplifica-
cao das operacoes era realizada por
meio de expressoes trigonométricas,
que relacionam produtos com somas
ou subtracoes. Esse processo de sim-
plificacao das operagoes envolvidas
passou a ser conhecido como pros-
taférese, sendo largamente utilizado
numa época em que as questoes re-
lativas & navegacao e a astronomia
estavam no centro das atencoes. De
fato, efetuar multiplicagoes ou divi-
soes com nimeros muito grandes era
um processo bastante dispendioso
em termos de tempo. A simplificacao
provocada pela prostaférese, era re-
lativa e, sendo assim, o problema ain-
da permanecia.

John Napier, tedlogo e matematico
escocés, foi um dos que impulsiona-

matematica_unidade 05

ram fortemente seu desenvolvimento, perto do
inicio do século XVII. Ele é considerado o inventor
dos logaritmos, muito embora outros matemati-
cos da época também tenham trabalhado com ele.

Figura 5.3: John Napier.

Fonte: https://es.wikipedia.org/wiki/John_Napier#/
media/Archivo:John_Napier_(Neper).jpg

0 método de Napier baseou-se no fato de que, as-
sociando aos termos de uma progressao geome-
trica b, b? b’ b% b5, ...,b", ..., 0os termos da progres-
sao aritmética 1, 2,3, 4,5, ..., n, ..., 0 produto de
dois termos da primeira progressao, b™ b?, estara
associado a soma m+p dos termos corresponden-
tes na segunda progressao.

Considerando, por exemplo,



PA 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 L 12 13

PG 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 | 2048 | 4096 @ 8192

Para efetuar, talvez, 256 x 36 , basta observar que:

® 256, nasegunda linha, corresponde a 8, na primeira;

® 32, nasegunda linha, corresponde a 5, na primeira;

® 8+5=13, na primeira linha, corresponde a 8192 na segunda.

Assim, 256 x 32 = 8192, resultado esse que foi encontrado por meio de uma simples operacao
de adicao.

A fim de que os nimeros da progressao geométrica estivessem bem proximos, para ser possi-
vel usar interpolacao e preencher as lacunas entre os termos na correspondénci? estabelecida,
evitando erros muito grosseiros, Napier escolheu para razao o nimero b :1_W =0,9999999,

que é bem proximo de 1. Ha relatos nos quais, para evitar decimais, Napier multiplicava cada
poténcia por 10’. Desse modo, ele chamava de “logaritmo” de N o nimero L tal que:

L
N=1o7-(1—i7)
10

Ou seja:
PA — 1 2 3 n
PG — 107¢b 107« b? 107 « b3 107 « b"

. . . 1
Particularmente, o logaritmo de Napier de 10’ vale 0 e o de b :1_W , vale 1.

# ld na plataforma

Na Unidade 3 de nosso ambiente virtual, acesse o video, que aborda o que estudamos até aqui.
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Definicao e propriedades basicas

Sejam a e b niimeros reais positivos com a diferente de 1. Chama-se logaritmo de b na base a
0 expoente ao qual a deve ser elevado para resultar b, ou seja:

x =log,b < a* =b.
Portanto, o logaritmo nada mais é do que um expoente. Assim, temos a seguinte nomenclatura:

Expoente=logaritmo

X = Ioga b <~——— Poténcia=logaritmando

Base

Figura 5.4: Nomenclaturas de um logaritmo.

Exemplos:

1°) [0g,,10= X < (0,01) =10 10> =10= -2x=1=x = —%

2°) 3%° =3 = [0g,5 = x < 3* =5, ou seja, 3°*° =5.

Generalizando, sendo a e b nimeros reais positivos com a diferente de 1:

a(logab) —

a.

3°9) log,1=x <5 =1=5% < x =0.

Generalizando, sendo a um nimero real positivo e diferente de 1:
log 1=0.

4) log ;\3=x =3 =3 x=1.

Generalizando, sendo a um nimero real positivo e diferente de 1:
log,a=1.

59) Sendo dado log,5 = 2,32, determine o valor de log,25.

Dado: 5 = 22%, entao:
l0g,25=x & (2*)' =5 & 2% =(227) = 2% =2* < 3x = 4,64 = x ~ 1,55.
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62) Dados log, 2 = 0,30 e log,3 = 0,48, determine o valor de x = log 12, de y = log, 1,5 e de
z=log2.

Dados: log, 2 = 0,30 e log, 3= 0,48, entdo 2 = 10* e 3 = 10%4, Assim:
o 10" =126 10" =22 x3 10" = (10°° ) x 10°* & 10" =10 & x =1,08

0,48

. 10y:3/2@10y:%c»wy:mm@y:ons

° 3=2c(10"" ) =10 < 1082 =10°* < 0,482 =0,30 < z = 0,625

Sistemas de logaritmos

Sendo 0 < a # 1, o conjunto S(a)={LelR|L=1log,(x), para algum x real e positivo recebe o
nome de sistema de logaritmos de base a. Os sistemas de logaritmos mais usuais sao aqueles
em que a base é 10, chamado de sistema decimal, e o sistema natural ou neperiano, cuja base
€ o nimero irracional e de valor aproximadamente igual a 2,71. Para um niimero real positivo b,
neste sistema escreve-se In(b) ou L(b) e, naquele, log(b).

Propriedades operatorias

Satisfeitas as condicoes exigidas para a existéncia dos logaritmos e para a realiza¢cao das ope-
racoes necessarias, temos:

P:log,(P+Q)=logpP+log,Q P2 log, (gj =log,P -log,Q P.: log,P" =a -log,P
(na multiplicacao de poténcias L . (quando se eleva uma poténcia
de mesma base, conserva- (na divisdo de poténcias a um expoente, conserva-se
se a base e adicionam-se os de mesma base, conserva- a base e multiplicam-se os
expoentes) se a base e subtraem-se os expoentes)

expoentes)

Para demonstra-las, sejam os niimeros reais x e y tais que;

o logP=x<a"=P.
e logQ=y<a =Q

1?) Queremos determinar o nimero real z tal que log, (P-Q)=z <> a’ =P-Q. Assim, temos:
a=P-Q=0a"a"=a"<z=x+y .
. . P P .
2?) Queremos determinar o nimero real w tal que log, [6] =w<eat = Q" Assim, temos:

aW:B=£:a”<:>z:x—
Q@ y.

Q
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3?) Queremos determinar o nimero real k tal que log,P* =k < a* =P . Assim, temos:
a =P =(a") okh=a-x.
Exemplos:

1°) Dados: log 2 = 0,301 e log 3 = 0,477, calcular o valor de log1,8.

Solucao:

2
log 1,8=log%=logz+log 3’ -log10=1log2+2-log3-1log10

l0g1,8=0,301+0,954 —1=0,255.
Observagao:
Um resultado muito atil é:
logS:log?:log10—1092:logsz1—logz.
2°) O IDH - indice de Desenvolvimento Humano - € um nimero entre 0 e 1, calculado pela média
aritmética de trés indices: de educagao, de expectativa de vida ao nascer e do PIB em dolares.

Com base nesses dados e na comparacao entre os paises, & possivel analisar a qualidade de
vida e o desenvolvimento humano no planeta.

O calculo do indice do PIB é feito através da seguinte formula:

log(PIB per capita)—log 100
log 40000 - log 100

indice do PIB =

sendo PIB per capita o valor da renda per capita do pais analisado, em doélares; 40.000 doélares
€ o valor maximo de renda per capita no mundo.

Um pais que tenha o indice do PIB igual a 0,79, possui um PIB per capita mais bem aproximado por
a) 100 dolares
b) 500 dolares
c) 1000 dolares
d) 5000 dolares
e) 10 000 dolares

(dados log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48).
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Solucao:

Como 10%=100 e 10%*= 1000, entao, temos os logaritmos decimais log 100 =2 e log 1000 = 3. Segue
que log 40000 = log (8 = 5 x 1000) = log 2*+ log 5 + log 1000 = 3 log 2 + log 5 + 3. Assim, log 40000 =
3(0,30) + 0,70 + 3 = 4,6.

Seja x o PIB per capita. Na formula dada, ficamos com:

_ logx—-log100  logx -2
log 40000 -10g100 4,62

= logx —2=2,054 = logx = 4,054 ~ 4 .

?

Portanto, o PIB per capita & aproximadamente igual a 10* = 10000 dolares. A alternativa correta
éE.

Mudanca de base

Se dispusermos de uma calculadora cientifica, veremos que, nela, ha duas teclas que dizem
respeito explicito a logaritmos.

[[BibirEditarAjuda
%
|
I |Graus @RadianosOGradoiHMCHMRHMS ‘M+||M- |
Logaritma natural — A1 10 A e e | [re | e [
(ou neperiano) :
|mt|sinh|sin|x2‘n!‘7[8‘9[/|%
|t‘.‘ms|msh|ct:|s|x3|r ‘-Vx‘ 4[ 5 ‘6 l*”l{x
oo o 2o ]2 3 I
] ] e e 200 [ el
— —

Logaritmo decimal

Figura 5.5
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Mas e se necessitarmos obter, por exemplo, um logaritmo em outra base, como no problema
introdutorio, cuja solucao era log, . 3? Ou seja, fica posto o seguinte problema, como relacio-
nar log, x com log,x (admitindo-se satisfeitas todas as condigdes de existéncia)?

Vejamos, sejam R =log,x eS = log_x. Entao:
Pf=xea® =x=P*t=a’.
Donde vem que:
S=log,P* =R-log,P =(log,x)-(log,P) = log,x =(log,x) - (log,P).

Ou seja:

Na medida em que log_ P & um valor constante, por exemplo, K, podemos escrever:
log,x =K-(log,x).

Isso nos mostra que, todo logaritmo em uma base qualquer a, é sempre um miltiplo de um
logaritmo numa outra base qualquer P. Assim, basta que conhecamos os logaritmos em uma
base para obtermos o logaritmo em qualquer outra base.

Exemplos:
1°) Utilizando uma calculadora cientifica, resolva o problema introdutorio.
Solucao:
Vimos que o nimero n procurado é dado por
n=log, 3.

Entao, se decidirmos trabalhar com logaritmos decimais, teremos:

_ log,,3 0,477 _
log,,1,06 0,025

A partir do 192 més.

Por outro lado, se decidissemos trabalhar com logaritmos naturais (ou neperianos), teriamos:

_ I3 1,099
(n1,06 0,058

~ 18,95

a partir do 192 més.

2°) A producao anual de uma inddstria, a partir de determinado ano, apresenta decrescimento
anual de taxa 10%. Assim, se a producao em 2010 foi de 1.000 unidades, em que ano essa pro-
ducao sera de 500 unidades?
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Solucao:

Na medida em que o decrescimento anual se da segundo uma taxa constante, o modelo mate-
matico que expressa a produgao (p) em determinado ano A, a partir de 2010, € uma funcao do
tipo exponencial, neste caso: p(A) = 1000 x 0,9

Assim deve-se ter:

__log2

1000-0,9* =500<0,9* =27 = A=l0g,,2"' = -1 :
' log 0,9

Entao, recorrendo a uma calculadora cientifica, temos:

A=-1

0,301 ~6,5
—-0,046 )

Assim, a producao sera de 500 unidades em 2017.
3°) Sabendo que, satisfeitas as condigoes de existéncia, log.b = ¢, determine logaqb" .

Solucao:

P .
log b® = ng"bq _P log,b _P. logab:B-c.
0g,a’ q-log,a q q

Assim:

log ,b? ==-c.

oo

Funcao logaritmica

u,.n

Para finalizar, a funcao exponencial definida de IR em IR’ é tal que para cada “y” existe um
nico “x” de modo que f (x) = y, ou seja, ele & bijetiva. Portanto, & possivel definir uma funcao
de IR’ em IR, de modo que g (y) = x, sempre que f (x) = y. A funcdo g é denominada fungao
inversa de f, sendo representada por f .

Pelo que vimos até aqui, para cada real positivo x, temos:
f(x)=log,(x),emque 0<a#1.
f ' é denominada funcdo logaritmica de base a.
Observemos que, satisfeitas as condicoes necessarias e suficientes:
1°) a“%™ = x [logaritmo aplicado na exponencial]

2°) log, (ax) =X [exponencial aplicada no logaritmo]
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De fato, em ambos os casos, estamos aplicando uma das duas funcoes e, em seguida, a sua
inversas. Naturalmente, os efeitos se anulam.

O grafico de uma pode ser obtido do grafico da outra por meio de uma simetria em relagao a
bissetriz dos quadrantes impares, ou seja, a reta de equagao y = x.

107x ¥
logix) 4+

[

s

Figura 5.6: Simetria das fun¢des exponencial e logaritmica.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplos:

E
—|,em
0

I = 8,9 para o maior terremoto conhecido. O valor de I € dado pela formula | = E-log10

1°) Aintensidade I de um terremoto, medida na escala Richter, € um nimero que varia d( [=0 até
que E é a energia liberada no terremoto em quilowatt-hora (kwh) e £, kWh.
a) Qual é a energia liberada num terremoto de intensidade 8 na escala Richter?

b) Aumentando de uma unidade a intensidade do terremoto, por quanto fica multiplicada a
energia liberada?

Solucao:

2 E E E
8==-lo —— |=lo —— |=12= =10" = E=7x10° .
a) 3 g10[7><103j g10(7><103) X kwh

7x107°

b) Para responder a letra b, vamos usar o resultado da letra a. Ja que sabemos a energia libera-
da em um terremoto de intensidade 8, vejamos qual sera a energia liberada em um terremoto
de intensidade 9.
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2 E E E
9==.log,,| —— |=13,5=10 = =10"° = E=7x10""°
3 g10(7x103) g10(7x103) 7%x107

Em seguida, vamos dividir o resultado encontrado em b) pelo encontrado em a):

7X1010,5 15
7100

Portanto, aumentando de uma unidade a intensidade do terremoto, a energia liberada sera
multiplicada por 10%.

Um questionamento plausivel é se isso acontece para qualquer aumento unitario, ou apenas
para o aumento de 8 para 9. Vamos, entao, repetir o argumento de forma genérica:

I+1—E-log E:>E-log £+1—3-log k-E
3 10 EO 3 10 EO 3 10 EO

kR-E
.{10910( EO J_[Ogm (Ej}z‘I:}logm fﬁ :E
E

R-E

wIN

E° =10*2 -k = 10" =10x+/10.

E.

. - 1 .
2°) Em quimica, define-se o pH de uma solucao como segue: pH =log,, (Fj , em que indica
a concentracgao de hidrogénio em ions-grama por litro de solucao. O cérebro humano contém
um fluido cuja concentracao de H*é 4,8x10°® (em média). Sendo dados log 2= 0,30 e log 3= 0,48,
determine o pH desse fluido.

Solucao:

9

1 10
pH = logm (Wj = lOgm [EJ = lOg10109 - log(Z"- 3) =9- (4' log2+log 3)

pH=9-1,20-0,48=9-1,68 = pH=7,32.
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Funcao logaritmica
nas provas de
vestibulares e ENEM

A funcao logaritmica é frequentemente co-
brada no Enem e nos vestibulares. Sendo
assim, vejamos, agora, algumas questoes
dessas provas.

1. (Enem, 2020) Enquanto um ser esta vivo,
a quantidade de carbono-14 nele existente
nao se altera. Quando ele morre, essa quan-
tidade vai diminuindo. Sabe-se que a meia-
-vida do carbono-14 é de 5730 anos, ou seja,
num fossil de um organismo que morreu ha
5 730 anos, havera metade do C* que exis-
tia quando ele estava vivo. Assim, cientis-

tas e arqueologos usam a seguinte formula

para saber a idade de um fossil encontrado:
—t

Q(t)=Q,-2"" ,em quet é o tempo, medido
em ano, Q (t) é a quantidade de C** medida
no instante t e Q, € a quantidade de carbo-
no-14 no ser, quando vivo.

Um grupo de arquedlogos, numa de suas
expedicoes, encontrou 5 fosseis de espécies
conhecidas e mediram as quantidades de
carbono-14 neles existentes. Na tabela, te-
mos esses valores juntamente com a quan-
tidade de C* nas referidas espécies vivas.

Féssil Q, Q(t)
1 128 32
2 256 8
3 512 64
4 1024 512
5 2048 128
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O fossil mais antigo encontrado nessa ex-
pedicao foi:

a) 1

# ld na plataforma

Acesse a plataforma e assista a um video
com a resolugdo comentada da Questéo 1.

2. (Enem, 2020 - Adaptada) A Lei de Zipf, ba-
tizada com o nome do linguista americano
George Zipf, € uma lei empirica que relaciona
a frequéncia (f) de uma palavra em um dado
texto com o seu ranking (r). Ela é dada por:

A
f:r—B.

0 ranking da palavra € a sua posi¢ao ao or-
denar as palavras por ordem de frequéncia.
Ou seja, r=1para a palavra mais frequente, r
=2 para a segunda palavra mais frequente e,
assim, sucessivamente. A e B sao constantes
positivas.

Disponivel em: http://klein.sbm.org.br. Acesso em: 12
ago. 2020.

Com base nos valores de X =log (r) e Y = log
(f) é possivel estimar valores para A e B.

No caso hipotético em que a lei é verificada
exatamente, a relacao entre Ye X é:

a) Y=Ilog(A)-BeX

__log(A)
b) v'= X +log (B)
0 Y- logB(A) X



d) y-log(A)
B-X

e) Y:loggA)
X

3. (Enem, 2019 - Adaptada) Charles Richter
e Beno Gutenberg desenvolveram a escala
Richter, que mede a magnitude de um ter-
remoto. Essa escala pode variar 0 a 10, com
possibilidades de valores maiores. O qua-
dro mostra a escala de magnitude local (M,)
de um terremoto que é utilizada para des-
crevé-lo.

Descrigao Maghnitude local (MS) (umHz)
Pequeno 0sMS<39
Ligeiro 4,0 <MS <49
Moderado 50<MS <59
Grande 6,0 < MS <99
Extremo MS = 10,0

Para se calcular a magnitude local, usa-se a
formula M, =3,30 + log (A« f), em que A repre-
senta a amplitude maxima da onda registra-
da por um sismografo em micrometro (um) e
f representa a frequéncia da onda, em hertz
(Hz). Ocorreu um terremoto com amplitude
maxima de 2 000 um e frequéncia de 0,2 Hz.

Disponivel em: http://cejarj.cecierj.edu.br. Acesso em:
1 fev. 2015.

Utilize 0,3 como aproximagao para log 2.

De acordo com os dados fornecidos, o terre-
moto ocorrido pode ser descrito como:
a) Pequeno
b) Ligeiro
¢) Moderado
d) Grande
)

e) Extremo

4, (Enem, 2017) Para realizar a viagem dos
sonhos, uma pessoa precisava fazer um em-
préstimo no valor de RS 5.000,00. Para pa-
gar as prestacoes, dispoe de, no maximo, R$
400,00 mensais. Para esse valor de emprés-
timo, o valor da prestacao (P) é calculado
em funcdo do nimero de prestacoes (n), se-
gundo a formula:

5000 1,013" x0,013
1,013" — 1

Se necessario, utilize 0,005 como aproxima-
¢ao para log 1,013; 2,602 como aproximacao
para log 400; 2,525 como aproximag¢ao para
log 335.

De acordo com a formula dada, o menor ni-
mero de parcelas cujos valores nao compro-
metem o limite definido pela pessoa é:

a) 12
b) 14
c) 15
d) 16
e) 17

5. (Enem, 2016 - Adaptada) Em 2011, um terre-
moto de magnitude 9,0 na escala Richter cau-
sou um devastador tsunami no Japao, provo-
cando um alerta na usina nuclear de Fukushi-
ma. Em 2013, outro terremoto, de magnitude
7,0 na mesma escala, sacudiu Sichuan (sudo-
este da China), deixando centenas de mortos e
milhares de feridos. A magnitude de um terre-
moto na escala Richter pode ser calculada por:

2 E
M=="-log| —
oo £

sendo E a energia, em kWh liberada pelo
terremoto e E; uma constante real positiva.
Considere que E, e E, representam as ener-
gias liberadas nos terremotos ocorridos no
Japao e na China, respectivamente.
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Disponivel em: www.terra.com.br. Acesso em: 15 ago. 2013.

Qual a relagdo entre E, e E,?
a) E,=E,+2
b) E, =10%+E,
c) E =10°E,
d) E, =107« E,

e) 5123.52

Resumo

1. Sejam a e b nimeros reais positivos com diferente de 1. Chama-se logaritmo de b na base a
0 expoente ao qual a deve ser elevado para resultar b, ou seja:

x=log,b<=a*=b

2.Sendo a e b nimeros reais positivos com a diferente de 1:
alogab —-a
log,1=0
log,a=1

3. Satisfeitas as condicoes exigidas para a existéncia dos logaritmos e para a realizacao das
operacoes necessarias, temos:

_ P
P log, (P+Q)=log,P+log,a | P+ G (5) ~lo9P-l09.0 P log P'= a+ log P
3 a a

(Zi;l:il:fgceaﬁi;r:z base (na divisao de poténcias (quando se eleva uma poténcia a
Eonserva se a base e ! de mesma base, conserva- um expoente, conserva-se a base
.. - e multiplicam-se os expoentes
adicionam-se os expoentes) se a base e subtraem-se os p p )

expoentes)

4, Satisfeitas as condigoes exigidas para a existéncia dos logaritmos:

log,x
log, P

a

log,x =

(mudanca de base)
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Resposta comentada

1. b
Tem-se que:
_t _t Q _t Q Q
Q(t)=Q, 2 7 < 2% =2 & [0g,2%* =log, —~ < t =5730"log, ——
- . .. . . . . . Q
Como a funcao log,x é crescente, o fossil mais antigo é aquele que tiver a maior razao r; = ,
128 256 512 1024 2048 Q(t)
Portanto, sendo r,=—=4, n=—=32, ,=—=8, L=——=2,e I, =——=16, pode-
32 8 64 512 128

mos concluir que o fossil mais antigo € o 2.

2.2
Tem-se que
f =rAB<:> log(f)= logrAB < log(f)=log(A)-logr® <Y =log(A)-B-log(r)
Y =log(A)-B-X
3.c
Sendo

M, =3,3+10g(2000-0,2)
=3,3+1log (2% -10%)
=3,3+log2* +log 10’
=3,3+2-log2+2-log10
=3,3+2:0,3+ 2-1
=3,3+0,60,6 +2=5,9,

podemos concluir que o terremoto ocorrido pode ser descrito como Moderado.
4.d
Calculando:

P, =400
5000 1,013" x 0,013
1,013" -1
400 « (1,0137- 1) = 65 « 1,013"

400 =

400 « 1,013" - 400 = 65 » 1,013"

335+1,013" = 400
1,013 =220
335

n « log (1,013) = log (400) - log (335)
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ne0,005=2,602 - 2,525

n=15,4 = n=16 parcelas

5¢c

Tem-se qu:e

M:Z-log E < log E :ﬂ®£:103%
3 E, E, 2 E,

E=E, %10
Dai, comoM,=9 e M,=7,vem E, =E0-‘|02% ek =E0-102%

Portanto, segue que:
E,=E,-1072 =E,-1072 - 10"
E,=E,-10°
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No Mundo
das Sombras

meta

Nesta unidade, veremos uma possivel forma de descrever a posicao de objetos ou
ferramentas que nao estao na vertical e nem na horizontal.

objetivo

Esperamos que, ao final desta unidade, vocé seja capaz de:

® identificar projecoes ortogonais de objetos;

® expressar a medida de cada projecao ortogonal em fungao do angulo de obliquidade;
® calcular a medida de cada projegao ortogonal;

® aplicar essas medidas na resolucao de problemas.
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Introducao

Vocé sabe o que & uma escada de pintor?
Na Figura 6.1, vocé vera uma de 2,60 m de
comprimento, s6 que fechada.

G A

2,60m

Y

Figura 6.1: Escada de pintor fechada.
Autor: Fabio Henrique Souza

Acontece que, para ser utilizada, ela precisa
estar aberta (Figura 6.2).

Figura 6.2: Escada de pintor aberta.
Autor: Fabio Henrique Souza

Vocé acha que, depois de aberta, ela conti-

nuara alcancando a mesma altura? De que
outro parametro essa altura depende?

matematica_unidade 06

Em geometria,oque é a
projecao de um objeto?

O termo “proje¢ao” tem muitos significados
diferentes, dependendo da area do conhe-
cimento em que é utilizado. Na geografia,
por exemplo, existem as projegoes cartogra-
ficas. Mas, e na geometria? Vocé sabe o que
€ uma projegao?

# ld na plataforma

Projecoes cartograficas sdo tentativas de
representar a Terra em planos. Cada uma
dessas tentativas se transforma em um
tipo de mapa com vantagens e desvan-
tagens. Va la na plataforma e conheca os
diversos tipos de projecoes cartograficas.

Naqueles dias ensolarados, quando vocé
olha para o chao, la esta a sua sombra, cer-
to? Pois € isso! A sombra que vocé vé é a sua
projecao sobre o chao devido aos raios do
sol (Figura 6.3).

De uma forma geral, quando tratamos de
projecoes de objetos (ou de pessoas), cha-
mamos:

® o plano em que o objeto esta sendo
projetado de plano projetivo ou plano
de projecao. No exemplo que demos das
sombras, o plano de projecao é o chao,
mas pode ser uma parede, uma folha de
papel etc,;

® 0s raios que incidem sobre o objeto,
criando a projecao, de raios projetantes.
No exemplo dado, sao os raios de sol.



Figura 6.3: Projecao de pessoas caminhando.
Autor: Tom Barrett. Fonte: https://unsplash.com/s/photos/

shadows Acesso em 29.01.2020

Portanto, a projecao de um objeto é a sua repre-
sentacao grafica no plano projetivo, gragas a acao
dos raios projetantes.

Experimento: faca, agora, seu proprio experimento
sobre projecoes de objetos!

1. Segure um objeto (ndo muito grande) aci-
ma de uma mesa.

2. Arranje uma lanterna para iluminar esse
objeto (no seu celular deve ter uma).

3. Coloque o objeto entre a lanterna e a mesa
de modo que a lanterna fique exatamente aci-
ma do objeto, ou seja, em uma mesma vertical.
O que vocé pode nos dizer sobre a projecao?
Ela tem a mesma forma do objeto? Ela tem o
mesmo tamanho do objeto?

4. Afaste o objeto da lanterna aproximando-o
da mesa. Em seguida, faca o movimento contra-
rio. Percebe alguma modificagao na proje¢ao?

5. Agora, mude a lanterna de posicao manten-
do o objeto no mesmo lugar. O que vocé pode
concluir sobre a forma e o tamanho da projecao?

Em algum momento, durante o seu experimento,
a projecao do objeto ficou, a0 mesmo tempo, com

a mesma forma e o mesmo tamanho
do objeto?

Em sua opinido, qual é a condicao
para que a projecao de um objeto
apresente, no plano projetivo, a mes-
ma forma e o mesmo tamanho do ob-
jeto simultaneamente?

Projecao ortogonal

Vocé nao vai conseguir isso com a sua
lanterna, mas se vocé puder fazer com
que todos os raios projetivos sejam per-
pendiculares ao plano de projecgao, a
imagem projetada passara a se chamar

projecao ortogonal. ortogonal

Vamos voltar & escada Aquilo que incide
de pintor que mencio-
namos no inicio desta
unidade. Se ela estiver
aberta sobre um piso horizontal e
proxima a uma parede vertical, como
ficarao as projecoes ortogonais sobre
o chao e sobre a parede? Observe na
representacao na Figura 6.4, onde es-
tao as projec¢oes ortogonais.

angulo de 90° com algo.

Figura 6.4: ProjecOes da escada de pintor.
Autor: Fabio Henrique Souza

Aqui fica uma dica: € muito comum
que objetos sejam representados por
pares de projecoes ortogonais que
formam 90° entre si. Perceba que é
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justamente isso que acontece na Figura 6.4: uma projecao ortogonal esta na hori-
angulo Reto  zontal e a outra, na vertical, formando um angulo reto entre elas.

Angulo de medida igual
a 90°.

Identificando as projecoes ortogonais de objetos.

NOs, os autores, assim como o seu professor, ficaremos muito felizes se vocé desenvolver uma
habilidade que consideramos muito importante: identificar projecdes ortogonais de objetos
e formas geomeétricas diversas. Para que vocé entenda melhor o que é isso, imagine um disco
suspenso sobre um piso horizontal e proximo a uma parede vertical. Quais serao as suas pro-
jecdes ortogonais sobre o chao e sobre a parede (Figura 6.5)?

Figura 6.5: Projecoes de um disco. Autor: Fabio Henrique Souza

Na Figura 6.5 (a), € possivel ver a projecdo ortogonal do disco sobre o chdo. Ela é uma copia fiel
do disco, ou seja, tem a mesma forma (circular) e 0 mesmo tamanho. Isso significa que todas
as medidas de comprimento sao iguais, tais como raio e perimetro, por exemplo.

Na figura Figura 6.5 (b), & possivel ver a projecao ortogonal do disco sobre a parede. Note que
o formato da sombra é totalmente diferente da forma do disco!

Vamos testar o que vimos até aqui?

matematica_unidade 06
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0 oy Afigura que melhor representa a projecao or-
Atividade ‘

togonal sobre o piso da casa (plano), do ca-

1. Uma arquiteta esta planejando uma esca- minho percorrido pela mao dessa pessoa :

da conforme a figura a seguir. Cada degrau a)
deve ter 30cm de profundidade e 16cm de
altura.

b)

Bemil i

a) Determine a altura da escada em metros.
b) No projeto, também ha a previsao de
um corrimao, que sera afixado na parede
ao lado da escada. Determine o compri- d)
mento, em metros, desse corrimao.

2. (ENEM, 2014) O acesso entre os dois an-
dares de uma casa é feito através de uma
escada circular (escada caracol), represen-
tada na figura. Os cinco pontos A, B, C, D, E e)
sobre o corrimao estao igualmente espaca-
dos, e os pontos P, A e E estao em uma mes-
ma reta. Nessa escada, uma pessoa caminha
deslizando a mao sobre o corrimao do pon-

to A até o ponto D. 3. (ENEM, 2013) Gangorra é um brinquedo
que consiste em uma tabua longa e estrei-
ta equilibrada e fixada no seu ponto cen-
tral (pivG). Nesse brinquedo, duas pessoas
sentam-se nas extremidades e, alternada-
mente, impulsionam-se para cima, fazendo
descer a extremidade oposta, realizando,
assim, o movimento da gangorra. Considere
a gangorra representada na figura, em que
0s pontos A e B sao equidistantes do pivo:

0D
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A projecao ortogonal da trajetoria dos pon-
tos A e B, sobre o plano do chao da gangorra,
quando esta se encontra em movimento, é:

a) . .

A B
b) —a B
o( )

A B
a1

A B

) [N

4. (ENEM - PPL, 2017) Uma lagartixa esta no
interior de um quarto e comeca a se deslo-
car. Esse quarto, apresentando o formato de
um paralelepipedo retangular, & represen-
tado pela figura.

A lagartixa parte do ponto e vai até o ponto
. A seguir, de A ela se desloca, pela parede,
até o ponto M, que é o ponto médio do seg-
mento EF. Finalmente, pelo teto, ela vai do
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ponto M até o ponto H. Considere que todos
esses deslocamentos foram feitos pelo ca-
minho de menor distancia entre os respec-
tivos pontos envolvidos.

A projecao ortogonal desses deslocamentos
no plano que contém o chao do quarto é
dada por:

a)

b)

d)

5. (ENEM, 2016) A figura representa o globo
terrestre e nela estao marcados os pontos A,
B, e C. Os pontos A e B estao localizados sobre
um mesmo paralelo, e os pontos e, sobre um
mesmo meridiano. E tracado um caminho do
ponto A até C, pela superficie do globo, pas-
sando por B, de forma que o trecho de A até
B se dé sobre o paralelo que passa porAe B
e, o trecho de B até C se dé sobre o meridiano
que passa por B e C. Considere que o plano é
paralelo a linha do equador na figura.

Linha do
equador




A projecao ortogonal, no plano , do cami-
nho tragado no globo pode ser representa-
da por:

a) ¢
A B

b) c
A B

o) A °B

6. (ENEM, 22 aplicagao - 2016) Um grupo de
escoteiros mirins, numa atividade num par-
que da cidade onde moram, montou uma
barraca conforme a foto da Figura 1. A Figura
2 mostra o esquema da estrutura dessa bar-
raca, em forma de um prisma reto em que
foram usadas hastes metalicas.

o A B
Figura 1 Figura 2

Apos a armacgao das hastes, um dos esco-
teiros observou um inseto deslocar-se so-
bre elas, partindo do vértice em direcao ao
vértice , deste em direcao ao vértice e, fi-
nalmente, fez o trajeto do vértice ao. Consi-
dere que todos esses deslocamentos foram
feitos pelo caminho de menor distancia en-

tre os pontos. A projecao do deslocamento

do inseto no plano que contém a base ABCD
é dada por:

7. (ENEM, 2019) Um grupo de paises criou
uma instituicao responsavel por organizar o
Programa Internacional de Nivelamento de
Estudos (PINE) com o objetivo de melhorar
os indices mundiais de educacao. Em sua
sede foi construida uma escultura suspen-
sa, com a logomarca oficial do programa, em
trés dimensoes, que é formada por suas ini-
ciais, conforme mostrada na figura.

PINE
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Essa escultura esta suspensa por cabos de
aco, de maneira que o espagamento entre
letras adjacentes € o mesmo, todas tém igual
espessura e ficam dispostas em posicao or-
togonal ao solo, como ilustrado a seguir.

Ao meio-dia, com o sol a pino, as letras que
formam essa escultura projetam ortogonal-
mente suas sombras sobre o solo.

A sombra projetada no solo é

a)

~—
b)

_‘__‘._,-.1—-—
c)

‘y
d)

N~
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8. (ENEM, PPL - 2018) Uma torneira do tipo
1/4 de volta & mais econOmica, ja que seu
registro abre e fecha bem mais rapidamente
do que o de uma torneira comum. A figu-
ra de uma torneira do tipo 1/4 de volta tem
um ponto preto marcado na extremidade da
haste de seu registro, que se encontra na
posicao fechado, e, para abri-lo completa-
mente, & necessario girar a haste 1/4 de vol-
ta no sentido anti-horario. Considere que a
haste esteja paralela ao plano da parede.

Parede

Disponivel em: www.furkin.com.br. Acesso em: 13 nov. 2014.
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Resumo

® O plano em que o objeto esta sendo projetado de plano projetivo ou plano de projegao.
® Os raios que incidem sobre o objeto, criando a projecao, de raios projetantes.

® A projecao de um objeto é a sua representacao grafica no plano projetivo, gragas a agao
dos raios projetantes.

® Se todos os raios projetivos forem perpendiculares ao plano de projecao, a imagem proje-
tada passara a se chamar projecao ortogonal.






Qual e a razao?

Trisonometria no
triangulo retangulo

metas

Articular conhecimentos matematicos, especialmente as razoes trigonométricas nos
triangulos retangulos, ao propor e/ou participar de agoes para investigar desafios do
mundo contemporaneo e tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base
na analise de problemas de urgéncia social, como os voltados a situagoes de salde,
sustentabilidade, das implicagoes da tecnologia no mundo do trabalho, dentre outros,
recorrendo a conceitos, procedimentos e linguagens proprios da matematica; utilizar
as razoes trigonomeétricas para interpretar, construir modelos e resolver problemas
em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das
solucoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

objetivos

Esperamos que, ao final desta unidade, vocé seja capaz de:

® identificar as razoes trigonomeétricas e utiliza-las na resolucao de problemas, em
contextos diversos.
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Introducao

Atrigonometria € um dos mais antigos ramos da matematica. Surgida na antiguidade, usada para
medir angulos e distancias, foi uma importante ferramenta para a localiza¢ao de pontos sobre a
superficie terrestre e a resolucao de diversos problemas oriundos das necessidades humanas.

Hoje, é utilizada em varias situagoes praticas, ligadas a comunicagao e aos transportes, por
exemplo, e teoricas, envolvendo nao somente problemas internos da matematica, mas tam-
bém de outras disciplinas cientificas e tecnologicas que envolvem fendmenos periddicos,
como eletricidade, termodinamica, dptica, diagnose médica, dentre outros.

Razoes trigonomeétricas

A definicao usual de seno, cosseno e tangente assume que se tenha um angulo agudo, que,
um ponto P se fixe sobre um de seus lados e, sobre o outro, a projegao ortogonal (lembra-se
da Unidade 6?) desse ponto, a qual chamaremos de Q, conforme mostrado na figura seguinte.

Figura 7.1

Assim definem-se:

1°) 0 seno do angulo agudo A é a razdo entre as medidas do cateto oposto a A (PQ) e da hipo-
tenusa (AP);

2°) o cosseno do angulo agudo A é a razao entre as medidas do cateto adjacente a A (AQ) e da
hipotenusa (AP);

3°) a tangente do angulo agudo A é a razdo entre as medidas dos catetos oposto (PQ) e adja-
cente (AQ) a A.
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Em simbolos:

. . AQ - PQ
sen(A) cos(A) T g(A) 0

53|

Uma questao que se coloca e cuja resposta se tor-
na imprescindivel para a validacao dessa defini-
¢ao é a seguinte: as razoes obtidas independem
da posicao onde se fixa o ponto P, ou seja, se o
ponto P for tomado arbitrariamente sobre o lado,
as razoes permanecerao inalteradas?

Q Y
Figura 7.2

Em decorréncia da semelhanca dos triangulos APQ
e AQ'L' temos:

AQ PQ AP
AQ’ PIQI ﬁ
Donde vem que:
sen(A) = PQ_PQ cos(A) = AQ_AY tg(A) = Pa_ra
AP AP’ AP AP' AQ AQ'

ou seja, as definicdes de seno, de cosseno e de
tangente independem da posicao em que se fixa
o ponto P. Destarte, as razoes trigonométricas sao
uma consequéncia direta e especifica da seme-
lhanca de tridngulos.
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>> saiba mais

Dois triangulos sdo semelhantes se e somente
se seus trés dngulos sdo congruentes (na mes-
ma ordem) e seus lados homélogos (aqueles
que sdo opostos a dngulos congruentes) sdo
proporcionais.

A D
E F
B C
Figura7.3
A=D
AABC~ADEF > 1B=f  AB_BC_AC_,
o DE EF DF
C=F

A razdo entre dois segmentos homoélogos de mes-
mo nome (R) é chamada de razdo de semelhanca.

# ld na plataforma

Na Unidade 7 de nosso ambiente virtual, acesse
o video que aborda o que estudamos até aqui.

Uma consequéncia direta dessa relagao é que
todo o estudo das razbes trigonométricas pode
ser feito em um triangulo retangulo cuja hipote-
nusa mede uma unidade de comprimento. Essa
consequéncia permite a obtencao imediata de
relacdes muito importantes para a trigonometria,
mostradas a seguir.
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sen(A)

cos(A)

Figura 7.4

12) Relagao fundamental da Trigonometria

sen?(A) + cos(A) =1

2%) Relacado da tangente

~  sen(A)
tg (A)+ = =
g cos (A)
32) Angulos complementares
A+B= 90° = Se”(f\):cos(?) e tg(A)-tg(B)=1
sen(B) = cos (A)
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Angulos notaveis (30°, 45° e 60°)

Tomemos um triangulo equilatero de lado unitario.

A

B 1 P 1 c
2 2
Figura 7.5

Aplicando o teorema de Pitagoras, encontramos §, :ﬁ. Além disso, considerando o triangulo
2

ABP, cujos angulos internos tém medidas 30°, 60° e 90°, temos:

sen(30°) = cos (60°) :% e sen(30°) =cos (60°) = ?
1
tg(30°)zwzl:l e tg((,of)):;:\/g
cos(30°) 3 3 tg (30°)

2

Tomemos, agora, um quadrado de diagonal unitaria.
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B =45°

a=45°

Figura 7.6
: . 3o
Aplicando o Teorema de Pitagoras, encontramos que o lado do quadrado mede h ey .Alem

disso, considerando o triangulo ABC, cujos angulos internos tém medidas 45°, 45° e 90°, temos:

Ne

sen (30°) = cos (60°) = % e sen(30°%) =cos (60°) = -

1
W]
tg (30° =M:L:l tg (60°) = 1 =+/3
960)=osG0) ~ 5 35 ¢ 9" 5o v
2

Cumpre lembrar que uma das principais finalidades das razoes trigonométricas € a obtencao
de distancias inacessiveis, como a altura de um edificio ou de um morro, ja que nao podem
ser medidas. Igualmente, para se resolver problemas que envolvem angulos cujas medidas
sao 30°, 45° ou 60° nao ha necessidade de se utilizar as razoes trigonométricas. Com o uso da
calculadora nao se deve temer angulos cujas medidas sejam 37° ou 83°, por exemplo.

# ld na plataforma

Na Unidade 7 de nosso ambiente virtual, acesse o video que aborda o que estudamos até aqui.
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Razoes trigonomeétricas nas provas
de vestibulares e Enem

As razoes trigonometricas sao relagoes particulares estabelecidas entre os angulos e a medida
dos lados do triangulo. Elas ajudam a resolver diversos problemas que caem no Enem, nos
Vestibulares e no Encceja.

QUESTAO 1

(Enem, 2020) Pergolado & o nome que se da a um tipo de cobertura projetada por arquitetos,
comumente em pracas e jardins, para criar um ambiente para pessoas ou plantas, no qual ha
uma quebra da quantidade de luz, dependendo da posicao do sol. E feito como um estrado de
vigas iguais, postas paralelas e perfeitamente em fila, como ilustra a figura.

/.,

<

Um arquiteto projeta um pergolado com vaos de 30 cm de distancia entre suas vigas, de modo
que, no solsticio de verao, a trajetoria do sol durante o dia seja realizada num plano perpendi-
cular a direcao das vigas, e que o sol da tarde, no momento em que seus raios fizerem 30° com
a posicao a pino, gere a metade da luz que passa no pergolado ao meio-dia.

Para atender a proposta do projeto elaborado pelo arquiteto, as vigas do pergolado devem ser
construidas de maneira que a altura, em centimetros, seja a mais proxima possivel de:
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a) 9
b) 15
c) 26
d) 52
e) 60

# ld na plataforma

Acesse a plataforma e assista a um video com a resolu¢cdo comentada da Questao 1.

QUESTAO 2

(Enem, 2011) Para determinar a distdncia de um barco até a praia, um navegante utilizou o
seguinte procedimento: a partir de um ponto A, mediu o angulo visual a fazendo mira em um
ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido, ele seguiu até um ponto B, de
modo que fosse possivel ver o mesmo ponto P da praia, no entanto sob um angulo visual 2a.
A figura ilustra essa situagao:

iy Trajetoria do barco

A

Suponha que o navegante tenha medido o angulo o = 30° e, ao chegar ao ponto B, verificou
que o barco havia percorrido a distancia AB = 2000m. Com base nesses dados e mantendo a
trajetoria, a menor distancia do barco até o ponto fixo sera:

a) 1000m

b) 10003 m

c) 2ooo£ m

3
d) 2000 m
e) 2000v3 m

QUESTAO 3

(Uerj, 2016) O raio de uma roda gigante de centro C mede CA=CB=10m. Do centro C ao plano
horizontal do chao, ha uma distancia de 11m Os pontos A e B, situados no mesmo plano ver-
tical, ABC pertencem a circunferéncia dessa roda e distam, respectivamente, 16m e 3,95m do
plano do chao. Observe o esquema e a tabela:

matematica_unidade 07
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Plano horizontal

0 (graus) sen(0)
15° 0,259
30° 0,500
450 0,707
60° 0,866

A medida, em graus, mais proxima do menor angulo corresponde a:
a) 45°
b) 60°
c) 75°
d) 105°

QUESTAO 4

(Ufsc, 2022 - Adaptada) Analise a afirmagao seguinte e, em seguida, diga se ela é falsa ou ver-
dadeira.

Para acessar a garagem subterranea de um shopping, & necessario sair do ponto A e chegar ao
ponto B, conforme indica a figura a seguir.
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Se a garagem fica situada no ponto B, na linha do horizonte, entao a profundidade p & maior
do que 60m.

QUESTAO 5

(Unesp, 2021) Na aviagao, o perimetro da regiao que define a fase final da manobra de apro-
ximacao para um helicoptero pairar ou pousar pode ser definido por meio de sinalizadores
uniformemente espacgados. As caracteristicas dimensionais desses sinalizadores de perimetro
estao indicadas na figura a seguir.

0,25m |

{Agéncia Nacional de Aviacio Civil. RBAC, n® 155. Adaptado.)

Uma empresa contratada para produzir esse sinalizador esta definindo os parametros para a
producao em escala do artefato. Para tanto, & necessario conhecer o valor do angulo B de aber-
tura do sinalizador, indicado na figura, respeitadas as medidas nela apresentadas.

Considere a tabela trigonométrica a seguir.
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Angulop  145° | 26,6° | 30,0° | 60,0° | 634° | 72,9°

sen @ 0,25 0,45 0,50 0,87 0,89 0,96
cos 0,97 0,89 0,87 0,50 0,45 0,29
tgo 0,26 0,50 0,58 1,73 2,00 3,25

De acordo com a tabela, o angulo B necessario para a producao do sinalizador € igual a:

a) 126,8°
b) 120,0°
) 116,5°
d) 150,0°
e) 107,1°

Resumo

1. Definem-se:

* oseno do angulo agudo A, como sendo a razao entre as medidas do cateto oposto a A e da
hipotenusa;

* 0 cosseno do angulo agudo A pela razao entre as medidas do cateto adjacente a A e da
hipotenusa;

* a tangente do angulo agudo A como a razao entre as medidas dos catetos oposto a A e
adjacente a A.

2.Sendo a e B angulos agudos, temos:

® relacao fundamental da trigonometria
sen’ (o) +cos’ (o) =1

® relacao da tangente

_ sen(a)
tg(e)= cos(a)

® angulos complementares

sen(a)=cos§ﬁ; e tg(a)-tg(f)-1

sen(B)=cos(a

a+ﬁ:9o°{
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3. Para os angulos notaveis 30°, 45° e 60° temos:

1 V3 NE)
30° 2 2 3
450 N 2 1
2 2
;
60° @ = V3
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Perimetro e areas

meta

Introduzir conhecimentos matematicos relacionados a geometria, em especial o estudo
da area e do perimetro de poligonos, além de nocoes de transformacoes isométricas e
homotéticas, e ladrilhamento de plano.

objetivos

Esperamos que, ao final desta unidade, vocé seja capaz de:

® empregar diferentes métodos para a obtencao da medida da area de uma superficie
e deduzir expressoes de calculo para aplicagao em situagoes reais;

® aplicar as nogoes de congruéncia e semelhanca para a resolu¢ao de problemas que
envolvem triangulos;

® calcular perimetros e areas;

® representar graficamente a variacao da area e do perimetro de um poligono regular
quando os comprimentos de seus lados variam, analisando e classificando as funcoes
envolvidas.
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Introducao

De maneira ampla, a geometria se origina a
partir das necessidades e das observagoes
do homem. Podemos dizer que ela estuda a

medida da terra.

euclidiana

Geometria nomeada
em homenagem ao
grego Euclides (nascido
no século lll a.C.), 0
primeiro matematico a
apresentar a geometria
de forma sistematizada

Segundo algumas referén-
cias historicas, a geometria
comecou no Egito antigo, com
a medicao de terrenos. E
pode parecer estranho, mas
existem muitas geometrias
(E isso mesmo! No plurall).

em seu famoso livro "Os A que vamos estudar é cha-

Elementos”.  ada euclidiana.

# ld na plataforma

Va a plataforma e assista ao video Geo-
metria no cotidiano, para verificar como
a geometria esta presente em nossa vida.

Perimetro

Muito provavelmente, vocé ja ouviu falar na
palavra perimetro. Talvez, até ja tenha es-
tudado sobre isso em aulas de matemati-
ca. Quase sempre, os alunos aprendem que
perimetro &€ a soma dos comprimentos dos
lados de um poligono. Sempre que um estu-
dante me diz isso, eu peco para que imagine
uma lagoa.
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Figura 8.1: Lagoa Rodrigo de Freitas, no Rio de Janeiro.

Em seguida, que se imagine caminhando ao
redor dessa lagoa. Ao completar a volta, tal
estudante teria percorrido o perimetro dessa
lagoa. Finalmente, eu pergunto: onde estao
os lados da lagoa?

A resposta é que a lagoa nao tem lados. A
ideia de que o perimetro é a soma dos lados
sO esta correta se estamos falando de poligo-
nos. Se a figura for uma circunferéncia, essa
ideia ndo se sustenta. Melhor sera pensar no
perimetro como o comprimento do contorno.

Entendido isso, vamos aprender como calcu-
lar perimetros das figuras mais comuns no
estudo elementar da geometria euclidiana.

Comprimento da
circunferéncia e
comprimento de um arco
de circunferéncia.

Inicialmente, busquemos compreender o
que é o comprimento de uma curva limita-
da, ou seja, seu perimetro.

® Se a curva for um segmento de reta,
seu comprimento sera a distancia entre
suas extremidades.



® Se a curva for composta por segmentos
de reta (curva poligonal), medir o seu
comprimento consiste em medir cada
segmento que a compoe e, em seguida,
adicionar os comprimentos encontrados.

Porém, se a curva nao for poligonal, ha uma
forma de se obter uma aproximacao de seu
comprimento.

Considere que essa curva esteja desenhada
em uma placa de isopor. Cubra-a, da melhor
forma possivel, acompanhando seu contor-
no, com um pedaco de barbante. Em segui-
da, estique o barbante de modo a fazé-lo
tomar a forma de um segmento de reta
(chamamos esta acao de retificacdo do bar-
bante). Dessa forma, poderemos determinar
0 seu comprimento. O valor obtido é uma
aproximacao para o comprimento da curva.

Um experimento interessante de se fazer é
utilizar o procedimento que descrevemos
acima para determinar o comprimento de
circunferéncias com diametros variados e,
em seguida, construir uma tabela, como a
Tabela 8.1, com trés colunas. A primeira, in-
dicando o valor encontrado no comprimento
medido pelo barbante (circunferéncia), a se-
gunda, com o diametro da respectiva circun-
feréncia, e uma terceira, com o quociente ob-
tido pela divisao de uma medida pela outra.
Teste em casa e veja o que vocé descobre.

Tabela 8.1: Experiéncia utilizando
circunferéncias

Circunferéncia

Circunferéncia Diametro .n
| diametro

Ao final desse experimento, vocé vai obser-
var que na terceira coluna os valores obti-
dos serao bem proximos de 3. Esses valores
sdo aproximacoes para o nimero = (que é o
valor correto para toda a 32 coluna). Sendo
assim, se r representa o raio da circunferén-
cia, podemos dizer que:

Comprimento da Circunferéncia
=T
2r
Comprimento da Circunferéncia =2rr

Vale dizer que é usual representar o peri-
metro das figuras planas com o simbolo 2p.
Consequentemente, p é utilizado para o se-
miperimetro.

# ld na plataforma

.Quer observar melhor este experi-
mento do porqué de m? Va a platafor-
ma e assista ao video.

Outro experimento que pode ser bastante
atil consiste em desenhar varias
circunferéncias concéntricas (Fi- conceéntrico
gura 8.2), de modo que:

® oraio dasegunda circunfe- ponto.
réncia seja igual ao dobro
do raio da primeira;

® 0 raio da terceira circunferéncia seja
igual ao triplo do raio da primeira;

® 0 raio da quarta circunferéncia seja
igual ao quadruplo do raio da primeira;
e assim sucessivamente.

Em seguida, trace duas semirretas com ori-
gem no centro comum dessas circunferén-
cias, de modo a obter um angulo de medida
qualquer.

Circunferéncia com
centros no mesmo
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Figura 8.2: 22 Experimento proposto com
circunferéncias.

Usando o processo de retificacao do bar-
bante, determine os comprimentos dos
arcos obtidos, anotando os resultados, os
quais deverao ser:

® o segundo igual ao dobro do primeiro;
® o terceiroigual ao triplo do primeiro;
® e assim sucessivamente.

Observando os resultados deste experimento,
podemos concluir que o comprimento de um
arco (c) é diretamente proporcional a medida
do raio (r), ou seja:

c=RkR-r

Note que o R, na expressao acima, € um nu-
mero real e positivo que faz o papel de fator
de proporcionalidade.

Continuando nosso experimento, desenhe
uma circunferéncia de diametro qualquer
(de preferéncia nao muito pequeno). Utili-
zando um transferidor:

® assinale nela um arco de medida 10° e
meca seu comprimento utilizando o mé-
todo de retificacao do barbante;
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® repita o processo para um arco de me-
dida 20° e meca seu comprimento utili-
zando a retificacao do barbante;

® repita o processo para o arco de 30
® repita o processo para o arco de 40°,

Analisando os valores dos comprimentos
dos arcos obtidos, vé-se que dobrando, tri-
plicando, quadruplicando a medida do arco,
0 seu comprimento dobra, triplica, quadru-
plica. Assim, o comprimento de um arco (c)
é diretamente proporcional a medida do
arco (a), ou seja:

c=A-a

Note que 0 A, na expressao acima, € um ni-
mero real e positivo que faz o papel de fator
de proporcionalidade.

Portanto, o comprimento de um arco (c) é
diretamente proporcional ao produto da
medida do arco que o define e o raio da
circunferéncia que o contém. Em simbolos,
sendo p uma constante real positiva:

c=p-a-r

Para p = 1, temos a medida do arco (a) como
sendo o radiano, ou seja (Figura 8.3):

c
C=ar-a==
p

(2]

. C
o radianos= i

Figura 8.3: O que ¢ o radiano.



A partir dessa definicao, tomando ¢ como o
comprimento da circunferéncia, temos que:

2rr .
o =—— =2z radianos
r
Mas, em uma circunferéncia, a = 360°. Assim,
equivale a 2m radianos. Para compreender
melhor essas regras, vejamos o exemplo a

seguir:

A Figura 8.4 ilustra duas circunferéncias
concéntricas. A distancia do ponto A ao
ponto B corresponde ao diametro da maior
circunferéncia e mede 14cm. A distancia do
ponto C ao ponto D corresponde ao diame-
tro da menor circunferéncia e mede 8cm.
Um ponto movel descreve a trajetoria ABCD
indicada em vermelho.

Figura 8.4: Percurso ABCD.

Considerando-se 3 como uma aproximagao
para m, qual é a distancia total percorrida
pelo ponto movel nessa trajetoria?

Resolvendo:

Conforme o enunciado, "a distancia do pon-
to A ao ponto B corresponde ao diametro da
maior circunferéncia e mede 14cm” (Figura
8.5). Tenha em mente que distancias entre
pontos sempre sao tiradas em linha_reta.

Figura 8.5: Diametro da circunferéncia maior.

Essa distancia é denominada segmento AB
e, segundo o enunciado, vale 14cm. Logo, 0
raio dessa circunferéncia mede 7cm.

Podemos assim calcular o comprimento
(perimetro) da circunferéncia.

C,=2mx7="14mcm

Sendo assim, o trecho destacado na figura
8.6, NAO corresponde a distancia entre os
pontos A e B, mas configura um arco, de-
nominado arco AB, e seu comprimento é a
metade do comprimento da circunferéncia.

Figura 8.6: Semicircunferéncia.

Comprimento do arco AB=7mcm=21cm (ja
que a aproximacao sugerida para mé 3.

Vamos repetir o procedimento para a circun-
feréncia menor. Se a distancia CD vale 8 cm, o

m
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raio dessa segunda circunferéncia vale 4 cm.
Assim, seu perimetro vale C,= 2m x 4= 8m cm.
Consequentemente, o comprimento do arco
a5= 4mcm =12 cm.

Falta contabilizar o trecho retilineo CB, que,
na verdade, € a diferenca entre os raios. Sen-
do assim, o valor de CB é de 3cm (Figura 8.7).

Figura 8.4: Trecho retilineo do percurso.

Portanto, o comprimento da trajetoria des-
crita pelo ponto & 21 + 12 + 3 = 36cm.

Perimetro de poligonos.

Consideremos A,A,A, .., A,comnz23, pon-
tos distintos de um plano. Considere ainda
os segmentos AA, AA, .., A _A, AA aten-
dendo as seguintes condigoes.

® Nenhum par de segmentos se auto in-
tersecciona, a nao ser em um extremo.

® Nenhum par de segmentos com extremo
comum pertence a mesma reta.

A reuniao desses segmentos recebe o nome
de poligono, com veértices A, A, A, ..., A e
lados AA,AA, .., A A, AA.

Um poligono é uma linha poligonal fechada
que determina no plano duas regioes: o in-
terior do poligono, cuja fronteira € o proprio
poligono, e outra nao limitada.
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Se o interior de um poligono for uma regiao
convexa do plano, diremos que o poligono é
convexo (Figura 8.8 (a)).

B
Nao convexo
2p=AB+BC+CD+DE+
EF+FG+GA

2p=AB+BC+CD+DE+EF+
FG+GH+HI*IA

Figura 8.8: Exemplos de poligonos convexo e nao
convexo.

Anomenclatura de um poligono varia de acor-
do com a quantidade de lados (Tabela 8.2).

Tabela 8.2: Nomenclatura dos pentagonos de
acordo com seu nimero de lados

Namero de lados Nome do poligono

3 Triangulo
4 Quadrilatero
5 Pentagono
6 Hexagono
7 Heptagono
8 Octagono (ou octogono)
9 Eneagono
10 Decagono
11 Undecagono
12 Dodecagono
15 Pentadecagono
20 Icosagono

Vamos compreender mais melhor sobre o
perimetro de poligonos acompanhando os
exemplos a seguir.

Exemplo 1:

Um triangulo ABC possui lados medindo
6cm, 9cm e 10cm. Qual é o seu perimetro?



Solucao:

O perimetro de um poligono é dado pela
soma dos comprimentos dos seus lados.
Dado que o triangulo & um poligono, seu
perimetro sera 6cm + 9cm + 10cm = 25cm.

Exemplo 2:

Um triangulo retangulo possui catetos me-
dindo 5dm e 12dm. Qual € o seu perimetro?

Solucao:

Se o triangulo é retangulo, podemos utili-
zar o Teorema de Pitagoras para encontrar a
medida da hipotenusa.

h?=5%+12%2=25 + 144 = 169
h =13dm

De modo que o perimetro do triangulo
mede 5 +12 +13 =30dm.

Exemplo 3:

Qual é o perimetro de um triangulo equila-
tero cuja altura mede 673 mm?

Solucao:

Como ABC é um triangulo equilatero, os la-
dos possuem as mesmas medidas. Aqui, to-
mamos a liberdade de representar tais me-
didas por 2x (Figura 8.9).

C

2% 2%

A" 2% *B

Figura 8.9: Triangulo equilatero.
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Ao tragarmos a altura CD (Figura 8.10), divi-
dimos o lado AB ao meio e criamos um tri-
angulo retangulo ACD. Aplicando o Teorema
de Pitagoras:

(2% = x2 + (64/3)
4x2=x*-108
Xx*=36
X=6

C

6V3

A* X b *B
Figura 8.10: Triangulo equilatero com altura.
Conclui-se que os lados do triangulo me-

dem 2x = 12. Logo, o perimetro do triangulo
vale 36mm.

Exemplo 4:

A Figura 811 ilustra um trapézio isosceles
ABCD cujas bases medem 2cm e 8cm e cuja
altura mede 4cm. Calcule o seu perimetro.

B 2cm C

A 8cm D

Figura 8.11: Trapézio isosceles.

Solucao:

Um trapézio é dito isosceles quando seus la-
dos nao paralelos sao iguais. Por essa razao,
ao tragarmos as alturas a partir de B e a partir
de C, criamos 2 triangulos retangulos idénti-
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cos (Figura 8.12). Note que EF tem o mesmo
tamanho que BC. Entao AE = DF = 3cm.

B 2cm C
4cm
3cm 2cm 3cm
A 8cm D

Figura 8:12: Trapézio isosceles dividido pelas alturas.

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangu-
lo ABE, descobre-se que AB mede 5cm. Assim,
o perimetro do trapézio € 2 + 5+ 8 + 5 = 20cm.

Exemplo 5:

AFigura 813 ilustra um quadrado ABCD cujas
diagonais medem 6v2 m. Qual o perimetro
do quadrado?

C D

6V2

A B

Figura 8.13: Quadrado com uma de suas diagonais.

ABC & um triangulo retangulo e isosceles
(porque AB = BC). Assim:

+x2=(622>22=723x=6m

Portanto, o perimetro € 4 x 6 = 24m.

hexdgono reqular Exemplo 6:

Poligono que possui todos

os angulos internos com

mesma medida (equidngulo) gular em que a distancia do

e todos os lados congruentes seu centro a um de seus la-
(equilatero).

Considere um hexagono re-
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dos mede 7+/3 cm (Figura 8.14). Quanto vale
0 seu perimetro?

E D

A H B

Figura 8.14: Hexagono regular.

A soma dos angulos internos de um poligo-
no convexo de n lados pode ser calculada
pela relacao:

S,=180(n-2)

Se o poligono convexo de n lados for regu-
lar, todos os angulos internos terao a mes-
ma medida. Portanto, a medida de cada um
pode ser obtida dividindo-se a sua soma pela
quantidade de angulos (que também é n).

a =180-(n—2)
n

No caso particular do hexagono regular:

S, =180(6-2)=720°
o _180-(6-2)

,. =120
Considere o triangulo ABG. O segmento
MG divide o angulo interno FAB ao meio.
De modo analogo, o segmento BG divi-
de o angulo interno CBA ao meio. Logo,
GBA =GAB =60°. Como a soma dos angulos
internos de um triangulo & 180°, conclui-
-se que BGA = 60°. Entio, 0 triangulo ABG é
equilatero e a altura GH divide o lado AB ao
meio. Repetiremos, agora, o procedimento
utilizado no Exemplo 3.



Aplicando-se o Teorema de Pitagoras no tri-
angulo AGH, tem-se:

AG? = AH? +(7+/3)
AB? :(%) +(743)?

_AB?

AB? + 147

4AB? = AB® + 588
AB® =196
AB = 14cm.

Logo, o perimetro € 14 x 6 = 84cm.

Area

Unidade de area

Medir uma grandeza significa compara-la
com uma outra, de mesma natureza, cha-
mada de unidade.

Intuitivamente, a area de um poligono é um
nimero associado a regiao do plano ocu-
pada pelo interior desse poligono. Esse ni-
mero € obtido por comparagao, como dito
anteriormente.

Por definicao, adotaremos para unidade
de area a regiao do plano ocupada por um
quadrado de lados unitarios, chamado de
quadrado unitario (Figura 8.15).

Figura 8.15: Quadrado unitario.

Diante do exposto, medir a area de um poligo-
no significa determinar quantas vezes o qua-
drado unitario cabe dentro desse poligono.

Area do retangulo

Consideremos um retangulo de dimensoes
variaveis de comprimento a e largura b.
Seja A(a; b) a medida da area do retangulo.
Mantendo a largura b fixa e dobrando, tri-
plicando, quadruplicando etc. a medida do
comprimento a, poderemos observar que a
area do retangulo dobrara, triplicara, qua-
druplicara etc (Figura 8.16).

| l b
a a

[l ol
a a a

| l | | b
a a a a

Figura 8.16: A area do retangulo é proporcional ao
comprimento.

A partir desta observagao, podemos dizer
que A(a; b) é diretamente proporcional ao
comprimento.
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Analogamente, mantendo a fixo e dobrando, triplicando, quadruplicando etc. a largura b, con-
cluiremos que a area A(a; b) é diretamente proporcional a largura.

Vocé sabe como se diz, em linguagem matematica, que uma grandeza A é diretamente propor-
cional a uma grandeza x e, a0 mesmo tempo, diretamente proporcional a uma grandeza y? Eis
a resposta:

A=R-x-y

k nesta situacao é a constante de proporcionalidade, da mesma forma que foi utilizada quan-
do vimos perimetro na secao anterior.

Quando arbitramos area 1 para o quadrado de lado 1, na verdade dissemos que: A =1, x = 1
e y = 1. Assim, substituindo-se esses valores no modelo acima, determinamos o valor de k.

1=kR-1-1 > k=1
Isso nos leva a formula que calcula a area do retangulo:
A=x-y

Portanto, para um retangulo de base b e altura h (Figura 8.17), a area é dada por:

Aretén =b-h

gulo

D C
h

A B

b

Figura 8.17: O retangulo e como calcular a sua area.
Essa ideia se aplica aos quadrados. Basta considerar que a base b e altura h sao iguais a L.

=b-h=p

quadrado
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Area do paralelogramo

Paralelogramos sao quadrilateros com os lados opostos paralelos. Conse-
quentemente, os angulos opostos sao congruentes, e os angulos adjacentes, congruente.

suplementares. angulos de mesma medida.

E muito interessante ver como a area de uma nova figura pode ser deduzida 2d)acente
. . . . junto a, ao lado de.
a partir de figuras previamente conhecidas. E isso o que faremos agora, para suplementares
deduzir a area do paralelogramo. angulos que somam 180°.

Observe o paralelogramo ABCD, com medida da base bb e altura hh apre-
sentado na Figura 8.18.

b B G

=

Figura 8.18: Paralelogramo de base b e altura h.

A partir do vértice B, trace um segmento paralelo a CG, determinando o ponto H (Figura 8.19).

D C

Figura 8.19: Paralelogramo sendo recortado.

Note que os triangulos ADH e BCG sao idénticos. Logo, AH = BG. Em seguida, recorte o triangulo
ADH e preencha o espago triangular BCG (Figura 8.20).

D C

A b-x B x G

Figura 8.20: Paralelogramo transformado em retangulo.
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Conseguimos, assim, transformar o parale-
logramo em retangulo sem perda ou ganho
de area'! Portanto, as areas sao idénticas.

=b-h

paralelogramo -

Area do tridngulo

Para encontrar uma formula que calcule a
area de triangulos, pode-se utilizar procedi-
mento analogo ao do paralelogramo.

Considere o triangulo ABC de base medindo
b e altura medindo h (Figura 8.21).

Figura 8.21: Tridngulo ABC de base b e altura h.

Facamos uma copia idéntica do triangulo
ABC usando o lado BC como suporte (Figu-
ra 8.22). Assim, criamos um paralelogramo
ABGC de base b e altura h.

Figura 8.22: Paralelogramo de base b e altura h criado
com a copia do triangulo ABC.

Como visto na sec¢ao anterior, a area desse
paralelogramo vale b - h A area do triangulo
ABC @, evidentemente, a metade da area do
paralelogramo. Assim:
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b-h

triangulo —

Area do losango

Losangos sao paralelogramos especiais.
Além de terem todas as caracteristicas ine-
rentes aos paralelogramos, também pos-
suem os quatro lados com o mesmo tama-
nho e diagonais perpendiculares. Portanto,
a formula para a area do paralelogramo
pode ser utilizada também para losangos.

Acontece que & muito raro, em problemas
envolvendo losangos, que sejam informadas
as medidas da base e da altura. Assim, quase
nunca se utiliza tal formula em losangos. Em
geral, as informacoes dadas sao as medidas
das diagonais (aquelas que sdo perpendicu-
lares). Por isso, vamos deduzir a formula da
area do losango em funcao das diagonais.

Considere o retangulo ABCD de lados me-
dindo D e d (Figura 8.23). Como vimos ante-
riormente, a area de ABCD é D - d.

D C

Figura 8.23: Retangulo de lados D e altura d.

0 losango foi construido tragando seus vér-
tices EFGH nos pontos médios do retangulo
(Figura 8.24).

A area do losango EFGH vale exatamente a
metade da area do retangulo. Isso pode ser



percebido dividindo-se o retangulo em qua-
tro retangulos idénticos como a seguir.

D F C
M d
A H B
D

Figura 8.24: Losango com diagonais D e d. E
equivaléncia de areas.

As areas AEH, MEH, BGH, MGH, CFG, MFG, DEF,
MEF sao iguais. Assim, & possivel concluir que:

D-d
losango — T

A

Area do trapézio

Trapézios sao quadrilateros em que dois la-
dos opostos sao paralelos. Esses lados sao
chamados base maior (B) e base menor (b).
Obteremos uma formula que calcula a area
do trapézio pelo mesmo processo utilizado
para encontrar a area do triangulo. Conside-
re o trapézio ABCD, de bases Be b e altura h
(Figura 8.25).

Figura 8.25: Trapézio ABCD.

Fagamos uma copia idéntica do trapézio
ABCD usando o lado CD como suporte (Figura
8.26). Assim, criamos um paralelogramo ABJI
de base B + b e altura h.

<7

Figura 8.26: Trapézio duplicado para formar um
paralelogramo.

Ja sabemos que a area de um paralelogramo
é dada pelo produto da base pela altura. A
area do trapézio ABCD &, evidentemente, a
metade da area do paralelogramo. Sendo
assim, temos:

_(B+b)-h

trapézio ~ 2

Area do poligono regular

Considere um poligono regular ABCDEFGHI...
com n lados medindo, cada um, a (Figura
8.27). A distancia do centro O do poligono
a qualquer dos lados & chamada apotema.
Considere que o apotema desse poligono
mede g. Ligando-se o centro aos vértices do
poligono regular, obtém-se n triangulos isos-
celes idénticos, cada um deles tendo a me-
dida a como base e a medida g como altura.
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Figura 8.27: Poligono regular com n lados.

Aarea do poligono regular é dada pela soma
das areas de todos os 77t triangulos. Assim:

poligono regular 2

Note que n-a é a metade do perimetro do

2
n-a_

p-

poligono regular= p ’ g
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Area do circulo

A area do circulo pode ser obtida por meio
da inscricado, em uma circunferéncia, de
poligonos regulares com nimero cada vez
maior de lados (Figura 8.28).

OO
QN6

Figura 8.28: Poligonos regulares inscritos na
circunferéncia.

Assim, intuitivamente, podemos considerar
a area do circulo como a area de um poligo-
no regular com n lados, com n crescendo
ilimitadamente (n - o). Note que, quanto
maior n, mais g se aproxima do valor do raio
(g > r). Na formula da area do poligono re-
gular, substitua p por Z=° 2t o g por r para ob-
ter a area do circulo.

circulo — 2



Atividade

A geometria plana & um dos topicos de ma-
tematica mais cobrados no Enem, nos ves-
tibulares e no Encceja. Vamos testar nossos
conhecimentos com as questoes a seguir.

1. (ENEM, 2021) O dono de uma loja pretende
usar cartoes imantados para a divulgacao
de sua loja. A empresa que fornecera o ser-
vico lhe informa que o custo de fabricagao
do cartdao é de RS 0,01 por centimetro qua-
drado e que disponibiliza modelos tendo
como faces Uteis para impressao:

- um triangulo equilatero de lado 12cm;
- um quadrado de lado 8cm;

- um retangulo de lados 11cm e 8cm;

- um hexagono regular de lado 6¢cm;

- um circulo de diametro 10cm.

0 dono da loja esta disposto a pagar, no
maximo, RS 0,80 por cartao. Ele escolhera,
dentro desse limite de prego, o modelo que
tiver maior area de impressao.

Use 3 como aproximacao para m e use 1,7
como aproximacio para /3.

Nessas condicoes, o modelo que devera ser
escolhido tem como face atil para impres-
sao um;

a) triangulo.

b) quadrado.

c) retangulo.
d) hexagono.
)

e) circulo.

# ld na plataforma

Acesse a plataforma e assista a um video
com a resposta comentada da questao 1.

2. (ENEM, 2021) O instrumento de percussao
conhecido como triangulo € composto por
uma barra fina de aco, dobrada em um for-
mato que se assemelha a um triangulo, com
uma abertura e uma haste, conforme ilustra
a Figura 1.

- Figura1 Figura 2

Uma empresa de brindes promocionais
contrata uma fundicao para a produgao de
miniaturas de instrumentos desse tipo. A
fundicao produz, inicialmente, pecas com o
formato de um triangulo equilatero de altu-
ra h, conforme ilustra a Figura 2. Apos esse
processo, cada peca é aquecida, deforman-
do os cantos, e cortada em um dos vértices,
dando origem a miniatura, Assuma que nao
ocorram perdas de material no processo de
producdo, de forma que o comprimento da
barra utilizada seja igual ao perimetro do tri-
angulo equilatero representado na Figura 2.

Considere 1,7 como valor aproximado para

NER

Nessas condicoes, o valor que mais se apro-
xima da medida do comprimento da barra,
em centimetro, é
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a) 9,07.
b) 13,60.
c) 20,40.
d) 2718.
e) 36,24.

3. (ENEM, 2020) Azulejo designa pega de ce-
ramica vitrificada e/ou esmaltada usada,
sobretudo, no revestimento de paredes. A
origem das técnicas de fabricacao de azu-
lejos & oriental, mas sua expansao pela
Europa traz consigo uma diversificacao de
estilos, padroes e usos, que podem ser de-
corativos, utilitarios e arquitetonicos.

Disponivel em: www.itaucultural.org.br. Acesso em:
31jul. 2012.

Azulejos no formato de octdogonos regulares
serao utilizados para cobrir um painel re-
tangular conforme ilustrado na figura.

Entre os octdogonos e na borda lateral dessa
area, sera necessaria a colocagao de 15 azu-
lejos de outros formatos para preencher os
15 espacos em branco do painel. Uma loja
oferece azulejos nos seguintes formatos:

1-Triangulo retangulo isosceles;
2 - Triangulo equilatero;
3 - Quadrado.

Os azulejos necessarios para o devido pre-
enchimento das areas em branco desse pai-
nel sdo os de formato
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a) 1
b) 3.
c) 1e2.
d) 1e3.
e) 2e3.

4. (ENEM, 2015) O proprietario de um par-
que aquatico deseja construir uma piscina
em suas dependéncias. A figura representa
a vista superior dessa piscina, que é forma-
da por trés setores circulares idénticos, com
angulo central igual a 60°. O raio R deve ser
um ndmero natural.

0 parque aquatico ja conta com uma pisci-
na em formato retangular com dimensoes
50m x 24m. O proprietario quer que a area
ocupada pela nova piscina seja menor que a
ocupada pela piscina ja existente.

Considere 3,0 como aproximacao para .

O maior valor possivel para R em metros,
devera ser:

a) 16.

b) 28.

c) 29.

d) 31

e) 49.



123

Resumo

0 perimetro é o comprimento do contorno. No caso de uma circunferéncia, o perimetro € dado
por 2p = 2mr.

Em poligonos, o perimetro é dado pela soma dos lados. Dado um poligono regular de n lados,
todos medindo a, o perimetro € dado por2p=n-a.

A area & uma medida de quantas vezes uma unidade de referéncia cabe em dada superficie.

Aret&ngulo = b : h
Aquadrado = 12
Aparulelogramo = b - h
b-h
Atri&ngulo = T
D-d
Alosango = T
_(B+b)-h
trapézio — T
Apoligono regular = p : g
A =rr?

circulo






Em pe, sem sono.
Deltado, com sono.

metas

Introduzir conhecimentos matematicos para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, recorrendo a conceitos, procedimentos e linguagens
proprios da matematica, como as leis do cosseno e do seno.

objetivo

Esperamos que, ao final desta unidade, vocé seja capaz de:

® identificar a lei dos cossenos e a lei dos senos e utiliza-las na resolucao de proble-
mas em contextos diversos.
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Introducao

As razoes trigonométricas relacionam angulos com segmentos, sendo, por isso, muito eficientes
como instrumento de calculo na geometria, especialmente para medir comprimentos inacessiveis.

As aplicagoes da trigonometria no calculo de medidas inacessiveis ja ocorriam desde a anti-

guidade, séculos antes de Cristo.

Nesta unidade, veremos como as razoes trigonomeétricas obtidas em triangulos retangulos po-
dem ser utilizadas em quaisquer triangulos.

Lei dos cossenos e lei dos senos

Se o triangulo for acutangulo, as relagoes seguintes se demonstram, com rela-

acutdngulo tiva facilidade:

Triangulos cujos angulos
sdo menores do que 90°.

A B

Figura 9.1: Triangulo inscrito em
circunferéncia.
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12) Lei dos cossenos

a2=b2+c2-2b-c-cos(A)
b2 =a2+c2-2a-c-cos(B)
c2=a2+b2-2a-b-cos ()

22) Lei dos senos

a _ b __cC
sen(A) sen(B) sen(C)

=2R

R = diametro do circulo circunscrito

32) Expressao da area

A

S :%-b-c-sen([\):%-a-c'sen(é):%-a'c-sen(f)



# ld na plataforma

Quer aprender mais sobre as Leis do seno e do cosseno? Acesse a plataforma e assista aos videos

sobre o tema.

As trés regras acima podem ser estendidas para os triangulos retangulos, de acordo com os

seguintes principios:

(i) se A for reto, o termo 2-b-c-cos(90°) tem de ser zero, o que implica cos(90°) = 0;

(ii) se A for reto, a tem de ser o diametro e, portanto, sen(90°) = 1.

Assim, definem-se:

sen(90°) =1 e cos(90°) =0

Prosseguindo essa analise, para entender as regras para os triangulos obtusangulos, é neces-

sario observar os seguintes principios:

A m B

Figura 9.2: Paralelogramo ABCD.

Figura 9.3: Triangulo ABC.

i) Considerando a diagonal BD:

Sy =2

par.

-m~n-sen([\):m-n~sen(ﬂ)

N =

Considerando a diagonal AC e a regra estendida:

Sy =2

par.

-m-n-sen(é):m-n-sen(é)

N =

Donde vem que: sen(A) = sen(é)

(i) Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo
BCH, temos:

aZ:b2+c2—2-b~c'cos(f\)
b2=02+c2—2-a~c~cos(l§)
c’ :az+b2—2-a~b~cos(é)

Considerando a regra estendida aplicada ao trian-
gulo ABC:

a*=b>+c?>-2-b-c-cos(180° — A)
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Assim, sendo 6 um angulo obtuso, definem-se:

sen(0) = sen(180° —0)ecos(0) = —cos(180° - 0)

Concluindo, para todo triangulo temos:
C 12) Lei dos cossenos

azzb2+c2—2-b-c-cos(f\)
b2=az+c2—2~a-c~cos(l§)

c2:02+b2—2‘a-b-cos(6)

22) Lei dos senos

A B

=2R

a b c
Figura 9.4:Triangulo ABC inscrito em uma ~ = U =
circunferéncia de raio r. Se”(A) Sen(B) sen(C)

R = diametro do circulo circunscrito
32) Expressao da area

SA=%-b-c-sen([\):%-a-c-sen(é)=%-a-b-sen(é)

sen(90°) =1 ecos(90°) =0
sen(?) = sen(180° — 0) e cos(0)
=—cos(180° —0)

matematica_unidade 09
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Atividade Tipo de material Intervalo de valores de raio (cm)
| 0<R<5
Como as leis dos senos e dos cossenos auxiliam
- ~ i Il 5<R<10
no calculo dos angulos e dos lados dos triangulos,
elas sdo muito exploradas em questdes de vesti- I 10<R<15
bulares e no ENEM. Entao vamos testar esse novo v 15 <R < 21
conhecimento fazendo algumas questoes de pro-
. \" 21<R<40
vas anteriores?
1. (Enem, 2017) Uma desenhista projetista devera Considere 1,7 como aproximacio para /3.
desenhar uma tampa de panela em forma circular.
Para realizar esse desenho, ela dispde, no momen- O tipo de material a ser utilizado pelo setor de
to, de apenas um compasso, cujo comprimento produgao sera:
das hastes é de 10cm, um transferidor e uma folha a) |
de papel com um plano cartesiano. Para esbogar b) 1l
o desenho dessa tampa, ela afastou as hastes do o
compasso de forma que o angulo formado por d) IV
elas fosse de 120°. A ponta seca esta representada
pelo ponto C, a ponta do grafite esta representada &)V
pelo ponto B e a cabega do compasso esta repre-
sentada pelo ponto A, conforme a figura.
I # ld na plataforma
A
d , Acesse a plataforma e assista a um video com a

resolugado desta questdo.

Y

Apos concluir o desenho, ela o encaminha para
o setor de producao. Ao receber o desenho com
a indicagao do raio da tampa, verificara em qual
intervalo este se encontra e decidira o tipo de ma-
terial a ser utilizado na sua fabricacao, de acordo
com os dados.
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2. (Uerj, 2017) Ao coletar os dados para um
estudo topografico da margem de um lago a
partir dos pontosA,Be T, e ,um técnico de-
terminou as medidas AT 32m, BT 13m e ATB
1209, representadas no esquema abaixo.

1 :
O
B

A

Calcule a distancia, em metros, entre os
pontos A e B definidos pelo técnico nas
margens desse lago.

3. (Upe-ssa, 2022) No paralelogramo ABCD
da figura, as medidas dos segmentos AB e
BC sao, respectivamente, 4cm e 6cm, e a me-
dida do angulo formado por esses segmen-
tos é 60°.

B 6cm C

Qual a medida, em cm, da diagonal AC? Use
J7 ~2,65

a) 571
b) 5,3
c) 5,6
d) 6,2
e) 6,8
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4. (F. Albert Einstein — Medicina, 2021) A figu-
ra representa dois feixes lineares de raio X,
emitidos por um tomografo sobre a regiao
fechada e plana A, cuja imagem esta em
processo de construcao pelo aparelho. Os
feixes estao representados pelas semirretas
res, comorigem no ponto O, local de onde
partem os feixes em direcao a A. Sabe-se
que OP =2 cm, OM = 1,5 cm e que as veloci-
dades dos feixes, a partir de O, sao constan-
tes e iguais a 3 x 108 m/s. Apos atingirem os
pontos P e M, na borda de A, os feixes pre-
servam suas velocidades, sentido e direcao
percorrendo PQ e MN, com Q e N na borda
de A até atingirem o anteparo, representado
pela reta t nos pontos Ve N.

"y 2
Q
P
60° N\ s
V] ng
t

Fora de escala

a) Sabendo que o feixe sobre r levou 9,2 x 10
microssegundos (ps) para percorrer o angulo
PMO e que 1us = 10°%s, calcule a medida de
PQ em centimetros.

b) Calcule a medida de PM, em centimetros,
e o valor do seno do angulo agudo PMO.
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Resumo

A lei dos cossenos, de modo geral, é utilizada quando relacionamos os lados e, pelo menos,
um dos angulos.

az=b2+c2—2-b-c-cos(f\)
b2:02+c2—2-a-c-cos(l§)

¢ =a +b’ —2-a-b-cos(é)
A lei dos senos é utilizada quando relacionamos os lados e, pelo menos, dois dos angulos.

a:b—C:ZR

sen([\) sen(é) - sen((A.‘)

R = diametro do circulo circunscrito
A expressao da area de um triangulo é:

SA:%-b-c-sen(ﬂ):%-a'c-sen(é):%-a-b-sen(ﬁ)

sen(6) = sen(180° —0)ecos () = —cos(180° - 0)

Resposta comentada

1.d - O compasso forma, com a superficie do papel, um tridngulo isosceles de lados 10,10 e R
(raios) e angulos 1202, 302 e 30°. Sabendo-se disto, pode-se calcular o raio R:

R __ 10 :R-%:10~§:>R:10\/5:17cm:>15<R£21

sen120° sen30°
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2. Tem-se, pela Lei dos Cossenos, que a resposta é

AB =AT +BT —2.AT-BT-cosATB <
AB° =322+132—2.32.13~[—%j:>

AB =1609 =

AB =40 m.

3. b - Pela Lei dos Cossenos, temos:

AC’ =AB’ +BC —2-AB-BC-cos ABC =
AC’ =42 +6"—2-4-6-C0S60° =
AC=2/7=
AC =5,3cm.

4, Pela Lei dos Cossenos, temos:

Pela Lei dos Senos, vem:
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PM" =0OP" +OM’ —2-OP-OM-cos MOP <
PM’ =2? +1,5~2.2-1,5-€0S60° <>

Wzﬁcm.

2
_ _ J13
o _ PM__ 2 _ 5
senPMO senMOP  senPMO sen60°
<:>senPl\A/lO=i~E
J13 02
QsenPﬂO:%.



Geometria espacial

- 12 parte: poliedros,
prismas e piramides

meta

Introduzir conhecimentos matematicos relacionados a geometria espacial, apresentando
os poliedros, em especial os prismas, priramides e corpos redondos, além do calculo de
seus volumes e suas superficies.

objetivo

Esperamos que, ao final desta unidade, vocé seja capaz de:

® resolver problemas que envolvem o calculo de areas totais e de volumes de pris-
mas, piramides e corpos redondos (cilindro e cone) em situagdes reais, como no calcu-
lo do gasto de material para forragoes ou pinturas de objetos.
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Introducao

Para alguns historiadores da matematica, a geometria € a mais antiga manifestacao da ativi-
dade matematica de que se tem conhecimento. Sua importancia deriva das praticas do uso
do espaco e a da necessidade de utilizagao das formas geométricas em diferentes atividades,
como em inimeras profissoes, por exemplo, a engenharia, a arquitetura, a astronomia, a geo-
grafia, as artes plasticas.

A geometria, conforme a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), “envolve o estudo de um
amplo conjunto de conceitos e procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo
fisico e de diferentes areas do conhecimento”.

Poliedros

Chama-se poliedro a reuniao P de um nimero finito de poligonos planos, chamados de faces,
em que:

a) cada lado de um desses poligonos é também lado de um e apenas de um outro poligono;
b) aintersecdo de duas faces quaisquer & ou um lado comum, ou um vértice comum, ou vazia;

c) cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, € denominado aresta de P
e cada vértice de uma face é um vértice de P;

d) sendo A, B e P pontos distintos dos vértices de P, &€ sempre possivel tracar uma linha
poligonal sobre P, ligando A a B sem passar por vértices de P.

As formas ilustradas na Figura 10.1 nao sao poliedros.

face_; sem a face
N upenor (superior } .
\ N 4 — - » 4;

\\\\\\1\‘ M

-

Figura 10.1: Exemplos de formas que ndo sao poliedros.
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As faces de um poliedro que incidem em um determinado vértice originam pelo menos um
dngulo poliédrico no espaco. Sendo assim, para que a definicao de poliedro seja valida, é ne-
cessario e suficiente que haja, no minimo, quatro poligonos.

Para entender melhor o que é um angulo poliédrico, vejamos o exemplo: sejam n (inteiro e n
> 3) semirretas de mesma origem, tais que nunca fiquem trés num mesmo semiplano. Essas
semirretas determinam n angulos, cujos planos deixa as outras semirretas em um mesmo se-
miespaco. A figura formada por esses angulos € o angulo poliédrico.

Figura 10.2: Exemplo de angulo poliedro.

Diedro Triedro

0]

Figura 10.3: Exemplos de angulos diedros (juncao de duas semiretas em planos diferentes) e triedro (jungdo de trés
semiretas em planos diferentes).

# ld na plataforma

Acesse a plataforma, assista ao video “Angulos Poliédricos” e conheca um pouco mais sobre o que
estamos estudando
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Todo poliedro determina no espago duas regides: uma limitada, cuja fronteira € o proprio po-
liedro, e outra, nao limitada. A regido limitada é o interior desse poliedro, e a ndo limitada, a
exterior. O poliedro sera convexo quando seu interior (a regido limitada) for tal que, para cada
par de pontos A e B dentro da regidao, o segmento AB esta todo dentro dessa regiao interna.

Outra forma de identificar poliedros convexos € valer-se da seguinte definicao: um poliedro é
convexo quando toda reta nao paralela a qualquer de suas faces intersecta sua superficie em,
no maximo, dois pontos (Figura 10.4).

A-. =T

convexo Nao convexo

Figura 10.4: Poliedros convexos e ndo convexos.

Faces do poliedro

Ha poliedros que possuem nomeclatura especifica em fungao da quantidade de faces que tém
(Tabela 10.1):

Tabela 10.1: Nomenclatura dos poliedros, de acordo com o nimero de faces.

Ndamero

de faces Nomes Representacao
4 Tetraedro
5 Pentaedro
6 Hexaedro
£
7 Heptaedro
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1

12

20

Area de um poliedro

Para calcular a area total de um poliedro, devemos somar o valor das areas de cada face do
objeto. A figura plana obtida por meio da reuniao de cada uma de suas faces € denominada

Octaedro

Eneaedro

Decaedro

Undecaedro

Dodecaedro

Icosaedro

planificagdo desse poliedro (Tabela 10.2).
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Tabela 10.2: Planificagao dos poliedros

Poliedro Planificacao

0Os poliedros com 4, 6, 8, 12 e 20 faces podem ser exclusivamente formados utilizando-se somente
poligonos regulares de mesma natureza. Demonstra-se que eles sao os (nicos poliedros regulares

Platdo

Filosofo grego que viveu

no século IV antes de
Cristo, sendo relevante na
historia da matematica e da
filosofia da ciéncia.
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que existem, sendo conhecidos como sélidos de Platao. Um sélido de Platao é um
poliedro regular e convexo em que todas as faces sao formadas por poligonos regu-
lares e congruentes e todos os vértices partem do mesmo niimero de arestas. Sendo,
portanto, todos os angulos poliédricos congruentes.



Calculando faces, arestas e vertices
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A tabela seguinte ilustra cada um dos poliedros regulares, as planificagdes de suas superficies

laterais e de seus principais elementos (faces, vértices e arestas).

Tabela 10.3: Poliedros regulars e seus elementos

Poliedro regular

Planificacao

Elementos

tetraedro

- 4 faces triangulares
- 4 vértices
- 6 arestas

hexaedro (cubo)

- 6 faces quadrangulares
- 8 vértices
- 12 arestas

octaedro

JAN
VAVAVAY
v

- 8 faces triangulares
- 6 vértices
- 12 arestas

dodecaedro

- 12 faces pentagonais
- 20 veértices
- 30 arestas

icosaedro

- 20 faces triangulares
- 12 vértices
- 30 arestas
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Observando a Gltima coluna da tabela, € possivel verificar que, para cada poliedro la apresen-
tado, o resultado da expressao que se segue é sempre 2.

(n° de vértices) - (n° de arestas) + (n° de faces)

Esse resultado @ muito importante e serve para caracterizar um grupo especial de poliedros
denominados eulerianos. Assim, considerando um poliedro com V vértices, A arestas e F faces,
com V, A e F inteiros positivos, temos a chamada relacdo de Euler:

V-A+F=2

Demonstra-se que todo poliedro convexo € euleriano, embora a reciproca nao seja verdadeira.

# ld na plataforma

Quer estudar mais sobre os poliedros, suas propriedades e a Relagdo de Euler? Va a plataforma e
assista ao video "Poliedros - Relagdo de Euler".

Vamos analisar os exemplos a seguir.
Exemplo 1:

Um poliedro convexo é composto por cinco angulos tetraédricos e quatro angulos triédricos.
Determine a soma dos angulos das faces e o niimero de faces desse poliedro.

Solucao:
® 5angulos tetraédricos (4 faces) - 5 x 4 (tetra) = 20 arestas;
® 4 angulos triédricos (3 faces) - 4 x 3 (tri) = 12 arestas.

Como cada aresta &€ comum a duas faces, temos que dividir pela metade o valor que encon-
tramos:

20412

A =A=16

Como o poliedro é convexo e o nimero de vértices € V=5 + 4 =9, podemos aplicar a relagao
de Euler:

9-16+F=2=F=9

Sabendo o nimero de faces, podemos calcular o somatorio dos angulos:
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S=(9-2)-360° = S =2520°

Exemplo 2:

Diagonal de um poliedro convexo é qual-
quer segmento de reta que une dois de seus
vértices que nao pertencam a mesma face.
0 segmento que une dois vértices de uma
mesma face ou € uma aresta, ou € uma dia-
gonal de face. De posse dessa informacao,
determine o nimero de diagonais de um
dodecaedro regular.

Solucao:

0 dodecaedro regular é o poliedro formado
por 12 faces pentagonais. Como cada aresta
€ comum a duas faces:

A=222A-30

Como o poliedro é convexo, aplicando a re-

lacao de Euler, temos:
V-30+12=2=V =20

Observemos que, escolhendo dois vértices

quaisquer desse poliedro, o segmento obti-
do podera ser:

® uma diagonal do poliedro;
® uma aresta;
® uma diagonal de face.

0O ndmero de escolhas de dois dentre os 20
vértices é:

c, _20-19 190
21

Como cada face & um pentagono convexo, o
nimero de diagonais de face é:

12-(C§—5)=12-(%—5)=60

Portanto, o nimero de diagonais do dode-
caedro regular é:

D=190-30-60=100

Exemplo 3:

Um tetraedro regular ABCD tem aresta me-
dindo 12cm. Determine a area de sua super-
ficie e a medida do angulo diédrico forma-
do pelas faces ABC e BCD.

Solucao:

A planificacdo de um tetraedro regular (Fi-
gura 10.5) é uma regiao plana formada pela
reuniao de quatro triangulos equilateros,
cada um deles com lado medindo 12cm.

Figura 10.5: Tetraedro planificado.

Para calcular a area, calculamos a area de
cada face (area do triangulo) e multiplicamos
pelo nimero de faces, nesse caso, quatro.

2-
L. 12 NE)

total —
4

A = A = 144/3 cm?

Prosseguindo, observemos a Figura 10.6:

Figura 10.6: Tetraedro do problema, com destaque
para o angulo diédrico.
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Nela, os segmentos AM e MD sao, respectivamente, as alturas dos triangulos equilateros con-
gruentes ABC e BCD ou seja, medem:

Chamando de 8 a medida do angulo diédrico e aplicando a lei dos cossenos no triangulo AMD,
temos:

122 =(643) +(6v3) ~2-(6v3)-(6v3)-cos 0
1l+4=108+108—216-c050:cos@:z:1
216 3

Portanto, o angulo procurado é aquele que tem cosseno igual a % que é 71° aproximadamente.

Prismas

Consideremos dois planos o e 3, paralelos entre si. Em o, tomemos uma regiao poligonal 2.
Seja s uma reta que intersecta os dois planos, o e B, e que é exterior a regiao 2. Sendo P um
ponto genérico de g, chamemos de r a reta paralela a s, contendo P e P’ 0 ponto de intersecao
dercom 2.

Figura 10.7: Construindo um prisma.
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Chama-se prisma a uniao de todos os segmentos cujas extremidades sao P e P’.

Figura 10.8: Prisma construido.

0 conjunto dos pontos P’, em B, determina uma regiao poligonal 2 congruente a 2. A distancia
entre os planos a e B € denominada altura do prisma.

Os veértices de um prisma sao os vértices das regioes poligonais e 2 . As suas arestas sao 0s seg-
mentos paralelos a s, que ligam os respectivos vértices de 2e de @ e os lados das regides 2e Z .

As suas faces sao as regioes poligonais determinadas pelos seus vértices consecutivos. Geral-
mente, as faces 2e 2 sao chamadas de bases do prisma, e as outras, de faces_laterais. As ares-
tas_das_faces que nao sao as bases sao chamadas de arestas_laterais. A reta s € denominada
diretriz do prisma. Um prisma sera dito reto, quando a sua diretriz for perpendicular ao plano
da base. Nesse caso, a altura sera a medida de qualquer uma das arestas laterais.

D!
]
]
! <mmmmem aresta lateral
]
face ) :
]
I
L
/ _EJ.. i @
oo 41D
A aresta da base
\_____ -

vértice

Figura 10.9: Elementos de um prisma.
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Um prisma é um paralelepipedo se sua base
e, por conseguinte, todas as suas faces sao
paralelogramos.

Figura 10.10: Paralelepipedo.

Particularmente, se a base de um parale-
lepipedo for um retangulo, ele sera deno-
minado paralelepipedo retoretangulo ou
bloco retangular.

Figura 10.11: Paralelepipedo retoretangulo ou bloco
retangular.

Finalmente, se as faces e as bases de um
paralelepipedo forem quadrados, ele sera
nomeado cubo.

Figura 10.12: Cubo.
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Observando os exemplos a seguir, veremos
formas de como determinar a area total de
um prisma.

Exemplo 1:

0 apotema da base de um prisma hexagonal
regular mede 4 cm. Determine a area total
desse prisma, sabendo que sua altura é 8cm.

Solucao:

Figura 10.13: Prisma hexagonal regular do
enunciado.

Na base destaca-se um triangulo retangulo



de catetos medindo 4, e a metade da aresta e a hipotenusa, medindo a. Assim, aplicando o
teorema de Pitagoras, temos:

2 2 . A2
(4)2+(gj =aZ:>az—%:16:>340 =16=>ad’=—=a=—

A area da base, que é um hexagono regular (assunto tratado na Unidade 8), é:

2.
- .ﬂziﬁ_"../g = Ay, = 3233 cm?
4 2 3

A area lateral (observe que a superficie lateral de um prisma hexagonal regular & composta
por seis retangulos, cujas dimensoes sao respectivamente iguais a aresta da base e a altura
do prisma) é:

A = 1283 cm?

8
lateral — 6-8- ﬁ

Portanto, a area total é:

Atotal = Aluteml +2-A = 64\/5 + 32\/5 = Atotal = 192\/5 sz

base

Exemplo 2:

A diagonal de um bloco retangular mede 50 cm. Sabendo que sua largura mede 24 cm e seu
comprimento é de 32 cm, calcule a area da superficie desse bloco.

Solucao:

24

Figura 10.14: Bloco retangular descrito no Exemplo 2.

Na Figura 10.14, estao destacados dois triangulos retangulos, um com catetos medindo 32 e
24, com hipotenusa x, e 0 outro, com catetos medindo x e y e a hipotenusa medindo 50. Pelo
teorema de Pitagoras, temos:
X% =327 + 247
x? +y? =507 = 327 + 247 + y* =50% = y? = 2500 — 1024 — 576 = y =30 cm
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b
b c be c
a ab ac ab ac |a
b c be c
b

A=2.(ab +ac + bc)

Figura 10.15: Planificacio da superficie total do bloco retangular.

A=2x(32x24+32x30+24x30)=4896 cm’

Volume de um prisma

Lembremo-nos de que medir uma grandeza é compara-la com outra de mesma natureza, to-
mada como unidade de medida. Assim, intuitivamente, o volume de um poliedro € um nimero
(obtido por meio da comparagao) associado a regidao do espaco ocupada pelo interior desse
poliedro.

No contexto em que realizamos nossos estudos, uma unidade de volume € a regiao do espago
ocupada por um cubo de arestas unitarias. Esse cubo & denomindado cubo unitario. Grosso
modo, medir o volume de um poliedro significa determinar o niimero de vezes que o cubo
unitario “cabe” dentro desse poliedro.

X

W

Figura 10.16: Volume do poliedro a partir do cubo unitario.
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Volume de um bloco retangular

Sejam q, b e c as dimensdes (comprimento, largura e altura, respectivamente) do bloco retan-
gular (Figura 10.17).

Figura 10.17: Bloco retangular de dimensdes a, b e c.

Se considerarmos a como variavel, com b e ¢ constantes, podemos afirmar que, para cada valor
real positivo de a, existe um Gnico valor para a variavel de volume (V):

V=V (a,b,c), tal que:

para todo x € IR;,V (x)=V(x,b,c)

defineumafuncdofemIR’ comvalores em IR e ainda, para todo r positivo, V(r-x)=r- V(x,b,c).

Notemos que, se dobrarmos ou se triplicarmos ou se quadruplicarmos o valor de x e assim por
diante, V (x) dobrara, triplicara quadruplicara etc. (Figura 10.18).

Figura 10.18: Bloco retangular com o comprimento triplicado.

Como vimos na Unidade 3, do Volume 1 deste material, V(x) é diretamente proporcional a x.
De maneira analoga, podemos afirmar que, para cada valor real positivo de b, existe um Gnico
valor para a variavel volume, V = V(a,b,c), tal que para todo ¥ €IR},V(y)=V(a,y,c) define uma
fungdo Vem IR com valores em IR e ainda, para todo s positivo, V(s-y)=s-V(a,y,c).

Igualmente, considerando a e b constantes e c variavel, para todo €IR;,V(z)=V(a,b,z) define
uma fungdo V em IR com valores em IR e ainda, para todo t positivo, V(t-z)=t-V(a,b,2).
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Decorre dai que:
V(xy;2)=V(xy;2-1)=V(x;y;1)-z
V(xy;2)=V(xy-151)-z=V(x;51)-y-z
V(xy;z)=V(GK1)y-z=V(Xx- 551y -z=x-y-V-(1;1;1)

volume do cubo unitario

Portanto, como o volume do cubo unitario &, por definicao, igual a 1, o volume de um bloco
retangular de dimensodes a, b e ¢ &€ dado por:

V(a, b,c)=a-b-c

Dito de outra forma, tomando o retangulo de dimensoes a e b como base, c sera a altura e, por
isso, temos:

V. =(area da base) - (altura)

bloco ™

Vejamos o seguinte exemplo. Considere um aquario em formato de bloco retangular com dimen-
soes da base respectivamente iguais a 50 cm e 40 cm. Nesse aquario ha uma quantidade de agua
com nivel pouco acima da metade de sua altura. Quando se coloca uma pedra de formato irre-
gular, o nivel da agua nesse aquario sobe 2,5 cm (Figura 10.19). Determine o volume dessa pedra.

Solucao:

Figura 10.19: Aquario com formato de bloco retangular.

Basta que observemos o seguinte:

v =5000cm’®

pedra

= V(50;40;2,5)=50-40-2,5=V

pedra
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Definicao (geral) de volume

O poliedro obtido por meio da reuniao finita de blocos retangulares justapostos pelas faces,
sendo esta justaposicao feita de tal modo que existam trés planos perpendiculares, dois a
dois, e que qualquer face desse poliedro seja paralela a um desses trés planos, € denominado
poliedro retangular.

Figura 10.20: Poliedro retangular.

Intuitivamente, podemos considerar que o volume de um poliedro retangular &€ a soma dos
volumes dos blocos retangulares que o constituem.

Assim, definiremos o volume de um solido genérico s como o nimero real V, cujas
aproximacoes por falta sao volumes de poliedros retangulares contidos no solido  aproximacdo

e cujas aproximagoes por excesso sao os volumes de poliedros retangulares que por falta

contém o solido. Substituicdo do valor
exato de um nimero

por um outro, proximo,
porém menor do que ele.

Figura 10.21: S6lidos preenchidos por poliedros retangulares.
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Principio de Cavalieri

Consideremos que as imagens da Figura 10.22,
sugiram formatos que podemos visualizar em
um pacote de pao de forma, desses que sao
vendidos em padarias e supermercados.

AW\

=7
ARSI = R
Ly kv

(a) (b) ()

Figura 10.22: Solidos que apresentam o mesmo
volume mesmo tendo formas distintas.

Na Figura 10.22 (a), as fatias estariam bem
arrumadas, enquanto que a demais (Figura
10.22 (b) e (c)) representam deformacdes da
posicao inicial.

Em qualquer uma das trés posigoes, o volu-
me do solido obtido é a soma dos volumes

das fatias. Essa, em esséncia é a idéia do
Principio de Cavalieri que diz o seguinte:

Se a intersecao de dois solidos com planos
paralelos a um plano fixo resultar em figuras
de mesma area, qualquer que seja esse pla-
no, entao esses solidos tém mesmo volume.

Figura 10.23: Principio de Cavalieri.

Antes de aplicarmos o principio de Cavalieri
para obter os volumes de outros soélidos, fa-
remos algumas consideragoes.
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® O plano fixo a que nos referimos no
principio de Cavalieri costuma estar na
posicdo horizontal, como se os soélidos
repousassem sobre uma mesa.

® Esse principio afirma que, se ha uma
maneira de dispormos os sélidos, de
modo que as sec¢oes tenham mesma
area, entao eles tém mesmo volume.
Isso nao quer dizer que so6lidos de mes-
mo volume tenham, necessariamente,
seccoes de mesma area, quando inter-
ceptados por planos paralelos.

® Para aplicarmos o principio de Cavalie-
ri, temos que dispor os so6lidos em po-
sicdes convenientes, de maneira que as
hipoteses sejam confirmadas.

Ainda com relagao a Figura 10.22, imagina-
das como um pacote de pao de forma, ob-
servamos que os solidos foram cortados
em um mesmo nimero de fatias, todas com
mesma altura (espessura) e bases de mes-
ma area. Isso nos leva a intuir que o volume
de qualquer prisma sera obtido por meio do
produto da area de sua base pela sua altura.

N

Figura 10.24: Prismas de mesma altura.

V_ . =(area da base) - (altura)

prisma

# ld na plataforma

Quer conhecer mais um pouco sobre o
principio de Cavalieri? Va a plataforma e
assista ao video "Principio de Cavalieri".



Piramides

Consideremos uma regido poligonal 2e um ponto V fora do plano que contém 2 (Figura 10.25).
Sendo Q um ponto genérico de Z, tomemos o segmento de extremidades Q e V. Chamaremos
de piramide de vértice V e base 2 a unidao de todos os segmentos de extremidades Q e V. A
distancia entre Ve o plano a @ denominada altura da piramide.

Figura 10.25: Piramide.

Os triangulos com o vértice comum V sdo as faces laterais da piramide. A altura de cada face
lateral € um apotema da piramide. Os vértices de 2sao também chamados de vértices da base
da piradmide. Cada segmento cujas extremidades sao o vértice da piramide e um vértice da
base é denominado aresta lateral da pirdmide (Figura 10.26).

Figura 10.26: Elementos de uma piramide.
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De modo geral, o nome de uma piramide é dado a partir do poligono que é a sua base, como
podemos ver na Tabela 10.4.

Tabela 10.4: Piramides, de acordo com a sua base

Poligono da base  Triangulo Quadrilatero Pentagono Hexagono
en . Pl‘ramlde Piramide Piramide Piramide
HemE Ramidegy triansular ou uadrangular entagonal hexagonal
tetraedro q § P 8 §

Representagao ‘ AA\

A piramide regular & aquela em que a base &€ um poligono regular e a projecao ortogonal do
vértice sobre o plano da base é o centro desta. Em uma piramide regular as arestas laterais sao
iguais e, consequentemente, as faces laterais sao triangulos isosceles congruentes (Figura 10.27).

V'
AB - aresta da base (b)

VA - aresta lateral (¢)
VO - altura (h)

VM - apétema (a)

OM - apétema da base

OA - raio da circunferéncia
circunscrita (r)

P ipe——

Figura 10.27: Principais elementos de uma piramide regular.

A Figura 10.28 ilustra que todo prisma de base triangular pode ser decomposto em trés tetra-
edros de mesmo volume.

Figura 10.28: Divisao de um prisma triangular em trés tetraedros.
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Aplicando o principio de Cavalieri, podemos
demonstrar que:

. (drea da base) -(altura)

W=

pirdmide —

A partir dos exemplos a seguir, iremos com-
preender melhor como calcular volume, area
total e calcular os elementos da piramide.

Exemplo 1:

(UFPR, 2020) A piramide regular a seguir tem
12 cm de altura e sua base € um quadrado
com 10 cm de lado.

7

a) calcule o volume da piramide;
b) calcule a area total da piramide.

Solucao:

—

10

a) o volume da piramide é dado por:

V=%~102~12=400cm3

b) na medida em que o apétema da
base da piramide mede 5 cm (é a me-
tade da aresta da base), o apotema da
piramide mede 13 cm. De fato, o trian-
gulo retangulo de catetos5cme12cm é
pitagorico e sua hipotenusa mede 13 cm.

Em consequéncia, a area total da piramide
éigual a:

A =10%+4-10-13 = 620 cm?

total

Exemplo 2:

(Unicamp, 2020) A figura abaixo exibe a pla-
nificacao de um poliedro convexo, com faces
triangulares congruentes e faces retangula-
res, em que sao indicados os comprimentos
a, b, c.

a) determine o nimero de vértices e de
arestas desse poliedro;

b) paraa=13cm,b=16 cme c =10 cm,
calcule o volume desse poliedro.
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Solucao:

Considere a figura.

a) da figura, segue que o poliedro possui 9 vértices e 16 arestas;

b) seja h a altura da piramide. Desde que §:5cm € a medida do apotema da base da
mesma e a = 13 cm é a medida do apotema da piramide, segue de imediato que h =12 cm

(trata-se do triangulo retangulo pitagorico de lados 5, 12 e 13).

O volume do poliedro corresponde a soma dos volumes do paralelepipedo e da piramide que
o constituem. Portanto, a resposta é:

V:cz~b+%~c2-h:102~16+%-102-12:2000cm3
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Resumo

® Todo poliedro convexo satisfaz a relagao
de Euler (V-A + F=2), sendo V o nimero
de vértices, A o nimero de arestas e Fo
nimero de faces do poliedro.

® Existem apenas cinco poliedros regula-
res, também chamados de poliedros de
Platao, sao eles: o tetraedro, o hexaedro
(ou cubo), o octaedro, o dodecaedro e o
icosaedro.

® Podemos dizer que prismas sao soélidos
que tém duas bases paralelas e iguais e
retangulos como faces laterais (prisma
reto) com as seguintes caracteristicas:

Alat = zpbase ' h
' Atotal = Alat +2- Abase
T V=A,.h

base

® O paralelepipedo retangulo (ou ortoe-
dro) é o prisma cujas bases sao retan-
gulos; um ortoedro é definido por suas
dimensodes (comprimento, largura e al-
tura) geralmente indicadas por a, b e c.
0 cubo é o paralelepipedo cujas dimen-
sbes sao iguais (as faces sao seis qua-
drados congruentes). Para paralelepipe-
dos, valem as seguintes afirmativas:

155

Dy =N@* +b? +¢? 5D, =a\3

Ayoro =2-(a-b+a-c+b-c)>A
V,

bloco

=6-a

cubo
=a-b-c>V,, =a
Resumidamente, podemos dizer que pi-
ramides sao solidos que tém uma base
e um vertice fora do plano desta base;
piramides regulares sao retas e a base
€ um poligono regular; nestas, chama-
-se apotema da piramide (g), a altura de

qualquer face lateral.

m’ +h> =g’
Alat = pbase : g

Aot = Ay + A
v-1.a

base "
3

tota base

h
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Atividades

A geometria espacial € um tema bastante
explorado, especialmente em questoes que
envolvem o calculo de area, o calculo de volu-
mes e a determinacao de capacidades de re-
cipientes com formato de cilindros, em geral.

1. (Enem, 2021) O projeto de um contéiner,
em forma de paralelepipedo reto retangular,
previa a pintura dos dois lados (interno e ex-
terno) de cada uma das quatro paredes com
tinta acrilica e a pintura do piso interno com
tinta epoxi. O construtor havia pedido a cinco
fornecedores diferentes orcamentos das tin-
tas necessarias, mas, antes de iniciar a obra,
resolveu mudar o projeto original, alterando
0 comprimento e a largura para o dobro do
originalmente previsto, mantendo inalterada
a altura. Ao pedir novos orcamentos aos for-
necedores, para as novas dimensoes, cada
um deu uma resposta diferente sobre as no-
vas quantidades de tinta necessarias.

Em relacao ao previsto para o projeto ori-
ginal, as novas quantidades de tinta neces-
sarias informadas pelos fornecedores foram
as seguintes:

- Fornecedor I: “O dobro, tanto para as pare-
des quanto para o piso.”

- Fornecedor II: “O dobro para as paredes e
quatro vezes para o piso.”

- Fornecedor Ill: “Quatro vezes, tanto para as
paredes quanto para o piso.”

- Fornecedor IV: “Quatro vezes para as pare-
des e o dobro para o piso.”

- Fornecedor V: “Oito vezes para as paredes
e quatro vezes para o piso.”
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Analisando as informacgdes dos fornecedo-
res, o construtor providenciara a quantida-
de adequada de material. Considere a porta
de acesso do contéiner como parte de uma
das paredes.

Qual dos fornecedores prestou as informa-
¢oes adequadas, devendo ser o escolhido
pelo construtor para a aquisicao do material?

a) |

b) Il

c) I

d) v

e)V

# ld na plataforma

Acesse a plataforma e veja o video com a
resolucdo comentada da Questdo 1.

2. (Enem, 2021) Num octaedro regular, duas
faces sao consideradas opostas quando nao
tém nem arestas, nem vértices em comum.
Na figura, observa-se um octaedro regular e
uma de suas planificagoes, na qual ha uma
face colorida na cor cinza escuro e outras

VAV,
JVA
/\A

Qual(is) face(s) ficara(ao) oposta(s) a face
de cor cinza escuro, quando o octaedro for
reconstruido a partir da planificacao dada?



a) 1,2,3ek4
b) 1e3
a1

d) 2

e) 4

3. (Enem, 2019) As luminarias para um labo-
ratorio de matematica serao fabricadas em
forma de solidos geométricos. Uma delas
tera a forma de um tetraedro truncado. Esse
solido é gerado a partir de seccoes paralelas
a cada uma das faces de um tetraedro regu-
lar. Para essa luminaria, as seccoes serao fei-
tas de maneira que, em cada corte, um terco
das arestas seccionadas sera removido. Uma
dessas secgoes esta indicada na figura.

Essa luminaria tera por faces:

a) 4 hexagonos regulares e 4 triangulos
equilateros.
b) 2 hexagonos regulares e & tridangulos
equilateros.
c) 4quadrilateros e 4 triangulos isosceles.
d) 3 quadrilateros e 4 triangulos isosceles.

e) 3 hexagonos regulares e 4 triangulos
equilateros.

4. (Uerj, 2021) Um recipiente com a forma de
uma piramide de base quadrada foi comple-
tamente preenchido com um liquido. Sua
aresta da base mede 4cm e a altura, 9cm.
Em seguida, todo esse liquido foi transfe-
rido para outro recipiente, com a forma de
um prisma reto, sendo sua base um triangu-

lo retangulo isosceles cujos catetos medem
4cm. Observe as imagens:

4 cm

Considere que as espessuras dos recipien-
tes sao despreziveis e que as bases estao
em planos horizontais, sendo as alturas de-
finidas em relagao as bases.

A altura h, em centimetros, que o liquido
atingira no segundo recipiente é:

a) 10

b) 8

c) 6

d) 4

5. (Uerj, 2018) A imagem a seguir ilustra
um prisma triangular regular. Sua aresta da
base mede b e sua aresta lateral mede h.

Esse prisma é seccionado por um plano BCP
de modo que o volume da piramide ABCP seja
exatamente % do volume total do prisma.

Logo, a medida do segmento AP é igual a:
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a)

| >
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Ta redondo!

meta

Introduzir conhecimentos matematicos relacionados a geometria espacial, em especial,
volumes de corpos redondos, como cilindros, cones e esferas, além do calculo de sua area
total e seus volumes.

objetivo

Esperamos que, ao final desta unidade, vocé seja capaz de:

® resolver problemas que envolvem o calculo de areas totais e de volumes de corpos
redondos (cilindro, cone e esfera) em situagoes reais.
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Introducao

Nesta aula, faremos uma generalizacao e colocaremos, no mesmo grupo, plano e superficie,
mas sabendo que esta iltima pode ser curva, diferentemente de um plano.

Uma superficie € um espaco bidimensional, ou seja, isso significa que um ponto em movimen-
to em uma superficie pode se mover em duas diregoes.

As superficies podem ser abertas ou fechadas, conforme tenham extremidades ou nao (Figura
114).

Superficies abertas Superficies fechadas

Figura 11.1: Exemplos de superficies abertas e fechadas.

Podemos obter superficies por meio de alguns procedimentos, como por exemplo:

(@) movendo-se uma linha reta (geratriz) por uma curva, passando por um ponto fixo ndo per-
tencente a ela, formando uma superficie conica (Figura 11.2 (a)).

(b) movendo-se uma linha reta (geratriz) por uma curva fixada (diretriz), sempre de modo parale-
lo a uma outra linha reta fixa, formando uma superficia cilindrica (Figura 11.2 (b)).

(c) fazendo um giro de 360° de uma curva (geratriz) em torno de uma linha reta fixada (eixo_de
revolugdo), formando uma superficie de revolucao (Figura 11.2 (c)).

Superficie conica Superficie cilindrica Superficie de revolugao

Figura 11.2: Exemplos de superficies.

matematica_unidade 11



161

Superficie de revolucao

As superficies de revolugdo sao geradas pelo movimento de rotagao completa (360°) de uma
linha qualquer (geratriz) em torno de um eixo (eixo de rotagdo ou de revolucdo).

Este tipo de superficie tem grande aplicacao pratica e pode ser encontrado em uma variedade
muito grande de objetos, tais como: utensilios domésticos, embalagens, componentes meca-
nicos, elementos arquitetonicos, fuselagens de foguetes e misseis.

Na Figura 11.3, vocé vera a formacao dos solidos geométricos e das superficies  solidos geométricos

de revolucao. Corpos contidos dentro de

uma superficie fechada e
limitada por uma ou mais
superficies planas que os
intersectam.

Curva geratriz

05

04

¥

&

L]

e

Figura 11.3: Superficies e solidos de revolucdo e a suas geratrizes.
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Superficie cilindrica

A superficie cilindrica é aquela gerada por
uma linha reta que se move, de maneira que
seja sempre paralela a uma dada reta fixa e
passe sempre por uma curva fixa dada.

Figura 11.4: Superficies cilindricas.

A reta que se move é denominada geratriz
e a curva dada fixa é a diretriz da superficie
cilindrica. Qualquer posicao da geratriz €
uma geratriz da superficie cilindrica. O so-
lido limitado por uma superficie cilindrica
recebe o nome de cilindro. O nome da su-
perficie cilindrica (ou do cilindro) é dado a
partir da forma da diretriz.

Na Figura 11.5, a geratriz é destacada em ne-
grito. Essa superficie & um cilindro eliptico
reto.

o ot P

TR

Figura 11.5: Cilindro eliptico reto.

Se ao invés de uma elipse tivéssemos um
circulo, a superficie seria um cilindro circu-
lar reto (Figura 11.6 (a)). Se no lugar da elip-
se ou do circulo tivessemos uma poligonal
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simples, a superficie nao seria um cilindro e
sim um prisma reto (Figura 11.6 (b)).

(a) cilindro (b) Prisma

circular reto

Figura 11.6: Cilindros e Prismas retos.

# ld na plataforma

Quer compreender um pouco mais sobre
poliedros, prismas e corpos redondos? Va
a plataforma e assista ao video Introdu-
¢do a Geometria Espacial - Sélidos Geo-
meétricos e Planificagao.

Superficie conica

A superficie conica é aquela gerada por uma
reta r que se move ao longo de uma curva o
e que passa por um ponto fixo V fora da cur-
va (Figura 11.7). A reta movel é chamada de
geratriz, a curva o é denominada de diretriz
e o ponto fixo, de vértice do cone.

Figura 11.7: Superficie conica.



O vértice (V) da Figura 11.7 separa o cone em duas partes opostas pelo vértice, denominadas
folhas e, usualmente, apresentamos apenas uma das folhas. O sélido limitado por uma super-
ficie conica recebe o nome de cone. O nome da superficie conica (ou do cone) é dado a partir
da forma da diretriz (Figura 11.8).

>

o] v

Figura 11.8: Cone.

E chamada de conica toda a linha que se obtém como interseccao de um plano com uma su-
perficie conica. Na Figura 11.9, sdo mostradas as linhas conicas classicas.

Figura 11.9: Conicas classicas.
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Cilindros de revolucao

O cilindro de revolugao, também denomina-
do cilindro reto, é o solido gerado por um
retangulo quando o giramos 360° em torno
de um de seus lados. Para facilitar a com-
preensao, observe a Figura 11.10.

A A

P
A B Am

D c e

> N ?

Y v
Retangulo Cilindro circular

Figura 11.10: Cilindro de revolucao.

No cilindro gerado pela rotacao do retangu-
lo ABCD em torno do lado BC. Os lados AB e
CD, perpendiculares ao lado AD, geram no
cilindro dois circulos congruentes e para-
lelos de raios R = AB = AC, com centros em
B e C. Os circulos formados sao chamados
de bases do cilindro, e a distancia entre os
planos que os contém é a altura do cilindro
(portanto, a altura & o comprimento do lado
AD do retangulo, que, por sua vez, é igual ao
comprimento de BC). O lado BC do retangu-
lo &€ chamado de eixo do cilindro, enquanto
qualquer segmento paralelo ao lado AD e
contido na superficie do cilindro & chamado
de geratriz do cilindro.

Uma sec¢@o meridiana de um cilindro de re-
volucao é a interseccao do cilindro com um
plano que contém o seu eixo (Figura 11.11).
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Note que ha infinitas se¢oes meridianas em
um mesmo cilindro e todas elas sao retan-
gulos congruentes.

T

2 .

Figura 11.11: Seccao meridiana de um cilindro de
revolucao.

Quando as sec¢oes meridianas sao quadra-
dos, dizemos que o cilindro de revolugao é
um cilindro equilatero. Portanto, em cilin-
dros equilateros temos a altura igual ao di-
ametro das bases (h = 2r).

A superficie de um cilindro de revolugao
pode ser planificada sem distor¢oes. Nessa
planificacao, as bases sao circulos de raio
r, enquanto a parte lateral € um retangulo
cujos lados medem 2nir (comprimento) e h
(largura).
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Figura 11.12: Planificagdo da superficie lateral de um cilindro de revolugao.

Donde vem que:

Ao =271 -h+2-71* = Ay =2nr-(h+r)
Agora, tomemos um prisma de altura h e area de uma das bases igual a r2 e um cilindro de
revolucao, ambos apoiados pelas bases sobre um mesmo plano « e situados de um mesmo

lado de a, conforme a Figura 11.13.

Figura 11.13: Aplicagdo do Principio de Cavalieri.

Pelo Principio de Cavalieri, temos que:

V=m-r’-h
Vejamos os seguintes exemplos.
Exemplo 1:

Considerando um cilindro de revolugao equilatero com bases de raio r, encontre as expressoes
de sua area e de seu volume em funcao de r.

Solucao:
Na medida em que, num cilindro equilatero, h = 2r, temos:

At =271 (2 +1) = Ay =67 -1°

V=r-r’-2r=V=2r-r
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Exemplo 2:

Um cilindro de revolucao tem bases de raio
4 cm. Calcule seu volume, sabendo que a
area de sua superficie lateral é igual ao do-
bro da area de uma de suas bases.

Solucao:
Pelo enunciado, temos:

Agtera =2 A =2xrh=2nr* = h=r=4cm

base

Logo,

V=r-4"4=64rcm’

Cones de revolucao

O cone de revolugao, também chamado de
cone circular reto, é o solido gerado por um
triangulo retangulo quando o giramos 360°
em torno de um de seus catetos. Vamos ob-
servar a Figura 11.14 e considerar VOB, um
triangulo retangulo.

Figura 11.14: Cone de revolugao.

No cone gerado pela rotacao do triangulo re-
tangulo VOB em torno do cateto VO, o cateto
OB, perpendicular ao cateto VO, gera no cone
um circulo de raio r = OB, com centro em O.
Tal circulo & chamado de base do cone, cujo
ponto V é o vértice. A distancia do vértice de
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um cone ao plano que contém sua base € a
altura do cone (portanto, a altura é o compri-
mento do cateto VO do triangulo retangulo).
0 lado VO do triangulo retangulo é chamado
de eixo do cone, enquanto qualquer segmen-
to com extremo em seu vértice, congruente
a hipotenusa VB e contido na superficie do
cone, é chamado de geratriz do cone.

Uma seccao meridiana de um cone de revo-
lugao é a intersecgao do cone com um plano
que contém o seu eixo (Figura 11.15). Desta
forma, todas as sec¢oes meridianas de um
cone de revolucao sao triangulos isosceles
congruentes. Quando as seccoes meridianas
de um cone de revolucao forem triangulos
equilateros, diremos que o cone é equilatero.

()

Figura 11.15: Seccdao meridiana do cone de revolugao.

A superficie de um cone de revolucao pode
ser planificada sem distor¢cdes como pode-
mos observar na Figura 11.15.

Figura 11.16: Planificacao da superficie de um cone de
revolucao.

Na planificagdo de um cone de revolugao,
a base é um circulo de raio r, enquanto a
parte lateral & um setor circular de raio g e



comprimento de arco 2« - r. Logo, a sua area lateral & dada por:

Tabela 11.1: Determinacdo do compimento do arco e area do setor de um cone.

Comprimento do arco Area do setor
2mg ng?
2nr

lateral

A area total de um cone de revolucao de geratrizes medindo e raio da base , sera dada por:

_ 2nr- ng’

Alateral - 27Tg

=A =r-r-g

lateral

Agora, tomemos uma piramide de altura h e area da base igual a mr> e um cone de revolugao,
ambos apoiados pelas bases, sobre um mesmo plano o e situados de um mesmo lado de o,
conforme a Figura 11.17.

Figura 11.17: Aplicacao do Principio de Cavalieri.

Pelo Principio de Cavalieri, temos que:

Vejamos os seguintes exemplos.

Exemplo 3:

Dado um cone de revolugao equilatero de raio da base r, calcule (em funcao de r):
a) sua area total;

b) seu volume.

Solucao:

2r-f3

3
5 =r+/3. Donde vem

a) Sendo um cone equilatero, temos g = 2r e, por conseguinte, h=
que:
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A =7r-(2r+r)=3z-r?

total

b) Seu volume é dado por:

3
Veldigrrf3=" 3
3 3

Exemplo 4:

A supeficie lateral de um cone de revolucao, quando planificada, € um setor circular de angulo
que mede 2882 e sua area é 20 cm?. Calcule o volume desse cone.

Solucao:
Medida do angulo central Area do setor
360° ng?
288° 20m
-2
ng’ :M:ZSn:g:Mm

288
Por conseguinte, r =4 cm e h =3 cm. Assim,

V:%-;r-£;2-3:167rcm3

Esfera

A esfera @ um solido de revolugao, pois pode ser obtida por meio do giro completo de um se-
micirculo ao redor do didmetro (Figura 11.18).

<l <l

Figura 11.18: Esfera.
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Fixado um ponto C no espago e um nimero
real positivo r, chama-se superficie esférica de
centro C e raio r o lugar geométrico dos pon-
tos do espago que estao a distancia igual a r
do ponto C (Figura 11.19).

Figura 11.19: Esfera..

A esfera é constituida pelos pontos da su-
perficie esférica e pelos pontos cuja distan-
cia até o ponto C & menor do que r. A esfera
€ um conjunto convexo, por defini¢ao.

Toda seccao de uma esfera por um plano a
situado a distancia d < r de seu centro € um
circulo de raio p (Figura 11.20).

a2+ p=p

Figura 11.20: Secgdo plana na esfera.

Em uma esfera de raio R € possivel tomar
dois pontos P, e P, sobre sua superficie, de
tal modo que sejam simétricos em relacao
ao centro C da esfera. Tais pontos sao ditos
diametralmente opostos na esfera e, cos-
tumeiramente denominados pélos (Figura
11.21). Podemos destacar também:

¢ planos perpendiculares ao segmento
PP, que estejam a distancia d < r do
centro C da esfera intersectam a super-
ficie da esfera em circunferéncias cha-
madas de paralelos da esfera;

® o paralelo de raio r € chamado de equa-
dor da esfera;

® planos que contém o segmento P.P, pro-
duzem na superficie da esfera circunfe-
réncias de raio r chamadas de meridia-
nos da esfera.

O segmento P,P, & também chamado de eixo
da esfera.

Polo P,

Paralelo

Polo P,

Figura 11.21: Elementos em uma esfera.

0 volume de uma esfera de raio r é calcula-
do da seguinte maneira:

V.

esfera —

Wl
N
<

A area da superficie esférica de raio r é cal-
culada da seguinte maneira:

A =42

sup esf
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# ld na plataforma

Quer estudar um pouco mais sobre esferas? Va a plataforma e assista aos videos Volume da esfera
e Area de superficie da esfera.

ee000ccccc0cccccccc e

Resumo

Cilindro de revolugao

h A= =2mr - (h+r) V=m-r-h h
5 v=lr.ren

Amm,=nr-(g+r) _ETE r
P

Esfera

[SSRE
3
=

A =4-m-0? vesfera =

sup esf
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Atividades

A geometria espacial € um dos temas mais explorados, especialmente em questdes que
envolvem o calculo de area e de volumes e a determinagao de capacidades de recipientes com
formato de cilindros, em geral. Vamos testar um pouco do que aprendemos nesta unidade?

1. (Enem, 2020) Uma loja de materiais de constru¢ao vende dois tipos de caixas-d’agua: tipo A
e tipo B. Ambas tém formato cilindrico e possuem o mesmo volume. A altura da caixa-d'agua
do tipo B é igual a 25% da altura da caixa-d’'agua do tipo A.

Se R denota o raio da caixa-d’agua do tipo A, entao o raio da caixa-d'agua do tipo B é:
a) R

2
b) 2R
c) 4R
d) 5R
e) 16 R

# ld na plataforma

Acesse a plataforma e assista a resolucao comentada da Questdo 1.

2. (Enem, 2020) No periodo de fim de ano, o sindico de um condominio resolveu colocar, em

um poste, uma iluminagao natalina em formato de cone, lembrando uma arvore de Natal, con-
forme as figuras 1e 2.

Poste

Im

Figura 1 Figura 2

A arvore devera ser feita colocando-se mangueiras de iluminacao, consideradas segmentos
de reta de mesmo comprimento, a partir de um ponto situado a 3m de altura no poste até um
ponto de uma circunferéncia de fixacao, no chao, de tal forma que esta fique dividida em 20

arcos iguais. O poste esta fixado no ponto C (centro da circunferéncia) perpendicularmente ao
plano do chao.
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Para economizar, ele utilizara mangueiras de iluminagao aproveitadas de anos anteriores, que
juntas totalizaram pouco mais de 100m de comprimento, dos quais ele decide usar exatamente
100m e deixar o restante como reserva.

Para que ele atinja seu objetivo, o raio, em metro, da circunferéncia devera ser:

a) 4,00.

b) 4,87.

c) 5,00.

d) 5,83.

e) 6,26.
3.(Enem, 2016) Em regides agricolas, € comum a presenca de silos para armazenamento e seca-
gem da producao de graos, no formato de cilindros reto, sobrepostos por cones, e dimensdes
indicadas na figura. O silo fica cheio e o transporte dos graos é feito em caminhoes de carga,
cuja capacidade € de 20m?. Uma regiao possui um silo cheio e apenas um caminhao para trans-
portar os graos para a usina de beneficiamento.

12m

Utilize 3 como aproximagao para .

O nimero minimo de viagens que o caminhao precisara fazer para transportar todo o volume
de graos armazenados no silo é:

a) 6

b) 16

c) 17

d) 18

e) 21
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4. (UERJ, 2013) Na fotografia abaixo, obser-
vam-se duas bolhas de sabao unidas.

Quando duas bolhas unidas possuem o
mesmo tamanho, a parede de contato entre
elas é plana, conforme ilustra o esquema:

Considere duas bolhas de sabao esféricas,
de mesmo raio R, unidas de tal modo que a
distancia entre seus centros A e B € igual ao
raio R. A parede de contato dessas bolhas é
um circulo, cuja area tem a seguinte medida:
a) 7R’
2
b) 37R’
2
0) 37R?
4
d) L R?
3

5. (FCMSCSP, 2022) A figura indica as medidas
internas do diametro da base e da altura de
um pote, de forma aproximadamente cilin-
drica, que esta cheio de arroz.

Altura=24cm

Didmetro=12cm

Admitindo-se que a densidade do arroz seja
de 1,2g/cm? e que a massa de um grao de ar-
roz seja de 0,04g, o nimero aproximado de
graos de arroz contidos nesse pode esta entre

a) 60 e 90 mil

b) 200 e 300 mil

c) 20 e 50 mil

d) 120 e 170 mil

e) 5e10 mil
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Geometria: solidos

semelhantes; INscricao e
circunscricao de solidos

meta

Introduzir conhecimentos matematicos relacionados a geometria espacial, em especial
o conceito de solidos semelhantes, de solidos circunscritos e o calculo dos volumes de
piramides e cones.

objetivo

Esperamos que, ao final desta unidade, vocé seja capaz de:
® reconhecer solidos semelhantes;

® resolver problemas que envolvem o calculo de areas totais e de volumes de pris-
mas, piramides e corpos redondos (cilindro e cone);

® compreender sobre solidos inscritos e circunscritos.
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Solidos semelhantes

De modo geral, dizemos que dois objetos sao
semelhantes quando eles tém a mesma for-
ma, sendo um a ampliagao (ou a reducdo) do
outro segundo uma escala (Figura 12.1).

a

Figura 12.1: Exemplo de sdlidos semelhantes.

Duas figuras espaciais F e G sao ditas seme-
lhantes quando existirem uma funcao bi-
jetora ¢, definida de F em G, e um nimero
real e positivo k, de modo que, quaisquer
que sejam os pontos P e Q (figura 12.2), em
F, teremos:

P'Q =k PG

sendo: P' = ¢(P) e Q' = $(Q).

~x 7

Figura 12.2: Cubos semelhantes e sua demonstragao.

A constante k recebe o nome de razdo de
semelhanca de F para G. E simples concluir
que 1/k é a razao de semelhanca de G para
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F. Particularmente, quando k = 1, as figuras F
e G serao ditas congruentes.

Sempre que dois solidos forem semelhan-
tes, sendo k a razao de semelhanca, pode-
mos dizer que:

® arazao entre area de suas superficies é k3

® arazao entre os seus volumes é k3.

# ld na plataforma

Quer aprender mais sobre so6lidos seme-
lhantes e suas razées de proporcionalida-
de? Va la na plataforma e acesse o video.

Troncos de piramides

Tomemos uma piramide e um plano a que
nao contém o seu vértice e intersecta todas
as suas arestas laterais (Figura 12.3).

Figura 12.3: Seccao de uma piramide.

0 plano a divide essa piramide em dois so-
lidos:



® uma nova piramide, com o mesmo veértice da
piramide original;

® um solido chamado de tronco de piramide (Fi-
gura 12.4).

Vamos focar no tronco da piramide, consideran-
do que o plano o é paralelo a base da piramide
original. Dizemos que esse & um tronco de bases
paralelas.

Figura 12.4: Tronco de piramide.

Um tronco de piramide de bases paralelas é deno-
minado regular quando a piramide que o originou
for regular. A seguir, estao destacados os elemen-
tos de um tronco:

Apotema

Aresta

Figura 12.5: Elementos de um tronco de piramide.

E possivel calcular algumas medidas de um tronco
regular. Vejamos o seguinte exemplo. Em um tron-
co regular de piramide quadrangular as arestas da
base menor medem 20cm, as arestas da base maior
medem 30cm e os apotemas medem 13cm (Figura

12.6). De posse dessas informacoes,
vamos calcular a medida da altura, a
area e o volume desse tronco.

20 10

% h| \3

30

Figura 12.6: Tronco e vista de um trapézio em
seu interior.

® Altura do tronco
h?=13>-52 h=12cm

A partir da informacao das medidas
das arestas das bases menor e maior,
temos a seguinte razao de semelhan-
¢a, que é:

Sendo H a medida da altura da pira-
mide maior, temos:

$=§—>3H—35=2H H = 36cm

® Volume do tronco

Um tronco é obtido a partir do cor-
te sobre uma piramide original. Apos
o corte, a miniatura do cone original
acima do plano de corte é rejeitada
e o tronco € o que sobra. O método
mais comum para calcular o volume
de um tronco € encontrar a diferenca
entre os volumes dessas duas pirami-
des: a original (a que foi cortada) e a
miniatura (que foi descartada).
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A piramide original tem base quadrada de
lado 36cm e altura 30cm.

1 2 3
Vi ge = 3 307 36 = 10800 cm

Deteminemos, agora, o volume da piramide
pequena. Para isso, utilizaremos o cubo da
razdo de semelhanca.

¥, V

oo = Vo oow = Vo oo = 10800 - 3200

V. .. =76R00cH’

Donde vem que:

¥ ¥

aronco pir e

¥

noaco

¥

pir p2gq
= 7R00cm?

=10800 - 3200

® Areas do tronco

Sendo G a medida do apotema da piramide
maior, temos:
G-13 2

—=——=30-39=2—-=G0=3rm
G 3

Na sequéncia, vamos calcular a area lateral
da piramide grande. Note que a area late-
ral € composta por 4 triangulos idénticos,
de base medindo 30 e altura igual a 39. E
isso mesmo!! Aquilo que para a piramide é
a geratriz, para o triangulo que esta em sua
lateral é a altura.

A =4+ —30-39 = 2340 cm’

e

b | =

Deteminemos, agora, a area lateral da pira-
mide pequena. Entretanto, utilizaremos o
quadrado da razao de semelhanca.

A pi

2

; &

prpg | = _ . _ 2
U _{SJ A peq = 3 2340 ="1040 cm

B gra
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A diferenca entre as areas laterais das duas
piramides corresponde a area lateral do
tronco.

A = 2340 - 1040= 1300

lateral tronco Ap[r gra_ pir peq

Para obtermos a area total, basta acrescer
as areas das bases.

+ 4

base maior

+ 4

base manar

Asranso = Aoivgra ~ Auipeq
= 23al - 1060+ 30° + 2
Aynen = 2600 7

Troncos de cones

Tomemos um cone circular e um plano a
que nao contém o seu vértice e intersecta
sua superficie lateral, mas nao sua base
(Figura 12.7).

Figura 12.7: Seccao conica.

0 plano a divide essa piramide em dois so-
lidos:

® um novo cone, com 0 mesmo veértice do
cone original;

® um solido chamado de tronco de cone.



Vamos estudar o caso em que o plano a é paralelo
a base do cone original, como mostrado na Figura
12.8, a seguir.

Lo <

Figura 12.8: Tronco de cone.

No caso de considerarmos um tronco de cone cir-
cular reto, com o plano a paralelo a base desse
cone, teremos a Figura 12.9. Nessa figura, R e r sao
os raios das bases maior e menor, respectivamen-
te. A altura do tronco é dada por h e a geratriz do
tronco é g.

/L

Figura 12.9: Elementos de um tronco de cone.

Considere o seguinte exemplo: em um tronco de
cone com geratrizes medindo 10cm e raios das ba-
ses valendo 2 cm e 8 cm, calcule a area total e o
volume do tronco (Figura 12.10).
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G-10
H-h

Figura 12.10: Cone semelhante.

® A altura do tronco pode ser encontrada
pela aplicacao do Teorema de Pitagoras.

W =10 -8 = h=8cm

A partir da informacao das medidas dos
raios das bases menor e maior, temos a se-
guinte razao de semelhanca:

Sendo H a medida da altura da piramide
maior, temos:

O B k- S BN PR SNPT P 2
H [ H [ 3

® Vamos calcular o volume do cone maior.

1 3 2B
Vi ge = 5 78 —= T e
3 3 o

Utilizaremos, em seguida, a razao de seme-
lhanca para calcular o volume do cone menor:
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||,|'r E
cone peg 1 - II.":-:ME o = l. 2048x _ %Cmg
AT & s 9 9

Finalmente, pode-se obter o volume do
tronco pela diferenca dos volumes dos dois
cones:

_ _ 20487 32x

tromco Il'lllmegm T Yoommq © g q

Voo = 224 cm?

® Areas do tronco

Sendo G a medida de cada uma das geratri-
zes do cone maior, temos:
G-10 1 &

— = 4G -40=G0—=G=—rm
G & 3

40 320x
=7 R G=g B —= e

Deteminemos, agora, a area lateral do cone
pequeno, com o auxilio da razao de seme-
lhanca.

" 1% 1 30r 20
Ao _ (1 R W T2
Boe s W& 1% 3 3

Donde vem que, a area total do tronco é:

A!.'mm = Afcmes\'\?] - Afmm gl + Aﬂ""‘"‘“mr] + A{bqsgmmw]
320 20
sl R S
3 3

Ay = 1687 7
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Inscricao e
circunscricao de
esferas em cilindros
e em cones

O que faremos nesta se¢ao é estudar situ-
acoes em que cilindros e cones estao po-
sicionados sob certas condicoes, dentro ou
fora de esferas. O solido que estiver por fora
sera chamado circunscrito e o que estiver
por dentro, inscrito.

Inscricao e circunscricao
de esferas em poliedros
regulares

Dizemos que uma esfera esta inscrita em
um poliedro regular (ou que o poliedro esta
circunscrito a esfera) quando for a esfera
de maior raio possivel contida no poliedro
(Figura 12.11).

Figura 12.11: Esfera inscrita em um icosaedro regular.

De forma analoga, dizemos que uma esfe-
ra esta circunscrita a um poliedro regular
(ou que o poliedro esta inscrito na esfera)
quando for a esfera de menor raio possivel
que contém o poliedro (Figura 12.12).



Figura 12.12: Icosaedro regular inscrito
em uma esfera.

E importante lembrar algumas caracteristi-
cas das esferas inscritas e circunscritas:

® a superficie de uma esfera inscrita em
um poliedro regular tangencia todas as
faces do poliedro em seus respectivos
centros;

® a superficie de uma esfera circunscrita
a um poliedro regular contém todos os
veértices do poliedro;

® aideia intuitiva de "estar inscrito" nao
significa apenas "estar por dentro", bem
como "estar circunscrito" nao significa
apenas “estar por fora”.

# ld na plataforma

Quer aprender mais sobre sélidos inscri-
tos e circunscritos? Va la na plataforma e
assista ao video.

Inscricao e circunscricao
de esferas em cilindros
equilateros

Na Unidade 11, vimos o que sao cilindros
circulares retos, o que sao cilindros equila-
teros e o que € se¢ao meridiana.

A Figura 1213 ilustra um cilindro equilatero
de altura e diametros das bases medindo |,
assim como a sua se¢ao meridiana ABCD.

Figura 12.13: Se¢ao Meridiana do cilindro equilatero.

Pode até nao parecer, mas ABCD é um qua-
drado. Tem que ser. Sabe por qué? Vamos
explicar:

® AB é certamente um diametro porque
passa pelo centro O do disco. Logo, AB = 1.
0 mesmo vale para o segmento CD;

® AD é altura do cilindro. Logo, AD = . O
mesmo vale para o segmento BC.

Mas entao, por que ao olhar a figura ABCD
nao parece um quadrado? Simples. Porque
na Figura 1213, vocé esta olhando a secao
meridiana meio de lado. Tecnicamente, diz-
-se que a sua visao da meridiana é obliqua.
A figura Figura 12.14 ilustra uma vista frontal
da secao meridiana.
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D iC
o

1

Figura 12.14: Vista frontal da secao reta do cilindro
equilatero.

Uma esfera inscrita nesse cilindro tem raio

igual a metade do lado do quadrado. Por-

tanto, 7 = f
2

A B

7
©

Figura 12.15: Vista frontal do cilindro equilatero com
esfera inscrita.

D

Uma esfera circunscrita a esse cilindro tem

raio igual a metade da diagonal do quadra-

do. Portanto, R = g= % .

Figura 12.16: Vista frontal do cilindro equilatero com
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esfera circunscrita.

Inscricao e circunscricao
de esferas em cones
equilateros

Na unidade 11, também vimos o que sao
cones equilateros. A Figura 1217 ilustra um
cone equilatero de geratriz e diametro da
base medindo [, assim como a sua secao
meridiana ABC.

Figura 12.17: Secdo Meridiana do cone equilatero.

Pode até nao parecer, mas ABC & um trian-
gulo equilatero. Segue a justificativa:

® AB é uma das geratrizes do cone. Logo,
AB =[. O mesmo vale para o segmento AC.

® BC é diametro do circulo de centro O.
Logo, BC = L.

A figura ABC pode nao parecer um triangulo
equilatero porque a vista da secao meridia-
na é obliqua. A figura a seguir ilustra uma
vista frontal da se¢ao meridiana.



Figura 12.18: Vista frontal da secao reta do cone
equilatero.
Uma esfera inscrita nesse cone tem raio
igual a 1 da altura do triangulo ABC. Por-
3

1
tanto, R=—="H.
! 3

Figura 12.19: Vista frontal do cone equilatero com
esfera inscrita.

Mas a altura do triangulo equilatero é dada

por k= % . Assim:

Ja uma esfera circunscrita a esse cone tem
raio igual %a da altura do triangulo ABC.

2
Portanto, = 3 h.

h

Figura 12.20: Vista frontal do cone equilatero com
esfera circunscrita.

Como a altura do triangulo equilatero é

dada por h= E?E’ temos:

po 2B B
3 2

B=

[FLY R

# ld na plataforma

Quer aprender mais sobre esferas circuns-
critas e inscritas em um cilindro? Va a plata-
forma e assista a um video sobre o assunto.

Atividade

A geometria espacial € um tema bastante
explorado, especialmente em questoes que
envolvem o calculo de area, o calculo de vo-
lume e a determinagao de capacidades de
recipientes com esses formatos.

1. (ENEM, 2005) Os trés recipientes da figura
tém formas diferentes, mas a mesma altura
e 0 mesmo diametro da boca. Neles sao co-
locados liquido até a metade de sua altura,
conforme indicado nas figuras. Represen-
tando porV,, V, eV, o volume de liquido em
cada um dos recipientes, tem-se

V.=V, =V,
V. <V, <V,
V.=V, <V,
V<V, <V,
V. <V, =V,

— ~

o
~ ~
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# ld na plataforma

Va a plataforma e assista a um video com
a resposta comentada da questdo 1..

2. (ENEM, 2010) Numa feira de artesanato,
uma pessoa constroi formas geométricas de
avioes, bicicletas, carros e outros engenhos
com arame inextensivel. Em certo momento,
ele construiu uma forma tendo como eixo
de apoio outro arame retilineo e rigido, cuja
aparéncia é mostrada na

B C E F | ‘“,'a.';'e
rigido
/ DV I Y

Ao girar tal forma em torno do eixo, formou-
-se a imagem de um foguete, que pode ser
pensado como composicao, por justaposicao,
de diversos solidos basicos de revolugao.

Sabendo que, a figura, os pontos B, C,E e F
sao colineares, AB = 4FG, BC = 3FG, EF = 2FG,
e utilizando-se daquela forma de pensar o
foguete, a decomposicao deste, no sentido
da ponta para a cauda, é formada pela se-
guinte sequéncia de solidos:

a) piramide, cilindro reto, cone reto, ci-
lindro reto.

b) cilindro reto, tronco de cone, cilindro
reto, cone equilatero.

c) cone reto, cilindro reto, tronco de
cone e cilindro equilatero.

d) coneequilatero,cilindroreto,piramide,
cilindro.

e) cone, cilindro equilatero, tronco de
piramide, cilindro.
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3. (Uerj, 2020) No cilindro circular reto repre-
sentado a seguir, observam-se dois cones
congruentes, de mesmo vértice, cujas bases
coincidem com as bases do cilindro. Sabe-
-se que o cilindro tem raio da base de 10 cm
e altura de 20 cm.

/_m
—_—

20 cm

Calcule, em centimetros, a altura de um des-
ses cones. Em seguida, determine, em cm® o
volume da regiao interior ao cilindro e exte-
rior aos cones.

4, (Uerj, 2014) Uma esfera de centro A e raio
igual a 3 dm é tangente ao plano a de uma
mesa em um ponto T. Uma fonte de luz en-
contra-se em um ponto F de modo que F,Ae
T sao colineares. Observe a ilustracao:

Considere o cone de vértice F cuja base é o
circulo de centro T definido pela sombra da
esfera projetada sobre a mesa.

Se esse circulo tem area igual a da superfi-
cie esférica, entao a distancia FT, em deci-
metros, corresponde a:



a) 10
b) 9
c) 8
d) 7

5. (Uepg, 2019) Sabendo que a area de uma
superficie esférica é igual a 256m cm? assi-
nale o que for correto.
01) O raio da esfera € um nimero par.

M

02) O volume da esfera éiguala =% 2.
3

04) Se essa esfera estiver inscrita num cubo,
entao a aresta desse cubo mede 16 cm.

08) Se essa esfera estiver inscrita em um
cilindro, entao o raio da base do cilindro
mede 8 cm.

16) Se essa esfera estiver circunscrita em um
cubo, entao o volume do cubo mede 63 cm?.

Resumo

1. Sempre que dois solidos forem semelhan-
tes, sendo k a razao de semelhanga, a razao
entre:

® as areas de suas superficies sera k?
® os seus volumes sera k.

Exemplo para o tronco de piramide

2. Inscricao e circunscricao de solidos

® aseccao meridiana de um cilindro equi-
latero & um quadrado;

® aseccao meridiana de um cone equila-
tero & um triangulo isosceles;

Resposta comentada

1. b
BY H o RH
=g o] =T
2] 2 ]
2
TR L ALl
2 28
Logo, V, < V..

Por superposicao observamos que V<V,
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2.¢C

Girando a forma em torno do arame rigido,
obtemos a figura abaixo.

Portanto, a decomposicao do foguete, no
sentido da ponta para a cauda, é formada
pela seguinte sequéncia de solidos:

® conereto(AB=14-FG#BB'=2-FG)
® cilindro reto (BC=3-FG#2 - FG)

® tronco de cone e cilindro equilatero (EF
=2 - FG)

3. Como os cones sao congruentes, a altura
o 20
de cada um tem medida igual a e 10em,

ou seja, metade da altura do cilindro.

O volume da regiao interior ao cilindro e ex-
terior aos cones é dado por

1
7 -ED—ZE-H-‘ID!-‘IU=

2000r  &000r
= 5 Cm

2000 -

4. c

Considere a figura.

matematica_unidade 12

s

Q

Sabendo que a area da superficie esférica
€ igual a area do circulo de centro T e raio
TQ vem

box AP =x TQ 5 F =TQ TQ=6dm

Logo, como FQ é tangente a esfera no ponto
P, segue que TQ = PQ Da semelhanca dos tri-
angulos FTQ e FPA, obtemos

P=

FL

bt | =

Finalmente, aplicando o Teorema de Pitago-
ras no triangulo Fpa, encontramos

I

TP+ FPT(FT - ATY =

1 2
PA1+{E-E] FT = & dm

5.Ser é o raio da esfera, entao:
4mrr?=256m r=8cm
[01] Verdadeira. De fato, pois 8 é par.

[02] Verdadeira. Com efeito, pois

3

s ' [23)3 = 21: cm’

[04] Verdadeira. De fato, poisa=2-8=16 cm

em que a é a medida da aresta do cubo.

[08] Verdadeira. Com efeito, pois o raio do ci-
lindro circunscrito é igual ao raio da esfera.
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[16] Falsa. Se a esfera estiver circunscrita ao cubo, entdo o volume do cubo mede

[2-3]3 4096 .
—| =——=rm

3 33
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