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Nocoes bhasicas sobre erros
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Aula1 e Nocébes bdsicas sobre erros

Metas

Apresentar a disciplina cdlculo numérico; apresentar a aritmética uti-
lizada pelo computador e estimar os possiveis erros cometidos por ele

quando realizamos operagdes com a sua ajuda.

Objetivos
Esperamos que, ao final dessa aula, vocé seja capaz de:

1. efetuar mudangas de bases numéricas;

2. estimar os erros gerados pelas operagoes realizadas em um

computador.



Introducao

Comegaremos a primeira aula convidando vocé a pensar em como
transformamos um problema real em um problema matematico. Ou
seja, como pegamos um problema real e o transformamos em equagdes

ou perguntas que estejam no universo da matematica.

Vamos olhar para um problema real. Estamos no aeroporto e a aten-
dente da companhia aérea diz: “Comegaremos o embarque. Por favor,
queiram respeitar a ordem de entrada de acordo com o numero do as-
sento indicado em seus bilhetes”

A companhia aérea esta tentando alocar os seus passageiros o mais
rapidamente possivel em seus assentos. Mas qual serd a ordem de en-
trada no avido que torna isso mais eficiente? Sera que a melhor ordem é
dar preferéncia para as fileiras que estao na parte de tras da aeronave, ou

seria melhor alocar primeiro as pessoas que sentarao junto as janelas?

>

Esse é um exemplo de um problema real para o qual se busca a

melhor solu¢do usando a matematica. Se ficou curioso com esse
problema, vocé pode encontrar mais informagdes em:

http://www.economist.com/node/21528218.

O esquema a seguir nos apresenta uma forma de como podemos
estruturar as fases para resolver problemas desse tipo.

Calculo Numérico
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Aula1 e Nocébes bdsicas sobre erros

Problema Levantamento
Real de dados

Construcéo Escolha Implementacio
do Modelo — doMétodo — Computacional
matematico Numérico deste método

Escolher

Novo Método

Numérico
Reformular
aitlodelo ... (Senecessario)
matematico e 4

....................... Anélise
dos
Resultados

Figura 1.1: Diagrama das fases para resolver problemas.

Temos sempre que fazer uma andlise rigorosa dos resultados encon-
trados, pois ndo é raro que estejam distantes do que se esperaria, ainda
que todas as fases do processo tenham sido feitas de forma correta.

Os resultados obtidos dependem de varios fatores, como:
« aprecisio dos dados de entrada;
+ aformacomo esses dados estdao sendo representados no computador;
« amaneira como efetuamos as operagdes numeéricas.

Quando obtemos os dados de entrada no computador, eles contém
uma imprecisao inerente, uma vez que esses dados foram coletados atra-
vés de medidas, usando um equipamento. Podemos citar como exemplo
os dados resultantes em uma pesquisa de opinido.

Comegaremos estudando os erros que surgem da representagdo
dos numeros em um computador e os erros resultantes das operagoes

numéricas efetuadas.
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Calculo Numérico

Representacao numeérica

Vamos comegar propondo atividades, pois dessa forma serda mais fa-

cil entender como os erros surgem.

Atividade 1

Atende ao objetivo 2

Calcule a area de uma circunferéncia de raio igual a 100 metros.

Resposta comentada

Como sabemos, a drea de uma circunferéncia é dada pela férmula
A =7r?, onde r é 0 raio da circunferéncia. O resultado depende do valor
aproximado da constante 7 que sera utilizado nas contas. Observe trés
possiveis resultados abaixo:

() A = 31.400 m>

(ii) A=31.416 m?

(i) A = 31.415, 92654 m>

Como explicar a diferenca entre os trés resultados? No resultado (i), con-
sideramos 7 ~ 3,14; em (ii), 7~ 3,1416; e em (iii), t = 3,141592654.
Como o numero 77 ndo pode ser representado através de uma quantidade
finita de digitos decimais, as trés escolhas sdo vélidas e nos retornam va-
lores diferentes. Isto significa que para cada escolha que fizermos para 7,

teremos um erro. Como 7 é um numero irracional, a 4rea nunca serd
obtida exatamente.

11



Aula1 e Nocgles basicas sobre erros

O

Esse estadio tem formato oval, medindo 317 m em seu eixo maior

O Maracana

e 279 m no menor. Mede 32 metros de altura, o que corresponde
aum prédio de seis andares; e a distancia entre o espectador mais
distante o centro do campo é de 126 m.

Fonte: https://memoria.ebc.com.br/esportes/2013/08/mudancas-no-projeto-do-
maracana-levam-comite-olimpico-a-alterar-uso-do-complexo

Atividade 2

Atende ao objetivo 2

Calcule os somatorios seguintes em uma calculadora simples e em

um computador:

30.000
2 x parax=0,5eparax,=0,11
i=1

12



Resposta comentada

Para x,= 0,5, na calculadora encontramos S = 15.000 e, no computador,
S =15.000. J& para x,= 0,11, na calculadora encontramos S = 3.300 e,
no computador, S = 3.299,99691. A justificativa para a diferenca entre
os resultados obtidos pelo computador e pela calculadora para x,= 0,11

sao os erros ocorridos devido a representacio dos nimeros em

cada maquina.

Vimos nas duas atividades que a representaciao de um niimero numa
maquina pode produzir erros, que dependem tanto da maquina utiliza-
da, quanto da representacdo dos valores utilizados.

A representa¢ao de um numero depende da base escolhida ou dis-
ponivel na maquina em uso e do nimero maximo de digitos usados na

sua representacao.

Como vimos no exemplo do calculo da drea, qualquer nimero que
ndo possua representacao finita na base escolhida, ou seja, que néo pos-
sa ser representado através de um nimero finito de digitos, apresentara
erro no resultado. Note que, quanto maior for o numero de digitos, me-

lhor sera a aproximagao da area.

A base decimal é a mais utilizada. Outras bases utilizadas sdo a base
12 e a base 60. Os computadores normalmente operam na base 2, ou

>

Convidamos vocé a pensar um pouco mais sobre a utilizagdo

seja, no sistema binario.

dessas bases. O portal da colecio M3 Matemdtica Multimidia
contém recursos educacionais multimidia em formatos digitais,
desenvolvidos pela Unicamp para o Ensino Médio de Matematica
no Brasil. Entre eles, hd um interessante video sobre a base biné-
ria, no endereco: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1116.

Calculo Numérico
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Sistemas decimal e binario

Vamos pensar no que ocorre quando um usudrio vai usar um com-

putador para fazer contas.

O computador
converte para o Os resultados sdo
. - convertidos para o
sistema bln:ino Sistema decima] o
€ as operacoes 530 apresentadog
sao feitas nesse

sistema

Figura 1.2: Modo como os computadores interpretam os dados numéricos.

Para termos uma ideia do que estd acontecendo, vamos aprender a

trabalhar os niumeros no sistema binario.

No sistema decimal, utilizamos dez algarismos para representar os nu-
meros: 0, 1,2,3,4,5,6,7,8¢e9.Jano sistema binario, utilizamos dois: 0 e 1.

O sistema decimal utiliza a base 10, ou seja, 0s numeros sdo escritos
utilizando os dez algarismos citados acima e poténcias do numero 10.
Ja no sistema bindrio, utilizamos somente dois algarismos e poténcias

do numero 2.

De uma forma geral, podemos representar um nimero em uma base

B como (ocnocn_ oczcxloco)ﬁ ,onde 0< o, < (B-1),parak=0,1,...,n 0u

1
ainda da forma:

afr+a B+t af +ap

Para que vocé possa compreender melhor a notagéo utilizada acima,
vejamos como alguns nimeros sao representados na base bindria e na

base decimal:



(100),=1x2*+0x2"+0x2°
(100),,=1x 10>+ 0 x 10" + 0 x 10°
(1101),=1x2° + 1 x 22+ 0 x 2" + 1 x 2°
(13),,=1x 10"+ 3 x 10°

Agora que ja estamos familiarizados com a notagdo, vamos efetuar
algumas contas simples.

Atividade 3

Atende ao objetivo 1

Mostre que (100), # (100), :

Resposta comentada

Vimos nos exemplos de representacdes numeéricas anteriores que:
(100),=1x2°+0x2"+0x2°

Dessa forma, podemos escrever que:

(100),=4+0+0=4=(4),,

Por outro lado, temos que:

(100),,=1x 10>+ 0 x 10" + 0 x 10°= 100 + 0 + 0 = 100.

Como 4 # 100, entdo concluimos que (100), # (100).

Calculo Numérico
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Atividade 4

Atende ao objetivo 1

Mostre que (1101),= (13),:

Resposta comentada

Vimos nos exemplos de representacdes numeéricas anteriores que:
(1101),=1x 2+ 1 x 22+ 0 x 2" + 1 x 2°.

Dessa forma, podemos escrever que:

(1101),=8 +4+0+1=13.

Por outro lado, temos que:

(13),,=1x10"+3x 10°=10 + 3 = 13.

Como (13), = 13, entdo concluimos que (1101),= (13),,.

Converter um numero do sistema binario para o sistema decimal
agora deve ser facil, pois basta efetuarmos as contas.

Para convertermos um numero do sistema bindrio para o decimal
de maneira pratica, basta seguir os seguintes passos da figura abaixo.
Observe como convertemos facilmente o nimero (1101), da base bina-
ria para a base decimal, obtendo o resultado:

13=(13),,



Base atual (binéria)

+ 1=
/
0x:- 0
-4

®1= @,

Figura 1.3: Esquema pratico para conversdo de um nimero do sistema bi-
nario para o decimal.

1x2= @
/
0-- 0

Agora que vocé ja esta familiarizado com a notagéo, iremos formali-
zar matematicamente o passo a passo. A forma de efetuarmos as contas
nos exemplos anteriores nos da um algoritmo para passarmos do siste-

ma bindrio para o sistema decimal.

Considere o numero (a,a, a,aa,), no sistema bindrio. Vamos

Lo
montar um processo recursivo onde, no ultimo passo, teremos o niime-

ro escrito no sistema decimal. O processo ¢ dado da seguinte maneira:

b=a +2xb,
bo=“o+2><b1

Ao final desse processo, teremos: (a a_,...a,a,a),= (b)), .

Calculo Numérico
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Atividade 5

Atende ao objetivo 1

Mostre que (10111), = (23),, utilizando o processo recursivo acima.

Resposta comentada

Se escrevermos (10111), = (a,a,a,a,a,),, entdo teremos as relagdes a, = 1,

a,= 0, a,= 1, a = le a,= 1. Dessa maneira, temos:

b=a-=1

4 4

b :a3+2><b4:0+2x1:2

3

b2=a2+2xb3=1+2x2=5
b1=a1+2><b2=1+2><5=11
b=a,+2xb=1+2x11=23

Logo, (10111), = (23),, = 23.

Agora vamos fazer o contrario, ou seja, vamos transformar um
nimero inteiro do sistema decimal para um namero inteiro do

sistema bindrio.

Vocé deve ter notado que, para converter um numero do sistema bi-
ndrio para o sistema decimal, realizamos sucessivas multiplicagoes pela
base 2. E natural concluir que, para fazer a conversio oposta, teremos
que desfazer esse processo realizando sucessivas divisoes pela base 2.
Sempre que dividimos um nimero na base decimal por 2, obtemos res-

to 0 ou 1, formando assim os digitos do numero binario.

Na atividade anterior, convertemos o numero (10111), da base bi-
ndria para a base decimal, obtendo (23), como resposta. Agora vamos

fazer o oposto!



Calculo Numérico

Atividade 6

Atende ao objetivo 1

Converta o numero 23 da base decimal para a base binaria.

Resposta comentada

Da atividade anterior, ja sabemos que a resposta é (10111),. Mas como
chegar nesse resultado? Precisamos desfazer as sucessivas multiplica-
¢oes por 2. Se dividirmos 23 por 2, iremos obter resto 1 e quociente 11.
Para continuar esse processo numérico, basta sempre pegarmos o quo-
ciente resultante e dividirmos por 2 até obter o quociente 1, quando nido

sera mais possivel continuarmos esse processo. Vejamos:

23=2x(11)+1

11=2x(5)+1
5=2x2)+1
2=2x%x(1)+0
1=2x(0)+1.

Repare que a resposta (10111), aparece como os restos de baixo para
cima dessas operagdes. Logo 23 = (23) = (10111),.

Ja para convertermos um nimero do sistema decimal para o binario
de maneira prética, basta seguir os seguintes passos da figura abaixo.
Observe como convertemos facilmente o nimero (23),, = 23 da base
decimal para a base bindria, obtendo o resultado (1011 1),

19
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23
11 ‘
}_| (23),,= (10111),

montar o numero
da direita para esquerda

Figura 1.4: Esquema pratico para conversdo de um ndmero do sistema de-
cimal para o binario.

Acredito que vocé percebeu o que foi feito na ultima atividade: divi-
dimos por 2 e tomamos o resto.

Para generalizarmos o processo, podemos escrever o algoritmo para
o caso geral:

+ Algoritmo: convertendo um numero da base decimal para binaria.

» Dados de entrada: k = 0, D, = nimero na base decimal.

» Passo 1:

Efetue a divisdo de D, por 2 com resto
D,=2x(q)+r,

Fagaa =1,

» Passo 2:

Se g,= 0, entdo pare e escreva: (D), = (a4, ,...a,a,a),

Sendo, faca k < k+1

Escreva D, = g, | e volte para ao passo 1.



Atividade 7

Atende ao objetivo 1

Converta o numero 23 da base decimal para a base binaria usando a
notagdo e o passo a passo do algoritmo anterior.

Resposta comentada

1@ iteracdo: k=0e D, =23

(Passo 1) D)=23=2x(q) +r,=2x(11)+1>a,=r,>a =1
(Passo 2) Como g, =11#0,entdo k< 0+1->k=1

D =q,»D, =11

2% iteragdo:k=1eD =11
(Passo1) D, =11=2x(q,) +r,=2x(5)+1>a =r>a,=1
(Passo2) Como g, =5#0,entdo k< 1+ 1> k=2

D2=q19D2:5.

3% iteragdo:k=2eD,=5
(Passo1) D,=5=2x(q)+r,=2x2)+1>a,=r,>a,=1
(Passo2) Comogq,=2#0,entiok<2+1>k=3

D,=q,>D,=2.

4° iteragdo: k=3 e D, =2
(Passo1) D,=2=2x(q,)+r,=2x(1)+0>a,=r,>a,=0
(Passo2) Comogq,=1#0,entdiok<3+1>k=4

D,=q,>D,=1

Calculo Numérico
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5%iteragdo: k=4eD, =1

(Passo1) D,=1=2x(q)+7r,=2x0)+1>a,=r,>a,=1
(Passo 2) Como g, = 0, entao:

(D),,=(a,a,a,a a),~> (23),, = (10111),.

De maneira resumida, temos:

D,=23=2x(11)+1>a =1

D =11=2x(5)+1>a =1

D,=5=2xQ2)+1>a,=1

D,=2=2x(1)+0>a,=1

D,=1=2x(0)+1>a,=1

Repare que a resposta (10111), aparece como os restos de baixo para
cima dessas operagdes. Logo 23 = (23) = (10111),.

Vamos praticar um pouco mais!

Atividade 8

Atende ao objetivo 1

Converta o numero 123 da base decimal para a base bindria usando a
notagdo e o passo a passo do algoritmo anterior.



Resposta comentada

De maneira resumida, temos:
D,=123=2x(q)+r,=2x(6l)+1>a =r,>a,=1
D =61=2x(q)+r=2x30)+1>a =r>a=1
D,=30=2x(q)+r=2x(15)+0>a,=r,>a,=0
D,=15=2x(q)+r=2x(7)+1>a,=r,>a,=1
D,=7=2x(q)+r=2x3)+1>a,=r,>a,=1
D,=3=2x(q)+r=2x(1)+1>a,=r,>a,=1

D =1=2x(q)+r=2x0)+1>a =r>a =1
Como g, = 0, entdo escrevemos:

(D), =(a,a,a,a,a,a a),~> (123) = (1111011),.

Calculo Numérico
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Aula1 e Nocgles basicas sobre erros

Tratamos aqui, apenas das conversoes dos sistemas decimais e binarios
para nimeros inteiros. Essas mudangas podem ser feitas também para
outras bases e também para nimeros fracionarios. Vocé pode se aprofun-
dar mais sobre o assunto lendo as obras apresentadas no boxe a seguir.

>

Para aprender mais sobre a conversdo para outras bases, leia o ca-
pitulo 1 de: RUGGIERO, Marcia A. G.; LOPES, Vera Lucia da R.
Calculo numérico: aspectos tedricos e computacionais. Sao Paulo:
Makron Books, 1996.

Aritmética de ponto flutuante

Como um computador (ou uma calculadora) representa os nimeros
reais? Ele representa todos os numeros reais? Como ele representa o zero
ou o infinito? Qual serd o maior e o menor nimero para um computador?

As respostas para essas perguntas estdo relacionadas com o modo
como o computador efetua as operacdes. Antes de respondé-las, vamos
aprender alguns conceitos.

A representacdo de nimeros reais mais utilizada em maquinas é a do
ponto flutuante. Esse nimero tem trés partes: o sinal, a parte fraciona-
ria (mantissa) e o expoente. A principal vantagem da representagdo em
ponto flutuante é que ela pode representar uma grande faixa de name-
ros, se comparada a representagdo de ponto fixo.

O

Ponto flutuante ou virgula flutuante?

O nome correto deste formato de representagao na lingua portugue-
sa deveria ser virgula flutuante, pois em nossa lingua é a virgula que
separa a parte inteira de um nimero de sua parte decimal. No entanto,
como o conceito foi desenvolvido em lingua inglesa, que usa o ponto,
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e ndo a virgula, para separar inteiros de decimais, a expressao ponto
flutuante foi consagrada na literatura. Por isso, optamos por adota-la.

O computador tem uma memoria finita e sé consegue representar
um numero finito de nimeros. Por exemplo, o nimero 1/3 = 0,33333...
terd que ter uma representacio finita para o computador. Assim sendo,

esse numero terd que ser aproximado.

Primeiramente introduziremos o conceito de mantissa, pois ela é
parte fundamental da representa¢ao dos niumeros.

o Mantissa é a parte do ponto flutuante que contém os digitos signi-
ficativos. Dependendo da interpretagao, pode ser considerada um
numero inteiro ou uma fragao.

Agora sim, vamos ao conceito de aritmética de ponto flutuante.

o Na aritmética de ponto flutuante um ndmero é representado
na forma:

£(0,dd,...d) x p
onde:
B ¢é a base em que a maquina opera;
t € o nimero de digitos na mantissa;
e é 0 expoente que pertence a um intervalo.

Para compreendermos melhor a ideia do ponto flutuante, vamos ver
como uma maquina trabalha com os niimeros.

Considere uma maquina que opera no sistema com a base $ = 10, o
numero de digitos na mantissa t = 3 e o expoente e € [—3,3]. Nesse caso,

0s numeros serdo representados na seguinte forma, nesse sistema:
e
0,d d,d, x10¢

onde para cadaj=1,2,3 temos d€ {0, 1,2, ..., 9}, com d, # 0.

Com isso, temos:

Calculo Numérico
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Menor nimero em valor absoluto m = 0,100 x 103 (= 10%)
Maior nimero em valor absoluto M = 0,999 x 102 (= 999)
Zero 0,000 x 10-3(= 0)

Observacao: repare que para o numero zero do quadro acima es-
colhemos o expoente e = -3. Justificaremos essa escolha mais adiante,
quando falarmos das operagoes.

Quais nimeros conseguiremos representar nessa maquina? Para
entendermos melhor e respondermos esta pergunta, consideramos

0 conjunto:
NM={xeR|m<|x|<M}

Se x ¢ NM, entdo nido teremos a chance de representd-lo nessa ma-
quina. Vejamos as duas situagdes abaixo.

« Ondmero x =0,245 x 10 ndo pode ser representado nesta maquina,
pois o expoente e = — 4 é menor do que — 3 (menor expoente
dessa maquina). Nesse caso, a maquina ira acusar a ocorréncia
de underflow;

o O numero x = 0,945 x 10’ também nio pode ser representado nesta
maquina, pois o expoente e = 7 é maior do que 3 (maior expoente dessa

maquina). Nesse caso, a maquina ird acusar a ocorréncia de overflow.

Se x € NM, entdo a maquina poderd representd-lo. Vejamos a

seguinte situagao.

« Considereonumerox=43,275=0,432758 x 10 Observe que esse nu-
mero tem 6 digitos na sua mantissa, mas essa maquina sé possui 3 digi-
tos. E agora, como representamos esse numero? Teremos 0,432 x 10°
ou 0,433 x 10%? Se for usado arredondamento, o nimero sera repre-
sentado por 0,433 x 102 Por outro lado, se for usado truncamento, o
numero sera representado por 0,432 x 10°.

Observagédo: aprenderemos melhor a respeito de arredondamento e

truncamento um pouco mais adiante.

Agora ja estamos prontos para responder as perguntas feitas ante-
riormente. O computador representa os nimeros usando a aritmética
de ponto flutuante, pois essa foi a aritmética criada para as maquinas.
O computador nao representa todos os niimeros reais, devido a sua



limitagdo de memoria. Como acabamos ver, cada maquina tera o seu
maior e o seu menor numero, dependendo da quantidade de bits e

de memoria.

Algumas linguagens de programagao consideram um nimero me-
nor de casas decimais do que a maxima permitida pela aritmética de
ponto flutuante da maquina. Nesses casos, essas linguagens permitem

utilizarmos a precisdo dupla.

Agora considere uma maquina que opera com base 3, nimero f na
mantissa e expoente e € [— n, n], onde n é um numero natural. Assim,
um nimero y em ponto flutuante nessa maquina serda denotado por fl(y)

e apresentado da forma:
fly)=+0,d d,...d xp

Agora podemos definir o metédo de truncamento e de

arredondamento.

« No método de truncamento, simplesmente cortamos os digitos na
quantidade k de casas decimais que queremos ou que sdo permiti-

das. Ou seja, consiste em cortar os digitos d, , d, ,..., e dessa forma

k+1’ k422"
ficamos com:

Ay)=+0,d,d,...d x .

« No método de arredondamento, adicionamos 5 x “** a0 nimero
y € usamos o truncamento no resultado. Com isso, obtemos um nu-

mero na forma:
flly)=+0,6,6,...0,x p.

De fato, quando fazemos o arredondamento, se dk+1 > 5, adicionamos
1 a d, para obter fl(y) chamado de arredondamento para cima. Quando
dk+l < 5, simplesmente truncamos, ou seja, ficamos apenas com os k di-
gitos, chamado de arredondamento para baixo. Se arredondarmos para
baixo, entio 61, = d,- paracadai=1,2, ..., k. No entanto, se arredondar-

mos para cima, os algarismos (e até mesmo o expoente) podem mudar.

Para entender melhor essas duas defini¢coes, vejamos algumas situa-
¢oes. Considere uma maquina que opera no sistema com a base f§ =10,
o numero de digitos na mantissa t = 3 e o expoente e € [-5, 5].

Calculo Numérico
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Dessa forma, para cada j = 1, 2, 3, 4, 5, temos d]. e{0,1,2,...,9}, com

d,# 0. Acompanhe na tabela a seguir.

Tabela 1.1: Tabela comparativa entre as diferentes representagdes de um nimero

Representacao fl(y) por Representacao fi(y) por

Numero y truncamento arredondamento
2,15 0,215 x 10 0,215 x 10!
32,114 0,321 x 10? 0,321 x 10?
-2,634 -0,263 x 10' -0,263 x 10'
354,7 0,354 x 10° 0,355 x 10°
-56,78 -0,567 x 10? —0,568 x 10?
m=3141 0,314 x 10! 0,314 x 10
0,0000003 underflow underflow
1.029.543,54 overflow overflow

Erro absoluto e erro relativo

Vamos agora aprender sobre erro absoluto e erro relativo. O erro
absoluto ¢ simplesmente a diferenca entre o valor e sua aproximagao.
Ja o erro relativo é aquele que, além de calcularmos a diferenca, ainda
normalizamos pela aproximagao, pois podemos ter ordens de grandeza
diferentes envolvidas.

Quando estamos proximos a uma solugéo ¢ dificil saber o quao pe-
queno € o erro. O erro relativo serve para termos uma ideia da porcen-
tagem do erro que estamos cometendo. Por exemplo, 1% de erro relativo
significa que o erro relativo é igual a 0,01.

Vejamos duas defini¢des a seguir:

o Erro absoluto: considere x uma aproximac¢io do valor x. Entdo o
erro absoluto é dado por:

ErA = |x - x|.

o+ Erro Relativo: considere X uma aproximagéo do valor x. Entdo o erro
[~

relativo é dado por . Como, na pritica, o que temos ¢ o valor

%]
aproximado, entdo se considera o erro relativo como sendo:
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Para entender melhor essas duas defini¢bes, vejamos

algumas situagoes:

Tabela 1.2: Tabela comparativa entre erro absoluto e erro relativo

Erro Relativo

Valor Aproximacao Erro Absoluto x|
X X |x—x]| _
|x|
0,3000 x 10° 0,3100 x 10° 0,1 0,3225 x 10
0,3000 x 10-® 0,3100 x 10-® 0,10 x 10~ 0,3225 x 10
0,3000 x 10* 0,3100 x 10* 0,10 x 10° 0,3225 x 10

Nesse exemplo, podemos ver como o erro absoluto pode variar
dependendo da ordem de grandeza do valor x, mas o erro relativo

se mantém.

Operacoes e erros na aritmética
de ponto flutuante

Como os erros se propagam quando operamos na aritmética de
ponto flutuante? Precisamos analisar e entender o que acontece quando
realizamos uma operag¢ao no computador. Quando somamos, subtrai-
mos, multiplicamos ou dividimos, cada uma dessas operagdes podem
gerar erro. Apds uma sequéncia de operagdes, o erro final é compos-
to pelo erro de cada operagdo e pelo erro no resultado da sequéncia
de operagoes.

Para compreendermos isso melhor, vejamos alguns exemplos de
operagdes e os erros que aparecem. Vamos trabalhar na base 10, com
trés digitos, x = 4/3, y = 5/7, fl(x) = 0,133 x 10" e fl(y) = 0,714 x 10°.

Usando o método do truncamento, obtemos os resultados da
tabela abaixo:
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Tabela 1.3: Tabela comparativa entre erro absoluto e erro relativo em opera-
¢des numéricas

Erro Relativo

Operacao Resultado EER ll)_tl_))s(rluto |x-x|
x|
fl(x) + fl(y) 0,108 x 10" 0,333 x 1073 0,307 x 1073
fl(x) — fl(y) 0,417 x 10° 0,333 x 108 0,799 x 10°®
fi(x) x l(y) 0,249 x 10° 0,627 x 10-" 0,251 x 10°
fl(x) = fi(y) 0,252 x 10' 0,225 x 10 0,100 x 10

Se usarmos o método do arredondamento, vamos obter os seguintes
resultados:

Tabela 1.4: tabela comparativa entre erro absoluto e erro relativo em opera-
¢oes numéricas.

Erro Relativo

Operacao Resultado = Iégs(rlum [x=x|
x|
f(x) +f(y) 0,108 x 10! 0,333 x 10-° 0,308 x 108
fl(x) — fl(y) 0,417 x 10° 0,333 x 10° 0,799 x 1073
fl(x) x fl(y) 0,25 x 10° 0,625 x 10~ 0,25 x 10°
fl(x) + fl(y) 0,252 x 10 0,225 x 102 0,100 x 10-2

Vamos agora calcular as férmulas para os erros absoluto e relativo
nas operagdes aritméticas com erros nas parcelas ou fatores.

Sejam x e y, tais que x = fl(x) + ErA ey =fl(y) + ErA,

Logo, teremos:

Adicao:

X+y (fix) + ErA) + (fl(y) + ErAy)
(ftq) + fily)) + (ErA_ + ErA)

(fltq) + fiy)) + (ErA,,)-

Assim, o erro absoluto da soma, denotado por ErAWé a soma dos
erros absolutos das parcelas:

ErAw = ErAx + ErAy.
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Vamos calcular, agora, o erro relativo nesta operagao:

ErA |
ErR,, = 2

Ax)+ A(y)

A A(x) ) A A)
:ﬂ<x>{ﬂ<x>+ﬂ<y>}ﬂ<y>[ﬂ<x>+ﬂ<y)]
- a4 e )

Analogamente, temos que os erros, absoluto e relativo, na diferenga
sao dados por:

ErA =ErA - ErA
Xy x Yy

(S

Agora vamos calcular o erro na multiplicagao:
xxy=(flix)+ ErAx) x (fi(y) + ErAx).
Fazendo a distributividade no produto, teremos:
x x y = fl(x)x fl(y) + fl(x) x ErAy +fl(y)x ErA_ + ErA x ErAy.

Se considerarmos que ErA _x ErAyé relativamente pequeno e despre-
za-lo, o erro absoluto do produto é dado por:

ErAny = fl(x) x ErAy +fl(y) x ErA .

Ja o erro relativo do produto sera dado por:

o M5 - (i

_ ErAy ErAx

+ :
Aly) A(x)
Com isso, temos:

ErRWz ErRx + ErRy.
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De maneira analoga, os erros, absoluto e relativo, na divisao sao
dados por:

ErA

x/y

Q

ErRx/y ~ ErR - ErRy.

O célculo dos erros relativos e absolutos para a divisdo pode ser en-
contrado nas obras listadas na se¢ao de Referéncias.

Vimos que podem acontecer erros nas operagdes numéricas. Pode-
mos ter erros absolutos grandes com erros relativos pequenos e vice-
-versa. Também podemos ter erros relativos e absolutos grandes. Note
que, quando temos erros grandes, os nossos resultados nao sdo con-
fidveis. No cdlculo numérico, estamos sempre buscando maneiras de
cometermos erros menores, para chegar a resultados melhores. Na me-
teorologia, por exemplo, erros grandes podem esconder uma possivel
catastrofe natural ou podem gerar panico sem necessidade.

Conclusao

Nesse ponto vocé ja deve entender como as operagdes sao realizadas
pelo computador, e deve também imaginar quantos erros sao gerados.
Mas com o conhecimento adquirido, vocé também ja estd ciente de
como o computador é fundamental para resolvermos problemas reais

com a ajuda da matematica.

Resumo

Nessa aula, vocé estudou os pontos listados a seguir.

» A representa¢ao de um nimero depende da base escolhida ou dis-
ponivel na maquina em uso e do numero maximo de digitos usados
na sua representacao. A base decimal é a mais utilizada. Outras bases
utilizadas sdo a base 12 e a base 60. Os computadores normalmente

operam na base dois, ou seja, no sistema binario.

+ No sistema decimal, utilizamos dez algarismos para representar os
nameros: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 € 9. Ja no sistema binario, utilizamos
dois: 0 e 1. De uma forma geral, podemos representar um niimero
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em uma base f como (« a ... azocloco)ﬁ, onde 0 < g, < (B - 1), para

1
k=0,1..., n ouainda da forma: ocnﬁ”+ ocn_lﬁ”*l +... .+ 0+ ocoﬂo.

Para converter um numero do sistema bindrio para o sistema de-
cimal realizamos sucessivas multiplicacdes pela base 2. E natural
concluir que, para fazer a conversio oposta, teremos que desfazer
esse processo realizando sucessivas divisdes pela base 2. Sempre que
dividimos um niimero na base decimal por 2, obtemos resto 0 ou 1,

formando assim os digitos do nimero binario.

A representacao de niimeros reais mais utilizada em maquinas é a do
ponto flutuante. Esse niimero tem trés partes: o sinal, a parte fracio-
naria (mantissa) e o expoente.

Naaritmética de ponto flutuante, um niimero é representado na forma

. , .. ,
+(0,d d, ... d) x 5, onde B é a base em que a maquina opera, t ¢
o numero de digitos na mantissa e e é o0 expoente que pertence a
um intervalo.

No método de truncamento, simplesmente cortamos os digitos na
quantidade k de casas decimais que queremos ou que sdo permitidas.
d

Ou seja, 0 método consiste em cortar os digitos d ..., e dessa

forma ficamos com fl(y) =+ 0,d,,d,, ..., d, x f.

k+12 k42
No método de arredondamento, adicionamos 5 x ~** ao numero
¥ e usamos o truncamento no resultado. Com isso, obtemos um nu-
mero na forma fl(y) = £ 0, 61,62, o 6k>< Be.

O erro absoluto é dado por ErA_= |x-x|, onde X é uma aproximagao

do valor x.
%«

O erro relativo é dado ErR = |_ , onde X é uma aproximagio do
2
valor x.
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Aula2 e CZeros reais de fungbes reais: método da bisseccdo e método da posicéo falsa

Meta

Introduzir o conceito de zeros de fungdo através de métodos iterativos

como o método da bissec¢io e método da posigio falsa.

Objetivos
Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. aplicar o método da bissecgio;

2. aplicar o método da posigdo falsa.
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Introducao

Comecaremos explicando o que seria o zero de uma funcio e o

quanto é importante e util encontra-lo.

Definimos o zero de uma fungio y = f(x) como sendo o valor real x,,
tal que f(x ) = 0.

Dessa forma, para se determinar todos os zeros de uma func¢ao y = f(x),
basta igualar o valor de y ou f(x) a zero e resolver a equagdo encontrada.
Graficamente, os zeros da fungdo f sao os valores por onde a func¢io
intercepta o eixo x.

Figura 2.1: Grafico de uma funcéo y = f(x) e seus zeros.

Os zeros de uma fungdo polinomial p (x) =a x" + ..+ ax*+ax+a,
sdo chamados de raizes do polinomio.

Algumas fungdes possuem zeros faceis de se encontrar. Quando a
func¢ao é uma reta do tipo y = ax + b, por exemplo, resolvemos a equagao
ax + b =0. Dessa forma, com faceis manipula¢des algébricas, encontra-
mos o zero da reta dado por x = —b/a.

y A
y=ax +b

-b/a

Figura 2.2: Grafico daretay = ax + b e o0 seu zero.

37



Aula 2

38

Zeros reais de fungbes reais: método da bissec¢do e método da posicéo falsa

Quando temos uma parabola do tipo y = ax?+ bx + ¢, os seus dois

zeros sdo dados pela famosa férmula de Bhaskara:

= -b +Vb*- 4ac

2a

y=ax*+bx+c

-b-+/b?-4ac
2a

-b++/b?-4ac

2a
P X

Figura 2.3: Gréfico da parabola y = ax2+ bx + ¢ e seus dois zeros.

O

A origem do nome Formula de Bhaskara

O nome da férmula foi dado em homenagem a Bhaskara Akaria.
Ele foi um matematico, professor, astrélogo e astronomo indiano;
considerado o mais importante matematico do século XII e o ul-
timo matemadtico medieval importante da India.

Leia mais sobre Bhaskara em: <https://www.estudopratico.com.

br/formula-de-bhaskara-origem-importancia-e-exemplos/>.

No geral, ¢ dificil encontrar zeros de fun¢des complicadas por meio
de formulas. Por exemplo, se quiséssemos calcular os zeros da fungio

flx) = x>+ 2x> = 3x — cos(x) + €%,
certamente teriamos bastante dificuldade de encontrar a resposta exata.

Muitos problemas matemédticos que aparentemente ndo estdo atri-
buidos ao célculo de zero de fun¢ao podem ser resolvidos através do
célculo de zeros de fun¢io, como veremos.


https://www.estudopratico.com.br/formula-de-bhaskara-origem-importancia-e-exemplos/
https://www.estudopratico.com.br/formula-de-bhaskara-origem-importancia-e-exemplos/

Calculo Numérico

Suponha que desejemos encontrar a intersec¢ao entre as fungoes
y = f(x) e y = g(x). Dessa forma, teriamos que resolver o problema de
encontrar os valores de x que satisfazem a equagao f(x) = g(x). Como,
nesse caso, temos f(x) — g(x) = 0, entao podemos interpretar este pro-
blema como a busca pelo zero da fungdo h(x) dada pela diferenca entre
feg isto é: h(x) = f(x) — g(x).

Figura 2.4: Gréafico da interseccgéo entre as fungbes y = f(x) e y = g (x)

Para entendermos isso melhor, vejamos um tipico problema da dis-
ciplina de Calculo a Uma Variavel. Se quiséssemos encontrar a area de
regides delimitada por fungoes, teriamos que encontrar as intersecgdes;
como por exemplo, quando queremos encontrar a area da regiao deli-

mitada pelas fungoes f(x) = e* e g(x) = — e a reta vertical x =1.
x

Figura 2.5: Grafico da regido delimitada pelas fungdes f(x) =e*e g(x) = 1 e pela
reta vertical x = 1. X
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Para resolver este problema, teriamos que calcular a integral dada por:
1 . 1
I(e —=)dx,
a X

. ~ ~ . . 1
em que o valor x = a é a solu¢ao da equagio f(x) = g(x), isto é, e* = —. Isso
1 X
seria 0 mesmo que resolver a equagdo e* —— =0. Dessa forma, podemos
X

1
definir a funcio & (x) = e* — — e encontrar o seu zero.
x

Vimos assim, a importancia de termos estratégias bem definidas
para encontrar os zeros de fun¢des. Lembrando que, em primeiro lugar,
é necessario localizar em que intervalo o zero da fungéo se encontra. No

exemplo anterior, ndo ¢ dificil verificar que o valor a € [0, 1].

Isolamento das Raizes

Uma analise grafica sera util e muitas vezes necessaria. Quando a fungao
for continua, uma coisa importante é fazer um estudo de sinais da fungao.
Por exemplo, consideremos o polindmio de terceiro grau dado por

p(x) =x>-9x + 3.

Nesse caso, podemos chamar os zeros de raizes do polindmio p (x).
O Teorema Fundamental da Algebra nos diz que todo polinémio de grau
impar possui pelo menos um zero real. Isso pode ser visto quando calcu-
lamos os limites abaixo:

9
2
xT X

X—>+0 X—>+0 3 X—>+00

lim (x3—9x+3)= lim x3(1— +iJ= lim x* =40

€

X—>—00 X—>—0 X X X—>—00

9 3
lim (x3 —9x+3)= lim x3(1——2+—3j= lim x* = —0.

Como o polinémio p(x) é uma fungdo continua, entdo, para ir de
“—00” a “+00”, p(x) precisa cortar o eixo x pelo menos uma vez. Observe
o estudo de sinais do polindmio p(x) = x>~ 9x + 3.

X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

p(x) -25 3 13 11 3 -5 -7 3

Sinal de . . . . B B N
px)
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Observando a tabela de estudo de sinais, podemos identificar onde
estdo localizadas as trés raizes do polinomio. Para isso, basta anali-
sar a mudanca de sinal de p(x). Com isso, esse polindmio tem raizes
x,€[-4,-3],x, €[0, 1] e x,€ [2, 3].

Figura 2.6: Grafico do Polindbmio p(x) = x3>- 9x + 3. Observe que o polindmio
cruza o eixo x trés vezes, mostrando as trés raizes da equacédo x3— 9x + 3 =0.

A explicagao desse fato se deve ao Teorema de Bolzano, que é um
caso particular do famoso Teorema do Valor Intermediario, visto na
disciplina de Calculo a Uma Variavel. Vamos relembrar!

#Teorema de Bolzano: seja f(x) uma fungao continua em um inter-
valo [a, b]. Se

f(a) xf(b) <0,

entdo existe pelo menos um x € (a, b) tal que f(x,) = 0. Ou seja, a fungdo

tem pelo menos um zero entre a e b.

Calculo Numérico
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Método iterativo

Procedimento,

em matematica
computacional, que

gera uma sequéncia de
solugdes aproximadas
que vao melhorando
conforme sdo executadas
iteragdes, e resolvem
uma classe de problemas
estabelecida. Uma
implementagao especifica
de um método iterativo,
incluindo o critério para
a parada é um algoritmo
iterativo. Um método
iterativo é considerado
convergente se a
sequéncia correspondente
converge, dado uma
tolerancia inicial de
aproximagdo. Geralmente,
¢é efetuada uma andlise
rigorosa de convergéncia
de um método iterativo;
no entanto, métodos
iterativos baseados em
heuristicas sio comuns.
Fonte: <https://pt.wikipedia.

org/wiki/M%C3%A9todo_
iterativo>.
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Figura 2.7: Teorema de Bolzano. A funcéo f(x) atravessa o eixo x dentro do
intervalo [a, b].

Agora que estudamos maneiras para localizar um zero de uma fun-
¢do, vamos aprender alguns métodos numéricos, dentre os diversos que
existem, para encontrar zeros de fungoes.

Os métodos apresentados nessa aula sao conhecidos como métodos
iterativos. Isso significa que estabelecemos uma expressao, a ser apli-
cada repedidas vezes, a partir de uma aproximacao inicial (“chute” ini-
cial), produzindo uma sequéncia de aproximagdes que convergem para
a solugao do problema. Cada vez que executamos um ciclo do método,
damos o nome de iteragdo. Cada iteragdo comega a partir dos dados da
iteracdo anterior, sucessivamente. Para que esse método tenha um fim,
temos que adotar algum critério de parada, caso contrario o método
entra em looping infinito (repeti¢ao infinita).

Critérios de Parada

Ap0s efetuar diversas iteragdes, precisamos saber se a solugdo apro-
ximada estd suficientemente proxima da solugdo exata do problema.
Para isso, precisamos efetuar um teste; isto é, estabelecer um critério
de parada para o método numérico. Para isso, precisamos aprender o
significado de solugdo aproximada.

Existem basicamente duas interpretagdes para zero aproximado,
mas que nem sempre levam ao mesmo resultado.

Seja X uma aproximagao para o zero r de uma fungéao f(x) com uma
precisédo €. Entdo, podemos efetuar um dos dois testes:


https://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_iterativo
https://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_iterativo
https://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_iterativo

(i) |x-r|<e
ou

(i) [ f(%) [ <&

Mas como efetuar o teste (i) se ainda ndo conhecemos a solucio 7,
isto é, o zero da fungdo f(x)? Uma maneira seria reduzir o intervalo que
contém o zero a cada iteracdo. Além disso, nem sempre é possivel ter
as exigéncias (i) e (ii) satisfeitas, simultaneamente. Os graficos a seguir

ilustram algumas possibilidades:

y" yu y;~
- =f(x)
y=f(x) y y=fix)
i) f == -
ik ‘ : ‘ fxX) p=- . ‘
[ x % Trx % AR e

|f(x)|<€ x-r|< € |%-r|< €
[X-r|>>€ f(x)|>>€ |f(x)|<€

Figura 2.8: Analise gréafica dos possiveis critérios de parada.

Observe que, no primeiro caso, temos uma aproximagdo x distante
do zero r, mas com imagem f(x) proéximo do valor zero. Ja no segundo
caso, temos 0 oposto; isto é, temos uma aproximagdo X perto do zero r,
mas com imagem f(X) distante do valor zero. Ja no terceiro caso, temos
uma situagdo em que os dois critérios de parada sdo satisfeitos, isto é, a
aproximacao X perto do zero r e com imagem f(X) préximo do valor zero.

Os métodos numéricos para encontrar zeros de fungao sao desen-
volvidos de modo a satisfazer pelo menos um dos critérios de parada.

Quando utilizamos um programa computacional, é aconselhavel es-
tipular um nimero maximo de iteragdes, além de um dos critérios de

parada. Isso ird evitar que o algoritmo entre em um looping.

Estudaremos agora alguns métodos iterativos para encontrar o zero
de fung¢des. O método da bissecgio e o método da posicio falsa sio
conhecidos como métodos de quebra, pois se baseiam na quebra do
intervalo que contém o zero de uma fungao.

Calculo Numérico
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Bisseccao
Divisao em duas partes
iguais.

Fonte: https://dicionario.
priberam.org/bissec¢ao.
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Os métodos de quebra sdo os mais intuitivos, geometricamente, con-
tudo, sdo os que convergem mais lentamente para a solugdo. A partir
de um intervalo [a, b] que contenha um zero para a equagéao f(x) = 0,
divide-se este intervalo em outros menores que ainda contenham pelo
menos um zero da equagio f(x) = 0. E necessério que a fun¢io f troque
de sinal no intervalo inicial e seja continua dentro do intervalo.

Método da Bisseccao

O método da bisseccao é um método de busca de raizes que
bissectam um intervalo, isto é, que dividem repetidamente o intervalo
que contém a raiz em duas partes iguais e, entao, selecionam um subin-
tervalo contendo a raiz para continuar o processo iterativo até que um
critério de parada seja satisfeito.

E um método bastante simples e robusto, porém relativamente lento,
quando comparado a outros, como o método de Newton, que veremos
na proxima aula. Por este motivo, o método da bissec¢do é usado muitas
vezes para encontrar uma primeira aproximag¢do de uma solugio e en-
tao utilizado como ponto inicial para métodos que convergem de forma
mais rapida. O método também é chamado de método da pesquisa bi-

naria ou método da dicotomia.

De maneira mais formal, o0 método da bisseccio, inspirado no Teo-
rema de Bolzano, comec¢a com um intervalo [a, b] que contenha uma

raiz para a equagao
f(x)=0,

em que a fun¢ao continua f satisfaz f(a) x f(b) < 0, ou seja, f(x) corta
0 eixo x em pelo menos um ponto do intervalo [a, b]. O objetivo deste
método ¢ dividir sucessivamente o intervalo ao meio, de maneira que o
zero sempre esteja dentro do novo intervalo. O processo iterativo con-
tinua até que a amplitude do intervalo [a, b] atinja a precisdo requerida,
dadapor (b-a)<e.


https://dicionario.priberam.org/bissecção
https://dicionario.priberam.org/bissecção
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Vamos 1a! Pense no épsilon como um nimero positivo e peque-
no (algo do tipo 0,00000...001), isto é, perto de zero. Por mais
proximos que os extremos a e b estejam um do outro, é sempre
possivel encontrar um niimero exatamente no meio dos dois que
sera dado por (a + b)/2. Se nao colocarmos um fim nessa histéria
(critério de parada), o método nunca terminara (loop infinito).
Dizer que (b - a) < € é 0o mesmo que dizer que ndo vale a pena
continuar, pois a e b estdo muito préximos um do outro. Gasta-
remos tempo (mais iteragdes) e a qualidade na solugdo ndo ira
melhorar. O épsilon é como se fosse zero para o computador.

Figura 2.9: Andlise grafica do método da bisseccgao.

Para simplificar, vamos assumir que o intervalo [a, b] contenha ape-
nas um unico zero da equagéo f(x) = 0, em que f(x) é continua em [a, b],
com f(a) x f(b) < 0. Os passos do algoritmo do método da bissec¢do sao
dados a seguir:
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Algoritmo: Método da Bisseccao

« Dados iniciais: Seja f(x) continua no intervalo [a, b] tal que
f(a) x f(b) < 0. Escolha a precisao ¢ > 0;

« Passo 1: se (b - a) < ¢, entdo escolha X € [a, b] e pare. Senio, va para

o Passo 2;

o Passo2:facak=1;
a+b

o Passo 3: calcule x = T ;

« Passo4:sef(a) x f(x) > 0, entdo faga a = X e va ao passo 6. Sendo, va

para o Passo 5;
o Passo 5: faga b =X e va ao passo 6;

o Passo 6: se (b - a) < ¢, entdo escolha X € [a, b] e pare. Sendo, va para
o Passo 7;

o Passo 7:faga k = k + 1 e volte ao Passo 3.

Observacdo: podemos incluir no algoritmo o critério de parada com

o mddulo da fun¢do e um nimero maximo de iteragdes.
Em cada iteragdo do algoritmo do método da bissec¢ao, o intervalo
. . (. —_a+b
[a, b] sera reduzido pela metade. O ponto médio x = 5 dado no

passo 3 do algoritmo, ocupara o lugar do limitante inferior “a” ou do
limitante superior “b” do intervalo. Tudo isso dependera do sinal do
valor de f(x). De duas opgdes, teremos uma: ou f(x) tera o mesmo sinal
de f(a) ou tera o mesmo sinal de f(b).

Para garantir que o zero da fungido esteja dentro do novo inter-
valo reduzido pela metade, os limitantes do intervalo precisam ter

sinais opostos.

Logo, se f(a) x f(x) < 0, isto &, f(a) e f(X) tem sinais opostos, entao
ficaremos com o intervalo [a, X]. Nesse caso, descartaremos o limitante
superior b do intervalo, fazendo agora b = x. Agora, por outro lado, se
acontecer de f(a) x f(x) > 0, entdo significa que f(a) e f(X) tém o mesmo
sinal (ambos negativos ou ambos positivos). Essa situagdo nao nos daria
garantia de que existe algum zero no intervalo [a, X]. Mas, consequen-
temente, teremos garantido que o zero estaria no intervalo [X, b], pois
quando f(a) x f(x) > 0 acontecer, f(x) x f(b) <0 serd verdadeiro. Nesse
caso, descartaremos o limitante inferior a do intervalo, fazendo agora
a = X. Vejamos essa explicagdo na seguinte ilustragao:
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f(a)>0 f(a)>0
f(b)<0 f(b)<0
f(x)>0 f(X)<0
re[x,b] _ relaxl
X
X
f(a)<0 f(a)<0
y f(b)>0 f(b)>0
f(x)<0 f(x)>
r e [X,b] relax]
Xr ar
VAT X

Figura 2.10: Analise grafica do algoritmo do método da bisseccéao.

Vejamos como encontrar uma aproximagao para \/E, utilizando o

método da bisseccdo.

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

Encontre uma aproximagao para 2 utilizando 0 método da bissecgdo.

Use quatro casas decimais.

Calculo Numérico
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Resposta comentada

Observe que podemos modelar esse problema como sendo um pro-
blema de encontrar zero de uma funcio. Para isto, basta fazer x = \/5 .
Entdo precisamos encontrar uma aproximagio para x. Observe que, se
x =+/2, entdo x? = 2 ou seja, x> — 2 = 0. Dessa forma, basta escolhermos
a fungdo f(x) = x> - 2 e resolvermos o problema de encontrar x que sa-
tisfaca a equagao f(x) = 0.

Além disso, sabemos que Ji<y2<4/4, ou seja, 1 < v2 < 2. Nesse
momento, ji temos os dados iniciais para utilizar o algoritmo do mé-
todo da bissecgdo, pois f(x) é continua (fungao polinomial do segundo
grau) no intervalo [1, 2] com f(1) =1°-2=-1ef(2) =22 -2 =2, isto ¢,
f(1)xf(2) <0 (imagens com sinais opostos). Se fossemos utilizar um
computador precisariamos definir uma precisdo € = 10~ = 0,001, por
exemplo. Mas como se trata de um exercicio em que faremos as contas
com uso de uma calculadora cientifica, vamos nos limitar a utilizar qua-
tro casas decimais e fazer apenas sete iteragdes, para entendermos como

funciona o método da bissecgdo. Vamos as contas:

k =1 (primeira iteragdo)
I=[1;2]
a=1=>f(1)=-1<0

b=2=f2)=+2>0

X, = % =1,5=f(1,5) = +0,25 > 0

O ponto médio x = 1,5 do intervalo [1, 2] ocupara o lugar do limite
inferior a = 1 ou do limite superior b = 2. Ou seja, devemos ficar com o
intervalo [1; 1,5] ou o intervalo [1,5; 2]. Como f(1,5) > 0, entdo x, = 1,5
ocupara o lugar de b = 2, pois a imagem tem o mesmo sinal, isto é,
f(2) > 0. Dessa forma, ficaremos com o intervalo [1; 1,5], pois f(1) x
f(1,5) < 0. Com isso, basta repetir o processo para esse novo intervalo,
e dai por diante.

k =2 (segunda iteragao)
L=[1;1,5]
a,=1=>f(1)=-1<0
b,=1,5=f(1,5) = +0,25> 0

1415
x,=—— 2 21255 £(1,25) = -0,4375< 0

2
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k = 3 (terceira iteracio)
L=1[1,25;1,5]

a,=1,25 2f(1,25) =-0,4375<0
b,=1,5=f(1,5)=+0,25>0

1,25+ 1,5
= - =1375>f(1,375) = -0,1094 < 0

x3
k = 4 (quarta itera¢ao)
I,=[1,375; 1,5]
a,= 1,375 = f(1,375) = -0,1094 < 0
b,=1,5=f(1,5) = +0,25 >0
1,375+ 1,5
X, = — =1,4375 = f(1,4375) = +0,0664 > 0
k =5 (quinta iteracao)
I,= [1,375; 1,4375]
a,= 1,375 = f(1,375) = -0,1094 < 0
b5= 1,4375= f(1,4375) = +0,0664 > 0

_ 1,375+ 1,4375

Xs

=~1,4063 = £(1,4063) = -0,0223 <0

k = 6 (sexta iteracdo)
I= [1,4063; 1,4375]
a,= 1,4063 = £(1,4063) = -0,0223<0

b,=1,4375= f(1,4375) = +0,0664 > 0
1,4063 + 1,4375
X = 5

~ 1,4219 = f(1,4219) = +0,0218 > 0

k =7 (sétima iteragdo)
I7= [1,4063;1,4219]
a,=1,4063 =>f(1,4063)z—0,0223<0
b7= 1,4219 = f(1,4219) = +0,0218 > 0
1,4063 + 1,4219
xX. =
7 2

~ 1,4141 = f(1,4141) = -0,0003 < 0

Apos sete iteragdes, concluimos que J2 = 1,4141. Obviamente, preci-
sariamos de mais iteragdes para encontrar uma melhor aproximagao.
Observe que a amplitude do ultimo intervalo encontrado

L= [a, b,] = [1,4063; 1,4219]

é dada por b, - a, = 1,4219 - 1,4063 = 0,0156 > £ = 0,001. Se tivéssemos

adotado o critério de parada b, - a, < ¢, ainda precisariamos realizar

Calculo Numérico
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mais iteragdes, até que este critério fosse satisfeito. Por outro lado, se
tivéssemos adotado o critério de parada |f(x, )|< ¢, entdo poderiamos pa-
rar nessa sétima iteracao, pois:

|f(x) = |f(1,4141)| = 0,0003 <

Nesse momento, podemos nos indagar se é possivel estimar o nime-
ro de iteragdes a ser realizada no método da bissecgdo, caso optassemos
pelo critério de parada b, - a,< &. Vejamos agora como podemos fazer
essa estimativa.

Estimativa do Numero de Iteragdes
no Método da Bisseccgéao

Repare que cada intervalo possui a metade da amplitude do interva-
lo anterior. Entdo, dada uma precisdo € > 0 e um intervalo inicial |a, b|,
é possivel estimar o nimero de iteragdes k a ser realizada pelo método
da bisseccdo, de modo que o critério de parada b, - a, < € seja satisfeito.

Seguindo os passos do Algoritmo do Método da Bissecgao,
podemos escrever:

b . —a —-a —a b—a
bk_ak: k-1 k-1 — k-2 k-2 — k-3 k-3 = <e.

2 22 2} 2k

O método da bissecgdo corta o intervalo sempre ao meio, onde ire-
mos escolher (baseado no método) se ficaremos com a primeira ou a se-
gunda metade do intervalo (faremos isso em cada itera¢do). Chamamos
o valor (b — a) de amplitude de um [a, b]. As desigualdades anteriores
signiﬁcam que serao sucessivas divisoes por 2, isto &, 2, 4, 8, 16, etc.
Havera um momento em que a amplitude do intervalo atual sera tao
pequena (menor que €), que pararemos (critério de parada).

Dai, temos que:

2 >b;a:> log(2k)> log(b;aj: k-log(2)>log(b—a)—log(8)
£ £

log(b—a)—log(e).

=k> log(z)
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Portanto, se k satisfaz a relacdo acima, teremos a estimativa do nime-
ro minimo de iteragdes necessarias para atingir uma precisao ¢. Isso se
deve ao fato de que se é o zero da fungéo, o critério de parada | x-r| < ¢

sera atendido, pois temos que:
|x-r|<|b-al<e

Graficamente ,temos:

[ L ]
L YI Ir _
a, b,

Figura 2.11: Andlise grafica do critério de parada do método da bissecgao.

Na Atividade 1, se tivéssemos optado pelo critério de parada
|x-r| <& come=10"= 0,001, por exemplo, terfamos que fazer muito
mais iteragdes. Vejamos como descobrir quantas iteragdes seriam ne-

cessarias, no exemplo a seguir:

Atividade 2

Atende ao objetivo 1

Calcule o nimero minimo de iteragdes necessarias para encontrar
o zero da fungdo f(x) = x* - 2 no intervalo [1, 2], utilizando a precisdo
e=10".

Calculo Numérico
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Resposta comentada

Vimos que o nimero k minimo de iteragdes necessarias para atingir

log(b—a)—log(s)

uma precisdo ¢ é dado por k > .Coma=1,b=2e¢

& =107, teremos: log (2)
. log (2-1)-log(10°) log(1)+3log(10) 3 3
” log (2) ~ log(2)  log(2)  0,3010

~9,9668 = k =10.

Logo, precisariamos realizar pelo menos 10 iteragdes.

Uma vez satisfeita a hipdtese de continuidade da funcéo f(x) no in-
tervalo [a, b] com f(a) x f(b) < 0, o método da bissecgdo ira gerar uma
sequéncia que aproximagdes que convergira para a solu¢ao do problema
sem realizar calculos mirabolantes. No entanto, a convergéncia desse
método ¢é bastante lenta se comparada outros métodos para encontrar
zero de funcio.

O método da posigdo falsa foi inspirado no método da bissecgao, com
o objetivo de acelerar a convergéncia realizando um nimero menor

de iteragdes.

Método da Posicao Falsa

Vimos que o método da Bissec¢ao consiste em reduzir pela meta-
de um intervalo [a, b] que contém um zero de uma fungdo f(x). Para

isso, o método utiliza-se de uma média aritmética entre a e b, isto é,

_ _a+b 1 s . < .
X= o Essa média ndo leva em consideracio nenhuma propriedade

da fungao f(x) para tentar descobrir se o zero estd mais perto de a ou
de b. E exatamente isso que o método da posicdo falsa tenta fazer, utili-
zando uma média ponderada, ao invés de aritmética. Para simplificar,
vamos novamente assumir que o intervalo (a, b) contenha apenas um
unico zero da equagio f(x) = 0, onde f(x) é continua em [a, b] com
f(a) x f(b) <0. Se |f(a)| estiver mais préximo de zero do que |f(b)],
entdo é provavel que o zero da fun¢ao esteja mais proximo de a do que
de b. O contrario também seria esperado, isto é, se | f(b)| estiver mais



proximo de zero do que |f(a)|, entdo é provével que o zero da fungio
esteja mais proximo de b do que de a (pelo menos, isso aconteceria se a
func¢ao fosse uma reta). Observe o grafico ilustrando isso:

O zero r esta mais
perto de a do que
de b, pois:

0<|f(a)|<|f(o)|

Figura 2.12: Analise grafica do método da posicgao falsa.

Dessa forma, ao invés de utilizar a média aritmética como no caso
do método da bissec¢ao, o método da posicao falsa utiliza a média pon-
derada dada por:

Observe que |f(a)| e |f(b)| sdo usados como pesos na média
ponderada. Quanto maior for o valor de |f(b)|, isso fard com a média
x fique mais préxima do limite inferior a do intervalo [a, b]. Por outro
lado, quanto maior for o valor de |f(a)| mais préxima ficard a média x
do limite superior b do intervalo [a, b]. Além disso, como por hipdtese
f(a) e f(b) possuem sinais opostos, entdo podemos reescrever a média
ponderada como:

Provavelmente vocé ja se perguntou por que o método chama-se-
posigao falsa. Isso se deve ao fato de que, dependendo da curvatura da
funcédo f(x) no intervalo [a, b] que contém o zero da fung¢io, ao invés
de nos aproximarmos do zero, podemos nos afastar dele. Isso pode ser
observado no grafico a seguir:

Calculo Numérico
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0<|f(a)|<|f(b)|mas r esta mais proximo de b

Figura 2.13: O motivo do nome método da posig¢éo falsa.

Os passos do algoritmo sdo dados a seguir:

Algoritmo: Método da Posicao Falsa

o Dados iniciais: Seja f(x) continua no intervalo [a, b] tal que
fla) x f(b) <0.
Escolha a precisdo € > 0;

+ Passo 1: se (b - a) < ¢, entdo escolha X € [a, b] e pare;
Senao,

o Passo2:facak=1;
of(0)-bf(a),
f(b)=f(a)

« Passo4:se|f(X)| <e, entdo escolha x como a solugdo do problema e

e Passo 3: calcule x =

pare;
Senao,

o Passo 4: se f(a) xf(X) >0, entdo faga a =X e va ao passo 6;
Senao,

o Passo 5:faga b =X e vdao passo 6;

o Passo 6: se (b — a) < ¢, entdo escolha X € [a, b] como solugdo e pare;
Sendo,

o Passo 7:faga k =k + 1 e volte ao passo 3.
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No inicio desta aula, quando fizemos um estudo de sinais do polino-
mio do terceiro grau dado por p (x) = x>~ 9x + 3, vimos que existe um
zero no intervalo [0, 1]. Vamos utilizar o método da posicdo falsa para
encontrar uma aproximagao para esse zero.

Atividade 2

Atende ao objetivo 2

Utilize o método da posigio falsa para encontrar o zero da funcio
p(x) =x*—9x + 3 que esta no intervalo [0, 1] utilizando a precisdo € = 10~:

Resposta comentada

Ja temos os dados iniciais para utilizar o algoritmo do Método da Posi-
¢do Falsa, pois f(x) é continua (fun¢do polinomial do terceiro grau) no
intervalo [0, 1] com f(0) =3 > 0e f(1) = -5 < 0, isto é, f(0) x f(1) <0
(imagens com sinais opostos). Vamos as contas:

k=1 (primeira iteragéo)
I, =[0;1]

a,=0= f(0)=+3>0
b=1= f(1)=-5<0

_O)(

X, = ((1)( OE5)=()6)_ =0,375= f(0,375)~—0,3223<0

5)-
S (9 8

A média ponderada x, = 0,375 do intervalo [0, 1] ocupard o lugar do
limite inferior a = 0 ou do limite superior b = 1. Ou seja, devemos ficar
com o intervalo [0; 0,375] ou o intervalo [0,375; 1]. Como f(0,375) < 0,
entdo x, = 0,375 ocupard o lugar de b = 1, pois a imagem tem o mesmo
sinal, isto é, f(1) < 0. Dessa forma, ficaremos com o intervalo [0; 0,375],
pois f(0) x £(0,375) < 0. Com isto, basta repetir o processo para esse
novo intervalo e dai por diante.

Calculo Numérico
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k=2 (segunda iteraqio)

1,=[0;0,375]

a,=0= f(0)=+3>0

b, =0,375= £(0,375) ~ -0,3223 <0
(0)(-0,3223)—(0,375)(3)

o)) 0,3386

= £(0,3386) ~—0,0086 <0

k=3 (terceira iteragéo)

I,=[0;0,3386 ]

a,=0= f(0)=+3>0

b, =0,3386 = f(0,3386) ~—0,0086 <0
(0)(-0,0086)—(0,3386)(3)

BT Co0086)-(3) 0.3376

= £(0,3376) ~-0,0001 <0

E, portanto, X = 0,3376 é uma aproximacgao para o zero da fungdo que
estd no intervalo [0, 1], pois |f(0,3376)| = 0,0001 < 0,001 =&.

Conclusao

Nesta aula, vimos dois métodos para encontrar zero de fungdo. Um
deles é o método da bissec¢io, que tem enorme simplicidade, mas que é
bastante lento na convergéncia. O método da posigio falsa é uma adapta-
¢do do método da bissec¢io, com o objetivo que acelerar a convergéncia,
mas, como o proprio nome diz, podemos nos afastar da solugao de-
pendendo da curvatura da fungdo do problema. Existem muitos outros
métodos que podemos utilizar para encontrar o zero de uma funcéo.
Na préxima aula, estudaremos um dos métodos mais famosos para esse
tipo de problema. Estamos falando do método de Newton-Raphson.
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Resumo

Nessa aula vocé estudou:

« o método da bissec¢do, que consiste em reduzir o intervalo [a, blem
cada iteragao, utilizando para isso, a média aritmética:
a+b
2
o 0 método da posigio falsa, que consiste em reduzir o intervalo [a, b]

X =

em cada itera¢do, utilizando para isso a média ponderada:

af(b)-bf(a)
f(b)~(a)

)_C:
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Meta

Apresentar o Método de Newton-Raphson para o calculo de zeros

de fungoes.

Objetivo

Esperamos que, ao final dessa aula, vocé seja capaz de calcular zeros de
funcao através do Método de Newton-Raphson.

60



Introducao

Na aula anterior estudamos dois métodos iterativos, entre os diversos
existentes, para encontrar zeros de uma funcéo. Nesta aula, estudaremos
o mais famoso e um dos mais eficientes métodos para solucionar esse
tipo de problema. Estamos falando do Método de Newton-Raphson, de-
senvolvido por Isaac Newton e Joseph Raphson. Na maioria das vezes,
este método é chamado apenas de Método de Newton devido ao famoso
matematico inglés Isaac Newton, que publicou seu método para encon-
trar zeros de equagdes nao lineares em 1687. Para fazer jus ao também
inglés Joseph Raphson, que apresentou em 1690 a sistematizacdo do
método, foi dado o nome de Método de Newton-Raphson. A versao de
Raphson do método é mais simples do que a de Newton e é, por essa
razdo, considerada superior e encontrada nos livros atualmente.

Isaac Newton

(1643 - 1727)

Newton é considerado um dos maiores génios da histéria da hu-
manidade. Ele nasceu em Woolsthorpe, Lincolnshire, Inglaterra,
e estudou no Trinity College, em Cambridge. Foi o maior cientis-
ta europeu desde a época de Arquimedes até a de Albert Einstein.
Antes de completar 24 anos de idade, ele ja havia criado o teore-
ma dos bindmios e o calculo funcional, descoberto o espectro da
luz e escrito sua Teoria da Gravitagdo. Ha quem afirme que ele
teria elaborado esta teoria em 1665, ao observar a queda de uma
magca. Enquanto esteve em Cambridge, desenvolveu as famosas

Calculo Numérico
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Trés Leis do Movimento, uma faganha espetacular para uma pes-
soa ainda tdo jovem. Em 1687, Newton publicou seus Principios
Matemdticos da Filosofia Natural. Neste trabalho, universalmente
conhecido como Principia, ele demonstrou a estrutura do Uni-
verso, o movimento dos planetas e calculou a massa do Sol, dos

planetas e de algumas luas.

Fonte: http://www.sohistoria.com.br/biografias/newton/.

Método de Newton-Raphson

O Método de Newton-Raphson combina duas ideias basicas muito
comuns nas aproximagdes numéricas, que sdo a linearizagdo e iteragdo.
Quando estudamos calculo diferencial, o primeiro conceito que temos
de derivada € construir a equagdo de uma reta tangente a uma func¢ao
em um determinado ponto. Tal reta tangente é uma aproximacao linear
da func¢do na vizinhanca do ponto tangente e é exatamente com essa
linearizacio da funcido que o método de Newton trabalha.

Dessa forma, ao invés de calcular o zero da funcdo, o método de
Newton encontra o zero da reta que é muito mais facil se encontrar atra-
vés de operagdes bdsicas. Entao, na vizinhang¢a do ponto de tangéncia,
substituimos um problema complicado por um problema simples de lidar.

A parte iterativa do método consiste em repetir esse processo toda
vez que encontramos uma aproximagao. Em suma, damos um “chute”
(aproximagao) inicial x, para o zero da func¢do f(x) e calculamos o zero
da reta tangente a f(x) em x, chamando-o de x,. Tal equagao é dada por:

y=1(x) - (x=x) +f(x),

Para calcular a nova aproximagao x,, basta fazer y = 0 na equagdo da
reta tangente acima e isolar a variavel x, resolvendo o problema:

1) - (x = x) +f(x)) =0,

e encontrando, assim:
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A figura a seguir ilustra essa situagdo:

y = F(%Xp)-(x%p) + ()

f(x,) P

Figura 3.1: Reta tangente em P(x,, f(x,)).

Dai é s6 repetir o processo calculando o zero da reta tangente a f(x)

em x, chamando-o de x,, isto é:

Slx)

e assim por diante. Dessa forma, iremos construir uma sequéncia de
aproximagdes x,, utilizando a aproximagao x, para encontrar x,  atra-
vés da formula:

~

(xk) ,comk=0,1,2,...

Figura 3.2: Processo iterativo do Método de
Newton-Raphson.
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Repetiremos esse processo até que a precisio desejada seja atingida,
atendendo ao critério de parada escolhido. Por exemplo, podemos parar
quando f(x,) for suficientemente préximo de zero ou quando a diferen-
¢a entre os dois iterados, ou seja, |x, - x|, for muito pequena, demons-
trando assim pouca possibilidade de avanco nos célculos.

O Método de Newton-Raphson esta esquematizado no algoritmo

a seguir.

Algoritmo: Método de Newton-Raphson

+ Dados iniciais: escolha a aproximagdo inicial x, e a precisdo ¢ > 0.
Calcule f7(x) a partir de f(x);

o Passo 1: se |f(x,))| < & entdo faga X = x, e pare. Sendo, siga para o
Passo 2;

o Passo2:facak=1;
f(x) |
f'(x)

o Passo4:se|f(x,)| <eouse|x, —x | <e¢ entdo faga X = x, e pare. Sendo,

 Passo 3: calcule x, =x, -

siga para o Passo 5;
+ Passo 5: faga x = x;
o Passo 6: faga k = k + 1 e volte ao Passo 3.

Observagao: Podemos incluir no Algoritmo uma salvaguarda: caso
a derivada [f’(x,)| < ¢, para alguma iteragdo k, entao devemos parar e
escolher um novo chute x .

Essa observagao destaca a possivel falha no Método de Newton-
Raphson. De forma algébrica, se f’(x,) = 0, entdo ndo poderiamos
calcular x,_, pois nio podemos dividir por zero o lado direito da
equagdo do Passo 3 (x, = x, - f(x,)/f(x)).

De forma geométrica, toda que vez que a derivada é nula, a reta tan-
gente é paralela ao eixo x e, dessa forma, nao ira intercepta-lo. De modo
pratico, toda vez que a derivada estiver préximo de zero (f(x,) = 0), ou
seja, |f’(x,)|< &, a reta tangente ird interceptar o eixo x muito longe do
zero r da funcéo.



YA
(%) =0
| Xkl —_—
>
X, r X

Figura 3.3: Possivel falha no Método de Newton-Raphson.

Na primeira atividade da Aula 2, encontramos uma aproximacio
para 2 utilizando 0 método da Bissec¢ao. Agora vamos fazer o mes-
mo, mas utilizando o Método de Newton-Raphson.

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

Encontre uma aproximagao para V2 utilizando o Método de Newton-
-Raphson. Utilize quatro casas decimais.

Dica: para resolver o problema pelo método proposto, podemos conti-
nuar utilizando a mesma fun¢ao que encontramos na primeira atividade
da Aula 2, f(x) = x*- 2, da qual \/5 é raiz.

Calculo Numérico
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Resposta comentada

Na primeira atividade da Aula 2, vimos que \/5 e [1,2] é um zero da
funcao f(x) = x*-2.

Além disso, a derivada da funcao é dada por f(x) = 2x. Escolhe-
remos x,= 1,5 como aproximagdo inicial para 2 (zero da func¢io).

Com isso, teremos:

k=1 (primeira iteraqéo)

x
1 0 f!(xo) ( )
k=2 (segunda iteraqéo)
x, =1,4167
f(x,)=r(1,4167)~0,0070
£'(x,) = f'(1,4167) =2,8334
=N fls) —1,4167—Mz1,4142

U f(x) (2,8334)

k =3(terceira iterac;éo)
x, =1,4142
f(x,)=f(1,4142) ~0,0000
f'(x,)=f(1,4142) =2,8284

X, =X —M 1,4142—( 00)=1,4142

~ 0,00
T f(x) (2,8284)

2

Note que podemos parar na terceira iteragdo, pois ndo houve avan¢o
na aproximagao (x, = x,). Com isso, utilizando apenas quatro casas de-
cimais, temos V2 = 1,4142. Na verdade, ja poderiamos ter parado na
segunda iteragdo, pois f(x,) = f(1,4142) = 0.
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Na terceira atividade da Aula 2, calculamos uma aproximacao para o
zero do polinémio do terceiro grau dado por p(x) = x*—9x + 3 que esta
no intervalo [0, 1]. Agora vamos utilizar o Método de Newton-Raphson
para encontrar uma aproximagao para esse zero.

Atividade 2

Atende ao objetivo 1

Utilize o Método de Newton-Raphson para encontrar o zero da fun¢io
p(x) =x*—9x + 3 que esta no intervalo [0,1], utilizando a precisdo e = 107:

Resposta comentada

A derivada da fungdo é dada por f’(x) = 3x°- 9. Escolheremos x, = 0,5
como aproximacao inicial. Como isso, temos:

k =1(primeira iteraqéo)
x,=0,5

f(x,)=£(0,5)=-1,375

f'(x,)=f"(0,5)=-8,25

f(x) =0,5—ﬂz0,3333

(-8,25)

Calculo Numérico
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k=2 (segunda iteraqéo)
x, =0,3333
f(x,)=r(0,3333)~0,0373
f'(x,)=f"(0,3333) ~ -8,6667

flx

(( ) =0,3333- Mz0,3376

() (-8,6667)

Ja podemos parar na segunda iteragao com X = 0,3376, pois ja teremos o
seguinte critério de parada atendido:

|f(x,) | =£(0,3376) | = 0,0001 < 0,001 = 10-=&.

Conclusao

Nesta aula, vimos o Método de Newton-Raphson para encontrar
zero de fungdo, um dos mais famosos e eficientes quando se trata desse

tipo de problema.

Para que o Método de Newton-Raphson funcione bem, é necessario
que o chute inicial esteja relativamente proximo da solugao. Além dis-
so, ¢ muito importante que a derivada calculada nas aproximagdes nio
fique proxima de zero. Caso isso aconteca, basta recomegar o método

escolhendo um novo chute inicial.

Resumo

Nesta aula vocé estudou o0 Método de Newton-Raphson, que consis-
te em calcular uma sequéncia de aproximacoes dada por a partir de um

chute inicial .
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Meta

Apresentar os conceitos da resolucido de sistemas lineares da forma di-

reta, apresentando o método da eliminagao de Gauss.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. identificar o que é um sistema linear e reescreve-lo na forma matricial;

2. entender cada passo do algoritmo numeérico para o método da eli-

minacio de Gauss;

3. resolver o sistema linear através do método direto da eliminagéo

de Gauss;

4. escrever um algoritmo para o método de Gauss.

Pré-requisitos

Para se ter um bom aproveitamento desta aula, é importante vocé re-
lembrar os conceitos de matrizes e sistemas lineares apresentados nas
disciplinas de Algebra Linear I e IL.
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Introducao

Existem dois tipos de métodos numeéricos para encontrar solugdes

de um sistema linear, sao eles:

o Métodos diretos: sao aqueles que a menos de erros de arredondamen-

to, fornecem a solugdo exata do sistema.

» Métodos iterativos: sao aqueles que procuram a solucdo do sistema
considerando uma aproximacao inicial e gerando uma sequéncia
iterativa {X}. Essa sequéncia pode ou ndo convergir para a solugao
do sistema.

Sistemas lineares

Dadosa,..,a eb € Reaequagdoax+..+ax =>bondex, .., x

n 11 nn 1 n

sdo variaveis ou incdgnitas, é denominada equagdo linear nas varigveis
X ..., X . Os nimeros a,, ..., a sio denominados coeficientes das varid-
veis x,, ..., X , respectivamente, e b ¢ denominado de termo independente.

Um sistema linear sobre R com m equagoes e n incognitas é um con-
junto de m>1 equagdes lineares com n>1 variaveis, e é representado por:

a,x, +--+a,x, = b
a,x +--+a,x, = b,
a, x +-+a x = b
com a; € R para todoi=1,...,mej=1,.. n Ouainda, podemos

representa-lo como um produto de matrizes:

all aln 'xl bl
a a X b
ml mn n m
onde:
all aln
amatriz A=| : . : | édenominada matriz dos coeficientes;
_aml amn
xl
amatriz X =| : |édenominada matriz das varidveis;
x
L n
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bl
amatriz B=| : | é denominada matriz dos termos independentes;
bm
all aln bl
a matriz [A|b]= : . ¢ ¢ | é denominada matriz am-
aml e amn * bm

pliada do sistema.

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

Identifique se os sistemas abaixo sdo lineares e, em caso afirmativo, es-
creva o sistema matricial correspondente.

2x+4y = 0
] X+y+z = 2
x-y =3
x+z =1

X +yt+z =

2. x—y =
x+z =1
x+y+z = 20
3. xX—y = 3
x+z = 10

Resposta comentada

Os sistemas 1 e 3 sdo sistemas lineares, porém o sistema 2 tem uma va-
riavel quadrética, o que ndo permite que ele seja linear.

A forma matricial para os sistemas 1 e 3 sao, respectivamente:
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2 4 0 0
X 1 1 1) x 20
! ! 2110 3
:e— =
1 -1 0|73 4
z 1 0 1)z |10
1 0 1 1

Método da eliminacao de Gauss

Diremos que uma matriz A = (al.j ) ¢ escalonada quando o pri-

mxn
meiro elemento ndo-nulo de cada uma de suas linhas estd a esquerda
do primeiro elemento ndo-nulo de cada uma das linhas subsequentes e,

além disso, as linhas nulas (se houver) estdo abaixo das demais.

Na imagem a seguir, podemos ver um exemplo da matriz escalonada,
destacando o primeiro elemento nao-nulo de cada uma de suas linhas
e o primeiro elemento ndo nulo de cada uma das linhas subsequentes.

P -—==>
.

primeiros elementos
nao nulos
s RoTTTTTTTTT "7777 daslinhas 1,2e 3
esta a :
esquerda de '

0 S

esta a
esquerda de

1
v

Lo R I 3

Figura 4.1: Matriz na forma escalonada.

Para aplicar o método da eliminagdo de Gauss, é importante domi-
nar as seguintes operagdes elementares com matrizes:

1. trocar a posi¢do de duas linhas;
2. somar a uma linha um multiplo de outra linha;

3. multiplicar uma linha por um nimero diferente de zero.
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Descreveremos a seguir o processo de eliminagdo (ou escalonamento),
o qual, mediante aplicagdes sucessivas dessas trés operagdes elementa-
res as linhas de uma matriz, produz uma matriz escalonada.

Procedimento:

a) Sea, # 0,0 processo comega deixando a primeira linha in-
tacta e somando a cada linha L, com i > 2, a primeira linha

ST —a; . [ . .
multiplicada por [, =—™ . Com isto se obtém uma matriz cuja
all
primeira coluna é (a,, 0, ..., 0).

b) Se a,, =0, uma troca de linhas fornece uma matriz com a, =0, desde
que a primeira coluna néo seja nula.

c) Se, porém todos os elementos de primeira coluna sdo iguais a zero,
passa-se para a segunda coluna ou, mais comumente, para a coluna
mais proxima, a direita da primeira, onde haja algum elemento nao-
-nulo e opera-se como antes, de modo a obter uma matriz cuja primeira
coluna nio-nula come¢a com um elemento diferente de zero, mas todos

os demais sao iguais a zero.

d) A partir dai, ndo se mexe mais na primeira linha. Recomega-se o
processo, trabalhando-se com as linhas a partir da segunda, até obter
uma matriz escalonada.

Exemplo 1

Para gerarmos uma matriz escalonada, antes de tudo, devemos ter
em mente qual é o resultado final que queremos. Ora, uma matriz esca-
lonada, como ja dissemos antes, é uma matriz que possui uma forma
de escada, em que, na primeira coluna, somente o primeiro elemento é
diferente de zero; na segunda coluna, o segundo elemento é diferente de
zero e todos abaixo dele sdo iguais a zero; na terceira coluna, o terceiro
elemento é diferente de zero e todos abaixo dele sao iguais a zero, e as-

sim por diante.

Para conseguir isso, passamos entdo a dividir o problema em partes
menores (baby steps) até conquistarmos o resultado esperado.

a) Objetivo 1: transformar o primeiro elemento da linha L, em zero.
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o Estratégias:
- Transformar a linha L, em L, — 5L,

- Transformar a linha L; em L; — 9L,

1 2 3 : 4]|L,->L,-5L[1 2 3 : 4
56 7 1 8|-————m >0 -4 -8 ! -12
9 10 11 : 12|L,—>L,~9L|0 -8 -16 : -24

b) Objetivo 2: transformar o segundo elemento da linha 3 em zero.
o Estratégia:

-Transformar a linha L; em L; - 2L,.

1 2 3 4
-4 -8 ! -12
L,—L,-2L, . .

Agora temos a nossa matriz escalonada, através do método da eli-
minag¢ao de Gauss, adotando baby steps para nos ajudarem a avangar na
resolu¢do do problema de forma mais segura.

Exemplo 2

Considere o sistema:

2x+y+z = 5
4x—6y = -2
—2x+7y+2z = 9

Vamos aplicar a eliminagdo na matriz ampliada do sistema:.

Atencao: Va acompanhando o passo a passo no seu caderno, como se

vocé estivesse fazendo um exercicio. Assim vocé treina o método!

4
2 01 1 5] k2L s
4 6 0 1 2| ————v > |0 -8 2 i -12
2 7 2) |0 8 3 1 14
L—>L—(——le
2
————— > [2 1 1 5
g) [0 -8 —2  -12
L,—L-|->|L,
8)%0 0 1 2
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Essa matriz esta escalonada. Logo,

2x+y+z = 5
-8y-2z = -12
z = 2

substituindo z = 2 na segunda equagdo,
8y=12-4=8 =y=1

substituindo y = 1 e z = 2 na primeira equagao
2x=5-1-2=2=>x=1

logo, a solugao do sistemaéx=y=1ez=2.

Os elementos da diagonal principal de uma matriz escalonada sao
chamados de pivds. Note que todos os pivos da matriz acima sao dife-

rentes de zero e que esse sistema tem soluc¢io tnica.

b

Johann Carl Friedrich Gauss, conhe-

cido popularmente como o “principe
dos matematicos”, foi uma referéncia
incontornavel na matematica, na ge-
ometria, na fisica e na astronomia.
Entre as suas maiores conquistas aca-
démicas estd a invengdo do telégrafo,

Carl Friedrich Gauss desenhou o heptadecagono, definiu
(1777-1855) o conceito de numeros complexos e

criou a geometria diferencial

Fonte: https://www.ebiografia.com/carl_friedrich_gauss/
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Atividade 2

Atende ao objetivo 2

Resolva o sistema linear a seguir, usando o método da eliminagao de Gauss.

x+y+z = 1
4x—-6z = =2
2x+y+2z = 3

Resposta comentada

Vamos aplicar a eliminagdo na matriz ampliada do sistema.

1 1 ¢ 1L, >L-4L[1 1 1 i 1
0 -6 | —2| ————— 510 -4 -10 ! -6
2 3 |L,>L,-2L|0 -1 0 1

————— S o111 1 1

1) lo -4 —10 : —6

L= L= g )k 10 10

0o 0 — @ =

4 4

Essa matriz esta escalonada logo,

x+y+z = 1
—-4y-10z = -6
10 10
—2z — —_
4 4
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substituindo z = 1 na segunda equagao

4y=6-10=-4=>y=-1

substituindo y = -1 e z = 1 na primeira equagao

x=1+1-1=1=>x=1

Logo, asolu¢do do sistemaéx=z=1ey=-1.

Para entendermos melhor o que é um sistema nao-singular e um

sistema singular, vamos apresenta-los através de um exemplo.

Sistema nao-singular

E aquele que sempre possui uma tnica solugio.

X+y+z = a X+y+z = a X+y+z = a
2x+2y+5z = b = 3z = b-2a =1 2y+4z = c—4a
4x+6y+8z = ¢ 2y+4z = c—4a 3z = b-2a

Sendo os pivds todos diferentes de zero, entdo, podemos assumir que
logo esse sistema tem solugdo para qualquer valorde a, b e c.

Sistema singular

E aquele que nio possui solugdo ou possui infinitas solugdes.

x+y+z = a x+y+z = a
2x+2y+5z = b= 3z = b-2a
4x+4y+8z = ¢ 4z = c—4a

Esse sistema tem um pivo (a, , depois ter sido aplicada a eliminagao

2r
Gaussiana) igual a zero. Nao podemos concluir nada sobre esse sistema,

b-2 -4
a principio, pois 3z=b-2ae 4z=c-4a=>z = 3 2 e z=C 1 2

, ou

b-2a c—4a
+

seja, se , 0 sistema nio tem solucao.
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b-2a c—4a

Porém, se , ou seja, 4a + 4b -3¢ = 0 implica que o

sistema tem infinitas solugdes.

Algoritmo numérico para o método
da eliminacao de Gauss

Para implementarmos o método da eliminagdo de Gauss em um
programa numérico devemos primeiro escrever um algoritmo genéri-
co, que possa ser passado para qualquer linguagem de programagao.
Para isso:

1. Considere que vocé queira resolver um sistema linear na forma

Ax = b, onde a matriz A tem ordem 7 X n, e o vetor b tem ordem n x 1.

Primeiro temos que triangularizar o sistema, ou seja, deixa-lo na
forma triangular superior, que é o mesmo que escalonar, como ja
explicamos anteriormente, ou seja, nesta forma:

Exemplo de matriz triangular superior:

b ¢
d e
0 f

S O

2. Vamos supor que os elementos a,, (que formam a diagonal) de todas
as linhas sejam diferentes de zero. Caso contrario, temos que trocar
toda essa linha por uma cujos elemento a,, sejam diferentes de zero.

Agora que ja temos o nosso sistema linear escrito em formato de ma-
triz ampliada e devidamente escalonado, podemos passar a sugestao
de nosso algoritmo numeérico para a resolugao de sistemas lineares.
Vamos juntos?

Sugestao para o algoritmo 1:

all aln 1

6121 aZH 2
anfl 1 anfl, n : bnfl
L anl ann bn i

Calculo Numérico
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« Passo 1: primeiro temos que garantir que vamos percorrer todas as

colunas comumloopdek=1,...,n-1;
o Passo 2: depois, em cada linha, temos que calcular o numero

alk o1 . . . .
(m=—=) que auxilia a zerar os elementos abaixo da diagonal princi-
A
pal e zera-los (a, = 0). Para isso, precisamos fazer um outro loop de

i=k+1,...,n

 Passo 3: devemos modificar os elementos acima da diagonal princi-
pal, calculando os seus novos valores (aij =a,-ma;e b.=b -mb)).
Para isso, precisamos fazer um outro loopdej=k + 1, ..., n.

No final do Passo 3, teremos a matriz na forma triangular superior:

all al 2 aln 1
0 aZZ ale 2
an—l, n brl—l
ann b}z
Atividade 3

Atende ao objetivo 3

ty
x—y =3
algoritmo para o método da eliminagdo de Gauss e chegue no sistema

Utilize o sistema linear como exemplo para aplicar o

triangular superior equivalente.




Resposta comentada
e Passol:k->1

e Passo2:i>2

a
m=-2=-=1
a, 1

a =0

o Passo3:j>2

a . =a —mau:—l—lxlz—Z

22 22

bzzbz—mb1=3—1x1=2

Calculo Numérico

Como estamos em um sistema de ordem 2, temos apenas um loop. E o

sistema triangular superior equivalente é

1
5

Note que ainda nio resolvemos o sistema; simplesmente chegamos

no sistema triangular superior equivalente.

Agora temos que substituir os valores de baixo para cima para achar-

mos a solucdo do sistema.

Ideia para o algoritmo 2:

n

a

nn

e Passol: x, =

o Passo 2: depois, temos que substituir cada X, Um a um, porém um

de cada vez. Para isso, vamos precisar fazer um loop para as linhas

dek=n-1,...,2, 1. E vamos precisar de uma variavel auxiliar s que

comec;aré €m Z€ro.

o Passo 3: precisaremos de um loop nas colunas de j =k + 1, ..., n.

Atualize a variavel auxiliar s = s + ax.e calcule x, =

bk
a

)

kk
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Atividade 4

Atende ao objetivo 3

X+
Ache a solugdo do sistema triangular superior { 5
o algoritmo 2.

1
5 utilizando

Resposta comentada

b 2
o Passol: x,=—24=—=-1
a -2

e Passo2:k->1

22

s=0
e Passo3:j>2
s=s+a x,=0+1x(-1)=-1
_b=s_1-(7)

1
a, 1

=2.

Logo, a solugao do sistema éx=2ey=-1.

Agora vamos escrever os algoritmos:

Algoritmo 1:

o Passol:parak=1,...,n-1

o Passo2:parai=k+1,...,n

a
m=

ik
Ax
a,=0
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o Passo3:paraj=k+1,...,n
a.=a,.-ma,
ij ij kj

b=b -mb,

Algoritmo 2:
b

n

Passo 1: x, =
aﬂ?’l
Passo 2:parak=(n-1),...,2,1
s=0
Passo3:paraj=k+1,...,n

s=s+akx.
J ]

Atividade 5

Atende ao objetivo 4

Escreva o algoritmo 1 em uma linguagem de programagao (MatLab,
C++, Fortran, ...) com a qual vocé esteja familiarizado.

Resposta comentada

Utilizaremos como exemplo a linguagem do MatLab para escrever o
algoritmo 1.
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function S=triangular(A)
% x = triangular(A)
% A é a matriz ampliada do sistema que vocé quer resolver
% Séamatrizampliada para o sistema triangular superior equivalente.
% Esta funcao calcula a matriz ampliada para o sistema triangular
% superior equivalente ao que vocé estd tentando resolver.
%
n=size(A); % calcula o tamanho da matriz ampliada a variavel n tem
%duas entradas n=[numero de linhas, numero de colunas]
fork=1:n(1)-1
fori=k+1:n(1)
m=A(i,k)/A(kk);
A(i,k)=0;
for j=k+1:n(1)
A(L))=A(L))-m*Adk,j);
A(,n(2))=A(,n(2))-m*A(k,n(2));

Informacoes sobre a préoxima aula

Na proxima aula, estudaremos um outro método direto para resolu-

¢do de sistemas lineares. Até 14!

Resumo

Nesta aula, vocé estudou que:

« métodos diretos fornecem a solugdo exata do problema;
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o métodos iterativos fornecem uma solugdo numérica aproximada

do problema;
« sistemas lineares sdo um conjunto de equagdes lineares;

o matriz escalonada é uma matriz onde todos os elementos acima ou
abaixo da diagonal principal sdo nulos;

o o0 processo de eliminagao (ou escalonamento), produz uma matriz

escalonada.

« algoritmos numéricos podem realizar a eliminagdo de Gauss.

Referéncias

RUGGIERO, Mircia A. G.; LOPES, Vera Lucia da R., Cdlculo numérico: as-
pectos tedricos e computacionais. Sao Paulo: Pearson Makron Books, 1996.

BURDEN, Richard L.; FAIRES, Douglas. Andlise numérica. Sao Paulo:
Pioneira Thomson Learning, 2003.
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Aulab5 e Resolucdo de sistemas lineares: Métodos diretos — Fatoragdo Lu

Meta

Apresentar o método da fatoragdo LU para matrizes.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. identificar uma matriz triangular superior e uma matriz

triangular inferior;
2. utilizar o método da fatorac¢do LU;

3. descrever cada passo do algoritmo numérico para o método da fato-

ragao LU;

4. escrever um algoritmo para o método da fatoragdo LU.

Pré-requisitos

Para um bom aproveitamento desta aula, é importante relembrar o Mé-
todo da Eliminagdo de Gauss, ensinado na Aula 4.
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Introducao

Na aula anterior, vocé aprendeu o que é um sistema ndo-singular,
cuja matriz é uma matriz nao-singular. A fatorac¢ao LU consiste em re-
presentar uma matriz nao-singular como o produto de duas matrizes,

uma triangular superior e outra triangular inferior.

O nome da fatoragao vem do inglés L, de lower, e U, de upper. Essa
fatora¢ao é importante para resolvemos sistemas lineares numerica-
mente, de forma mais eficiente.

Matrizes triangulares

Diremos que uma matriz A = (a_) esta na forma triangular supe-

ij” nxn
rior ou é uma matriz triangular superior, se todos os elementos abaixo
da diagonal principal forem iguais a zero, ou seja, se a,= 0 para todo j < i.

a b ¢
0 d e
00 f

Diremos ainda que uma matriz A = (a,), , estd na forma triangular
inferior ou é uma matriz triangular inferior, se todos os elementos acima
da diagonal principal for igual a zero, ou seja, se a, = 0 para todo j > i.

a 0 0
b ¢ 0
d e f

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

Identifique quais das matrizes abaixo sdo triangulares superiores ou
triangulares inferiores.

(= e )
S = O
—_— W = O

Calculo Numérico
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11
2.
0 1
g A
3.
1
- )
4 20
__1 .

Resposta comentada

A matriz 1 nao é quadrada, logo, nao pode ser triangular, ja que ndo
possui 0 mesmo nimero de linhas e colunas.

As matrizes 2 e 3 estdo na forma triangular superior, uma vez que pos-
suem somente zeros abaixo da sua diagonal principal.

A matriz 4 estd na forma triangular inferior, pois possui somente zeros
acima da sua diagonal principal.

Atividade 2

Atende ao objetivo 1

Dé um exemplo de uma matriz triangular superior e de uma matriz
triangular inferior.
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Resposta comentada
1 -2 4

Matriz triangular superior: |0 2 1 |; uma vez que possui somente
0 0 O

zero, abaixo da sua diagonal principal.

1 00

Matriz triangular inferior: |20 2 0 |; uma vez que possui somente
-1 0 1

zeros acima da sua diagonal principal.

Método da fatoracao LU

A fatoragdo LU consiste em escrever uma matriz através do pro-
duto de duas matrizes triangulares. Escreveremos uma matriz M
como o produto de uma matriz L (matriz inferior), e uma matriz U
(triangular superior).

Encontraremos esse produto de matrizes triangulares usando o mé-

todo da eliminagdo de Gauss, estudado na Aula 4.

Para vocé entender melhor o que vamos aprender, observe o exem-

plo a seguir:

Exemplo 1:

Calculo Numérico
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Vocé pode estar se perguntando, agora, como encontramos as matri-
zes L e U. Por meio de um exemplo, descreveremos como encontramos
essas matrizes usando a eliminacio Gaussiana.

Vocé se lembra que aprendeu a escalonar uma matriz, usando a eli-
minacdo Gaussiana, na Aula 4? O resultado é exatamente uma matriz

triangular superior, a sua matriz U.

Observe o Exemplo 2 desta aula. Vamos usd-lo para exemplificar
como montamos a matriz L.

Exemplo 2:

O que vamos fazer aqui é basicamente escalonar a matriz

1 2 3
M=|5 6 7 |,transformando-a na matriz U, escalonada.
9 10 11

1 2 3|, -»L,-LL=L-5L[1 2 3

5 6 7| —mmmmmm———m > [0 -4 -8
9 10 11|L,>L,~1,L,=L,~9L|0 -8 -16

1 2 3
——————————— -
-4 -8
L,—>L,—-I,L =L -2L .
1 2 3
U={0 -4 -8| éa matriz final escalonada. Perceba que utiliza-
0 0 O

mos o coeficiente 121 = 5 para fazer a transformagdo da linha L; l31 =9
para fazer a primeira transformagao da linha L,; e [,, = 2 para fazer a
segunda transformagao da linha L,.

1 0 O 1 0 0
L=|I, 1 0|=|5 1 0], entdo, éa matriz formada pelos coe-
L, L, 1] |9 2 1

ficientes que usamos para zerarmos os elementos abaixo da diagonal
principal. Sim! Exatamente os coeficientes [, = 5,1, =9el, =2, que des-
tacamos na eliminagdo gaussiana que resultou em U. Tome um tempo
e torne a verificar o que fizemos, para fixar a aprendizagem. Pegue seu
lapis, papel e borracha e va em frente!



Ja verificou? Agora, aproveite e faca a prova real da decomposic¢ao
LU, por meio da multiplica¢ao das matrizes L e U. O resultado esperado

é a matriz M, naturalmente.

1 2 3 1 0 off1 2 3

5 6 7|=/51 0/0 -4 -8|=LU

9 10 11| |9 2 1//0 0 0
Atividade 3

Atende ao objetivo 2

Encontre a fatoragao LU para as matrizes a seguir:

2 4 0
1. [1 01
0 1 3
2_'11
0 1
1 2 4]
3. 10 2
0 1
4. |0

Calculo Numérico
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4 0
-2 1
1 3

2
0
0

|

01

L,—>L,~0L,
0

L>L-Y1L
———————

1
01

4 0
01
1 3

<t e~ -

N N O
- o O
(=
S —~ O
- o O
Il
 —

Resposta comentada

Aulab5 e Resolucdo de sistemas lineares: Métodos diretos — Fatoragdo Lu

1
(=
S A O
- o O
e — |

_
~ g
s | =
| | |
S )
T 1
~ _ 5
_

_
1
[ e
SO AN O
— () —
I —

Logo,
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Uma das operagdes elementares usadas no processo de eliminagao é

a de trocar a posi¢ao de duas linhas.

Registramos essa operagdo quando estamos realizando a fatoragao
LU, trocando a mesma linha em uma matriz identidade; ou seja, guar-
damos uma matriz de permutacio P. Dessa forma, nossa fatoragio LU,
quando necessitamos trocar uma linha de posigéo, fica da forma, PA =LU
ou A = P'LU; em que P é uma matriz de permutagdo, L é uma matriz
triangular inferior e U é a matriz triangular superior. Para entender me-

lhor, vejamos o exemplo seguinte.

Exemplo 3:
0 0 1
Vamos calcular a fatora¢ao LU para a matriz |1 0 1|, acompa-
nhe as operagdes a seguir: 01 3
0 0 1 0 1 1 0 1
L <L, L, oL,
1 01 0 0 1 01 3
————— - —_———
01 3 01 3 0 0 1
Logo,
0 1 00 0 1 1 0 Off1 0 1
PA={0 0 1|1 O 1(=/0 1 O0|JO0 1 3|=LU.
1 0 0|0 1 3 0 0 1110 0 1
Atividade 4

Atende ao objetivo 2

Encontre a fatoragao LU para as matrizes a seguir:

0 1
1.

11

1 0 0
2.10 0 1

1 0 1

Calculo Numérico
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Resposta comentada

R

2.
1 00 0 0| L,>L,-1L, |1 0 O
L, L,
oo 1, °~ |10 1-————— -0 0 1
————— -
1 01 L,—L,-0L |0 0 1
LLlLIO0
—> L., —
332001
———————— -
0 00
1 0 0|1 0 Of |1 0 Ofj1 0 O
PA=/0 0 1}0 0 1|=1 1 0|0 O 1|=LU.
0 1 01 0 1| |0 1 1|j0 0 O

Algoritmo numérico para a fatoracao LU

Vamos relembrar o algoritmo para o método da eliminac¢ao de Gauss,
feito na aula passada; porém, aqui, s6 consideraremos a matriz A, e ndo

o sistema linear.

Vamos supor que o elemento a,, de todas as linhas sejam diferente
de zero. Caso contrario, temos que trocar toda essa linha por uma cujo
elemento a,, seja diferente de zero; teremos que guardar uma matriz de
permutacio que corresponda a troca dessas linhas. Caso a matriz tenha
linhas de zeros, estas devem ser colocada nas linhas de baixo da matriz.



Ideia para o algoritmo:

al 1 In
a21 aZn
anfl, 1 anfl, n
a a
L nl nn

Passo (1): primeiramente, temos que garantir que vamos percorrer to-
das as colunas com um loopde k=1, ...,n- 1.

. . , a,

Passo (2): depois, em cada linha, temos que calcular o nimero (1, = —%),
Ay

que auxilia a zerar os elementos abaixo da diagonal principal, e zera-los

(aikz 0). Para isso precisamos fazer um outro loopdei=k + 1, ..., n.

Passo (3): devemos, entdo, modificar os elementos acima da diagonal
principal, calculando os seus novos valores (a, = a,- [,4,). Para isso,
precisamos fazer um outro loopdej=k + 1, ..., n.

No final do passo (3), teremos a matriz U na forma triangular superior e
teremos guardado a matriz dos elementos da matriz triangular inferior L.

a, a, a,, 1 0 0
0 a, a,, L, 1 0
U= : elL=| :
a., ., Loy Lo, 0
L G L nl n2 |
Atividade 5

Atende ao objetivo 3

211
Utilize amatriz |0 1 1| como exemplo para aplicar o algoritmo para
1 11

a fatoracao LU e encontrar a sua decomposigao.

Calculo Numérico
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Resposta comentada
Passo (1): k> 1
a,=2#0

Passo (2):i>2

a 0
a, 2
a =0

Passo (3):j > 2
La =1-0x1=1

)= 0y~ b8,
j>3
a,=a,-la=1-0x1=1

Passo (2):i> 3
a31

l — 31 _

1
31 -5
a, 2
a, =0
Passo (3):j > 2

1
as;, =04 _131‘113 :1_5X1:5

j=>3
1 1
a,=a,—la,=1-—x1=—
33 33 31713 2 2
Passo (1): k> 2
a,=1#0

Passo (2):i >3

1
I 9 _2_1
32 1 2
a22
a. =0
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Passo (3):j >3

1 1
l,a -=*1=0

a - =—
33 327723
2 2

33— 4

Como estamos em uma matriz de ordem 3, temos dois (2) loops para k.
O resultado é:

N

Il
S O =
S = O
— o O
— O N
— = =
N |[—= © —
N |—= = O
S O N
(e} — —
o b p—

Il

[\4

S

Note que a matriz de permutagao do sistema anterior é a identidade,
pois ndo precisamos efetuar trocas de linhas.

Agora, vamos escrever o algoritmo:
Algoritmo:
Passo (1): Parak=1,...,n—1.

Passo (2): Parai=k+1,...,n

a.
_ ik
lik -
Ay
0

A=

Passo (3): Paraj=k+1,...,n

a;=a,~ likakj
al 1 12 1n l O
0 a, ay, L,
u=|: : : leL=| : :
aVI -Ln lrtfl, 1 anl, 2 0
L 4 | L lnl lnz 1_

Calculo Numérico
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Atividade 6

Atende ao objetivo 4

Escreva o algoritmo em uma linguagem de programacao (MatLab, C++,

Fortran,...) com a qual vocé esteja familiarizado.

Resposta comentada

Utilizaremos como exemplo a linguagem do MatLab para escrever

o algoritmo.

function [L,U]=lu(A)

% [L,U]=lu(A)

% A ¢ a matriz quadrada que serd fatorada

% L é a matriz triangular inferior

% U ¢é a matriz triangular superior

% Esta funcéo calcula a fatora¢ao LU de uma matriz quadrada A
%

n=size(A); % calcula o tamanho da matriz A

L=eye(n); % comega com L sendo uma matriz identidade de ordem
igual a matriz A

for k=1:n(1)-1

for i=k+1:n(1)
L(i,k)=A(i,k)/A(kk);
A(i,k)=0;

for j=k+1:n(1)
A(1,))=A(,))-LGk)*Akj)s;
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end
end
end

U=A;

Solucao para sistema linear
usando a fatoracao LU

Considere que vocé jé conhega a fatoragdo LU da matriz A = (a,)

nxn

e queira resolver o sistema linear da forma Ax = b, usando a fatoragdo
LU conhecida.

Pela fatorag¢do LU conhecida, PA = LU, s conseguiremos resolver
o sistema, se U for uma matriz invertivel, ou seja: uma matriz nao-
-singular. Sabemos, pela constru¢ao da matriz L, que ela ¢ uma matriz
nao-singular: sua diagonal é formada por uns (1); sendo assim, ela é

invertivel.

Note que, como as matrizes L e U sdao triangulares, calcular sua in-
versa nao dard muito trabalho. Vamos usar o método de Gauss-Jordan

para fazer isso.
Suponha, por agora, que vocé ja tenha calculado as inversas de L e U
Observe a conta a seguir:
Ax=b =PAx=Pb=LUx=Pb=L"'"LUx=L"'"Pb=Ux=L"Pb
= U'Ux=U"'L"'"Pb=>x=U"'L"'Pb

Método de Gauss-Jordan

Vamos usar um exemplo para que vocé entenda o método de Gauss-
-Jordan em uma matriz triangular de ordem 3.
Exemplo 4:

Vocé vai comegar escrevendo uma matriz identidade ao lado da matriz

que vocé quer inverter.
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1 0 1 0 O|L,>L,-5L|1 0 0 : 1 0 0
1 01 0|————— >0 1 0 =51 0
10 1:00 1|L,>L,-9L|0 10 1 i -9 0 1

1 00 1 0 0
——————— -
010 -5 1 0
L,—>L,—10L,
0 0 1 41 -10 1
1 0 0
A'=|-5 1 0| matriz inversa.
41 -10 1
1 0 Ooff1 o0 O 1 00
AAT = -5 1 0f|=l0 1 0
9 10 11/41 -10 1 0 0 1
Conclusao

Nesta aula, aprendemos como fatorar uma matriz quadrada na for-

ma LU. Aprendemos também a programar a fatoragao LU, ou seja, como

ensinar o computador a executar a fatoragdo LU. Aprendemos, ainda,

como usar a fatoragao LU para resolver um sistema linear. Com o mé-

todo de Gauss-Jordan, apreendemos, por ultimo, como inverter uma

matriz usando as técnicas da fatoracdo LU.

Resumo

Nesta aula vocé estudou que :

uma matriz A = ( a, ) éuma matriz triangular superior se todos os

nxn

elementos abaixo da diagonal principal for igual a zero, ou seja, se
a,= 0 para todo j < i;

uma matriz A = (a,)

ij/ nxn

¢ uma matriz triangular inferior se todos os
elementos acima da diagonal principal for igual a zero, ou seja, se
a,=0paratodoj>i

a fatoragdo LU consiste em escrever uma matriz como o produto de

uma matriz triangular inferior L e uma matriz triangular superior U;

pode usar um exemplo de algoritmo numeérico, para realizar a
fatoracdo LU;



 para resolver um sistema linear usando a fatoragdo LU, vocé vai es-
crever x = U'L7'Pb.

Informacoes sobre a proxima aula

Na proxima aula, estudaremos os métodos iterativos para a resolugdo de

sistemas lineares. Até 14!

Referéncias
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Aula 6 e Resolucao de sistemas lineares: métodos iterativos — Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel

Meta

Apresentar os métodos iterativos para resolucio de sistemas lineares.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. aplicar o método de Gauss-Jacobi na resolugao de sistemas lineares;

2. aplicar o método de Gauss-Seidel na resolu¢do de sistemas lineares.

Pré-requisitos

Para um bom aproveitamento desta aula, é importante que vocé relem-
bre os conceitos de sistemas lineares apresentados na Aula 4.
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Introducao

Preste atengdo no sistema linear a seguir:

2x,+x, = 1
2x,—x, = 1 (1)
x, +2x, = 1

Vamos fazer uma brincadeira e isolar a variavel x, na primeira equa-

¢a0, a varidvel x, na segunda equacdo e a varidvel x, na terceira equagio.

x, = (1—x2)/2
x, = (1+x3)/2 (2)
X, = (1—x2)/2

Agora, ao invés de resolvermos o sistema linear, vamos “chutar” que
x,=0,x,=0,6ex,=0,2. Quando substituirmos esses valores “chutados”
no lado direito do sistema representado em (2), teremos que:

(1-0,6)/2=0,2
X, (1+0,2)/2=0,6 (3)
X, (1-0,6)/2=0,2

Conseguimos, assim, novos valores para XX, €X,.

E vamos continuar a brincadeira, substituindo no campo, outra vez,

esses novos valores no sistema!

x, = (1-0,6)/2=0,2
, = (1+0,2)/2=0,6
, = (1-0,6)/2=0,2

Note que, ja na ultima substituigao, repetimos o valor encontrado na
anterior. Serd que isso aconteceu ao acaso, ou serd que existe uma forma
de garantir que sempre poderemos fazer essas iteragdes e isso nos dara
solugdo do sistema?

Note que iteramos o sistema apenas duas vezes.

Na primeira iteragao, “chutamos” valores para x,, x, e x, e, na se-
gunda iteragdo, substituimos os valores encontrados no lado direito da
equacdo. Como consequéncia, descobrimos os valores que satisfazem

o sistema.
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Agora, vamos explicar de forma mais estruturada essa ideia, ensi-
nando o método iterativo para sistemas lineares.

Método iterativo para sistemas lineares

Vimos na Aula 4 que métodos iterativos sio aqueles que procuram
a solugdo do sistema considerando uma aproximagao inicial e gerando
uma sequéncia iterativa {X  }. Mas atengio: essa sequéncia pode ou ndo

convergir para a solugdo do sistema. Vamos ver como funciona?

all alﬂ
Seja um sistema linear AX = B,onde A=| : . @ | éamatriz
anl ann
xl bl
dos coeficientes, X =| : | é a matriz das varidveise b=| : | éa matriz
X b
n m

dos termos independentes.

Para iniciarmos, devemos escrever uma lei de recorréncia, para que
cada passo do processo (iteragdo) dependa do passo anterior. Entdo, na
forma matricial do sistema, teremos:

X% = AX" 15 = p(X©).

Aqui, fazemos uma paradinha rapida, para explicar o que é esse K:
ele é referente a0 momento em que vocé se encontra na iteragao. Ou seja,
comegamos com K = 0, 0 nosso “chute” inicial é X©. Assim, usando “o
chute”, podemos calcular a préxima iteracio X = AX” +b = (X*).

Sim. A primeira vista parece incompreensivel. Precisaremos de um
passo a passo metddico para demonstrar como se chega a equagdo a
seguir.

Para isso, vamos criar um sistema linear cujos termos do lado direito
sejam iguais a 1. Vale ressaltar que esse sistema ¢ o mesmo que vimos na
Introducéo desta aula.

2x,+x, =1 21 0} x 1
Sistema linear —{2x,—x, = 1|0 2 -1|/x, |=|1
x,+2x, =1 01 2 s 1

Em seguida, vamos construir a fungdo ¢ isolando x, x, e x, do lado
esquerdo das equacdes que compdem 0 nosso sistema:
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1-x
x, = 2
2
1+x
x, = 23
1-x
x, = 22

Agora, entdo, podemos escrever o sistema em forma de uma equagao
composta por matrizes, que iremos chamar, finalmente, de funcéao ¢.

£ 1Y To -2 0 [« 1Y [122
X, =10 0 172 x, +|1/2
X, 0 -1/2 0 ||«x, 1/2

Ax1)+ b= g(x1)
12 iteracéo

A partir da compreensdo da fungdo ¢(X%), vamos fazer a primei-
0
ra itera¢do, considerando o sistema linear (1) e x© = 0,6 | “nosso

chute inicial”. 0,2

Vamos comecar com o nosso sistema linear:

2x,+x, =1
2x,—-x, = 1
X, +2x, = 1

A partir dele, isolamos as variaveis x,, x, € x, em cada uma das equa-
¢Oes, tal e qual na equagdo (2). Assim:

x, = (1 - X, ) /2
x, = (1+x,)/2
x, = (1 - X, ) /2
0
Entio, substituimos os valores de X © - 0,6 | nas varidveis x,, x, € x,
0,2

que estao do lado direito das equagdes do sistema. Assim, temos, tal e
qual na equagao (3):

Calculo Numérico
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(1-0,6)/2=0,2
X, (1+0,2)/2=0,6 (4)
X, (1-0,6)/2=0,6

Dessa forma, podemos escrever a fungio ¢(X®) para a primeira

iteragdo:
1 To -1/2 0 x1" [1/2
x,| =10 0 1/2|x,| +[1/2
\ 0 -1/2 0 | x, 1/2
0 -1/2 0 0 1/2 0,2
=|0 0 1/20,6 [+|1/2|=|0,6
0 -1/2 0 /0,2 1/2 0,2
23 jteracao
17 o —172 0 %] [1/2
x,| =0 0 1/2x,| +[1/2
X, 0 -1/72 0 |[x, 1/2

0 -1/2 0 ||0,2 1/2 0,2
=|0 0 1/20,6|+|1/2|=|0,6
0 -1/2 0 (|0,2 1/2 0,2

Como XW = X@, se continuarmos fazendo iteragdes, nao sairemos
desse ponto. Observe que essa é a solugdo do sistema.

Isso nos leva a seguinte pergunta: quando devemos parar de iterar?
Quais sdo os critérios de parada dos métodos iterativos? E isso o que
estudaremos a seguir.

Critério de parada

Para pararmos um método iterativo para sistemas lineares, repe-
timos as iteragdes até que o vetor XX esteja suficientemente préximo
do vetor X*°V. A forma que vamos usar aqui, para medir o que é sufi-
cientemente préximo, serd calcular a distancia entre X"V e X usando
a férmula:
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xl(K (k-1) .

K
d®) = max
1Si<n

Como vocé ja viu no curso de dlgebra linear, essa férmula ¢ o meio
de sabermos se dois vetores estdao proximos. O que ela significa em pala-
vras: a nossa distancia d representa a maior distancia entre cada coor-
denada dos dois vetores. Vocé calcula a diferenca de cada coordenada e

depois pega a maior dessas diferengas.

Definida a férmula que usaremos para distancia e dada uma precisdo
¢, escolhemos o vetor XX para terminarmos o processo e achar a solu-

¢do X aproximada do sistema, quando d®< .

Método iterativo de Gauss-Jacobi

Considere um sistema linear de ordem #,

a,x, +--+a,x = b
a x +--+a, x =
21771 2n""n 2 s

. . : ,suponha que aﬁ;tOparaz— 1,...,n.

X, +-+a x = b

1 nn”’n n

_ b1 —apX, —aX; — a4, Xx,
xl =
a;,
bz Oy X T OyXy 4y X,
xz =
a,
b _anlxl _an2x2 U _an, —lxn—l
X =
n
a
nn

—a —a —a b
12 13 1n 1
X, 0 X -
a,, a,, a,, a,
a —a —a b
X, 2 0 23 2n X, 2
= 4y ay ay, +| ay
nl n2 n3 n
X, 0 X,
a a a
L L “nn nn nn JdL 4 L7sn .

Calculo Numérico
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Comegamos com o chute inicial X©. Chamamos esse chute de apro-
ximagdo inicial. Usamos essa aproximagao inicial para calcular a pri-
meira iteragdo XV e assim, sucessivamente. Usamos a iteracio X% para
calcular a iteracdo X**V. Esse é o método de Gauss-Jacobi.

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

2x,tx, = 1
Resolva o sistema linear {2x, —x, = 1 usando o método de Gauss-
x,+2x, = 1
1
Jacobi, considerando x9 =1 e precisdo € = 0,5.
1

Resposta comentada

Usando o método de Gauss-Jacobi, temos que:

(0)
1- 1-1
PRI ke N S
2 2
1+x 141
1“ iteragio — xz(l) = L =—=1
2 2
(0)
1- 1-1
x3(1) = x2 =——=0
2 2

d = max{|1 -0

J-1}j1-0]f=1>0,5
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1-x" 1-1
x1(2) _ e M S
2 2
() 1+x" 140 1
2%iteragio —>qx, = 3 - =
2 2 2
1-x" 11
xs(Z) _ X, R
2 2
@ 1
d® =max |0—o,1—5,|0—0| =0,5=¢
(3) l—xz(z) 1-1/2 1
xl = = = —
2 2 4
1+x% 140 1
3" iteragdo — xz(s) = e N
2 2 2
(3) l—xz(z) 1-1/2 1
x3 = = _ —
2 2 4

o-L 1L MLl 02505
4 4

Pelo método de Gauss-Jacobi : X =

Critério de convergéncia

Uma pergunta natural é: para quais condi¢gdes o método de Gauss-
-Jacobi converge? Essa pergunta serd respondida pelo teorema a seguir.

Teorema (Critério das Linhas)

Considere o sistema linear Ax=b e

|ak1|+|ak2|+"'+|akk—l|+|akk+l

+...+]|a, |
|“kk|

n
a = Z‘%‘ /|“kk|=
=

j£k

Calculo Numérico
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Se oo =maxa, <1, entdo a sequéncia {X®} gerada pelo método de

1<k<n

Gauss-Jacobi converge para a solugdo do sistema, para qualquer aproxi-
magao inicial X©.

Para os mais curiosos, a demonstragao desse teorema pode ser en-
contrada no capitulo 9 da ultima referéncia da aula.

Atividade 2

Atende ao objetivo 1

Quais das matrizes abaixo satisfaz o Critério das Linhas?

(21
01
i 4
2.
1
11 3 1
3. |21 12 3
1 0 2

Resposta comentada

0 1
l. a,= 12|:—ea2= 21|=I:O,assima:max{5,0}20,5<1.
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1201 . s .
A matriz 0 1 satisfaz o Critério das Linhas.

Nay|+lay] 244
o, = = "

_lay+lay| _o0+1_

| 5 0,5e
a

6, a,

22|

|a11|

ay[+la,| 0+0
a, = =

1
=0, assim a = max{6,5,0}:6 >1.

|a33|
1 2 4
A matriz |0 2 1| nio satisfaz o Critério das Linhas.
0 0 1
Capltlay] 341 4 ayltlay] 143 1
3. 1 | - ) az = = =—¢€
a,| 1111 |as,| 12 3
|ay|+la,| 140 1 411 1
a, = = =—,assim a =max<s—,—,—,r=—<1.
|a,| 2 2 113,27 2
11 3 1
A matriz | -1 12 3| satisfaz o Critério das Linhas.
1 0o 2
Atividade 3
Atende ao objetivo 1
. . x +x, = 2 .
Resolva o sistema linear usando o método de Gauss-
x, —2x, = -2

1
-Jacobi, com X ©) = L} e precisdo ¢ = 27*. Porém, observe que o Critério

das Linhas nao é satisfeito.
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Resposta comentada

Considerando, no método de Gauss-Jacobi, a precisao indicada, lem-
bre-se de que ¢ =27* = 1/16 = 0,0625. Assim, temos que:

xl(l) = 2_x2(0) =2-1=1
I* iteracio — ) 2+ xl(") 2+1 3
x2 — = —=
2 2
1
d(l)=maX{|1—1,1__‘}=5>0’0625
3 1
x1(2) _ 2_x2(1) =2_Z=_
a - 3 2 2
2" iteragdio — 1)
(2) 2+xl 2+1 3
X, = = =7
2 2 2
3 3
d? =max{[1-=|,|===|} == >0,0625
2 2
3 1
xl(s) _ 2_x2(2) =2-2==
a - X 2 2
3" iteragdo —> (2)
(3) 2+x1 2+1/2 5
X, = = -
2 2
11{3 5 1
d® =max|=—=|,|=—2| ' ==>0,0625
2112 4 4
5 3
x1(4) _ 2_x2(3) =)=
a s A 4 4
4" iteragdio — (3)
(1) 2+x, 2+1/2 5
X, = = =
2 2
1 3|5 5 1
d® =max{|--=|,|= ==} ==>0,0625
2 4 4
5 3
‘xl(S) _ 2—X2(4) —p_2_2
a s a 4 4
5" iteracao — (4)
(5) 2+x1 2+3/4 11
x, = = s
2 2 8
3 3|11 5 1
d® =max{|=-=|,|—==|} == >0,0625
4 4|8 8
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11 5
xl(é) = 2—x2(5) =2-—==
L ) 8 8
6" iteracdo — (5)
MO 2+x7 _2+3/4 11
2 2 2 8
5/ (11 11 1
d® =max{|=-=|,|—-—=|} ==>0,0625
8|18 8
11 5
x1(7) = 2—x2(6) =2——=—
8 8

2+x 24578 21

2 2 216
5111 21 1
d? =max{|=—=|,|— -l =—=0,0625=¢
8118 16 16
21 11
xl(g) = 2—x2(7) 22__:_
L 3 16 16
8" iteracao — (7)
x(s) _ 2+x1 _2+5/8 _2
2 2 2 16
11|21 21 1
d® =max|=——|,|==—=|} =—=0,0625=¢
16| |16 16 16
21 11
x1(9) — 2_x2(8) g R —
o ; 16 16
9" iteracao — (8)
MO 2+x7  2+411/16 43
2 2 2 32

o 11 11][21 43
d” =maxq|———|,|——— =—==<7=¢
16 16| (16 32 32 2 2

Pelo método de Gauss-Jacobi: X =
, lay, |
Porém, temos que o, = |
a,|
11

1 1 1
o =max {1, 5} =1. A matriz L 2} nao satisfaz o Critério das Linhas.

Observe que a condigdo do Critério das Linhas é apenas suficiente.

:|a21|:1

Calculo Numérico
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Atividade 4

Atende ao objetivo 1

Qual mudanga vocé pode fazer no sistema linear

1 2 4] x 1
0 2 1 y|=|1],sem alterar a sua solugdo, para que a matriz satis-

2 0 1)z| |1

faga o Critério das Linhas?

Resposta comentada

:|a12|+|a13|=2+4: o :|az1|+|a23|:0+1:

Note a, 6, 5 0,5e
|| 1 |as,|
a, = |a31 |+ |a32| = 2+0 =2, assim o = max{6,l,2} =6>1o0u seja, a
|a,,| 1 2
2 01
matriz |0 2 1 | ndo satisfaz o Critério das Linhas.
1 2 4
x+2y+4z = 1
Porém, o sistema linear é 2y+z = 1, que é equivalente ao sistema
2x+z =1
2x+z =1 2 0 1||x 1
2y+z = 1,cujaformamatricial é |0 2 1] y|=|1
xX+2y+4z =1 1 2 4|z 1

Aplicando o Critério das Linhas para o novo sistema, temos que:
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o :|a12|+|a13|:1+021 o :|021|+|a23|:0+1:1
' |a 2 27 |a,,] 2

>

™ |

11|

layflay 142

. 113 3 )
s =—;assim a =max{—,—,—r=—<1, ou seja,
4 2 2 4

|a33| 4
2 0 1
amatriz |0 2 1| satisfaz o Critério das Linhas.
1 2 4

Método iterativo de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel é muito parecido como método anterior;
porém, nesse método, sempre que calculamos um xi(k), ele é utilizado no
cdlculo das proximas varidveis x*, parai < j < n.

Dessa forma, no método de Gauss-Seidel, comecamos com uma

aproximagao inicial X = (x,, ..., x ) e utilizamos o processo a seguir:

xl(k+1) _ b1 _alzxz(k) _alaxs(k) "'_alnxn(k)
a;
xz(k+1) _ bz _aZI'xl(kH) _azaxa(k) —---—aann(k)
a4y
x3(k+1) _ bs _a31x1(k+1) _aszxz(k+l) _a34x4(k) - "_a3nxn(k)
as;
xn(k+1) _ bn _anlxl(kﬂ) _anzxz(kﬂ) - n,n—lxn(k+l)
ann

Calculo Numérico
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Atividade 5

Atende ao objetivo 2

3x,tx,—x, = 1
Resolva o sistema linear x,—2x,—x, = 1 usando o método de
X +x,+2x, =1
0
Gausss-Seidel, considerando X' =| 0| e precisdo e =5 x 1072
0

Resposta comentada

Usando o método de Gauss-Seidel, temos que:

Lo _ o 1xUex 1-040 1
' 3 3 3
1
1 a0 @ T m0
I iteracio —{x,") = : = =—,
2 2 3
(1) m 1 1+1
1 1 ——+—
x(l) — l-x" " -x,° " 3 321
? 2 2 2

1
———0,1—0 =l>0,05
3 2 2

—-0
3

d(l) = max{ 1
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43
108

108 _ 7

18

1 1
I+=+=
MO 1-x" 42 3 2 11
1 3 318
@_,0 1+11 L
-1+ TTIe 5
2° jteragao — xz(z) = S M 18 2 _
2 2
@_,0 1 4
2 2 R
PROTE kNt 18 9_5
' 2 2 12
d® = max E—l,_é.,_l S s >0,05
18 3 9 3|12 2 18
@, ,0 1+4+15
2 2 — -
L0 1-x," +x, 9 36
1 3 3
G _,0 +67 5
-1+ B
3° iteragdo —> x2(3) = o M 108 36 _
2 2
67 43
1—x® _ (@ I=—rd
x(3) — 1 2 108
3 5 5
—i<0 05
108 “108 " 9| 12|/ 108
_6_7_
108
= 43
Pelo método de Gauss-Seidel: X =| ———|.
108
a
L 18 |

Critério de convergéncia para o

método de Gauss-Seidel

A pergunta que devemos nos fazer agora é: qual é o critério de con-
vergéncia para o método de Gauss-Seidel?

A resposta esta no Critério de Sassenfeld, que enunciaremos a seguir.
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Teorema (Critério de Sassenfeld)

Considere o sistema linear Ax = b e sejam

|a12|+|a13|+"'+|a1n|

B, =

|a11|

B |a, |ﬂ1+|ak2|ﬁ2 +ootay, |ﬁk—1+ | @

B =
|“kk|

+...+]a, |

Se f =max 3, <1, entdo a sequéncia {X®} gerada pelo método de

1<k<n

Gauss-Seidel converge para a solugdo do sistema, para qualquer aproxi-
magcao inicial X©. Além disso, a velocidade de convergéncia aumenta,
se o # diminui. Ou seja, quanto menor o 3, mais rapido encontramos

a solugdo.
A demonstragdo desse teorema pode ser encontrada em:

o RUGGIERO, Mircia A. G.; LOPES, Vera Lucia da R. Cdlculo numé-
rico: aspectos tedricos e computacionais. Sdo Paulo: Pearson Makron
Books, 1996.

Atividade 6

Atende ao objetivo 2

Verifique que o Critério de Sassenfeld ¢é satisfeito pela matriz do sistema

3x,+x,—x, = 1
linear § x, —2x, —x, = 1, porém, o Critério das Linhas nao ¢ satisfeito.
X +x,+2x, = 1




Resposta comentada

Vamos, primeiro, verificar o Critério de Sassenfeld:

|a12|+|al3| _ |1|+|_1| :3<1

B, =
L EI

2
P |a21|ﬂ1+|a23| :|1|*g+|_1| :E<1
’ |a22| |_2| 6

2 5
aylp+lags, WS o 5
B la,| - 2| 12 4

3

Critério das Linhas

o = |a12|+|a13| _ |1|+|_1| :z<1
1 |a11| |3| 3

_ |a21|+|a23| _ |1|+|_1| _2_
|a22| |_2| 2

1

2

_ |la, [+ a,,| _ 1]+ 2,

3 2 ol 2
Assim, concluimos que 8 < 1 porém « = 1. Ou seja, podemos afirmar
que o método de Gauss-Seidel converge, pelo Critério de Sassenfeld.

Porém, ndo podemos afirmar que o método de Gauss-Jacobi converge,
pois o critério das linhas néo é satisfeito.

Calculo Numérico
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Observe que, sempre que a matriz satisfaz o Critério das Linhas, ela
satisfaz o Critério de Sassenfeld, pois:

|a12|+|a13|+"'+|a1n|

B, =

=a, <l

|a11|

Por indugdo matematica, vamos supor que 8, < . <1 para i = 2, ..,,

k — 1, entéo:
B - |ak1|ﬁl+|ak2|ﬂ2 +"‘+|akk—l|ﬂk—1+|akk+1 +...+]a, |
=
|“kk|
|ak1|+|ak2|+"'+|akk—1|+|akk+1 +..t]a, | _
=a, <1.

k
|“kk|

Dessa forma, ﬁk <a,,para k=1,...,n.Entio, se a, < 1temos que /3k< 1,
ou seja, se o Critério das Linhas for satisfeito, o Critério de Sassenfeld
também sera.

Atividade 7

Atende ao objetivo 2

Verifique que o Critério de Sassenfeld é satisfeito pela matriz do sistema

10x, +x,—x,—x, = 1

. x,—20x,—-x, =4
linear .
X, +x,+2x, =1

X, —X, —5x =0

2 3 4
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Resposta comentada

Critério de Sassenfeld:

@[ +a|+au| [+ 3

14|_

P o] 10
3
5 Lol lallen] Mgt s
SN o
B. = |a31|ﬂ1+|asz|ﬁz +|a34| :| |1| 200 |0| :7_3<1
3 |a,,] |2| 400
B, - |a41|ﬁ1+|a42|[32+|a43|ﬂ3:|| gaTT 200 TR 400 _ 99 _,
la,,| |-5| 2000

Assim, concluimos que 8 < 1. O Critério de Sassenfeld ¢é satisfeito.

Algoritmos para os método de
Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel

A ideia para o algoritmo de Gauss-Jacobi é simples. Primeiro, vamos
supor que o elemento a,, de todas as linhas seja diferente de zero. Caso
contrario, temos que trocar toda essa linha por uma cuja o elemento
a, seja diferente de zero e trocar as linhas correspondentes, no vetor b.
Coloque o sistema na forma a seguir:

(k+1) b alzxz(k) a13x3(k)_"' alnxn(k)

1 a,

(k+1) bz a21xl(k) asxs() Ty, n(k)

’ Ay

(k+1) bs a31‘x1(k) aszxz(k) a3 4(k) T s n(k)
’ A3

@ b anlxl(k)_anzxz(k)_"' A% W

’ ann
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Ideia para o algoritmo:

Dados de entrada:
e A:matriz do sistema;
 b:vetor independente;
o X©:aproximagao inicial;

o & precisdo.

Passo 1: Fazemos um loop de k = 1,..., n para calcular os @, do Critério

|ak1|+|ak2|+...+|a |+|a

k-1 +"‘+|akn|

|akk|

testamos se @ =max ¢, <1. Caso isso ndo ocorra, paramos e retorna-

1<k<n

mos com uma mensagem de que o Critério das Linhas nao ¢ satisfeito.

kk+1

das Linhas, a, = Depois,

Passo 2: Fazemos um loop onde a pergunta para sair ¢ se a distancia
entre o X** e X® é menor que a tolerancia dada. Se for, o loop ¢ inter-
rompido e a solugdo do sistema é X*1.

Passo 3: Dentro do loop anterior, temos que fazer um loop de k = 1,...,
(k)

(k)

n para calcular o vetor X

X

n

Agora, vamos escrever o algoritmo para o Método de Gauss-Jacobi em
MatLab®.

Algoritmo:

function x=gaussjacobi(A,b,x0,N,tol)

% x = gaussjacobil(A,b,x0,N,tol)

%

% Esta funcao aplica o teste das linhas a matriz A e caso
% seja possivel ela calcula a solucao do sistema linear

% Ax=b com numero de iteracao N e precisao tol e valor

% inicial x0.

% calcula a dimensao da matriz A



[m n]=size(A);
% Calcula os alphas do criterio das linhas
alpha=zeros(m,1);
for i=1:m
for j=1:i-1
alpha(i)=alpha(i)+abs(A(i,j))/abs(A(i,i));
end
for j=i+1:n
alpha(i)=alpha(i)+abs(A(i,j))/abs(A(i,i));
end
end
% testa o criterio das linhas
if max(alpha) >=1
error(‘A matriz A nao satisfaz o criterio das linhas’)
end
% inicializa as variaveis
y=Db; % vetor b
x=x0; % aproximacao inicial
oldx=zeros(n,1); % variavel auxiliar
% laco principal para parar
for i=1:N
if (max(abs(oldx-x))<tol) % teste de parada
disp(‘O metodo foi concluido com sucesso!’)
disp(‘N=")
disp(i-1)
return
else
for i=1:m
for j=1:i-1

y(i)=y(i)-A(i,j)*x(j); % metodo de gauss-Jacobi para linha menor
que coluna

end
for j=i+1:n

y(i)=y(i)-A(i,j)*x(j); % metodo de gauss-Jacobi para linha maior
que coluna

end

Calculo Numérico
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y(i)=y(i)/A(i,i); % divide pela diagonal principal

end
% atualiza as variaveis

oldx=x; % variavel anterior

x=y; % variavel atual

y=b; % vetor b
end
end
% informa que o numero de iteracao maxima foi atingindo sem encontrar a

% solucao com a precisao desejada

disp (‘O numero de iteracao foi exedido!’)

Agora, apresentaremos um algoritmo para o método de Gauss-Sei-
del. Como os métodos sdo muito parecidos, faremos essa apresentacdo
em MatLab®.

Algoritmo:

function x=gaussseidel(A,b,x0,N,tol)

% x = gaussseidel(A,b,x0,N,tol)

%

% Esta funcao aplica o teste de sassenfeld a matriz A e

% caso seja

% possivel ela calcula a solucao do sistema linear Ax=b com
% numero de

% iteracao N, tolerancia tol e precisao x0.

% calcula a dimensao da matriz A

[m n]=size(A);

% Calcula os betas do criterio de sassenfeld

beta=zeros(m,1);

for i=1:m

for j=1:i-1
beta(i)=beta(i)+abs(A(i,j))/abs(A(i,i))*beta(j);

end

for j=i+1:n
beta(i)=beta(i)+abs(A(i,j))/abs(A(i,1));



end
end
% testa o criterio de sassenfeld
if max(beta) >=1
error(‘A matriz A nao satisfaz o criterio de sassenfeld’)
end
% inicializa as variaveis
y=b; % vetor b
x=x0; % condicao inicial
oldx=b+x0; % variavel auxiliar
% laco principal para parar
for i=1:N
if (max(abs(oldx-x))<tol) % teste de parada
disp(‘O metodo foi concluido com sucesso!’)
disp(‘N=")
disp(i-1)
return
else
for i=1:m
for j=1:i-1

y(i)=y(i)-A(1,j)*y(j); % metodo de gauss-seidel para linha menor que
coluna

end
for j=i+1:n

y(i)=y(i)-A(i,j)*x(j); % metodo de gauss-seidel para linha maior
que coluna

end
y(i)=y(i)/A(i,i); % divide pela diagonal principal

end
% atualiza as variaveis

oldx=x; % variavel anterior

x=Yy; % variavel atual

y=b; % vetor b
end

end
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% informa que o numero de iteracao maxima foi atingindo sem encontrar a
% solucao com a precisao desejada

disp (‘O numero de iteracao foi exedido!’)

Atividade 8

Atende aos objetivos 1 e 2

Qual a diferenca entre o algoritmo de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel?

Resposta comentada

1. No algoritmo para o Método de Gauss-Jacobi, calculamos o Crité-
rio das Linhas, e, no algoritmo de Gauss-Seidel, calculamos o Critério
de Sassenfeld. Mais precisamente, no segundo, usamos beta ao invés de
alpha e multiplicamos o termo destacado, que é a diferenca entre os
dois critérios.

Gauss-Jacobi:

alpha=zeros(m,1);

for i=1:m

for j=1:i-1
alpha(i)=alpha(i)+abs(A(i,j))/abs(A(i,i));

end

for j=i+1:n
alpha(i)=alpha(i)+abs(A(i,j))/abs(A(i,i));

end

end
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Gauss-Seidel:

beta=zeros(m,1);

for i=1:m

for j=1:i-1
beta(i)=beta(i)+abs(A(i,j))/abs(A(i,i)) *beta(j);

end

for j=i+1:n
beta(i)=beta(i)+abs(A(i,j))/abs(A(i,1));

end

end

2. No Método de Gauss-Jacobi, usamos o vetor anterior para calcular
o seguinte, sem aproveitar as coordenadas ja calculadas. Ja no Método
de Gauss-Seidel, utilizamos as coordenadas ja calculadas. Mais preci-
samente, os termos em destaque foram mudados. Note que, no pri-
meiro, é a coordenada do vetor anterior e, no segundo, é a coordenada
ja atualizada:

Gauss-Jacobi:
for i=1:m
for j=1:i-1

y(i)=y(i)-A(i,j)*x(j); % metodo de gauss-Jacobi para linha menor
que coluna

end
for j=i+1:n
y(i)=y(i)-A(i,j)*x(j); % metodo de gauss-Jacobi para linha maior
que coluna
end
y(i)=y(i)/A(i,i); % divide pela diagonal principal

end
% atualiza as variaveis

oldx=x; % variavel anterior

x=Yy; % variavel atual

y=b; % vetor b
end

end
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Gauss-Seidel:
for i=1:m
for j=1:i-1

y(i)=y(i)-A(L,j)*y(j); % metodo de gauss-seidel para linha menor
que coluna

end
for j=i+1:n

y(i)=y(i)-A(i,j)*x(j); % metodo de gauss-seidel para linha maior
que coluna

end
y(i)=y(i)/A(i,i); % divide pela diagonal principal

end
% atualiza as variaveis

oldx=x; % variavel anterior

x=y; % variavel atual

y=b; % vetor b
end

end

Informaco6es sobre a préoxima aula

Depois de trés aulas estudando solugdes para sistemas lineares, na
proxima aula, mudaremos de tema e estudaremos a Interpolagao Poli-
nomial. Até la!

Resumo

Nessa aula, vocé aprendeu:

« que métodos iterativos sdo aqueles que procuram a solugéo do siste-
ma considerando uma aproximagao inicial e gerando uma sequéncia
iterativa {X};

e a parar um método iterativo para sistemas lineares quando

d") = max|x) — x*)
1<i<n !

—X

‘< ¢, onde ¢ é a precisao desejada.
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que os métodos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel consistem no uso de
uma aproximagao inicial X para calcular a primeira iteragdo X, e
assim sucessivamente, até que se chegue a X**V, que satisfaz o crité-

rio de parada;

que a formula do método de Gauss-Jacobi é:

xl‘ku) _ b1 _alzxz(k) _a13x3(k) _"'_alnxn(k)

ap
xz(k+1) _ bz _a21x1(k) _a23x3(k) _"'_aznxn(k)

ay
x3(k+1) _ b3 _a31x1(k) _aazxz(k) 4y, 4(k) T 3 n(k)

as;
xn(k+1) _ b, _anlxl(k) _anzxz(k) ——a, —l‘xn—l(k)
ai’lﬂ

que a formula do método de Gauss-Seidel é:

_ *) _ ®_ (x)
x (k+1) _ b1 a,%, a;3X3 A, %,
1
a,
(k+1) (k) o (k)
x D) bz —a,% —apX; A%y
. =
Ay,
(k+1) (k+1) (k) (k)
x. D) b3 —a;X ) Ay X, T as,X,
s =
A
(k+1) (k+1) (k+1)
X (k+1) __ bn anlxl —a ZxZ - an,n—lxn
" a
nn

quais sdo as diferencas entre o algoritmo para os métodos de Gauss-
-Jacobi e de Gauss-Seidel.
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Aula 7 e Interpolacédo Polinomial: forma de Lagrange e forma de Newton

Meta

Aproximar func¢des através de polindmios, utilizando a forma de Lagrange
e a forma de Newton.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. interpolar uma fungéo através de um sistema linear;
2. interpolar uma funcéo pela forma de Lagrange;

3. interpolar uma fungio pela forma de Newton.
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Introducao

Interpolar uma funcéo f(x) consiste em aproximar essa fungao por outra
funcdo g (x), escolhida entre uma classe de fungdes definida a priori e que
satisfaca algumas propriedades. A fun¢do g(x) é, entdo, usada em substi-
tuicdo a fungdo f(x). A necessidade desta substitui¢ao surge, por exemplo:

o quando sdo conhecidos somente os valores numéricos da fungido
para um conjunto de pontos e é necessario calcular o valor da fun¢ao

em um ponto nio tabelado;

o quando a fung¢do em estudo tem uma expressio tal que operagdes
como a diferenciagao e a integrag¢ao sao dificeis (ou mesmo impossi-

veis) de serem realizadas.

Joseph Louis Lagrange
(1736 - 1813)

Lagrange nasceu em Turim, Itdlia, e foi batizado com o nome
Giuseppe Lodovico Lagrangia. Seu pai era tesoureiro do escritério
publico de trabalhos e fortificagoes de Turim. Sua mae era filha
unica de um médico de Cambiano, perto de Turim. Lagrange era
o primogénito de um total de onze filhos, dos quais, apenas ele e
mais um irméo atingiram a idade adulta. Lagrange se interessou
pela matematica quando recebeu uma cépia do livro de Halley,
de 1693, sobre o uso da dlgebra em Optica. Apesar de seu pai ter
um cargo relativamente importante, sua familia nao era rica.
Lagrange foi uma crian¢a prodigio: basicamente autodidata, aos
19 anos foi indicado para professor universitario da Escola Real
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de Artilharia de Turim. Membro fundador da Academia Real de
Ciéncias de Turim, onde Lagrange sucedeu Euler e permaneceu por
20 anos. Posteriormente mudou-se para Paris, apos um convite de
Frederico, o Grande, para a Academia de Ciéncias de Paris. Lagrange
ganhou incontaveis prémios e publicou inimeros trabalhos;
dentre eles: a teoria dos niimeros; a teoria das funcoes; o célculo
de probabilidades; a teoria dos grupos; as equagdes diferenciais; a
mecanica dos fluidos; a mecanica analitica e a mecanica celeste. Sua

vida foi quase que inteiramente dedicada a ciéncia.

Fonte: http://ecalculo.if.usp.br/historia/lagrange.htm.

Interpretacao geométrica

O grafico a seguir esboga uma fungéio f(x) e sua respectiva interpola-
¢d0 g (x). Para isso, considere (n + 1) pontos distintos chamados de nds
da interpolagdo, dados por (x, f(x,)), (x,, f(x,)),..., (x , f(x ). Interpolar
a fungdo f(x) consiste em encontrar uma fungao g(x) que satisfaga:

/ y=9(x)
7/ e y=f(x)

N &

—>
X, XXX X X X X,

Figura 7.1: Esboco de uma funcgéo f(x) e de sua interpolante g(x).

Podemos escolher diversas classes de fungdes para g(x), como as
fungoes polinomial, racional, trigonométrica, exponencial, dentre mui-
tas outras. Consideraremos aqui que a fungao interpoladora g(x) per-
tence a classe das fun¢des polinomiais.
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Interpolacao polinomial

Utilizar polindmios para interpolar uma fun¢do é no minimo ra-
zoavel, pois: eles sdo fun¢des continuas facilmente computaveis; suas
derivadas e integrais sao, também, polindmios; suas raizes podem ser

encontradas de maneira relativamente facil etc.

Dessa forma, é vantajoso substituir uma fun¢do complicada, ou até
mesmo desconhecida, por uma aproximagao polinomial que a represente.

As interpolagdes polinomiais sao as mais populares ndo somente por
suas propriedades algébricas, mas principalmente pela justificativa dada
pelo Teorema de Weierstrass, que diz que toda fungdo continua pode ser
aproximada por um polinémio.

O problema geral de interpolagdo por meio de polindmios consiste
em determinar se um polindmio P (x) de grau no maximo igual a n
dado por:

— 2 n
P(x)=a+ax+ax+..+ax

que pode ser ajustado aos mesmos pontos por onde se ajusta uma fun-
¢do f(x) # P (x).

Dessa forma, temos que encontrar os (n + 1) coeficientes a, a,,a,, ..., a,
que melhor ajustam o polindmio interpolador a fung¢ao original, f(x).

Para isso, precisaremos conhecer os (n + 1) pontos (x,, f(x,)), (x,,
f(x)), (x, f(x,))s ..., (x, f(x,)) da fungdo f(x) e exigir que P (x,) = f(x,)
paratodo k=0, 1, 2,..., n. Esses pontos sao chamados de nds da interpo-
lagdo, porque sdo os pontos onde P (x,) coincide com f(x,).

Dessa condigdo, teremos o seguinte sistema linear, construido a par-
tir dos n pontos dados nos nés de interpolagio, onde o lado esquerdo do
sistema linear representa as equacdes do sistema linear e o lado direito,
os valores da funcio nos nés de interpolagéo:

a0+a1x0+a2x§ +-eta x; =f(x0)
a,+ax +a,x; +-+axl :f(xl)
a0+a1xn+a2xi +-tax =f(xn)

Com (n + 1) equagdes e (n + 1) varidveis a, a,, ..., a .

n
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Observe que a matriz A dos coeficientes do sistema é dada por

2 n
I x, x, X,
2 n
Ao 1 x X x|
1 x x° X
n n

que é conhecida como matriz de Vandermonde. Observe que os elemen-
tos da primeira coluna da matriz sdo iguais a 1, porque representam o

termo linear a, do polindmio P (x).

Essa matriz, além de representar em suas linhas termos que estdo
em progressao geométrica, tem a propriedade mais importante para
nos, neste caso, de que det (A) # 0, desde que x;, x,, ..., x, sejam dis-
tintos. Dessa forma, este sistema linear admite solugdo unica. Isto sig-
nifica que sempre que os nds de interpolagdo (x,, f(x,)), (x,, f(x,)), ...,
(x,, f(x,)) sdo distintos, o polindmio interpolador existe e é Ginico.

Existem varias maneiras de encontrar o polindmio interpolador.
Uma delas seria resolver o sistema linear obtido anteriormente. Veja-
mos como isso poderia ser feito.

Exemplo 1: Considere a func¢ao f(x) que passa pelos pontos (-1, 1), (0, 2)
e (1, —1). Vamos encontrar o polindmio interpolador para essa fungdo
f(x). Comece montando o sistema linear:

Logo, teremos o sistema linear:

a,—a, +a,=1
a,=2
a,+a +a, =-1

Substituindo a, = 2 na primeira e na terceira equacdo, teremos:

—a,+a,=1—-ag,=1-2=-1
a+ta,=-l-a,=-1-2=-3



Organizando, teremos,
—a,+a,=-1
a +a, =-3

Resolvendo o sistema, chegaremos aa, = -1 e a,= -2. Logo, a solugio
do sistema linear ¢ dada por, a,=2,a,= -1 e a,= -2.

Com isso, P,(x) = 2 - x — 2x* é o polindmio de interpola¢io para a
fungéo f(x) que passa pelos pontos (-1, 1), (0, 2) e (1, -1).

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

Considere a fungao f(x) que passa pelos pontos (-1, 15), (0, 8) e (3, -1).
Determine o polindmio interpolador para essa fungao f(x).

Resposta comentada

Como foram fornecidos 3 pontos ou nés de interpolagdo (x, y), entdo
n+ 1 =3, isto é n = 2. Com isso, precisamos determinar o polinémio
P (x) de grau no méximo igual a 2 dado por P,(x)= a,+ a,x + a,x* de tal
forma que, fazendo as devidas substituicdes, temos:
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P(-1)=a, +a,(-1)+a,(-1) =15
P(0)=a,+a,(0)+a,(0) =8
P(3)=a0 +a1(3)+a2 (3)2 =-1

Logo, teremos o sistema linear:

a,—a,+a, =15
a,=38

a,+3a,+9a,=-1
Substituindo a,= 8 na primeira e na terceira equagio, teremos:
{ —a,+a,=15-a,=15-8=7

3a,+9a,=-1-a,=-1-8=-9
Organizando, temos:
-a,+a,=7
3a,+9a, =9
Podemos agora multiplicar a primeira equagio por 3, que teremos:

—3a, +3a, =21
3a,+9a, =9

Agora basta somar as duas equagdes, que teremos:
(-3a,+3a)+(3a,+9a,)=21+(-9)=12=12a=12=>a,=1
Finalmente, utilizando a equagéo -a,+a,=7, temos:
a=a,-7=1-7=a =-6.

Logo, a solugdo do sistema linear ¢ dada pora,=8,a=-6ea,= 1.

Com isso, P,(x) = 8 — 6x + x* é 0 polindmio de interpolagdo para a fun-
¢d0 f(x) que passa pelos pontos (-1, 15), (0, 8) e (3, -1).

Encontrar o polindmio interpolador resolvendo sistemas lineares
pode ser demasiadamente trabalhoso. Além disso, devido a matriz ser de
Vandermonde, a resolucio do sistema linear pelo método da eliminacéo
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Gaussiana pode levar a sérios erros de arredondamento, obtendo, assim,

um polindmio que nao seja o desejado.

Estudaremos em seguida a Forma de Lagrange e a Forma de Newton,

que sdo outras maneiras de se obter o mesmo polindmio.

Na teoria, todas essas maneiras sdo equivalentes, mas a escolha do
método a ser utilizado pode ser motivada por vérios fatores, como o
tempo computacional, a estabilidade do sistema linear etc.

Forma de Lagrange

Sejam (x,,y,) os (n + 1) pontos distintos da fungao f(x), onde y = f(x)),
paratodoi=0, 1,2, ..., n. Consideremos, paratodo k=0, 1,2, ..., n, 0s

seguintes polindmios L,(x) de grau n dados por:

(x—x,)(x=2x)(x—x,_ ) (x—x,,)(x—x,)

xk—xo)(xk —xl)---(xk—xkfl)(xk —xkﬂ)---(xk—xn)

Lk(x):(

E fécil verificar que: se x = x, (i # k), temos que (x - x) = (x,-x) =0
(para algum termo na parte de cima da equagdo), o que vai tornar toda

a equagdo igual a zero; ou seja,

(= 20) (=) -+ (3, =) -+ (=) (% =x0) - (2 —x,)

Lk(x,.)= (xk_xo) (xk_xl) (xk_xkil) (xk—xkﬂ) (xk—xn) -

Se x = x,, temos que

L, (xk): (xk —xo)(x—xl)...(xk_xkfl)(xk _xkﬂ)...(xk_xn) N

(xk —xo)(xk —xl)---(xk —xk_l)(xk —xk+l)---(xk —xn) ’

0,se k+i
{  parak=0,1,...,n,onde

resultando em: L, (xi)z o, = Lse k
,se k=i

¢ conhecido como delta de Kronecker, assim chamado em honra a

Leopold Kronecker.
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Seja P (x) o polindmio de grau no maximo igual a n definido por:

Pn(x) = yOLO(x)+ ylLl(x)+---+ ynLn(x) = an(;ykLk(x).

Observe quea condigido P (x)= £ (xi) ésatisfeitaparatodoi=0,1,2,...,n,
pois P (x) = y,L(x) + y,L,(x) + ... + yL(x) + ... +y L (x)=yL(x)=
Y= f(x).

O polinémio P (x) assim definido é chamado de Forma de Lagrange
do Polinémio de Interpolagdo.

Atividade 2

Atende ao objetivo 2

Considere a fungao f(x) que passa pelos pontos (-1, 15), (0, 8) e (3, -1).
Determine o polindmio interpolador para essa fungao f(x) utilizando a
forma de Lagrange.

Resposta comentada

Como foram fornecidos 3 pontos (nds de interpola¢ao), entdon + 1 = 3,
isto é, n = 2. Com isso, precisamos determinar o polinémio Pz(x) de
grau no maximo igual a 2 dado por:



P(x) =y,L,(x) +y,L,(x) + y,L,(x) = (15)L (x) + (8)L,(x) + (-1)L,(x).

Para cada k =0, 1, 2, os polindmios L,(x) sio dados por:

xn)rmx) | (x-0)(x-3) (x1-3x)

) e ) ) I0)(m3)

15 8 1 N —45 16 1 —24
P(x)=| =————|X+| —+———|x+| —|.

4 3 12 4 3 12 -3
Efetuando as contas, obtemos:

B, (x) {45—13;2—1}62 +[—135;-264—1}x+[8] .

Z(x):{%}xz J{_l—zz}wr[s]:
= P, (x)=[1]x* +[-6]x+[8].

Com isso, P,(x) =8 - 6x + x* é 0 polindmio de interpolagdo para a fungio

f(x) que passa pelos pontos (-1, 15), (0, 8) e (3, -1).

A Forma de Lagrange que acabamos de estudar tem um incon-
veniente. Se dados os (1 + 1) pontos distintos (x,y,) da fun¢io f(x),

Calculo Numérico
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onde yt:f(xl.), paratodoi=0,1,2, ..., n, entdo iremos construir um
polinémio interpolador de grau p. No entanto, se acrescentarmos
mais um ponto distinto (x,_,,y, ) no conjunto, ficaremos com (n +2),
e entdo iremos construir um polinémio interpolador de grau p + 1.
Mas o trabalho feito anteriormente tera que ser praticamente todo
refeito. Seria interessante se houvesse a possibilidade de, conhecido
o polinémio de grau p, passar para o polindmio de grau p + 1 apenas
acrescentando mais um termo no polindmio de grau p. Veremos a
seguir que a Forma de Newton do polindmio de interpolagao leva
em consideragdo essa possibilidade.

Forma de Newton

Para a constru¢ao do polindmio interpolador pela forma de
Newton, precisaremos antes entender a notagao de diferenga dividi-
da de uma fungdo. Sejam (x,y,) os (n + 1) pontos distintos da fungao
f(x), onde y = f(x), paratodo i =0, 1, 2, ..., n. Definimos o operador
diferengas divididas por:

f[ka =f(xk),Vk =0,1,2,---,n,

f[xl,xz,...,xn]—f[xo,xl,...,xn_lj
f[xo,xl,...,xn:|= )

xn _xO

onde f[x, x, ..., x,] é a diferenca dividida de ordem n da funcéo f(x)

sobre os pontos Xpp Xy +v0s X, Assim, usando a definig¢do, temos:

I f[xo]=f(xo) (Ordem Zero)
g P LLEI LSBT oy
f[xo’xl»x2]=f[xpxz:l:f[xo’xlj (Ordem 2)
f[xo’xl’xz’xSJ = f[xl’xz’x;]:)fc[xo’xl’xJ (Ordem 3)
f[xo,xl,---;xn] _ f[xl,xz,...,xng —_];Exo,xl,...,x”l (Ordem n)

Observe que, do lado direito de cada uma das igualdades anteriores,
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devemos aplicar sucessivamente a definicdo de diferenca dividida (da
linha anterior) até que os calculos envolvam apenas o valor da func¢io
nos pontos. Por exemplo:

flw)-f(x) fx)-f(x)
X :I_f[xl,x :| f[xo,x :| X, —x, X —x,

X, =X, X

1505,

Dessa maneira, podemos calcular as diferencas divididas de uma
fun¢ao de modo mais pratico. Para isso, iremos construir uma tabela
com calculos sistematicos das diferencas divididas.

Sejam (x,y,) os (n + 1) pontos distintos da fungdo f(x), onde y,= f(x),
paratodoi=0, 1,2, ..., n. Entdo podemos construir a tabela:

Tabela 7.1: Calculo sistematico das diferencas divididas.

e Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 . Ordem n
Zero

0’1

fIx,, ] Xy X1 X0 X,

X, x,] X X X5 X,]

flxzx,]

n—2’ n—1 X

flx ]

Esta tabela é construida de modo que cada uma dessas diferen-
¢as divididas é uma fracdo, cujo numerador é sempre a diferenca en-
tre duas diferencas divididas consecutivas e de ordem imediatamente
inferior; e cujo denominador é a diferencga entre os dois extremos dos
pontos envolvidos.
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Atividade 3

Atende ao objetivo 3

Considere a fungdo f(x) que passa pelos pontos (-1, 15), (0, 8) e (3, -1).
Construa a tabela de diferencas divididas.

Resposta comentada

Usando o esquema pratico da tabela de diferengas divididas, temos:

X fx] fix, x,,1 fIx, X, ., X,,]
-1 15
-7
0 8 1
-3
8 -1

Observe que:

f[xo,xljzf[—w]:f[x;]:)f:[xo] _S0)=(=1) _(8)-(15)

fle]=flx] _fG)-(0) _(1)-(8) _~9

fae]= o = HE R S -
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Fxox,x,]= f[-10.3]= f[xl,x;]—f[xg,xlj _ (-3)-(=7) 2321.

2 7% (3)-(-1)

Como veremos mais adiante, os resultados a serem utilizados na
constru¢do do polindmio interpolador na forma de Newton sdo os
primeiros valores de cada coluna de diferengas divididas. No entanto,
teremos que construir a tabela inteira, pois os valores dependem uns
dos outros.

Uma propriedade importante das diferencgas divididas é que ela é si-
métrica nos argumentos. Isto significa que f[x, x,, ..., ] = flx,, x,,
oo xjk], onde Kip Ko +or Xy € qualquer permutagdo de 0, 1, 2, ..., k. Por
exemplo, para k = 1:

i) Lol le] AT

X

zfl:xl’xo:l'

0 1

Da mesma maneira, podemos mostrar, para k = 2, que:
flxp x5 x,) = flx, x,, x ] = flx, x x,] = flx,, %, x ] = flx,, %, x)]
= flx, x, x,].

Agora que sabemos como montar uma tabela de diferencas finitas,
estamos prontos para definir a forma de Newton para o polinémio in-
terpolador. Vejamos a seguir:

« Forma de Newton para o polindémio interpolador: seja f(x) uma

funcao continua e com derivadas continuas em [a, b]. Além dis-
so, considere (x, y) os (n + 1) pontos distintos desta fun¢do, onde
¥, =f(xl,) com x,em [a, b], paratodoi=0, 1,2, ..., n. Definimos entao
as fungdes:

, definida em [a, b], para x # x.

(1) fxpx] =%

2) f[xo,xl’x]: f[xo:xg:)]:[xo)xj , definida em [a, b], para x # xe
X #x,. !

Calculo Numérico
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, definida em [a, b], para

x]_f[xo,xl,x] f[xo,xl,x ]

X—X,

©) f[xo’xl’xz’

xixo,xixlexixz.

f[xo’xv ’xnl’x:| f|:x0’xl’
X X]—

X=X,

(n+1) f[xo,xl, ] , definida

em [a, b],parax #x,k=0,1,2,....,n

Observe que, nessas fungdes, acrescentamos sucessivamente, na di-
ferenca dividida, o préximo ponto da tabela. O objetivo é encontrar uma
férmula de recorréncia para a fungao f(x). Assim, de (1), temos:

F[x0x]= [x] f[x] J[(’C)_)J:O(xo):>

:>(x—x0)f[x0,x]=f(x)—f(x0):>
:f(x)=f(x0)+(x—x0)f[x0,x:|.

Considerando que P (x) ¢ o polindmio de grau zero que interpola
f(x) em x = x, entdo, P (x) = f(x,) = f[x,]. Dai, podemos escrever:

f(x) =P(x) + (x - x,) f(x,, x).

Note que E (x) = f(x) - P (x) = (x - x,) f[x,, x] é o erro cometido ao
se aproximar f(x) por P (x).

Vamos agora construir o polindmio P,(x) de grau menor ou igual a

um que interpola f(x) em x, e x,. Temos de (2), (usando (1)), que:

flxex,x = flx,x,x]= f[xo’xg:i([xl’%]
) ]

X=X,
= =
X—X

1

F(x) = f(3) = (x=x,) f %%, ] N
(x—x,)(x—x,)

:f(x)=f(x0)+(x—xo)f[xo,xll+(x—x0)(x—xl)f|:x0,xl,x1.

:f[xo,xl,x] =
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Assim, f(x) = P,(x) + E, (x), onde:
P (x) = flx,) + (x - x) flx, x,]
e
E (x) =f(x) - P(x) = (x - x,) (x - x) fx,, x,, x].
Nesse caso, E, (x) é o erro cometido ao se aproximar f(x) por P, (x).

Vamos agora construir o polinomio P, (x) de grau menor ou igual a

dois que interpola f(x) em x, x, e x,. Temos de (3), (usando (1) e (2)), que:

fl:xo’xl’xz)x]:f[xz, » X, x:l f[x *o X:I fl:xz X u:'

X—X,

f(x)ff(xO)f(xfxo [xl,x0]7 X %o x
(r-)(x—x,) Slxox ]

x—X,

= f[xo,xl,xz,x] =

=

= flx,x,x,,x :f(x)—f(xo)—(x—xo)f[xl,xoj—(x—xo)(x—xl)f[xz,xl,xoj3
SR (x—x,)(x—%)(x—x,)

3f(x):f(xo)+(x—xo)f[xo,x1]+(x—xo)(x—xl)f[xg,xl,x2]+
+(x—xo)(x—xl)(x—xz)f[xo,xl,xz,x].

Assim, f(x) = P,(x) + E,(x), onde:

P (x) = f(x,) + (x - x)) flx, x,] + (x - x)(x - x)) fx;, x, x,]

e

E,(x) = f(x) = P,(x) = (x - x)) (x - x)) (x - x,) f[x, x,, x, x].
Nesse caso, E,(x) ¢ o erro cometido ao se aproximar f(x) por P,(x).
De forma sucessiva, a partir de (n + 1), polinémio P (x) de grau me-

nor ou igual a n que interpola f(x) em x,, x,, ..., x,, serd dado por:
P (x) =f(x,) + (x - x)) flx, x,] + (x - x)) (x - x) flx, x,, x,]+
+oo+ (x-x) (x-x) .. (x-x, ) flx, xp .0, ]

Esta formula é chamada de Forma de Newton do polinémio de inter-
polagdo. O erro é dado por:

EX)=f(x)-P(x)=(x-x)(x-x)...(x-x)flx, x,

Xpooos X5 X].
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Atividade 4

Atende ao objetivo 3

Considere a fun¢ao f(x) que passa pelos pontos (-1, 15), (0, 8) e (3, —1).
Determine o polindmio interpolador para essa fun¢ao f(x) utilizando a
forma de Newton.

Resposta comentada

Usando o esquema pratico da tabela de diferencas divididas (feita na
atividade anterior), temos:

X; fx,] fix;.x,,1 fx,x, ,,X,,]
-1 15
=7
0 8 1
-3
3 —1

Como temos 3 pontos, entdo n + 1 = 3, logo n = 2. Dessa maneira, o
polinémio de interpolagdo na forma de Newton é dado por:

P (x) = f(x,) + (x - x)) fx, x,] + (x - x) (x - x)) flx, x,, x,]
Da tabela, temos que f[x ] = 15, f[x,, x,] = -7 e f[x, x,, x,] = 1. Logo:

P(x)=15+(x+1) (=7) + (x+ 1) (x - 0) (1).



Agrupando os termos semelhantes, obtemos:

P (x)=x- 6x + 8.

Conclusao

Nesta aula, vimos que existem varias maneiras de encontrar o po-
linémio interpolador. Encontrar o polindmio interpolador resolvendo
sistemas lineares pode ser demasiadamente trabalhoso devido a matriz
ser de Vandermonde, onde a resolu¢do do sistema linear pelo método
da eliminagdo Gaussiana pode levar a sérios erros de arredondamento,
obtendo, assim, um polindémio que nio seja o desejado. Vimos que a
Forma de Lagrange e a Forma de Newton sdo outras maneiras de se
obter 0 mesmo polindmio. Na teoria, todas essas maneiras sao equi-
valentes, mas a escolha do método a ser utilizado pode ser motivada
por vérios fatores como o tempo computacional, estabilidade do sistema

linear, etc.

Resumo

Vimos os pontos que se seguem.

« O problema geral de interpolagdo por meio de polindmios con-
siste em determinar-se um polindmio P (x) de grau no maximo

igual a n dado por:
— 2 n
P(x)=a,+ax+ax+..+ax

« Uma maneira de encontrar os (n + 1) coeficientes a, a,, a,, ...,a,
que melhor ajustam o polinémio interpolador seria resolvendo o

sistema linear:

a0+a1x0+a2x§ +-+a,x; =f(x0)
n
1

X =f(x)

2
a0+a1x1+a2x1 +--+ax

a,+ax, +ax. +--+ax =f(xn)

Calculo Numérico
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+ O polindémio P (x) = y,L (x) + y,L,(x) + ... + y L (x) é chamado
de Forma de Lagrange do polindmio de interpolagdo, onde:

(x—x,)(x=x)(x—x_ ) (x =%, ) (x—x,)

(300 = ) (2, =%, )+ (3, =2, ) (% — %)+ (%, — %)

L, (x)z

» A Forma de Newton do polindmio de interpolagdo é dada por

P (x) = f(x)) + (x - x) flx, x,] + (x - x)) (x - x)) flx, %, x,]+...

I.

+oo+t(x-x) (x-x) ... (x-x ) flx, xp .0 X

n
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Aula 8 e Integracdo numérica: Regra dos Trapézios e Regra de Simpson

Meta

Demonstrar de forma numérica uma integral definida usando a regra

dos Trapézios e a regra de Simpson.
Objetivo

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. resolver numericamente uma integral definida pela regra

dos Trapézios;

2. resolver numericamente uma integral definida pela regra de Simpson.

156



Introducao

Muitos problemas em matematica sdo resolvidos por meio do cal-
culo de uma integral definida. No entanto, a fungio a ser integrada
pode ser extremamente complicada, o que torna o problema dificil de
ser resolvido.

Aprendemos em calculo integral que, para resolver uma integral
definida, precisamos encontrar uma primitiva para a fun¢io e, em se-
guida, aplicar o teorema fundamental do célculo. O grande problema ¢
que nem toda fung¢do possui uma primitiva. Além disso, podemos ter
casos em que a expressdo analitica da funcdo é desconhecida e sabemos
apenas alguns pontos discretos por onde essa fungao passa, obtidos por
meio de experimentos.

Veremos nessa aula métodos numéricos para resolver essas integrais

e driblar as dificuldades.

Formulas de Newton-Cotes

A ideia basica de uma integragdo numérica € substituirmos a fun-

¢a0 f(x) por um polinémio p (x) que aproxime esta funcdo no intervalo
b

[a,b]. Com isso, a0 invés de resolvermos I f(x)dx , iremos calcular
a

b
uma aproximacio, resolvendo a integral L p(x)dx.

As vantagens de calcular a integral de um polindmio sdo ébvias, de-
vido a facilidade nos célculos por meio de féormulas conhecidas do cal-
culo integral.

As férmulas fechadas de Newton-Cotes sao férmulas de integragao
do tipo

n

Lbf(x)dxzwof(xo)+w1f(xl)+---+wnf(xn)=Zw,.f(x,.),

i=1

onde os coeficientes w, sdo os pesos determinados de acordo com o grau

do polinémio interpolador. Nas formulas de Newton-Cotes os pontos

x/s do intervalo [a,b] sdo igualmente espagados, dados por x,= a + ih,
(b-a)

comi=0,1,...,ne h=—-—=,
n

Veremos a seguir a regra dos Trapézios e a regra 1/3 de Simpson,
que sdo algumas férmulas fechadas de Newton-Cotes. Chamamos es-
sas formulas de Newton-Cotes em homenagem a Isaac Newton e Roger

Calculo Numérico
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Cotes, cientistas ingleses do final do século XVII e do principio do
século XVIII.

Regra do Trapézio

O célculo da integral definida I ' f(x)dx pode ser interpretado gra-

ficamente como sendo a area delimitada pela fungéo f(x), o eixo x e o
intervalo [a,b]. Seja p,(x) o polindmio de grau 1 (uma reta) que interpo-

la a fungdo f(x) ema=xeb=x,.

Y y = x)

~y=p,0)

a=x, b= x X

Figura 8.1: Aproximagcéao pela area do trapézio.

b b
Entdo podemos aproximar I f(x)dx por I p,(x)dx, isto ¢, usar a

area do trapézio para aproximar a integral (vide Figura 8.1).

B
Sabemos que area de um trapézio é dada por A= ( 5 )h ,onde b

¢ a base menor, B é a base maior e h é a altura. Nesse caso, temos que

[fla)+1 ()],
2

[ flx)dx =
ondeh=b-a=x-x,

Uma maneira de mostrarmos como aproximamos a integral de f(x)
entre os limites a e b é utilizar a forma de Lagrange para interpolar o po-
linémio p, (x). Vocé pode rever a férmula de Lagrange para interpolagio

na Aula 7. Vejamos:


https://pt.wikipedia.org/wiki/Roger_Cotes
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= 2ulx)= 1) Ty ()
Dai, teremos que:

[ fCodx=1= [ pi(x)dx
S e LB P s

RS R

Lembrete: A altura do trapézio se encontra no eixo das abcissas e as
bases se encontram no eixo das ordenadas, se vocé ficou com duvida,
volte a Figura 8.1 e rode a folha 90° para ver o trapézio ao qual estamos

nos referindo. Fazendo isso, vocé vai notar que h = x - x,.

[ (a)+ £(8)]

= ()2 F ()2 = 1= 2 () ()] =

E facil perceber, olhando a Figura 8.2, que o erro pode ser grande
em se aproximar uma integral definida pela drea de um tnico trapézio.
Visando diminuir o erro, podemos fazer a regra do Trapézio repetidas
vezes dentro de um mesmo intervalo [a,b]. Vamos fazer isso por meio

da regra dos Trapézios Repetida.
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L

Y
area do trapézio

b
% [ fogax

y=f(x)

\

Y

XO
L

™

h =x-x,

Figura 8.2: Aproximagéao pela area do trapézio.

Regra dos Trapézios Repetida

Na regra do trapézio, se o intervalo [a,b] for pequeno, a aproximagao
¢ razoavel. No entanto, se a amplitude do intervalo [a,b] for grande, o
erro também pode ser grande. Com o objetivo de reduzir o erro, ado-
tamos a estratégia de subdividir o intervalo de integracdo e aplicamos
a regra do trapézio repetidas vezes, isto ¢, em cada subintervalo utiliza-
mos a regra do Trapézio (vide Figura 8.3).

y=f(x)

v

Figura 8.3: Area dos trapézios repetidos.
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Vamos, entdo, dividir intervalo [a,b] em n subintervalos igual-

(b-a)

x=a+ ih,comi=0,1, ..., n. Observe que x,=aex = b. Para cada subin-

,onde

mente espacados de comprimento (amplitude) iguala h =

tervalo [xH, xi] comi=1,2,...,n temos que A = g[f(xil)Jrf(xi )]
é a area do i-ésimo trapézio. Entdo, temos:
[[fodx=1=4+4,++4, =Z§[f(xi71)+f(xi)]:>
i=1

Chamamos de “I” a varidvel que representa o valor aproximado

da integral.
31:52[f(xi—1)+f(xi)]:>

=>I=5([f(x0)+f(xl)]+[f(x1)+f(x2)]+[f(x2)+f(x3)]+---
+[f(xn71)+f(xn)]):
h

Iuhf(x)dxz_[f(a)+2f(x1)+2f(x2)+"'+2f(xn-1)+f(b)]-

2

Esta tltima férmula é conhecida como a regra dos Trapézios Repe-
tidos, ou de uma maneira mais simplificada, chamada apenas de regra
dos Trapézios. Os calculos podem ser executados seguindo o algoritmo
a seguir:

o Algoritmo: Integra¢ao pela regra dos Trapézios
(b-a)
Dados a, b, ne y =f(x), faga h=-——.
n
soma = 0;
parai=1:n-1

x,=a+ih
soma = soma + f(x);

Fim. Escreva:

Integral = %[f(a)+2*soma+f(b)}

Calculo Numérico
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Atividade 1

Atende ao objetivo 1

1
Calcule uma aproximacéo para IO e“dx pela regra dos trapézios, com
n = 10.

Resposta comentada

Da integral temos que a = 0, b = 1 e f(x) = ¢*. Como n = 10, entdo

(1—0) 1 i
h=—=—=0,1.Entaox0=0,x1=0,1,x2=0,2,...,x9=0,9ex10= 1.
10 10

Aplicando a regra dos trapézios repetidos, temos:

b 0,1
I f(x)dx = 7[60 +2e™ +2e" -+ 4+ 2" 427 +el] ~1,719713.

Repare que, nessa atividade, colocamos uma integral facil de ser resolvida
diretamente usando o teorema fundamental do calculo, apenas para ilustrar.

Temos que:
1
jo edx=e-1~1,718282.

Se compararmos com o resultado aproximado obtido na atividade,
iremos perceber que ja cometemos erro na terceira casa decimal. Para
obtermos uma aproximagao melhor, precisamos aumentar o niimero de
divisoes 1, mas, nesse caso, o uso de um computador seria extremamente
necessario. No entanto, a regra dos Trapézios ndo ¢ a unica maneira de
calcular uma integral de forma numérica. Existem outros métodos em
que, mesmo com # pequeno, obtemos uma aproximagao melhor na maio-
ria das vezes. A regra de Simpson, que veremos em seguida, é uma delas.
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Regra 1/3 de Simpson

Para estabelecer a regra de Simpson, iremos interpolar a fungao f(x)
usando um polinémio do grau 2 (pardbola). Seja p,(x) o polindmio que
a+b

interpola a fung¢do f(x) em X,=a X = ex,= b. Observe que, se

h ¢ a distancia entre cada subintervalo, entdo x -x,= h (oux, = x + h) e
x,- x,= 2h (ou x,=x,+ 2h).

Y

Yo

i

Figura 8.4: Regra de Simpson - aproximacéo de area por uma parabola.

b b
Entdo podemos aproximar j f(x)dx por_[ p,(x)dx , isto é, usar a

area abaixo da pardbola para aproximar a integral (vide Figura 8.4).
Vamos utilizar a forma de Lagrange para interpolar o polinémio p,(x).
Vejamos:

P,(x) = y,Ly(x) + y,L,(x) + y,L,(x),

onde
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Logo, temos que:
Lbf(x)dxzIzI:pz(x)dszr[yoLO (x)+yl . +y2 2 ]dx:>

:szzyo.j:Lo(x)deryl -I;ZLl(x)dx+y2-I:Lz(x)dxj

-J-:z(x x)(x X)dX—M'J.:Z(X—XO)(X—Xz)dX-F

20 o % :

Para resolver estas integrais, podemos usar substituigdo simples, fa-
zendo x - x, = hz. Logo x = x + hz e dx = hdz. Entao:

Além disso, os novos limites de integracao ficam:

1. Fazendo X=X, emx—xozhz, temos que hz=x0—x0= 0=2z=0.

2. Fazendo x = x, em x - x = hz, temos que hz = x,- x, = 2h = z= 2.

Segue dai que:

=1 .j:(z_l)h(z_z)h(hdz)_f(h’fl).jjzh(z_z)h(hdz)+

+f(2:j )~Iozzh(z—1)h(hdz):>
=I= gf( xo)~j02(zz—3z+2)dz—hf(x1) . joz(z2—2z)dz+gf(x2)~ joz(zz—z)dz.

Resolvendo as integrais, temos:

-

J‘:(z2 —3z+2)dz =

Ioz(zz —2z)dz = —g
\ Ioz(zz —z)dz =§.

[SSRN S

N

164
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Reescrevendo I, obtemos:

h 2 —4 h 2
I:Ef(xo)'(gj—hf(xl)‘(?}rgf(xz)'(gj=>
1 zg [f(x,) + 4f(x) + f(x,)]

Esta férmula é conhecida como Regra 1/3 de Simpson para n = 2.
Assim como na regra dos Trapézios, a formula de Simpson é aplicada
de forma repetida no intervalo [a,b]. A cada dois subintervalos, iremos
aplicar a regra 1/3 de Simpson. Por este motivo, o numero n de divisdes
precisa ser par na regra de Simpson Repetida.

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Simpson/

Thomas Simpson (1710 - 1761) matematico e inventor britanico,
eponimo da férmula de Simpson para aproximagao de integrais de-
finidas. A atribuicdo como frequente em matematica, pode ser de-
batida: esta formula tinha sido obtida 200 anos antes por Johannes
Kepler, sendo chamada na Alemanha de Keplersche Fassregel.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Thomas_Simpson

165


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Simpson/
https://pt.wikipedia.org/wiki/Thomas_Simpson
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Regra 1/3 de Simpson Repetida

A cada dupla de subintervalos, iremos aplicar a regra 1/3 de Simpson,
pois cada parabola precisard de trés pontos consecutivos na interpola-
¢do (vide Figura 8.5). Entdo, uma condigdo necessaria para aplicarmos

aregra de 1/3 Simpson repetida é que 7 seja par.

Y

e

a=xX, X X2

Figura 8.5: Regra de Simpson repetida.

Com isso, podemos escrever:

J{ fxae = =2 1) 4 afte) o)1 42 () + 4ftx) +fx) ]+
g [f(x) + 4f(x) + fx )] + . +§ [f(x, )+ 4f(x, )+ f(x) ]

h caa . .
Colocando o termo — em evidéncia e somando os termos repetidos,

obtemos:
Lbf(x)dx zg [f(a) + 4f(x ) + 2f(x,) + 4f(x,) + 2f(x,) + ... + 4f(x, ) + f(b)]

Esta ultima férmula é conhecida como a regra de 1/3 de Simpson
Repetida, ou, de uma maneira mais simplificada, apenas como regra
de Simpson. Os calculos podem ser executados seguindo o algoritmo

a seguir:

« Algoritmo: Integracao pela regra de Simpson

b—
Dados a, b, n (par) e y = f(x), faga h:ﬂ e kzg_l.
n

soma =0,
pur

soma{mparzf(a + h)
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Parai=1:k
x=a+2ih
soma, =soma, + f(x);
x=x+h
soma, . =soma, .+ f(x)

Fim. Escreva:
I= E * * b
Integral = 3 [f(a) + 4 soma,, .+ 2 somapm+f( )]

Atividade 2

Atende ao objetivo 2

Calcule uma aproximagéo para Lle"dx pela regra de Simpson com 7 = 10.

Resposta comentada

Da integral, temos que a = 0, b = 1 e f(x) = ¢*. Como n = 10, entdo

(1-0) 1

h :T :E =0,1.Portantox, =0,x,=0,1,x,=0,2,...,x,=0,9ex, = 1.

Aplicando a regra dos trapézios repetidos, temos:

b 0,1
_[ f(x)dx = ?[eo +4e™ +2e" +4e” +--+2e" +4e™ + elJ

~1,718283.

Se compararmos esse resultado aproximado obtido na Atividade 2
com o resultado da Atividade 1, perceberemos que melhoramos bastante

1
aaproximacdo com relagdo a solugao da integral IO e‘dx =e-1=~1,718282.
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Conclusao

Nesta aula, vimos que muitas vezes ¢ invidvel resolver uma integral
definida em um intervalo usando o teorema fundamental do calculo.
O uso de métodos de integragdo numérica se faz necessario. Existem va-
rios métodos, dentre eles, destacam-se a regra dos Trapézios e a regra de
Simpson. Quando o nimero de divisdes do intervalo é suficientemente

grande, o resultado ¢ satisfatorio.

Resumo

Nesta aula, vocé estudou:

A regra dos Trapézios:
[ flodx = g[f(a) F2£()+2f () 4+ +2f (%, )+ FB)].

A regra de Simpson:

f:’ f(x)dx z% [f(a) + 4f(x,) + 2f(x,) + 4f(x,) + 2f(x,) + ... + 4f(x_) + f(b)]
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Aula9 e Solugbes numéricas de equacébes diferenciais ordindrias: problemas
de valor inicial - série de Taylor e método de Euler

Meta

Apresentar métodos numéricos para resolucdo de equagdes diferencias

ordindrias com valores iniciais.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. reconhecer e exemplificar uma série de Taylor;
2. reconhecer e exemplificar o método de Euler;

3. utilizar o método de Euler.

Pré-requisitos

Para um bom aproveitamento desta aula, ¢ importante vocé relembrar
os conceitos de sistema lineares apresentados na Aula 4 e o curso de

Equagées Diferenciais Ordinarias.
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Introducao

Suponha que vocé tenha uma quantidade M de dinheiro, depositada
na poupanga, e que a taxa de juros seja continua igual a y,, suponha

ainda que vocé ndo vai mexer nessa poupanga por um tempo t.
Note que a taxa de variagdo do valor depositado referente ao tempo f,

d_]\t/[ , ¢ dada pelo produto da taxa de juros pelo valor depositado:

M _
dt

Essa equagdo ¢ uma Equagdo Diferencial Ordindria (EDO), que vocé

my M

estudou no curso de EDO.

Usando a técnica de separacgdo de varidveis, que vocé aprendeu no
curso de EDO, vemos que a solugdo analitica desse problema é:

M(t) = Ce"" , onde C é uma constante qualquer.

Relembrando um pouco o curso de EDQ, a constante C, depende
do valor inicial do problema, no caso que estamos tratando. Neste nos-
so exemplo, C depende da quantidade inicial de dinheiro depositado

na poupanga.

Ou seja, se vocé deposita R$ 100,00, na poupanga com uma taxa de
juros de 6% ao ano, ao final de 1 ano vocé tera R$ 106.18 (pois M(1) =
100e%%1 = 106.18); assim como, ao final de 3 anos, vocé terd R$ 119.72
(pois M(3)=100e"""=119.72)

A EDO que vimos acima é de primeira ordem, pois a ordem da
maior derivada envolvida é 1. Assim, a ordem de uma equagao diferen-
cial ordindria é a ordem da derivada de maior grau.

Note que, no exemplo acima, resolvemos a EDO analiticamente, infe-
lizmente nem sempre é facil ou possivel encontrarmos solugdes analiticas
para as EDOs, e por isso é necessario aprendermos os métodos numeéricos
para solugdes de equagdes lineares com problemas de valores iniciais (PVI).

Problemas de valores inicial (PVI)

Em muitos casos, um problema de valor inicial (PVI) tem solu¢ao
unica. Isso foi apresentado a vocé no curso de EDO. Porém, essas solu-
¢Oes sdo dificeis de encontrar analiticamente, sendo necessario encon-

trar solugoes numéricas para o problema.

Calculo Numérico
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Aula9 e Solugbes numéricas de equacébes diferenciais ordindrias: problemas
de valor inicial - série de Taylor e método de Euler

Trataremos aqui de problemas da forma:

y'=f(xy)

PVI
( ){y<xo>=yo

onde encontraremos uma sequéncia x, X,, ..., x, igualmente espagadas,
ou seja, x, , — X, = h, e calcularemos as aproximagdes y, = y(x,).

Observem que, em métodos que sdo de passos simples, ou
seja, X, - x, = h, & preciso calcular os valores de f(x,y) e de suas de-
rivadas em muitos pontos. Nesses métodos, é muito dificil estimar os
erros cometidos.

Método da Série de Taylor

Teoricamente, os métodos que usam a série de Taylor encontram so-
lugbes para qualquer equagao diferencial. Porém, computacionalmente,
eles podem se tornar muito instaveis para EDO's de ordem elevadas.

Vamos primeiro entender o que é a série de Taylor.

Seja y(x) uma fungao continua, com derivadas continuas em torno de
um ponto x,. A série de Taylor dessa fun¢do em torno de x, ¢ dada por:

2 RY
Y = ) )= ) ) 0 ) S22
k+1
Ly (x _xo)
y (él)—(kﬂ)!
onde & esta entre x, e x.
Substituindo x = X, Na equagdo anterior, temos:
2 RY
Y00 = 3+ () =)y ) By B
k+1
LD — X )
y (él)—(k Y

Considere o0 passo para resolvermos a EDO, como sendo h = x, - x,.
Assim:

hk+1
(k+1)!

y(x) = y(x,)+y (x)h+ y"(x, )—+ 4y (x, ) FED(E)
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Podemos aproximar y(x,) pela expressao a seguir e ainda estimar o
erro cometido:

, ., hZ hk
y(x,)=y(x,)+y' (x)h+y (x0)§+---+y(“(xo)g;

Com erro dado por:

hk+1
(k+1)!

E(x,)=y"(&)

Agora podemos usar x, para encontrar x, e assim por diante. O que
nos daria o seguinte resultado:

, B hZ hk
y(xn+1):y(xn)+y(xn)h+y (xn)§+”.+y(k)(xn)g (1)
Com erro dado por:

hk+1

_ . (k+1)
E(x,)=y (én)(kﬂ)!

Note que, § pertence a um intervalo fechado; e se y ¢ suficientemente
derivavel, o valor da sua derivada y**"(¢ ) pode ser estimado pelo ma-
ximo da fungdo nesse intervalo:

M, =max|y*(x)],
xel

sendo assim, o erro cometido é no maximo dado por:

k+1
E(xn)SM
(k+1)!

Observe que nos falta conhecer os valores das derivadas de y, para
conhecermos y(x, ). Para simplificar a notagao, vamos chamar y(x ) =y .

Voltando ao nosso problema de valor inicial:

Observe que a fungéo f(x,y) é conhecida e que podemos derivar em
relagdo a x e a y, assim:

Calculo Numérico
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de valor inicial - série de Taylor e método de Euler

y=fxy)=f

Y'= fy )+ f, (6 y@)y () = f,+ £,y = f+ L
Y=L (6 y(0) + £, (6,9(x) y'(x) + [ £, (e, y(x) + £, (6, () y ()] (%)
+1,06 )Y ) =+ L, f + Fut L, 0 +,(f+1.F)

= fut 2 fo fH Ef LSS S

Podemos continuar derivando; o importante é que sempre vamos

encontrar a derivada de y em fungio de f(x,y) e das suas derivadas.

Assim, se voltarmos a equagdo (1), conseguimos uma férmula para
todos os y(x, ), em que todos os valores sdo conhecidos.

Note quea terceira derivadade yja nosindica adificuldade dos calculos.

Vamos chamar esse método de método de série de Taylor de ordem k
quando pararmos na k-ésima derivada de y, na equagéo (1).

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

Encontre a féormula da série de Taylor de ordem 2, para o PVI a seguir:

y'=xy
(PVI){y(O) .

Depois, calcule o valor de y(1), usando h = 0,2.

Resposta comentada

Como estamos procurando o método de série de Taylor de ordem 2, temos:
Y =fly) =xy

V' =fxy(x) + [ (xy(x)y'(x) =y + .
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Vamos substituir na férmula (1) até a segunda derivada,

2

2 2
Vot =Y, +yn'h+yn"% = +xnynh+w

Assim,

(1+0° *1)0,2°

:1+0*1*0,2+f:1,02

2 hZ
)4 :y0+x0yoh+(y0+x; yO)

(yl +x12y1 )hz
2

Y, =y +txyh+ =1,02+0,2%1,02*0,2

N (1,02+0,2* *1,02)0,2°
2

=1,082

1,082 +0,4% #1,082)0,2°
y3=1,082+0,4*1,082*0,2+( 082+0 082)0 =1,1937

2
1,1937+0,6% %1,1937)0,2°

Y, =1,1937+0,6*l,1937*0,2+( > ) =1,3694
1,3694+0,8" *1,3694)0, 2

¥ =1,3694+0,8*l,3694*0,2+( > ) =1,6334

Desse modo, podemos construir uma tabela:

n X, y,

0 1
1 0,2 1,02
2 0,4 1,082
3 0,6 1,1937
4 0,8 1,3694
5 1,0 1,6334

Método de Euler

O método de Euler ¢ precisamente o método da serie de Taylor de
ordem 1 que resolve uma EDO, numericamente. Como vimos na se¢ao
{y =fxy)

anterior, considerando o PVI
y(x,) =¥,

temos que o método de Euler
¢ dado por:

yx ) =y(x)+y(x)h=
yn+1 :yn +-fnh

com erro dado por:

Calculo Numérico
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2

M,h
E(x,) < ; ,onde M, =max|y"(x)|.

Figura 9.1: interpretagdo geométrica do método de Euler.

Atividade 2

Atende aos objetivos 2 e 3

Encontre a formula do método de Euler para o PVI a seguir:

y'=xy
y(0)=1

Depois, calcule o valor de y(1), usando / = 0,2.

(PVI){

Resposta comentada

Como estamos procurando o método de série de Taylor de ordem 1,
temos: y' = f(x,y) = xy
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Vamos substituir na férmula (1) até a segunda derivada,
Yur =V, * ¥, b=y, xy.h

Assim,

V=Yt xy,h=1+0*1%02=1
y,=y,+xyh=1+02*1%0,2=1,04
y,=1,04+0,4*1,04%0,2=1,1232

y,=1,1232+ 0,6 ¥ 1,1232* 0,2 = 1,258

y,=1,258 + 0,8 1,258 * 0,2 = 1,4593

Assim podemos construir uma tabela:

n X, Y,
1
1 0,2 1
2 0,4 1,04
3 0,6 1,1232
4 08 1,258
5 1,0 1,4593
Atividade 3

Atende aos objetivos 2 e 3

Seja o PVI {y(O:) 4 ; trabalhe com 4 casas decimais e use o método de
y

Euler para aproximar y(0,2) com E < 1072
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Resposta comentada

Como vimos, a formula para o método de Euler é dada por:
2

M,h
E(x,)< ; ,ondeMz:maLIx|y"(x)|.

sendo assim, temos que calcular a segunda derivada de y,

r " r
y=y=y =y=y
Como, nesse caso, conhecemos a solu¢io analitica do PVI e sabemos

que y(x) = e, temos que:

M, =max|y"(x)|= max |e"|=e" =1,2214
xel x€[0,0,02]

M,h*  1,2214K°
2

Para trabalharmos com pontos igualmente espagados, tome h = 0,1.

=0,6107h* = 0,6107h* <102 = h <0,128.

E(x,)<

Assim, temos:

y'=flxy)=y

Vamos substituir na formula (1) até a primeira derivada:
Yor =Y, ¥, b=y, +yh=y,1+01)=1L1ly,

Entao:

y,=Lly=L1"1=1,1

y,=Lly =11*11=1.21

n X, Y,

0 0 1

1 0,1 1,1

2 0,2 1,21
Atividade 4

Atende aos objetivos 2 e 3
xy'=x+y

Calcule y(1,1)usando o método de Euler para o PVI { 0)=1
y =
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Resposta comentada
Tome h = 0,1. Assim temos:
, x+
y'=flxy) =2
x
Vamos substituir na férmula (1) até a primeira derivada,

xn+ynh

n

Vur =Vut ¥y, h=y,+
Entao:

+ 1+1
y1=y0+%h=1+T0,1=1,2.

n Xn Y, n fn y n+1

Informacoes sobre a préxima aula

Na proxima aula, continuaremos aprendendo sobre solugdo para EDO's.
Veremos métodos de série de Taylor de ordem maiores e como eles se

chamam. Até 14!

Resumo

Nesta aula, vocé estudou:

 afoérmula para o método de série de Taylor de ordem k:
2 k

— ! ”h (k)h
yn+1_yn+ynh+yn ;++yn F
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que tem erro dado por:

hk+1
(k+1)!

o a formula para o Método de Euler, que é dada por:

E(x,)=y""V(E)

yn+l:yn +—fnh

com erro dado por:
2

M,h
E(x )< ; ,onde M, =max| y"(x)]|.
xel
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Aula 10 e Solugbes numeéricas de equacgdes diferenciais ordinadrias: problemas de valor inicial
- método de Euler aperfeicoado e métodos de Runge-Kutta

Meta

Apresentar os métodos de Euler Aperfeicoado e Runge-Kutta para reso-
lucdo de equagdes diferenciais ordindrias com valores iniciais.
Objetivos

Esperamos que, ao final dessa aula, vocé seja capaz de:

1. utilizar o método de Euler Aperfeigoado;

2. utilizar os métodos de Runge-Kutta.

Pré-requisitos

Para um bom aproveitamento dessa aula, é importante que vocé relem-

bre a aula anterior.
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Introducao

Nessa aula, tentaremos adaptar os métodos de série de Taylor para
novos métodos em que as boas propriedades dos primeiros continuem
existindo, porém sem o calculo de derivada de f(x,y).

Método de Euler aperfeicoado

Considere o problema de valor inicial:

y'=f(xy)

PVI
( ’{y(xo>=yo

Vamos dispor da férmula do método da série de Taylor de ordem 2.
Seja y(x) uma fun¢ao continua com derivadas continuas em torno de
um ponto x, a série de Taylor dessa fun¢ao em torno de x, é dada por:

2
(xn+1 - xn )

yn+1:yn+yn'(xn+l_'xn)+y”(xn) 2'

Pela natureza do problema, temos que:

Y= fey(x)) + £ (ey(0))y' (%) =f + [y =f.+ 1.f,
hZ

Vs = Yo+ fH+(f, +fyf)? (1)

Podemos olhar a série de Taylor para a fun¢ao f(x,y) em torno de

(x,y,), assim:

SOy, =f 0, 9,) + L, ), = 2) + £,06, 3 ) (- 8,)

+Erro de ordem 2
Podemos aproximar a equagdo anterior:

S Y Ef LR L0y

Agora use o método de Euler para aproximar y =y + fh assim:

Sy EfH LR+ [t fh-y) =f+fh+f fh=f+(f+f Dh

O que resulta em:

(f;‘-l—f;’f)h :f(xn+l’yn+1) _ﬁ

Calculo Numérico
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- método de Euler aperfeicoado e métodos de Runge-Kutta

Voltando a férmula (1), temos que:
h? h
Ve =yn+ﬂl+(fx+fyf)7=yn+fh+(f(xn+pyn+fh)—f)5
h
yn+1 :yn +(f(xn’yn)+f(xn+l’yn +fh))5’

Essa ¢ a formula para o método de Euler Aperfeicoado. A férmula
para o erro é dada por:

MW’
E(x,)< ; , onde M, =ma;x|y”'(x)|.

/Heta com inclinagdo média

y1 """""""""""" g —
Reta com inclinago (x4, y4)

Yo Reta tangente no ponto x,
X0=0 X1:XO+ h X

Figura1.1: Interpretacdo geométrica do método de Euler Aperfeicoado.

Atividade 1

Atende ao objetivo 1

Encontre a férmula do método de Euler aperfeicoado para o PVI

a seguir:
y'=xy
(PVI)
{y(o) =1

Depois calcule o valor de y(1), usando h = 0,2.
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Resposta comentada

Usando a férmula para o método de Euler Aperfeicoado vista acima:

Vo = Vut(f (X, p)+ f(x,,05, +fh))g,

h
yn+1 :yn +(xnyn +xn+l(yn +xnynh))5’

Vpr =Vt (x, +xn+1(12+ x,h)y,h

Assim,

=y +x1(1;xoh)))’oh 1. (o+0,2(1+02*0,2))1*0’2 oo
Ya=nt X +x2(1;x1h))ylh 1024 (0,2+0,4(1+0,i*0,2))1’02*0’2
=1,0828

y, =1,0828+ (0’4+0’6(1+0>4:O,2))1,0828*0,2 L1963

y, =1,1963+ (0’6+0’8(1+0>6;‘0,2))1,1963*0,2 L3753

¥, =1,3753+ (0’8“(”‘18*;),2))1,3753*0,2 L6449

Desse modo, podemos construir uma tabela:

n X, Y,
0 0 1

1 0,2 1,02
2 0,4 1,0828
3 0,6 1,1963
4 0,8 1,3753
5 1,0 1,6449

Calculo Numérico
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- método de Euler aperfeicoado e métodos de Runge-Kutta

Métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta tém como principio aproximar as deri-
vadas pela férmula de Taylor e usa-las de modo a, aos poucos, eliminar
os calculos das derivadas, como fizemos no método de Euler e no méto-
do de Euler Aperfeicoado.

Dessa forma, o método de Euler é um exemplo de método de Runge-
-Kutta de primeira ordem, e o método de Euler aperfeicoado é um
exemplo de método de Runge-Kutta de segunda ordem.

De uma forma geral, os métodos de Runge-Kutta de segunda ordem
tém a forma:

Vou=y,+ half(xn,yn) + hazf(x’1 + blh,yn+ bzhyn')

No método de Euler Aperfeicoado temos:

Da mesma maneira que construimos o método de Runge-Kutta de
segunda ordem (método de Euler aperfeicoado), podemos construir os
métodos de Runge-Kutta de terceira e quarta ordem.

Método de Runge-Kutta de terceira ordem

O Método de Runge-Kutta de terceira ordem é dado por:

2 1 4
yn+1:yn+§kl+gk2+§k3’ (2)
onde:

kl :hf(xn’yn)’

h k
k,=h +—y += |,
2 f(xn zyn ZJ

3 3
k.,=h +=h,y +—k, |.
3 f[xn 4 yn 4 2)
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Atividade 2

Atende ao objetivo 2

Encontre a formula do método de Runge-Kutta de terceira ordem para
o PVI a seguir:

Yy =xy
y(0)=1

Depois calcule o valor de y(1), usando h = 0,2.

(PVI ){

Resposta comentada

Como estamos procurando o método de Runge-Kutta de terceira or-
dem, temos:

y'=f(lxy) =xy

Substituindo na férmula (2), temos:

2 1 4
Yun zyn+§k1+gk2+§k3’
onde:
k, =hf(x,,y,)=02%x %y,

h k 0,2 0,2%x *y
k =h +—,y +—L=0,2% iy 42— Tn 7n
2 f[xn 2 yn ZJ ('xn 2 j (yn 2 }

3 3
k,=h +—h,y, +—k
3 f(xn 4 yn 4 2)

3 3 0,2 0,2%x *
=0,2%] x +20,2 ¥ y +20,2% x +—= |#| y 42w
4 4 2 2

Calculo Numérico
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Nesse ponto, é aconselhdvel programar na memoria da calculadorao k,
k,e k, e fazer a tabela a seguir.

i X, k; k, ks Ya Yo

0 0 0 0,02 0,0305 1 1,0202
1 0,2 0,0408 0,0624 0,0747 1,0202 1,0833
2 0,4 0,0867 0,1127 0,1285 1,0833 1,1972
3 0,6 0,1437 0,1777 0,1996 1,1972 1,377
4 0,8 0,2203 0,2677 0,2998 1,377 1,6484

Método de Runge-Kutta de quarta ordem
O método de Runge-Kutta de quarta ordem é dado por:
Your =yn+%(k1+2k2+2k3+k4), (3).

onde:

kl :hf(xn’yn)’

h k
k,=h +—, 9+,
2 f(xn 2 yn 2]
h k
k,=h +—y, += |,
3 f(xn 2 yn 2]

k, =hf(xn +h,y, +k,).
Atividade 3

Atende ao objetivo 2

Encontre a férmula do método de Runge-Kutta de quarta ordem para
o PVI a seguir:

Yy =xy
y(0)=1

Depois calcule o valor de y(1), usando h = 0,2.

(PVI){
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Resposta comentada

Como estamos procurando o método de Runge-Kutta de terceira or-
dem, temos:
y'=flxy) =xy.

Substituindo na férmula (3), temos:

hﬂzn+%%ﬁ2h+ﬁﬁ%n

onde:

klzhf(xn’yn)zo’z*xn*yn’

h k
k,=h +—y,+—= |,
2 f(xn 2 yn 2)

h k
k,=h +=,y +—=|,
3 f(xn 2 yn Zj

k, =hf(xn+h,yn+k3).

Nesse ponto, ¢ aconselhdvel programar na memoria da calculadora o k,,
k,, k, e k, e fazer a tabela a seguir

n xn k1 k2 k3 k4 yn yn+1
0 0 0 0,02 0,0202 0,0408 1 1,0202

1 0,2 0,0408 0,0624 0,0631 0,0867 1,0202 1,0833
2 0,4 0,0867 0,1127 0,114 0,1437 1,0833 1,1972
3 0,6 0,1437 0,1777 0,18 0,2204 1,1972 1,3771

4 0,8 0,2203 0,2677 0,272 0,3298 1,3771 1,6487

Calculo Numérico

189
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Sem sombra de davidas, o método de Runge-Kutta mais conhecido
e usado ¢ o de quarta ordem. Os métodos de Runge-Kutta tém a grande
vantagem de ndo precisarem do calculo das derivadas de f(x,y); porém
nao temos como calcular uma estimativa para o erro cometido.

Informacoes sobre a préoxima aula

Na proxima aula, continuaremos aprendendo sobre solu¢io para EDO’s.
Porém, comegaremos a ver métodos que utilizam passos variaveis, ou

métodos de passos multiplos. Até 14!

Resumo

Nessa aula, vimos que:

» o métodos de Euler Aperfeicoado é dado por:
h
yn+1 = yn +(f(xn’yn)+f(xn+l’yn +fh))5’

Com erro dado por:

MW’
E(x )< ; , onde M, =r£16211x|y"'(x)|.

« o método de Runge-Kutta de terceira ordem ¢ dado por:

2 1 4
Yun Zyn+§k1+gkz+§k3’

onde:
k, =hf(x,,y,)s
h k
k,=h +—y, += |,
2 f(xn 2 yn 2}

3 3
k3 = hf(xn +Zh,yn +Zk2j.
« o0 método de Runge-Kutta de quarta ordem é dado por:
Vo =V, +é(kl +2k, +2k, +k,),

onde:
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kl :hf(xn’yn)’

k2 zhf[xn +§’yn +_lj)

h
k,=h +—y +—=
3 f(xn 2 yn 2]
k,=hf(x,+h.y, +k,).
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Aula 11 e Solugbes numéricas de equacdes diferenciais ordindrias: problemas de valor inicial
- método de previsdo-correcao

Meta

Apresentar o método de previsdo-corre¢do para a resolucido de equa-

¢Oes diferenciais ordinarias com valores iniciais.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. saber utilizar o que é um método de passo multiplo;
2. saber utilizar um método explicito;
3. saber utilizar um método implicito;

4. saber utilizar o método de previsao-corre¢io.

Pré-requisitos

Para um bom aproveitamento desta aula, é importante que vocé relem-
bre as Aulas 7, 8 € 9.
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Introducao

Nesta aula, estudaremos os métodos de passos multiplos, que é di-
ferente dos métodos de passos simples que vimos nas aulas anteriores.
Nesses métodos, utilizaremos a informag¢ido em mais de um passo; ou
seja, poderemos utilizar as informagdes em mais de um ponto x , y, e
fx,.p,).

Os métodos de previsdo tentam prever o que vai acontecer, enquanto
os métodos de corre¢do tentam cOrrigir os erros cometidos. Assim, um
método de previsdo-corregdo, como o nome ja diz, prevé o que vai acon-

tecer e corrige a previsao, caso esteja errada.

Estudaremos métodos de passos multiplos que utilizam as aproxi-
magdes polinomiais (estudas na Aula 7, para fungdes) e, depois, inte-
gram numericamente essas aproximagoes (matéria estudada na Aula 8),

para, enfim, encontrarmos o nosso método de solucio da EDO.
Método de passo multiplo

Considere o problema de valor inicial:

y'=f(xy)

PVI
( ){ﬂxo):yo

Vocé deve lembrar do teorema fundamental do Calculo, que nos da
uma férmula para o resultado de integrarmos uma derivada. Considere

como antes: h = X, =X, i=0,1,..., n. Assim:

[y e =] flx y(a))dx

$E,) =y = [ fln y ()

Dessa forma, vamos ter um método do tipo Adams-Bashforth:

Y, =y, + [ oy

Agora, devemos aproximar J-X"“ f(x, y(x))dx pormeiodeummétodo

de integragdo numérica.
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Métodos explicitos

Nos métodos explicitos, para interpolarmos a funcao f(x,y (x)), usa-

mos 0s pontos x , X, X, ..., X

Comegaremos aproximando a fungédo f(x,y (x)) por um polindmio
de grau 2. Vamos usar o polindmio de Lagrange de grau 2 para interpo-

lar a fungdo nos pontos (x ,y ), (x .y _)e(x ..y ). Peloquevimosna
Aula 7, temos que:

oy =L,(0)f, ,+L,(x)f,, +L,(0f,

L ()= R)Emn) (x—x, )(x—x,)

(xn—Z - xn—l )(xn—l - xn ) (xn—Z - xn—l ) (xn—Z - xn—l + xn—l - xn )

_ (x—x, )x—x,) _ (x—x, )x—x,)

—h(-h—-h) 2h’
L (x)= (x—x,,)(x—x,) _(x—xH)(x—xn)_(x—xH)(x—xn)
U e x ), X))
L ( ): (x_xn—z)(x_xn—l) — (x_xn—z)(x_xn—l) —
’ (xn - xn—Z )(xn - xn—l (xn - xn—l + xn—l - xn—Z )('xn - xn—l)

_ (x _xn72)(x_xn—l) _ (x_xnfz)(x _xn—l)
- 2h(h) - 21

f(x’y(x)) =L, (X)fnd +L—1(x)fn—1 +1L, (x)fn

_(e=x, ) -x,) i (x—x,,)(x—x,) £ (x—x,,)(x-x,,)

2K K 2K S

Integrando f(x,y(x)) em x, temos:

[ fxy()dx =
(e (x—x, )(x—x,) (x—x, ,)(x—x,) (x—x, ,)x—x, )
_Ixn [ 2”12 fn—2+ _hz fn—1+ 2]’12 fn]dx

Faremos uma substitui¢do de varidvel para resolver essa integral.

Considere X hx" =y, entao d% =dv=dx=hdvex=hv+x,

Assim,x-x =hv+x -x =hv+h=(@w+1hex-x_,=(v+2)h
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Efetuando as contas:

[ fley(x)dx =

_ i w+Dh(hv) 3 (v+2)h(vh) (v+2)h(v+1)h

_J.O( 2h2 fn—z hz fn—l + 2]’12 fn} hdy
-1, {Vz; s

1

2v° 43y v 29 +9v* +12v
=h| ——— - —+1? -
( 12 fn—Z ( 3 J.fnl 12 fn

h
- E(an—z _16fn—1+ 23fn)‘

Dessa forma, vamos ter um método do tipo Adams-Bashforth com
3 pontos, que é dado por:

Xnt1 h
Voa = yu+ [ fOnyx =y, + (51, , 16, +231,),

ou seja, o método explicito de terceira ordem:

h
yn+1 :yn +E(5fn—2 _16fn—1 +23fn)

Analogamente, podemos ver que o método explicito de quarta ordem,
que usa 4 pontos, serd aproximado por um polindmio de ordem 3 e tera
a férmula:

h
yn+1 = yn + a(_gfn—S + 37fn—2 _59fn—1 + szn)'
Note que, no caso do método com 3 pontos, precisamos de 3 valores

iniciais para comegarmos e, no caso do método com 4 pontos, precisa-
mos de 4 valores iniciais para comegarmos.
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Atividade 1

Atende aos objetivos 1 e 2

Encontre a férmula do método explicito com 3 pontos, para o PVI

a seguir:
y'=xy
0)=1
v ??

(0,2) =1,0202
(0,4) =1,0833.

Depois, calcule o valor de y(1), usando / = 0,2.

Resposta comentada

Usando a férmula para o método explicito com 3 pontos, vista acima:
h

yn+1 = yn +E(5fn—2 _16fn—1 +23fn)
0,2

yn+1 = yn +E(5xn—2yn—2 _16xn—1yn—l +23xnyn)
1

yn+1 = yn + E(an—2yn—2 _16xn—1yn—l + 23xnyn)

Assim:
x,=0,x,=0,2, x,=0,4, y, =1, y, =1,0202, y, =1,0833

1
Vs =D, +a(5xoyo —léx,y, +23x2y2)

1
=1,0833+6—O(5*0*1—16*0,2*1,0202+23*0,4*1,0833) =1,1950
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1
Yi=DVs +5(5x1y1 —léx,y, +23x3y3)
1
=1,1950+5 (5%0,2%1,0202—16*0,4%1,0833+23%0,6*1,1950)=1,3713

1
y5=1,3713+5(5*0,4*1,0833—16*0,6*1,1950+23*0,8 *1,3713)=1,6367

Desse modo, podemos construir uma tabela:

n X, Y,

0 0 1

1 0,2 1,0202
2 0,4 1,0833
3 0,6 1,1950
4 0,8 1,3713
5 1,0 1,6367

Métodos implicitos

Nos métodos implicitos, para interpolarmos a fungao f(x,y(x)), usa-

mos 0s pontos X, , X, X, , X, ..o X, .

2> m
O célculo do método implicito é analogo ao do método explicito,
porém, aqui, usaremos os pontos (xm,ym), (xn, yn) e (xn_l,yn_l) para cal-

cular o polindmio interpolador de Lagrange de grau 2.

f(x’y(x)) = Ll(x)fn+l + Lo (x)fn + L—l (x)fn—l

(x—x, )x—-x,) (x—x, )(x-x,)

L(x)= =
1
(xn+l - xn—l )(‘an - xn) (xn+1 - xn + xn - xn—l)('xnﬂ - xn)

3 (x—x, )(x—x,) 3 (x—x, )(x—x,)
~ (h+hh 20’

(x) _ (X B xn+l)('x B 'xn—l _ ('x B xn+1)('x B xn—l) _ (x B xn+l)(x B xn—l)
T )6k ke

Calculo Numérico

199



Aula 11 e Solugbes numeéricas de equacgdes diferenciais ordinarias: problemas de valor inicial
- método de previsdo-corre¢do

(x—x,,)(x—x,) C(x—x,)(x—x,)
(x”’l - x” + xn - xn+1 )('xnfl - 'xn) - _2h(_h)

L (x)=

— (X _xn+1)(x B xn)
- 21

f(x>y(x)) = Ll (x)fn+l + Lo(x)fn + L—l(x)fn—l

_lemx, )e—x,) (r—x, )x-x,,) o (eox, ) -x,)

+ +
2h2 fn+1 _hz fn th fn—l
Integrando f(x,y(x)) em x, temos:
[ fley0)dx =
ol (X=x, )(x—x,) (x—x,,  )(x=x, ) (x—x,,  )(x—x,)
oGy )y G

Faremos uma substitui¢cao de variavel para resolver essa integral.

n

Considere X =y, entdo d% =dv=dx=hdvex=hv+x,.
Assim,x-x _=hv+x -x_=hv+h=(v+1Dhex-x  =(v-1)h

Efetuando as contas:

[ f ey =
_ .[(:[(VJrleZ(hV) fnﬂ_(v—l)l;l(zvﬂ)h fn+(v—21Z;(vh) fmj .
=, (szlfm - -Df, +VZT_V fn_ljhdv =

Dessa forma, vamos ter um método do tipo Adams-Moulton com 3
pontos, que é dado por:

Xn+1 h
Vaa=rat | oy =y, +2 (5, +8f,- £,
ou seja,

h
yn+1 :yn+a(5fn+1+8fn_fn—l)'
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Analogamente, podemos ver que o método usando 4 pontos sera
aproximado por um polindmio de ordem 3 e terd a férmula:

h
yn+l :yn+£(9fn+l+19fn _an—l+fn—2)'

Note que, nos dois casos, para calcularmos y  , temos que calcular
fn 0= f (x,.5),.)> ouseja, a formula nao é explicita para Voo
motivo que o método é conhecido como implicito. Esse fato é uma das
grandes dificuldades desse tipo de método. Veremos como lidar com

isso na préxima se¢ao, sobre métodos de previsao-corregao.

e é por esse

Atividade 2

Atende aos objetivos 1e 3

Encontre a férmula do método implicito com 3 pontos para o PVI
a seguir:

y'=xy
(PVI){ y(0) =1
(0,2) = 1,0202.

Depois, calcule o valor de y(1), usando h = 0,2.

Resposta comentada

Usando a férmula do método implicito de passo multiplo com 3 pontos,
vista acima:
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h
yn+l :yn +E(5fn+l +8fn _.fn—l)

h
ynﬂ = yn +E(5xn+1yn+l +8xnyn _xnflynfl)

_ 12yn + thnyn _hxn—lyn—l
12-5hx, '

n+l

Assim:

x,=0,x,=02,x,=04,y =1,y =1,0202

_ 12)/1 +8hx1y1 _hxoyo
12 —5hx,

2

_ 12%1,0202+8%0,2%0,2*1,0202—-0,2*0*1
12-5%0,2%0,4

=1,0835

_ 12}/2 +8hxzyz _hxlyl
12—5]’1963

Y3

_ 12%1,0835+8%0,2%0,4+*1,0835—-0,2*0,2+1,0202
12-5%0,2*0,6

=1,1978

_12%1,1978+8%*0,2%0,6*1,1978-0,2%0,4 *1,0835
12-5%0,2%*0,8

=1,3783

Vs

_ 12%1,3783+8%0,2%0,8*1,3783—-0,2*%0,6*1,1978
12-5%0,2%*1

=1,6509

5

De modo que podemos construir uma tabela:

n X, Y,

0 0 1

1 0,2 1,0202
2 0,4 1,0835
3 0,6 1,1978
4 0,8 1,3783
5 1,0 1,6509



No exemplo visto, conseguimos arrumar a expressao para colocarmos

em fungdodey o que so foi possivel porque f(x

), eralinearemy .

Deixamos a cargo do aluno interessado ler sobre o erro desses méto-
dos, na pagina 344 da primeira referéncia (RUGGIERO; LOPES, 1996).

Métodos de previsdao-correcao

A ideia, agora, ¢ unirmos os dois métodos anteriores: vamos prever
com o método explicito e corrigir com o método implicito. Como vimos
anteriormente, um dos grandes problemas do método implicito é que

precisamosdo f = flx .y ), paracalculary .

Siga os passos abaixo, para saber o que faremos.

1. Usamos o método explicito para encontrar uma primeira aproxima-

¢do dey, , que chamaremos de y,, .
2. Avaliamos a funcdo f, = f(x, ,y".,).

3. Usamos o método implicito para calcular y , que chamaremos de

1
yn+1 : f '
-1
yn+1 - yn+1

y n+l

4. Repetimos o processo até que <&, onde ¢ é a precisao.

Veremos, agora, o algoritmo, quando pegamos 3 pontos. Usaremos o
par de férmulas para 3 pontos, em que a férmula explicita é chamada de
previsor e a férmula implicita é chamada de corretor.

Algoritmo para um método de previsdo-correcao

Considere o problema de valor inicial:

y'=f(xy)
(PVI) y(x,) =y,

y(x1)=)/1

y(xz) =Y

onde x = x + h, x,= x, + h e ¢ é a precisdo desejada.

1. Considere k = 0 e calcule:

h
y§’=yz+E(5fo—16f1 +23f));

Calculo Numérico
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2. Calcule:
f30 :f(xyyg)

3. Calcule:
h
}’; :yz+a(5f30+8f2 _f1)

4. Se

1 0
Vs Ys ‘
1 &
2
entdo vocé conseguiu encontrar a aproximagao para y..
Se
1 0
‘)’ 373 ‘
6
2

vocé deve fazer k = 1 e retornar ao passo 1.

Lembre-se de que vocé tera que repetir esse algoritmo para cada

passo h.

Atividade 3

Atende ao objetivo 4

Encontre a férmula do método implicito com 3 pontos, para o PVI

a seguir:
y'=xy
0)=1
(PVI) y(0)

(0,2) =1,0202
(0,4) =1,0833

Depois, calcule o valor de y(1), usando h = 0,2 e e =102,

204



Calculo Numérico

Resposta comentada

Usando o algoritmo visto anteriormente, vamos calcular Vs

1. Considere k = 0 e calcule:

h
$ =y 42 (56, -16£,+23)

0,2
y; =1,0833+ - (5x,y, —16x,y, +23x,,)
,2
y1 =1,0833+ (iz (5%0%1—16%0,2%1,0202+23%0,4%1,0833) =1,1949
2. Calcule:

£y =f(x,,y3)=x,*%y; =0,6%1,1949=0,71694

3. Calcule:
1 h 0
Y3 =y2+E(5f3 +8f2_f1)
0,2
=1,0833+3(5*0,71694+8*0,4*1,0833—0,2*1,0202)=1,1974
4. Se

yi=23| L1974-1,1949
| L1974

=0,0020<0,01=¢
vocé conseguiu encontrar a aproximagio para y..
Vamos calcular y ; assim:
1. Considere k = 0 e calcule:

0 h
Yi=Ds +E(5fl —16f,+23f,)

. 0,2
v, =1,1974 +E(5x1y1 —16x,y, +23x,y,)

0,2
yZ :1,1974+5(5*0,2*1,0202—16*0,4*1,0833—1—23*0,6*1,1974) =
=1,3742
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2. Calcule:

F2=fx,,y) =x, *y° =0,8%1,3742=1,0993

3. Calcule:

yi=y3+£(5ff+8f3—]g)
=1>1974+%(5*1,0993+8*0,6*1,1974—0,4*1,0833):1,3775

4. Se

‘y‘l“ —l‘y;’\ - 1’37153;;’:742 ~0,0023<0,01=¢
Vs >

VOCE conseguiu encontrar a aproximagao para y,.

Vamos calcular y, assim:
1. Considere k = 0 e calcule:
0 h
Vs =), +E(5fz _16f3 +23f4)
. 0,2
Vs = 1,3775+E(5x2y2 —16x,y, +23x,y,)

0,2
ye =1,3775+E(S*0,4*1,0833—16*0,6*1,1974+23*0,8*1,3775)
=1,6444

2. Calcule:
£ =f(x7, y0)=x, %y, =1%1,6444 =1,6444

3. Calcule:

h
}’; :y4+a(5f50+8f4_f3)

0,2
=1,3775+ ) (5%1,6444+8+0,8*1,3775—-0,6%1,1974)
=1,6494

4. Se

lyi=»2] L6494 -1,6444
| 16494

=0,003<0,01=¢,

VOCé conseguiu encontrar a aproximagao para y,.

206



Calculo Numérico

Desse modo, podemos construir uma tabela:

n X, Y,
0 0 1

1 0,2 1,0202
2 0,4 1,0833
3 0,6 1,1974
4 0,8 1,3775
5 1,0 1,6494

Informacoes sobre a proxima aula

Na proxima aula, continuaremos aprendendo sobre solugdo para EDO's. Po-
rém, veremos um método para solugdes para problemas de contorno. Até 1a!

Resumo

Nesta aula vocé aprendeu que:

o O método de passos muiltiplos utiliza informagao de mais de um pas-
so; ou seja, para calcularmos y, |, precisaremos de, pelo menos, x, e

X,

o O método explicito de terceira ordem é dado por:

h
yn+1 :yn +E(5fn—2 _16fn—1 +23fn)

o O método explicito de quarta ordem é dado por:

h
ynﬂ = yn +£(_9fn73 +37fn72 _59fn71 +55fn)

« Para encontramos um método de previsdo-corregdo, temos que seguir
0S passos a seguir.

1. Usamos o método explicito para encontrar uma primeira aproxima-
~ 0
¢dodey ,quechamaremosde y,,,.

2. Avaliamos a fungdo f,, = f(x,.,,y..,)-
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3. Usamos o método implicito para calcular y, ,, que chamaremos de

1
yn+1 ‘

k k-1
Vit ™ Vun
k

y n+l

4. Repetimos o processo até que < &; onde € é a precisio.
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de valor de contorno - métodos das diferencas finitas

Metas

Apresentar os problemas de valores de contorno para equagdes dife-
renciais ordindrias. Apresentar o método das diferengas finitas para a
resolucao de equagdes diferenciais ordinarias com valores iniciais.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. reconhecer o que é um método das diferencas finitas;

2. saber utilizar o método das diferencas finitas.

Pré-requisitos

Para um bom aproveitamento desta aula, é importante que vocé relem-
bre a aula sobre equagdes diferenciais ordinarias, que fala a respeito de

problemas de valores de contorno.
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Introducao

Nesta aula, estudaremos o método das diferengas finitas aplicado a
um problema de contorno. Comecaremos observando o que é um pro-
blema de contorno. Diferentemente de um problema de valor inicial,
no qual vocé tem a informagdo em um ponto inicial; no problema de
valor de contorno, essa informagao pode ser dada em outro ponto, por

exemplo, em um ponto final, ou na fronteira do intervalo.

As equagdes que regem o movimento de um péndulo, de uma corda
vibrante e do calor em uma barra sdo exemplos de problemas de valores
de contorno.

Problema de Valor de Contorno

Trabalharemos com um problema de valor de contorno de segunda

ordem. Considere a, 3, « ,, & ,, &, , & ,, y € 4 constantes conhecidas:

11 712> 721

y"=flxy.y)
(PVC){a, y(@)+a,y'(@)=y
aZIy(ﬂ)-'-azzy'(B) = Uu.

Para termos um problema homogéneo f(x, 5, ) =0, u =y =0;ea
solucdo serd y(x) = 0.

Método das diferencas finitas

Considere o PVC a seguir:

y"=flxy.y)
(PVC){a, y(@)+a,y'(@)=y
a21)’(:3)+a22)/’(/3) =HUu.

Vamos comegar usando a mesma ideia usada no método da série

de Taylor.

Considere x, = a, x = f3; vamos dividir o intervalo [a, ] em n partes
0 n

iguais, assim: x, = x + kh, onde h = . Entdo:

n
a=x,<x <x,<..<x =p.

Calculo Numérico
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Calcularemos as aproximagdes para a derivada de y.

y'(x,)= %, conhecida como diferenga avang¢ada;

y'(x,)= y"_—y"", conhecida como diferenca atrasada;
h

y'i(x,)= %, conhecida como diferenca centrada.

Vocé pode ver, na primeira referéncia da aula, que as aproximagoes
com diferengas avangadas e atrasadas tém ordem 1. Ja a aproximagdo
com diferenca centrada tem ordem 2. Por esse motivo, usaremos a apro-
ximagdo com diferenca centrada.

Novamente, usando a série de Taylor, encontramos a aproximagio
para a segunda derivada de y:

2 T2 F Vi

) = 2=

Vamos, agora, ver o como essas aproximagoes para a primeira e
para a segunda derivada funcionam, em um exemplo; e calcular, para o
exemplo, o método das diferencas finitas.

Atividade 1

Atende aos objetivos 1 e 2

Resolva, pelo método das diferengas finitas, o PVC a seguir:

y'+y+y—-x=0
(PVC)< y(0)=0
y(1)=1
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Resposta comentada

. 1 k
Primeiro, vemos que h=— ex, =x,+kh=0+—=—. Vamos usar as
n n n

duas aproximagdes de ordem 2, a seguir:

): Vi = Via

)= Vi =2V + Vi '
h

e y n(xk hz

y'(x,

Substituindo as aproximagdes no PVC, temos:

y'+y+y—-x=0

Vi =2Vt Vir | Vi ~ Vi

k+1 hzk k1+k1hk1+yk_xk:0
Assim:

Ve =2V Vs Do = Ve )R+ v b —x,h* =0,
como x, = kh,

(I+h)y,., +(h* -2)y, +(-h)y, = kh’.
Partindo de que y, = 0, temos que, para k = 1:
A+h)y, +(h* =2)y, =h’;

comoy =1,parak=n-1:

(I+h)y, +(W -2y, ,+A=-h)y, ,= (n—-Dh’
(h*=2)y ,+0-h)y, ,=-1-h+n-Dh’

Podemos, entdo, montar um sistema linear para calcular Vo Vy oo ¥ po

que sera:

(W*=2)y,+(A+h)y, =K
1-h)y, +(h* -2)y, +(A+h)y, =2k’

A-h)y, , +(H*=2)y, +(1+h)y,, =kh’

(I-h)y, ,+ (W -2)y o r(1+h)y, = (n—2)K*
A-h)y, ,+(H*=2)y,  =-1-h+(n-Dh’

Passando para a forma matricial do sistema, temos uma matriz tridia-

gonal de ordem n - 1:
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h* =2 1+h 0 0 0 0
1-h k-2 1+h 0 0 0
0 1-h W-2 1+h 0 0
A=| ’ - - - S :
0 0 0 1-h K -2 1+h 0
0 0 0 0 1-h KW -2 1+h
| 0 0 0 0 0 1-h hz—z_
_ . _
20
3h°
B= :
(n-3)n’
(n-2)K’
_—1—h+(n—1)h3_

Resolvendo esse sistema para h = 0,2 e h = 0,1, usando os métodos estu-

dados, podemos construir as duas tabelas a seguir:

h=0,1
n X Y,
0 0 0
1 0,1 0,2212
2 0,2 0,4011
3 0,3 0,5465
4 0,4 0,6632
5 0,5 0,7563
6 0,6 0,8301
7 0,7 0,8884
8 0,8 0,9344
9 0,9 0,9709
10 1,0 1
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h=0,2

n X, Y,

0 0 0

1 0,2 0,4041
2 0,4 0,6667
3 0,6 0,8328
4 0,8 0,9359
5 1,0 1

Resumo

Nesta aula, vocé aprendeu:

« 0 problema de valor de contorno de segunda ordem: considerando

a, B, a,,a,a,,a,,y ey constantes conhecidas:

y"'=f(y)
(PVC)<a,y(a)+a,y' @)=y

a21y(ﬁ)+azz)/(ﬂ) = U.

« o método das diferencas finitas para um PVC de segunda ordem,
usando as aproximagdes de segunda ordem:

Vi1t ~ Vi
h

Vi =2V * Vi

ey'(x,)= o

y'(x,)=
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