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Calculo | — um curso para quem quer viver no limite!

Aula 1 — Calculo I — um curso para quem

quer viver no limaite!

Apesar da fonte ser obscura,
ainda assim o regato corre.

Poincaré

Meta da aula

e Apresentagao da disciplina Calculo 1.

Objetivo
Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e Calcular limites finitos de fungoes racionais.

A partir desta aula, vocé entrard num universo novo, surpreendente.
As idéias, os conceitos e as técnicas que voceé aprenderd neste semestre lhe
permitirao resolver problemas que eram completamente inacessiveis mesmo

aos matematicos mais geniais da Antiguidade.

O que vai diferenciar o Célculo I de todas as outras disciplinas que voce
ja cursou até agora é a maneira como lidaremos com as idéias que envolvem

o conceito de infinito.

Neste sentido, o Célculo I é um portal que separa a Matematica Classica
— gerada na Grécia antiga e aprofundada ao longo dos séculos, passando pela
Idade Média, recebendo contribuicoes de diversas culturas, como a hindu e a
arabe — da Matematica Contemporanea, que lida com problemas elaborados,
tais como o calculo de orbitas de satélites, ou que serve para expressar as

mais diversas teorias da Fisica Moderna, por exemplo.

O vulto da Antiguidade que mais se aproximou dos mistérios que seriam
revelados com o advento do Célculo foi Arquimedes, certamente um dos

maiores génios matematicos de todos os tempos.

MODULO 1 - AULA 1
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A principal ferramenta matematica que sera usada para lidar com o in-

finito, seja infinitamente grande ou infinitamente pequeno, é chamada limite.

Nossa tarefa serd estudar o limite aplicado as fungoes reais, de uma
variavel real. O limite serd peca fundamental para estabelecer as nogoes de
continuidade e diferenciabilidade dessas funcoes, assim como na definicao de

integral, que serd apresentada posteriormente, no Calculo II.

Introduzir a nocao de limite nao é tarefa facil. Basta pensar que, apesar
de sua formulacao ter sido feita por Newton e Leibniz, independentemente,
por volta de 1670, o conceito tal como é conhecido hoje sé foi plenamente es-
tabelecido com os trabalhos de Augustin-Louis Cauchy e de Karl Weierstrass,

no meio do século XIX.

No entanto, é bom lembrar que a falta de rigor, estabelecido posteri-
ormente, nao impediu que véarios membros da familia Bernoulli, que Euler,
Lagrange e tantos outros, explorassem e descobrissem aplicagoes dessas idéias

tao importantes.

Neste primeiro curso sobre esse assunto, optamos por uma abordagem
mais pratica do que tedrica. Inclusive, porque estamos falando de um curso
de Calculo! No entanto, isto nao impedira que tratemos esses contetdos com

clareza e precisao.

Muito bem! Maos a obral

Funcoes

As funcoes reais, de uma variavel real, serao o nosso principal objeto de
estudo. Elas ja tiveram uma grande participacao no contetido de Pré-Célculo,

mas agora ocuparao toda a ementa.

Na verdade, lidaremos com as fungoes f : A C R — R, nas quais o

subconjunto A, da reta real, é uma uniao de intervalos.

Vamos reafirmar uma convencao que ja deve prevalecer desde o Pré-
Calculo. Voce ja sabe, uma fun¢ao consiste de uma tripla — o kit funcao: o

dominio, o contradominio e a lei de definigao. Aqui estd um exemplo.

Exemplo 1.1

1
Considere f: R — {3} — R a fungao definida por f(x) =

r—3

+ 2.
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f: R—{3} — R

1

2
x—3+

X L

Neste caso, o dominio é R — {3}, o contradominio é R e a lei de

1
defini¢ao é f(x) = pr— + 2.

Observe que o conjunto imagem de f, Im(f), é uma consequéncia da

propria definicao e, portanto, nao precisa ser declarado.

Atividade 1.1.

Determine o conjunto imagem da funcao f, dada no exemplo anterior.

A convengao estabelecida é: quando nos referimos a uma funcao e men-
cionamos apenas a sua lei de defini¢ao, estamos considerando que seu dominio
¢ o maior subconjunto de R no qual esta lei de definicao faz sentido. Neste

caso, o contradominio é R.

Atividade 1.2.
1—=x
x+2°

Determine o dominio da funcao f(x) =

Graficos de funcoes

Antes de iniciarmos o estudo dos limites de fungoes, é bom lembrar

mais um aspecto da teoria de fungoes — os graficos.

Voce sabe que, dada uma funcao f, digamos,

f: A — B

v — fz)

podemos considerar

Gy = {(z,y) € AXB;y= f(v) },

o grafico de f, um subconjunto do produto cartesiano A x B.

O grafico da funcao f é uma consequéncia de sua definicao, mas, dado
Gy, podemos reconstruir a funcao f. Dessa forma, podemos nos referir a

funcao f ou ao seu gréafico como se fossem, essencialmente, o mesmo objeto.

MODULO 1 - AULA 1
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A grande vantagem do grafico, especialmente no caso das funcoes reais
de uma variavel real, é que ele pode ser esbocado como um subconjunto do
plano cartesiano. Isso permite uma enorme interface entre a algebra (ou
talvez, mais apropriadamente, a andlise matemadtica) e a geometria. Dessa
maneira, podemos simplesmente desenhar fungoes, ampliando enormemente

nosso estoque de exemplos.

Na verdade, uma das principais metas do nosso curso consiste em desen-
volver ferramentas matematicas que permitirao, a partir da lei de definicao

de f, esbocar, com bastante precisao, o seu grafico.

S6 para lembrar uma técnica elementar de esbocar graficos, veja o exem-

plo a seguir.

Exemplo 1.2 .
Sabendo que o gréfico da fungao f(z) = — é a hipérbole esbogada na figura
x
2 3
a seguir, vamos esbocar o grafico da funcao g(x) = le .
x

A

v

Figura 1.1 .
Gréfico da funcao f(z) = o

Vocé deve ter notado que o dominio de f é o conjunto R — {0} e que
odomimiodeg é R—{—-1}.
A idéia aqui serd escrever g em termos de f, a menos de operagoes

algébricas simples, que possam ser interpretadas geometricamente.

Um truque algébrico muito 1til consiste em reescrever certas expressoes
algébricas de forma que elas possam ser lidas mais facilmente. Veja como

isso funciona neste caso.

2z + 3 20 +2 + 1 2(x+1) 1 1
z+1 r+1 r+1 r+1 z+1
Ou seja, podemos reescrever a lei de definigao de g como
1
9(x) = r+1 *




Calculo | — um curso para quem quer viver no limite!

Assim fica mais facil perceber o parentesco que ha entre f e g.

Essa formula nos diz que, para obter o grafico de g a partir do grafico
de f, precisamos fazer duas translagoes: uma na direcao do eixo Ox e outra

na dire¢ao do eixo Oy.

Aqui esta um estdgio intermediario. O grafico da fungao

M) = flo+1) = —,

cujo dominio é R — { =1}, pode ser obtido transladando o grafico de f de
uma unidade para a esquerda. Veja que o fendmeno que ocorre em x = 0,

no grafico de f, ocorre em x = —1, no grafico de h.

oy
!

Figura 1.2

Gréfico de h obtido do gréfico de f por uma translagao.

Para obter o grafico de g, observe que

g(x) = +2 = h(x)+2.

Isto quer dizer que vocé pode obter o grafico de g a partir do grafico
de h, transladando-o duas unidades para cima. O fenomeno que ocorre em

y = 0 no grafico de h ocorre também em y = 2 no gréfico de g.

MODULO 1 -

CEDERJ

AULA 1
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Figura 1.3

Grafico de g obtido do gréfico de h por uma translacao.

Atividade 1.3.

1
Esboce o grafico da fungao g(x) =

1.
:17—2+

Funcoes a beira de um ataque de limites

Nesta secao, queremos lhe dar uma clara idéia do que significa o simbolo

lim f(x) = L

r—a

sem escrever uma defini¢ao oficial.

Caso isso seja contra os seus principios, ou ainda, se a sua curiosidade
for do tamanho daquela que matou o gato, vocé podera encontrar a defini¢ao
(oficial) de limites de fungdes reais, de uma varidvel real, na aula Limite e
continuidade, do Moddulo 2, volume 2, de Calculo II.

No entanto, acreditamos que, por agora, esta abordagem informal serd

mals conveniente.

Comecamos com aquela atitude de reconhecimento tipica das criancas
que desmontam o brinquedo “para saber como é por dentro”, antes de qual-

quer coisa.

Muito bem, temos a fungao f (ou melhor, a lei de defini¢ao de f), uma
constante a, que aparece em r — a, logo abaixo da abreviacao de limite, e

outra constante, o L.
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| MODULO 1 - AULA 1

A frase matemética, lim f(z) = L, deve ser lida da seguinte maneira:
o limite da fungao f, quando x tende para a, é L. Ou ainda, o limite de f(x)

quando x tende a a é L.

Otimo! Acredito que voce deve estar cheio de perguntas a respeito disso

tudo. Veja se acerta algumas delas:

1. Qual é a relagao de a com o dominio de f?7 Sera que a pertence ao
dominio de f? Sera que nao?

2. Por que usamos letra mintscula para a constante a e letra maituscula
para a constante L7

3. Para que serve o limite? Teria a resposta desta pergunta algo a ver

com a definicao nao-oficial que pretendemos dar para o limite?

Puxa! Vamos respirar um pouco!

Agora, podemos responder a primeira pergunta assim: o ponto a nao
precisa, necessariamente, pertencer ao dominio de f, mas deve estar bem

posicionado em relagao a ele.

E importante esclarecer este ponto. Em primeiro lugar, estaremos li-
dando apenas com funcoes cujos dominios sao unides de intervalos. Esses
intervalos podem ser abertos, fechados, semi-fechados, infinitos etc. Veja
bem, podemos considerar limites para o caso de fungoes com dominios menos

requlares do que estes que estamos considerando. Mas, por agora, isto basta.

Muito bem, queremos que haja um ntmero r > 0, tal que
(a—r,a) U (a, a+r) C Dom(f).

Em termos menos técnicos, queremos que a funcao esteja definida em
Esta frase nos coloca bem

alguma wvizinhanga em torno de a, exceto, possivelmente, em a. no espirito da coisa. O

limite lida, o tempo todo,

Veja, uma vizinhanga em torno de a é um intervalo aberto contendo com proximidade,

a. vizinhancas, tdo préximo
quanto quisermos etc.
Exemplo 1.3
Se o dominio de f é (—o0, 3) U (3, +00), podemos considerar
lim f(z),
z—3

apesar de f nao estar definida em 3.
( ) ——
3—r 3 3+

Figura 1.4
A regiao sombreada indica a vizinhanca de 3.
CEDERJ
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Observe que os casos nos quais f esta definida apenas em um dos lados
do ponto, como em 2, caso Dom(f) = (2, 5], ou 5, no mesmo caso, serao

abordados futuramente quando estudarmos o conceito limites laterais.

Portanto, focando na primeira pergunta, queremos que haja um ntmero

r > 0 (que pode ser tao pequeno quanto precisarmos), tal que

(a—r,a) U (a,a+r) C Dom(f).

Qual era mesmo a segunda pergunta? Ah, sim! Usamos letra mintscula

para a e letra maitscula para L por tradicao. Quase todo mundo faz assim.

Decepcionado? Bem, na verdade, uma boa razao para isso é enfatizar
que a se relaciona com o dominio de f enquanto L se relaciona com a imagem,

contida no contradominio de f.

Figura 1.5

Exemplo de uma tipica situagao onde lim f(x) = L.
r—a

Agora, a tltima pergunta: para que serve o limite?

O limite é uma ferramenta que permite descrever o comportamento da
funcao f nas vizinhancas de um dado ponto x = a. Esse momento exige
de vocé um certo esforco. Veja, vocé ja sabe que a fungao pode ser vista
como um instrumento que transforma a variavel independente x na variavel
dependente y = f(z). Podemos, portanto, imaginar uma situagao dinamica:
a cada valor atribuido a z, obtemos correspondente valor f(x). Muito bem, o
limite descreve como f(x) se comporta quando a varidvel x toma valores mais
e mais proximos de a. E claro que, nas situagoes em que o comportamento da
funcao é previsivel, o limite nao acrescenta informagoes muito surpreendentes.
Por exemplo,

lim 22 +1 = 5.

r—2
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Isso significa que, se tomarmos valores préximos de 2, 22 + 1 assumira,

valores proximos de 5. Realmente, se fizermos x = 2 + h, teremos
f2+h) = 2+h)?+1 = 44+2h+h*+1 = 5+2h+h%

Para valores pequenos de h, os valores correspondentes de f(2 + h)
estarao proximos de 5. Neste caso, 2 é elemento do dominio de f, uma
funcao polinomial, e o limite coincide com o valor da fungao no ponto f(2) =
5. Veja, esta é uma situacao de muita regularidade, como veremos mais
adiante. De uma certa forma, o limite nao foi criado para essas situagoes.
Vamos, portanto, considerar uma situacao mais interessante. Como diria o

investigador, diga-me algo que eu ainda nao sei!

Um exemplo de importancia historica — velocidades médias

e velocidade instantanea

Velocidade é um conceito tao divulgado na nossa cultura que nao pen-
samos muito nela. Mas, se considerarmos a questao da velocidade instantanea
— o carro do piloto campeao cruzou a linha de chegada a 187,56 km/h —
mesmo que por um breve instante, veremos que estamos lancando mao de
um conceito sofisticado. A velocidade instantanea é a taxa de variacao da
posicao em relagao ao tempo calculada no preciso momento em que, digamos,

o carro cruzou a linha de chegada.

Pense um pouco: do que, realmente, dispomos para estabelecer essa
velocidade instantanea?

Pensou? Muito bem! Para comegar, dispomos das velocidades médias.
Este sera nosso modelo nesta secao: a velocidade instantanea sera obtida

como um limite das velocidades médias. Vamos a um exemplo.

Exemplo 1.4
Digamos que, apds uma série de testes num laboratoério, chegou-se a conclusao
de que a funcao

s(t) = t* +3t+10

descreve o deslocamento de um carrinho de experiéncias. Isto é, s(t) é a
posicao, dada em centimetros, em funcao do tempo t, dado em segundos
(digamos). Assim, no tempo t = 0, o carrinho estava a 10cm do ponto de
referéncia, na diregao positiva.

Queremos calcular a velocidade do carrinho no instante ¢ = 1.

MODULO 1 - AULA 1
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CALCULO |

Comecamos com o que dispomos: a velocidade média do carro entre os

instantes t e 1:

s(t) — 3(1).

t—1

Un(t) =

Usamos o indice m para indicar que essa é uma velocidade média. Além
disso, como estamos interessados no especifico instante 1, consideramos v,,
como uma funcao apenas de t.

Veja, a funcao s(t) = t* + 3t + 10 estd bem definida, a priori, para
quaisquer valores de t, apesar de o trilho onde a experiéncia foi feita ser
finito. No entanto, estamos interessados na nova fungao v,,(t), que estd bem
definida em todos os valores de ¢ menos, exatamente, no ponto 1, em questao.
De uma certa forma, gostariamos de dizer que a velocidade no instante 1 é

U, (1), mas nado podemos fazer isso.

Para contornar esse impasse, vamos estudar o comportamento da funcao

U (t) quando os valores de t estao sendo tomados mais e mais préximos de

1, justamente no ponto em que ela nao esta definida e no qual estamos in-
teressados.

s(t) — s(1) i 2+ 3t +10 — 14 . P+ 3t—4

e - D i R

Atencao! Esta na hora de aprender algo novo! E inttil tentar calcu-
2+ 3t—4
t—1
podemos descobrir os valores de v,,(t), para valores préximos de 1, porém

lar diretamente o valor da expressao , para t = 1. No entanto,

diferentes.
Faremos isso de duas maneiras (ligeiramente diferentes).

Primeiro, vamos fazer t = 1 + h, com h # 0. Assim,

 (1+h)?*+3(1+h)—4  142h+h*+3+3h—4

5h + h?
h

Veja, para h # 0, v,,(1 + h) = 5+ h e, para valores de h mais e mais

préximos de 0, temos v,,(1 + h) mais e mais préximo de 5.

Assim, diremos que

IIEH vn(t) = 5.

CEDERJ
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Parece bom, nao?

Vamos tentar a segunda abordagem. Vocé observou que 1 é uma raiz
do polinoémio t? + 3t — 4. Portanto, este polindmio se fatora, sendo t — 1 um
dos seus fatores. Na verdade, t* +3t —4 = (t—1) (¢t +4).

Otimo! Observe as expressoes

(t+4)(t—1)

t+ 4.
P— e +

Elas sao diferentes, pois a primeira nao esta definida em ¢t = 1.

No entanto, se t # 1, entao podemos usar qualquer uma delas para

calcular vy, ().
Assim,

t+4)(t—1
lim v, (t) = lim t+4t=1 = lim t+4,
t—1 t—1 t—1 i—1

e o ultimo limite é, claramente, 5.

Concluimos que a velocidade do carrinho no instante t =1 é 5 cm/s.

Consideracoes finais

Vocé deve estar cansado e com varias coisas para pensar. Pare por

aqui, pois vocé ainda tem os exercicios para fazer.

Veja, esta aula foi o seu primeiro contato com um conceito importante

e dificil: o limite de uma funcao.

Vocé deve guardar que o limite serve para indicar o comportamento de
uma funcao nas vizinhangas de um certo ponto sem que seja necessério saber
o valor da func¢ao neste ponto. Na verdade, a fungao nao precisa estar definida
no ponto para que consideremos o limite, basta que ela esteja definida em
torno dele. Na verdade, as principais situacoes de interesse ocorrem quando

nao sabemos o valor da fun¢ao no ponto em questao, como no exemplo 1.4.

Na préxima aula nos concentraremos mais no aspecto grafico do limite

e aprofundaremos as idéias que foram apresentadas aqui. Até 14!

MODULO 1 - AULA 1
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Exercicios

1. Calcule o dominio das seguintes fungoes:

2> —1—6 x
=\ — b =1 (1 — ) ;
(o) flr) =/ () gl =In (1- -2
1 2
(€) h(O) = VI=T+ = ; (d) k(y) = sen (?”) .
2. Use a técnica ilustrada no exemplo 1.2 para esbogar os graficos das

seguintes fungoes:

_3[E—2
-1

(a) f(x) ; (b) g(z) =z +2]-2;

(¢) h(z)=2+Vx—4 ; (d) k(x)=—=14+In(z+3) .
3. Da mesma forma que obtivemos a velocidade instantanea a partir das
velocidades médias, podemos obter a aceleracao instantanea.

Suponha que v(t) = t* — 4t + 2 descreva a velocidade de uma particula

que se desloca em uma trajetoria retilinea, dada em cm/s. Considerando

v(t) — (1)

anlt) = =7

a aceleracao média desse movimento, entre os instantes ¢ e 1, calcule a

aceleragao desse movimento no instante ¢t = 1.
Voceé poderia interpretar o resultado obtido?
Qual é a aceleracao desse movimento no instante 2s?

4. O custo da producao de sabonetes por dia de trabalho em uma certa

fabrica é dado pela equacao
c(x) = 300+ 0.0005z° — 0.02z,

onde = é o numero de sabonetes produzidos no dia e ¢(z) é dado em reais.
Assim, para produzir 1000 sabonetes em um dia, gasta-se ¢(1000) = 780, ou

seja, setecentos e oitenta reais.

Nesta escala, podemos considerar um sabonete a mais, por dia, um
infinitésimo.

Calcule, entao, a taxa de variacao do custo por dia, se a producao de

1000 sabonetes for passada para 1001 e compare o resultado com

lim c(x) — ¢(1000)
—1000 x — 1000
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5.

Acho que vocé pode usar uma calculadora.

Calcule os seguintes limites:

lim

r—3

lim

z—2

2 -9 22 +2x —3
x—3 <)wliq 2 —-3z+2
3 2

- —9
v o8 (d) lim ’

3 224+ \2x—4 .

x2—4 "
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Limites de fungcbes — algumas propriedades

Aula 2 — Limites de funcoes — algumas

propriedades

Good girls go to heaven;

Bad girls go everywhere.

Frase de para-choque de caminhao
americano, que diz algo como

“Garotas bem comportadas vao para o céu;

Garotas sapecas vao a todos os lugares”.

Meta da aula

e Continuar a apresentacao de limites de funcgoes.

Objetivo

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e (Calcular graficamente limites finitos de fungoes.

e Usar certas propriedades de limites para calculd-los.

Nesta aula, vocé dara continuidade a construgao do conceito

lim f(z) = L,

r—a
que foi iniciada na aula anterior. Sera dada atencao especial ao aspecto
grafico do conceito. Vocé aprenderd algumas propriedades que permitirao
determinar o limite em alguns casos, além de entender que algumas fungoes
nao sao tao bem comportadas nas vizinhancas de certos pontos, ou seja,
comecaremos a reconhecer algumas situacoes em que as fungoes nao

admitem limites.
Muito bem, vocé aprendeu que usamos o limite para descrever o com-
portamento de uma funcao f nas vizinhancas de um dado ponto, digamos a.

Veja o exemplo a seguir.

MODULO 1 - AULA 2
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Exemplo 2.1

Considere o limite

lim sen(27z) = 1.
z—1/4

Realmente, se x toma valores préximos de 1/4, a fun¢ao y = 2w x toma
valores proximos de 7/2 e os senos de tais arcos sdo mais e mais proximos

do numero 1.

Essa é uma situagao de bastante regularidade. Veja o gréfico de f(x) =

sen (2 x) na figura a seguir.

Figura 2.1
Gréfico da fungao f(z) = sen (27 x).

Vamos, no préximo exemplo, fazer um exercicio inverso. Em cada caso,
primeiro observe o grafico e, em seguida, veja como o gréafico determina o

limite, indicado abaixo da figura.

Exemplo 2.2

Em cada caso, a informacao sera obtida diretamente do grafico da fungao.
Em muitas situagoes, é mais simples desenhar o grafico de uma funcao que
ilustra uma certa propriedade do que encontrar especificamente sua lei de

definicao.
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A
L ! M-
an . B >
Figura 2.2 Figura 2.3
lim f(x)=1L lin%) glx)y =M
A A
) /
QI
/ | =
Figura 2.4 Figura 2.5
lim h(x) =N linb k(z) =Pe k(d) =Q

Voce percebeu que a fungao f nao precisa estar definida no ponto em
questao para que consideremos o limite neste ponto. No entanto, é necessario

que f esteja definida numa regiao em torno do ponto considerado.

Também é possivel que a funcao esteja definida no ponto em que calcu-
lamos o limite e o valor do limite nao coincida com o valor da funcao, como

foi ilustrado no caso da func¢ao representada pela Figura 2.5 no Exemplo 2.2.

Atividade 2.1.

Considerando o gréafico de f : R — R, esbogado na figura a seguir,

determine:
(a) f(-2) (b) £(0) (c) f(2)
@ Jm, f@) (0 lm f@) (O L f@)

CEDERJ
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A

Figura 2.6
Gréfico da funcao f.

Voceé viu que situagoes mais interessantes ocorrem quando a fungao nao
estd definida no ponto em questao ou a lei de definicao da funcao se aplica
aos pontos préximos dele mas nao se aplica nele, especificamente. Veja mais

um exemplo no qual algo assim ocorre.

Exemplo 2.3
Considere f : [0, +00) — R a funcao definida por

Vi V2

se x>0 e x+#2;
T — 2

flx) =

1 se x=2.

Vamos calcular lirri f(z).

Costumamos dizer que tal fungao tem uma indeterminacao em x = 2,
pois, apesar de f estar definida em x = 2, nao sabemos qual é o seu compor-
tamento nas vizinhancas desse ponto. Queremos saber, entao, o que acontece

VT =2
com os valores de R

diferentes de 2.

quando tomamos valores para x proximos porém

Calcular o limite significa levantar a indeterminacao.

Na aula anterior, vocé aprendeu um truque para fazer isso: usar algebra

elementar. Resumindo: fatorar!

Basta lembrar que (a —b) (a +b) = a* —b?. Assim, a expressao x — 2

pode ser fatorada da seguinte forma:
r=2 = (VT-v2) (Vo +V2),

Veja, \/z v/x = x, pois estamos assumindo que = € [0, +00).




Limites de fungcbes — algumas propriedades

Portanto,
lim f(z) = lim M = lim Vi—v2 =
= S TEm2 T (VD) (Ve V)

= lim =

=2 \ztV2 22

Veja o grafico de f na figura a seguir.

1 1 V2
T

Figura 2.7
Gréfico da funcao f.

Atividade 2.2.

Calcule lirq

X
Vr—1
Distancia entre nimeros reais

Esta na hora de aprofundarmos um pouco mais o nosso conceito de

lim f(x) = L.
r—a
Temos usado, com frequéncia, termos como: vizinhanca, proximidade
e outros, semelhantes. Esses termos sao tuteis, pois apelam para a nossa
intuicao, ajudando-nos a construir o entendimento do conceito, mas pre-
cisamos tornar estas idéias um pouco mais precisas, mais matemdticas. Para

isso, precisamos de uma propriedade do conjunto dos ntimeros reais.

O conjunto R é munido de uma distancia, definida pelo moédulo de

numeros reais.

Veja, dizemos que a distancia entre os nimeros a e b é |a — b|. Este
conceito é tao natural que quase nao notamos a sua importancia. Aqui estao

algumas de suas propriedades.

MODULO 1 - AULA 2
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(a) A distancia entre dois nimeros é sempre maior ou igual a zero. Na
verdade, a distancia entre dois ntimeros € nula se, e somente se, 0s nimeros
sao iguais.

Va, b € R, |a—bl>0;

la—bl=0 <= a=h

VaeR, |z|>0;
Isto decorre dos fatos

lr] =0 <= z=0.

(b) A distancia entre dois ntiimeros independe da ordem em que os tomamos.

Em simbolos matemaéticos, temos:
Va, b eR, la—b = |b—al
Isso é decorréncia de V z € R, |z| = | — x|.

(c) Esta terceira propriedade é muito importante, como vocé verd em breve.
Ela sera usada diversas vezes ao longo de seus estudos. E chamada desigual-

dade triangular, e envolve trés elementos.

Va, bec € R,
la—b] < la—c| + |c—Dbl.

Veja um diagrama com duas situagoes possiveis.

a c b a b c
Figura 2.8 Figura 2.9
la—b] = |la—c|+|c—1] la—b] < |la—¢c| +|c—1]

Se ¢ estiver entre a e b, ocorre a igualdade. No outro caso, |a — b| é
estritamente menor do que a soma das outras duas distancias. No entanto,

em ambas as situagoes, vale
la—0b] < |la—¢| + |c—b|.
Podemos usar, por exemplo, a distancia para expressar certos conjun-
tos. Veja na igualdade a seguir.
(a—r,a) U (a,a+r) = {zeR;0<|z—a|<r}.

CEDERJ
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A desigualdade 0 < |z — a| garante que x deve ser diferente de a e a

desigualdade |z — a| < r nos diz que x estd a um raio menor do que r de a.

— )

a—1r a a+r

Figura 2.10

Atividade 2.3.

Expresse os seguintes conjuntos usando unioes de intervalos e represente-

os graficamente.
(a) {zeR;0<|z—2[<3}; (b) {zeR;0<|z+2|<1};

(c) {zeR;|z—5]<4}; (d) {zeR;|z+4]>3}.

Chamamos o intervalo aberto (a —r,a+r) = {x €eR; |z —a| <r}

de vizinhanca do ponto a, de raio r.

Voltamos, agora, nossa atencao para

lim f(x) = L.
rT—a
Essa expressao significa que, para cada vizinhanca de L, por menor que
seja o seu raio, existe uma vizinhanca de a, de algum raio, tal que as imagens
dos pontos dessa vizinhanca de a, porém diferentes do préprio a, pertencem

a vizinhanca de L.

Parece complicado, mas é assim mesmo. Leia o paragrafo anterior

novamente e compare com a figura a seguir.

AN
~—

Figura 2.11

Gréfico de funcao f tal que lim f(z) = L.

CEDERJ
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A faixa horizontal indica a vizinhanga em torno de L. A faixa vertical
indica a vizinhanca em torno de a. Observe que todos os pontos pertencentes
a vizinhanca de a tém imagem por f na vizinhanca de L. Mais uma vez, essa

figura representa uma situagao de muita regularidade.

Muito bem! Voltaremos a esse assunto em outras ocasioes. Isso tomou
um certo tempo e esforco, mas agora temos mais elementos para discutir

algumas das propriedades dos limites de funcoes.

Propriedade de unicidade do limite de funcoes

A primeira propriedade dos limites de funcoes que estudaremos é a de

sua unicidade. Veja, se

lim f(z) = L e lim f(z) = M,

r—a r—a
entao,
L = M.
Para demonstrar essa propriedade, usaremos um argumento bastante
tipico. Preste atencao, pois ele lhe serd ttil.
O argumento é o seguinte: se |z| for tdo pequeno quanto se queira,

entao r = 0. Em simbolos, temos:

Vr>0,|lz|]<r = x=0.

Muito bem, vamos demonstrar a propriedade da unicidade do limite.

Sabemos que

lim f(z) = L e lim f(z) = M.

r—a r—a

Da nossa descricao de limite, sabemos que existem valores de x suficien-

temente préximos de a, tais que suas imagens estao arbitrariamente proximas
de L e de M.

Digamos assim: dado r > 0 qualquer, existe x suficientemente préximo

de a tal que
|f(x)—L| <r/2 e |f(x) — M| <r/2.
Agora, usamos a desigualdade triangular para z, L e M:
[L=M| < |L—=f(@)]+][f(z)-M] =

= |f(@) = LI+ |f(z) - M| <
< rf24r/2=r.
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Resumindo, para qualquer r > 0, conseguimos mostrar que |[L—M| < r.

Ora, isso quer dizer que L = M.

Exemplos de funcoes completamente sem limites!

Voceé acaba de passar por uma espécie de prova de fogo. A argu-
mentacao que vocé acabou de ler é tipica de andlise matematica. Ela lhe
serda apresentada novamente, com mais detalhes e, provavelmente, em difer-
entes versoes. Mas, calma, tudo a seu tempo. Agora é hora de colher os
frutos desse resultado. Veremos exemplos de fungoes malcomportadas, isto é,
veremos algumas situagoes em que a fungao f nao admite limite quando x

tende a um determinado ponto.
Como é possivel detectar tal coisa?

Veja, sabemos que, se o limite de f, quando = tende a a, é L, sempre
que os valores de x sao tomados arbitrariamente proximos de a, suas imagens
devem estar proximas de L. O limite é nico, como acabamos de mostrar.
Portanto, se em alguma situacao tivermos pontos arbitrariamente préximos
de a, com imagens arbitrariamente proximas de valores diferentes, digamos
Ly # L, saberemos que a fun¢ao, neste caso, nao admite limite.

E comum usar a expressao nao existe limite de f quando x tende a a, em

tais circunstancias. Confesso uma certa antipatia pela expressao. Daremos

preferéncia a expressao a funcao f ndo admite limite quando x tende a a.

Exemplo 2.4
Aqui estao quatro fungoes que, de um modo ou de outro, nao admitem limite

em algum ponto. Primeiro, as suas leis de defini¢oes e seus dominios. Veja:

fa) = 222 o) = sen (2);

o — 1]’

-1 se ze€Q;

1 se xzeR-Q,
—1 se xz€A,

{ 1 se zeR-A,
1

ondeA:{xE]R;x:—,VneN}.
n

A funcao f esta definida em todos os x # 1 e g estd definida em todo

x # 0. As fungoes h e k estao definidas em toda a reta real. Assim,
Dom(f) = R—{1}; Dom(g9) = R—{0}; Dom(h) = Dom(k) = R.

Agora, seus graficos:

MODULO 1 -
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Figura 2.12 Figura 2.13
Blim f(x) Blim g(z)
I\
A R
) RE
S
= il
Figura 2.14 Figura 2.15
Blim h(x), VacR ﬂlir% k(x)

Vamos, agora, discutir cada um dos quatro casos.

A funcgao f
1 se x<1;

Vocé pode reescrever a lei de definigao de f como f(x) =
-1 se x>1.

Realmente, se t < 1,2 —-1<0 e [z —1|=—(x—1) =1— 2. Assim,
11—z 11—z
<l = = = = 1.
’ /() |z — 1| l—x
Analogamente,
r>1 = f(x)== —1.

Para valores préximos de 1, porém maiores do que 1, a funcao f as-
sume o valor —1. J& para valores préximos de 1, porém menores do que 1,

f assume o valor 1. Assim, tao préximo de 1 quanto quisermos, a funcao f

CEDERJ |
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assume valores diferentes, 1 ou —1. Ora, isso indica que f nao admite limite
quando z tende a 1, pois caso admitisse, as imagens deveriam estar mais e

mais proximas do mesmo ponto: o limite.

A funcao g

Este exemplo é cldssico. Neste caso, a medida que tomamos valores de
2 mais e mais proximos de zero, as imagens por f acumulam-se ao longo de
todo o intervalo fechado [—1, 1]. Note que, enquanto no caso anterior havia
dois candidatos a limite, 1 e —1, neste exemplo ha uma exuberancia de todo
um intervalo de candidatos. Quando esse tipo de situagao ocorre (mais do
que um candidato a limite), a fun¢do nao admite limite no ponto em questao,

pois sabemos que se ha limite, ele deve ser tnico.

A funcao h

Parece que ha algo de errado com o grafico desta fungao, nao é? Real-
mente, duas retas horizontais paralelas nao podem ser o grafico de uma
funcao, pois cada ponto do dominio deve ser associado a um unico ponto
do contradominio. Bem, o fato é que esse esboco parece ter duas retas hori-
zontais. Na verdade, essas retas sao como que porosas, isto é, na reta superior
s6 aparecem os pontos de primeira coordenada irracional, enquanto a reta

inferior é formada pelos pontos de primeira coordenada racional.

Portanto, tao préoximo de qualquer ponto quanto quisermos, havera
pontos com valor por h igual a 1 e pontos com valor por h igual a —1. Isso
nos diz que essa funcao nao admite limite em nenhum dos pontos de seu

dominio.

Isso a torna um pouco diferente dos dois casos anteriores, nos quais as
funcoes nao admitiam limite em algum determinado ponto da reta real, mas
elas admitem limite em todo os outros pontos.

A funcao k

Nesse caso, o grafico s6 esta sugerido, pois os pontos cujas primeiras
coordenadas sao da forma —, para algum ntmero natural n, pertencem ao
grafico com segunda coordenada —1 (s@o as bolinhas preenchidas, indicadas
embaixo). Ora, tao préximo de zero quanto quisermos, haverda pontos desse
tipo, cujas imagens por k sao iguais a —1, e também havera pontos que nao
sao dessa forma, e nestes casos, a imagem por k serd 1. Novamente, a funcao

nao admite limite em x = 0.

Esses foram apenas alguns casos de fun¢oes que nao admitem limites.

MODULO 1 - AULA 2
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H& uma infinidade de outros exemplos, incluindo casos em que a funcao nao

admite limite por outras razoes. Veremos mais exemplos nas proximas aulas.

Para terminar esta aula, que ja vai um pouco longa, veremos mais uma

propriedade dos limites.

A condicao de localidade do limite

Essa propriedade justifica, de alguma forma, a estratégia que temos
usado para levantar a indeterminacao de alguns limites. Ela realca o fato de
que o limite depende apenas do comportamento da fungao em uma pequena

vizinhanca do ponto em questao.

Sejam f e g duas funcoes tais que, para algum ntmero r > 0, sempre
que z € (a —r,a) U (a, a+r), teremos f(x) = g(x). Dessa forma, existe
r > 0, tal que

O<|z—a|l<r = f(x)=g(x).

Mais uma vez, as fungoes f e g coincidem em alguma vizinhanga do

ponto a, com possivel excecao do que ocorre no préprio ponto a. Entao,

lim () = lm g(z).

r—a

\J

Figura 2.16
Graficos das funcoes f e g,
coincidentes em alguma vizinhanca de zero.

Essa propriedade decorre diretamente da definicao do limite. Ela per-
mite que substituamos uma funcao complicada por uma mais simples, no
calculo do limite, contanto que essas fungoes coincidam em alguma vizinhan-

¢a do ponto em questao, tal como:

21 -1 1 1
i L gy D) el
e—1 22 =3 +2 2—1 (z—1)(x—2) e—1 x — 2
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Consideracoes finais

Nesta aula, vocé explorou ainda mais o conceito de limite de uma
funcao num dado ponto. E importante que vocé crie o hébito de imagi-
nar a situacao grafica correspondente ao calculo do limite. Isso fortalecera a

sua visao geométrica do conceito.

Nas proximas aulas, continuaremos a lidar com esse tema. Vocé apren-

derd outras propriedades dos limites, assim como os limites laterais.

Nao deixe de fazer os exercicios propostos. Até a proxima aula!

Exercicios

1. Calcule os seguintes limites:

. 2 —3x—4 . z+1
(a) lim 215 (b) lim — ——;
VT —=9 _ r—1
(c) lim (d) lim Vio1
o] —4 23
(e) [fim, 216 (£) hm -

Lembre-se: (a — b)(a* + ab + b?) = (a® — b%).
2. Calcule o valor de a, tal que
2> +ax® -3 —2ax+2 3

I _ o
s 22— 4 1

3. Considere f: R — R a funcao definida por
fl@) = |z —1] -2
Esboce o grafico de f e determine os valores de a, tais que

lim f(z) = —1.

r—a

4. Usando como modelos as fungoes apresentadas no exemplo 2.4, desenhe

graficos de fungoes que nao admitem limite quando = tende a 1.

MODULO 1 - AULA 2
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5. Considere g : R — R a funcao cujo grafico esta esbocado na figura a

seguir. Determine os limites, caso existam, e os valores da funcao indicados.

Figura 2.17
Grafico da funcao g.

(a) lim g(x) (b) lim g(x) (c¢) lim g(z)

@ lm g () ¢(-2) () 92

CEDERJ




Limites laterais e mais algumas propriedades dos limites de funcdes

Aula 3 — Limites laterais e mais algumas

propriedades dos limites de funcoes

Meta da aula

e Continuar a apresentacao de limites de funcgoes.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e (Calcular limites de fungoes usando os limites laterais.

e Calcular limites de funcoes aplicando as propriedades elementares.

Antes de abordar os principais temas desta aula, vocé aprendera mais
uma estratégia de calculo de limites, ampliando, assim, o seu ja nao tao

pequeno conjunto de técnicas para levantar indeterminacoes.

Exemplo 3.1

Vamos calcular o limite a seguir.

. V20+1 =3
lim ———.

t—4  t2 -3t —4

O limite estd indeterminado. Realmente, 11111 (V2t+1—-3) =0 e
Pni (t* =3t —4) =0. A técnica que conhecemos para levantar esse tipo de

indeterminacao é fatorar e simplificar. E claro que o termo que se encontra
no denominador se fatora: t>—3t—4 = (t—4) (t+1). No entanto, v/2t + 1—3
nao é, exatamente, divisivel por ¢ —4. Sendo assim, usaremos uma estratégia
diferente. Tentaremos tornar /2t +1 — 3 um fator de ¢ — 4.

| MODULO 1 -
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A chave para resolver o problema esta na seguinte identidade algébrica:
(a—b)(a+b) = a* — b

A idéia é modificar a expressao que define a funcao, multiplicando o
numerador e o denominador pelo conjugado do termo +/2t+1 — 3, que
é +/2t+ 14 3. Isso nao altera o resultado do limite. Lembra-se da tltima

propriedade de limites de funcoes, apresentada na aula anterior?

Muito bem, aqui esta o calculo do limite.

V2t+1-3 (V2t+1-3)(v2t+1+3)

pumy 1'
i1 23t —4 =1 (t—4)(t+1)(V2t+1+3)
~ 2t+1 — 9 B
ot (=4 () (VA1 43)
. 2t —8
= lim =
=4 (t—4)(t+1)(V2t+1+43)
: 2 2 1
= lim = = —

t—4 (t+1)(V2t+ 1+ 3) 5% 6 15

Veja, (v2t+ 1) = 2t+1, pois 2t +1 > 0, uma vez que o dominio
da funcao é [—1/2, +00).

Gostou da estratégia? Tente aplicd-la na situacao a seguir.

Atividade 3.1.

Calcule o limite dado a seguir.

. 2—+V9—=zx
lim

a—5 12 —6x+5

Agora, vamos ao primeiro assunto da aula.

Propriedades elementares dos limites de funcoes

Uma das coisas que torna o estudo das fungoes tao interessante é a
profusao delas. Ha uma quantidade estonteante de fungoes. Essa abundancia
se reflete no fato de que, a partir de alguns poucos exemplos, podemos gerar
muitos e muitos outros, usando operagoes que voce ja conhece do Pré-Calculo.

Vamos listar algumas delas.

Considere as funcoes f : ACR — R e g: BCR — R, tais que
ANB = C #0.
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A partir das funcgoes f e g, nessas condicoes, podemos obter as seguintes
funcoes:
(a) (soma)
(f+g): C — R
. — f(x)+9(2);
(b) (multiplicagao por constante)

(af): A — R

r — o f(z);
(¢) (produto)

(fg): ¢ — R
z — f(z) g(@);
(d) (inverso multiplicativo)

<%>:D%]§

X — —F

fx)’
onde D = {x € A; f(x)#0}.
Veja, usando essas operagoes de fungoes, a fungao identidade f(z) ==
e a fungao constante g(x) = 1, podemos obter todas as fungoes polinomiais,
como, por exemplo, h(z) = 327 — 2% — 5z + /2.
Como voce ja deve estar antecipando, o limite de fungoes funciona

muito bem no que diz respeito a essas operacoes. Veja, se

lim f(z) = L e lim g(z) = M,

Tr—a Tr—a

entao

() lim (F+0)@) = lm f(x)+g(x) = L+M:
(b) para a € R, glglgflz (af)(z) = glﬂllI(ll af(x) = al;
(©) I (f9)(e) = lm f(@)-g() = L-M;

1 1 1
d) se, além disso, L # 0, lim (—) r) = lim — = —.
() LAt (f)@) =l s = g
As demonstracoes dessas propriedades passam da mais simples rotina
até o caso de envolver alguma sofisticagao. Voceé terd, ainda nas disciplinas
de Calculo, oportunidade de lidar com elas. No momento, no entanto, nosso
principal objetivo é usa-las para calcular limites. Veja, agora, os préximos

dois exemplos.

MODULO 1 -
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Exemplo 3.2
v . leular Tim | Y2—1 4 =1
amos calcular 11m

el | o1 " o1

aradamente os limites das parcelas.

. Nesses casos, calculamos sep-

o . —1 . o
Primeiro, o célculo de hrq T que apresenta uma indeterminacao.
T— xr —

Vamos aplicar, alternativamente, a técnica do conjugado, ja utilizada ante-

riormente no exemplo 3.1.

Vi —1 Ve -1 r+1)

I — i
e 1 (1) (VT + 1)
lim r—1
= 1 =
N T oD (it D)
1 1

= lim ——— = -.
Note que a segunda parcela também apresenta uma indeterminacao:
m _ 2 2y _ .3_ 13 :
QIELH% JioT Neste caso, observe que (a—b) (a*+ab+b°) = a’—b°. Assim,
podemos fazer, por exemplo:

r—1 = ('3 =1) @ + 23 4 1).

Portanto,
-1 1/3 _ 1 2/3 1/3 1
lim < = lim (z ) (@77 + 2+ 1) —
z—1 \3/5—]_ z—1 1'1/3—1
= lirq (x2/3+:171/3+1) = 3.

Como sabemos quais sao os limites das parcelas, podemos obter o limite

dado inicialmente:

N x—1]_1. Vi-1 . a-1 1 7

r—1 +\3/E—1 z—1 g —1 z—1 Jr—1 2 2’

lim

rz—1

Veja, a seguir, mais um exemplo do uso das propriedades elementares

para o calculo dos limites.

Exemplo 3.3

Considere f e g funcgoes definidas em toda a reta real, tais que

lim f(z) =3 e limg(r) = -2
Entao,
(@) i (2() = g(0)) = (2 i J(o) — Ly g()) = 2:3-(-2) = &

CEDERJ |
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(f@)® + 1 3241

R R
) ) 842
B T e 52

Atencao:

Formulas como

lim (f(z) + g(z)) = (lim f(z) + lim g(x))

T—a z—a z—a
ou

lim ((2)- 9(a)) = lim f(a) - lim g(a)
s6 fazem sentido se soubermos, de antemao, que os limites das parcelas (ou

fatores, dependendo do caso), sdo nimeros:

lim f(z) = L e lim g(z) =M.

Tr—a Tr—a

H& uma outra operacao com fungoes, um pouco mais sofisticada do que
as que vimos até agora, que permite gerar ainda mais fungoes — a composicao
de funcoes.

O limite também comporta-se muito bem em relagao a esta operagao.

Veja o préximo exemplo.

Exemplo 3.4

Sabemos que

lim (2:6—4) =0 e lim cost = 1.

r—2 t—0

Entao,
lim cos (2:17 — 4) = 1.

r—2
Voltaremos a considerar esse assunto em breve, quando estudarmos a

nocao de continuidade de funcgoes.

Para encerrar essa etapa da aula, sobre as propriedades elementares dos

limites, aqui estda uma oportunidade para vocé aplicar o que ja aprendeu.

Atividade 3.2.
Sabendo que lim g(z) = —2 e lim A(r) = 4, caleule:
() lm (29(x) - 3h());
9(x) + (h(2))*

’

(b) lim

r—a 2

CEDERJ
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o h(z)
) 29(x)

CALCULO |
g(x)
h(z)

Limites laterais

Uma das propriedades que caracterizam o conjunto dos ntmeros reais
é a boa ordem. Estamos tao habituados a usé-la que nao nos damos conta de

sua importancia. Ela garante que, dados dois nimeros reais a e b, temos

a>b  ou (exclusivo) a<b.

Portanto, dado um ntmero real a, podemos considerar o conjunto dos
nimeros que sao maiores do que a e o conjunto dos niimeros que sao menores

do que a.

Esta é uma boa ocasiao para estabelecermos uma combinagao: tratamos
indiferentemente os elementos do conjunto R como nimeros reais ou como
pontos da reta real, dependendo da situacao. Se um apelo geométrico for

mais forte, usaremos pontos, caso contrario, usaremos numeros.

Podemos, portanto, considerar os pontos que estao a direita de a e os

pontos que estao a esquerda de a.

|
| >
r<a a Tr>a

Figura 3.1

Representacao dos pontos da reta real em relagao ao ponto a.

A propriedade da boa ordem é crucial na defini¢do dos intervalos. Veja,

a seguir, um exemplo.
la, ) = {zeR;a<x<b}.

Isso permite uma certa adaptacao da definicao de limites de fungoes —

os limites laterass.

A idéia é a seguinte: queremos estudar o comportamento de uma dada
funcao f nas vizinhancas de um certo ponto a, mas queremos considerar,

digamos, apenas o caso em que os pontos analisados estao a direita de a.

CEDERJ
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Ha& pelo menos duas situagoes tipicas nas quais tal abordagem pode ser
util:
(a) a funcao esta definida apenas em um dos lados do ponto em questao;

(b) alei de definigao da fungao f é dada por diferentes expressoes, uma para

os pontos a direita de a, outra para os pontos a esquerda.

sen (2x), se x>0,
3z + 5, se x <0,

ilustram as duas situagoes. O dominio da funcao f é o intervalo fechado

Exemplo 3.5
As fungoes f(z) =v9—22? e g(x) = {

[—3, 3]. Portanto, f estd bem definida a direita de —3, por exemplo, mas
nao esta definida a sua esquerda.

Dom(f)

Figura 3.2

Aqui estao os limites laterais.

Limite lateral a direita de a

Considere f uma funcdo tal que, para algum r > 0, (a,a+ 1) C
Dom(f). Dizemos que

lim f(x) = L

z—at

se, para cada vizinhanca de L, por menor que seja o seu raio, encontramos
uma vizinhanca de a, tal que as imagens dos pontos nesta vizinhanca, mas

que estao a direita de a, e diferentes de a, pertencem a vizinhanga de L.

Assim, impomos a condi¢ao que x tende a a, porém, apenas pelo lado
direito.

| MODULO 1 -

AULA 3

Leia: limite de f quando =

tende a a, pela direita, é

igual a L.
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Figura 3.3

Limite lateral a direita.

Limite lateral a esquerda de a

Analogamente, seja ¢ uma funcao tal que, para algum numero real
positivo r > 0, (a —r, a) C Dom(g).

Leia: limite de g quando x

tende a a, pela esquerda, é

igual a M. hm (,ZE) _ M

TrT—a

indica o limite de ¢ quando z tende a a, considerando apenas os pontos a

esquerda de a.

AN AR
@7

Figura 3.4

Limite lateral a esquerda.
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O limite e os limites laterais

Decorre da prépria construcao dos limites laterais que

(

lim = L
r—at
lim f(z)=1L = e
lim = L.
\ T—a~

Assim, no caso de lim+ f(z) # lim f(x), conclufmos que f nao

admite limite quando x tende a a.
Exemplo 3.6
Considere a funcao f dada pela seguinte lei de definicao:

5vV3—=

fla) = 22

O dominio de f é determinado pelas condigoes
3—z>0 e x # 4.
Ou seja, Dom(f) = (—o0, 3]. Veja, f nao estd definida em pontos

a direita de 3, mas podemos considerar o comportamento dos valores por f
de pontos préximos a 3, pelo lado esquerdo:

5vV3—=x B

li 0
xigl* Tz —4 ’
pois lirgli 5vV3—x = 0 e lirgnﬁ r—4 = —1.

Note que as propriedades elementares de limites também valem para os
limites laterais.

Veja o esboco do grafico de f.

Y

\

Figura 3.5
Gréfico de f (tal que lirglﬁ f(z)=0).

| MODULO 1 -
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Exemplo 3.7

Considere, agora, a funcao g : R — R, definida por

sen (z —1) + 2, se x>1,
g(x)

|z + 1], se x <1

Essa funcao é definida por duas sentencas. Para analisar o comporta-

mento da fungao g, nas vizinhancas do ponto 1, usamos os limites laterais.

Vamos considerar, inicialmente, o limite de g quando x tende a 1, pela
direita.

lim g(z) = lim sen(z—1) + 2 =

2.
r—1t z—1+

Note: z — 17 significa que estamos considerando x > 1 e, portanto,
g(r) = sen(zx—1) + 2.

Agora, o limite quando x tende a 1, pela esquerda.

lim g(z) lim |[z+1]+ = 2.
r—1— r—1—
Veja, agora, x — 17 significa que = < 1 e, assim, g(x) = |z + 1.

Voce observou que, apesar das diferentes expressoes para g, a direita e
a esquerda de 1,

lim g(z) = 2 = lim g(z).

r—1t z—1—

Como os limites laterais sao iguais a 2, podemos concluir que g admite
limite quando x tende a 1:

lim g(z) = 2.

z—1

Veja, a seguir, o grafico de g.

Figura 3.6
Gréfico de g (tal que hnll, g(z)=2= hl?+ g(x)).
CEDERJ
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Veja, agora, um exemplo no qual os limites laterais sao diferentes.

Exemplo 3.8
EREAY

1 — 22

Considere a funcao definida por h(x) , cujo dominio é o conjunto
R—-{-1,1}.

Veja, apesar de a lei de definigao da funcao ser dada por uma tunica
sentenca, ha duas situacoes a considerar: =z > 1 e x < 1. Isso se deve a
presenca do médulo na definicao. Novamente, para analisarmos o comporta-

mento da fungao h nas vizinhancas de 1, temos de usar os limites laterais.

Primeiro, o limite a esquerda (para variar).

) L |z — 1| L —(x—1)
. 1—=z . 1 1
= lim = lim = —

e—1- (1 —2)(1+2) a—1- (14 x) 2

Observe que a condicao = < 1, equivalente a x — 1 < 0, nos diz que
|l — 1] = —(z —1).

Agora, o limite a direita.

: |z =1 : (z—1)

Jm hx) =m0 et (1—2)(1+2)
. —(1—=x) . -1 1
ot (I—2)(1+a) oot (1+2) 2

Neste caso, a condicao = > 1 garante |x — 1| =z — 1.

Veja, a seguir, o grafico de h numa vizinhanga de 1.

A

\j

1
T2
Figura 3.7
Gréfico de h (tal que hnll, h(z) # linll+ h(z)).

Com essa série de exemplos, terminamos a aula!
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Consideracoes finais

Nesta aula, vocé aprendeu mais algumas técnicas para levantar inde-
terminacoes, mais algumas propriedades dos limites e conceito de limites

laterais.

Nao deixe de colocar esses novos conhecimentos em pratica, na lista de

problemas apresentada a seguir.

Exercicios
1. Considere f, g e h, fungoes definidas nas vizinhancgas de 2, tais que
lirr% flz) = -1, lin% g(x) =2 e lir% h(z) = 3. Usando essas informacoes

e as propriedades de limites, calcule:

@ lm [f@)+9@) —h@] s () Im [f@)gl) — A)] ;
(©) lim [%} ; (@) tim, /A(e) — F@) -

2. Diga se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmacoes a seguir, justifi-

cando a sua resposta.

a) Se 1imf(x) =0 e glcligg(a?) = —1, entdo gl:{g)[f@)—g@)] = 1.
b) Se hmf( ) = 5, entdo f(3) = 5.

c) Se f(3) = 5, entdo glcllgf(x) = 5.

d) Se hmf( ) = —5, entdo QIEE%V(:C” = 5.

3. Calcule os seguintes limites:

: — 3. - r—8
(a) lim v4-a?; (b) lim Jia

3+t . Va4

() Jdim = —o—p (d) lim ——a——;
232 —2+/2 -2

e) lim ——— ; f) lim ———— .

():c—>2 xl/2 — /2 ()x—>l 2 \/224+3

CEDERJ |
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4. Trace o grafico da fungao

22 —4x 45, se x> 2
flz) =

x+1, se xr <2

e calcule, se existirem, lirgli f(z), 1i1r£1+ flz) e lin% f(z).
Esboce o grafico de f.

5. Considere a funcao

—2|+4
2
g(x) =
| — al, se x <2,
onde a é uma constante. Sabendo que lirgli g(x) = lilrgl+ g(x), determine a

e calcule liI% g(x).

Esboce o grafico de g.

MODULO 1 - AULA 3
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O limite trigonométrico fundamental

Aula 4 — O limite trigonométrico

fundamental

Meta da aula

e Continuar a apresentacao de limites de funcgoes.

Objetivo

Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Calcular limites usando o limite trigonométrico fundamental.

Introducao

Este é um bom momento para fazer um balanco dos conteidos que
vocé aprendeu nas trés aulas anteriores. Em outras palavras, quais conceitos
novos voce conheceu? Quais limites voceé é ser capaz de calcular? Quais serao
os proximos passos? Bem, vejamos.

Em primeiro lugar, vocé deve ter uma clara idéia do significado da frase
matematica

lim f(z) = L,

r—a

inclusive de sua interpretacao geométrica.

Isso cobre uma boa parte do contetdo tedrico apresentado, digamos as-
sim. Do ponto de vista pratico, vocé deve saber que a partir das propriedades

elementares dos limites de fungoes, se p(x) é uma fungao polinomial, entao

lim p(z) = p(a).

r—a

Por exemplo,

lim_ (222 —2—2) = 2— V2,
z—/2

MODULO 1 - AULA 4
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Essas fungoes,
trigonométricas,
exponencial e logaritmo,
sao chamadas
transcendentes para
diferencia-las das fungoes
algébricas. Esse nome é
usado porque elas
transcendem o universo

das fungoes algébricas.

CEDERJ
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Mais ainda, voceé ja deve dar conta de algumas complicacoes, tais como

calcular
o3 =8 o Vt+2-2
lim —— ou lim ——.
=2 12 —4 t—2 t—2

Praticando bem, vocé deve ter encontrado as respostas 3 e 1/4.
Finalmente, vocé deve estar fluente na linguagem dos limites laterais.

Voce deve ter notado que as fungoes com que temos lidado até agora sao,
essencialmente, fungoes algébricas. Veja, as fungoes algébricas sao aquelas
funcgoes cujas leis de definicao envolvem um ntmero finito de operagoes ele-
mentares, além das inversas de funcoes que podem ser assim construidas.

Por exemplo, as funcgoes

3r—17

@ =55

g(z) = (293—|—5)2/3

sao funcoes algébricas.

Muito bem, estd na hora de incluirmos mais algumas fungoes no nosso
repertério de exemplos. As principais candidatas sao as fungoes trigonomé-
tricas, que ja frequentaram nossas aulas, pelo menos em rapidas apari¢oes
nos exemplos. Essas funcoes, além das fungoes exponencial e logaritmo, cu-
jas principais propriedades vocé aprendeu no Pré-Célculo, formarao a quase
totalidade de nossos exemplos.

Para lidarmos com essas fungoes, chamadas transcendentes, precisa-

remos de novas informagoes sobre os limites.

Veja, agora, o que queremos estabelecer nesta aula. Vamos mostrar que
as fungoes seno e cosseno sao bem comportadas em relagao ao limite, isto é,

vamos mostrar que, para todo nimero real a € R,

lim sen x = sen a e lim cos x = cos a.
r—a r—a
Isso parece pouco, mas nao é. Nés ja usamos essas informagoes em
alguns exemplos, nas aulas anteriores. Tudo o que vocé aprendeu sobre
limites mais o que vocé ja conhece de fungoes trigonométricas devem leva-
lo a crer na veracidade dessas afirmacgoes. Agora temos a oportunidade de
prova-las.

Muito bem, uma vez que dispomos dessas informagoes, passaremos a
lidar com problemas tais como calcular
sen bx 1+ cosx

lim —— ou lim
2—0 T =T L —T
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Veja, temos duas indeterminacoes, uma vez que os limites dos numera-
dores e dos denominadores sao iguais a zero. A técnica de que dispomos
até o momento para lidar com tais problemas é a fatoragao e a simplificagao
algébrica, que nao pode ser usada nesses casos, uma vez que as funcoes
envolvidas sao transcendentes.

Como sair dessa situagao? A resposta, em muitos casos, estd num limite
muito especial, chamado limite trigonométrico fundamental. Ele funcionara

como uma simplificacao, nesses casos. Vamos mostrar que

. sen x
Im —— = 1.
xz—0 X

Voceé aprendera a usar esse limite para levantar varias indeterminagoes

que envolvem funcoes trigonométricas.

Agora que definimos a agenda da aula, vamos trabalhar.

Teorema do Confronto

Voce esta prestes a aprender uma poderosa técnica de calculo de lim-
ites. Ela lhe sera ttil em muitas situagoes. Em linhas gerais, o Teorema do
Confronto afirma que, se uma funcao estiver — nas vizinhancas de um dado
ponto — ping¢ada por outras duas funcoes que tenham o mesmo limite nesse
tal ponto, entao ela terd o mesmo comportamento neste ponto — elas terao o

mesmo limite. Veja, novamente, com mais detalhes.

Teorema do Confronto

Sejam f, g e h funcoes tais que, para um certo nimero a, eriste um

numero r > 0, tal que
(a—r,a) U (a,a+r) C Dom(f) N Dom(g) N Dom(h)
e, para todo x € (a —r, a) U (a, a +r),
flz) = g(x) = h(x).

Nessas condigoes, se lim f(x) = lim h(z) = L, entdo

r—a r—a

lim g(x) = L.

r—a

MODULO 1 - AULA 4
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As funcgées f e h limitam,
superior e inferiormente, a
funcao g. Como ambas
tém limite L, quando x
tende a a, 0 mesmo ocorre

com f.

Figura 4.2

Graficos das fungoes
do Exemplo 4.1.

CEDERJ
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\

Figura 4.1
Gréficos de fungoes f, g e h, tais que f(z) > g(x) > h(x).

Ha uma versao gastronomica para o nome desse teorema — Teorema
do Sanduiche. Seja 14 qual for a sua escolha de nome, vocé vera que esse

teorema é muito ttil.

Veja como podemos aplica-lo, no exemplo a seguir.
Exemplo 4.1
Seja g : R — R uma fungao tal que, se |r — 3| < 2, entao

2
2 —6x+10 < g(z) < T ror o

3
Assim,
lirré g(x) = 1.
2
Realmente, se considerarmos f(z) = 22 —6x +10 e h(z) = —— +

2x — 2, um célculo direto mostra que liné f(x) =1 e lir% h(z) =

Portanto, o Teorema do Sanduiche garante que lirré g(z) =1.

Note que podemos adaptar o teorema para o caso dos limites laterais.

Por exemplo, se soubermos que, para algum ntmero a, existe r > 0, tal que
(a —r, a) C Dom(f) N Dom(g) N Dom(h)

e, para todo x € (a —r, a),

f(x) = g(z) = h(x),

com lim f(z) = lim h(z) = L, entdo

Tr—a—

lim g¢(z) = L.

Tr—a—

Com as devidas modificagoes nas hipdteses, obtemos o mesmo resultado
para os limites a direita de a.
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Aplicagoes do Teorema do Confronto

Vamos usar o teorema para calcular alguns limites.
(a) lim sen x = 0.
xz—0

Note que o valor absoluto do seno de um arco é menor ou igual ao valor

absoluto do arco. Em outras palavras,

VxeR, |sen x| < |x].

Veja, na figura a seguir, o que ocorre nas proximidades de zero.

sen AI
»
>

Figura 4.3

Arco x com o respectivo seno.

O semicirculo tem raio igual a um (circulo trigonométrico), enquanto
| sen x| é o comprimento do segmento vertical, |z| é o comprimento do

arco. Dessa forma, se x € R,

0 < |senz| < |z

Como lir% |z| = 0 (limites laterais) e lim 0 = 0 (limite da fungao

z—0

constante igual a zero), obtemos
lim |sen z| = 0.
x—0

Agora, usamos o seguinte:

Lema
Para todo a € R,

lim f(x) = 0 se, e somente se, lim |f(z)| = 0.

r—a

MODULO 1 - AULA 4
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Portanto,

llim sen z = 0.

z—0

Acabamos de calcular o primeiro limite de uma fungao transcendental.

Este foi um pequeno grande passo!
(b) lim cos z = 1.
z—0

Neste caso, usamos o fato de que, para qualquer x € R,

1 < cosx < 1—|z|.

Veja, na figura a seguir, os graficos das fungoes f(z) =1, g(z) = cosx
e hiz)=1—|z|.

»

g(x) = cosz

h(z) =1— |z|

Figura 4.4

Gréficos da fungao constante 1, cosseno e h(z) =1 — |z|.

Como lir% 1—|z] =1 e lin% 1 = 1 (limite da fun¢do constante

igual a um), obtemos

lim cosz = 1.
x—0
Atividade 4.1.
Esboce os graficos das fungoes f(x) = |x|, g(z) =senxz e h(x) =

— | x|. Vocé devera observar que, para todo = € R,

—|z| < senzx < |z

Use essa informacao para mostrar que lim sen x = 0.

z—0

CEDERJ
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Mudanca de coordenada

Um fato que usaremos com alguma freqiiéncia é que podemos reescrever

certos limites, fazendo uma mudanga de coordenadas para facilitar o calculo.

Lema

Considere a € R e seja x =1+ a, equivalente a t =x —a. Entdo,

lim f(z) = L se, e somente se, PI% f(t+a) = L.

r—a

A mudanca de coordenada corresponde a uma translacao da funcao na

direcao do eixo Oz.

—b—————— =
; a x

Figura 4.5 Figura 4.6
Gréfico da funcao f. Gréfico da funcao transladada.

Agora estamos em condigoes de mostrar que as fungoes trigonométricas

seno e cosseno sao bem comportadas em relagao ao limite. Isso quer dizer

que, para todo ntmero real a € R,

lim sen x = sen a e lim cosz = cosa.
r—a r—a
Veja, para mostrar que lim sen x = sen a, usamos a identidade
r—a
trigonométrica sen (a + b) = sen a cosb + cosa sen b, as propriedades de
limites, e os limites lirr(l] senx = 0 e lim cosx = 1, que acabamos de
r— r—

calcular, assim como a mudanga de coordenadas x =t + a.

MODULO 1 -
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lim sen 2z = lim sen(t+a) =
r—a t—0
= lim [sen a cost + cosa sen t} =
t—

= sen a [lim cost] + cosa [lim sen t} =
t—0 t—0

= sen a.

Atividade 4.2.

Use a identidade trigonométrica cos(a+b) = cosa cosb — sen a sen b
e as propriedades de limites de fungoes para mostrar, de maneira semelhante

ao que acabamos de fazer, que lim cosz = cosa.

r—a

O limite trigonométrico fundamental

E hora de lidarmos com novas indeterminagoes. Como lim sen x =

z—0

lim z =0, o limite do quociente, lim ¢ uma indeterminacao. Vamos
rz—0 z—0 x

levantar essa indeterminacao, mostrando que

. Sen r
lim = 1.
z—0 x

=1.

Na verdade, vamos mostrar que lim
=0 sen x

Aplicaremos, mais uma vez, o Teorema do Confronto. Para comecar,

observe as figuras a seguir.

A A
A O >
B
\C
DE
-
A O
Figura 4.7 Figura 4.8
Arco OC positivo. Arco OD negativo.

CEDERJ
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A Figura 4.7 representa a situacao em que o arco x, que liga O até C,
é positivo, enquanto a Figura 4.8 representa a situagao em que o arco x, que
liga O até D, é negativo. Como estamos tomando o limite quando x tende a

zero, basta que consideremos valores de x suficientemente proximos a zero.

Na situagdo em que x é positivo (Figura 4.7), o comprimento do seg-
mento OB é a tangente do arco z, enquanto o comprimento do segmento
AC' é o seno de x. Portanto, se = estd suficientemente proximo de zero, com
x > 0, temos

senzr < x < tgax.

Agora, veja a situagdo em que x é negativo (Figura 4.8). O comprimento
do segmento OF, com sinal negativo, é a tangente de x e o comprimento do
segmento AD, com sinal negativo, é a tangente de x. Assim, na situacao em

que z esta préximo de zero, com x < 0, temos

senz > x > tgax.

Resumindo, se = é um valor suficientemente préximo de zero,

p

sen
senzr < x < se x> 0;
CcoS &
sen
senx > r > se =z <0.
CcoS &
\
1

Multiplicando ambas inequagoes por (lembre-se, estamos con-
sen x
siderando valores de x préximos a 0, mas diferentes de 0), obtemos o0 mesmo

resultado,
x 1
<

1 < < .
sen x coS T

Realmente, no caso z < 0, sen x < 0, e as desigualdades sao invertidas

Nno processo.

. 1
Otimo! Agora, se fizermos f(z) =1, g(z) = T e h(z) = =
T

coS T
sec I, como hr% f(x) = hm0 h(z) = 1, o Teorema do Confronto garante que
r— r—
) x
lim = 1. Portanto,
z—0 sen T
. 1 sen
lim — = lim = 1.
x—0 x—0 €x

sen xr

Agora que estabelecemos o limite trigonométrico fundamental, vamos

aprecia-lo um pouco, do ponto de vista geométrico.

MODULO 1 - AULA 4
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O limite trigonométrico fundamental

Interpretacao geométrica do limite fundamental

. senx .
Quando afirmamos que lim = 1, estamos dizendo que, para
T— €T
L. - sen x )
valores proximos de zero, a fungdo f(z) = assume valores mais e

x
mais proximos de 1. Veja o grafico da funcao na figura a seguir.

A
1

el B g

Figura 4.9
Gréfico da funcao f(z) = Sel; L

Uma outra interpretacao para esse limite é que as fungoes g(x) = sen z
e h(r) = =z (funcdo identidade) tornam-se cada vez mais parecidas, a
medida que os valores assumidos por z pertencem a uma pequena vizi-nhanca
de zero. Assim, se x assume valores muito proximos de zero, porém é diferente

nx . .
~ 1. E claro que a maneira adequada

se
de zero, sen x ~ x e, portanto,

de dizer isso é colocar
. osen x
lim = 1.
x—0 X

A informagao dada pelo limite é de carater local, isto é, quanto mais
préoximos do ponto em questao sao tomados os valores de x, mais precisa
serd a informagao. O limite descreve o comportamento da fun¢ao em uma

pequena proximidade do ponto em questao.

Veja os gréficos de g(x) =sen e de h(x) =z em duas vizinhancas
de zero. Uma de raio bem proximo de zero (Figura 4.11) e outra de raio

relativamente maior (Figura 4.10).

Figura 4.10 Figura 4.11
Graficos de g e de h numa (grande) Gréfico de f e de g numa (pequena)
vizinhanca de zero. vizinhancga de zero.
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Aplicacoes do limite fundamental trigonométrico no

calculo de outros limites

Do ponto de vista operacional, espera-se que voceé use o limite trigonomé-
trico fundamental para calcular outros limites trigonométricos. Dessa forma,
o limite trigonométrico fundamental faz o papel das fatoracoes algébricas

u-sadas nas aulas anteriores para calcular os limites.

Para isso, devemos ficar atentos ao argumento da funcao seno. Veja, se
lim f(z) = 0, entdo,
r—a

Exemplo 4.2

Vamos calcular

sen bx

lim
x—0 X
Neste caso, o limite do argumento da fun¢ao seno, 5z, é zero, quando

x tende a 0. O problema é que o denominador difere do argumento por uma

constante. Portanto, precisamos fazer um pequeno ajuste. Veja:

lim sen bx ~ lim 5sen Sx _ 5 lim sen dSx 5.1 - 1
x—0 x x—0 5[13' z—0 x
Exemplo 4.3

Veja o ajuste necessarios para calcular o limite a seguir.

T (x—1) _ iy e (x—1) _
=1 g2 —1 a—1 (x —1)(z+1)

— im [sen (z—-1) 1

e=1 L (z—=1)  (z41)
1

= 1 - =

_ !

= 5

CEDERJ
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Exemplo 4.4
Nem sempre o limite resulta numa constante nao-nula. Aqui estd um exemplo

dessa situacao.

=0 =z 2—0 z(cos 22)

Neste caso, precisamos multiplicar o numerador e o denominador por x
para que o argumento de seno, a funcao y = 2, aparecesse no denominador.

Esse tipo de manobra é comum no calculo do limite.

Exemplo 4.5
O exemplo que estudaremos agora requer outro tipo de manobra. Vamos
calcular

. l—cosz

lim ———.

x—0 €x

E claro que o limite apresenta uma indeterminacao, pois os limites
do numerador e do denominador sao ambos zero. No entanto, nao temos,
exatamente, a funcao seno em vista. Nesse caso, usaremos, também, um

truque que voce ja conhece — o conjugado!

. l—coszx . (1 —=cosx)(1+ cosx) . 1 —cos?x
lim — = lim ] lim [—] =
z—0 x z—0 L x (14 cosx) =0 Lz (1+ cosx)
. [ sen’x _ x (sen? z)
= lim —] = lim [—} =
=0 Lz (1+ cosx) =0 La?(1+ cosx)
_ pyg SR T sen x }:1_1_020'
—0 L x 1+ cosx

Consideracoes finais

Chegamos ao fim da aula, mas nao ao fim das aplicagoes do Teorema do
Confronto. A demonstracao desse teorema, assim como as demonstracoes dos
dois lemas apresentados nesta aula, decorrem naturalmente da definicao de

limite. Voltaremos a falar sobre elas. No momento, o importante é aprender

CEDERJ m |




O limite trigonométrico fundamental

as suas interpretacoes geométricas, assim como as suas aplicagoes nos calculos
dos limites.

Veja, nesta aula vocé aprendeu que as fungoes trigonométricas sao bem
comportadas em relagao ao limite, assim como a usar o limite trigonométrico
fundamental para levantar algumas indeterminacoes que envolvem funcoes
trigonométricas. Nao deixe de praticar o que aprendeu, fazendo os exercicios

propostos.

Exercicios

1. Calcule os seguintes limites:

sen 3x x
1 — b) li
(2) a—0 2z (b) 20 sen z
2__1 3 2
(¢) lim sen (2 — 1) : d) lim — 2%
7—1 r—1 z—0 tgx sen x
1 —cos 3z ) 1 —secx
(0) im — 7 (0 fm —5—
tg? 3x . sec 3r —sec T
| — h) 1 )
() lim ——— (h)  lim . :
(i) lim sen r sen 3x ; () lim T +sen x .
=0  tg2x tgdx w0 22 — senx
2. Use as propriedades elementares de limites de fungoes e os limites
2n+1)w

calculados na aula para mostrar que, se a # , para todo nimero

2
inteiro n, entao

lim tgx = tga.

r—a

O que voce pode dizer a respeito das outras fungoes trigonométricas?

3.
O Teorema do Confronto pode ser usado para mostrar que o resultado

a seguir é verdadeiro.

MODULO 1 - AULA 4
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Teorema
Considere duas funcoes f e g com as sequintes propriedades:

(a) para um certo a € R, existe um r > 0, tal que
(a—r,a)U (a,a+71) C (Dom(f) N Dom(g));

(b)  existe um M > 0, tal que, se x € (a —1,a) U (a,a + 1), entdo
g(x)| < M;

(c)
lim f(z) = 0.

r—a

Entao,

lim (f(z)-g(z)) = 0.

r—a

Resumindo, o limite do produto de duas fungoes, uma delas limitada e

a outra com limite igual a zero, também ¢ zero.

A idéia da prova é a seguinte: para z € (a —r, a) U (a, a +r),
0 < |f(z)-g(@)] < [f(z)| M.

Como lim f(x) = 0, sabemos que lim |f(z)|M = 0.
Agora, o Teorema do Confronto garante que lim |f(z)-g(z)] = 0 e,

portanto, glglgflz (f(z) g(x)) = 0.

Use o resultado para calcular os limites a seguir.

z—0 2x x—0 2

(a) lim 22 sen (i) ; (b) lim (sen 22) cos (i) ;

(¢) lim (vVz—1) cos((x_ll)g) ; (d) lim +/ sen (%) |

z—1 z—0+

CEDERJ




O limite trigonométrico fundamental

4. Sabendo que, para valores de x préximos a zero,

1 22 _ 1 —cosx _ 1
2 24 x? 2’
R . . . 1 —cosz
o que voce pode dizer a respeito de 111% 72?
T— x

5. Construa uma funcao f : R — R satisfazendo as seguintes condigoes:

(a) lim |£(2)] = 1;

(b) f nao admite limite quando x tende a 0.

Sugestao: pense em um degrau, por exemplo, e use os limites laterais.

MODULO 1 - AULA 4

CEDERJ
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| MODULO 1 -
Aula 5 — Limites envolvendo infinito —

primeira parte

Ao infinito ... e além!

Buzz Lightyear, Toy Story

Meta da aula

e Estender o conceito de limites de fungoes aos casos que envolvem o

simbolo oo.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e Calcular limites infinitos quando =z —a,  —a™ ou = — a.

e Identificar e representar geometricamente as assintotas verticais dos

graficos de fungoes.

Introducao

Nesta primeira aula sobre limites envolvendo infinito, vocé aprenderd o

significado de simbolos tais como

lim f(z) = 4+ o0,

r—a™t

e descobrira como reconhecer quando isso ocorre. Assim vocé aprendera a cal-
cular estes limites. Além disso, também conhecerd a interpretagao geométrica
desses limites. Antes de mais nada, leia a seguir um pequeno histérico sobre

o0 assunto.

CEDERJ
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Nanotecnologia é um
conjunto de técnicas que
visam a estender a
capacidade humana de
manipular a matéria até
os limites do dtomo.

O dominio da
nanotecnologia permitiria
criar novos materiais e
produtos usando a
capacidade da tecnologia
moderna de ver e
manipular dtomos e
moléculas.

Ela permitiria entre outras
coisas, aumentar
exponencialmente a
capacidade de armazenar
e processar dados dos
computadores, criar novos
meios de aplicar
medicamentos e gerar
materiais mais leves e
mais resistentes do que os
conhecidos.

CEDERJ m
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Breve historico

Infinito nao é uma nogao exclusiva dos matematicos. Nas mais difer-
entes areas do conhecimento humano, deparamo-nos com coisas que sao

muito, muito grandes e, também, coisas extremamente pequenas.

Veja a manchete estampada numa certa pagina de internet em 23 de
setembro de 2004: “Cientistas registram colisao frontal de galaxias”. Uma
equipe internacional de cientistas observou a colisao frontal de dois conjun-
tos de galaxias — uma “tempestade césmica perfeita”. Segundo um dos

cientistas, “viu-se a formacao de um dos maiores objetos do universo”.

No outro extremo deste espectro, encontramos, ja sem surpresas, coisas
como exames de DNA, que revelam as partes mais infimas de que somos
feitos, ou ainda, lemos reportagens que nos preparam para um novo mundo

servido por novidades da nanotecnologia.

S6 para citar dois pioneiros, Anaximandro (610 - 540 a.C.) inaugurou
esse debate posicionando-se favoravelmente ao infinito: o universo contém
uma infinidade de mundos, a duracao do universo é infinita, e assim por
diante. Ele foi citado e rebatido por Aristételes (384 - 322 a.C.).

Vocé deve concordar que o conjunto dos niimeros naturais é, pelo menos
potencialmente, infinito, no sentido que, nao importa até quanto contamos,
sempre podemos seguir adiante. Sobre isso, Aristételes poderia dizer que os
nimeros nao sao coisas que existem fora da mente humana e, portanto, nao

formam algo realmente infinito.

Como voceé pode ver, a questao é, no minimo, delicada. Mas nés vamos
nos refugiar nas aguas tranqiiilas da Matematica. Nossa tarefa sera bem mais

simples. Muito bem, vamos a isso!

Limites infinitos

O simbolo lim+ f(z) = + 00 serd usado para indicar situagoes nas
r—a
quais os valores de f(z) tornam-se arbitrariamente grandes, na medida em
que calculamos f em valores de x > a, mais e mais proximos de a.
Um exemplo simples dessa situagao ocorre nas vizinhancas de zero, no

caso da fungao f(x) = —.
x
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| MOoDpULO 1 -
Exemplo 5.1
Veja, a seguir, uma tabela com alguns valores de x e de f(x), assim como
um esbogo do seu grafico.
A
x f(z)
1 1
0.5 2 |
025 | 4 L
EET
0.01 100
0.0001 | 10000 Figura 5.1
Gréfico da fungao f(x) = —, para = > 0.
X
Na verdade, essa tabela sugere o comportamento dos valores de f(x),
na medida em que tomamos, para x, valores mais e mais proximos de zero,
pela direita. Esse comportamento sera expresso por
1
lim — = 400
z—0t T
Geometricamente, esta situacao corresponde ao que chamamos assintota
vertical do grafico da funcao.
No entanto, precisamos explicitar um pouco mais o que queremos dizer
com lim+ f(z) =+ oc. E verdade que o exemplo ¢ eloqiiente, mas a questao é
r—a
delicada. Parte do problema esta no fato de que grande, assim como pequeno,
sao conceitos relativos. Veja, nos dois préximos exemplos, as dificuldades que
podemos encontrar.
Exemplo 5.2
V. d I 1 —2000x
amos considerar o lim ————.
z—0+ 1000 22
Olhando a tabela a seguir, assim como o grafico da funcao g(z) =
1 —2000x .
00022 gerado num computador, sobre o intervalo [0.001, 0.1], a qual
x
conclusao vocé chegaria?
CEDERJ
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x 9(x)
0.1 ~19.9
0.01 ~190.

0.009 | —209.8765432

0.004 —437.5
0.002 —750
0.001 —1000

X
0.092 O.q06 O.pl O.q14 0.q18

0
—100 -

—200 A
—-300 A
y-400 7
—-500 1
—600
—700 A

—800 -

Figura 5.2

1-2
Gréfico da funcao g(z) = ﬁ

A impressao é que, ao tomarmos valores de x mais e mais perto de

zero, passando de 0.1 para 0.001, os valores de f(x) se afastam de zero,

na direcao negativa, passando de aproximadamente —20 para —1000. Se

basedssemos nosso estudo apenas nessas informagoes, tenderiamos a respon-

der 9611)1%1+ g(x)

= —oo. No entanto, resta a pergunta: teriamos tomado

valores de x suficientemente proximos de zero para determinar o comporta-

mento da funcao? A resposta é nao! Veja a préxima série de valores assim

comag o ggjéﬁco de g S%)}re um
0.1 —19.9

0.0009 | —987.654321
0.0006 | —555.555556
0.00051 | —76.893503
0.0005 0
0.0002 15000
0.0001 80 000

intervalo um pouco maior.

1500 4
1000 1

500

.002 0.006 0.0

500

—1000 1

—1500 -
Figura 5.3
1 —2000x

Gréfico da funcao g(z) = 1000 22
x

Voce deve ter notado que os graficos estao com a escala de x diferente da

escala de y. Caso contrario, nao poderiamos interpreta-los adequadamente.

CEDERJ m

Na verdade, o que ocorre é

z—0t

1 —-2000x

00022

Até o fim da aula vocé aprendera a fazer este tipo de calculo.
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O exemplo a seguir nos reserva ainda outro tipo de surpresa.

Exemplo 5.3

1000
Agora, vamos estudar o mlirg+ ﬁ

1000
Veja uma tabela com alguns valores de z e de h(z) = J, assim
8% +0.01
como o seu grafico, no intervalo [0.0009, 1].
r g(x)
10 | 1.262484219 80000 1
2 31.3027179 60000 |
1 124.968789 40009 ]
0.2 | 3030.909091
20000
0.05 33335.0
0 02 04y 06 08
0.001 | 99920.16387
Figura 5.4
0.0009 | 99935.33190 ) - 1000 +
Gréfico da fungao h(z) = S22 001"

Novamente, uma anélise precipitada, que levasse em conta apenas esses

dados, nos levaria a crer que lim 1000 + =
vari rer que lim — —
| A0 B2 1 0.01

estarfamos incorrendo em outro erro. Neste caso, a fungao tem limite (finito)

= +00. Se fizéssemos isso,

no ponto zero. Veja o seu grafico numa outra perspectiva.

100000

-0.1 -0.06 -0.02 00.02 9.06 0.1

Figura 5.5
Gréfico da funcao h(x).

1000
Um simples calculo nos mostra Ji%l Wg& = 100 000.

Portanto, ao estabelecer o significado do simbolo

lim f(z) = + o0,

z—a™t

CEDERJ m
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A condigao

(a, a+ R) C Dom(f), para
um certo R > 0, garante
que a fungdo f esta
definida & direita de a e,
portanto, faz sentido

considerar lim  f(z).
z—at

CEDERJ
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precisamos ter a certeza de que os valores de f(z) ndo apresentam comporta-
mentos do tipo daqueles ilustrados nos dois exemplos anteriores. A definicao

que apresentaremos a seguir nos garantira a exclusao de tais problemas.

Definicao 1

Considere f uma funcado tal que, para um certo R > 0,

(a, a+ R) C Dom(f).

Dizemos que
lim f(z) = +00

z—at

se, para cada M > 0, existe umr >0 (R >1r > 0) tal que, se x €
(a, a+r1), entao f(x)> M.

Assim, quando afirmamos

lim f(x) = 4+ oo,

z—at

estamos dizendo que, para cada reta horizontal y = M, ha um (pequeno)

intervalo de comprimento r >, (a, a+7r), tal que, se = € (a, a+7), entao

f(x) > M.

Isso quer dizer que a restricao do grafico de f ao intervalo (a, a + 1)

estd acima da reta y = M, conforme a ilustracao a seguir.

;z ;1+r >
Figura 5.6
Gréfico de fungdo tal que limz — a™ f(x) = + oo.
1000 + z
Lembre-se d lo 5.3. C ifico de h(z) = ———— na
embre-se do exemplo omo o grafico de h(z) S22 10,01 "2

ultrapassa a reta y = 100001, o limite de h(zx), quando z tende a zero, pela

direita, nao pode ser infinito.
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Fazendo as devidas adaptacoes, obtemos as defini¢oes para

lim+ f(z) —o0, lim f(z) = 400 e lim f(x) — 0.
Veja mais um caso.
Definicao 2
Considere f uma funcado tal que, para um certo R > 0,
(a — R, a) C Dom(f).
Dizemos que
lim f(x) — 00
se, para cada M > 0, existe um r >0 (R >1r > 0) tal que, se x € (a—r, a),
entao
f(z) < —M.
Veja a representacao grafica desta situagao.
A
-M
Figura 5.7
Grafico de fungao tal que limx — a~ f(z) = — o0
Veja alguns exemplos.
Exemplo 5.4
Aqui estao alguns exemplos de limites infinitos.
) 1 . -2
(a) lim — — 00 ; (b) lim = +00 ;
z—0- T z—0- Sen T
() i n (d) i 322 +1 n
¢) lim = 400 ; im —— = 400 .
z—9t \/7 -3 ’ z—07F (.CL’ — 1)2
Além disso, se lim f(r) = +oo e lim  f (x) + 00, dizemos
simplesmente que

lim f(z) = + 0.

r—a

| MODULO 1 -
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Da mesma forma, se lim f(z) = —o0 e lim flz) = —o0,
T—a— r—a
dizemos simplesmente que
lim f(z) = —o0.
r—a

Atividade 5.1.

Considerando o grafico da fungao f na figura a seguir, determine os

limites indicados.

2

an

Figura 5.8

4 |-

Gréfico da funcao f.

(a) T f(2) 0) Jm  f@); () Jm f();
(@) Jm o f() () lm  f(x); (f) Jim f(z)
(&) lim  f(z) () L f(2) () lim f(x).

Assintotas verticais

Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical do grafico de f se

ocorrer algum dos seguintes limites:

lim f(z) = —o0; lim f(z) = +o00;
lim+ flz) = —o0; lim+ flz) = +0.
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Exemplo 5.5
20 — 3

Vamos determinar as assintotas verticais da fungao f(x) = P E—
2?2 —x—

Aqui esta a oportunidade de vocé aprender a calcular os limites infini-
tos. As situagoes tipicas sao de funcgoes cuja lei de definicao é dada por um
quociente. Para que o limite de f(z) seja infinito, quando z tende a a, é pre-
ciso que o limite do denominador, quando = tende a a, seja zero, e o limite
do numerador seja diferente de zero. Neste caso, todo o trabalho consistird
em fazer uma andlise dos sinais para determinar se o limite serd 4+ oo ou

— Q.

Comegamos calculando o dominio da funcao, determinando as retas
candidatas a assintotas verticais. Nesse caso, para que f esteja bem definida,
é necessdrio que x? — z — 6 # 0. Portanto, Dom(f) =R — {2, 3}.

Vamos estudar o comportamento de f nas vizinhangas dos pontos —2
e 3. Para isso, usaremos os limites laterais. Veja, a seguir, a analise dos

sinais da funcdo que estd no denominador, y = 2> — x — 6.

R e i e ot Tt T+
-2 3

Muito bem, estamos preparados para calcular os limites.
2¢x — 3
a) lim —— = —o0.
(a) e——2- 12— —6
Realmente, quando x tende a —2, o numerador y = 2z — 3 tende a —6.
A anélise de sinais feita anteriormente mostra que, se x tende a —2, pela

esquerda, o denominador tende a zero com sinal positivo. Assim, o limite de
20— 3 . ,
flz) = P — quando z tende a —2, pela direita, serd — oo.
x?—x—
2x — 3
(b) lim — = +o00.

t——2v 12— —6

Neste caso, o numerador continua com o sinal negativo, mas quando
x tende a 2, pela direita, o denominador tente a zero com sinal negativo,

como pode ser visto na sua andlise de sinal. Portanto, o limite de f(z) =

20 — 3 . [
P E——t com x tendendo a —2 pela direita, serda + oo.
x?—x—

. 20— 3
(¢) lim ———— = —o0.
t—3- x°—1x—06
Veja como a situacao mudou, uma vez que o limite do numerador,

quando x tende a 3, é positivo. Quando z tende a 3, pela esquerda, o
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denominador tende a zero com sinal negativo. Concluimos que o limite de

2x — 3
f(z) = 2£E76’ com z tendendo a 3 pela esquerda, serd — oo.
x2—x—
2 — 3

(d) lim —— = +o0.
a—3t 22— 1 —06
Neste caso, a situacao do numerador nao se alterou e o denominador

. - o 20 — 3
tende a zero com sinal positivo. O limite de f(x) = S m e
x?—x—
tendendo a 3 pela direita, + oo.
Assim, o grafico de f tem duas assintotas verticais: z = —2 e x = 3.

Veja um esbogo de seu grafico.

|
|
|
|
|
'3
|
|
|
|
|
I

|
|
|
|
|
_2:
|
|
|
|
|
|

Figura 5.9
Grafico da funcao f.

Aqui esta mais um exemplo.

Exemplo 5.6

Vamos encontrar as assintotas verticais da fungao

7 — 12z +2)

g(x) = (

calculando todos os possiveis limites infinitos.
Comegamos determinando o dominio da funcao. Essa parte é facil: o
dominio de g é o conjunto R — { —2, 1}.
Agora, a analise do sinal da fungao que se encontra no denominador,
y=(z—1)>*z+2).
R
—————— S S S S S

—————— S i e B S AR

—2 1
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Como nao hd mudanca de sinal de y = (z — 1)%(z + 2) nas vizinhangas
de 1, podemos calcular diretamente o limite da funcao.
x

I _
AR P TPy B

pois, quando z tende a 1, o limite do numerador é 1 > 0 e o limite do
denominador é zero, mas a fungao y = (z — 1)*(z + 2) é positiva em todos

os pontos de uma certa vizinhanca em torno de 1.
Para —2 usaremos os limites laterais, pois y = (z—1)?(x+2) é negativa
a esquerda de —2 e positiva a direita. Como o limite do numerador, quando
x tende a —2, é negativo,
x x

I _ I S
e S o § T o) e S o Y prpun DT rorm) SR

Veja um esboc¢o do grafico de ¢, na figura a seguir.

\

Figura 5.10
Grafico da funcao g.

O préximo exemplo mostra uma funcao que tem uma infinidade de

assintotas verticais.

Exemplo 5.7
A funcao tangente é um exemplo de funcao que, por ser periddica, apresenta

uma infinidade de assintotas. Veja o seu grafico.
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Figura 5.11

Gréfico da funcao tangente.

Aqui esta uma oportunidade de testar as suas habilidades. Vocé podera

colocar em pratica as analises de sinais que aprendeu no Pré-Célculo.

Atividade 5.2.

2k + 1)
Seja a = %, tal que k € Z. Fazendo a andlise de sinais de
y=senz e de y = cosz, numa pequena vizinhanga de a, mostre que
lim tgz = +o0 e lim+ tgxr = —oo0.

Resumo da épera

Limites infinitos, com x — a, ocorrem quando ha um quociente, com
o limite do numerador sendo um numero diferente de zero e o limite do

denominador igual a zero.
Geometricamente, esses limites correspondem as assintotas verticais.

Veja também que é possivel termos um dos limites laterais sendo infinito

e o outro finito. Isso é suficiente para caracterizar uma assintota vertical.

Do ponto de vista operacional, tudo o que temos de fazer é uma analise

de sinal, do tipo que vocé aprendeu a fazer no Pré-Calculo.

O limite do numerador é positivo? E negativo? E o limite do denomi-

nador vai a zero com sinal positivo? Com sinal negativo?

Os limites laterais desempenham um importante papel. Veja ainda

mais um exemplo.
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Exemplo 5.8

Calcule xligli i g, 3 paraa= —lea=3.

lim —— = —o0,

pois lim 2z+1 =—-1 e lim 2*—22-3 =0".

r——1- rz——1"

As outras respostas sao:

i 20+ 1 .
im —— =
o1t a2 — 21 —3 >

I 2z +1
m —————— = —
il x2—2x —3 ’

i 20+ 1 n
im —— = 4o0.
t—3+ 12— 20 —3

Veja o grafico da fungao.

v

Figura 5.12

Gréfico da funcao f(z) = 2o 41

2 —2x—3

E bom saber da existéncia de coisas menos comportadas. Por exemplo,

+

ha casos de fungoes nao limitadas, quando x — a™ e o limite nao é do tipo

f(z) — o0 ou f(x) — —oo0.

Aqui estd um tal exemplo: 3 lim — cos —. O grafico de [ oscila de
a—0t T x
valores positivos para negativos e vice-versa, tomando valores cada vez mais

afastados da origem.
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1000
800
600
400
200

ﬂvAv -
0 0.2
~200
—400
-600
-800

-1000

Gréfico da funcao f(z) = €

04 x06 08 1

1
5 cos —, para z > 0.
x x

Vocé sabia que, em alemao, se diz unendlich para infinito? Soa bem

poético, nao? Muito bem, estd na hora de parar, pois vocé ainda tem a

lista de problemas para fazer. Na proxima aula continuaremos a falar sobre

limites envolvendo infinito.

Exercicios

1. Calcule os seguintes limites:

T+ 2
(a) mligl* xr—3 ’
x —3)
(C) mEI—I}Jr 1’2 —1 ’
(e) lim VI =5 ;
r—1— 1 — \/E

(g) lim secz ;

r—nt

3z

1—ez ’

(i) lim

z—0~

2.  Determine as assintotas verticais da funcao f(z) = yR

()

. x?—4
lim ;
1+ 22 —1
. 2 =1
lim :
z——1- x+1
I *
im
e—2/3+ 2—3x

lim cotgx ;
x—2mt

. 2z
lim — .
z—1+ Inzx

5+ calculando

todos os seus possiveis limites infinitos.

3. Determine as assintotas verticais da fungao g(x) =

11—z
3 —2x2 —x+ 2’

calculando todos os seus possiveis limites infinitos.
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4. Dé um exemplo de uma funcao definida em R — Z que tenha z = n

como uma assintota vertical, para cada n € Z.

5.

Determine o valor de a tal que

. r—3
lim —————— = —00.
z—1t 4 —ax+1

CEDERJ
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Aula 6 — Limites envolvendo infinito —

segunda parte

Meta da aula

e Estender o conceito de limites de fungoes aos casos que envolvem o
simbolo oco.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Calcular limites do tipo lim f(z) =1L e

T—+ 00

lim f(z)=+o0.

T—+ 00

e Identificar e representar geometricamente as assintotas horizontais dos

graficos de fungoes.

Na aula anterior, vocé aprendeu a usar o simbolo oo para indicar na
expressao lim f(x) = 4+ 0o, por exemplo, que para valores suficientemente
r—a
préoximos a a, os valores correspondentes f(z) tornam-se arbitrariamente
grandes. Além disso, a expressao glﬂm(ll f(z) = 4+ o0 deve ser lida assim:
—

limite de f(x), quando z tende a a, é infinito.

Até 1655, o simbolo oo era usado como uma alternativa para M, repre-
sentando 1000 em algarismos romanos quando, por sugestao do matematico
ingles John Wallis, passou a representar infinito. Como vocé pode ver, a

sugestao foi bem aceita pela comunidade matematica.

Algumas propriedades dos limites infinitos

Com a extensao da definicao de limites de funcoes a casos envolvendo
infinito, obtemos uma série nova de propriedades que estabelecem algo assim

como uma aritmética com infinito.

Suponha que lim f(z) = +o00, lim g(z) = +00 e lim h(x) = L.

Entao,

MODULO 1 - AULA 6

John Wallis (1642 -
1727) foi um precursor do

Célculo. Sua principal
obra é Arithmetica
Infinitorum (Aritmética
do Infinito), publicada em
1656. H4 uma tradugao
recente desse livro para o
inglés, publicada pela
Springer-Verlag. Apesar
de algumas imprecisoes,
esse livro desempenhou
papel importante ao
aprofundar e divulgar as
idéias de Descartes e de
Cavalieri, sobre a
Geometria Analitica e
sobre o cédlculo de areas de
regioes delimitadas por
curvas algébricas.
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r—a
r—a

r—a

r—a

b.sea € R a#0, lim af(x) =

Além disso, as afirmagoes continuam verdadeiras se trocarmos r — a

por v —at ou x — a".

Exemplo 6.1
p . sen x . 1
Ja sabemos que lim =1 e lim — =+ oo. Portanto,
z—0 T z—0 I
) sen x 1
lim [ + —] = 400
z—0t X T
Atencao!
Se lim f(z) =+ o0 e lim g(z) = — o0, o limite da soma das fungdes,

lim [f(2) + g(=)],

r—a

é uma indeterminac¢ao do tipo co — 0o, pois o resultado é imprevisivel. Veja

o exemplo a seguir.

Exemplo 6.2
Voce vera que uma pequena alteracao na funcao pode modificar, de maneira

dramatica, o resultado do limite.

Vamos calcular

I 1 n a
im
r—3+ |2 — 3 2 —2x—3|’

para os seguintes valores de a: —3, —4 e —5.
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E claro que lim =+ 00.

e—3t T —3
Para a <0, como 2% — 2z — 3 = (v + 1)(z — 3),

. a
lim ———F———0 = — 00,
z—3t 1% —2x —3

pois lim 2> —2x—3 =0, mas,sez >3, y=a>—22x—3>0.

z—3t
Portant <0, li L ,__ ¢ ‘ wma indeterminaca
ortanto, se a im ¢ uma indeterminacao
’ Ta—3t |z -3 22 —22 -3 ¢
do tipo co — oo.
No entanto,
1 n a o+l +oa
r—3 (z+1D(x—-3) (z+1)(z—3)
Caso a = —3

Se fizermos a igual a —3, o limite serd +o00. Veja:

lim t-2 =+ 00
—3+ (x4 1)(z—3) ’

pois lim (z—2) = 1>0.

r—31
Caso a = —4

Neste caso, o resultado é finito.

. r—3 . 1 1
lim = lim )
r—3+ (ZL’ + 1)([[’ — 3) z—3+ T+ 1 4

Caso a = —5
Finalmente, para a = —5, o limite sera —oo.
i r—4
im = —00
o3t (z+1)(z — 3) ’
pois xlirilgl+ (x—4) = —1<0.

MODULO 1 - AULA 6

Aqui estéd a andlise do
sinal de y = 22 — 2z — 3.

4+ - = -+ 4+
L4 L J
-2 3
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Conclusao:

Para diferentes valores atribuidos a constante a, o limite resultou, ora
+00, ora um numero real, ora —oo, ou seja, em situacoes como essa, nao

descuide, aja com cuidado!

Atividade 6.1.

Determine o valor de k, tal que

lim 3 n k
1
T——2" T+ 2 1’2 —4

seja finito. Para quais valores de k o limite anterior serd —oo?

Limites de funcoes no infinito

Até agora nés temos usado o limite como uma ferramenta para estudar
o comportamento dos valores de uma dada fungao f, nas vizinhancas de um

certo ponto a.

Nosso préoximo passo sera usar o limite para estudar o comportamento
dos valores de f(z) quando tomamos para z (ou para —z, dependendo do
caso) valores arbitrariamente grandes. Isto é, queremos estabelecer sentido
para as expressoes

lim f(z) e lim f(z).

T——+ 00 r—— 00

Devido a similaridade entre as duas situagoes, vamos nos concentrar no

caso xE:inoo f(z).

Para que a expressao possa ter algum sentido, é necessario que
[b, +00) C Dom(f),

para algum numero b, caso contrario, nao poderiamos tomar valores de f(x),

para valores arbitrariamente grandes de x.
H& duas situacoes especiais que queremos distinguir:

(a) para valores arbitrariamente grandes de z, os valores de f(z) também
se tornam arbitrariamente grandes (ou entao os valores de — f(x) tornam-se

arbitrariamente grandes);

(b) na medida em que tomamos valores maiores e maiores para x, oS va-
lores correspondentes f(x) tornam-se arbitrariamente préximos de um certo

numero L.
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Essas situagoes serao denotadas por

(@) lim f(z)=+o00 (ou — 00); (b) lim f(x)= L.

Tr—+ 00 Tr—+ 00

Exemplo 6.3

Considere n um inteiro nao-nulo. Entao,

+ 00 se n > 1;
lim 2" =
T—+ 00
0 se n<-—1
Em particular,
lim 2% = + o0, lim — = 0,
r—+ 00 r—+ 00 :(}2
. ) -2
lim —22° = — oo, lim = — 0.
Tr—+ 00 Tr—+ 00 €T

Interpretagao geométrica

E muito importante saber interpretar geometricamente o significado

desses limites no infinito. Comegaremos com o caso ligrn f(z) = L (ou
lim f(z) = M). Se lirfl f(z) = L (respectivamente, lim f(x) =

M), diremos que a reta y = L (respectivamente, y = M) é uma assintota
horizontal do grafico de f. Isso quer dizer que, para valores cada vez maiores
de z (respectivamente, de —z) o gréfico de f torna-se mais e mais préximo

daretay =L (y = M). Veja alguns exemplos.
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Exemplo 6.4

Veja, nas figuras a seguir, graficos de func¢oes com assintotas horizontais.

Figura 6.1 Figura 6.2
Funcao f Funcéao g
Assintota horizontal y = 2. Assintotas horizontais y =2 e y = —2.

A

Figura 6.3 Figura 6.4
Funcao h Funcao k
Assintota horizontal y = 2. Assintotas horizontais y =3 e y = —3.

A fungao f (Figura 6.1) tem uma tnica assintota horizontal. Neste
caso, lim f(x)= liljrn flz) =2.
A fungao ¢ (Figura 6.2) tem quatro assintotas: duas verticais e duas

horizontais. Veja quais sao seus limites infinitos e no infinito:

lim g(x) =2, liljrn g(x) = -2, lim2 g(x) =400 e hI% g(z) = — 0.

Algo interessante ocorre no caso da fungao h (Figura 6.3). Esta funcao
certamente nao é polinomial (por qué?). A reta y = 2 é a unica assintota do
grafico da fungao, pois li:in h(x) = 2, mas o gréfico de h oscila em torno
da reta, com amplitude cada vez menor, na medida em que tomamos valores

cada vez maiores para .

Finalmente, no caso da funcao k, nao ha assintota vertical, mas duas

assintotas horizontais, pois lim k(z) = -3 e liljrn k(x) = 3.
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Interpretagao geométrica de liin f(x) = +
T—T OO

Aqui estd a definicao de liljrn f(x) = 4+ o0, necesséria para podermos

interpreta-la geometricamente.

Definicao
Dizemos que liin f(x) = +o00 se, e somente se, para cada M > 0

existe um numero r > 0, tal que, se x > r, entao f(x) > M.

Isso significa geometricamente que, dada uma altura M > 0 qualquer,
existe um numero r suficientemente grande, tal que a parte do gréafico de

f sobre o intervalo [r, +o00) fica acima da reta y = M.

M ,,,,,,,,,,,,,,, 1 _____
~ .,
o
Figura 6.5
Gréfico de funcao em que liin flz) = +o0.

Na Figura 6.5, vocé nota que o grafico de f sobre o intervalo [r, + 00)

estd contido na regiao com hachuras, isto é, acima da reta y = M.

Note que essa situacao é dinamica. Isso deve ocorrer para todos os va-
lores de M. Dessa forma, para valores de M cada vez maiores, possivelmente

teremos de aumentar os valores de 7.

Na figura a seguir, vocé podera ver como, para trés diferentes valores de
M, precisamos, para o exemplo em questao, de trés diferentes valores de r,
indicados pelos correspondentes indices. Assim, se x > ry, entao f(x) > M;.
Se x > ry, entdo f(x) > M,. Finalmente, para x > rs, temos f(z) > Mj.
Essa tltima afirmacao esta enfatizada na figura pelo fato de o gréafico de f
estar contido na regiao com hachuras. E assim, para cada novo M, maior

que o anterior, seguirfamos obtendo um novo r, tal que, se x > r, f(x) > M.
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Figura 6.6

Gréfico de funcdo em que lim f(z) = +oc.
r—+ 00
Comportamento das fungoes polinomiais no infinito

E muito importante saber o comportamento no infinito das polinomiais.
Além disso, é muito facil. Tudo depende do termo de maior grau. Lembre-se,

uma funcao polinomial é dada por uma equacao do tipo
-1
p(x) = apa" +an12" + -+ a1+ a,
na qual a; sao nimeros reais e estamos supondo que a, # 0 e n > 1.
Dizemos que p(z) é uma func¢ao polinomial de grau n, e a,, ™ é o termo

de maior grau. Entao,

+ 00 se a, > 0,

lim p(z) =
r—+ 00
— 00 se a, <0
e
( /
n é par e a, > 0,
+ 00 se o
n é impar e a, <0,
lim p(z) =

r—— 00

S
N

impar e a, > 0,

N
o

& par e a, <0,

Parece complicado, mas nao é. Veja, nas figuras a seguir, quatro exem-

plos que indicarao todas as possibilidades.

CEDERJ |
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600 600
400 400
y y
200 200
-0 45 O 5x 10 -0 50 x 10
200 1 ~200
4001 4001
600 600
Figura 6.7 Figura 6.8

n impar, a, > 0 n impar, a, < 0

800
600
Y400 1
2001 5% 10
10 |5 5x 1 —200 1
—20 ~400 1
~400 ] ~600 1
~600 1 ~800 1
Figura 6.9 Figura 6.10

n par, a, >0 n par, a, <0

Calculo dos limites no infinito

Vamos comegar com o calculo dos limites no infinito das fungoes polino-
miais. Assim, vocé compreendera como chegamos as conclusoes apresentadas
na secao anterior e aprendera uma primeira técnica para levantar essas inde-
terminagoes. Desse modo, vocé percebera, algebricamente, por que o com-
portamento das fungoes polinomiais no infinito é determinado pelo termo de
maior grau. Parece estranho, mas, na verdade, se alterarmos a fungao polino-
mial, mudando apenas os coeficientes dos termos de graus menores, a funcao
sofre alteragbes numa regiao limitada em torno da origem, mas seu com-
portamento para valores muito grandes de |z| permanece, essencialmente, o

mesmo. Isso ¢é ilustrado pelo préximo exemplo.

Exemplo 6.5
A fungao f(z) = 2% — 2z tem duas raizes reais (2 e 0), enquanto a fungao

g(z) = 2% — 2z + 2, diferente de f apenas pelo termo constante, nio tem
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raizes reais. No entanto,

lim f(z) = lim g(z) = 4o0.

r—F 00 T—F 00
Veja os graficos sob duas diferentes perspectivas, nas figuras a seguir.

A A

v

Figura 6.11 Figura 6.12

Gréficos de f e g em torno da origem.Funcées f e g numa vizinhanca maior.

Agora, veja um exemplo de como calculamos o limite de um polinémio

quando x tende a +00 ou — oo.

Exemplo 6.6

Vamos calcular lim (3:63 —5a?—2r — 7) e lim (3:63 —5x?— 2 — 7).

T—+ 00 T—— 00
O termo de maior grau é 323, isto é, a,, > 0 e n fmpar. Portanto, a

resposta do calculo deve ser

liin (3933—5:1:2—293—7) = +00 e lim (3933—5:172—293—7) = —00.
Note que, como lirfl 32 = 400 e liIJP —52%2 = —o00, 0
limite li:in (3x3 — 52% — 20 — 7) estd indeterminado. Mas veja como

podemos contornar isso. Como estamos interessados no comportamento de
3a3 — 5a? — 2z — 7, para valores muito grandes de z, podemos supor = > 0

e colocar 323 em evidéncia. Assim,

lim (3% =52 =2 —7) = lim 3:,;3(1—3—1—1).

areripN =+ 00 3r 3x2 323
. ) 2 7
Agora, o limite de cada uma das parcelas, ——, —— —_
3z 3x? 3x3

quando x — 400, é zero. Isto é,

lim (1—3—i—i) — 1

Tr—+ 00
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e, portanto,
5 2 7
lim (32° =50 —20-7) = lm 31— -5 ) =
T—+ 00 ( ) T—+ 00 3x 312 33
= lim 32° = +00
T—+ 00
Analogamente,
5 2 7
. 3 2 o 3 _
= lim 32° = —o0
Vejamos se voceé estd pronto para um pouco de acao.
Atividade 6.2.
Calcule os seguintes limites:
(a) lig_n v —5r+2; (b) lim 32° +72° -8
(c) liljrn 4a? — 5a® (d) lim 17z — 0.42° + 72” ;
(e) lim 22% -3z, (f) liljrn 532 42212 4 4
Calculo de limites no infinito de funcgoes racionais
O comportamento no infinito de fungoes racionais (definidas pelo quo-
ciente de dois polinémios) também é definido pelos graus dos polindémios
envolvidos. Veja o resumo, a seguir. Considere p(z) e ¢(x) duas fungoes
polinomiais, cujos coeficientes dos termos de maior grau sao a e b, respec-
tivamente. Entao,
+oo, se grau(p) > grau(q);
. p(z) _ a
EETOO a(r) 7 se grau(p) = grau(q);
0, se grau(p) < grau(q).
O sinal do limite, no caso em que grau(p) > grau(q) é determinado
pelos sinais dos coeficientes dos termos de maior grau.
CEDERJ
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A maneira de obter esse resultado é semelhante a que usamos no caso

dos polinémios. Veja como usar essa estratégia no proximo exemplo.

Exemplo 6.7

Vamos calcular alguns limites. Comecaremos com um exemplo em que o grau

do numerador é maior do que o grau do denominador.

323 — 322 +22 -5

lim
T—+ 00

3—x — 222

3 2 5
£L'3<3——+—2——3>
_ : X X Xz _
= Hm 31 =

= —§< lim [L’) = — 00,

2 Tr——+ 00

. .. ~ . & , .
pois o limite de cada fracao do tipo —, com r — 00, € igual a zero.
x

Veja um caso no qual o numerador e o denominador tém o mesmo grau.

lim

r—— OO0

322 —x + V2

5— a2

2¢+ 3

lim

z—t+oo 3241 —4

= lim

B-—+ 3
lim L T
(1)
= lim 5x = -3
T—— OO __1

3
1’(2+—>
x
2+ 00 1 4
a2 (34 - - o)
r
3
1x N~ 3 lim — = 0.
r(3+--5) e
r

A mesma estratégia pode ser usada para calcular limites no infinito de

funcgoes algébricas envolvendo radicais. Mas, neste caso, é necesséario atengao

com a situacao r — — oo, devido ao sinal negativo dos valores de x.
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Exemplo 6.8 10— 3
— 3z
Vamos determinar as assintotas horizontais da funcao f(x) = T —
T
. 10 — 3z .
Para calcular lim ———, lembramos que estamos considerando

z—+o00 /12 + 4

valores muito grandes de z. Portanto, podemos supor que x > 0. Isso

permite escrever

4 4 4
Va?+ :1/x2<1+—2> = Va2 \[l+— = z-4/1+—,
x T x

poisxz >0 e Va2 =|xz| = z. Assim,

Raciocinio semelhante se aplica para calcular o limite com © — — oo,
porém, neste caso, x < 0, e, portanto, Va2 = |z| = —x. Isso significa que

o célculo do limite fica

10 10
0 :)3(——3) 3
lim 0— 3z = lim L = L =3
T—— 00 2+ 4 T—— 00 4 z—+ 00 4
— T 1+—2 1+—2
T xr

Figura 6.13
Gréfico da funcao f(z) = M
S Vet d

Consideracoes finais

Nesta aula, vocé aprendeu que o limite serve para descrever o com-
portamento das funcoes quando a varidvel dependente assume valores muito

grandes (x — + 00) ou quando —x assume valores muito grandes (r — — 00).

| CEDERJ
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E muito importante saber o comportamento no infinito dos polinomios,

assim como das fungoes racionais.

Voltaremos a esse tema em breve. Agora, nao deixe de praticar as idéias

que aprendeu nos exercicios propostos a seguir.

Exercicios

1. Calcule os seguintes limites:

(a) lim (22 — %) ; (b) lim (22 + 3z — 5) ;
(c) liIJP (Vb +8); (d) hI_El (3x — 827) ;
, VT =5 , x? — 3x + 4
1 ~— ) 1 LT e TR
€ Jim = O
51 —2 22% — 5
I : h) lim 2,
(&) Jdm 7§ (b) Jdm o7
3+ Ta? 227 sen x
N _ N '
Ot s W tm o se—s
20 — 2 2
0 lim V2o (m) lim
z—+ 00 x4 + T—— 00 342
T
422+ 3 3/2 L 9.1/2 1 q
(n) lim [ v + cos2?| ; (o) lim v Aer :
r—+oo L 1 — T—+ 00 Tz +4

CEDERJ
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2. Determine as assintotas verticais e horizontais, caso estas existam, de

cada uma das fungoes a seguir.

(@) fo)= -5 (b) o) = 22

(© hwy="1 (@ ki) = L2

Ot =2 i = TR

(@) n(w) = T2 8y e = YL

3. Calcule os seguintes limites:

S et o i[5 -2)
© Jm @ Jtm
© - VAT 0 T

4. Sejaa # 0 um nimero real e n um nimero inteiro. Determine condigoes

sobre a e b, tais que o limite

22" +3x + 4

lim
ar?+x+1

seja:
(a) +o0; (b) —oo; (c) 2 (d) -2 (e) O.

5. Sabendo que lim /() = 2, calcule lim1 f(z).

r——1 3 T——

MODULO 1 - AULA 6

CEDERJ






Continuidade das funcées reais

| MODULO 1 - AULA 7

Aula 7 — Continuidade das funcoes reais

con.ti.nu.i.da.de (lat continuitate)
sf 1 Qualidade daquilo que é con-
tinuo. 2 Ligacao ininterrupta das
partes de um todo.

con.ti.nuo (lat continuu) adj 1 Em

que nao ha interrupcao; seguido.

Meta da aula

e Apresentar o conceito continuidade das fungoes reais.

Objetivos
Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e Determinar se uma funcao é continua num certo ponto.

e Identificar func¢oes continuas através de seus graficos.

Funcoes continuas — Apresentacao intuitiva do conceito

A nogao continuidade nao é exclusiva dos matematicos. Cada um tem
uma boa idéia do que essa palavra quer dizer. Vocé nao terd nenhuma di-
ficuldade em escolher, entre as duas figuras a seguir, aquela que representa

uma linha continua.

N N

Figura 7.1 Figura 7.2

Nosso trabalho, nesta aula, serd o de transportar essa nocao para o
universo matematico das fun¢oes. Além disso, veremos algumas propriedades

das fungoes que tém essa caracteristica.

Vamos comegar analisando alguns exemplos.

CEDERJ
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Exemplo 7.1
Suponha que um fio de um certo metal ocupa o intervalo [0, 60] da reta real.
A cada posi¢ao x € [0, 60] do fio, dada em centimetros, associamos T'(z), a

sua temperatura, medida em graus Celcius.

Considerando que o metal é um meio que conduz calor com facilidade,

como seria o grafico de uma tal funcao? Aqui esta uma possibilidade.

30

Figura 7.3

Gréfico da funcao temperatura 7'(z).

O gréfico sugere que uma pequena variacao na posi¢ao correspondera

uma pequena variacao na temperatura.

Essa é a idéia basica da continuidade de uma func¢ao, no caso, a tem-
peratura em termos da posicao. A questao que vamos enfrentar é transcrever
essa idéia em termos matematicos. Veja, neste contexto temos uma nocao
bastante clara do significado de uma pequena varia¢ao, tanto na posicao

(dada em centimetros), quanto na temperatura (dada em Celsius).

Note que pequena variagio é um conceito relativo (o que é pequeno
para um observador pode nao o ser para outro) e precisamos estabelecer a

definicao em termos absolutos.

Mas, antes de prosseguirmos, vejamos um exemplo onde a funcao nao

é continua.

CEDERJ m |
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Exemplo 7.2
Vamos submeter o fio de metal do exemplo anterior a uma experiéncia de
resisténcia fisica. Uma de suas extremidades serd presa a um suporte e a

outra sera submetida a uma tracao.

Figura 7.4

Seja 7(p) a fungdo que mede a tensdo no fio em func¢do do peso aplicado
pela tracao.

E natural esperar que a tensao aumente na medida em que o peso
aumenta. No entanto, devido a resisténcia do material, chega-se a um ponto
em que o fio se quebra. Neste ponto a tensao passa, instantaneamente, a

zero. Veja o grafico.

—

b1

Figura 7.5

Neste exemplo a funcao nao é continua. Veja, para um peso p ligeira-
mente inferior a pj, a tensdo 7(p) correspondente é préxima a 7. Mas,

qualquer peso p superior a p;, correspondera a tensao nula.

Apos esses exemplos, estamos prontos para as definigoes.

Continuidade de uma funcao f num ponto a

Apesar de continuidade ser uma caracteristica global das funcgoes, a
definicao ¢é feita ponto a ponto. Ou seja, definiremos a continuidade de uma

fungao em um dado ponto (de seu dominio).

MODULO 1 - AULA 7
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Vamos lembrar uma coisa muito importante: uma funcao f consiste de
trés coisas: dois conjuntos nao-vazios, o dominio A e o contradominio B, e a

lei de defini¢ao, y = f(z), satisfazendo o axioma:
para cada z € A, existe um tnico y € B, tal que y = f(z).

Estamos interessados apenas naquelas fungoes cujos dominio sao unioes

de intervalos, sejam eles abertos, fechados ou semi-abertos, tais como
(c1, dv), [co, do), (c3, ds] ou |3, d3).

Podemos considerar intervalos nao limitados, tais como (—oo, dy).

Exemplo 7.3
Aqui estao algumas fungoes com seus dominios expressos como a uniao de
intervalos.
Funcao Dominio
f(z) =2* -3z R = (— 00, c0)
1

h(z) =6+ — 22 [—2, 3]

(—o0, —3) U (3, o0)

k(xz) = cotgx U (=21, —m) U (=7, 0) U (0, m) U (7, 2m) U ...

No 1ultimo caso, a funcao co-tangente de x nao esta definida nos pontos nm,

para n € Z, pois cotgx = e sen(nm) =0, Vn € Z. Assim, o dominio

da func¢ao co-tangente é uma uniao infinita de intervalos.

Assim, sempre que afirmarmos: seja a um elemento do dominio de f,

denotado (geralmente) por Dom( f), sabemos que ha um intervalo I, tal que

a € I C Dom(f).

E verdade que tudo isso é bem técnico, mas precisamos de esclarecer
bem todos esses pormenores, pois isso evitara dificuldades no futuro.
Essa condicao nos diz que uma vizinhanca tipica de a no dominio de f

pode ser de trés tipos:
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e a estd no interior de um intervalo aberto contido no dominio de f:

a€ (a—r, a+r)C Dom(f);

e a ¢é o0 extremo inferior de um intervalo fechado contido em f, sendo que

os pontos a esquerda de a nao pertencem ao dominio de f:

[a, a + 1) C Dom(f);

e a ¢é o extremo superior de um intervalo fechado contido em f, sendo

que os pontos a direita de a nao pertencem ao dominio de f:
(a — 7, a] € Dom(f).

Vamos a um exemplo.

Exemplo 7.4
Seja f(z) = 1++/1 — 22, a fungdo definida no intervalo fechado [—1, 1]. Note

que o dominio de f é, ele mesmo, um intervalo.

A
|

\j

|
—
—

Figura 7.6
Gréfico da fungao f(z) =14 V1 — 2?2

O ponto 0 € [—1,1] é do tipo interior, uma vez que, por exemplo,
0€(—3 3) C[-1,1].

[N
i

Figura 7.7.a

Dominio de f com uma vizinhanca (—1, 1) de 0

O ponto —1 € [-1, —1) C [~1,1] = Dom(f) é o extremo inferior de um
intervalo contido no dominio da fun¢ao f, que nao esta definida em pontos

a sua esquerda.

| MODULO 1 -
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—
~—
i -

Figura 7.7.b

Dominio de f com uma vizinhanga [—1, —%) de —1

O ponto 1 € (3, 1] C [~1,1] = Dom(f) é o extremo superior de um
intervalo contido no dominio da funcao f, que nao esta definida em pontos

a sua direita.

,_
[N N
i

Figura 7.7.c

Dominio de f com uma vizinhanga (%, 1] de 1

Aqui estd uma oportunidade para vocé experimentar.

Atividade 7.1.

Considere g(x) = 1+ v/a2 — 1. Determine o dominio de g. Quais de
seus pontos sao do tipo interior? Ha algum ponto em alguma das outras

categorias?

Agora estamos preparados para enunciar a definicao de continuidade

de uma funcao f num certo ponto a.

Definigao: Dizemos que a fungao f é continua em a € Dom(f), se

o lm f(2) = f(a),

no caso de a € I C Dom(f), onde I é um intervalo aberto;

o lim f(z) = [(a),
no caso de a € I C Dom(f), com I = [a, a + 1), para algum r > 0,

sendo que f nao esta definida a esquerda de a;

o lim f(z) = f(a),
no caso de a € I C Dom(f), com I = (a — r, a], para algum r > 0,

sendo que f nao esta definida a direita de a.

CEDERJ
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Resumindo, dizemos que a funcao f é continua em a se o seu limite,
no ponto em questao, coincide com f(a). Ou seja, f é continua em a se
nao houver surpresas, se o valor da funcao, f(a), corresponde ao esperado,

indicado pelo seu comportamento nas vizinhancas de a.

Note que, pela definicao, s6 faz sentido falar em continuidade de f em

um determinando ponto a no caso de esse ponto pertencer ao seu dominio.

Vamos a um exemplo.

Exemplo 7.5

Seja p(zr) = — %2+2x+2 uma fungao polinomial cujo grafico é uma pardbola.
Muito bem, o dominio de f é toda a reta real R. Vamos escolher um certo
ponto do dominio de f, digamos 3. Note que p(3) = —% +6+2=1 Além

disso,
2

) x 7
pois para valores de z préximos de 3, como 2.999 ou 3.000017, os valores de
p(z) estdao proximos de L.

Na verdade, isso ocorre para qualquer a € R:

x? a?
lim —?+2x—|—2 = —§+2a+2 = p(a).
Portanto, a fungao polinomial p(z) = — % +2x +2 é continua em todos

os elementos de R, o seu dominio. Nesse caso, diremos que p é (simplesmente)

continua. Veja a definicao a seguir.

Definigao: A funcao f é continua se for continua em todos os pontos de seu

dominio.

Teoricamente, é mais dificil provar que uma determinada funcao é con-
tinua do que o contrario. Realmente, para provar que uma determinada
funcao é continua, temos que verificar a definicao em cada ponto de seu
dominio. Por outro lado, para mostrar que uma certa fungao nao é continua,
basta descobrir um ponto de seu dominio no qual a definicao de continuidade
falhe. Veja: num ponto de seu dominio! Mas, calma! Voltaremos a isso em

pouco tempo. Vejamos mais alguns exemplos.
Exemplo 7.6

Na aula 4, como aplicacao do Teorema do Confronto, vimos que

lim senxz = 0 e lim cosz = 1.
x—0 x—0

MODULO 1 - AULA 7

Figura 7.8

Gréfico de p
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Por exemplo, se a = —1,

lim12+\/3—m:4.

T——

Como f(—1)=4, f ¢
continua em —1.

CEDERJ
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Como sen 0 =0 e cos0 = 1, isso mostra que as fungdes f(z) = sen z

e g(x) = cosx, definidas em toda a reta real, sdo continuas no ponto 0.

Na verdade, na aula 4 fizemos mais do que isso. Usando o lema da
mudanca de coordenadas e os limites anteriores concluimos que, para todo
a € R,

lim sen £ = sen a e lim cosxz = cosa.

r—a r—a

Isso quer dizer que as funcoes trigonométricas seno e cosseno sao fungoes

continuas. Veja os graficos dessas fungdes numa vizinhanga do ponto 0:

Y
Y

Figura 7.9 Figura 7.10

Grafico da funcao y = sen x Grafico da funcao y = cos x

Veja um exemplo onde o dominio da fung¢ao nao é o conjunto de todos

0S numeros reais.

Exemplo 7.7
A funcao f(x) = 2+ /3 — 2 é uma funcio continua.

Para comecar, vamos calcular o dominio de f. A condicao 3 —x > 0
deve ser satisfeita. Assim, z < 3 determina o dominio de f, o intervalo

fechado nao limitado (—oo, 3.

Assim, devemos considerar dois tipos de elementos do dominio de f:
aqueles que estao no interior, os que sao menores do que 3, e aquele que fica

na extremidade do dominio, o nimero 3.

Veremos que a fungao f é continua em todos os pontos menores do
que 3. Assim, seja ¢ um nimero menor do que 3. Entao,
lim f(z) = lim 2+vV3—2 = 24+vV3—a = f(a).
r—a r—a
Isso é, nada de novidades para esses pontos interiores, a funcao é conti-
nua em cada um deles. Realmente, apesar de estarmos lidando com a letra
a para fazer o caso geral dos pontos interiores, essa parte do exercicio é bem
facil. E comum sentir-se um pouco desconfiado e intranqiilo ao lidar com

letras no lugar de niimeros, mas vocé precisa se acostumar, pois essa pratica

é muito conveniente na Matematica.
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Para completar o exemplo e concluir que a fungao é continua, devemos
. ~ ’ . ’ Vocé verd que o uso de
considerar o elemento 3 € Dom(f). Nesse caso, a func¢ao estd definida & sua o verm ane © 1 €€
limites laterais serd muito
esquerda mas nao a direita. Portanto, precisamos fazer uso do limite lateral 1til no caso de estudar a

. continuidade de fungses.
convenlente.

Aqui esta! Como

lim 2+vV3—z = 2 = f(3),

z—3~

a funcao f é continua em 3.

Figura 7.11

Eis um bom momento para vocé experimentar o quanto entendeu esse Gréfico de f

conteudo.

Atividade 7.2.
Considere g(z) = 1+ V2?2 — 1 a fungao cujo dominio vocé determinou

na atividade anterior. Vocé deve ter notado que esse dominio tem dois pontos
extremos, como foi o caso de 3 no exemplo anterior. Mostre que a funcao ¢
é continua. Faca um esboco de seu grafico.

Nessa atividade vocé vai usar a um conteido de Pré-Céalculo: hipérboles.

Exemplo de funcao nao continua

Apos uma seqiiéncia de exemplos de funcoes bem comportadas, ou seja,

continuas, vamos a um exemplo de uma fun¢ao nao continua.

Exemplo 7.8
Seja f(z) = [z] = n, na qual n <z < n+ 1, a fun¢do chamada maior inteiro.

Isto é, [x] é o maior inteiro que é menor ou igual a z.

Assim, [—0.5] = =1, [2.1] =2, [2.99] = 2, [3] = 3, [V2] = L e [1] = 3.

CEDERJ EIW




CALCULO |

CEDERJ

Continuidade das funcées reais

Veja o gréfico de f:

™
L

—

\J

| 1
*——0

Figura 7.12
Grafico de f(z) = [z]

Afirmacao: a funcao f é continua em cada elemento nao inteiro de seu
dominio; a fun¢ao f nao é continua em cada inteiro de seu dominio.

Conclusao: a funcao f nao é continua.

Este é, portanto, um exemplo tipico de uma funcao nao continua. O
seu grafico apresenta uma série de interrupgoes e lembra uma escada.

Precisamos justificar a afirmacao. Primeiro, veja porque f é continua
em a sempre que a nao é um numero inteiro.

Todo nimero real a nao inteiro é cercado por um par de inteiros suces-
sivos, tais que

n<a<n+l.

Por exemplo, —3 < —2.37 < —2 ou 2 < /5 < 3.

Neste caso, f(a) = n. Nos exemplos anteriores, f(—2.37) = —3 e
f(v/5) = 2. Além disso, hd um pequeno intervalo (a —r, a +7), em torno de
a, tal que

n<a—r<a<a+r<n+l.

Veja a figura:

n a—7r a a—+r n+1

Figura 7.13
(CL—T’, a—l—r) - [nv n+1]
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Isto garante que f, restrita a este intervalo, é constante e igual a n,
portanto,

lim f(x) = n = f(a).

r—a
Novamente, este é um argumento matematico do tipo geral. Isto é,
usamos a letra a para representar um numero real nao inteiro qualquer e,
portanto, o argumento apresentado vale para todos os nimeros satisfazendo
essa condicao. Isso é muito conveniente mas, nesse estagio, nao se espera que

vocé apresente esse tipo de argumentagcao.

Para terminar o exemplo, vamos considerar o caso dos niimeros inteiros.
Veja, nesse caso, os limites laterais serao diferentes, como o proprio gréfico
da funcao indica.

Seja n um numero inteiro. Entado, f(n) = [n] = n. Além disso, se

n—1<x<n,entdo f(z) = [z] =n — 1. Portanto,

lim f(x) = n—1.

Tr—n—

Por outro lado, se n <z < n+ 1, entdo f(x) =n. Assim,

lim f(x) = n.

r—nt

Como os limites laterais sao diferentes, f nao admite limite no ponto

n e, conseqilentemente, nao é continua nesse ponto.

Uma palavra sobre a nomenclatura

Vocé notou que definimos continuidade de uma funcao num ponto e
dizemos que uma funcao é continua se for continua em todos os pontos de

seu dominio, que é uma uniao de intervalos.

A negacao da afirmagao “f € continua” é “f ndo é continua” e para que
isso ocorra, basta que f nao seja continua em tnico ponto de seu dominio.

Vamos a mais um exemplo.

Exemplo 7.9
Cuidado especial deve ser dado aquelas fungoes cujas definigoes usam varias

sentencas. Veja a seguir: vamos determinar os valores de k para os quais

2242z, se x<1,

k—x, se x> 1,

MODULO 1 -
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seja continua em 1. E claro que isso também determinara os valores de k
para os quais a funcao nao é continua em x = 1.

Note que a funcao f é definida por uma certa lei até 1 e por outra lei
a partir de 1.

Lembremos dos itens que devem ser satisfeitos para f ser continua em
um certo ponto:

(a) A funcado deve estar definida no ponto. Ou seja, o ponto deve ser
elemento do dominio da funcao. Esse é o caso aqui, uma vez que a funcao
esta definida em toda a reta real,

(b) A deve admitir limite no ponto em questdo. Em particular, os

limites laterais devem, portanto, coincidir;
(¢) O valor da fungao no ponto deve coincidir com esse limite.
Resumindo, ilirclb f(z) = f(a).
Como f(1) = 1?2 + 2 = 3, basta que analisemos os limites laterais, as

ferramentas apropriadas para esse caso.

lim f(z) = lim 2 +2z = 3 f(3).

z—1- z—1-
Agora,
lim f(x)=lim k—2z = k—1.

r—1t z—1t

Portanto, para que f seja continua em 1, é preciso que 3 seja igual a

k — 1. Ou seja, f é continua em 1 se, e somente se, k = 4.

A A
5 -
3 3
1 q 1 g
Figura 7.14 Figura 7.15
Grafico da funcao f com k =4 Grafico da funcao f com k =6
f é continua em 1 f ndo é continua em 1

Observe que kK = 4 é a unica possibilidade de f ser continua em 1.
Neste caso, o segmento de reta que é o grafico de f a direita de 1 continua

o trecho de parabola, gréifico de f a esquerda de 1. Qualquer outra escolha
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para a constante k£ implica numa interrupcao do grafico de f. Assim, k =6 ¢é
apenas um exemplo em uma infinidade de possibilidades nas quais f nao sera
continua em 1. Em todas elas o gréifico de f apresentard uma interrupgao,

marcando este fendomeno.

Isso nos leva uma interpretagao geométrica do conceito de continuidade.

Graficos de funcgoes continuas

Os grafico de uma funcao continua f sobre cada intervalo I contido
em seu dominio Dom(f) nao apresenta interrupgoes. E comum dizer “ fé
continua se pudermos esbocar seu grafico sem levantar o lapis do papel”, ou
seja, com traco continuo. Mas, um alerta! Isso s6 é valido se o dominio de f

for um intervalo, nao apresentar, ele mesmo, interrupgoes.

Em particular, se o dominio de f for um tunico intervalo, a funcao é

continua se, e somente se, o seu grafico pode ser tracado sem interrupgoes.

Exemplo 7.10
O exemplo consiste de uma série de graficos de fungoes, algumas continuas,
algumas nao continuas. Em cada caso, o dominio estara em destaque. Veja,

também, o comentario relativo a cada caso.

f

Figura 7.16 Figura 7.17
f continua, Dom(f) =R g continua, Dom(g) = R

Nestes dois primeiros casos, as funcoes estao definidas em toda a reta
real. Apesar dos graficos serem bastante diferentes, o da funcao f apresen-
tando diversos “bicos” enquanto o da fun¢ao g é uma curva suave, podemos
traca-los sem levantar o lapis do papel. E isso que os caracteriza como graficos
de fungoes continuas. Note, também, que R = (—o0, o) e é interpretado

como um intervalo.

MODULO 1 - AULA 7
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7

Figura 7.18 Figura 7.19

h continua, Dom(h) = (—4, +00) j nao continua, Dom(j) = [—4, +00)

Aqui, o detalhe é que faz a diferenca. Isso evidéncia a sutileza desse
conceito, que merece toda a nossa atengao. As funcgoes h e j sao coincidentes
no intervalo aberto (—4, 0o), mas a fungao j estd definida, também, no ponto
—4, o extremo do intervalo. Ou seja, elas diferem pela natureza dos seus
dominios: Dom(h) é aberto e Dom(j) é fechado, inclui sua extremidade.

A funcgao j nado é continua em —4, uma vez que lim,_,_4+ j(z) = —o0,
excluindo a possibilidade de lim,_,_4+ j(z) ser igual a j(—4) = 0. No caso

da fungao k, isso nao é problema, uma vez que —4 ¢ Dom(h).

I I
I I
Figura 7.20 Figura 7.21
[ nao continua, Dom(l) = R m continua, Dom(m) = R

A funcado [ nao é continua nos pontos —3 e 3, pois nesses pontos os

limites laterais sao diferentes.

Muito bem, na proxima aula exploraremos outros aspectos da con-
tinuidade das fungoes. Vocé aprenderd a reconhecer varias fungoes continuas
e conhecera algumas de suas propriedades assim como alguns resultados sur-

preendentes delas decorrentes.

Aqui estao alguns problemas sobre os temas da aula.
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Exercicios

1. Em cada item a seguir, determine se a funcao dada é continua no ponto

indicado.
)
2 +sen (mx), se z<2,
(a) f(z)= no ponto 2 ;
20 — 2, se x> 2,
.
%ﬁ, se x <1,
(b) g(x) = no ponto 1 ;
22 —2x+3, se x<1,
\
(¢) h(x)=x[z], no ponto —3.

2. Seja f:R — R a fungao definida por

3cosmxr se x<0,
f(x) = axr+b se 0<ux<3,
r—3 se x> 3.

(a) Calcule os valores de a e de b, tais que f seja uma funcao continua.
(b) Faga um esbogo do gréfico de f usando os valores de a e de b calculados
no item anterior.

3. Em cada caso a seguir, determine se a fungao cujo gréfico estd esbocado

é continua. Atencao no dominio da funcao.

Figura 7.22 Figura 7.23
Dom(f) =R Dom(f) =R

CEDERJ
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|
|
|
|
|
|
|
—4!
|
|
|
|
|
[

4 -3 3
Figura 7.24 Figura 7.25
Dom(f) = (4, 4) Dom(f) = [3, 3]

7

=

Figura 7.26 Figura 7.27
Dom(f) =R —{—4} Dom(f) =R
4. Esboce o grafico de uma funcao continua f, cujo dominio é o intervalo
(=2, 2) e cuja imagem é toda a reta real;
Tente repetir esse feito, agora, usando o intervalo [—2, 2] como dominio.
5. Esboce o gréfico de uma fungao continua g : [1, 5] — [—2, 2], tal que
g(1) = =2 e ¢(5) = 2. Olhando este grafico, o que vocé pode dizer sobre a
equacao
g(x) =07
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Aula 8 — O Teorema do Valor Intermediario

Meta da aula

e Apresentar um importante resultado da teoria das fungoes continuas:

o Teorema do Valor Intermediario.

Objetivos
Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e Aplicar o Teorema do Valor Intermediario para verificar a existéncia de

solugoes de equacoes.

e Reconhecer certas propriedades das func¢oes continuas.

Um exemplo histérico

O ano de 1225 assistiu a um desafio, lancado por Joao de Palermo, um
matematico da corte de Frederico II, imperador do Sacro Império Romano,
contra Fibonacci. Esse tipo de duelo era comum naquela época e servia para

estabelecer o melhor matematico do reino.

Uma das questoes propostas no desafio era resolver a equagao

22 + 222 + 10z = 20.

Esse problema havia sido tirado de um livro escrito por Omar Khayyam
(1050-1123).

Como voceé deve ter previsto, Fibonacci venceu o desafio. Ele escreveu
um livro com as solugoes de trés problemas do desafio que foi enviado para
o imperador. Sobre a equacao de Omar Khayyamm, Fibonacci provou que a
solugao nao é um numero inteiro ou um nimero racional, nem mesmo a raiz

quadrada de um ntmero racional. Ele concluiu:

... e como nao foi possivel resolver esta equacao de nenhuma das for-

mas anteriores, reduzi a solugao a uma aproximagao.

| MODULO 1 - AULA 8

Leonardo de Pisa (1170 -
1250), ou Fibonacci, como

é mais conhecido. Viveu
na Algéria, Norte da
Africa7 onde estudou a
Matematica cultivada
pelos arabes. Em 1202,
publicou o Liber Abaci,
introduzindo na Europa os
algarismos hindu-arabicos.
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E entao, sem dar qualquer explicagao sobre os métodos que usou para
chegar a essa aproximacao, Fibonacci a apresenta usando a notagao sexages-
imal:

1.22.7.42.33.4.40.

Isto é,
22 7 42 33 4 40

60 T 602 T60° T 60" T 605 6o

Em notacao decimal, 1, 3688081075, que é correto até a nona casa dec-

1+

imal. Um feito realmente memoravel.

O problema de Fibonacci pelo ponto de vista do Calculo

Para colocar o problema de Fibonacci no contexto de Célculo, vamos
considerar a fungao
f(z) = 2% +22° + 102.

Assim, a equagio x® + 2% + 10z = 20 pode ser escrita como f(z) =20 e

resolver o problema consiste em encontrar um certo niimero x tal que

Como voce pode observar, f(1) =1+4+2+10=13 e f(2) =8+8+20 =

36. Veja novamente:
f(1) = 13 <20 < 36 = f(2).

Isto é, 1 nao é solucao por falta enquanto que 2 nao é solucao por
excesso. Como diz o ditado: in medius virtus, a virtude estd no meio. Bem,
nao exatamente, pois f(1,5) = 22,875. Mas estamos fazendo progressos, nao

acha?

Atividade 8.1.

Calcule f(1,25) e conclua em qual metade do intervalo [1, 1,5] se en-

contra a solugao.

A teoria, na pratica, é outra ...

Estamos diante de uma bifurcacao. Matematica constantemente nos
apresenta tais situagoes. Espere um pouco e voceé percebera o que isso quer

dizer.
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Uma atitude que poderiamos chamar de pratica, de pragmatica, nos

impele a prosseguir com esse processo. Veja a tabela a seguir.

f(1) =13 f(2) =36

F(1)=13 £(1,5) = 22,875
£(1,25) = 17,578125 £(1,5) = 22,875
F(1,25) = 17,578125 £(1,375) = 20, 13085938

f(1,3125) = 18,83129883 | f(1,375) = 20, 13085938

f(1,34375) = 19,47518921 | f(1,375) = 20, 13085938

Apesar da trabalheira que essas contas deram, queremos dizer que a
solucao estd entre 1,34375 e 1,375.

Mas, ha uma segunda atitude, de natureza mais tedrica, digamos assim,
que estaria nos soprando no outro ouvido a pergunta que nao quer calar: que
garantias temos de realmente hd um nimero x, entre 1,34375 e 1,375 tal
que f(xg) = 20.

Realmente, é provavel que tal divida (de caréter existencial, por assim
dizer) nao tenha ocorrido a Fibonacci. Ele prosseguiu nas computagoes certo
de que tal nimero 14 estaria. Isso porque ele nao conhecia as fungoes que nos

conhecemos agora.

Poderiamos colocar essa questao da seguinte forma:

Sob quais condi¢coes podemos afirmar que, se d é um ntimero entre

f(a) e f(b), entao existe um numero ¢, entre a e b, tal que
fle) = d?

Veja as ilustragoes a seguir.

\A
fla) |-
P
FB) [-orkommmmentennd
a ¢ b a ¢ b N\
Figura 8.1 Figura 8.2

fla) < d < f(b) fla) < d < f(b) CEDERJ
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Nos dois exemplos estampados anteriormente a histéria tem final feliz.
Isto é, existe um numero ¢ tal que f(c) = d. Nem sempre isso acontece. Veja

a préxima ilustracgao.

O]

d ‘
LT s T
a b .
Figura 8.3

Nao existe ¢ € [a, b], tal que f(c) = d.

Voce ja deve ter desconfiado que a tal condicdo necessaria para que

exista o ponto ¢ tal que f(c) =d é a continuidade da fungao f.

Atividade 8.2.

Convenca-se de que para unir um ponto A, no semi-plano inferior do
plano cartesiano, com um ponto B, no semi-plano superior, por um tra¢o

continuo, necessariamente deve-se cruzar o eixo Ox.

Realmente, a continuidade é a condi¢ao necesséria que o grafico da
fungao, ao passar do nivel f(a) para o nivel f(b), cruze todas as retas hori-

zontais entre eles, passando também pela reta y = d.

Esse fato, que nossa intuicao aceita tao facilmente, é um resultado
matematico muito importante cuja demonstracao foge do escopo desta dis-
ciplina. Nés o enunciaremos com toda a pompa que ele merece em breve,
discutiremos as suas aplicagoes, mas voceé s6 vera a sua demonstracao no fu-
turo, em outra disciplina, quando outras ferramentas matemaéticas estiverem
desenvolvidas.

Antes de prosseguirmos, precisamos dar um ponto final na histéria da

teoria e da pratica, que comecamos anteriormente.

Na teoria, a pratica é outra ...

Voceé ja notou que, na praia, para entrar no mar, algumas pessoas pas-

sam um bom tempo colocando primeiro um dos pés, recuando, colocando

CEDERJ |
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novamente, se encolhendo, enquanto algumas outras num tnico salto, sim-

plesmente mergulham no mar?

E vocé, quando compra um aparelho novo, assim como uma camara
fotografica ou um sistema de som, vai ligando tudo, apertando todas as
teclas para ver como funciona, ou senta-se com o manual de instrugoes e s6
liga os cabos ou coloca as baterias quando ja tem uma boa idéia de como as

coisas devem funcionar?

Assim sao as pessoas. Uma maneira de ser nao €, necessariamente,
melhor do que a outra. Sao apenas maneiras diferentes. No computo final,

talvez, uma mistura de ambas atitudes fica mais proximo do ideal.

Estamos mencionando essas coisas a propésito do que foi dito no inicio

da aula, sobre a teoria e a pratica.

Frente a uma equacao, uma atitude pratica consistiria em buscar uma
solugao ou, pelo menos, uma aproximacao dessa solugao. Ja uma atitude de
natureza mais tedrica, digamos assim, seria a de certificar-se da existéncia

de alguma solugao.

E claro que ha situacgoes e situagoes e que uma atitude nao precisa
(talvez nao deva) excluir a outra. Perceber que um certo problema nao
tem solu¢ao (pelo menos nao do tipo que estamos procurando) pode nos
salvar de muita dor-de-cabeca e trabalho. Por outro lado, se uma razoavel
aproximacao ¢ o que precisamos, nada de grandes teorizacoes, ¢ hora de

arregacar as mangas e trabalhar.

Atividade 8.3.

Convenca-se de que a equacao polinomial 23 —32%2+42z—1 = 0 tem uma
raiz no intervalo [0, 1]. Encontre uma aproximacao com duas casas decimais

desta raiz.

Atividade 8.4.

Para quais valores de a a equacao polinomial 22 — 3z 4+ a = 0 tem duas

raizes distintas.

O Teorema do Valor Intermediario

O enunciado de um teorema é uma coisa fundamental. Vocé devera
ser capaz de lembrar-se das hipdteses, saber qual é a conclusao assim como

alguns bons exemplos nos quais o teorema se aplica. No caso do teorema que

| CEDERJ
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estamos para enunciar, os ingredientes sao:
(a) uma fungao (que serd continua);
(b) um intervalo fechado;
(c) um nimero entre os valores da tal fun¢ao nos extremos do intervalo.

A conclusao do teorema diz que o nimero do item (c) estd na imagem

da funcao. Veja:

Teorema do Valor Intermediario:

Seja f: [a, b] — R uma func¢ao continua e seja d um nimero entre

f(a) e f(b). Entao existe um nimero c € (a, b) tal que

f(c) =d.

A afirmac@o “d um nimero entre f(a) e f(b)” inclui duas possibilidades:

fla) <d < f(b) ou fb) < d < f(b),

como os exemplos ilustrados nas figuras 8.1 e 8.2 ilustram.

Além disso, o exemplo ilustrado na figura 8.3 evidéncia a importancia

da hipdtese “f é uma funcao continua”.

Vamos a mais um exemplo.

Exemplo 8.1
8.1.

Ao falarmos em equagoes é provavel que pensemos em equagoes envol-
vendo polinomiais, mas equacoes podem transcender esse universo algébrico.

Vamos considerar uma dessas possibilidades.

Vamos mostrar que a equagao sen x = 2x—3 tem solucao. Para tanto,

usaremos o Teorema do Valor Intermediario.

Veja, precisamos de reescrever o problema, pois o teorema requer uma

funcao, um intervalo e um valor.

Primeiro, a funcao, que deve ser continua. Um bom truque consiste em
reescrever a equacao na forma “alguma coisa” = 0, e obtemos, de quebra, o

valor, o nimero zero. Assim, fazemos

senx — 2x+3 =0
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e escolhemos f(x) =sen z — 2x + 3, uma fungdo continua, pois é a soma da
funcao continua seno de x com uma fungao afim.

Agora, estd faltando o intervalo. Como o valor d é igual a zero, devemos
escolher um intervalo cujos valores nos extremos tenham sinais diferentes: um
positivo e o outro negativo.

Zero é sempre um bom candidato: f(0) =sen 0 +3 = 3> 0.

Pronto, o outro extremo precisa ser negativo. Como estamos lidando
com uma funcao trigonométrica, é conveniente usar multiplos de g Além
disso, todo mundo sabe que 7 é um pouco maior do que 3. ..

Sem muita dificuldade, observamos que f(7) = sennm —27+4+3 =
21 +3<-3<0.

Agora que terminamos nosso rascunho, por assim dizer, precisamos dar
a resposta a questao.

Considere a funcao continua f(x) = sen x — 2z + 3 no intervalo [0, 7.
Como f(0) =3>0> —3 > f(m), existe um numero ¢ € [0, 7], tal que

fle) = senec —2c+3=0.

Na secao que voceé lerd a seguir apresentamos um resultado que é con-

seqiiéncia do Teorema do Valor Médio.

Um teorema surpreendente

H& na Matematica uma familia de teoremas chamados de Teoremas do
Ponto Fixo. Esses teoremas sao muito importantes e podem ser aplicados
em diferentes situacoes. Por exemplo, sao usados na teoria das equacoes
diferenciais para provar a existéncia de solucoes de certas equagoes assim

como a existéncia de situacoes de equilibrio na teoria dos jogos.

De qualquer forma vocé pode estar pensando: o que é um ponto fizo?

Muito bem, eis aqui a definicao:

Ponto Fixo:

Um ponto xog € A é um ponto fixo da funcao f: A — A se f(xg) = xo.
Isto €, a funcao f fixa o ponto xy.

Uma fun¢ao f admite um ponto fixo se, e somente se, a equagao f(x) =

x tém solucao.

MODULO 1 - AULA 8

A teoria dos jogos é uma
area da Matemadtica que
trata de conflito e
colaboragao. Isto é, estuda
situacoes nas quais se
pode favorecer ou
contrariar uma das partes
que se opdem ou mesmo a
ambas.

Essa parte da Matematica
desenvolveu-se muito a
partir do século passado e
tem uma forte interface
com a Economia, com a
Sociologia, assim como
outras areas das Ciéncias
Humanas.
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Veja a situagao a seguir. Coloque uma colher dentro de um copo com
leite e mexa, mexa, bastante. Enquanto isso, imagine como todas essas

particulas dentro do copo vao girando, girando, correndo num rodopio.

Vocé se surpreenderia com a afirmacao de que apds todo esse processo,
assim que o leite parar de mexer-se, pelo um ponto do copo estara exatamente
na posicao inicial, antes do leite ser mexido? Isto é, ao final do processo
haverda um ponto do copo de leite que estara fixo apesar da mudanca de
todos os outros. Note que, durante o processo, o tal ponto pode ter passeado
por todo o copo, mas voltara a sua posicao inicial quando o leite parar de

mexer.

Mais ainda, suponha que vocé decida mover este ponto e, enfiando a
colher no copo novamente, volte a mexer o leite. Novamente, apds o leite
voltar a ficar parado, se o ponto da situacao anterior estiver em alguma
outra posicao, certamente um segundo ponto passara a ocupar a posicao que

estava antes de todo o processo ter comecado.

Realmente, concordo que a questao deixa margem a duvida. Parece
pouco provavel, nao é, uma vez que a colher danga de 14 para ca, procurando

remexer todos os pontos.
Vamos, portanto, a uma experiéncia um pouco mais “controlavel”.

Tome duas folhas de papel quadriculado, daquelas que se usa nas aulas
de Aritmética. Com um pouco de paciéncia, enumere os quadradinhos de
cada uma delas de forma que quando as sobrepomos os niimeros correspon-
dentes sejam iguais. Algo assim como o que estd sugerido na figura 8.4 a

seguir.
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11213 14]5
6|7 81]9 |10
11112 13 |14 | 15
16 | 17 1 18 | 19 | 20
211222324125
26 | 27|28 |29 | 30
311323334 |35
36 | 37| 38 | 39 | 40
41 | 42| 43| 44 | 45

Agora, tome a folha que estava por cima, amasse-a como se fosse jogé-la
fora e a deixe cair sobre a folha que havia ficado sobre a mesa, de maneira

que nenhum pedacinho fique de fora. Veja a figura 8.5 a seguir.

Por mais dificil de acreditar que parega, hé pelo menos um quadradinho

da folha amassada que recai sobre a folha lisa sobre a mesa, de forma que

Figura 8.4

11213 4]5
6 | 718910
11112 13 |14 | 15
16 | 17 1 18 | 19 | 20
211222324125
26 | 27|28 |29 | 30
311323334 |35
36 | 37| 38 | 39 | 40
41 | 42| 43| 44 | 45

Figura 8.5

seus numeros correspondentes sejam iguais. Ou seja, hd um ponto fixo!

Essas duas situacoes sao modelos de teoremas “de ponto fixo”. Isto é,

teoremas que sob certas condicoes garantem a existéncia de um ponto fixo.

Exemplo 8.2
8.2. Vamos mostrar que a fungao f : R — R, definida por f(z) = 2> —2—3

admite ponto fixo.

MODULO 1 -
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Para isso, devemos resolver a equacao f(x) = x, que resulta em

?—r—-3 = =z

-2 -3 =

(@+1)(—3) = 0,

cujas raizes sao —1 e 3. Portanto, f(—-1) = 14+1-3 = -1 e f(3) =
9-3-3=3.

Se f é uma funcao real, de uma variavel real, podemos ver os seus
pontos fixos, caso eles existam. Eles correspondem as intersecoes do grafico
da fungao f com o grafico da funcao identidade, a bissetriz dos primeiro e

terceiro quadrantes. Veja a figura correspondente ao exemplo.

Figura 8.4

Gréfico de uma funcao com dois pontos fixos.

Atividade 8.5.

Mostre que a fungio g(x) = x*> — x + 2 nao admite pontos fixos.

Como voce pode deduzir do exemplo 8.2 e da atividade 8.5, ha funcoes
que admitem pontos fixos e ha fungoes que nao admitem pontos fixos. O

teorema que apresentaremos a seguir

Teorema do Ponto Fixo:
Seja f: [0, 1] — [0, 1] uma fung¢ao continua. Entao existe um ponto
xo € [0, 1] tal que f(zo) = xo.

Isto é, toda fungao continua do intervalo [0, 1] nele mesmo admite um
ponto fixo.

Este teorema é um coroldrio do Teorema do Valor Intermediario. Veja

os argumentos a seguir.

Demonstracao do Teorema do Ponto Fixo:

CEDERJ |
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Se f(0) = 0, a tese do teorema esta satisfeita. Portanto, podemos supor
que f(0) > 0.

Analogamente, se f(1) = 1, o teorema se cumpre. Assim, vamos supor,
também, que f(1) < 1.

Agora, como f(z) € [0, 1] C R, podemos considerar g(x) = f(z) — =,
uma func@o continua definida no intervalo [0, 1].

Das consideragoes anteriores, podemos ver que:

(a) 9(0) = f(0) = 0= f(0) > 0;

(b) g(1) = f(1) =1 <0, pois f(1) < 1.

Resumindo,

9(0) > 0 > ¢(1).

Podemos, portanto, aplicar a fun¢ao g o Teorema do Valor Intermediario.
Isto é, existe xg € [0, 1] tal que 0 = g(zo) = f(x¢) — xo e, portanto,

f(l"o) = Zo.

Atividade 8.6.

No plano cartesiano da figura 8.5, a seguir, esboce o grafico de uma

fungao do intervalo [0, 1] nele mesmo que nao tenha pontos fixos.

Na figura 8.6, a seguir, esboce o grafico de uma fungao continua.

v
v

Figura 8.5 Figura 8.6

Vocé deve ter concluido que a funcao da esquerda nao é continua e que
a funcao da direita tem pelo menos um ponto fixo.

Voceé seria capaz de desenhar o grafico de uma funcao continua do

intervalo [0, 1] nele mesmo que tenha 5 pontos fixos?

O Teorema do Ponto Fixo é um resultado que depende da continuidade

da funcao em todo o seu dominio que deve ser um intervalo fechado.
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Aqui cada detalhe é importante. Por exemplo, se trocdssemos o inter-
valo [1, 0] por (1, 0) no enunciado do Teorema do Ponto Fixo, continuarfamos
a ter um teorema?

A propriedade das funcgoes continuas que estudaremos agora é de na-
tureza ligeiramente diferente. Na verdade, ela depende apenas da continuidade

de f num ponto especifico. Aqui estd a ultima etapa desta aula.

A propriedade da continuidade do sinal

Quando vocé quer estudar os sinais de uma fungao quadratica, por
exemplo, basta descobrir as raizes e seguir o esquema que aprendeu no Pré-
Calculo, por exemplo. Isso é, entre as raizes, sinal contrario de a, fora das

raizes, mesmo sinal de a.

A regra vale e é muito pratica. Ela diz que, se a fun¢ao assume o sinal
positivo, por exemplo, num certo ponto, esse sinal permanece o mesmo em
torno do ponto em questao. Note que ha um certo tom vago na afirmacao

em torno de.

Essa propriedade (da permanéncia do sinal) nao é exclusiva das fungoes
quadraticas. Ela é uma propriedade das fungoes continuas. Vamos enuncia-la

propriamente.

Propriedade da permanéncia do sinal das fungoes continuas:

Sef é continua em a e f(a) > 0, entao existe um nimero r > 0 tal que,
sex € (a—r,a+r), f(x)>0.

Isso é, se f(a) tem sinal positivo, os pontos préximos a a também

assumem valores positivos por f.
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Atividade 8.7.

. . ~ T
Veja o grafico da fungao seno em torno do ponto — e observe como ela,

uma fungao continua, satisfaz a propriedade da permanéncia do sinal.

Comentarios Finais

Nessa aula vocé conheceu dois teoremas importantes: o Teorema do
Valor Intermediario e o Teorema do Ponto Fixo. O Teorema do Valor Inter-

mediario voltara a ser mencionado nessa disciplina.

Nao deixe de pensar um pouco nas discussoes sobre os aspectos praticos
e tedricos da Matematica e lembre-se de que a virtude estd no meio, seja la

onde o meio estiver...

Finalmente, vocé quer saber qual é a raiz exata da equacao estudada
por Fibonacci? Foi preciso esperar mais do que trés séculos para que os
matematicos descobrissem como resolver equacoes de grau trés por radicais.

No caso da equacao z° + 222 + 102 = 20, a resposta é

V/352 + 61/3930 + v/352 — 61/3930 — 2
T = .
3

Realmente, a resposta dada por Fibonacci, z = 1.368808108, nao é ma,

nao é mesmo?

Respostas de algumas Atividades

Atividade 8.3.

Convenca-se de que a equacao polinomial 23 — 322 +42—1 = 0 tem uma
raiz no intervalo [0, 1]. Encontre uma aproximacao com duas casas decimais

desta raiz.
Solucao:

Considere f(z) = 23 — 322 + 4x — 1. Note que f(0) = —1 e f(1) =
1-3+4—-1=1.

Como os valores da polinomial “passam” de —1 para 1, na medida que
x “vai” de 0 para 1, podemos esperar que em algum nimero entre 0 e 1 a
polinomial assumira o valor 0.

Vamos usar a técnica de dividir ao meio o intervalo para “localizar” a

raiz.

MODULO 1 - AULA 8
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f(0,5) = 0,375, portanto a raiz estd entre 0 e 0, 5.
£(0,25) = —1, 71875, portanto a raiz esté entre 0,25 e 0, 5.
£(0,35) = 0,130859375, e a raiz esta entre 0,25 e 0, 35.

Prosseguindo assim mais alguns passos, concluimos que a raiz esta entre

0,3125 e 0,31875, o que nos da uma aproximacao de duas casas decimais.

Atividade 8.4.

Para quais valores de a a equacao polinomial 22 — 3z 4+ a = 0 tem duas
raizes distintas.
Solucao:

A condi¢ao para que a equacao tenha duas raizes (reais) distintas é
9 —4a > 0. Ou seja, a < i

Note a diferenca entre as solugoes dessas duas atividades. Uma mais

pratica, outra mais tedrica, digamos assim.

Exercicios

1. Determine se é possivel usar o Teorema do Valor Intermediario para
saber se a equacao f(z) = 2% — 3z —5 tem solucao em cada um dos intervalos
a seguir:

a) [-3,-2;  b) [-2,2); ¢ [2,4) d) [46; e [-25];

2

2. Mostre que a equacao z? — z° = 1 admite solucao.

3. Para cada uma das func¢oes polinomiais a seguir, determine um inteiro

n tal que f(z) = 0 para algum = entre n e n + 1.

a) flz)=2°—a2+3; ¢) f(z)=a+5z*+2z+1;
b) f(z)=2°+x+1; d) f(z) =42 — 42+ 1.

4. Sabendo que In (34 %) < 1,6, mostre que a equacao 2 sen v = In (z+3)
tem solucgao.

5. Suponha que f é uma fungao continua definida no intervalo [0, 1].
Sabendo que f(x) é um numero racional, para qualquer x € [0, 1], o que
podemos dizer a respeito de f7

6. Secja f:]0, 1] — R uma fungao continua tal que f(0) >0 e f(1) < 1.
Mostre que existe um numero ¢ € [0, 1], tal que f(c) = \/c.

7. Seja f uma funcao inversivel. Mostre que, se f admite um ponto fixo,

a sua funcao inversa também admite ponto fixo.
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Gabarito dos Exercicios da Aula 01

1.
(a) Dom f(z) = (—o0, —2] U (L, 3]
(b) Dom g(x) = {x € R|x < 3}
(¢) Dom h(t) =[2,5)
(d) Dom k(y) =R — {0}

2.

(a) Observe que 3;__12 =3+ (-5/x—1)=3—(5/x —1). Como no

exemplo 1.2 faga uma translagao do grafico 1/x para o gréfico 1/z—1, depois

ao multilicar por —5 lembre de colocar o que é negativo como positivo e o
que for positivo como negativo em relagao ao eixo y; como esta multiplicando
por —5 o grafico ficard mais esticado em relacao ao eixo y, depois translade
3 unidades para cima.
3.

Observe que para t = 1 temos que v(1) = —1 e, portanto v(t) —v(1) =

—4t+3=(t—1)(t—3).
Dag. 0 =01

(t—1)
é equivalente a derivar a funcao v e calcular no ponto 1.

v(t) —v(2)

=t — 3, e fazendo t > 1 temos que t — 3 > —2. Isso

No segundo caso repetindo o processo temos t—2) =t—2eem
t = 2 temos que o resultado é zero, ou seja, 0 cm/s.
4.
R$0,98.
5.
2?2 —9 2+ 22— 3
1 =6 ; b) li —_—— =4
(&) 3 z—3 ’ ()erri 2 — 3z + 2 ’
3-8 22
(¢) lim ——° =3, (d) lim —— % —9/3.

=2 32 —4 T—/2 l’2+\/§$_

MODULO 1 - AULA 8
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Gabarito dos Exercicios da Aula 02

. 22 —3r—4 ‘ r+1

e ey T L (b) Jim =%
-9 -1

lim Ve nao existe ; (d) lim ° =3 ;

=3 r—3 N |
—4 32 1

T 1/8 ; (f) lim = =3 .

a——4 22— 16 - o1 g2 -1

Para a letra (f) faca #%/2 = a. Assim, com essa substituido, teremos
2 -1 a*-1 (*+a+1)(a—1)

2
= = = 1=
221 a-1 a—1 @ raw
= (21/2)2 4 212 41,
Portanto,
lim & =lim ((#?)?+2"2+1)=1lim (z+27?+1)=3
rz—1 (L‘l/2 — 1 rz—1 r—1
a =
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Gabarito dos Exercicios da Aula 03

1.
@ lm [f@)+g@) —h@]=-2: () Im |f@)glx) — h() =5 ;
o f@) =gy - _
(€) iy | S = (@) lim V/A(r) ) =2
2.
a) Verdadeira. b) Falsa.
¢) Falsa. d) Verdadeira.
3.
. . x—8
(a) mlgg— Vd—22=0 (b) ;lp1—>Hé 72 =12
V2 4 —
(@ lim —' _y (@) fm YOTATZ
t——3T /9 — 2 z—0 T2
3/2 _ _
(@1mlf——£1§:6 (F) lim — %
z—2 113'1/2 _ \/§ z—1 Q9 — /2 +3
No item (e) faca 2'/2 = a. Assim,
3/2 _ 3 _ _ 2
x 2\/§:a 2\/§:(a ﬂ)(a +a\/§+2):a2+a\/§+2:
xl/2 — /2 a—/2 a—/2
= (22?42 2242 =2+22 V242 =0+ V2 2 +2.
$3/2 —9 \/§

Portanto, glﬂ:n% R

No item (f) multiplique numerador e denominador pelo conjugado do

:lin% rT+vV2xr+2=06.

denominador, obtendo

lim -2z  lim (1—2)(2+Va2+3) __mlu—xﬂz+Vﬁ+3)_
v—=1 2 — /2243 a1 (2—+/22 +3)(2+V22 +3) a1 1 — a2
4
=_=2.
2
4.
lirgf f(z) =3, lir;q+ flz)=1, lir% f(z) nao existe.

5. a=4oua=0.
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1.
sen 3x x?
| =3/2 ; b) li =0 ;
(a) e, By /2 (b) ro0 sen x 7
2_1 322
(© tim =D, (@) Tt — 3.
1 z—1 t—0 tgx sen x
) 1 —cos 3z ) 1—secx
(e) lim — 2 =9/2 ; (f) lim Q2 -1/2 ;
tg?3z . sec 3x —sec T .
sen z sen 3x T +sen x
. Y ) lim = 2.
(i) - tg 2z tgdx /8 () 20 22— sena
3.
a) 0 b) 0 c)0 d) 0
4.
) 1 —cosz
glclir(l] 2 =1/2

CEDERJ




O Teorema do Valor Intermedidrio

RO o

Gabarito dos Exercicios da Aula 05

. T+ 2
lim =+ 00 ;
z—3+ T —3
x —3)
lim =+ 00 ;
rz——11 1’2 —1
-5
lim Ve =— 0 ;
r—1— 1-— \/5
lim secz=-—1 ;
r—mt
3z
lim =-3;
z—0- 1 — e
Assintotas verticais z = —2 e x = 2.
Assintotas verticals £ = —1 e x = 2.

f:R—Z%Rtalquef@):x

a=2.

()

()

| MODULO 1 - AULA 8

. x?—4
lim =
z—1+ 1'2 —1
. x?—1
lim
r——1— T+ 1
. T
lim
z—2/3t 2 —3x

lim cotger =+ o0 ;

z—2mt
) 2x
lim — =
z—1+ Inx

1
sex € (n,n+1).
n

+ oo .
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1.
(a) hg_n (27 — %) = — o0 ; (b) lim (22*+ 32 —5) = +00;
(c) lim (VhaT +8) =400 ; (d) lim (3 - 82%) = — 00 ;
: Vv =5 , 2 —3x +4
1 =—1; f) 1 - =1/3;
(e) :c—g-noo 1— \/E ’ ( ) x_g_noo 1 + 322 /3 )
or — 2 222 -5
(&) Pt 3+ T7r —8 7 (b) el 5z + 4 o0
x4+ T’ 227 sen x
N Tt . N 2e7senz
20 — 2 2
() lim V2- 2= =2, (m) lim —— =2/3;
T—+ 00 x4+ 3 T—— 00 3 4
+_
, 4% + 3 ) , 32 42212 1
(n) lim [ +cosz| =400 ; (o) lim =400 .
r—+oo L T — T—+o00 T +4
2.

(a) y = 0 é uma assintota horizontal do gréfico e z = 3 é uma assintota

vertical do grafico.

(b) y = 3 é uma assintota horizontal do gréfico e x = 5 é uma assintota

vertical do grafico.

(c) O grafico de h nado possui assintota horizontal e z = 0 é uma

assintota vertical do grafico.

(d) y = —2 é uma assintota horizontal do grificoe z = —1 e x = 1 sao

assintotas verticais do grafico.

(e) y = 0 é uma assintota horizontal do grafico e x = —2 e x = 3 sdo

assintotas verticais do grafico.

(f) y = 1 é uma assintota horizontal do grafico. O grafico de m nao

possui assintota vertical.

(g) y = —+/7 é uma assintota horizontal do grafico e z = 0,755 é uma

assintota vertical do grafico.
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h) y = —1/2 e y = 1/2 sdo assintotas horizontais do gréfico. z = 2 é
uma assintota vertical do grafico.

3.
, 3 — 3w+ 2 , 5 2
Ny par R (b) lim [P N ?] =0
, 1—a3 _ T
(c) dim =~ =+o0 S Y e PRl
2
() lim x—+Va24+1=0 (f) lim VTt =0
T—+ 00 r—+o0o 14z
4.
(a) (b) (c) (d) (e)
5. =2

CEDERJ




CALCULO |

CEDERJ

O Teorema do Valor Intermedidrio

Gabarito dos Exercicios da Aula 07

(a) f(x) é continua no ponto x = 2.

(b) g(z) nao é continua no ponto = = 1.

(¢) h(x) nao é continua no ponto x = —3, pois
linéi h(x) =6+#9 = liné+ h(z) = h(-3).

a=—-1ledebdb=3.

v

Esboco do grafico da funcao f.

Figura (7.22) ¢é continua.

Figura (Figura 7.23) é continua.

Figura (Figura 7.24) ¢é continua.

Figura (Figura 7.25) nao é continua. (Basta ver que f(3) # lim,_3 f(x)).
Figura (Figura 7.26) é continua.

(
Figura (Figura 7.27) nao é continua. (Pois f(—4) # lim,_, 4+ f(z)).
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4. Vemos aqui, um exemplo de grafico atendendo as exigéncias do exercicio.

-

f:(-2,2) =R

Ja no intervalo [—2, 2], ndo hé como definir tal fungao.

Exemplos de graficos de fungoes f : [1,5] — [-2,2].

5. Observando cada um dos exemplos de graficos do exercicio anterior,

concluimos que existe uma raiz no intervalo [1, 5], isto é, existe = € [1, 5], tal
que g(x) = 0.
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a) f nao possui raiz no intervalo [—3, —2J.
b) f possui raiz no intervalo [—2, 2].

¢) f nao possui raiz no intervalo [2, 4].

d) f possui raiz no intervalo [4, 6].

e) f possui raiz no intervalo [—2, 5].

2

2. Sugestdo: Considerando a funcio f(x) = 22 — 2° — 1, utilize o Teorema

do Valor Intermediario.

3.
(&) n= -2 (by n=-1
(c) Nao existe n que satisfaca. (d)n=0
4.  Sugestao: Considerando a fungao f(x) = 2senz — In (x + 3), utilize

o Teorema do Valor Intermediério para o ponto x = 7/2 e para um outro

ponto conveniente.

5. f é necessariamente uma fungao constante. (A demonstracio deste

fato, fica como um desafio extral)
6. Sugestao: Defina uma funcao g : [0,1] — R, tal que g(z) = f(x) — /.
Em seguida aplique o Teorema do Valor Intermediario a esta fungao, para

demonstrar que admite uma raiz no intervalo (0, 1).

7.  Demonstragao: Seja xy um ponto fixo de f. Neste caso, f(x¢) = zo.
Como f é inversivel, seja f~! a inversa de f.
Assim, f7(f(z0)) = (@) . [ (x0) = wo.

Logo, f~! também admite ponto fixo.
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