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Apresentacio de dados — parte 1

Aula 1 — Apresentacao de dados — parte 1

Nesta aula, vocé aprendera:

os conceitos basicos de populagao e amostra de uma pesquisa estatistica;

a distingao entre variaveis qualitativas e varidveis quantitativas;

a construir distribuicoes de freqiiéncias para variaveis qualitativas

e quantitativas discretas;

a construir graficos de colunas e de setores para representar dados qua-

litativos e quantitativos discretos.

Pesquisa estatistica - conceitos basicos
Populacao e amostra

Estatistica ¢ a ciéncia da aprendizagem a partir dos dados. Em geral,
fazemos levantamentos de dados para estudar e compreender caracteristicas
de uma populacao. Por exemplo, um grande banco, querendo lancar um
novo produto, precisa conhecer o perfil socioeconomico dos seus clientes e,
nesse caso, a populacao de interesse é formada pelos clientes de todas as
agencias do banco. A Federagao das Industrias do Estado do Rio de Janeiro
— FIRJAN — mede o grau de confianga dos empresarios industriais através de
uma pesquisa junto as empresas industriais, sendo a populacao de interesse,
aqui, o conjunto das empresas industriais do estado do Rio de Janeiro. Com
esses dois exemplos apenas, ja podemos ver que o conceito de populacao de
uma pesquisa estatistica ¢ mais amplo, nao se restringindo a seres humanos;
ela é definida exatamente a partir dos objetivos da pesquisa. Mais precisa-
mente, populacao é o conjunto de elementos para 0s quais se deseja estudar

determinada(s) caracteristica(s).

Embora tenham populacoes bastante distintas, essas duas pesquisas
tém em comum o fato de os resultados desejados serem obtidos a partir de
dados levantados junto a um subconjunto da populacao — uma amostra.
H4 varias razoes para se trabalhar com pesquisas por amostragem — custo e
tempo, em geral, sao as mais comuns. Mas, além de serem mais baratas e

rapidas, as pesquisas por amostragem, se bem planejadas, podem fornecer
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resultados quase tao precisos quanto aqueles fornecidos por pesquisas cen-
sitdrias, em que todos os elementos da populacao sao investigados. Exemplos
classicos de pesquisa censitaria sao os Censos Demograficos realizados a cada
dez anos no Brasil e em outros paises. O objetivo desses censos é levantar
informagoes sobre toda a populacao do pais, de modo a fornecer subsidios

para os governantes definirem as politicas ptblicas.

Variaveis qualitativas e quantitativas

Nas pesquisas estatisticas, as caracteristicas sobre as quais queremos
obter informacao sao chamadas varidveis. Em uma pesquisa domiciliar so-
bre emprego e renda, algumas variaveis de interesse sao sexo, raca, grau de
instrucao e valor dos rendimentos do morador. Em uma pesquisa sobre o
estado nutricional dos brasileiros, o peso e a altura dos moradores de cada
domicilio da amostra foram medidos. Para o acompanhamento da atividade
industrial no Rio de Janeiro, a FIRJAN obtém informacoes junto as empre-
sas industriais sobre tipo de atividade economica, ntimero de empregados,
nimero de horas trabalhadas, valor da folha de pagamento. E importante
diferenciar entre variaveis qualitativas e variaveis quantitativas. Sexo, raga,
religiao e atividade economica de uma empresa sao exemplos de varidveis
qualitativas. Ja valor dos rendimentos, peso, altura, nimero de empregados,
valor da folha de pagamento sao exemplos de varidveis quantitativas. Pode-
mos ver, entao, que as variaveis qualitativas descrevem caracteristicas dos
elementos de uma populacao, enquanto as variaveis quantitativas mensuram

caracteristicas desses elementos.

As varidveis quantitativas, por sua vez, podem ser discretas ou continuas.
Quando a variavel puder assumir qualquer valor numérico em um determi-
nado intervalo de variacao, ela serd uma variavel continua. Essas variaveis
resultam normalmente de medigoes: peso, altura, dosagem de hemoglobina,
renda etc. A interpretacao desse tipo de variavel leva a nocao de valor aproxi-
mado, pois nao existe instrumento de medicao capaz de fornecer precisao
absoluta na informacao. Assim, quando uma balanca mostra o peso de uma
pessoa como 65,5 kg, esse valor, na verdade, ¢ uma aproximacao para qual-
quer valor entre, digamos, 65,495 e 65,505 kg. Por outro lado, a varidvel
quantitativa discreta s6 poderd assumir valores pertencentes a um conjunto
enumeravel; os valores normalmente sao obtidos através de algum processo
de contagem. Alguns exemplos sdo: numero de filhos de um casal, niimero

de empregados de uma firma de contabilidade etc.
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Atividade 1.1

O texto a seguir foi extraido da pagina do IBOPE na Internet:
www.ibope.com.br. A{itemos parte da descricao da pesquisa sociodemografica
realizada por esse instituto. Identifique as variaveis pesquisadas, classifican-

do-as como qualitativas ou quantitativas.

“O Levantamento Socioeconomico (LSE) é a pesquisa do IBO-
PE Midia que mapeia as caracteristicas sociais, demograficas e
economicas das familias das principais regioes metropolitanas do
pais. Oferece também outros dados essenciais para tracar a es-
tratégia de marketing para um produto. Com uma base de dados
estendida em relacao as outras pesquisas do IBOPE Midia, o LSE
serve de base para outros estudos.

Sao levantados dados sobre a condicao do domicilio entrevis-
tado (condigao da rua, tipo de imével) e sobre a condigao socioe-
conoémica do domicilio (informagoes sobre renda e classificagao
economica). Também sdo pesquisados o nimero de pessoas no
domicilio, a presenca e a quantidade de criancas e adolescentes,
a idade, grau de instrucao e condicao de atividade do chefe da
casa e da dona-de-casa. A pesquisa levanta também dados sobre
a posse de bens, como geladeira, maquina de lavar, automovel,
radio, computador, telefone, entre outros, e acesso a servigos de

midia, como TV por Assinatura, Internet, etc.”

Apresentacao de dados qualitativos

Vamos considerar o seguinte exemplo ficticio, mas verossimil. A direcao
de uma empresa estd estudando a possibilidade de fazer um seguro satide para
seus funcionarios e respectivos familiares. Para isso, ela faz um levantamento
junto a seus 500 funciondrios, obtendo informacao sobre sexo, estado civil,
idade, nimero de dependentes e salario. Como sao 500 funcionarios, temos
que achar uma forma de resumir os dados. Nesta aula vocé irda aprender
a resumir dados qualitativos em forma de uma distribui¢ao (ou tabela) de
freqiiéncia e também em forma grafica. Vocé vera que os graficos comple-

mentam a apresentacao tabular.

AULA 1
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Distribuicoes de freqiiéncia

Consideremos inicialmente a variavel qualitativa sexo. O que interessa
saber sobre essa variavel nao é que Joao é do sexo masculino e Maria é do
sexo feminino, mas, sim, quantos funcionarios e quantas funcionarias ha na
empresa. Esse resultado pode ser resumido em uma tabela ou distribuicao

de freqiiéncias da seguinte forma:

Sexo Ntumero de Funcionarios
Masculino 270
Feminino 230
Total 500

Os numeros 270 e 230 resultaram da contagem das freqiiéncias de
ocorréncia de cada uma das categorias da varidvel sexo. Essa contagem é
também chamada de fregiiéncia simples absoluta ou simplesmente fregiiéncia.

O total de 500 é obtido somando-se o nimero de homens e de mulheres.
E interessante também expressar esses resultados em forma relativa,

ou seja, considerar a freqiiéncia de cada categoria em relacao ao total:

270
— = 0,54
200 ’

ou seja, H4% dos funciondrios da empresa sao do sexo masculino e

230

— = 0,46
200 ’

ou seja, 46% dos funciondrios sao mulheres. A Tabela 1.1 apresenta a versao

completa.

Tabela 1.1: Distribui¢ao do niimero de funcionarios por sexo

Sexo Freqiiéncia Simples
Absoluta Relativa
Masculino 270 0,54
Feminino 230 0,46
Total 500 1,00

Note que a soma das freqiiéncias relativas é sempre 1, enquanto a soma
das freqiiéncias absolutas deve ser igual ao nimero total de elementos sendo

investigados.
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De maneira analoga, obteriamos a Tabela 1.2 para a variavel estado
civil. Note que, ai, a freqiiéncia relativa esta apresentada em forma per-

centual, ou seja, multiplicada por 100. Por exemplo, para os casados temos:

2
280 x 100 = 0,56 x 100 = 56%
500

Em geral, essa é a forma mais usual de se apresentarem as freqiiéncias

relativas e neste caso, a soma deve dar 100%.

Tabela 1.2: Distribuicao do ntimero de funcionarios por estado civil

Estado Civil | Freqiiéncia Simples

Absoluta  Relativa %
Solteiro 125 25,0
Casado 280 56,0
Divorciado 85 17,0
Viivo 10 2,0
Total 500 100,0

Exemplo 1.1

Consideremos que, na situacao descrita anteriormente, os dados tenham
sido levantados por departamento, para depois serem totalizados. Para o De-

partamento de Recursos Humanos, foram obtidas as seguintes informagoes:

CEDERJ
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Nome Sexo | Estado civil | Numero de dependentes
Joao da Silva M Casado 3
Pedro Fernandes M Vituvo 1
Maria Freitas F Casada 0
Paula Gongalves F Solteira 0
Ana Freitas F Solteira 1
Luiz Costa M Casado 3
André Souza M Casado 4
Patricia Silva F Divorciada 2
Regina Lima F Casada 2
Alfredo Souza M Casado 3
Margarete Cunha F Solteira 0
Pedro Barbosa M Divorciado 2
Ricardo Alves M Solteiro 0
Marcio Rezende M Solteiro 1
Ana Carolina Chaves | F Solteira 0

Para pequenos conjuntos de dados, podemos construir a tabela a mao

e para isso precisamos contar o nimero de ocorréncias de cada categoria de

cada uma das varidveis. Varrendo o conjunto de dados a partir da primeira

linha, podemos ir marcando as ocorréncias da seguinte forma:

Obtemos, entao, as seguintes tabelas:

Masculino

Feminino  |||||]

Solteiro
Casado
Divorciado

Viuvo

Sexo Freqiiéncia Simples Estado Civil | Freqiiéncia Simples
Absoluta Relativa % Absoluta Relativa %
Masculino 8 53,33 Solteiro 6 40,00
Feminino 7 46,67 Casado 6 40,00
Total 15 100,0 Divorciado 2 13,33
Viivo 1 6,67
Total 15 100,00
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Arredondamento de numeros

No exemplo anterior, a divisao de algumas freqiiéncias absolutas pelo
total de 15 resultou em dizimas. Nesses casos, torna-se necessario arredondar
os resultados, mas esse arredondamento deve ser feito com cautela para se

evitarem problemas tais como a soma nao ser igual a 1 ou 100%.

A primeira etapa no processo de arredondamento consiste em se decidir
o numero de casas decimais desejado. Em geral, freqiiéncias relativas per-
centuais sao apresentadas com, no maximo, 2 casas decimais. Isso significa
que temos que descartar as demais casas decimais. Existe a seguinte regra

de arredondamento:

Regra: Arredondamento de ntimeros

Quando o primeiro algarismo a ser suprimido é menor ou igual a 4 (ou
seja, é igual a 0, 1, 2, 3 ou 4), o dltimo algarismo a ser mantido permanece
inalterado. Quando o primeiro algarismo a ser suprimido é igual a 5, 6, 7,

8 ou 9, o ultimo algarismo a ser mantido é acrescido de 1.

Na distribuicao de freqiiéncias da variavel sexo, temos os seguintes re-

sultados:
8 x 100 = 53,33333
Te = , o
7
— x1 = 4 o
15 x 100 6, 66666

No primeiro caso, o primeiro algarismo a ser suprimido é 3; logo, o ultimo
algarismo a ser mantido (3) nao se altera e o resultado ¢ 53,33. No segundo
caso, o primeiro algarismo a ser suprimido ¢ 6; logo, o tltimo algarismo a ser
mantido (6) deve ser acrescido de 1 e o resultado é 46,67. Tente sempre usar

essa regra em seus arredondamentos; com ela, vocé evitard erros grosseiros.

Na apresentacao de tabelas de freqiiéncias relativas, é possivel que es-
sas freqiiéncias nao somem 100%, ou seja, é possivel que, ao somarmos as
freqiiéncias relativas, obtenhamos resultados como 99,9% ou 100,01%. Esses
pequenos erros sao devidos a arredondamentos e nem sempre é possivel evita-
los; no entanto, aceita-se implicitamente que a soma das freqiiéncias seja
100%. Veja a tabela de freqiiéncias apresentada na Figura 1.7, relativa a
solucao do Exercicio 1- a soma das freqiiéncias relativas é 99,99%. Se tra-
balhassemos com 3 casas decimais, obedecendo a regra de arredondamento,

a soma daria 100,001. Isso nao significa que as contas estejam erradas!

AULA 1
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Atividade 1.2

Para o Departamento Financeiro, obteve-se a seguinte informacao sobre
o sexo dos 23 funcionarios:
F F M M M M
M M M F F
onde M = Masculino e F = Feminino. Construa uma tabela de freqiéncias

para esses dados.

Graficos

As distribuicoes de freqiiéncia para dados qualitativos também podem
ser ilustradas graficamente através de graficos de colunas ou graficos de se-
tores, também conhecidos como graficos de pizza. Na Figura 1.1 temos os
graficos de coluna e de setores para os dados da Tabela 1.2, referentes ao
estado civil dos funcionarios. No grdfico de colunas, a altura de cada coluna
representa a freqiiéncia da respectiva classe e o gréafico pode ser construido
com base nas freqiiéncias absolutas ou relativas. Para diferenciar um do
outro, coloca-se no titulo do eixo o tipo de freqiiéncia utilizada. Note que,
no eixo horizontal, nao ha escala, uma vez que ai se representam as categorias

da variavel, que devem ser equi-espacadas.

No grdfico de setores, a freqiéncia de cada categoria é representada pelo
tamanho (angulo) do setor (ou fatia da pizza). Para construir um gréfico de
setores a mao, vocé precisa de um compasso para fazer um circulo de raio
qualquer. Em seguida, trace um raio qualquer no circulo e a partir dai,
comece a marcar os raios de acordo com os angulos de cada setor, utilizando
um transferidor. Para determinar o angulo de cada setor, vocé deve usar a
seguinte regra de proporcionalidade: o angulo total — 360°— corresponde ao
nimero total de observagoes; o angulo de cada setor corresponde a freqiiéncia
da respectiva classe. Dessa forma, vocé obtém a seguinte regra de trés para

os solteiros:
360° x
——=—=12=90°
500 125
Esses graficos podem ser construidos facilmente com auxilio de progra-

mas de computador, como, por exemplo, o programa de planilhas Excel da
Microsoft ®).
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Grafico de colunas

Freqiiéncia

Solteiro Casado Divorciado Vidvo

Grafico de setores
Vitdvo
Divorciado 2%
17%

Solteiro
25%

Casado
56%

Figura 1.1: Distribuicao do nimero de funcionérios por estado civil.

Atividade 1.3

Construa os graficos de setores e de colunas para os dados da
Atividade 1.2.

Apresentacao de dados quantitativos discretos

Quando uma variavel quantitativa discreta assume poucos valores dis-
tintos, é possivel construir uma distribuicao de freqiiéncias da mesma forma
que fizemos para as variaveis qualitativas. A diferenca é que, em vez de ter-
mos categorias nas linhas da tabela, teremos os distintos valores da variavel.
Continuando com o nosso exemplo, vamos trabalhar agora com a variavel
nimero de dependentes. Suponha que alguns funciondrios nao tenham de-
pendentes e que o nimero maximo de dependentes seja 7. Obteriamos, entao,

a seguinte distribuicao de freqiiéncias:

CEDERJ
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Ntumero de Freqiiéncia Simples
dependentes | Absoluta Relativa %
0 120 24,0
1 95 19,0
2 90 18,0
3 95 19,0
4 35 7,0
5 30 6,0
6 20 4,0
7 15 3,0
Total 500 100,0

O processo de construcao é absolutamente o mesmo mas, dada a na-
tureza quantitativa da variavel, é possivel acrescentar mais uma informacao
a tabela. Suponha, por exemplo, que a empresa esteja pensando em limi-
tar o seu projeto a 4 dependentes, de modo que funcionarios com mais de 4
dependentes terao que arcar com as despesas extras. Quantos funcionarios
estao nessa situacao? Para responder a perguntas desse tipo, é costume
acrescentar a tabela de freqiiéncias uma coluna com as frequéncias acumu-
ladas. Essas freqiiéncias sao calculadas da seguinte forma: para cada valor da
variavel (nimero de dependentes), contamos quantas ocorréncias correspon-
dem a valores menores ou iguais a esse valor. Por exemplo, valores da variavel
menores ou iguais a 0 correspondem aos funcionérios sem dependentes. Logo,
a freqiiéncia acumulada para o valor 0 é igual a freqiiéncia simples: 120.
Analogamente, valores da varidvel menores ou iguais a 1 correspondem aos
funcionarios sem dependentes mais os funcionarios com 1 dependente. Logo,
a freqiiéncia acumulada para o valor 1 é igual a 120 + 95 = 215. Para o
valor 2, a freqiiéncia acumulada é igual a 120 + 95 + 90 = 215 + 90 = 305.
Repetindo esse procedimento, obtemos a Tabela 1.3. Note que ai acres-
centamos também as freqiiéncias acumuladas em forma percentual. Essas
freqiiéncias sao calculadas como a proporcao da freqiiéncia acumulada em

relacao ao total; por exemplo,

435
= — ]_
87,0 00 x 100
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Tabela 1.3: Distribuicao de freqiiéncias para o nimero de dependentes

Numero de Freqiiéncia Simples | Freqiiéncia Acumulada
dependentes | Absoluta Relativa % | Absoluta Relativa %
0 120 24,0 120 24,0
1 95 19,0 215 43,0
2 90 18,0 305 61,0
3 95 19,0 400 80,0
4 35 7,0 435 87,0
5 30 6,0 465 93,0
6 20 4,0 485 97,0
7 15 3,0 500 100,0
Total 500 100,0

Atividade 1.4

Construa a distribuigao de freqiiéncia para o nimero de dependentes
dos funcionarios do Departamento de Recursos Humanos, conforme dados no

Exemplo 1.1.

A representacao grafica da distribuicao de freqiiéncias de uma variavel
quantitativa discreta pode ser feita através de um grafico de colunas. A tnica
diferenga nesse caso é que no eixo horizontal do grafico é representada a
escala da varidvel quantitativa e tal escala deve ser definida cuidadosamente
de modo a representar corretamente os valores. Na Figura 1.2 temos o

grafico de colunas para o nimero de dependentes dos 500 funcionarios.

Numero de funcionarios
D
S

dliRINI IR

0 1 2 3 4 5 6 7

Nimero de dependentes

Figura 1.2: Distribui¢ao do nimero de dependentes de 500 funcionarios.

AULA 1
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Embora nao seja incorreto, nao é apropriado representar dados quan-
titativos discretos em um grafico de setores, uma vez que, nesse grafico, nao

é possivel representar a escala dos dados.
Atividade 1.5

Construa o grafico de colunas para representar a distribuicao de fre-

quencias obtida na Atividade 1.4.

Resumo da Aula

Ao final desta aula, vocé deve ser capaz de compreender os seguintes

conceitos:

e Populacao — conjunto de elementos para os quais se deseja estudar

determinada(s) caracteristica(s).
e Amostra — subconjunto de uma populacao.
e Pesquisa censitaria - pesquisa em que toda a populagao é investigada.

e Pesquisa por amostragem — pesquisa em que apenas uma amostra da

populagao é investigada.
e Variavel — caracteristica de uma populacao que desejamos estudar.

e Variavel qualitativa — varidvel que descreve uma caracteristica dos ele-

mentos de uma populagao.

e Variavel quantitativa — variavel que mensura uma caracteristica dos

elementos de uma populacao.

e Variavel quantitativa discreta — variavel cujos possiveis valores formam

um conjunto enumeravel.

e Variavel quantitativa continua — variavel cujos possiveis valores per-

tencem a um intervalo [a, b].

Nesta aula, vocé também aprendeu a resumir dados de variaveis quali-
tativas e de varidveis quantitativas discretas através de tabelas de freqiiéncia

e graficos de setores e de colunas. E importante saber os seguintes conceitos:

CEDERJ |
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e Freqiiéncia simples absoluta — é a contagem do nimero de elementos
pertencentes a uma determinada categoria de uma variavel qualita-
tiva ou nuimero de elementos que assumem determinado valor de uma

variavel quantitativa discreta.

e Freqiiéncia simples relativa — representa a participacao percentual de

cada categoria ou valor no total de observagoes.

e Freqiiencia acumulada absoluta — para cada valor de uma variavel
quantitativa discreta, é o numero de ocorréncias (elementos) correspon-

dentes a valores menores ou iguais a esse valor.

e Freqiiencia acumulada relativa — é a freqiiéncia acumulada em forma

percentual, calculada como uma participagao no total de observagoes.

Exercicios

1. Na Tabela 1.4 temos informacoes sobre o sexo, a matéria predileta
(Portugués, Matemética, Histéria, Geografia ou Ciéncias) no 22 grau
e a nota (numero de questoes certas) em um teste de multipla escolha
com 10 questoes de matemdtica, ministrado no primeiro dia de aula

dos calouros de Administragdo de uma universidade (dados ficticios).

(a) Classifique as varidveis envolvidas.

(b) Construa a tabela de freqiiéncias apropriada para cada uma das
variaveis.

(c) Construa graficos apropriados para ilustrar as distribui¢oes de

freqiiéncia.

AULA 1
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Tabela 1.4: Dados sobre sexo, matéria predileta e nota de alunos

Sexo Predileta Nota || Sexo Predileta Nota || Sexo Predileta Nota || Sexo Predileta Nota
F H ) M M 2 M H 3 F M 8
M M 8 M G 4 M M 5 M P 5
F P 8 M G 9 F P ) M G 6
F H 6 M M 7 F G 5) F M 7
M C ) M M 1 M C 7 M P 5
M H 6 F P 8 M H 4 F M 5
F M 8 F G 5 F M 7 F M )
F P 4 M G 9 F P 7 F P 9
F H 2 M P ) F M 6 M M 8
M C 6 F M 8 M G 6
F P 8 F G 6 M H 9

CEDERJ

2. Na Tabela 1.5 temos dados sobre o consumo de refrigerantes no Brasil

em 2005, segundo dados da Associagao Brasileira das Industrias de Re-

frigerantes e de Bebidas Nao Alcodlicas. Construa um grafico apropri-

ado para ilustrar esses dados.

Refrigerantes %
Colas 51,1
Guarana 24.4
Laranja 10,9
Limao 5,9
Uva 3,2
Tuti Fruti 1,1
Tonica 0,7
Citrico 0,1
Maga 0,5
Outros sabores 2,1
Total 100,0

Fonte: ABIR - www.abir.org.br

Tabela 1.5: Refrigerantes — Participacao dos sabores — 2005
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3. Na Tabela 1.6 temos as freqiiéncias acumuladas do ntimero de sin-
istros por apodlice de seguro do ramo Automoveis. Complete a tabela,
calculando as freqiiéncias simples absolutas e relativas e também as

freqiiéncias acumuladas relativas.

Tabela 1.6: Numero de sinistros por apélice, para o Exercicio 3

Ntumero de | Numero de
sinistros apolices

0 2913

<1 4500

<2 4826

< 4928

<4 5000

4. Para a seguinte noticia, extraida do jornal Folha de S. Paulo, construa

um grafico para ilustrar o texto no segundo paragrafo da noticia.

Dentro de dez anos, 90% do mercado automobilistico mundial estard nas
maos de meia duzia de conglomerados. A previsdo consta de estudo pro-
duzido pela consultoria especializada britanica Autopolis, que d4 assessoria

técnica a montadoras que estao instaladas no Reino Unido.

Dados levantados pela Autopolis mostram que, hoje, a concentragao de
mercado j4 é grande. Cerca de 75% do setor é dominado por somente seis
conglomerados, liderados por General Motors (22,8%), Ford (16,8%), Volk-
swagen (9,4%), Toyota (9,2%, incluindo Daihatsu), Reanult-Nissan (8,7%) e
Daimler-Chrysler (8,3%). Os outros 24,8% do mercado sdo dominados por
uma infinidade de empresas pequenas e médias, como Fiat, BMW, Peugeot

e Honda, entre outras.
Solucao das Atividades

Atividade 1.1

E possivel identificar as seguintes variaveis:

e Condigao do domicilio — variavel qualitativa.

e Condigao da rua — variavel qualitativa.

CEDERJ
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Tipo de imével — variavel qualitativa.

Renda — pode ser qualitativa se for perguntada a faixa ou quantitativa,
se for perguntada a renda exata; a primeira opcao é a mais provavel

para esse tipo de pesquisa.

(Classificacao economica — variavel qualitativa.

Numero de pessoas — variavel quantitativa.

Presenca de criancas — variavel qualitativa.

Numero de criancas — variavel quantitativa discreta.
Presenca de adolescentes — variavel qualitativa.

Numero de adolescentes — variavel quantitativa discreta.

Idade do chefe e da dona-de-casa — pode ser quantitativa, caso se per-

gunte a idade exata, ou qualitativa, caso se identifique a faixa etaria.
Grau de instrucao do chefe e da dona-de-casa — variavel qualitativa.
Condicao de atividade do chefe — variavel qualitativa.

Presenca de geladeira, maquina de lavar, etc. — varidaveis qualitativas
do tipo Sim/Nao.

Acesso a servigos de midia — varidveis qualitativas do tipo Sim/Nao.

Atividade 1.2

A distribuicao é dada na tabela a seguir.

Sexo Freqiiéncia Simples
Absoluta  Relativa %
Masculino 14 60,87
Feminino 9 39,13
Total 23 100,00
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Atividade 1.3

Veja a Figura 1.3.

20

Masculino

F  eminino

Feminino
39,13%

Masculino

60,87%

Figura 1.3: Distribuicao dos funciondrios do Depto Financeiro por sexo.

Atividade 1.4

Veja a Tabela 1.7

Tabela 1.7: Distribuicao do ntimero de dependentes dos funcionarios do Depto de RH

Numero de Freqiiéncia Simples | Freqiiéncia Acumulada
dependentes | Absoluta Relativa % | Absoluta Relativa %
0 5 33,33 5 33,33
1 3 20,00 8 53,33
2 3 20,00 11 73,33
3 3 20,00 14 93,33
4 1 6,67 15 100,00
Total 15 100,00

AULA 1

CEDERJ



PROBABILIDADE

Apresentacio de dados — parte 1

E ESTATISTICA

Atividade 1.5

Veja a Figura 1.4.

Figura 1.4:

Nimero de funcionérios

2 3

Nimero de dependentes

Solucao dos Exercicios

1. Variaveis qualitativas: Sexo e matéria predileta.

Variavel quantitativa discreta: nota — nimero de questoes certas.

Veja as Figuras 1.5, 1.6, 1.7 com as tabelas e graficos para essas

variaveis.

Frequéda Simples

Sexo Absduta Rdativa %
Mascuino 21 50
Feminino 21 50
Total a2 100

CEDERJ

Distribuicao do ntimero de dependentes dos funcionarios do Depto de RH.

Feminino
21

Mascuino
21

Figura 1.5: Distribuicao dos alunos de Administragao por sexo.
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Matéria Freqiiéncia Simples ij ]
Predileta Absoluta _ Relativa % 4

Ciéncias 3 7,14

Geografia 8 19,05

Historia 7 16,67

Matematica 14 33,33

Portugués 10 23,81

Total 42 100,00

Ciéncias

Geografia

Histéria

Matemdtica

éaﬂﬂﬂﬂ

Portugués

Figura 1.6: Distribuicao dos alunos de Administracado por matéria predileta.

Figura 1.7:

Nota Fregiiéncia Simples Fregiiéncia Acumulada
Absoluta _ Relativa % | Absoluta _ Relativa %
1 1 2,38 1 2,38
2 2 4,76 3 7,14
3 1 2,38 4 9,52
4 3 7,14 7 16,67
5 11 26,19 18 42,86
6 7 16,67 25 59,52
7 5 11,90 30 71,43
8 8 19,05 38 90,48
9 4 9,52 42 100,00
Total 42 100,00

12

10

8 B

6 B

4 B

2

o B a0 H

1 2 3 4 5 6 7 9

2. Veja a Figura 1.8.

Figura 1.8:

Distribui¢ao das notas dos alunos de Administragao.

51,1

244

e
Q2

o

»

i

Colas
Guarand

Laranja :l S
©
Limio 2
Uva ] o

Tuti Fruti ] :

Ténica

Maga

Citrico

Outros

sabores

Distribuicao da preferéncia de sabor de refrigerantes.
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3. No exercicio sao dadas as freqiiéncias acumuladas simples, que vamos
representar pela letra F'. Para obtermos as freqiiéncias absolutas sim-
ples, que vamos representar pela letra f, devemos notar o seguinte:
para o menor valor (zero), a freqiiéncia simples é igual a acumulada,
ou seja:

fi=F =2913

Para o segundo valor, temos:
i+ fo=F= fo=F —F, = f, =4500 — 2913 = 1587
Para o terceiro valor, temos:
fitfotfs = F3 = Fotfs = F5 = f3 = F5—F, = f3 = 4826—4500 = 326
De forma anéloga, obtemos que

fa=Fy — F3 =4928 — 4826 = 102f5 = F5 — Fy = 5000 — 4928 = 72

Obtemos, entao, a seguinte tabela:

Ntumero Ntumero de apdlices
de Freqiiéncia Simples | Freqiiéncia Acumulada

sinistros | Absoluta Relativa | Absoluta  Relativa
0 2913 58,26 2913 58,26
1 1587 31,74 4500 90,00
2 326 6,52 4826 96,52
3 102 2,04 4928 98,56
4 72 1,44 5000 100,00

Total 5000 100,00

4. O grafico apresentado na Figura 1.9 é um gréfico de colunas. Havendo
disponibilidade de se usar o recurso de cores, é possivel usar o grafico

de setores também.

20 A

54
0 T T T T T T
Ford Volks Toyota

GM

% mercado
O

Renault  Chrysler Outras

Figura 1.9: Concentragao do mercado automobilistico.
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Aula 2 — Apresentacao de dados - parte 2

Nesta aula, vocé aprendera:

e a construir distribuicoes de freqiiéncias agrupadas para variaveis quan-

titativas discretas e continuas;

e a construir histogramas e poligonos de freqiiéncia para representar dis-

tribuigoes de freqiiencias agrupadas;

e a construir gréaficos de linha e diagramas de ramos e folhas.

Apresentacao de dados quantitativos - conclusao
Variaveis quantitativas discretas

Na aula anterior, vocé aprendeu a construir distribuicoes de freqiiéncias
para variaveis discretas com poucos valores. No exemplo ali apresentado, ha
duas variaveis quantitativas discretas: nimero de dependentes e idade.

A diferenca entre elas é que a idade pode assumir um nimero maior de va-
lores, o que resultaria em uma tabela grande, caso decidissemos relacionar
todos os valores. Além disso, em geral nao é necessario apresentar a in-
formacao em tal nivel de detalhamento. Por exemplo, para as seguradoras
de planos de satude, as faixas etarias importantes - aquelas em que ha reajuste
por idade - sao 0 a 18; 19 a 23; 24 a 28; 29 a 33; 34 a 38; 39 a 43; 44 a 48; 49
a H3; b4 a 58 e 59 ou mais. Sendo assim, podemos agrupar os funcionarios
segundo essas faixas etarias e construir uma tabela de freqiéncias agrupadas
da mesma forma que fizemos para o nimero de dependentes, s6 que agora
cada frequiéncia corresponde ao nimero de funcionarios na respectiva faixa

etaria. Na Tabela 2.1 temos a tabela resultante.

AULA 2

TABELA DE FREQUENCIAS

AGRUPADAS
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Tabela 2.1: Distribuicao de freqiiéncia da idade de 500 funcionarios

Faixa Freqiiéncia Simples | Freqiiéncia Acumulada
Etaria | Absoluta Relativa % | Absoluta Relativa %
19 — 23 1 0,2 1 0,2
24 — 28 23 4,6 24 4,8
29 — 33 103 20,6 127 25,4
34 — 38 246 49,2 373 74,6
39 — 43 52 10,4 425 85,0
44 — 48 50 10,0 475 95,0
49 — 53 25 5,0 500 100,0
Total 500 100,0

Atividade 2.1

Na Tabela 2.2 temos as informacoes sobre idade e salario para os 15
funcionarios do Departamento de Recursos Humanos. Construa uma tabela
de freqiiéncias para a idade, levando em conta as mesmas faixas etarias uti-

lizadas acima.

Tabela 2.2: Idade e saldrio dos funciondrios do Departamento de RH

Nome Idade | Salario
Joao da Silva 36 6300
Pedro Fernandes 51 5700
Maria Freitas 26 4500
Paula Gongcalves 25 3800
Ana Freitas 29 3200
Luiz Costa 53 7300
André Souza 42 7100
Patricia Silva 38 5600
Regina Lima 35 6400
Alfredo Souza 45 7000
Margarete Cunha 26 3700
Pedro Barbosa 37 6500
Ricardo Alves 24 4000
Marcio Rezende 31 5100
Ana Carolina Chaves 29 4500

CEDERJ
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Variaveis quantitativas continuas

Para as variaveis quantitativas continuas, devemos também trabalhar
com distribuicoes de freqiiéncias agrupadas. O processo de construgao € i-
déntico ao visto para as variaveis discretas, mas aqui devemos tomar um
cuidado especial na construcao das classes. A escolha dos limites das classes
deve ser feita com base na natureza, valores e unidade de medida dos dados.

As unicas regras que tém que ser seguidas sao as seguintes.

Regra: Definicao das classes em uma distribuicao de freqiiéncias agru-

padas.

1. As classes tém que ser exaustivas, isto é, todos os elementos devem

pertencer a alguma classe.

2. As classes tém que ser mutuamente exclusivas, isto é, cada elemento

tem que pertencer a uma unica classe.

O primeiro passo é definir o niimero de classes desejado; esse ntimero,
de preferéncia, deve estar entre 5 e 25. Em seguida, devemos determinar a
amplitude dos dados, ou seja, o intervalo de variagao dos valores observados

da variavel em estudo.

Definicao
A amplitude de um conjunto de dados, representada por Ay, € definida

como a diferenca entre os valores maximo e minimo:

Avotal = Vaitax — Vi (2.1)

Se queremos trabalhar com classes de mesmo comprimento (e essa é
uma opgao bastante comum), para determinar esse comprimento, temos que
dividir a amplitude total pelo ntimero de classes desejado. No entanto, para
garantir a inclusao dos valores minimo e maximo, podemos, como regra geral,
usar o seguinte procedimento: considere o primeiro multiplo do nimero de
classes maior que o valor da amplitude e use esse nimero como a nova
amplitude. Por exemplo se a amplitude é 28 e queremos trabalhar com 5

classes, vamos considerar 30 como a nova amplitude. Dividindo esse valor

AULA 2
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pelo ntimero de classes, obtemos o comprimento de cada classe e os limites
de classe podem ser obtidos somando-se o comprimento de classe a partir do
valor minimo dos dados. Continuando com o nosso exemplo, o comprimento
de classe é 30 = 5 = 6; se o valor minimo dos dados é 4, entao os limites de

classe serao
4+6 = 10
10+6 = 16
16+6 = 22
2246 = 28
2846 = 34

e as classes serao:

Note o tipo de intervalo utilizado: para incluir o valor minimo (4) na primeira
classe, o intervalo tem que ser fechado na parte inferior: [4. Se fechdssemos
o intervalo no limite superior, o 10 estaria incluido na primeira classe e,
portanto, ndo poderia estar na segunda classe. Isso resultaria em [4, 10] como
a primeira classe e (10, 16) como a segunda classe. Ou seja, as duas primeiras
classes estariam definidas de forma diferente, o que nao é conveniente, pois
dificulta a leitura da tabela. Assim, é preferivel incluir o 10 na segunda classe,

o que resulta nas classes apresentadas anteriormente.
Exemplo 2.1

Suponha que entre os 500 funciondrios da nossa empresa, o menor
salario seja 2800 e o maior salario seja de 12400. Para agrupar os dados

em 5 classes devemos fazer o seguinte:
Atotat = Vatax — Vi = 12400 — 2800 = 9600
Préximo multiplo de 5 = 9605

9605

Comprimento de classe = & = 1921
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Os limites de classe, entao, sao:

2800

2800 4+ 1921 = 4721

4721 +1921 = 6642

6642 + 1921 = 8563
8563 + 1921 = 10484
10484 — 1921 = 12405

e as classes podem ser definidas como

[2800,4721) (2800 incluido; 4721 excluido)
[4721,6642) (4721 incluido; 6642 excluido)
(6642, 8563) (6642 incluido; 8563 excluido)
[8563,10484) (8563 incluido; 10484 excluido)
(10484, 12405) (10484 incluido; 12405 excluido)

Essa é uma regra que resulta em classes corretamente definidas, mas
nem sempre as classes resultantes sao apropriadas ou convenientes. No exem-
plo acima, poderia ser preferivel trabalhar com classes de comprimento 2000,
definindo o limite inferior dos dados como 2500. Isso resultaria nas classes
[2500,4500); [4500,6500); [6500,8500); [8500, 10500) e [10500, 12500), que sao

classes corretas e mais faceis de ler.
Atividade 2.2

Construa uma distribuicao de freqiiéncias agrupadas em 5 classes de

mesmo comprimento para os dados de salarios da Tabela 2.2.

Histogramas e poligonos de freqiiéncia

O histograma e o poligono de freqiiéncias sao graficos usados para repre-
sentar uma distribuicao de freqiiéncias simples de uma varidvel quantitativa

continua.

Um histograma ¢ um conjunto de retangulos com bases sobre um eixo
horizontal dividido de acordo com os comprimentos de classes, centros nos
pontos médios das classes e dreas proporcionais ou tguais as frequéncias.
Vamos ilustrar a construgao de um histograma usando como exemplo a dis-
tribuicao de freqiiéncia dos dados sobre salarios da Atividade 2.2, reproduzida
na Tabela 2.3.

AULA 2

HISTOGRAMA
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Tabela 2.3: Distribuicao dos salarios dos funcionarios do Departamento de RH

Classe Freqiiéncia Simples | Freqiiéncia Acumulada
de salario | Absoluta Relativa % | Absoluta Relativa %
[3200,4021) 4 26,67 4 26,67
[4021,4842) 2 1,33 6 40,00
[4842,5663) 2 1,33 8 53,33
[5663,6484) 3 20,00 11 73,33
[6484,7305) 4 26,67 15 100,00
Total 15 100,00

Como as classes tétm o mesmo comprimento, o histograma, nesse caso,
pode ser construido de tal modo que as alturas dos retangulos sejam iguais
as freqiiéncias das classes. Dessa forma, as dreas serdo proporcionais (e nao
iguais) as freqiiéncias, conforme ilustrado no gréafico a esquerda na Figura 2.1.
No grafico a direita nessa mesma figura, a area de cada retangulo é igual a
frequiéncia relativa da classe e a altura de cada classe é calculada usando-
se a expressao que da a area de um retangulo. Por exemplo, para a classe
[3200,4021), a freqiiéncia (drea) ¢ 1t = 0, 266667 ¢ a base do retangulo (com-
primento de classe) é 821. Logo, a altura h do retangulo correspondente
¢ 0, 266667
T 821

O resultado dessa divisao ¢ denominado densidade, uma vez que da a con-

h = 0,000325

centracao em cada classe por unidade da variavel. Em ambos os graficos, a

forma dos retangulos é a mesma; o que muda é a escala no eixo vertical.

De modo geral, quando as classes tém o mesmo comprimento — e essa
¢ a situacao mais comum — podemos representar as alturas dos retangulos

pelas freqiiéncias das classes, o que torna o gréafico mais facil de interpretar.

5 0,00035

0,00030

0,00025

0,00020

Freqiiéncia
Densidade

0,00015

0,00010
14
0,00005

0 0,00000
3200 4021 4842 5663 6484 7305 3200 4021 4842 5663 6484 7305

Figura 2.1: Histogramas da distribui¢ao dos salarios dos funcionarios do Departamento
de RH.
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Um poligono de freqiiéncias é um gréafico de linha que se obtém unindo

: N A : POLIGONO DE FREQUENCIAS
por uma poligonal os pontos correspondentes as freqiiéncias das diversas @

classes, centradas nos respectivos pontos médios. Mais precisamente, sao
plotados os pontos com coordenadas (ponto médio, freqiiéncia simples). Para
obter as intersecoes da poligonal com o eixo, cria-se em cada extremo uma
classe com freqiiéncia nula. Na Figura 2.2 temos o poligono de freqiiéncias
para a renda dos funcionarios do Departamento de Recursos Humanos. Pode-
se construir o poligono de freqiiéncias junto com o histograma, o que facilita

a visualizacao dos resultados.

Numero de funciondrios

14

0 T T T T T T
2379 3200 4021 4842 5663 6484 7305 8126

Saldrio

Figura 2.2: Poligono de freqiiéncia para os saldrios dos funcionarios do Departamento
de RH.

Atividade 2.3

Na Tabela 2.4 abaixo temos as notas de 50 alunos em uma prova.
Construa uma tabela de freqiiéncias agrupadas, usando as classes 2 - 3,3
4,4F 5,--- 9 F 10. Construa o histograma e o poligono de freqiiéncias. (O
simbolo F indica que o limite inferior esta incluido, mas nao o superior; se
quiséssemos o contrario, usarfamos o simbolo - para indicar que o limite

superior estd incluido, mas nao o limite inferior.)

Tabela 2.4: Notas de 50 alunos para a Atividade 2.3

29 3,7 38 47 49 52 56 58 60 6,2
63 63 63 65 65 66 68 68 69 69
70 70 71 73 73 74 T4 75 75 7.6
76 77 77 79 81 81 82 82 83 83
84 85 87 87 88 89 90 91 94 97
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RAMO E FOLHAS

RAMOS

FOLHAS

CEDERJ

Diagrama de ramos e folhas

Um outro grafico usado para mostrar a forma da distribuicao de um
conjunto de dados quantitativos é o diagrama de ramos e folhas, desen-
volvido pelo estatistico americano John Tukey. Este grafico é constituido de
uma linha vertical, com a escala indicada & esquerda desta linha. A escala,
naturalmente, depende dos valores observados, mas deve ser escolhida de tal
forma que cada valor observado possa ser “quebrado” em duas partes: uma
primeira parte quantificada pelo valor da escala e a segunda quantificada
pelo 1ltimo algarismo do ntimero correspondente a observacao. Os ramos
do gréfico correspondem aos niimeros da escala, a esquerda da linha vertical.
Ja as folhas sao os nimeros que aparecem na parte direita. Na Figura 2.3
temos o diagrama de ramos e folhas para as notas de 50 alunos dadas na
Tabela 2.4. Nesse caso, a “quebra” dos valores é bastante natural: os ramos
sao formados pelo algarismo inteiro e as folhas pelos algarismos decimais, o

que ¢ indicado pela escala do gréfico.

Escala

1 10 1,0

2 19

3 178

4 179

5 1268

6 1023335568899

7 (001334455667 79
8 1112233457789

9 10147

Figura 2.3: Notas de 50 alunos.

O diagrama de ramos e folhas também ¢ 1til na comparacao de conjun-
tos de dados. Suponha que, no exemplo acima, a mesma prova tenha sido
aplicada a duas turmas diferentes. Para comparar os resultados, podemos
construir o diagrama que se encontra na Figura 2.4. Para facilitar a com-
paracao, ¢ usual indicar o numero de dados em cada banda do diagrama.
Note que, na parte esquerda do grafico, as folhas sao anotadas crescente-
mente da direita para a esquerda, enquanto que, na parte direita do grafico,

as folhas sao anotadas crescentemente da esquerda para a direita.




Apresentacdo de dados - parte 2

Escala
1
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Figura 2.4: Comparagao das notas de 2 turmas.

Atividade 2.4

Suponha que as idades dos 23 funcionarios do Departamento Financeiro
sejam 27; 31; 45; 52; 33; 34; 29; 27; 35; 38; 50; 48; 29; 30; 32; 29; 42; 41; 40;
42; 28; 36; 48. Usando esses dados e aqueles apresentados na Tabela 2.2
sobre os funcionarios do Departamento de Recursos Humanos, construa um

diagrama de ramos e folhas para comparar os 2 departamentos.

Graficos de linhas

O grdfico de linhas é usado principalmente para representar observacoes
feitas ao longo do tempo, isto é, observagoes de uma série de tempo. No eixo
horizontal colocam-se as datas em que foram realizadas as observagoes e no
eixo vertical, os valores observados. Os pontos assim obtidos sao unidos por
segmentos de reta para facilitar a visualizacao do comportamento dos dados
ao longo do tempo. Na Figura 2.5 temos o grafico que ilustra o consumo

de refrigerante (em milhoes de litros) no periodo de 1986 a 2005, conforme

dados da ABIR.

AULA 2

GRAFICO DE LINHAS

SERIE TEMPORAL

14000

12000

10000

8000

6000

4000

2000

0

1986
1987
1988
1989 |
1990 |
1991
1992
1993

1994 |

1995

1996 |

1997

1998

1999 |

2000

2001

2002 |

2003

2004 |

2005 |

Figura 2.5: Consumo de refrigerante 1986-2005.
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Na Tabela 2.5 temos dados sobre o nimero de homicidios nos estados
do Rio de Janeiro e de Sao Paulo no periodo de 1980 a 2002. Para efeitos de

comparagao, € possivel construir um grafico de linhas em que as 2 séries sao

representadas conjuntamente. Veja a Figura 2.6.

Tabela 2.5: Numero de homicidios - RJ e SP - 1980 a 2002

Ano

RJ

SP

Ano

RJ

SP

1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991

2946
2508
2170
1861
2463
2550
2441
3785
3054
4287
7095
2039

3452
4187
4183
5836
7063
7015
7195
7918
7502
9180
9496
9671

1992
1993
1994
1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002

4516
5362
6414
8183
8049
7966
7569
7249
7337
7304
8257

9022

9219

9990

11566
12350
12522
14001
15810
15631
15745
14494

18000

0

16000
14000 A
12000 A
10000 A
8000
6000
4000 A
2000

SP

RJ

% W 0 0O W W W 0 KB K

Fonte: www.ipeadata.gov.br

2001 |

2002

Figura 2.6: Numero de homicidios nos estados do Rio de Janeiro e de

1980-2002.
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Resumo da Aula

e Nesta aula, vocé completou seu estudo sobre apresentacao de dados
quantitativos com o estudo das distribuicoes de freqiiéncias agrupadas.
Certifique-se de ter compreendido a forma de obter os limites das
classes, respeitando o fato de que cada observacao tem que pertencer a
uma unica classe (as classes tém que ser exaustivas e mutuamente exclu-
sivas). As distribuigoes de freqiiéncias agrupadas podem ser represen-

tadas graficamente pelos histogramas e pelos poligonos de freqiiéncia.

e O histograma é um grafico representado por um conjunto de retangulos
com base sobre um eixo horizontal dividido de acordo com os com-
primentos das classes. As bases dos retangulos estao centradas nos
pontos médios das classes e a area de cada retangulo é proporcional a
freqiiéncia da classe. Quando as classes tém comprimentos iguais, as
alturas dos retangulos podem ser iguais as freqiiéncias das respectivas

classes.

e O poligono de freqiiéncias é um grafico em forma de uma poligonal,
que une os pontos de coordenadas (ponto médio da classe, freqiiéncia

da classe).

e Na construcao do diagrama de ramos e folhas, cada valor é “quebrado”
em duas partes, de modo que uma das partes - a folha - corresponda
ao ultimo algarismo do valor. A outra parte é o ramo e em cada ramo

colocam-se as folhas pertencentes ao ramo.

e Os graficos de linha sao utilizados na representacao de séries tempo-
rais, que sao dados observados ao longo do tempo. No eixo horizontal
representam-se as datas em que os dados foram coletados e na escala

vertical, os valores observados.

Exercicios

1. Num estudo sobre a jornada de trabalho das empresas de Produtos
Alimentares foram levantados os dados da Tabela 2.6 relativos ao
total de horas trabalhadas pelos funciondrios no més de agosto (da-
dos ficticios). Construa uma tabela de freqiiéncias usando 5 classes
de mesmo tamanho; construa também o histograma e o poligono de
freqiiéncias. Para facilitar a solucao, os valores minimo e maximo sao:
1.815 e 118.800.
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Tabela 2.6: Jornada de trabalho de empresas alimentares para o Exercicio 2.6

3.960
118.800
3.216
8.408
8.527
6.721
10.450
17.864
30.800
25.520
30.769
16.507
91.080

5.016
27.904
7.392
8.624
3.010
2.631
6.780
34.848
19.562
49.251
16.907
36.960
99.792

13.015
72.600
2.530
6.864
5.914
7.082
5.060
25.300
49.240
30.976
33.911
67.760
77.836

8.008
100.100
6.930
5.742
11.748
10.318
5.544
52.800
49.434
23.338
27.034
84.084
76.032

6.930
55.935
1.815
5.749
8.501
8.008
6.178
17.732
26.950
43.648
16.500
89.888

5.544
7.223
4.338
8.514
6.512
3.590
13.763
63.923
22.308
26.796
14.445
65.340

4.224
3.775
8.065
2.631
11.458
7.128
9.623
30.360
21.146
44.880
28.160
82.280

6.138
4.224
10.910
5.236
10.094
7.929
14.883
18.876
14.212
30.008
42.442
86.152

2. Na Tabela 2.7 temos a populagao dos municipios de MG com mais de
50.000 habitantes, com base nos dados do Censo Demografico 2000.
Construa uma tabela de freqiiéncias, trabalhando com as seguintes
classes (em 1.000 hab.): [50,60), [60,70), [70,80), [80,100), [100,200),
[200, 500) e 500 ou mais. Note que aqui estamos trabalhando com

classes desiguais, o que ¢ comum em situacoes desse tipo, onde hé

muitos observacoes pequenas e poucas grandes.
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Tabela 2.7: Populacao dos municipios de MG com mais de 50.000 habitantes, para o

Exercicio 2.7

Municipio Populagao | Municipio Populagao | Municipio Populagao
Leopoldina 50.097 | Timéteo 71.478 | Varginha 108.998
Pirapora 50.300 | Pard de Minas 73.007 | Barbacena 114.126
trés Pontas 51.024 | Patrocinio 73.130 | Sabara 115.352
Sao Francisco 51.497 | Paracatu 75.216 | Patos de Minas 123.881
Pedro Leopoldo 53.957 | Vespasiano 76.422 | Tedfilo Otoni 129.424
Ponte Nova 55.303 | Itadna 76.862 | Ibirité 133.044
S.Seb.do Paraiso 58.335 | Caratinga 77.789 | Pocos de Caldas 135.627
Janatba 61.651 | S.Joao del Rei 78.616 | Divindpolis 183.962
Formiga 62.907 | Lavras 78.772 | Sete Lagoas 184.871
Januaria 63.605 | Araxa 78.997 | Santa Luzia 184.903
Cataguases 63.980 | Itajuba 84.135 | Ipatinga 212.496
Nova Lima 64.387 | Uba 85.065 | Ribeirao das Neves 246.846
Vicosa 64.854 | Ituiutaba 89.091 | Gov.Valadares 247.131
Trés Coragoes 65.291 | Muriaé 92.101 | Uberaba 252.051
Ouro Preto 66.277 | Passos 97.211 | Betim 306.675
Joao Monlevade 66.690 | Cor. Fabriciano 97.451 | Montes Claros 306.947
Alfenas 66.957 | Itabira 98.322 | Juiz de Fora 456.796
Manhuacu 67.123 | Araguari 101.974 | Uberlandia 501.214
Curvelo 67.512 | Cons.Lafaiete 102.836 | Contagem 538.017
Unai 70.033 | Pouso Alegre 106.776 | Belo Horizonte 2.238.526

Fonte: IBGE - Censo Demografico 2000

3. Na Tabela 2.8 temos a densidade populacional (hab/km?) das unidades
da federagao brasileira. Construa um grafico ramo-e-folhas para esses

dados. Para RJ e DF, vocé pode dar um “salto” na escala, de modo a

nao acrescentar muitos ramos vazios.

AULA 2
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Tabela 2.8: Densidade populacional dos estados brasileiros, para o Exercicio 2.8

UF | Densidade Populacional | UF | Densidade Populacional
(hab/km?) (hab/km?)
RO 6 | SE 81
AC 4| BA 24
AM 2 | MG 31
RR 2| ES 68
PA 51 RJ 328
AP 4| SP 149
TO 5| PR 48
MA 17| SC o7
PI 12 | RS 37
CE 51 | MS 6
RN 53 | MT 3
PB 61 | GO 15
PE 81| DF 353
AL 102

Fonte: IBGE - Censo Demogréfico 2000

4. Construa um grafico de linhas para os dados da inflacao brasileira anual
medida pelo Indice Nacional de Pregos ao Consumidor (INPC) apre-

sentados na Tabela 2.9.
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Tabela 2.9: Indice Nacional de Precos ao Consumidor - 1995-2005

Solucao das Atividades

Atividade 2.1

Veja a Tabela 2.10.

Tabela 2.10: Distribuicao de freqiiéncia da idade dos funcionarios do Depto de RH

Ano | INPC (%)
1995 22,0
1996 0.1
1997 13
1998 2,5
1999 8,4
2000 5.3
2001 9.4
2002 14,7
2003 10,4
2004 6,1
2005 5.1

Faixa Freqiiencia Simples | Freqiiéncia Acumulada
Etaria | Absoluta Relativa % | Absoluta Relativa %
24 — 28 4 26,67 4 26,67
29 — 33 3 20,00 7 46,67
34 — 38 4 26,67 11 73,33
39 — 43 1 6,67 12 80,00
44 — 48 1 6,67 13 86,67
49 — 53 2 13,33 15 100,0
Total 15 100,00

AULA 2
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Atividade 2.2

O valor minimo é 3200 e o valor maximo é 7300. Dessa forma, a am-
plitude exata é 7300 — 3200 = 4100 e o préximo multiplo de 5 ¢ 4105. Logo,

o comprimento de cada classe é % = 821. Obtém-se a Tabela 2.11.

Tabela 2.11: Distribuigao dos salarios dos funcionarios do Depto de RH

Faixa Freqiiéncia Simples | Freqiiéncia Acumulada

salarial Absoluta Relativa % | Absoluta Relativa %
3200 F 4021 4 26,67 4 26,67
4021 F 4842 2 13,33 6 40,00
4842 + 5663 2 13,33 8 53,33
5663 - 6484 3 20,00 11 73,33
6484 - 7305 4 26,67 15 100,00
Total 15 100,00

Atividade 2.3

Veja a Tabela 2.12 e os graficos nas Figuras 2.7 e 2.8.

Tabela 2.12: Distribuicao de freqiiéncia das notas de 50 alunos

Notas Freqiiéncia Simples Freqiiéncia Acumulada

Absoluta Relativa (%) | Absoluta Relativa (%)
2F3 1 2,0 1 2,0
3F4 2 4,0 3 6,0
45 2 4,0 5 10,0
5F6 3 6,0 8 16,0
67 12 24,0 20 40,0
TES8 14 28,0 34 68,0
8F9 12 24,0 46 92,0
9+ 10 4 8,0 50 100,0
Total 50 100,0

CEDERJ
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Figura 2.8: Poligono de freqiiéncia da distribui¢ao das notas de 50 alunos.

Atividade 2.4

Veja a Figura 2.9.

21778999

3101234568
40122588
510 2

Figura 2.9: Idades dos funcionérios do Departamento Financeiro.

Solucao dos Exercicios

1. Os valores minimo e méximo sao, respectivamente, 1815 e 118800, o que

fornece uma amplitude exata de 116985. Tomando o préoximo multiplo
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mento de classe
Figura 2.10.

116990 __

5

de 5, a amplitude efetiva passa a ser 116990, o que da um compri-
23398. Veja a Tabela 2.13 e os graficos na

Tabela 2.13: Distribuigao de freqiiéncia do niimero de horas trabalhadas

Numero de

Horas Trabalhadas

Freqiiencia Simples

Freqiiencia Acumulada

Absoluta  Relativa (%)

Absoluta  Relativa (%)

1815 F 25213 63 63,0 63 63,0
25213 F 48611 17 17,0 80 80,0
48611 F 72009 9 9,0 89 89,0
72009 - 95407 8 8,0 97 97,0
95407 = 118805 3 3,0 100 100,0
Total 100 100,0
60 |
50 ]
40
30
b
N \R
-21583 1815 25213 48611 72009 954‘107 1 |8‘805

Figura 2.10: Distribuicao da jornada de trabalho de empresas alimentares.
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2. Veja a Tabela 2.14.

Tabela 2.14: Populacao dos municipios mineiros com mais de 50000 habitantes

Populacao Freqiiéncia Simples Freqiiéncia Acumulada
(em 1000 hab | Absoluta Relativa (%) | Absoluta Relativa (%)
50 = 60 7 11,67 7 11,67
60 = 70 12 20,00 19 31,67
70 = 80 11 18,33 30 50,00
80 90 3 5,00 33 55,00
90 = 100 4 6,67 37 61,67
100 = 200 13 21,67 50 83,33
200 F 500 7 11,67 57 95,00
500 ou mais 3 5,00 60 100,00
Total 60 100,0

3. Veja a Figura 2.11.

0O N kW= O

[ I S T N e T e S
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2

3 445 5 6 6

7

Figura 2.11: Densidade populacional das UFs brasileiras.
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4. Veja a Figura 2.12.

25

20 A

1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005

Figura 2.12: Inflagao brasileira anual.
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Aula 3 — Medidas de posicao

Nesta aula, vocé estudara as medidas de posicao de uma distribuicao

de dados e aprendera os seguintes conceitos:

e média
e mediana

e moda

Medidas de posicao ou tendéncia central

A reducao dos dados através de tabelas de freqiiéncias ou graficos é um
dos meios disponiveis para se ilustrar o comportamento de um conjunto de
dados. No entanto, muitas vezes queremos resumir ainda mais esses dados,
apresentando um tnico valor que seja “representativo” do conjunto original.
As medidas de posicao ou tendéncia central, como o préprio nome esta in-
dicando, sao medidas que informam sobre a posicao tipica dos dados. Na
Figura 3.1 podemos notar os seguintes fatos: em (a) e (b), as distribuigoes
sao ideénticas, exceto pelo fato de que a segunda esta deslocada a direita. Em
(c), podemos ver que hé duas classes com a freqiiéncia méxima e em (d), ha
uma grande concentragao na cauda inferior e alguns poucos valores na cauda
superior. As medidas de posicao que apresentaremos a seguir irao captar

essas diferencas.

Média aritmética simples

No nosso dia-a-dia, o conceito de média ¢ bastante comum, quando nos
referimos, por exemplo, a altura média dos brasileiros, a temperatura média

dos 1ltimos anos, etc.

AULA 3
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1234T§6789101112 12345678T‘)101112
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12345]6789101112 1234T56789]01112

() ( d)

Figura 3.1: Exemplos ilustrativos do conceito de medidas de posigao.

Definicao
Dado um conjunto de n observagoes x1, s, ..., T,, a média aritmética

simples ¢ definida como

i tag+ - tw, 1

= =S| (3.1)

n n ;=1

A notagao T (lé-se x barra), usada para indicar a média, é bastante
comum; em geral, usa-se a mesma letra utilizada para indicar os dados com
a barra em cima. Na definicao acima fazemos uso do simbolo de somatoério,
representado pela letra grega sigma maitscula, Y. Nesta aula vocé ainda
aprendera mais sobre esse simbolo. Por enquanto, entenda como a média
aritmética de um conjunto de dados é calculada. A primeira observagao é
que ela s6 pode ser calculada para dados quantitativos (nao faz sentido somar
masculino + feminino!). O seu célculo é feito somando-se todos os valores e

dividindo-se pelo ntimero total de observagoes.

Consideremos as idades dos funcionarios do Departamento de Recursos
Humanos, analisadas na aula anterior e apresentadas no ramo e folhas da

Figura 3.2.
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Escala
11 0 10
24 5 6 6 9 9
31 5 6 7 8
41 2 5
51 3

Figura 3.2: Idade dos funcionérios do Departamento de RH.

A idade média é:

244+25+26+260+294+294314+35+36 +37+ 38442445+ 51+ 53

15

527
= — =35,13
15 ’

Como as idades estao em anos, a idade média também ¢é dada nessa unidade,
ou seja, a idade média ¢é 35,13 anos. Em geral, a média de um conjunto de

dados tem a mesma unidade dos dados originais.

A interpretacao fisica da média aritmética é que ela representa o centro
de gravidade da distribuicao; nos quatro histogramas da Figura 3.1, ela é o
ponto de equilibrio, indicado pela seta. Note que o valor da média aritmética
é um valor tal que, se substituissemos todos os dados por ela, isto é, se
todas as observagoes fossem iguais a média aritmética, a soma total seria
igual a soma dos dados originais. Entao, a média aritmética é uma forma
de se distribuir o total observado pelos n elementos, de modo que todos
tenham o mesmo valor. Considere os seguintes dados ficticios referentes aos
salarios de 5 funcionarios de uma firma: 136,210, 350, 360, 2500. O total da
folha de pagamentos é 3236, havendo um salario bastante alto, discrepante
dos demais. A média para esses dados é 647,20. Se todos os 5 funcionarios
ganhassem esse salario, a folha de pagamentos seria a mesma e todos teriam

o mesmo salario.

Moda

No histograma (c) da Figura 3.1, duas classes apresentam a mesma

freqiiéncia maxima. Esse é o conceito de moda.

AULA 3
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Definicao
A moda de uma distribuicao ou conjunto de dados, que representaremos

or £*, é o valor que mais se repete, ou seja, o valor mais freqiiente.
) ) )

Podemos ter distribui¢oes amodais (todos os valores ocorrem o mesmo
nimero de vezes), unimodais (uma moda), bimodais (duas modas), etc. Para
os dados da Figura 3.2 temos as seguintes modas: z* = 26 e x* = 29 anos
e, portanto, essa é uma distribuicao bimodal. Assim como a média, a moda

sempre tem a mesma unidade dos dados originais.

Mediana

Vamos analisar novamente os seguintes dados referentes aos saldrios (em
R$) de 5 funciondrios de uma firma: 136,210, 350, 360, 2500. Como visto, o
salario médio é R$ 647,20. No entanto, esse valor nao representa bem nem
os salarios mais baixos, nem o salario mais alto. Isso acontece porque o
salario mais alto é muito diferente dos demais. Esse exemplo ilustra um
fato geral sobre a média aritmética: ela é muito influenciada por wvalores
discrepantes (em inglés, outliers), isto é, valores muito grandes (ou muito
pequenos) que sejam distintos da maior parte dos dados. Nesses casos é
necessario utilizar uma outra medida de posicao para representar o conjunto;

uma medida possivel é a mediana.

Definicao

Seja x1, T2, ..., T, um conjunto de n observagoes e seja rg,t =1,...,n 0
conjunto das observagoes ordenadas, de modo que z(;) < @) < - < x(y).
Entao, a mediana (), é definida como o valor tal que 50% das observacoes
sao menores que ela e 50% sao maiores que ela. Para efeito de calculo,

valem as seguintes regras:

n impar : ngx(n_1>

(3.2)

Dessa definicao, podemos ver que a mediana é o valor central dos dados

e para calculé-la é necesséario ordenar os dados. Para as idades na Figura 3.2,
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temos que o numero total de observagoes é n = 15. Logo, a mediana é o
valor central, que deixa 7 observacoes abaixo e 7 observacoes acima. Logo, a
mediana é a oitava observacao, uma vez que
n+1 15+1 g
2 2

Sendo assim, a idade mediana é QQ2 = 35 anos. A unidade da mediana € a
mesma dos dados.

Exemplo 3.1

Na aula anterior, analisamos os dados referentes ao niimero de depen-
dentes dos funciondrios do Departamento de Recursos Humanos, apresenta-
dos novamente na tabela abaixo.

Nome No.de dependentes || Nome No.de dependentes

Joao da Silva 3 Patricia Silva 2
Regina Lima
Alfredo Souza
Margarete Cunha
Pedro Barbosa
Ricardo Alves

MAércio Rezende

Pedro Fernandes
Maria Freitas
Paula Gongcalves
Ana Freitas

Luiz Costa

_— O N OO W N

André Souza

O W=k O O =

Ana Carolina Chaves

Vamos calcular as medidas de posicao para esses dados. Ordenando-os

temos o seguinte:
0o oo0oo0o01 1122233 3 4
A média é

5><O+3><1—|—3><2+3><3+1><4_22_
15 15

1,47

T =

ou seja, em média temos 1,47 dependentes por funcionédrio do Departamento

de RH. A moda ¢ 0 dependente e a mediana é (n = 15)

Q2 = T(1p1) = T(s) = 1 dependente

CEDERJ
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Atividade 3.1

Na Atividade 2.1, vocé analisou os dados sobre os salarios dos fun-
cionérios do Departamento de Recursos Humanos, cujos valores (em R$) sdo

os seguintes:

6300 5700 4500 3800 3200 7300 7100 5600
6400 7000 3700 6500 4000 5100 4500

Calcule a média, a moda e a mediana para esses dados, especificando
as respectivas unidades.

Atividade 3.2

Calcule a nota média, a nota modal e a nota mediana para os dados da
Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Notas de 50 alunos para a Atividade 3.2

29 3,7 38 47 49 52 56 58 60 6,2
63 63 63 65 65 66 63 68 69 69
70 70 71 73 73 74 T4 75 75 7.6
76 77 77 79 81 81 82 82 83 83
84 85 87 87 88 89 90 91 94 97

Somatorio

A notacao de somatorio é bastante util na apresentacao de férmulas,
pois ele resume de forma bastante compacta a operacao de soma de varias
parcelas. Para compreender as propriedades do somatorio, basta lembrar as

propriedades da adicao.

Para desenvolver um somatorio, temos que substituir o valor do indice
em cada uma das parcelas e em seguida realizar a soma dessas parcelas. Por

exemplo:
5

Zi2:12+22+32+42+52

i=1
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Em termos mais gerais, temos as seguintes propriedades:

Z($i+3/i) = (m1+uy) +(Tat+y2) + -+ (T +yn) =

= (@ tzt-Fr) Wttt =

kai = kxi1+krg+ -+ kx, =

= k(r1+a2+-- -+, =

i=1

d k=k+k+--+k=nk
=1

E importante salientar algumas diferencas:

n n 2
2
i=1 i=1
uma vez que

n

2 _ 2 2 2
E Ty =2 +x5+ -+,
i=1

n 2
(sz> = (z1 + a2+ +1,)°
=1

Temos também que

S £ (z ) (zy)
=1 =1 =1
uma vez que

Z TiY; = T1Y1 + Toy2 + -+ Tuln
i=1

(in> (Zy> = (@ 4zt r) ot )

i=1 1=
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A medida do necessario iremos apresentando mais propriedades do so-

matorio.
Atividade 3.3

Calcule as seguintes quantidades para os dados abaixo:

6 6 6 6
sz‘ Zfi Zfz‘%‘ Zfﬂ?
i=1 i=1 i=1 i=1

i |1 2 3 4 5 6
fil3 5 9 10 2 1
2 [10 11 15 19 21 26

Média aritmética ponderada

Vimos que a média aritmética equivale a dividir o “todo” (soma dos
valores) em partes iguais, ou seja, estamos supondo que os nimeros que que-
remos sintetizar tém o mesmo grau de importancia. Entretanto, ha algumas
situagoes onde nao é razoavel atribuir a mesma importancia para todos os
dados. Por exemplo, o Indice Nacional de Precos ao Consumidor (INPC)
é calculado com uma média dos Indices de Preco ao Consumidor (IPC) de
diversas regioes metropolitanas do Brasil, mas a importancia dessas regioes

¢ diferente. Uma das varidveis que as diferencia é a populagao residente.

Nesse tipo de situacao, em vez de se usar a média aritmética simples,

usa-se a média aritmética ponderada, que serd representada por T,.

Definicao
A média aritmética ponderada de numeros zq,xs,...,T, com pPesos

P1, P2, - - - Pn € definida como

n

Pil;
%, = P11 +—;02$2++ ++ PrnTn _ zzrll . (3.3)
P1T P21 ... T Pp 2&,

Se definimos

<
Il
-
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entao a média aritmética ponderada pode ser reescrita como
n
i=1

onde > w; = 1.

=1

Note que a média aritmética simples é um caso particular da média

. . N 1
aritmética ponderada, onde todas as observacoes tém o mesmo peso w; = —.
n

Para a construgao do Indice Nacional de Precos ao Consumidor - INPC,
o peso de cada indice regional é definido pela populacao residente urbana,
conforme dados da Tabela 3.2. Os pesos em porcentagem ai apresentados re-
presentam a participacao da populacao residente urbana da regiao metropoli-
tana no total da populacao residente urbana das 11 regioes metropolitanas

pesquisadas. O indice geral é dado pela média ponderada:

INPCys/06 = 0,0306 x 0,75+ 0,0915 x 0,64 40,0623 x 0,55 + 0,0919 x 0,52 +
0,0749 x 0,50 + 0, 0425 x 0,48 + 0,0378 x 0,48 + 0, 0385 x 0, 44 +

0,3626 x 0,37 + 0,0334 x 0,37 + 0,1340 x 0, 18
= 0,427137

Tabela 3.2: Estrutura basica de ponderacao regional para calculo do INPC - Marco 2006

Area Geografica | Peso (%) | IPC - Mar/06
Brasilia 3,06 0,75
Belo Horizonte 9,15 0,64
Salvador 6,23 0,55
Porto Alegre 9,19 0,52
Curitiba 7,49 0,50
Recife 4,25 0,48
Goiania 3,78 0,48
Belém 3,85 0,44
Sao Paulo 36,26 0,37
Fortaleza 3,34 0,37
Rio de Janeiro 13,40 0,18
INPC - Geral 0,42
Fonte: IBGE
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Atividade 3.4

Segundo o critério de avaliacao adotado pelo Departamento de Es-
tatistica, cada aluno serd submetido a 2 provas, a primeira tendo peso 2
e a segunda tendo peso 3. Para ser aprovado sem ter que fazer prova final,
a média nas 2 provas tem que ser, no minimo, 6. Se um aluno tirar 5,5 na
primeira prova, quanto devera tirar na segunda prova para nao ter que fazer

prova final? E se as provas tivessem o mesmo peso?

Propriedades das medidas de posicao

Da interpretacao fisica de média como centro de gravidade da dis-
tribuicao, fica claro que a média é sempre um valor situado entre os valores
minimo e maximo dos dados. O mesmo resultado vale para a mediana e a

moda, o que é imediato a partir das respectivas definicoes. Resumindo temos:

Propriedade 1

IN

T < Tax

Q2 S Tmax (36)

*
Tmin S x Sxmax

Lmin

IA

Tmin

Vamos apresentar as outras duas propriedades através do seguinte ex-
emplo. Em uma turma de Estatistica, os resultados de uma prova ficaram
abaixo do que a professora esperava. Como todos os alunos vinham parti-
cipando ativamente de todas as atividades, mostrando um interesse especial
pela matéria, a professora resolveu dar 1 ponto na prova para todos os alunos.
Além disso, ela deu os resultados com as notas variando de 0 a 10, mas a
Secretaria da Faculdade exige que as notas sejam dadas em uma escala de 0
a 100. Sendo assim, a professora precisa multiplicar todas as notas por 10.
O que acontece com a média, a moda e a mediana depois dessas alteragoes?
Vamos ver isso com um conjunto de 5 notas: 5,4,2,3,4. As notas ordenadas

sao 2,3,4,4,5 e temos as seguintes medidas de posicao:

b+4+2+3+4 18

5} 5}
Q2 = l'*:4

3,6
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Somando 1 ponto, as notas passam a ser 3,4, 5,5, 6 com as seguintes medidas

de posigao:

4 p
3444556 B o L

d d
QQ(’J g y* g 5 g

441

Ao somar 1 ponto em todas as notas, o conjunto de notas sofre uma
translagao, o que faz com que o seu centro também fique deslocado de 1
ponto. Sendo assim, todas as trés medidas de posicao ficam somadas de 1

ponto.

Multiplicando as novas notas por 10, obtemos 30, 40, 50, 50, 60 e

_ 30+40+550+50+60:?:46,024,6><1()

Qy. = 2°=50=5x10

ou seja, todas as medidas de posicao ficam multiplicadas por 10.
Esse exemplo ilustra as seguintes propriedades.
Propriedade 2

Somando-se um mesmo valor a cada observacao x;, obtemos um novo

conjunto de dados y; = z; + k para o qual temos as seguintes medidas de

posicao:
([ y=7+k
yi=zithk=q Qoy=Qa+k (3.7)

\
Propriedade 3
Multiplicando cada observagao x; por uma mesma constante nao nula k,

obtemos um novo conjunto de dados y; = kx; para o qual temos as seguintes

medidas de posic¢ao:

7 =kT
y; = kx; = Q2,y = kQ2 (3.8)
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Atividade 3.5

A relagao entre as escalas Celsius e Fahrenheit é a seguinte:

Se a temperatura média em determinada localidade é de 45°F, qual é a

= g(F—?)Q)

temperatura média em graus Celsius?

Atividade 3.6

Em uma certa pesquisa, foram levantados dados sobre o lucro liquido
de uma amostra de grandes empresas, em reais, obtendo-se a média de R$ 1

035 420,00. Na divulgacao dos resultados, os valores devem ser apresentados

em milhares de reais. Qual é o valor a ser divulgado para o lucro médio?

Medidas de posicao para distribuicoes de freqiiéncias

agrupadas

Considere a distribuicao de freqiiéncias do salario dos funcionérios do

Departamento de Recursos Humanos reproduzida na Tabela 3.3.

Tabela 3.3: Distribuicao da renda dos funcionarios do Departamento de RH

Classe Ponto Freqiiéncia Simples | Freqiiéncia Acumulada
de renda | médio | Absoluta Relativa % | Absoluta Relativa %
[3200,4021) | 3610,5 4 26,67 4 26,67
[4021,4842) | 4431,5 2 1,33 6 40,00
[4842.5663) | 5252,5 2 1,33 8 53,33
[5663,6484) | 6073,5 3 20,00 11 73,33
[6484,7305) | 6894,5 4 26,67 15 100,00
Total 15 100,00

Essa tabela foi construida a partir dos dados da Tabela 2.2, analisada
na aula anterior. Imagine, agora, que nao dispuséssemos daqueles dados e

s6 nos fosse fornecida a Tabela 3.3. Como poderiamos calcular a média, a

moda e a mediana? Isso é o que vocé aprendera nessa parte final da aula.
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Média aritmética simples

Quando agrupamos os dados em uma distribuicao de freqiiéncias, es-
tamos perdendo informacao, uma vez que nao apresentamos os valores in-
dividuais. Informar apenas que existem 4 valores na classe 3200 - 4021 nos
obriga a escolher um valor tipico, representante de tal classe. Esse valor sera
sempre o ponto médio da classe. Entao a informagao anterior é interpretada
como a existéncia de 4 valores iguais a 3610,5, que ¢ o ponto médio dessa
classe. Essa é a interpretacao basica da tabela de freqiiéncias: todos os valo-
res de uma classe sao considerados iguais ao ponto médio da classe. O ponto
médio da classe, por sua vez, é calculado como a média dos limites de classe.

Veja a coluna criada com esses valores na Tabela 3.3.

A interpretacao da tabela de freqiiéncias nos diz que ha 4 observagoes
iguais a 3610,5; 2 observacoes iguais a 4431,5; 2 iguais a 5252,5; 3 iguais
a 6073,5 e 4 iguais a 6894,5. Entao esses dados podem ser vistos como o

seguinte conjunto de observacoes:

3610, 5
3610, 5
3610, 5
3610, 5

4 ocorréncias (3.9)

4431,5
4431,5

2 ocorréncias

5252,5
5252,5

6073,5
6073,5 p 3 ocorréncias

2 ocorréncias

6073, 5

6394, 5
6394, 5
6394, 5
6394, 5

4 ocorréncias

AULA 3
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Para calcular a média desse novo conjunto de dados temos que fazer:

4% 3610,5+ 2 x 4431,5 + 2 x 5252,5 + 3 x 6073,5 + 4 x 6894,5
15 B

]
\

4 2 2 3 4
— 1 2 X 4431,5 4+ = x 52525+ — — 4,5 =
T X 3610,5+ = X 44315+ = x 5252,5 4 5= X 60735+ - x 6894,5

= 0,2667 x 3610,5 + 0, 1333 x 4431,5+ 0, 1333 x 5252, 5
10,20 x 6073,5 + 0, 2667 x 6894, 5 =

= 5307,2333

Note, na pentultima linha da equagao anterior, que os pontos médios de cada
classe sao multiplicados pela freqiiéncia relativa da classe. Entao, a média
dos dados agrupados em classes é uma média ponderada dos pontos médios,
onde os pesos sao definidos pelas frequiiéncias das classes. Representando o
ponto médio da classe por z; e por f; a freqiiéncia relativa (ndo multiplicada

por 100), temos que
k
i=1

Os pesos (freqiiéncias) aparecem exatamente para compensar o fato de que

as classes tém numeros diferentes de observacgoes.

Moda

Embora existam métodos geométricos para se calcular a moda de dados
agrupados, tais métodos nao sao muito utilizados na pratica. Sendo assim,
estimaremos a moda de uma distribuicao de freqiiéncias agrupadas pelo ponto
médio da classe modal, que é a classe de maior freqiiéncia. No exemplo

anterior, temos uma distribuicao bimodal com z* = 3610, 5 e z* = 6894, 5.

Mediana

Como j4 visto, a mediana é o valor que deixa 50% das observagoes
acima e 50% abaixo dela. Estando os dados agrupados em classes, existe
um método geométrico que produz uma estimativa da mediana. As idéias
subjacentes a esse método sao que a mediana divide ao meio o conjunto de
dados (ou seja, a defini¢ado de mediana) e que, no histograma da distribuigao,

as areas dos retangulos sao proporcionais as freqiiéncias relativas.

Considere o histograma da Figura 3.3, referente aos salarios dos fun-

cionarios do Departamento de Recursos Humanos. Nas duas primeiras classes
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temos 40% das observacoes e nas trés primeiras classes temos 53,33%; logo, a
mediana é algum ponto da classe mediana 4842 + 5663 e abaixo desse ponto
temos que ter 50% da distribuicao, ou seja, as dreas dos 2 primeiros retangulos
mais a drea do retangulo hachurado representam 50% da freqiiéncia. Entao,
para identificar a mediana, devemos notar que na classe mediana ficam fal-
tando 50% — 40% = 10% da distribuigao para completar 50%. Entao a area
Ay do retangulo hachurado deve ser igual a 10%, enquanto que o retangulo
da classe mediana tem &drea A,, = 13,33%. Usando a férmula que d4 a drea

de um retangulo obtém-se:

A = 0,10=(Q2 —4842) x h

A, = 0,1333 = (5663 — 4842) x h
onde h é a altura comum dos dois retangulos. Dividindo as duas igualdades
termo a termo obtém-se a seguinte regra de proporcionalidade:

0,10 Q — 4842

= @, = 5457,904

0,1333 821
26,67 10% 26,67
A
20,00

£l 13,33 13,33

i3
]
/
/
/
/
/

3200 4021 4842 Q2 5663 6484 7305

Figura 3.3: Calculo da mediana dos salarios dos funcionérios de RH.
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Exemplo 3.2

Para fixar as idéias, vamos calcular a média e a mediana da seguinte

distribuicao:
Classes | Frequéncia Simples Freqiiéncia Acumulada
Absoluta Relativa % | Absoluta Relativa %
OFb5 5 6,25 5 6,25
5F 10 15 18,75 20 25,00
10+ 15 22 27,50 42 52,50
15+ 20 18 22,50 60 75,00
20 25 12 15,00 72 90,00
25 F 30 8 10,00 80 100,00
Total 80 100,00

Os pontos médios das classes sao

045 54+ 10 25 + 30
e a média é calculada como
T = 0,0625x2,5+0,1875 x 7,5 + 0,2750 x 12,5 + 0,2250 x 17,5 +
10,15 x 22,5 + 0,10 x 27,5
— 15,0625

Note que é preferivel trabalhar com as frequiéncias relativas em forma decimal
pois, se trabalhassemos com as freqiiéncias relativas em forma percentual,
teritamos que dividir o resultado por 100! Lembre-se que a média tem que

estar entre o valor minimo 0 e o valor maximo 30.

Da coluna de freqiiéncias relativas acumuladas, vemos que a mediana
estd na terceira classe 10 + 15. Nas duas primeiras classes temos 25% dos
dados; assim, estd faltando 25% para completar 50%. Veja a Figura 3.4.

A regra de trés resultante é:

Q:—10 15-10
25 27,5

= Q, = 14,545
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L 27.50% o
25%
10 Q2 15

Figura 3.4: Calculo da mediana para o Exemplo 3.2.

Atividade 3.7

Calcule a média e a mediana da seguinte distribuicao:

Classes | Freqiiéncia
4+ 6 10
6F8 12
810 18
10+ 12 6
12+ 14 4
Total 50

Resumo da Aula

Nesta aula, voceé estudou as principais medidas de posi¢ao ou de tendéncia
central, que ilustram a posicao tipica dos dados. Seja x1, s, ..., T, 0 nN0sso

conjunto de dados.

e Média aritmética simples - é o valor dado por

T = =

Ty +ZTo+ ...+ 2, 1 —

cuja interpretacao geométrica corresponde ao centro de gravidade da

distribuicao.

e Moda - z* é o valor que mais se repete.
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e Mediana - considerando os dados ordenados x(1) < z(a) < -+ - < 2(y),
a mediana ()2 é o valor central, ou seja, a mediana é o valor tal que

metade das observagoes ¢ menor que ela:

Q2 = T(ng1) se n é impar
2
IRCORAICERD ;
QQy = —2—2— sen ¢ par
e Média aritmética ponderada - se as observacoes tém pesos wi, wo, . . ., Wy,

n
tais que Y w; = 1, a média ponderada é
i=1

n
Tp = W1T1 + Walo + ... + Wpky = E w;T;
=1

e Média de dados agrupados em classes - é a média ponderada dos pontos

médios x; das classes, em que os pesos sao as freqiiéncias relativas f;:
T = E Jix;
i
e Mediana de dados agrupados - é calculada pela proporcionalidade di-

reta de areas no histograma da distribuicao.

e Média, mediana e moda sao medidas na mesma unidade dos dados e

satisfazem as seguintes propriedades:

IN

Tmin T S Tmax

N

Lmin > QQ S Lmax

*
Lmin S x Sxmax

T = kT + ky
Vi = k1zi + ke = § Qay = k1Q20 + ko
y* = ]{]1.1'* + kQ

Exercicios

1. Quatro amigos trabalham em um supermercado em tempo parcial com

os seguintes salarios horarios:

Pedro:  R$ 3,50 Joao: R$ 2,60
Marcos: R$ 3,80 Luiz: R$ 2,20

Se Pedro trabalha 10 horas por semana, Joao 12 horas, Marcos 15 horas

e Luiz 8 horas, qual é o salario hordrio médio desses quatro amigos?
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2. Na UFF, o coeficiente de rendimento (CR) semestral dos alunos é
calculado como uma média das notas finais nas disciplinas cursadas,
levando em conta a carga horéria (ou crédito) das disciplinas, de modo
que disciplinas com maior carga horaria tém maior peso no CR. Suponha
que um aluno tenha cursado 5 disciplinas em um semestre, obtendo
médias finais de 7,5; 6,1; 83; 6,5; 7,5. As trés primeiras disciplinas
tinham carga horéria de 4 horas semanais, a quarta, carga horaria de
6 horas e a ultima, 2 horas semanais. Calcule o CR do aluno nesse

semestre.

3. Em uma pesquisa sobre atividades de lazer realizada com uma amostra
de 20 alunos de um campus universitario, perguntou-se o ntimero de
horas que os alunos gastaram ‘“navegando” na Internet na semana an-

terior. Os resultados obtidos foram os seguintes:

15 24 18 8 10 12 15 14 12 10
8 12 6 20 18 16 10 12 15 9

Calcule a média, a moda e a mediana desses dados, especificando as

respectivas unidades.

4. No final do ano 2005, o dono de um pequeno escritério de administracao
deu a seus 8 funcionarios uma gratificagao de 250 reais, paga junto
com o salario de dezembro. Se em novembro o salario médio desses
funcionarios era de 920 reais, qual o salario médio em dezembro? Que

propriedades vocé utilizou para chegar a esse resultado?

5. No meés de dissidio de determinada categoria trabalhista, os funcionérios
de uma empresa tiveram reajuste salarial de 8,9%. Se no més anterior
ao dissidio o salario médio desses funcionarios era de 580 reais, qual
o valor do salario médio depois do reajuste? Que propriedades voce

utilizou para chegar a esse resultado?

6. O ntmero médio de empregados das empresas industriais do setor de
fabricagao de bebidas em determinado momento era de 117 emprega-
dos, enquanto o nimero mediano era de 27. Dé uma explicacao para a

diferenca entre essas medidas de tendéncia central.

7. Na tabela a seguir temos o nimero de empresas por faixa de pessoal
ocupado (PO) do setor de fabricagdo de bebidas em determinado mo-
mento. Calcule a média e a mediana dessa distribuigao, especificando

as respectivas unidades.
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Classe de PO | Numero de empresas
(10, 30) 489
(30, 100) 269
(100, 500) 117
[500, 1000) 15
[1000, 2000) 9
[2000, 4000) 7

Solucao das Atividades

Atividade 3.1

Temos 15 funcionarios. Os dados ordenados sao os seguintes: 3200,
3780, 3800, 4000, 4500, 4500, 5100, 5600, 5700, 6300, 6400, 6500, 7000, 7100,
7300. A média é

3200 4 3780 + - - - + 7300 _ 80700
15 15

T =

= 5380

A moda é
¥ = 4500

e a mediana é a observacao de posicao % = 8, ou seja,
Q2 =T = 5600

Todas essas medidas estao em R$.
Atividade 3.2

Note que os dados ja estao ordenados; caso nao estivessem, uma boa
opcao para ajudar na solucao do exercicio seria construir o diagrama de ramos
e folhas. Temos 50 notas. Logo,

2,9+3,74+---+9,7  357,1
50 50

A nota modal é z* = 6, 3, que aparece 3 vezes. Como o niimero de observagoes

T =

= 7,142

é par (n = 50), a mediana é a média das 2 observagdes centrais, cujas posigoes

sao % e % + 1, ou seja, a mediana é a média da 25 e da 26* observacoes:

7,3+ 7,4

Q2 5

=17,35
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Atividade 3.3

Temos o seguinte:

6
> wi=a1+ o+ a3+ a4+ 75+ 26 = 10+ 11+ 15 4+ 19 + 21 + 26 = 102
=1

6
D fishtftfatfitfitfo=3+5+9+10+2+1=30

Zfz‘%‘ = fiz1 + foxa + f3x3 + fava + f5x5 + foxe =

= 3IXI0+0Xx11+9x15+10x1942x214+1x26=
= 478

S fal = [l + ford + fsaf + faxd + fsxd + forg =

= 3x1024+5x11249x15°4+10x 192 +2x 2124+ 1 x 26% =
— 8098

Atividade 3.4

Vamos denotar por x; e xy as notas na primeira e segunda provas.

Entao, a média final é calculada como

_ 211 + 3o
T,—= ——
P 2+3

Para aprovacao direta, sem prova final, temos que ter 7, > 6. Logo,

2x1 + 319

720 2+3

19 _
> 64 2x5, 54323 > 30 4 31y 2 19 5 1y > — = 6,33

Se fosse média simples, teriamos que ter

T+ X9

T>6& >0 95,04+1>12 29 >6,5

CEDERJ
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Atividade 3.5

A mesma relacao que se aplica as temperaturas individuais se aplica
também a temperatura média, ou seja, a temperatura média em graus

Celsius é

C= g(F—?Q) :%(45—32) =7,22°C

Atividade 3.6

Nao é necessario recalcular a média em milhares de reais; basta dividir

a média por 1000, ou seja, o lucro médio ¢ de 1035,42 milhares de reais.
Atividade 3.7

A distribuicao de freqiiéncias completa é a seguinte:

Classes | Ponto Freq. Simples Freq. Acumulada
Médio | Absoluta Relativa | Absoluta Relativa
4+ 6 5 10 0,20 10 0,20
618 7 12 0,24 22 0,44
8F 10 9 18 0,36 40 0,80
0F12| 11 6 0,12 46 0,92
12+ 14 13 4 0,08 50 1,00
Total 50 1,00
A média é

T=5x0,20+7x%x0,244+9x0,36+11 x 0,124 13 x 0,08 = 8§, 28

A mediana estd na classe 8 = 10. Abaixo desta classe temos 44% das ob-
servacoes. Assim, para completar 50% ficam faltando 6% - veja a Figura 3.5

a seguir.

A regra de proporcionalidade ¢é

@Q:—8 10—28 12
= = —8=—== =38,33
6 36 QQ 36 QQ )
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36%

y
v

44%
— 6%

8 10

Figura 3.5: Cilculo da mediana - Solugao da Atividade 3.7.

Solucao dos Exercicios

1. Para calcular o salario hordrio médio, temos que dividir o total dos

vencimentos pelo total de horas trabalhadas pelos 4 amigos.

10 x 3,50 + 12 x 2,6 + 15 x 3,80 + 8 x 2,20

10+ 12+15+38
10 x 3,50 + 12 x 2,6 + 15 x 3,80 + 8 x 2,20

45
= 10><350%—12><26+15><380+8><220
45 ' 45 ’ 45 ' 45 ’
140, 8
= '~ —3.1289
45 ’

Note que o salario médio é uma média ponderada dos salarios indivi-

duais, com o peso sendo definido pelo ntimero de horas de trabalho.

2. A carga horéria semanal total ¢ 4 +4 444 6 4+ 2 = 20. Logo, o CR do

aluno é

4 4 4 2 141
CR:—><7,5+—><6,1+—><8,3+£><6,5+—><7,5: .6

= 7,08
20 20 20 20 20 20

3. O diagrama de ramos e folhas é o seguinte:

0[6 8 9
1/0 002222455568 8 8
210 4
A média ¢
420424 274
o OF8H9F #2020 274 oo

20 20
A moda é z* = 12 e a mediana é a média dos valores centrais:

+ 12+ 14
Q2 = St 3 an _g =13

Todos esses resultados estao medidos em horas por semana.
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. Todos os saldrios ficaram aumentados em 250 reais. Se chamamos de

x; o salario do funciondario ¢ no més de novembro e de y; o salario desse
mesmo funcionario em dezembro, entao y; = x; +250. De acordo com a
Propriedade 2, temos que o salario médio em dezembro ¢ y = T+ 250 =
920 + 250 = 1170 reais.

. Seja z; o salario do funcionario 2 no meés anterior ao dissidio. Depois

do aumento, seu salario passa a ser y; = x; +0,089x; = 1,089z;. Logo,
todos os saldrios ficam multiplicados por 1,089 e, pela Propriedade 3,
a média também fica multiplicada por este valor, ou seja, depois do
dissidio o salario médio passa a ser y = 1,089z = 1,089 x 580 = 631,

62 reais.

. A diferenga se deve a existéncia de grandes empresas no setor de be-

bidas, com muitos empregados. Como vimos, a média é bastante influ-

enciada pelos valores discrepantes.

. Completando a tabela obtemos

Classe de PO | Ponto Freq. Simples Freq. Acumulada

médio | Absoluta Relativa (%) | Absoluta Relativa (%)
10, 30) 20 489 53,9735 489 53,9735
(30, 100) 65 269 29,6909 758 83,6645
[100, 500) 300 117 12,9139 875 96,5784
[500, 1000) 750 15 1,6556 890 98,2340
(1000, 2000) 1500 9 0,9934 899 99,2274
[2000, 4000) 3000 7 0,7726 906 100,0000
TOTAL 906 100,0000

Como as freqiiéncias relativas estao em forma percentual, temos que

dividir o resultado por 100, ou seja:

T = (20 x 53,9735 + 65 x 29,6909 + 300 x 12,9139 + 750 x 1, 6556
+1500 x 0,9934 + 3000 x 0,7726)/100
= 119, 3322 empregados

A mediana esta na classe 10 - 30. A freqiiéncia abaixo desta classe é

nula. Logo, a regra de tres é

Q—10  30—10

50 53.9735

Q2—

1000
53,9735

= Q3 = 28,528 empregados
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Note a diferenga da média para a mediana, resultado da presenca de
empresas com muitos empregados — muitas empresas tém poucos em-
pregados, mas poucas empresas tém muitos empregados, o que “puxa’

a média para cima.
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Aula 4 — Medidas de dispersao
Nesta aula, voce estudara as medidas de dispersao de uma distribuicao
de dados e aprendera os seguintes conceitos:
e amplitude
e desvios em torno da média
e desvio médio absoluto
e variancia
e desvio padrao
Amplitude
Considere os conjuntos de dados apresentados por um diagrama de
pontos na Figura 4.1. Nesse gréafico, as “pilhas” de pontos representam as
freqiiéncias de cada valor. Podemos ver facilmente que ambos os conjuntos
tém a mesma média (o centro de gravidade ou ponto de equilibrio é o mesmo),
a mesma mediana e a mesma moda. No entanto, esses dois conjuntos tém
caracteristicas diferentes e ao sintetiza-los apenas por alguma medida de
posicao, essa caracteristica se perdera. Tal caracteristica é a dispersao dos
DISPERSAO

dados: no primeiro conjunto, os dados estao mais concentrados em torno da

média do que no segundo conjunto.

© 10000

o 10000000
N 10000

© 100

© 4

—_

<)

o

- 100

o 10000000
N

o

© 10000

Figura 4.1: Conjuntos de dados com medidas de posicao iguais e dispersao diferente.

Como podemos “medir” essa dispersao? Uma primeira idéia é conside-
rar a amplitude dos dados, que é, como ja visto, a diferenga entre o maior e

o menor valor.
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Definicao
A amplitude de um conjunto de dados é a distancia entre o maior valor e

o0 menor valor.

Atotal - Vmax - Vmin- (41)

A amplitude tem a mesma unidade dos dados, mas ela tem algumas
limitacoes, conforme ilustrado na Figura 4.2. A{ os dois conjuntos tém a
mesma média, a mesma mediana e a mesma amplitude, mas essas medi-
das nao conseguem caracterizar o fato de a distribuicao dos valores entre o
minimo e o maximo ser diferente nos dois conjuntos. A limitacao da am-
plitude também fica patente pelo fato de ela se basear em apenas duas ob-

servacgoes, independentemente do ntimero total de observacoes.

- 100

N 10000

o 10000000
“w 10000

(=)

10 0

w
N
w

Figura 4.2: Conjuntos de dados com medidas de posicao e amplitude iguais.

Desvio médio absoluto

Uma maneira de se medir a dispersao dos dados é considerar os tama-
nhos dos desvios x; — T de cada observacao em relacao a média. Note nas
figuras acima que, quanto mais disperso o conjunto de dados, maiores esses
desvios tendem a ser. Para obter uma medida-resumo, isto é, um tnico
numero, poderiamos somar esses desvios, ou seja, considerar a seguinte me-

dida:

D= Z(x — ). (4.2)
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Vamos desenvolver tal férmula, usando as propriedades de somatério e a

definicao da média amostral.

n

D = Z(Z'Z—T) :ixi—ifzixi—nfz
i=1 i=1 i=1

i=1
n n n n
1
= E xi—nx—g xl-:g xi—g z; = 0.
n
i=1 i=1 i=1 i=1

Ou seja: essa medida, que representa a soma dos desvios em relacao a média,
é sempre nula, nao importa o conjunto de dados! Logo, ela nao serve para

diferenciar quaisquer conjuntos!

Vamos dar uma explicacao intuitiva para esse fato, que nos permi-
tird obter correcoes para tal formula. Ao considerarmos as diferencas entre
cada valor e o valor médio, obtemos valores negativos e positivos, pois, pela
definicao de média, sempre existem valores menores e maiores que a média;

esses valores positivos e negativos, ao serem somados, se anulam.

Bom, se o problema esta no fato de termos valores positivos e negativos,
por que nao trabalhar com o valor absoluto das diferencas? De fato, esse

procedimento nos leva a definicao de desvio médio absoluto.

Definicao
O desvio médio absoluto de um conjunto de dados zi,xs,...,2, ¢

definido por
1 n
P (1.3)

onde as barras verticais representam o valor absoluto ou maédulo.

Note que nesta definicao estamos trabalhando com o desvio médio, isto
é, tomamos a média dos desvios absolutos. Isso evita interpretacoes equi-
vocadas, pois, se trabalhdssemos apenas com a soma dos desvios absolutos,
um conjunto com um numero maior de observagoes tenderia a apresentar um
resultado maior para a soma devido apenas ao fato de ter mais observacoes.

Esta situacao ¢ ilustrada com os seguintes conjuntos de dados:
e Conjunto 1: {1,3,5}

5 . 13
Conjunto 2: ¢1,-,3, —,5
hd onjunto {a3a73a}

AULA 4
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Para os dois conjuntos, ¥ = 3 e para o conjunto 1

3
S fw—F =13+ 3-3]+[5-3 =4
i=1
e para o conjunto 2
5
5 13 20
Z\xi—f\ = |1—3\+’——3’+\3—3|+’——3’+|5—3\ = — = 6,667.
— 3 3 3
Entao, o somatorio para o segundo conjunto é maior, mas o desvio absoluto

médio é o mesmo para ambos; de fato, para o primeiro conjunto temos

4
DMA = -
3
e para o segundo conjunto
20
= 4
DMA= 3 —_
5 3

Ao dividirmos o somatério pelo niimero de observacoes, compensamos o fato

de o segundo conjunto ter mais observacoes que o primeiro.

O desvio médio absoluto tem a mesma unidade dos dados.
Atividade 4.1

Para o conjunto de dados 2,4,7,8,9,6, 5, 8, calcule os desvios em torno
da média e verifique que eles somam zero. Em seguida, calcule o desvio médio

absoluto.

Variancia e desvio padrao

Considerar o valor absoluto das diferencas (x; — %) é uma das maneiras

n
de se contornar o fato de que Y (x;—) = 0. No entanto, a fun¢ao médulo tem
i=1
a desvantagem de ser nao diferenciavel no ponto zero. Outra possibilidade
de correcao, com propriedades matematicas e estatisticas mais adequadas, é

considerar o quadrado das diferencas. Isso nos leva a definicao de variancia.

Definicao

A variancia' de um conjunto de dados x1, Zs, ..., x, é definida por

o2 =2 Z(x —7)%. (4.4)
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Note que esta definicao de variancia nos diz que a variancia é a média

dos desvios quadrdticos.

Suponhamos que os valores x; representem os pesos, em quilogramas,
de um conjunto de pessoas. Entao, o valor médio T representa o peso médio
dessas pessoas e sua unidade também ¢ quilogramas, o mesmo acontecendo
com as diferengas (z; — T). Ao elevarmos essas diferencas ao quadrado, pas-
samos a ter a variancia medida em quilogramas ao quadrado, uma unidade
que nao tem interpretacgao fisica. Uma forma de se obter uma medida de dis-
persao com a mesma unidade dos dados consiste em tomar a raiz quadrada

da variancia.

Definicao

O desvio padrao de um conjunto de dados 1, xs, ..., x, é definido por

o = VVariancia = Vo? (4.5)

A titulo de ilustracao, vamos considerar novamente os dados analisados
na aula anterior, referentes a idade dos funcionarios do Departamento de

Recursos Humanos. Essas idades sao:

24 25 26 26 29 29 31 35 36 37 38 42 45 51 33

e sua média é %7 = 35, 13. Assim, a variancia, em anos

2é

24 — 35,13)% + (25 — 35,13)> + 2 x (26 — 35,13)* + 2 x (29 — 35,13)* +
1
o’ = = | (B1-35, 13)* 4+ (35 — 35,13)* + (36 — 35,13)° + (37 — 35,13)° + (38 — 35,13)° + | =
(42 — 35,13)% + (42 — 35,13)% 4 (45 — 35,13)* + (51 — 35,13)> + (53 — 35, 13)?

1213,73
= —— =280,92
15 ’

e o desvio padrao, em anos, é

o =+/80,92 = 8,995

Atividade 4.2

Para o conjunto de dados da Atividade 4.1 — {2,4,7,8,9,6,5,8} —

calcule a variancia e o desvio padrao.

CEDERJ
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Formula alternativa para o calculo da variancia

Consideremos a Equagao (4.4) que define a variancia. Desenvolvendo o

quadrado e usando as propriedades de somatorio, obtemos:
1< I 1 — 1 &
2 2 _ _92 2 o 9
o = - r; —20,T+7T°) = — Ty — — 2Tx; + — T° =
i3 Z i3 Z " i3 Z

ou seja
1 n
22N 2o 46
o ni:lxz T (4.6)

Essa forma de escrever a variancia facilita quando os cédlculos tém que ser
feitos a mao ou em calculadoras menos sofisticadas, pois o nimero de calculos
envolvidos é menor. Note que ela nos diz que a variancia é a média dos

quadrados menos o quadrado da média.
Vamos calcular a variancia das idades dos funcionarios de RH usando
essa férmula:
1
ol = —
15

242 + 252 + 252 + 2 x 26 + 2 x 292 + 312 4+ 35% + 36%+
372 4+ 382 + 392 + 422 + 452 4+ 512 + 532

527\
15 )
19729 x 15 — 5272 295935 — 277729 18206

152 225 225
Na comparacao dos resultados obtidos pelas duas férmulas, pode haver al-

= 80,916

guma diferenca por causa dos arredondamentos, uma vez que a média é uma

dizima.
Atividade 4.3

Na Atividade 4.2 vocé calculou a variancia do conjunto de dados
{2,4,7,8,9,6,5,8} como a média dos desvios quadraticos. Calcule a variancia

novamente utilizando a férmula alternativa dada na Equacao (4.6).
Exemplo 4.1
Na aula anterior, analisamos os dados referentes ao niimero de depen-

dentes dos funciondrios do Departamento de Recursos Humanos, apresenta-

dos novamente na tabela a seguir.




Medidas de dispersdo

AULA 4

Nome No.de dependentes | Nome No.de dependentes
Joao da Silva 3 Patricia Silva 2

Pedro Fernandes

Regina Lima
Alfredo Souza
Margarete Cunha
Pedro Barbosa
Ricardo Alves

Marcio Rezende

Maria Freitas
Paula Gongalves
Ana Freitas

Luiz Costa

_ O N OO W N

André Souza

S == W Rk O O =

Ana Carolina Chaves

Como o menor valor é 0 e o maior valor é 4, temos que a amplitude dos
22

dados é de 4 dependentes. A média calculada para esses dados foi T = =

1,467. Vamos calcular a soma dos desvios em torno da média, usando o fato

de que temos observagoes repetidas.

Y (zi-7) = 5x<0—i—§>+3x<1—%) (2——) <3—i—§)+(4—

110 21+24+69+38 131 131 0
N 15 15 15 15 15 15 15

Caso trabalhassemos com o valor aproximado 1,467, o resultado aproximado
seria, —0, 005.

O desvio médio absoluto é

22\
15)

DMA = —Z|xz—x|
= X |5 % |0 +3x |1 +3x |2 +3x |3 22 + |4 201
T 15 15 15|
B 1>< 110+21+24+69+38 _1>< 131+131 262_11644
15 15 15 15 15 15| 15 15 15 225

A variancia é

o’ = %Z(w -7

x)2
= 1 X |Bhx (0 22 2+3>< 1 22 2+3>< 2 22 2+3>< 3 22 2+ 4
15 15 15 15 15

1 y 2420 N 147 N 192 N 1587 N 14441 5790 L 15556
15 225 225 225 225 225 | 15 x225
e
5790
p— D p— ]_
g 5% 225 ~ 13U98

5)]-

CEDERJ



PROBABILIDADE Medidas de dispersdo

E ESTATISTICA

Vamos agora calcular a variancia usando a férmula alternativa:

1 29\ 2
o’ = EX(5X02+3X12+3X22+3X32+42)_(1_5> =
_ 3+12+27416 484 58 484 58 x 15484
a 15 225 15 225 225 n
386
= — =171
59F , 715556

Note que com essa féormula os cédlculos ficam bem mais simples, uma

vez que temos que fazer menos contal

Propriedades das medidas de dispersao

Como visto para as medidas de posicao, vamos ver as principais pro-
priedades das medidas de dispersao.
Propriedade 1

Todas as medidas de dispersao sao nao negativas!

A>0
DMA >0
o2 >0
c>0

(4.7)

Propriedade 2

Somando-se uma mesma constante a todas as observacoes, as medidas
de dispersao nao se alteram. Essa propriedade é bastante intuitiva se notar-
mos que, ao somar uma constante aos dados, estamos simplesmente fazendo

uma translacao dos mesmos, sem alterar a dispersao.

A, = A,
DMA, = DMA,
yi=r + k= S (4.8)
o, = 0%
Oy = Oy

Propriedade 3

Ao multiplicarmos todos os dados por uma constante nao nula temos

que:
Ay = [k Ay
DMA, = |k| DM A,
Yyi = kx; = 2 g2 (4.9)
Yy T

o, = |k| o,

CEDERJ m
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Note que é razoavel que apareca o médulo da constante, ja que as medidas

de dispersao sao nao negativas.

Atividade 4.4

Se o desvio padrao das temperaturas diarias de uma determinada lo-

calidade ¢é de 5,2°F qual é o desvio padrao em graus Celsius? Lembre-se que

a relagao entre as duas escalas é

Medidas de dispersao para distribuicoes de freqiiéncias

agrupadas

Variancia

Na aula passada, vimos que, em uma tabela de freqiiéncias agrupadas,
perdemos a informacao sobre os valores individuais e isso nos obriga a tomar
o ponto médio de cada classe como representante da respectiva classe. Vamos
ver, agora, como calcular a variancia para dados agrupados. Mais uma vez,

vamos considerar os dados referentes aos salarios dos funcionarios do Depar-

D
=—(F—32
C = (F-3)

tamento de Recursos Humanos, cuja distribuicao ¢ dada na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Distribui¢ao da renda dos funcionarios do Departamento de RH

Classe Ponto Freqiiéncia Simples | Freqiiéncia Acumulada
de renda | médio | Absoluta Relativa % | Absoluta Relativa %
[3200,4021) | 3610,5 4 26,67 4 26,67
[4021,4842) | 4431.,5 2 1,33 6 40,00
[4842,5663) | 5252,5 2 1,33 8 53,33
[5663,6484) | 6073,5 3 20,00 11 73,33
(6484,7305) | 6894,5 4 26,67 15 100,00
Total 15 100,00

Como ja dito, a interpretacao da tabela de freqiiéncias nos diz que hé 4
observagoes iguais a 3610,5; 2 observagoes iguais a 4431,5; 2 iguais a 5252.5;

3 iguais a 6073,5 e 4 iguais a 6894,5. Logo, para calcular a variancia desses

dados basta usar uma das férmulas 4.4 ou 4.6.

AULA 4

CEDERJ



PROBABILIDADE Medidas de dispersdo

E ESTATISTICA

Usando (4.4), a variancia ¢ calculada como:

X 4 x (3610,5 — 5307,2333)> + 2 x (4431,5 — 5307, 2333)°
o’ = 5 % | +2x (5252,5 - 5307, 2333)* + 3 x (6073, 5 — 5307, 2333)?
+4 % (6894, 5 — 5307, 2333)

4 2
= ¢ x (3610,5 - 5307, 2333)? + 15 % (44315 — 5307, 2333)? +

2 2 3 2
+1—5 x (5252,5 — 5307,2333)" + R x (6073,5 — 5307, 2333)

4
5 X (6894,5 — 5307, 2333)°

= 1659638, 729

Note, na pentltima linha da equacao anterior, que os desvios quadraticos
de cada classe estao multiplicados pela freqiiéncia relativa da classe. Dessa

forma, chegamos a seguinte expressao para a variancia de dados agrupados:

o = Zfz(xz —7)° (4.10)

onde x; é o ponto médio da classe e f; ¢ a freqiiéncia relativa.

Usando a Equagao (4.6), a variancia é calculada como:

1 4 % 3610,5% + 2 x 4431, 5% + 2 x 5252, 57
o’ = —x o . - , | —5307,2333
15 +3 % 6073,5> + 4 x 6894, 5

4 2 2 2 2 2
— x 3610, 5% + — x 4431,5% + — x 5252,5
= 15 3 15 15 — 5307, 23332
- 2 - 4 2
e x 6073,5% + B x 6894, 5

= 1659638, 729

Note, na peniltima linha da equacao anterior, que os quadrados dos
pontos médios de cada classe estao multiplicados pela freqiiéncia relativa
da classe. Dessa forma, chegamos a seguinte expressao alternativa para a

variancia de dados agrupados:

0’ =Y fa} -7 (4.11)

e mais uma vez, obtemos que a variancia é a média dos quadrados menos o
quadrado da média; a diferenca é que aqui a média é uma média ponderada

pelas freqiiéncias das classes.

CEDERJ |
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Desvio médio absoluto

Seguindo raciocinio anélogo, obtemos que o desvio médio absoluto para

dados agrupados ¢
DMA = Zfz|$z — 7|

que é uma média ponderada dos desvios absolutos em torno da média.
Atividade 4.5

Calcule a variancia e o desvio médio absoluto para a distribuicao dada

na seguinte tabela, que foi analisada na Atividade 3.6 da aula anterior:

Classes | Freqiiéncia
4+ 6 10
6F8 12
810 18
10+ 12 6
12+ 14 4
Total 40

Resumo da Aula

Nesta aula, vocé estudou as principais medidas de dispersao, que me-

dem a variabilidade dos dados. Seja x1, xs, ..., x, 0 nosso conjunto de dados.

e Amplitude - é a distancia entre o maior e o menor valor:

Atotal = Vmdz — Ve = T(n) — L)

e Desvio em torno da média:

di:l'i—l'

n

para qualquer conjunto de dados, > d; =0
i=1

e Desvio médio absoluto:

1 n
DMA=-SN |z -7

CEDERJ
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e Variancia: desvio quadratico médio

e Desvio padrao: raiz quadrada da variancia

o= Vo?

Exercicios

1. Continuacdo do Fxercicio 3.3 Em uma pesquisa sobre atividades de

lazer realizada com uma amostra de 20 alunos de um campus univer-
sitario, perguntou-se o nimero de horas que os alunos gastaram “nave-
gando” na Internet na semana anterior. Os resultados obtidos foram

0s seguintes:

15 24 18 8 10 12 15 14 12 10
8 12 6 20 18 16 10 12 15 9

Calcule a amplitude, o desvio médio absoluto e o desvio padrao desses

dados, especificando as respectivas unidades.

. Continuagao do FEzxercicio 3.4 No final do ano 2005, o dono de um

pequeno escritorio de administracao deu a seus 8 funcionarios uma
gratificacao de 250 reais, paga junto com o salario de dezembro. Se em
novembro o desvio padrao dos saldrios desses funcionarios era de 180
reais, qual o desvio padrao dos salarios em dezembro? Que propriedades

voceé utilizou para chegar a esse resultado?

. Continuagao do Ezxercicio 3.5 No meés de dissidio de determinada cate-

goria trabalhista, os funcionarios de uma empresa tiveram reajuste
salarial de 8,9%. Se no més anterior ao dissidio o desvio padrao dos
salarios desses funciondrios era de 220 reais, qual o valor do desvio
padrao dos salarios depois do reajuste? Que propriedades voce utilizou

para chegar a esse resultado?

. Continuagao do Fxercicio 3.7 Na tabela a seguir temos o nimero de

empresas por faixa de pessoal ocupado (PO) do setor de fabricacao de

bebidas em determinado momento. Calcule o desvio médio absoluto e o
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desvio padrao dessa distribuicao, especificando as respectivas unidades.

Classe de PO | Numero de empresas
(10, 30) 489
(30, 100) 269
(100, 500) 117
[500, 1000) 15
(1000, 2000) 9
[2000, 4000) 7

Solucao das Atividades

Atividade 4.1

A média dos dados é T = %9 =6, 125.

i=1
(2 —6,125) + (4 — 6,125) + (5 — 6,125) + (6 — 6,125) + (7 — 6,125) + 2 x (8 — 6,125) + (9 — 6, 125)

—4,125 — 2,125 — 1,125 — 0,125 + 0,875 + 2 x 1,875 + 2, 875

8
D (@i—7

~7,5+7,5=0
1 8
DMA = = i —T
g 2 lwi =7
=1
_ 1] |2—6,125[+]4—6,125| + |5 — 6,125 + |6 — 6,125 + |7 — 6,125| +
8 2 % |8 —6,125] 4+ ]9 — 6,125]
1
= g(4,125+2,125+1,125+0,125+0,875+2x1,875+2,875)
1

= 3 (7,5+7,5)=1,875

Atividade 4.2

2 — L] @-s 125)% + (4 — 6,125)% 4 (5 — 6,125)2 + (6 — 6,125)% + (7 — 6,125)% +
T8 2 x (8 —6,125)% + (9 — 6,125)>
1
= 3 (4,125% +2,125% + 1,125% + 0,125 + 0,875 + 2 x 1,875% + 2,875%)
38,875
= g = 4859375

o = Vo2 =+4.859375 = 2,204399

CEDERJ
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Atividade 4.3

339

22 42 52 62 72 82 82 92
o _ 2P H L4 +67+ T8 +8 + —6,125% = ?_37, 515625 = 4, 859375

8

o

Atividade 4.4

Note que podemos escrever

5 160
C=2F-2"
9" 9

Como visto, somar uma constante aos dados nao altera o desvio padrao; logo,

160
9

camos por uma constante, o desvio padrao fica multiplicado pelo médulo da

o termo nao tem influéncia sobre o resultado. Mas quando multipli-

constante. Logo,

5 )
00 = gor = 0c = 9 x 5,2°F = 2,8889°F

Atividade 4.5

Na aula anterior vocé calculou a média desta distribuicao, a partir da

seguinte tabela:

Classes | Ponto Freq. Simples Freq. Acumulada

Médio | Absoluta Relativa | Absoluta Relativa
4+ 6 5 10 0,20 10 0,20
68 7 12 0,24 22 0,44
8F 10 9 18 0,36 40 0,80
10 - 12 11 6 0,12 46 0,92
12+ 14 13 4 0,08 50 1,00
Total 50 1,00

O resultado foi 7 = 8, 28. O desvio médio absoluto ¢é
DMA = 0,20 x |5—8,28/ + 0,24 x |7 — 8,28/ 4+ 0,36 x |9 — 8, 28|
+0,12 x |11 — 8,28/ + 0,08 x |13 — 8, 28]
= 1,9264
Usando a formula alternativa, temos que
o = 0,20 x 5% +0,24 x 7 40,36 x 9% 40,12 x 11* + 0,08 x 13* — 8, 28”
= 73,96 — 68,5584 = 5,4016

CEDERJ
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Solucao dos Exercicios

1. O diagrama de ramos e folhas é

0(6 8 9
110 00 2 2 2 2 45 5 5 6 8 8 8
210 4

e a média foi calculada como T = 13, 7.

A amplitude é A = 24 — 6 = 18 horas semanais.

absoluto, também em horas semanais, é

O desvio médio

16— 13,7| 4|8 — 13,7 + 9 — 13,7 + 3 x |10 — 13,7| +
DMA = oo | 4x 12 13,7+ [14 - 13,7 + 3 x |15 — 13,7 + |16 — 13, 7| +
3% [18 — 13,7| + |20 — 13,7| + |24 — 13,7

= 3,6

A variancia, pela formula simplificada, é

1
0 = — x[6°+8 +97+3x10%+4x 127 +14% +3 x 15> + 16 +

20

4132

= —— — 187,69 = 206,6 — 187,69 = 18,91

20

3 x 18% +20% 4 24%] — 13,72

2. Os novos salédrios sao y; = x; + 250. Como visto na Propriedade 2,

somar uma constante nao altera as medidas de dispersao; logo, os novos

salarios tém o mesmo desvio padrao dos salarios de novembro, ou seja,

180 reais.

3. Como visto, os novos salarios sao y; = 1, 089z;. Logo, pela Propriedade 3,

o, = 1,0890, = 1,089 x 220 = 239, 58

4. A tabela de freqiiéncias completa é

Classe de PO | Ponto Freq. Simples Freq. Acumulada

médio | Absoluta Relativa (%) | Absoluta Relativa (%)
[10, 30) 20 489 53,9735 489 53,9735
[30,100) 65 269 29,6909 758 83,6645
[100, 500) 300 117 12,9139 875 96,5784
[500, 1000) 750 15 1,6556 890 98,2340
[1000, 2000) 1500 9 0,9934 899 99,2274
[2000, 4000) 3000 7 0,7726 906 100,0000
TOTAL 906 100,0000

AULA 4
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No Exercicio 3.7 vocé deve ter calculado a média como ¥ = 119, 3322

empregados. O desvio médio absoluto é calculado como

DMA = 0,539735 x |20 — 119, 3322| + 0,296909 x |65 — 119, 3322|
+0, 129139 x |300 — 119, 3322| 4+ 0,016556 x |750 — 119, 3322
+0,009934 x |1500 — 119, 3322| + 0,007726 x |3000 — 119, 3322
= 139,489691 empregados

o? = 0,539735 x 20% 4 0,296909 x 65% + 0,129139 x 3007
40, 016556 x 750 + 0, 009934 x 15007
+0,007726 x 3000 — (119, 3322)
— 114293, 1843 — 14240, 18102 = 100053, 0033

o = 4/100053,0033 = 316, 31 empregados

CEDERJ
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Aula 5 — Probabilidade — conceitos basicos

Nesta aula, vocé aprendera os conceitos de:

e experimento aleatorio;
e espaco amostral;

e evento aleatério e também as operagoes que podem ser feitas com os

eventos aleatorios.

Introducao

No nosso cotidiano, lidamos sempre com situagoes nas quais estd pre-
sente a incerteza do resultado, embora, muitas vezes, os resultados possiveis
sejam conhecidos. Por exemplo: o sexo de um embriao pode ser masculino ou
feminino, mas sé saberemos o resultado quando o experimento se concretizar,
ou seja, quando o bebé nascer. Se estamos interessados na face voltada para
cima quando jogamos um dado, os resultados possiveis sao 1, 2, 3, 4, 5, 6,
mas s6 saberemos o resultado quando o experimento se completar, ou seja,
quando o dado atingir a superficie sobre a qual foi langado. E conveniente,
entao, dispormos de uma medida que exprima a incerteza presente em cada

um destes acontecimentos. Tal medida é a probabilidade.

No estudo das distribuigoes de freqiiéncias, vimos como essas sao im-
portantes para entendermos a variabilidade de um fenémeno aleatorio. Por
exemplo, se sorteamos uma amostra de empresas e analisamos a distribuicao
do ntimero de empregados, sabemos que uma outra amostra forneceria resul-
tados diferentes. No entanto, se sorteamos um grande niimero de amostras,
esperamos que surja um determinado padrao que reflita a verdadeira dis-
tribuicao da populacao de todas as empresas. Através de um modelo tedrico,
construido com base em suposicoes adequadas, podemos reproduzir a dis-
tribuicao de freqiiéncias quando o fenomeno é observado diretamente. Esses
modelos sao chamados modelos probabilisticos e eles serao estudados na se-
gunda parte deste Médulo 2. A probabilidade é a ferramenta béasica na cons-

trucao de tais modelos e comecaremos este médulo com o seu estudo.

AULA 5
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Experimento aleatério, espaco amostral e evento

Consideremos o langamento de um dado. Queremos estudar a pro-
porgao de ocorréncias das faces desse dado. O primeiro fato a observar é que
existem apenas 6 resultados possiveis, as faces 1, 2, 3, 4, 5, 6. O segundo fato
¢ uma suposicao sobre o dado: em geral, é razoavel supor que este seja equili-
brado. Assim, cada face deve ocorrer o mesmo nimero de vezes e, portanto,
essa proporc¢ao deve ser %. Nessas condi¢oes, nosso modelo probabilistico para

o lancamento de um dado pode ser expresso da seguinte forma:

Face 1 2 3 4 5 6| Total
Fregiiéncia tedrica | 3 & ¢ ¢ & & 1

Suponhamos que uma mulher esteja gravida de trigémeos. Sabemos
que cada bebé pode ser do sexo masculino (M) ou feminino (F). Entao, as
possibilidades para o sexo das trés criancas sao: HHH, HHM, HMH, MHH,
MMH, MHM, HMM, MMM. Uma suposicao razoavel é que todos esses re-
sultados sejam igualmente provaveis, o que equivale a dizer que cada bebé
tem igual chance de ser do sexo masculino ou feminino. Entao, cada resul-
tado tem uma chance de % de acontecer, e o modelo probabilistico para esse

experimento seria

Sexo HHH HHM HMH MHH MMH MHM HMM MMM| Total

PN L 1 1 1 1 1 1 1 1
Freqiiéncia tedrica 3 3 3 3 3 3 3 3 1

Por outro lado, se s6 estamos interessados no ntimero de meninas, esse mesmo

experimento leva ao seguinte modelo probabilistico:

Total
1

Meninas

o= O
[\V]
o= QO

ool | —

Freqiiéncia tedrica

00 |

Nesses exemplos, vemos que a especificacao de um modelo probabilistico
para um fenomeno casual depende da especificacao dos resultados possiveis e
das respectivas probabilidades. Vamos, entao, estabelecer algumas definigoes

antes de passarmos a definicao propriamente dita de probabilidade.

Experimento aleatorio

Um experimento aleatéorio é um processo que acusa variabilidade em
seus resultados, isto é, repetindo-se o experimento sob as mesmas condigoes,
os resultados serao diferentes. Contrapondo aos experimentos aleatorios,

temos os experimentos deterministicos, que sao experimentos que, repetidos
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sob as mesmas condigoes, conduzem a resultados idénticos. Neste curso,

estaremos interessados apenas nos experimentos aleatorios.

Espaco amostral

O espag¢o amostral de um experimento aleatério é o conjunto de todos
os resultados possiveis desse experimento. Vamos denotar tal conjunto pela
letra grega 6mega maitscula, (2. Quando o espago amostral é finito ou infinito
enumeravel, ¢ chamado espaco amostral discreto. Caso contrario, isto é,

quando €2 é nao-enumeravel, vamos chama-lo de espago amostral continuo.

Eventos aleatdrios

Os subconjuntos de €2 sao chamados eventos aleatorios; ja os elemen-
tos de {2 sao chamados eventos elementares. A classe dos eventos aleatorios
de um espago amostral €2, que denotaremos por F (€2), é o conjunto de
todos os eventos (isto é, de todos os subconjuntos) do espago amostral.
A titulo de ilustracao, consideremos um espaco amostral com trés elementos:

Q = {wy,ws,ws} . A classe dos eventos aleatérios é
-7:(9) = {@, {wl} ) {w2} ) {WQ} ) {wla wQ} ) {wla WQ} ) {w27 WB} ) {wla wa, WB}}

Os eventos, sendo conjuntos, serao representados por letras maitisculas
do nosso alfabeto, enquanto os elementos de um evento serao representados

por letras mintsculas.

Exemplo 5.1

1. O langamento de uma moeda ¢ um experimento aleatério, uma vez
que, em cada lancamento, mantidas as mesmas condicoes, nao podemos
prever qual das duas faces (cara ou coroa) caird para cima. Por outro
lado, se colocarmos uma panela com agua para ferver e anotarmos a

temperatura de ebulicao da agua, o resultado serd sempre 100°C.

2. Consideremos o experimento aleatorio “lancamento de um dado”.
O espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}, sendo, portanto, um espaco
discreto. Os eventos elementares sao {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}.
Outros eventos sao: “face par’= {2,4,6}, “face impar” = {1,3,5},

“face fmpar menor que 57 = {1, 3}, etc.

CEDERJ
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. Consideremos o langamento simultaneo de duas moedas. Vamos repre-

sentar por K a ocorréncia de cara e por C' a ocorréncia de coroa. Um
espago amostral para esse experimento é Q = {KK, KC,CK,CC},
que também é um espago discreto. Os eventos simples sao {K K},
{KC},{CK},{CC} eum outro evento é “cara no primeiro lan¢amento”
= {KC, KK} . Para esse mesmo experimento, se estamos interessados

apenas no numero de caras, o espaco amostral pode ser definido como
0 =1{0,1,2}.

. Seja o experimento que consiste em medir, em decibéis, diariamente,

durante um mes, o nivel de ruido na vizinhanca da obra de construcao
do metro em Ipanema. O espago amostral associado a este experimento
¢ formado pelos ntmeros reais positivos, sendo, portanto, um espaco
amostral continuo. Um evento: observar niveis superiores a 80 decibéis,
representado pelo intervalo (80,00), que corresponde a situagoes de

muito barulho.

. Uma urna contém 4 bolas, das quais 2 sdo brancas (numeradas de 1 a

2) e 2 sdo pretas (numeradas de 3 a 4). Duas bolas s@o retiradas dessa
urna, sem reposi¢ao. Defina um espago amostral apropriado para esse

experimento e os seguintes eventos:

A: a primeira bola € branca;

B: a segunda bola € branca;

C: ambas as bolas sao brancas.
Solucao:

Considerando a numeracao das bolas, o espago amostral pode ser definido

como:
Q={@,yj):i=1,2,3,4,7=1,2,3,4;i # j}
Mais especificamente:
0 ={(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),3,1),(3,2),(3,4),

(4,1),(4,2),(4,3)}

Os eventos sao:

A=A{(i,7):i=1,2,;7=1,2,3,4;i # j}
ou mais especificamente

A={(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4)}
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B={(i,j):i=1,2,34;j=1,2:i # j}
B = {(271)7(371)a(471)7(1a2>7(372)’(4’2)}
C={(i,j):i=1,2j=121i#;j}

ou

C= {(1’ 2) ) (27 1)}

. Trés cartas sao retiradas, sem reposicao, de um baralho que tem trés
cartas de cada uma das cores azul, vermelha, preta e branca. Dé um

espacgo amostral para esse experimento e liste os eventos:

A: todas as cartas selecionadas sao vermelhas.

B: uma carta vermelha, uma carta azul e uma carta preta
sao selecionadas.

C: trés diferentes cores ocorrem.

D: todas as 4 cores ocorrem.

Solugao:

Vamos denotar por A, V, P e B as cores azul, vermelha, preta e branca,

respectivamente. Entao
Q= {(x1,29,23) 2, = A, V,P,B; i =1,2,3}

A={(V,V.V)}
B={(V,A,P),(V,P,A),(AV,P), (A, PV),(P,AV),(P,V,A)}
C ={(x1,m9,23) : x; = A, V,P,B; i =1,2,3; 11 # x9 # 13}

ou

(V,A,P),(V,P,A), (A V,P),(A,P,V),(P,A V), (PV,A),
(V,P,B),(V,B,P),(P,V.B).(P,B,V),(B,V,P),(B,P,V),
(V,A,B),(V.B,A),(A,B,V),(A,V,B),(B,A,V),(B,V,A),
(P,A,B),(P,B,A),(A P,B),(A,B,P),(B,A,P),(B,P,A)

Como temos 4 cores diferentes e apenas 3 extragoes, nao é possivel

obter todas as cores; logo,

D=go

CEDERJ
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Operagoes com eventos aleatdrios
Intersecao

O evento intersecao de dois eventos A e B é o evento que equivale a
ocorréncia simultanea de A e B (ver Figura 5.1). Seguindo a notagao da

teoria de conjuntos, a intersecao de dois eventos sera representada por AN B.

Note que
r€eANB & x€A e z€B (5.1)

Figura 5.1: Intersecao de dois eventos: AN B.

Exemplo 5.2

Consideremos o experimento “lancamento de dois dados” e os eventos
A = “soma das faces é um nuimero par” e B = “soma das faces é um niimero

maior que 9”. Calcule AN B.
Solucao:

O espaco amostral desse experimento, que tem 36 elementos, é
Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(2,6),...,(6,6)}

Para que um elemento pertenca a intersecao A N B, ele tem que per-

tencer simultaneamente ao evento A e ao evento B. O evento B é
B = {(4’ 6) ) (5’ 5) ) (57 6) ) (6a 4) s (6, 5) s (67 6)}

Dos seus elementos, os unicos que pertencem ao evento A, isto é, que
tem soma das faces par, sdao os eventos (4,6),(5,5),(6,4) e (6,6). Logo,
ANB ={(4,6),(5,5),(6,4),(6,6)} . Note que nao precisamos listar o evento
Al Ele tem 18 elementos!

CEDERJ |
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Exclusao

Dois eventos A e B sao mutuamente exclusivos quando eles nao podem
ocorrer simultaneamente, isto é, quando a ocorréncia de um impossibilita
a ocorréncia do outro. Isto significa dizer que os eventos A e B nao tém
elementos em comum. Entao, dois eventos A e B sao mutuamente exclusivos
quando sua intersegao é o conjunto vazio, isto é, AN B = & (ver
Figura 5.2).

Figura 5.2: Eventos mutuamente exclusivos: AN B = ().

Exemplo 5.3

Consideremos novamente o experimento “lancamento de dois dados” e
sejam os eventos A = “soma das faces é impar” e B = “duas faces iguais”.
Entao, A e B sao mutuamente exclusivos porque a soma de dois nimeros

iguais é sempre um numero par!

Uniao

A uniao de dois eventos A e B é o evento que corresponde a ocorréncia
de pelo menos um deles. Note que isso significa que pode ocorrer apenas A,
ou apenas B ou A e B simultaneamente. Esse evento sera representado por
AU B (ver Figura 5.3).

Figura 5.3: Uniao de dois eventos: AU B.

AULA 5

CEDERJ



PROBABILIDADE Probabilidade — conceitos bdsicos

E ESTATISTICA

Note que

r€eAUB & x€A ou z€B (5.2)

Exemplo 5.4

Consideremos o experimento do lancamento de duas moedas, onde
o espago amostral é Q = {KK,KC,CK,CC}. Sejam os eventos A =
“ocorréncia de exatamente 1 cara” e B = “duas faces iguais”. FEntao
A={KC,CK} e B={CC,KK};logo, AUB=Qe ANB = . Seja C o
evento “pelo menos uma cara”; entao C = {KC,CK, KK} e BUC =Q e
BNC # @.

Complementar

O complementar de um evento A, denotado por A ou A, é a negacio de

A. Entao, o complementar de A é formado pelos elementos que nao pertencem
a A (ver Figura 5.4).

Figura 5.4: Complementar de um evento A : A.

Note que
r€EA & 1¢A (5.3)

e também que

AUA=0Q (5.4)

Exemplo 5.5

Consideremos o lancamento de um dado e seja A = “face par”. Entao,
A éoevento “face fmpar”. Note que A = {2,4,6}e A= {1,3,5} e Q = AUA,
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Diferenca

A diferenca entre dois eventos A e B, representada por A — B, ou
equivalentemente, por A N B, é o evento formado pelos pontos do espaco

amostral que pertencem a A mas nao pertencem a B (ver Figura 5.5).

g

Figura 5.5: Diferenca de dois conjuntos: A — B = AN B.

Note que
r€A-B & x€A e x¢B (5.5)

e também

A=(A-B)U(ANB) (5.6)

Além disso, A — B # B — A, conforme ilustrado na Figura 5.6.

/

Figura 5.6: Diferenca de dois conjuntos: B — A = BN A.

Exemplo 5.6
Consideremos novamente o lancamento de dois dados e os eventos A =

“soma das faces é par” e B = “soma das faces é maior que 9”. Vamos

considerar as duas diferencas, A — B e B — A. Temos que

| CEDERJ
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B = {(4’6)7 (5’ 5)7 (5’6)7 (6’4)7 (6’ 5)7 (6’6)}

a_p=d B1D,(13),(1,5),(22),(24),(26).31),(33),(35),
(4,2),(4,4),(5,1),(5,3),(6,2)

B—-A=1{(5,6),(6,5)}

Particao de um espaco amostral

Uma colegao de eventos A, As, ... A, forma uma particao do espago

amostral € se

1. os eventos A; sao disjuntos dois a dois, isto ¢, se A, N A; = & Vi # j;

n
2. a uniao dos eventos A; é o espago amostral , isto é, |J A; = Q.
i=1

Na Figura 5.7 ilustra-se esse conceito.

A, A, A,

Figura 5.7: Particao do espago amostral (2.

X .
Exemplo 5.7

No experimento “lancamento de um dado”, os eventos A = “face
par’ e B = “face impar” formam uma particao do espaco amostral. Temos

também que, qualquer que seja €2, um evento A qualquer e seu complementar
A formam uma particdo, isto é, ANA=ae AUA=Q.

Propriedades das operagoes

Sejam A, B, C' eventos de um espago amostral 2. Entao valem as seguintes

propriedades.
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. Identidade

AnNg =
AUug =
ANQ =
AUQ =

O N SR\

(5.7)

(Note que €2 é o equivalente do conjunto universal da teoria de conjun-
tos.)

. Complementar
Q=0
g = Q
ANA = o
AUA = Q (5.8)
. Idempotente
ANA = A
AUA = A (5.9)
. Comutativa
ANB = BNA
AUB = BUA (5.10)
. Associativa
(ANnB)N = AN(BNCQO)
(AuUB)UC = AU(BUCQC) (5.11)
. Distributiva
AN(BUC) = (ANB)U(ANCQC)
AU(BNC) = (AUB)N(AUC) (5.12)

AULA 5

CEDERJ



PROBABILIDADE Probabilidade — conceitos bdsicos

E ESTATISTICA

A ilustracao da primeira propriedade estd na Figura 5.8. Na linha
superior, ilustramos o lado esquerdo da igualdade AN (BUC) : no
diagrama a esquerda temos o evento A e no diagrama do centro temos
o evento B U C. Para sombrear a intersecao desses dois eventos, basta
sombrear as partes que estao sombreadas em ambos os diagramas, o
que resulta no diagrama a direita, no qual temos o evento AN (B U C).
Na linha inferior, ilustramos o lado direito da igualdade (AN B) U
(AN C) : no diagrama a esquerda temos o evento AN B e no diagrama
do centro, o evento A N C. Para sombrear a uniao desses dois eventos,
basta sombrear todas as partes que estao sombreadas em algum dos
diagramas, o que resulta no diagrama a direita, no qual temos o evento
(AN B)U (AN C). Analisando os diagramas a direita nas duas linhas
da figura, vemos que AN (BUC) = (ANB)U(ANC(C).

&) || (Y || (Y

O || (&) || (&%

Figura 5.8: Tlustragao da propriedade distributiva AN (BUC) = (ANB)U(ANC).

A ilustragao da segunda propriedade estd na Figura 5.9. Na linha
superior, ilustramos o lado esquerdo da igualdade A U (BNC) : no
diagrama a esquerda temos o evento A e no diagrama do centro temos o
evento BNC'. Para sombrear a uniao desses dois eventos, basta sombrear
todas as partes que estao sombreadas em algum dos diagramas, o que
resulta no diagrama a direita, no qual temos o evento AU(BNC). Na
linha inferior, ilustramos o lado direito da igualdade (AU B)N(AU C) :
no diagrama a esquerda temos o evento AU B e no diagrama do centro,
o evento A U C'. Para sombrear a intersecao desses dois eventos, basta
sombrear todas as partes que estao sombreadas em ambos os diagramas,
e isso resulta no diagrama a direita, no qual temos o evento (AU B) N
(AU C). Analisando os diagramas a direita nas duas linhas da figura,

vemos que AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

CEDERJ




Probabilidade — conceitos bdsicos

AULA 5

)D&
® e e

Figura 5.9: Ilustragao da propriedade distributiva AU (BN C) =(AUB)N(AUC).

7. Absorgao

AU(ANB) = A (5.13)
8. Leis de De Morgan

ANB = AUB

AUB = ANnB (5.14)

Na primeira linha da Figura 5.10 ilustra-se a primeira propriedade
ANB = AU B : no diagrama & esquerda temos AN B; nos dois
diagramas centrais, temos, respectivamente, A e B; no diagrama &
direita, temos A U B, que é igual ao diagrama a esquerda, ou scja,
ANB=AUB.

Na segunda linha da Figura 5.10 ilustra-se a segunda propriedade
AUB = AN B : no diagrama & esquerda temos AU B; nos dois
diagramas centrais, temos, respectivamente, A e B; no diagrama &
direita, temos A N B, que é igual ao diagrama & esquerda, ou seja,
AUB=ANB.
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Figura 5.10: Tlustracao das propriedades de De Morgan.

Exemplo 5.8

1. Sejam A, B, C trés eventos de um espaco amostral. Exprima os eventos

a seguir usando as operagoes de uniao, intersecao e complementacao:

a) somente A ocorre;

(a)

(b) A, B e C ocorrem;

(¢) pelo menos um ocorre;
)

(d) exatamente dois ocorrem.
Solucao:
(a) O evento “somente A ocorre” significa que A ocorreu e B nao
ocorreu e C' nao ocorreu; em linguagem de conjunto:

Somente A ocorre = A NBNC

(b) O evento “A, B e C ocorrem” significa que os trés eventos ocor-

reram; em linguagem de conjunto,
A,BeC ocorrem =ANBNC

(c) O evento “pelo menos um ocorre” significa que pode ter ocorrido
apenas um, ou dois ou trés; essa ¢ a propria definicao de uniao,

ou seja, em linguagem de conjunto, temos que
pelo menos um ocorre = AU BUC

(d) Os dois que ocorrem podem ser A e B ou Ae C ou B e C.
Ocorrendo dois desses, o terceiro nao pode ocorrer. Logo, em

linguagem de conjunto temos que:
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exatamente dois ocorrem = (A NBN U) U (A NBN C) U
(AnBNC)

2. Considere o langcamento de dois dados e defina os seguintes eventos:

A = soma par
B = soma > 9

C = méximo das faces é 6

Calcule ANB, AUB,A— B, B— A, BNC, B—-C.

Solucao:

4= 11),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(2,6),(3,1),(3,3),(3,5),
(4,2),(4,4),(4,6),(5,1),(5,3),(5,5),(6,2), (6,4)., (6,6)

B =1{(3,6),(4,5),(4,6),(54),(55),(5,6),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}

o) (1,6),(2,6),(3,6),(4,6),(56),(66),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4), (6,5)

A—B:AmE:{ (1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4), (2,6, (3,1),(3,3), (3,5), }
(4,2),(4,4),(5,1),(5,3),(6,2)

B—-A=BnA=1{(3,6),(4,5),(54),(5,6),(6,3),(6,5)}
BnC =1{(3,6),(4,6),(56),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}
B—-C=BnC=1{4,5),(5,4),(55)}
Note que, de acordo com as propriedades ja vistas,
(BNC)U(B-C) = (BNC)u(BNC) =
= [(BNnC)UBIN[(BNC)UC] =[BIN[CU(BNO)]
= BN[(CuB)n(CuC)]=Bn[(CuB)N(Q)]
= BN(CUB)=(BNC)U(BNB)
= (BnC)uB=2B
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Resumo da Aula

Nesta aula vocé estudou os conceitos basicos para o estudo da proba-

bilidade. Certifique-se de ter compreendido bem as seguintes definicoes:

e Experimento aleatorio - processo que acusa variabilidade em seus re-

sultados.

e Espaco amostral - conjunto dos resultados possiveis de um experimento

aleatdrio.
e Evento aleatorio - qualquer subconjunto de um espago amostral.

e Voceé deve também compreender as seguintes operagoes com eventos

aleatoérios:

Intersecao reANB&srecAexeB

Uniao reAUBsSreAoureB

Exclusao ANB=9o

Complementar z € A< 2 ¢ A

Diferenca r€A-—BsosrecAex ¢ B A-B=ANB

Partigéo Al,AQ,,AnAZﬂAJIQGUAZ:Q
Exercicios

1. Lancam-se trés moedas. Enumerar o espaco amostral e os eventos
A = “faces iguais”; B = “cara na primeira moeda”; C = “coroa na

segunda e terceira moedas”.

2. Considere os diagramas na Figura 5.11.

a) No diagrama (1), assinale a area correspondente a A — B

(a) (1)

(b) No diagrama (2), assinale a area correspondente a A N B

(¢) No diagrama (3), assinale a area correspondente a (AU C)N B
) (4)

(d) No diagrama (4), assinale a area correspondente a (AU B) N C

3. Na Figura 5.12, obtenha a expressao matematica para os eventos

definidos por cada uma das areas numeradas.

4. Defina um espaco amostral para cada um dos seguintes experimentos

aleatorios:
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Figura 5.11: Exercicio 5.2.

Figura 5.12: Exercicio 5.3.

(a) Em uma pesquisa de mercado, conta-se o nimero de clientes do
sexo masculino que entram em um supermercado no horério das
8 as 12 horas.

(b) Em um estudo de viabilidade de abertura de uma creche prépria
de uma grande empresa, fez-se um levantamento, por funcionério,
do sexo dos filhos com menos de 5 anos de idade. O numero
maximo de filhos por funcionario é 4, e a informacao relevante é

o sexo dos filhos de cada funciondrio.

(¢) Em um teste de controle de qualidade da produgao, mede-se a

duracao de lampadas, deixando-as acesas até que queimem.

(d) Um fichédrio com 10 nomes contém 3 nomes de mulheres. Seleciona-
se ficha apds ficha até o tltimo nome de mulher ser selecionado e

anota-se o numero de fichas selecionadas.

(e) Langa-se uma moeda até aparecer cara pela primeira vez e anota-

se o namero de langamentos.

(f) Em uma urna, ha 5 bolas identificadas pelas letras {A, B,C, D, E'} .

AULA 5
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Sorteiam-se duas bolas, uma apds a outra, com reposigao, e anota-

se a configuracao formada.

(g) Mesmo enunciado anterior, mas as duas bolas sao selecionadas

simultaneamente.

5. Sejam A, B, C' trés eventos de um espaco amostral. Exprimir os eventos

a seguir usando as operagoes de uniao, intersecao e complementacao:

exatamente um ocorre;

(a
(b
(c

(d) no méximo dois ocorrem.

nenhum ocorre;
pelo menos dois ocorrem;

)
)
)
)

Solucao dos Exercicios

1. K = cara C = coroa
QO={KKK,KKC,KCK,CKK,KCC,CKC,CCK,CCC}
A={KKK,CCC}

B={KKK,KKC,KCK,KCC}
C={KCcc,cccy

2. Veja a Figura 5.13.

® © @ ‘%‘

M ) @) (4)

Figura 5.13: Solucao do Exercicio 5.2.

3. Area 1: sdo os elementos que pertencem apenas ao evento A:ANBNC
Area 2: sdo os elementos que pertencem apenas ao evento B:ANBNC
Area 3: sdo os elementos que pertencem apenas ao evento C:ANBNC

Area 4: sdo os elementos que pertencem a A e a B, mas nao a

C:AnBNC
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Area 5: sdo os elementos que pertencem a A e a C, mas nao a

B:ANnBNC

Area 6: sio os elementos que pertencem a B e a C, mas nao a
AANBNC

Area 7: sdo os elementos que pertencem a A, a Bea C:ANBNC

Area 8: sao os elementos que nao pertencem nem a A, nem a B, nem

aC: ANBNC=AUBUC

4 () Q=1{0,1,2,...}

(b) Representando por H e F' os sexos masculino e feminino, respec-

tivamente, podemos representar o espaco amostral como

( )

H,F,HH HF,FH, FF,
HHH, HHF, HFH,FHH,FFH,FHF,HFF,FFF,
Q={ FFFF FFFH FFHF FHFF,HFFF,HHFF,
HFHF,HFFH,FFHH, FHFH, FHHF,
HHHF,HHFH,HFHH, FHHH, HHHH

Note que representamos ai os casais com um filho, dois filhos, trés

filhos e quatro filhos.

(c) A lampada pode queimar logo ao ser ligada e, teoricamente, pode

durar para sempre; logo, €2 = (0, c0).

(d) Como temos que sortear as 3 mulheres, serdao necessarios no minimo
3 sorteios e, no pior dos casos, a ultima mulher sera a ultima a
ser sorteada. Como estamos interessados apenas no numero de
sorteios, o espaco amostral é Q = {3,4,5,6,7,8,9,10}

(e) Podemos obter cara logo no primeiro langamento ou entao no se-
gundo ou no terceiro... Teoricamente, pode ser necessario lancar
a moeda infinitas vezes. Logo, Q = {1,2,3,...}
() Q= AAAB, AC,AD,AFE, BA,BB, BC,BD, BE,CA,CB,CC,
B CD,CE,DA,DB,DC,DD,DE, EA,EB, EC,ED,EFE

q_ ] ABAC AD.AE, BA, BC,BD, BE,CA,CB,CD,CE,
B DA,DB,DC,DE,EA,EB, EC, ED

5. (&) (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC) - o primeiro termo cor-
responde ao evento “apenas A ocorre”, o segundo ao evento “ape-

nas B ocorre” e o terceiro ao evento “apenas C' ocorre”.
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(b)
()

ANBNC=AUBUC

“Pelo menos dois” significa, neste caso, 2 ou 3 ocorrem, ou seja:
(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)

o primeiro termo corresponde a ocorréncia de A e B, mas nao
de C'; o segundo termo, ocorréncia de B e C, mas nao de A; o
terceiro, ocorréncia de A e (', mas nao de B, e o quarto termo

corresponde a ocorréncia dos 3 simultaneamente.

No maximo 2 significa ou nenhum ocorre, ou ocorre apenas um,
ou ocorrem apenas 2. No caso de 3 eventos, a Unica possibili-

dade excluida é a ocorréncia dos trés simultaneamente, ou seja,

ANnBnNnC.
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Aula 6 — Revisao de analise combinatoria

Conforme vocé vera na préoxima aula, a definicao classica de probabi-
lidade exige que saibamos contar o ntimero de elementos de um conjunto.
Em algumas situagoes, é possivel listar todos os elementos de um conjunto,
mas, em geral, serd necessario obter o niimero de elementos sem enumera-los.
A analise combinatoéria consiste em um conjunto de regras de contagem, das

quais veremos as principais.

Nesta aula vocé estudara:

e os principios fundamentais da adi¢ao e da multiplicacao;

e 0s conceitos de

— permutacao;
— arranjo;

— combinagao.

Principio fundamental da adigao

Na apresentacao da Propriedade 3, vimos que para dois eventos A e
B mutuamente exclusivos, a cardinalidade da uniao deles era a soma das
respectivas cardinalidades. No caso de mais de dois eventos, é possivel ge-
neralizar esse resultado, desde que os eventos sejam dois a dois disjuntos ou

mutuamente exclusivos.

Principio Fundamental da Adicao
Sejam Ay, As, ..., Ay conjuntos tais que 4; N A; = 0 Vi # j e #A;, = n,.

Veja a Figura 6.1. Nesse caso, temos que

k k
# A=) #A) =m+ +
=1 =1
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Figura 6.1: Uniao de eventos mutuamente exclusivos dois a dois.

Principio fundamental da multiplicacao

Para ilustrar o segundo principio fundamental da contagem, considere
que numa sala haja 3 homens (hy, ho, h3) e 5 mulheres (my, mo, ms, my, ms).
Quantos casais podem ser formados com essas pessoas? Para responder a
essa pergunta, devemos notar que ha 5 casais nos quais o homem ¢é hy, 5
nos quais o homem é hy e outros 5 nos quais o homem é h3, perfazendo um
total de 3 x 5 = 15 casais. Esse exemplo ilustra o principio fundamental da

multiplicagao.

Principio Fundamental da Multiplicagao
Se temos k decisoes dy,ds, . .., d; que podem ser tomadas de ny,no, ..., ng
maneiras respectivamente, entao o nimero de maneiras de tomar as decisoes

dledge~-edkénlanX---xnk

No exemplo anterior, temos 2 decisoes: a primeira decisao é d; = es-
colha do homem, e a segunda decisao é dy = escolha da mulher. Como hé 3
homens e 5 mulheres, o nimero de casais que podemos formar é 3 x 5 = 15,
como ja visto. Note que o principio da multiplicagao permite obter o nimero

de elementos do espaco amostral formado pelos casais

h1m1, h1m2, h1m3, h1m4, h1m5,
= h2m1, h2m2, h2m3, h2m4, h2m5,

hsmy, hsma, hams, hamy, hams,

sem ter que fazer essa enumeracao enfadonhal
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Exemplos

1. Quantos nuimeros naturais de trés algarismos distintos existem?
Solucao:

Para o primeiro algarismo (milhar), existem 9 possibilidades, ja que
o zero nao pode ocupar a primeira posicao. Para a segunda posigao,
escolhida a primeira, sobram 9 algarismos (agora ja podemos considerar
o0 zero) e para a terceira, escolhidos os dois primeiros, sobram 8 algaris-
mos. Logo, existem 9 X 9 x 8 = 648 numeros. (J4 pensou o trabalho

que seria listar todos eles?)

2. Um prédio possui 8 portas. De quantas maneiras posso entrar e sair
desse prédio, se nao quero usar na saida a mesma porta que usei na

entrada?
Solucao:

Para a entrada posso escolher qualquer uma das 8 portas. Escolhida a
porta de entrada, sobram 7 portas para a saida. Logo, existem 8 X 7 =

56 maneiras de entrar e sair por portas diferentes.

3. Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, quantos ntmeros pares de trés

algarismos distintos podemos formar?
Solucao:

Para que o numero seja par, ele tem que terminar com 2, 4 ou 6.
Se ele termina com 2, sobram 2 posicoes para serem preenchidas com
algarismos distintos escolhidos entre 1, 3, 4, 5, 6. Para a primeira
posigao temos 5 possibilidades; escolhida a primeira posi¢ao, sobram 4
para a segunda posi¢ao. Logo, existem 5 x 4 = 20 niimeros pares com 3
algarismos distintos terminando com 2. Analogamente, existem 20 que

terminam com 4 e vinte que terminam com 6. Logo, o nimero total é

60.

Atividade 6.1

1. De quantos modos distintos podemos colocar 3 livros em uma prateleira?

2. Quantos nimeros com cinco algarismos podemos construir com os al-
garismos 1, 3, 5, 7, 97 Desses, quantos apresentam os algarismos 1 e 3

juntos?
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Permutacoes

Consideremos quatro objetos distintos aq, as, as, as. De quantas maneiras

podemos ordena-los? Vamos listar todas as possibilidades.

1020304 (1020403 A1030204 Q1030402
1040203 (1040302 A201G0304  A2010403
203014 Q20304071 Q2040103 Q204A3071
a3a10204 Q3010402 A3A20104 Q3020407
asas1Qo a3z3a4Goa1 Aqa1A2a3 A4a10302

4020103 Q4020301 A4030102 A4030201

Cada uma dessas ordenacgoes ¢ chamada uma permutacao simples. Podemos
ver que o numero de tais permutacoes ¢ bem grande: note que, para apenas
4 objetos, temos 24 permutacoes. O calculo do niimero de permutacoes
¢ uma conseqiiéncia direta do principio da multiplicacao. Consideremos,
entao, n objetos distintos aq,as,...,a, Para a primeira posicao, temos n
possibilidades. Para a segunda, escolhida a primeira, sobram n — 1 objetos.
Para a terceira, escolhidas a primeira e a segunda posigoes, sobram n — 2
objetos. Continuando, para a ultima posi¢ao, escolhidas as n — 1 anteriores,
sobra apenas 1 objeto. Pelo principio da multiplicagao, o niimero total de
permutacoes, que denotaremos P,, én X (n—1) x (n —2) x --- x 1, e esse

nimero, por definicao, é o fatorial de n. Temos, assim, o seguinte resultado.

Dados n objetos distintos, o nimero de permutagoes simples de tais

objetos é dado por

Po=nxn—-1)xn—-2)x---x2x1=nl (6.1)

Exemplos

1. Quantas filas diferentes podemos formar com 5 criancas?
Solucao:
Essa é exatamente a definicao de permutacao; logo, o niimero de filas

65l =5 x4x3x2x1=120.

2. Temos 5 livros de Estatistica, 3 livros de Matematica Financeira e 4

livros de Contabilidade. De quantas maneiras podemos organizar esses
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livros em uma prateleira? Qual seria a sua resposta se os livros do

mesmo assunto tivessem que ficar juntos?
Solugao:

Ao todo, ha 12 livros; logo, se nao é necessario agrupar por assunto,

existem 12! = 479.001.600 maneiras de organizar os livros.

Se os livros do mesmo assunto tém que ficar juntos, devemos observar
que, primeiro, temos que contar as maneiras como podemos organizar
os assuntos. Como sao 3 assuntos, ha 3! = 6 maneiras de organizar
os assuntos. Para os livros de Estatistica, ha 5! = 120 maneiras de
organiza-los; para os livros de Matematica Financeira, 3! = 6 maneiras,
e para os livros de Contabilidade, 4! = 24 maneiras. Pelo principio
fundamental da multiplicagao, o nimero total de maneiras de organizar
os 12 livros de modo que os livros do mesmo assunto fiquem juntos
¢ 6 x 6 x 120 x 24 = 103.680 maneiras. Note que ¢ razoavel que
esse numero seja menor, pois estamos impondo condigoes restritivas na

organizacao.

3. Cinco mocas e cinco rapazes tém que sentar em 5 bancos de dois lugares,
de modo que em cada banco fique uma moca e um rapaz. De quantas

maneiras podemos fazer isso?
Solugao:

Comecemos com as meninas. A primeira menina pode escolher qual-
quer dos 10 lugares; logo, ela tem 10 possibilidades. Ja a segunda
menina s6 tem 8 possibilidades, porque ela nao pode sentar junto
com a primeira. Analogamente, a terceira menina tem 6 possibili-
dades, a quarta tem 4 e a quinta tem duas possibilidades. Definidas
as posicoes das meninas, temos 5 rapazes para sentar em cinco lu-
gares, o que pode ser feito de 5! maneiras. Logo, o nimero to-
tal de possibilidades, pelo principio fundamental da multiplicacao, é
10 x 8 x 6 x 4 x 2 x 5! = 3.840 x 120 = 460.800.

Segundo o dicionério

Aurélio:

Anagrama: Palavra ou frase

Atividade 6.2 formada pela transposigao

das letras de outra palavra

ou frase.

“E dizem que a Iracema do
1. Considere a palavra TEORIA. romance de Alencar € o

anagrama de América”

(Jodo Ribeiro, Curiosidades

(a) Quantos anagramas podemos formar? verbais, p. 76).
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(b) Quantos anagramas comegam com a letra T?
(c) Quantos anagramas comegam com a letra T e terminam com A?

(d) Quantos anagramas tém todas as vogais juntas?

2. Quantas filas podem ser formadas por 5 mocas e 5 rapazes? Se Joao
e Maria fazem parte desse grupo, em quantas filas eles estao juntos?

E em quantas filas eles estao separados?

Arranjos

Na definicao de permutacao, consideramos ordenacoes de todos os ob-
jetos. Mas ¢é possivel que queiramos ordenar apenas k dos n objetos, onde
k < n. Nesse caso, temos a definicao de arranjo simples. Suponhamos,
por exemplo, que quatro pessoas serao sorteadas dentre dez. Quantas fi-
las podemos formas com as quatro pessoas sorteadas? Como no caso das
permutacoes, para a primeira posicao da fila temos disponiveis as 10 pes-
soas. Para a segunda, temos 9; para a terceira, temos 8, e para a quarta e
ultima posicao, temos 7. Logo, o nimero total de filas com as quatro pessoas

sorteadas é 10 x 9 x 8 x 7 = 5.040. Veja o esquema na Figura 6.2.

10 9 8 7
1a. 2a. 3a. 4a.

Figura 6.2: Arranjo de 10, tomados de 4 em 4.

Note que, para a quarta posicao, ja escolhemos as trés anteriores; assim,
sobram apenas (10 — 3) = [10 — (4 — 1)]. Uma outra observagao interessante

¢é a seguinte:

(I0x9x8XxT7)x(6x5x4x3x2x1)
(6x5x4x3x2x1)
(10 x 9 x 8x7) x6!

6!
10! 10!

6l (10 —4)!

I0Xx9Xx8xT7 =

Vamos ver, agora, o caso geral. Para calcular o niimero de arranjos de
k objetos dentre n, devemos notar que, para a primeira posicao, existem n
possibilidades. Para a segunda, n —1 possibilidades. Para a k-ésima e tltima

posicao, ja foram escolhidos k — 1 objetos; portanto, sobram n — (k — 1), ou
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seja, para a k-ésima posigao, ha n— (k—1) = n—k+ 1 possibilidades. Logo,
o numero total de arranjos de k elementos, tomados dentre n, é n x (n — 1) x

% (n—k+1). Vamos denotar por A esse ntimero.

O nimero de arranjos simples de k objetos dentre n, denotado por AF,

é

AF=npx(n—1)x---x(n—k+1)

Vamos usar um pequeno artificio para simplificar essa férmula: vamos

multiplicar e dividir o resultado por

m—k)x(n—k—1)x---x2x1=(n—k)!

Entao,
AN (et | B
Ay = nx(n—1)x---x[n—(k 1)]X(n—k)!_
onx(n—1)x---xn—k+1)x(n—k)x(n—k—-1)x---x2x1
N (n—k)! N
n!
 (n—k)!
De uma forma mais compacta, podemos escrever:
n!
A= —— 6.2
" (n—k) (6:2)

E importante notar que, sendo a definicao de arranjo uma generalizacao de
permutacdo (note que uma permutagao é um arranjo em que k = n), a ordem

dos elementos é relevante, ou seja, ajasas é diferente de azajas.

Exemplos

1. Em um campeonato de futebol, concorrem 20 times. Quantas possibi-

lidades existem para os trés primeiros lugares?
Solugao:

A resposta é A3, pois a ordem faz diferenga nesse caso. Note que
20!_20><19><18><17!

3 _ = _ —
Ay =T = o — 20 x 19 x 18 = 6.840

2. De um grupo de 10 pessoas deve ser extraida uma comissao formada por

um presidente, um vice-presidente e um secretario. Quantas comissoes

é possivel formar?
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Solugao:

A ordem aqui importa, ja que os cargos nao sao equivalentes. Assim,
a solucao é
10!

—":10><9><8:720

Ay =
10 7!

Atividade 6.3

1. O segredo de um cofre é formado por uma seqiiéncia de 3 digitos esco-
lhidos entre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Suponha que uma pessoa saiba
que o segredo ¢é formado por trés algarismos distintos. Qual o niimero

maximo de tentativas que ela tera de fazer para abrir o cofre?

2. Quantos numeros pares de trés algarismos distintos podemos formar

com os algarismos 1, 3, 6, 7, 8, 97

Combinagoes simples

Vamos considerar agora a situacao analoga a um arranjo, mas onde a
ordem nao importa, ou seja, ajasas ¢é igual a agaias. Consideremos a situagao
no qual temos 5 objetos dos quais vamos tomar 3. Como visto, o nimero de

|

arranjos € 5 = 60. Vamos lista-los.

Objetos envolvidos

(1,2,3) | (1,2,4) | (1,2,5) | (1,3,4) | (1,3,5) | (1,4,5) | (2,3,4) | (2,3,5) | (2,4,5) | (3,4,5)
a,a,a, | a,a,a, | a,a,a; | a,a,a, | a,a,a, | a,a,a; | a,8,a, | 8,a,8; | A,d,a, | A,a,a,
a,a,a, | a,8,a, | 8,a;a, | a,a,a, | a,a,a, | a,a,a, | a4,8,a, | 8,a,8, | A,85a, | A,a,8,
a,a,8, | a,a,a, | a,a,a, | a;a,a, | a;a,a, | a,a,a; | a,8,a, | 8,a,8; | a,8,a, | &,a,8,
a,a,a, | a,a,a, | a,a;a, | a;a,a, | a;a;a, | a,a,a, | a,a,a, | 8,a,3, | a,a;a, | a,a,a,
a,a,a, | a,aa, | a;a,a, | aaa, | a;a,a, | a;a,a, | a,8,a, | 854,38, | a;8,a, | a;a,a,
a,2,a, | a,8,a, | a;3,a, | a,a,a, | a;a,a, | a;a,a, | a,8,a, | 8;a,8, | a;8,a, | a;a,a,

CEDERJ

Essa listagem estd organizada de modo que, em cada coluna, os objetos
envolvidos sao os mesmos. Note o seguinte: como a ordem nao importa, os
elementos de cada coluna sao equivalentes, ou seja, s6 precisamos de um deles.
Mas em cada coluna temos as permutacoes dos trés elementos envolvidos.

Logo, o nimero de elementos em cada coluna nesse exemplo é 3! = 6. Como

60 5!
s6 precisamos de um de cada 3!, o niimero total é ETETETE
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[lustramos com esse exemplo o conceito e o calculo do niimero de com-
binagoes simples de n elementos tomados k a k. Dado um conjunto de n
elementos, a combinacao dos n elementos tomados k a k nos da o nimero
de subconjuntos com k elementos (note que, em um conjunto, a ordem dos

elementos nao importa).

O nimero de combinacoes simples de n elementos tomados k a k € igual

Ak n! n
k p— _n = -
Cn = k! (n — k)k! (k:) (63)

) é chamado nimero ou coeficiente binomial, ou ainda, niimero

a

n
k

combinatorio.

O numero (

Note a diferenca: no conceito de arranjo, estamos lidando com seqiiéncias
de k elementos, enquanto no conceito de combinacao, estamos lidando com
subconjuntos. Nas seqiiéncias, a ordem dos elementos é relevante, mas nao

nos subconjuntos.

Exemplos

1. De um grupo de 8 homens e 5 mulheres, devem ser escolhidos 3 homens
e 3 mulheres para formar uma comissao. Quantas comissoes podem ser

formadas?
Solucao:

8
Os 3 homens podem ser escolhidos de (3) maneiras; as trés mulhe-
) 5 ) ., )
res podem ser escolhidas de 5 maneiras. Pelo principio da multi-

8 5
plicacao, ha (3> X (3) maneiras de escolher a comissao. Note que

8 " 5 B 8| " 5! —8X7X6><5X4—560
3 3/ 513173121 3x2 2

2. Um baralho de poquer é formado pelas cartas 7, 8, 9, 10, valete, dama,

rei, as de cada um dos quatro naipes. Em uma mao de poquer, sacam-se

5 cartas sem reposicao. Quantas sao as extracoes possiveis?
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Solugao:

Temos ao todo 4 x 8 = 32 cartas. Como a ordem de retirada nao

importa, o nimero total de extragoes possiveis é

o5 32! _32><31><30><29><28><27!

2.7 5lxo7l 51 x 27!
B 32><31><30><29><28_32><31><30><29><28
N 5! T BEx4x3x2x1

(4 x 8) x 31 x (15 x 2) x 29 x 28
(4x2)x(5x3)x1
= 4 x31x2x29x28=201.376

3. Mega-Sena No jogo da Mega-Sena da Caixa Economica Federal, o
apostador deve escolher no minimo seis e no maximo 15 ntmeros dife-
rentes entre 1 e 60. Um jogo simples consiste na escolha de 6 ntimeros,
e os precos das apostas se baseiam no nimero de jogos simples em cada

cartao.

(a) Qual é o numero total de jogos simples distintos?

(b) Num cartdo com 15 ntimeros marcados, quantos sdo os jogos sim-
ples? Se cada jogo simples custa R$ 1,50, qual o preco de um

cartdo com 15 nimeros marcados?

Solugao:

Note que, na Mega-Sena, a ordem nao importa; logo, o niimero total

de jogos simples ¢é

60y 60!
6/) 654!
60 X 59 x 58 x 57 x 56 x 55 x 54!

6 xXx5x4x3x2x1x54l
= 50.063.860

1
Isso significa que a sua chance de acertar a sena ¢ ———— =

50.063.860
0,000000019974.

Num cartao com 15 nimeros marcados, o nimero de jogos simples é

= 5005

15 _15><14><13><12><11><1()><9!
6)  6x5x4x3x2x1x09!
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e, assim, o preco desse cartao ¢ 1,50 x 5005 = 7507, 5, e a probabilidade
de se acertar a sena com um cartao desses é

5005

——— = (),00009997
50.063.860

. Problema dos aniversarios Em um grupo de 10 pessoas, qual é a
probabilidade de que pelo menos 2 facam aniversario no mesmo dia?
Para simplificar, suponha que nenhuma dessas pessoas tenha nascido

em ano bissexto.
Solugao:

Note que, no caso de 10 pessoas, “pelo menos 2” significa ou 2, ou 3,
ou4, ..., ou 10. Entao, podemos resolver essa versao mais simples do
problema do aniversario usando a regra do complementar, ou seja, va-
mos calcular a probabilidade de todas as 10 pessoas fazerem aniverséario
em datas diferentes. Para isso, vamos usar a regra fundamental da mul-

tiplicagao.

O aniversario de cada uma das 10 pessoas pode ser em um dos 365
dias do ano. Logo, o ntumero total de possibilidades para as datas dos
aniversarios das 10 pessoas é 365X 365 x - - - x 365 = 365 pelo principio

fundamental da multiplicacao. Isso nos da #2.

Consideremos, agora, o evento A = “as 10 pessoas fazem aniversario em
dias diferentes”. Escolhida a primeira pessoa, ela pode fazer aniversario
em qualquer dia; logo, o nimero de possibilidades ¢ 365. Para a segunda
pessoa, como o aniversario tem que ser em data diferente, sobram 364
possibilidades. Para a terceira, sobram 363; continuando, para a décima

pessoa, sobram 365 — 9 = 356 possibilidades. Logo,

_ #A 365X 364 X 363 X --- X 356
T HO 36510

Pr(A) — 0,88305

Logo, a probabilidade de que pelo menos 2 pessoas fagam aniversario

no mesmo dia é

Pr(4) = 1 — Pr(A) = 0,11695

Atividade 6.4

. De um grupo de 8 homens e 5 mulheres devem ser escolhidos 3 homens

e 3 mulheres para formar uma comissao. Quantas comissoes podem
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ser formadas se Joao e Maria, que pertencem ao grupo original, nao

aceitam participar em conjunto da comissao?

. Trés cartas vao ser retiradas de um baralho normal de 52 cartas. Cal-

cule a probabilidade de que:

(a) todas as trés sejam de espadas;
(b) as trés cartas sejam do mesmo naipe;

(c) as trés cartas sejam de naipes diferentes.

Resumo da Aula

Nesta aula voceé estudou os seguintes conceitos basicos de analise com-

binatdria:

e Principio Fundamental da Adigao: Sejam A;, As, ..., A; conjun-

tos tais que A; N A; = T Vi # j e #A; = n;. Entao
k

k
#UAi:Z(#Ai):nl+"'+nk
i=1 1

i=
Principio Fundamental da Multiplicagao: Se temos k decisoes
di,ds, ..., dr que podem ser tomadas de nq, ns, ..., n, maneiras respec-
tivamente, entao o nimero de maneiras de tomar as decisoes d; e dy e

-edkénlxngx---xnk

Permutacao de n elementos distintos: Numero de seqiiéncias (fi-

las) que podemos formar com todos os elementos

Po=nx(n—-1)xn—-2)x---x2x1=n!

Arranjos (ou permutacgoes) de k objetos tomados dentre n

objetos distintos:

A =nx(n—1)x---x(n—k+1)

Combinacgoes simples de k objetos tomados dentre n objetos

Ok_A_fL_ n! _(n
R (n—k)E O \k

No conceito de arranjo ou permutacao, estamos lidando com seqiiéncias

distintos:

de k elementos, enquanto no conceito de combinacao, estamos lidando
com subconjuntos. Nas seqiiéncias, a ordem dos elementos é relevante,

mas nao nos subconjuntos.
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Exercicios

1. Para a selecao brasileira foram convocados 2 goleiros, 6 zagueiros, 7
meios-de-campo e 4 atacantes. De quantos modos é possivel escalar a

selecao com 1 goleiro, 4 zagueiros, 4 meios-de-campo, e 2 atacantes?

2. Em um torneio no qual cada participante enfrenta todos os demais, sao

jogadas 780 partidas. Quantos sao os participantes?

3. Quantos sao os anagramas da palavra SIMULTANEO

a) que comegam por consoante e terminam por vogal?

(c

d) que tém a letra S no primeiro lugar e a letra I no segundo lugar?

(a)
(b) que tém as letras S, I, M juntas nesta ordem?

) que tém as letras S, I, M juntas em qualquer ordem?
(

(e) que tém a letra S no primeiro lugar ou a letra I no segundo lugar?

(f) que tém a letra S no primeiro lugar ou a letra I no segundo lugar
ou a letra M no terceiro lugar? Sugestdo: Aqui vocé deve usar o

resultado do exercicio anterior.
Solucao das Atividades

Atividade 6.1

1. Para a primeira posicao, temos os 3 livros; escolhido o primeiro livro,
sobram 2 para a segunda posicao. Finalmente, escolhidos os livros para
as duas primeiras posigoes, sobra 1 livro para a tultima posicao. Pelo

principio da multiplicacao, o nimero total de escolhas é 3 x 2 x 1 = 6.

2. Para a primeira posi¢ao, temos os 5 algarismos; para a segunda, temos
4, ja que os algarismos tem que ser diferentes. Continuando, para a
terceira, temos 3; para a quarta, temos 2, e para a ultima resta apenas
1. Logo, existem 5 X 4 X 3 X 2 x 1 = 120 ntimeros com 5 algarismos
distintos escolhidos entre 1, 3, 5, 7, 9.

Se os algarismos 1 e 3 tém que estar juntos, podemos pensar neles
como um bloco, que deve ser colocado junto com os algarismos 5, 7, 9.

Logo, para organizar esses 4 blocos, ha 4 x 3 X 2 X 1 = 24 maneiras
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diferentes. Por sua vez, o bloco dos algarismos 1 e 3 pode ser organizado
de 2 maneiras diferentes. Logo, o nimero total de possibilidades é
2 x 24 = 48.

Atividade 6.2

. Note que o conceito de anagrama ¢ o mesmo de permutacao.

(a) Como hé 6 letras diferentes, o nimero de anagramas é 6! = 6 X
x4 x3x2x1="720.

(b) Fixada a letra T na primeira posicao, as outras 5 podem ser or-
ganizadas de 5! = 120 maneiras diferentes.

(c) Fixadas a primeira e a dltima letras, as outras 4 podem ser orga-

nizadas de 4! = 24 maneiras.

(d) Temos 4 vogais. Esse bloco pode ser organizado de 4! = 24
maneiras. Para juntar esse bloco com as 2 consoantes, ha 3! = 6

maneiras diferentes. Logo, o nimero total é 24 x 6 = 144.

. H&4 um total de 10 pessoas; logo, o nimero total de filas é 10! =

3.628.800.

Se Joao e Maria estao juntos, podemos pensar neles como uma sé
pessoa. Logo, ha 9! maneiras de organizar a fila. Mas existem 2
maneiras de organizar Joao e Maria. Logo, o nimero total de filas
em que Joao e Maria estao juntos é 9! x 2 = 725.760. Pela lei do com-
plementar, o nimero de filas em que Joao e Maria estao separados é
3.628.800 — 725.760 = 2.903.040.

Atividade 6.3

. Para abrir o cofre, ela tem que achar o arranjo correto dos 3 algarismos

10!
- =10x9%x8 =

do segredo. O ntimero total de possibilidades é A3, =

720

. Os numeros pares com esses algarismos tém que terminar com 6 ou

8. Fixada a tltima posigdo (6 ou 8), sobram 2 posi¢oes para serem

preenchidas com os 5 algarismos restantes. Logo, o nimero total é

5!
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3
3

exemplo anterior a atividade. O nimero de comissoes em que Maria e

., (8 .
. O numero total de comissoes é 3) X ( > = 560, conforme visto no

Joao estao juntos é dado por

7 4 7! 4! 7Tx6 4x3

2 2 215! 212! 2 2
Logo, o nimero de comissoes em que Joao e Maria nao estao juntos é
560 — 126 = 434.

. O ntimero total de possibilidades para se extrairem 3 cartas sem reposicao
52
é #O = :

13
(a) Existem 13 cartas de espadas. Logo, ha ( 5 > maneiras diferentes

de se extrairem 3 cartas de espadas. Assim, se F3 é o evento “3

cartas de espadas”, temos que

(5)
3 130 3149]
Pr(Es) = 255 = 3m01 % 521
(5)
C 13x12x11
52 x 51 x 50
1.716
= 0 01204
132.600 ~ 0129

(b) O mesmo célculo feito em (a) vale para os 4 naipes. Sejam Fj,
Cs, P3, O3 os eventos “3 cartas de espadas”, “3 cartas de copas”,

“3 cartas de paus” e “3 cartas de ouro”, respectivamente. Entao,
Pr(Es) = Pr(C5;) = Pr(C3) = Pr(Os). Logo, a probabilidade do

evento I3 = “4 cartas do mesmo naipe” é

PI‘(Ig) = PI‘(Eg U Cg U P3 U 03) =
= Pr(E;) + Pr(Cs) 4+ Pr(Cs) + Pr(0;)

()
(5)

= 4x =4x0,01294
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(c) Note que o evento D = “trés cartas de naipes diferentes” nao é o
complementar de I3, pois, por exemplo, a seqiiéncia CC'E pertence
ao complementar de I3, mas nao pertence ao evento D. Para calcu-
lar a probabilidade do evento D, note que, para a primeira carta,
temos 52 possibilidades — qualquer carta serve. Para a segunda
carta, temos que excluir as cartas do naipe da primeira; logo, so-
bram 39. Para a terceira, temos que excluir as cartas dos 2 naipes
anteriores; logo, sobram 26. Pelo principio da multiplicacao, o
nimero total de possibilidades é 52 x 39 x 26, e a probabilidade

pedida é
52 x 39 x 26

Pr(D) = (532)

Solucao dos Exercicios

L)) ()< (o

2. Cada jogador tem n — 1 oponentes. Logo, existem n(n — 1) maneiras

de selecionar 2 participantes. Como a ordem dos 2 selecionados nao

—1
importa, o nimero total de partidas ¢é M Logo
—1
% — T80 =n?—n—1560=0=
n et

1+ 1+ 6240 . { 40
n =
2 —39

Como o numero de participantes tem que ser positivo, a solucao é

n = 40 participantes.

3. Existem 10 letras nessa palavra, das quais 5 sao vogais e 5 sao con-

soantes.

(a) Para a consoante da primeira posigao, hé 5 possibilidades e para a
vogal da ultima posicao ha 5 possibilidades. Excluidas as 2 esco-
lhidas, sobram 8 letras, que podem ser permutadas de 8! maneiras.
Logo, o numero total de anagramas comecando com consoante e
terminando com vogal é 5 x 5 x 8! = 1.008.000.

(b) Podemos pensar no bloco SIM como uma letra, que deve ser per-
mutada com as 7 letras restantes. Entao, ha 8! = 40.320 anagra-

mas com as letras SIM juntas nesta ordem.
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(d)

Existem 3! maneiras de organizar as letras SIM; logo, o niimero
total de anagramas com as letras SIM juntas em qualquer ordem
é 8! x 3! = 241.920.

Vamos denotar por S7 o evento “letra S na primeira posicao” e
por Iy o evento “letra I na segunda posi¢ao”. O evento S; N I,
corresponde aos anagramas que comecam com as letras SI nessa

ordem: hé 8! = 40.320 desses anagramas.

O problema pede #(S; U I3) que, pela Propriedade 7, é

#(S1 U L) = #(51) + #(l2) — #(51 N I2)

O evento S; corresponde aos anagramas que comegam com S e

o evento [, aos anagramas com I na segunda posi¢ao. Entao,

#S1 = #I1, = 9!. Logo,

#(SHUL) = #S1+#L—#5N1
= 9!+ 9! — 8! =685.440

Continuando com a nossa notagao, seja M3z o evento “letra M na
terceira posi¢ao”. O problema pede #(S1UlsUMs3). Pelo exercicio

anterior,

#F(S1ULUMs) = #51 +#1 + #Ms
—# (S1N L) — # (S1 N Mz) — # (I, N M3)
+# (S1 N I N Ms)
= 94949 —8 -8 -8+ 7!
= 3 x9—-3x8+7!
= 1.088.640 — 120.960 + 5040
= 972.720

AULA 6
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AULA 7

Aula 7 — Probabilidade

Nesta aula voceé aprenderd a definicao de probabilidade, estudara os
axiomas e propriedades de uma lei de probabilidade e fara revisao dos seguintes

conceitos de analise combinatoria:

e permutacao;
e arranjo;

e combinagao.

Definicao classica de probabilidade

Na aula passada, vimos que o espago amostral para o experimento
aleatério do langamento de um dado é Q = {1,2,3,4,5,6}. Vimos também
que ¢ usual supor que o dado seja equilibrado, o que equivale a dizer que
todos os resultados sao igualmente provaveis. Entao, se jogarmos o dado
varias vezes, aproximadamente um sexto das ocorréncias resultara na face
3, bem como metade das repeticoes resultarda em um nimero par. Estamos
analisando a chance de ocorréncia dos eventos A = “face 3” e B = “face par”.
O evento A é um evento elementar, enquanto o evento B é um subconjunto
com 3 elementos, o que representaremos por #4A =1 e #B = 3. Essa é uma
terminologia usual para representar o niimero de elementos de um conjunto,
que lemos como “cardinalidade de A ou B”. E intuitivo dizer que A ocorrera
é das vezes, enquanto B ocorrerd % = % das vezes. Define-se, assim, a
probabilidade de um evento A como a razao entre o numero de elementos
de A e o nimero de elementos de 2. Vamos nos referir aos elementos de A
— o evento de interesse — como sendo os “casos favoraveis”, enquanto os

elementos de €2 sdo 0s “casos possiveis”, o que nos leva a seguinte definigao.

Definicao classica de probabilidade
Seja A um evento de um espago amostral €2 finito, cujos elementos sao

igualmente provaveis. Define-se a probabilidade do evento A como

numero de casos favoraveis  #A
Pr(A) = =

= 7.1
nuimero de casos possiveis #0Q (7.1)
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Naturalmente, nessa definicao estamos supondo que #£) > 0, ou seja,
que €2 tenha algum elemento pois, se nao tivesse, nao terfamos o que estudar!
Esta foi a primeira definicao formal de probabilidade, tendo sido explicitada
por Girolamo Cardano (1501-1576). Vamos nos referir a ela como a defini¢ao

classica de probabilidade. Note que ela se baseia em duas hipdteses:

1. H& um ntumero finito de eventos elementares, isto é, {2 é um conjunto
finito.

2. Os eventos elementares sao igualmente provaveis.

Embora essas hipoteses restrinjam o campo de aplicagao da definicao,
veremos que ela é muito importante e varios exercicios serao resolvidos basea-

dos nela.

Propriedades da definicao classica de probabilidade

A definigao classica de probabilidade satisfaz as seguintes propriedades

bésicas:

1. Pr(A) > 0 para todo evento A C Q
Demonstracao:

Como #A > 0 e #0Q > 0, Pr(A) é a razao de dois niimeros nao-
negativos, entao, Pr(A4) > 0.

2. Pr(Q) =1.
Demonstracao:
Q
Por definicao, Pr (Q2) = % =1

3. Se A e B sao eventos mutuamente exclusivos, entdao Pr(A U B) =
Pr(A) +Pr(B).

Demonstracao:

Se A e B sao mutuamente exclusivos, resulta que AN B = &. Neste
caso, # (AU B) = #A + #B (veja a Figura 7.1). Logo,

#(AUB) _ #A+#B _#A  #B _

Pr(AUB) = 70 70 —#0 T #a

Pr(A) 4+ Pr(B)
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Figura 7.1: Cardinalidade da uniao de eventos mutuamente exclusivos.

4. Pr(@) =0
Demonstracao:
%] 0
Como #@ = 0, resulta que Pr(@) = % = 70 =0

Essa propriedade pode ser obtida também utilizando-se apenas as 3

primeiras. Para isso, note que podemos escrever
N=QUo

Como 2 e @ sao mutuamente exclusivos, podemos aplicar a Propriedade

3 para obter
Pr(Q) = Pr(QU @) = Pr(Q) + Pr(2)
Mas
Pr(Q) = Pr(Q) + Pr(@) = Pr(@) = Pr(Q) — Pr(Q) =0
5. Pr(A) =1— Pr(A)

Demonstracao:

Vimos na aula anterior que
N=AUA

Como A e A sdo mutuamente exclusivos, podemos aplicar a Propriedade
3 para obter que
Pr(Q) = Pr(A) + Pr(4)

Mas, pela Propriedade 2, Pr(€2) = 1. Logo,

1 =Pr(A) + Pr(A) = Pr(A) =1 — Pr(A)

129 CEDERJ




PROBABILIDADE
E ESTATISTICA

CEDERJ

Probabilidade

/

Figura 7.2: Diferenca de dois eventos A — B = AN B.

6. Pr(A — B) = Pr(AN B) = Pr(A) — Pr(AN B)

Demonstracao:
Veja a Figura 7.2 para visualizar melhor esse resultado.

Temos que
A=(A-B)U(ANB)

O primeiro termo ¢é a parte sombreada mais escura, e o segundo termo
¢é a parte sombreada mais clara. Podemos ver que essas duas partes

nao tém intersecao. Logo, pela Propriedade 3, podemos escrever:
Pr(A) =Pr(A—-B)+Pr(ANB) = Pr(A— B) =Pr(A) - Pr(ANB)

Volte & Figura 7.2 para ver que o evento B — A = BN A corresponde

a parte nao sombreada da figura e que

Pr(B — A) = Pr(BN A) = Pr(B) — Pr(AN B)

. Para dois eventos A e B quaisquer, Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) —

Pr(AnN B)
Demonstracao:

Note que esse resultado generaliza a Propriedade 3 para dois eventos
quaisquer, ou seja, nao estamos exigindo que A e B sejam mutuamente

exclusivos. Veja a Figura 7.3.
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Figura 7.3: Uniao de dois eventos quaisquer.

Toda a parte sombreada representa a uniao dos dois eventos, que pode
ser decomposta nas duas partes com diferentes sombreamentos. A parte

mais clara é B — A, e a parte mais escura é A, ou seja:
AUB=AU(B-A)

Como essas duas partes nao tém interseccao, pela Propriedade 3, pode-

mos escrever

Pr(AU B) =Pr(A) + Pr(B — A)
Mas na Propriedade 6, vimos que Pr(B — A) = Pr(B) — Pr(AN B).

Substituindo, obtemos que

Pr(AU B) = Pr(B — A) + Pr(A) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B)

. Se A C B entao Pr(A) < Pr(B).
Demonstracao:

Veja a Figura 7.4. Se A C B, entao AN B = A; essa é a parte

sombreada da figura. Nesse caso, usando a Propriedade 6, temos que
Pr(B — A) = Pr(B) — Pr(An B) = Pr(B) — Pr(A)

mas, pela Propriedade 1, a probabilidade de qualquer evento é nao-

negativa. Logo,

Pr(B—A) > 0= Pr(B) —Pr(A) > 0= Pr(A) < Pr(B)
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Figura 7.4: Tlustragao da propriedade 8: A C B.

9. Pr(A) <1 para qualquer evento A C €.
Demonstracao:

Usando as Propriedades 8 e 2, temos que

ACQ=Pr(A) <Pr(Q)=1=Pr(4) <1

Resumo das propriedades

Vamos apresentar os resultados vistos anteriormente para facilitar o seu

estudo.

Propriedades da probabilidade

0<Pr(A) <1
Pr(Q) = 1
ANB =@ = Pr(AUB) =Pr(A) + Pr(B)
Pr(o) =0
Pr(4) = 1 — Pr(A)

Pr(4 — B) = Pr(A) — Pr(AN B)
Pr(B — A) = Pr(B) — Pr(AN B)
Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B)
A C B = Pr(A) < Pr(B)

CEDERJ
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Exemplos

1. No lancamento de um dado, qual é a probabilidade de se obter face

maior que 47
Solugao:

Sabemos que #£) = 6 e também que o evento de interesse é A = {5,6).

2 1
Logo, Pr(A) = 5= 73

2. Considere um baralho usual composto de 52 cartas divididas em 4
naipes: ouros, copas, paus e espadas, cada naipe com 13 cartas. As
cartas dos 2 primeiros naipes sao vermelhas e as dos dois ultimos naipes,
pretas. Em cada naipe, as cartas podem ser As, 2,3,4,5,6,7,8, 9,
10, Valete, Dama e Rei. Estas trés ultimas sao figuras que representam
a realeza. Retirando-se ao acaso uma carta desse baralho, qual é a

probabilidade de que seja uma figura? Uma carta preta?
Solucao:

Como ha 52 cartas ao todo, #£2 = 52. Vamos denotar por F' o evento
“carta retirada é uma figura” e por P o evento “carta retirada é preta”.
Em cada um dos 4 naipes ha trés figuras. Logo, o numero total de

figuras é 4 x 3, ou seja, #F = 12. Logo, a probabilidade de retirarmos
12 3 ,

= — = —. Metade das cartas ¢ de cor preta; logo,
52 13 % 1

a probabilidade de que a carta seja preta é Pr(P) = 5= 5

3. Um ntmero é escolhido entre os 20 primeiros inteiros, 1 a 20. Qual

uma figura é Pr(F)

¢ a probabilidade de que o nimero escolhido seja (i) par? (ii) primo?

(iii) quadrado perfeito?
Solugao:

Vamos denotar por P o evento “ntimero par”, por R o evento “nimero
primo” e por @ o evento “quadrado perfeito”. Entao, A = {2,4,6,8,
10,12,14,16,18,20}; P = {1,3,5,7,11,13,17,19}; Q = {1,4,9,16}.

Logo, Pr(P) L Pr(R) = 8 = g; Pr(Q) = 4 — 1

20 2 20 5 20 5

4. Uma urna contém 6 bolas pretas, 2 bolas brancas e 8 bolas verdes.
Uma bola é escolhida ao acaso desta urna. Qual é a probabilidade de
que (i) a bola nao seja verde? (ii) a bola seja branca? (iii) a bola nao

seja nem branca nem verde?
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Solugao:

Temos um total de 6+2+8 = 16 bolas. Logo, #£2 = 16. Vamos denotar

por P, B,V os eventos bola preta, branca e verde, respectivamente.

(i) Queremos a probabilidade de V, ou seja, do complementar de V.

o 8 8 1
i P =1-P =l-—=—=7

Vimos que Pr(V) r(V) 16 16 2
3 #B 2 1

(i) Pr(B) 4016 8

(iii) Se a bola nao é branca nem verde, ela tem que ser preta. Note que
estamos pedindo Pr(BNV). Pela lei de De Morgan e pelas Propriedades

3 e 4, temos que

Pr(BNV) = Pr(BUV)=1-Pr(BUYV)
2 8 6
= 1—-[Pr(B)+P =1—-—=—-—==—
3
= —=Pr(P
=~ = Pi(P)

5. Consideremos novamente o lancamento de dois dados. Vamos definir
os seguintes eventos: A = “soma das faces par”, B = “soma das faces
maior que 97, C' = “soma das faces impar menor que 9”. Vamos calcu-
lar a probabilidade de tais eventos. A visualizacao do espaco amostral
desse experimento pode ser vista na tabela a seguir, na qual, para cada
par possivel de resultados, apresentamos também a soma das faces:

Dado 2
1 2 3 4 ) 6
1 (Ly)—-2((,2)—3|(1,3)—4|(1,4)—5 | (1,5 =6 |(1,6)—7
21 (2,1)—=3](2,2)—4] (2,3 —5]| (2,4 —6 |(25—>7 | (2,6 —8
Dado | 3| (3,1)—4 | (3,2)—=5|(3,3)—6|(3,4)—>7 | (3,5 =8 | (3,6)—9
1 4] (A1) —-5](4,2—6|(43)—7] (4,4 —8 | (45 —9 | (4,6) — 10
50(5,1)—6|(5,2) =71 (53 =8| (54 —9 | (55 —10 | (56) — 11
6| (6,1)—7] (6,2 —8|(63) —9|(64) —10] (6,5 — 11 | (6,6) — 12
Podemos ver que :
((1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), ]
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),
3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6
o) (B:1.6.2.63.6.9.6.9.6.6. | _ o
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5), (4,6)
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),
( (6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) )
((1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(2,6), |
A= 3,1),(3,3),(3,5),(4,2),(4,4),(4,6), p = #A=18
[ (5,1),(5,3),(5,5),(6,2),(6,4),(6,6) |
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B ={(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)} = #B =6

C (1,2),(1,4),(1,6),(2,1),(2,3), (2,5), -
C_{(3,2),(3,4),(4,1),(4,3),(5,2),(6,1),}$#0_12
Logo,

PriA)=o=3  Pr(B)=g=: Pr(0)=i =1

. Em uma urna hé 4 bolas brancas e 3 bolas verdes. Duas bolas sao
retiradas dessa urna, seqiiencialmente e sem reposicao. Qual é a proba-
bilidade de obtermos (i) 2 bolas brancas? (ii) 2 bolas verdes? (iii) 2

bolas de cores diferentes?
Solucao:

Vamos indicar por By, By, B3 e B4 as quatro bolas brancas e por Vi,
V5 e V3 as trés bolas verdes. O espago amostral para este experimento

é
Q= {(01’02)7 01702:-81732’337-84"/1"/2"/3; Ol #02}

A primeira bola pode ser qualquer uma; logo, ha 7 bolas possiveis.
Como a extragao é sem reposicao, para a segunda bola s6 ha 6 possi-

bilidades. Assim, o nimero total de pares é 7 x 6 = 42.

(i) O evento A = “2 bolas brancas” é

A BBy, B1B3, B1 By, By By, Bo B3, Bo By,
| BsBi, BsBy, BsBy, BBy, B4By, ByBs

12 2
L Pr(4) = — = .
Og07 r( ) 42 7
(ii) O evento B = “2 bolas verdes” ¢é
B = {ViVa, ViV3, VaV1, Vo Vs, V3 Vi, VsVa}
6 1
L Pr(B)=— = -
Og07 r( ) 42 7
(iii) O evento C' = “bolas de cores diferentes” é o complementar do
evento D = “bolas de cores iguais”. Por sua vez, D = AU B e como A
2 1 3
e B sao mutuamente exclusivos, Pr(D) = Pr(A)+Pr(B) = = + 5=
4
Logo, Pr(C) = 1 — Pr(D) = 1 — % -2

Note o trabalho que da listar todos os elementos de um evento!
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E interessante notar o seguinte fato sobre a extracao das bolas: em
vez de fazermos extracoes seqiienciais, podemos retirar 2 bolas simul-
taneamente. Em ambos os casos, as extracoes sao sem reposicao, ou
seja, a mesma bola nao pode sair duas vezes. O que muda, entao? Nas
extragoes simultaneas, nao podemos diferenciar a ordem das bolas; por
exemplo, os pares ViV, e VoV sao os mesmos. Dessa forma, a cardi-
nalidade do espago amostral fica reduzida por 2, que é 2!, nimero de
maneiras de organizar as 2 bolas. Se fossem 3 bolas, ficaria reduzido
por 3! = 6. Para ajudar na compreensao dessa diferenca, vamos listar

o espaco amostral nos dois casos, bem como os eventos que estudamos.

Evento | Extragoes seqiienciais Evento | Extragoes simultaneas
2 bolas | B1By, B, B3, B, By, 2 bolas | By By, B, B3, BBy,
brancas | ByB1, ByBs, B, By, brancas | ByBs, B, By,
BsBy, B3Bsy, B3 By, B3 By,
BBy, B,Bs, B,Bs,
2 bolas | ViV, V V3, 2 bolas | V1V,, V V3,
verdes | VoV, V, Vs, verdes | V5V,
V3Vh, V3o,
Branca | B1Vy, B V,, B, V3, Uma By, BV, B, Vs,
e verde | ByVi, BoVa, ByVs, branca | ByVi, ByVs, B,yVs,
B3V, B3Vs,, B3 Vs, euma | B3Vy, B3Vs, B3V,
B,Vy, B, V,, B, Vs, verde By, BV, B, Vs
Verde V1B,V By, VB3,V By,
e VoB1,V 4By, VB3, V,By,
branca | V3B,V 3By, V3B, V3B,

Note que as probabilidades sao as mesmas em ambos os casos:

Pr(2 verdes) Pr(2 brancas) Pr(cores diferentes)

Extracoes seqiienciais =

Extragoes simultaneas

6 12 _ 24 _
42 42
6 12

21 21

12
3
21

= =
ENINIENTIN
RN IS

7. Em uma prova cairam dois problemas. Sabe-se que 132 alunos acer-

taram o primeiro, 86 erraram o segundo, 120 acertaram os dois e 54
acertaram apenas um. Sorteando-se ao acaso um desses alunos, qual é

a probabilidade de que

(a) nado tenha acertado qualquer um dos dois problema?

(b) tenha acertado apenas o segundo problema?
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Solugao:
Vamos denotar por P; e P, os eventos “acertar problema 1”7 e “acertar
problema 2” respectivamente. Os dados do problema nos dao que:
#PNPk) = 120 (acertar os 2)
#P, = 132 (acertar o primeiro)
#P, = 86
#[(PANPR)U(PINP)] = 54

(errar o segundo)
(acertar apenas um)
O numero de alunos que acertaram apenas a primeira é
# (PLNPy) =#P — #(PLNPy) =132 — 120 = 12
Logo, o nimero de candidatos que acertaram apenas a segunda é
#(P1NPy) =54—12 =42
Dai segue que o nimero de alunos que acertaram a segunda questao ¢é

#P, = #(Py N Py) + #(P, N Py) = 42 4+ 120 = 162

Essas cardinalidades estao ilustradas na Figura 7.5.

74

Figura 7.5: Espaco amostral do exemplo sobre acerto de duas questoes.

Logo, o nimero total de alunos é
#Q = #(P,UP,) = #P, + #P, = 162 + 86 = 248
(a) Pela lei de De Morgan, tem-se que

Pr(Flﬂﬁg) = PI'(P1UP2):1—PI'(P1UP2):

= 1- [PI'(Pl) + PI"(PQ) - Pl"(Pl N PQ)] =
132 162 120

218~ 248 T 248
74 37

248 124
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Azioma

1) Premissa imediatamente
evidente que se admite como
universalmente verdadeira
sem exigéncia de
demonstragao.

2) Proposigdo que se admite
como verdadeira porque dela
se podem deduzir as
proposigoes de uma teoria ou
de um sistema légico ou

matematico.
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(b) Pela Propriedade 6, tem-se que:

162 — 120 42

21
248 248

124

Pl"(PQﬂFl) :Pr(PQ)_Pr(lePQ):

Atividade 7.1

1. Em um arquivo hé 4 balancetes de orgamento e 3 balancetes de custos.
Em uma auditoria, o auditor seleciona aleatoriamente um desses bal-
ancetes. Qual é a probabilidade de que seja um balancete de custos?

E de orcamento?

2. Considere a situagao anterior, sé que agora o auditor retira seqiiencial-
mente 2 balancetes sem reposicao. Qual é a probabilidade de serem
sorteados (i) 2 balancetes de custos? (ii) 2 balancetes de or¢camento?

(iii) 2 balancetes de tipos diferentes?

Definicao axiomatica de probabilidade

Anteriormente, vimos que a definicao classica de probabilidade se res-
tringe a espagos amostrais finitos onde os eventos elementares sao equipro-
vaveis. Em tal contexto, mesmo com essas restricoes, podemos observar o
seguinte: a probabilidade é um nimero que associamos a cada evento de um
espago amostral €2 e esse nimero - chamado probabilidade - satisfaz deter-
minadas propriedades interessantes, que foram deduzidas (ou demonstradas)
a partir das trés primeiras. Vemos, assim, que probabilidade é uma funcao
definida no conjunto de eventos de um espago amostral. Na Figura 7.6
ilustra-se o conceito de probabilidade como uma funcao, construindo-se um
grafico de barras para representa-la. Isso nos leva a definicao axiomadtica de

probabilidade.




Probabilidade

Lei de probabilidade

4

@ P(®)
P

CEmmei> ok

»

Ev:entos

Espago amostral

Figura 7.6: Definicao axiomatica de probabilidade.

Definicao axiomatica de probabilidade
Seja ) um espacgo amostral associado a um experimento aleatério. Proba-
bilidade é uma funcao, denotada por Pr, que associa a cada evento A de 2

um numero real Pr(A) que satisfaz os seguintes axiomas:
Axioma 1 : Pr(A4) >0

Axioma 2 : Pr(2) =1
Axioma 3 : ANB =@ = Pr(AUB) =Pr(A) + Pr(B)

E importante que vocé observe que os trés axiomas correspondem as trés
primeiras propriedades vistas para a defini¢ao classica de probabilidade. Para
a defini¢ao classica, a demonstracao da validade dessas trés propriedades é
imediata — e ébvia — a partir da teoria de conjuntos. No caso geral, elas
formam o conjunto de aziomas da probabilidade. Como todas as outras
propriedades foram deduzidas a partir dessas trés propriedades, elas conti-
nuam valendo no caso geral, ou seja, a partir dos trés axiomas deduzimos as

seguintes propriedades:

Pr(A—B) = Pr(A)—Pr(ANB)
Pr(B—A) = Pr(B)—Pr

S
o)
=

AULA 7
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Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B)
AC B=Pr(A) <Pr(B)

Pr(4) <1

Exemplos

1. Dados © = {1,2,3}, A = {1}, B = {2}, C = {3}, Pr(4) =
Pr(B) = 5, calcule:

Solugao

(a) Como Pr(Q2) =1, resulta que Pr(C') =1 — Pr(A) — Pr(B) =

1
5
(b) Como A e B sao mutuamente exclusivos, Pr(AU B) = Pr(A) +

Pr(B) = 2.

(c) Pr(A)=1—Pr(A) =2

(d) Pela lei de De Morgan, temos que Pr(AN B) = Pr(AUB) =

1-Pr(AUB)=1—-2=1.

(e) Pela lei de De Morgan, temos que Pr(AU B) = Pr(ANB) =
1-Pr(ANB)=1-0=1.

2. Dado que Q = {—1,0, 1}, verifique se é possivel definir uma medida de
probabilidade em (2 tal que

Pr({-1,1}) = 0,6
Pr({0,1}) = 0,9
Pr({-1,0}) = 0,5

Justifique sua resposta.
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Solugao: Note que o evento {—1,1} = {—1} U {1}. Logo, as probabili-
dades dadas se transformam no seguinte sistema de 3 equagoes com 3

incégnitas:

Pr(—1)+Pr(1) = 0,6
Pr(0) + Pr(1) = 0,9
Pr(—1) +Pr(0) = 0,5

Da primeira equacao, obtemos que Pr(1) = 0,6 —Pr(—1). Substituindo

na segunda, obtemos o seguinte sistema de 2 equacoes e 2 incognitas:

Pr(0) + 0,6 — Pr(—1) = 0,9
Pr(—1) 4+ Pr(0) = 0,5

ou

Somando termo a termo, resulta que
2 x Pr(0) =0,8= Pr(0)=0,4
Substituindo, obtemos que
Pr(-1)=0,5—-Pr(0) =0,5-0,4 = Pr(—-1) =0,1
Substituindo novamente, obtemos
Pr(1)=0,6 — Pr(—-1)=0,6—0,1=0,5

Como todos os valores obtidos estdo no intervalo (0,1) e somam 1, a

atribuicao de probabilidade dada ¢é valida.
. Prove que:
Pr[(AnB)U (AN B)| = Pr(A) + Pr(B) — 2Pr(AN B)

Os dois termos da esquerda dao, respectivamente, as probabilidades
dos eventos “apenas A ocorre” e “apenas B ocorre”. Logo, a afirmagao
trata da probabilidade de que exatamente um dos eventos A ou B

ocorre.
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Solugao:

Pela Propriedade 6, temos que

Pr(ANB) = Pr(A)—Pr(AnB)
Pr(ANnB) = Pr(B)—-Pr(ANB)

Somando essas igualdades termo a termo, obtém-se que:
Pr(ANB)+Pr(AnB) =Pr(4) —Pr(ANB)+Pr(B) —Pr(ANB)

Como AN B e AN B sao mutuamente exclusivos, a soma de suas

probabilidades é a probabilidade da sua uniao, ou seja,
Pr(ANB)+Pr(ANB)=Pr[(ANB)U (ANB)]
Logo,

Pr[(ANB) U (AN B)] =Pr(A) + Pr(B) — 2Pr (AN B)

Note que, pela defini¢ao classica de probabilidade, isso significa que

#[(ANB)U(ANB)]  #A+#B-2x#(AND)
#Q B 40

e, portanto,

#[(ANB)U(ANB)] = #(A)+#(B) —2x #(ANB)

Atividade 7.2

. Se Pr(A)=1/3 e Pr(B) =1/4, A e B podem ser mutuamente exclu-

sivos?

. Sejam A e B eventos mutuamente exclusivos tais que Pr(A4) = 0,5 e

Pr(B) =0,4.

(a) Calcule Pr(AuU B).
(b) Calcule Pr(B N A).
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Resumo da Aula

Nesta aula voce estudou a definicao classica e a definicao axiomatica

de probabilidade.

e Definicao classica de probabilidade: Para um espaco amostral
finito €2 em que os eventos elementares sao igualmente provaveis, define-
se a probabilidade como
#A

T #Q

e Definicao axiomatica de probabilidade: Probabilidade é uma funcao

Pr(A)

que associa a cada evento A de um espago amostral {2 um nimero Pr(A)

que satisfaz os seguintes axiomas:
Axioma 1 : Pr(A) >0
Axioma 2 : Pr(Q) =1
Axioma 3 : ANB=@ = Pr(AuB) = Pr(A)+ Pr(B)

e Propriedades da probabilidade:

Pr(@) =0
Pr(A) =1 — Pr(A)
Pr(A— B) =Pr(A) — Pr(ANB)

Exercicios

1. Em uma urna hé 15 bolas numeradas de 1 a 15. Trés bolas sao retiradas

da urna sem reposicao. Qual é a probabilidade de que:

(a) o menor nimero seja 77

(b) o maior nimero seja 77

2. Usando as propriedades ja vistas, mostre que
Pr(AUBUC) = Pr(A)+ Pr(B) + Pr(C)
—Pr(ANB)—-Pr(ANC)—-Pr(BNC)
+Pr(ANBNC)
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Sugestao: Note que, pela propriedade associativa, vocé pode escrever
AUBUC = AU (BUC). Pense que A e BU C sao dois eventos
e aplique a Propriedade 7, que d& a probabilidade da uniao de dois

eventos.

3. Usando a Propriedade 6, mostre as seguintes igualdades:

(a) Pr(ANBNC)=Pr(ANB)-Pr(ANBNCQO)

(b) Pr(ANBNC) =Pr(A)—Pr(ANB) —Pr(ANC)+Pr(ANBNC)
4. Em uma cidade ha trés clubes A, B, C. Em um grupo de 1000 familias

constatou-se que 470 sao sécias do clube A; 420 sao sécias do clube

B, 315 sao soécias do clube C'; 110 sao sécias dos clubes A e B; 220

sao sécias dos clubes A e C'; 140 sao socias dos clubes B e C' e 75

sao socias dos 3 clubes. Escolhendo-se ao acaso uma familia, qual é a

probabilidade de que ela

(a) nao seja socia de qualquer um dos clubes?
(b) seja socia de apenas um clube?

(c) seja socia de pelo menos dois clubes?
5. Em um levantamento em um bairro de 1.000 moradores, verifica-se que:

e 220 tém curso superior;

e 160 sao casados;

e 100 estao desempregados;

e 50 tém curso superior, sao casados e estao empregados;
e 60 tém curso superior e estao desempregados;

e 20 tém curso superior, sao casados e estao desempregados.

Escolhe-se ao acaso um morador desse bairro. Qual é a probabili-

dade de que ele

(a) tenha curso superior e seja casado?
(b) ou tenha curso superior e seja casado ou esteja empregado?

(c) ou tenha curso superior ou esteja desempregado?

6. Um lote é formado por 10 artigos bons, 4 com defeitos menores e 2 com
defeitos graves. Um artigo é escolhido ao acaso. Ache a probabilidade

de que:
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(a) ele nao tenha defeitos;
(b) ele nao tenha defeitos graves;

(c) ele seja perfeito ou tenha defeitos graves.

7. Quatro bolsas de estudo serao sorteadas entre 30 estudantes, dos quais
12 sao do sexo masculino e 18 sao do sexo feminino. Qual a probabili-

dade de que haja entre os sorteados:

(a) uma pessoa do sexo masculino?
(b) no maximo uma pessoa do sexo feminino?

(c) pelo menos uma pessoa de cada sexo?

Solucao das Atividades

Atividade 7.1

1. Vamos denotar por C' o evento “balancete de custo” e por O o evento

“balancete de orcamento”. Temos:
#0O =14 #C =3 #O =7

Logo,

2. O espaco amostral para o experimento do sorteio seqiiencial de 2 ba-

lancetes sem reposicao é

( )

0102, 0103, 0104, 0201, 0203, 0204,
0301, 050, 0304, 0401, 0402, 0403,
0107, 0103, 01C3, 0201, 0203, 0203,
Q= 0301, 0305, 03C3,04C1, 04Cy, 04C3,
C101, €102, G103, G104, G201, G203,
C203, 0304, C301, C50,, C303, C304,
C1Cy, C1C5, CoCh, CoCs, C3C1, O304

Logo, # = 42.

(i) Seja A = “dois balancetes de custos”. Entao,

A == {01027 CY16(37 02017 02037 03017 0302}

145 CEDERJ




PROBABILIDADE
E ESTATISTICA

CEDERJ

Probabilidade
6 1
(i) Seja B = “dois balancetes de orgamento”. Entao,
B— 010270103701047020170203702047
0301, 0502, 0504, 0401, 0403, 0403
12 2

(iii) Seja C' = “dois balancetes de tipos diferentes”. Entao

01017 0102a 01037 OQCla 02027 0203”
03017 03027 03037 04017 04027 04037

O —
CY1017 C(1027 CY1037 C(1047 02017 C(2027
02037 C(2047 CY3017 C(3027 CY3037 C(3047
24 4
(& PI’(C) == E = ?

Atividade 7.2

. Pr(B) = 1—Pr(B) = 2. Se A e B fossem mutuamente exclusivos,

terfamos que ter Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) = 3 + 32 = 2 > 1. Logo,

A e B tém que ter intersecao.

2. Do enunciado, concluimos que AN B = &. Logo,

(a) Pr(AUB) =Pr(4) +Pr(B)=0,5+0,4=0,9
(b) Pr(BNA)=Pr(B—A)=Pr(B)—Pr(ANB)=0,4—0=0,4

Solucao dos Exercicios

1.

(a) Se o menor ntmero é 7, isso significa que uma das bolas é a de
nimero 7 e as outras 2 tém numero de 8 a 15 e a ordem nao
importa. A probabilidade de sortear a bola 7 é 5 Se a bola
7 é sorteada, sobram 14, das quais 8 tém nimero maior que 7.

A probabilidade de sortear duas com ntmero maior que 7, nesse

3

1) maneiras

caso, ¢ — X —. Como a ordem nao importa, existem (

de sortear essas 3 bolas. Logo, a solugao é

1 8 7 3 4
7,>7,> 7 em qualquer ordem — Bxﬁxl—?)x(l) = %5
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1 6 5) 3 3
(b) 7,<7,< 7 em qualquer ordem — TRV (1) =51

2. Aqui vamos usar a Propriedade 7, que da a probabilidade da uniao de

2 eventos e também a propriedade distributiva da intersecao e uniao,

vista na aula anterior.
Pr(AUBUC) = Pr[(AUB)UC]=
= Pr(AUB)+Pr(C)—-Pr[(AUuB)NC] =
= [Pr(A)+Pr(B)—Pr(ANnB)]+Pr(C)—
—Pr{(AnC)u(BNQC)
= Pr(A)+Pr(B)—Pr(ANB)+Pr(C) -
—{Pr(AnC)+Pr(BNC)-Pr[(AnC)N(BNC)|}
Mas (ANC)N(BNC)=AnBnNC. Logo,
Pr(AUBUC) = Pr(A)+Pr(B)+Pr(C)
—Pr(ANB)—-Pr(AnC)—-Pr(BNC)
+Pr(ANBNC)

Note que, como todos os termos estao divididos por #£2, esse resultado
vale também para a cardinalidade da uniao de trés eventos — basta

substituir Pr por #.
3. A Propriedade 6 nos diz que Pr(ANB) = Pr(A—B) = Pr(A4)—Pr(ANB)

(a) Esse resultado trata da probabilidade de ocorrer A e B, mas nao

C. Usando a propriedade associativa, temos que
Pr(ANBNC)=Pr[(ANB)NC] =Pr(ANB) —Pr(ANBNC)

Veja a Figura 7.7. Toda a parte sombreada corresponde a ocor-
réncia de A e B, ou seja, AN B. A parte sombreada mais escura é

o evento de interesse: AN BN C e a parte sombreada mais clara

eANBNC.

Figura 7.7: Ocorréncia dos eventos A e B mas nao de C' - Exercicio 6a.
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(b) Esse resultado trata da probabilidade de ocorrer apenas A, dentre
os trés eventos. Usando as propriedades comutativa e associativa,

mais o resultado da letra (a), podemos escrever

Pr(ANBNC) = Pr
= Pr(ANC)-Pr(ANCnNB)

I
-
.

=

|
-

J=4
N
D)

Q

|

'TU'

J=4
N
D)

C)

|
-
=
N
>
w
>

Q

= Pr(A)—Pr(AnC)—-Pr(ANB)+Pr(ANBNC)

Veja a Figura 7.8. Toda a parte sombreada corresponde ao even-
to A. A parte sombreada mais escura corresponde ao evento de
interesse: AN B N C. Note que se subtrairmos AN B e AN C,
estaremos subtraindo duas vezes A N B N C; ai, temos que somar

AN BNC uma vez para compensar.

Figura 7.8: Ocorréncia de A, mas nao de B e C - Exercicio 6b.

4 #A =470  #B=420 #C =315
#(ANB)=110 #(ANC)=220 #(BNC) =140
#(ANBNC)=T75  #Q=1.000

Veja a Figura 7.9

>
w

Figura 7.9: Solucao do exercicio sobre os 3 clubes de uma cidade.
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(a) Note que o evento A U B U C corresponde ao evento “familia

sorteada ¢ socia de pelo menos um clube”. O problema pede “nao

é sécia de qualquer clube”, ou seja, AN BN C. Pelas leis de De

Morgan e do evento complementar, temos que

Pr(ANBNC)=Pr(AUBUC) =1-Pr(AUBUC)

Mas,
Pr(AUBUC) =

e, para o problema,

Pr(A) +Pr(B) + Pr(C) —Pr(ANnB)—Pr(ANnC)
—Pr(BNC)+Pr(ANnBNCQC)

Pr(AUBUC) = 1-Pr(AUBUC)=

= 1-0,47-0,42—0,315+0,11 40,22+ 0,140 — 0,075

= 0,

O problema pede

19

Pr[(ANBNC)U(ANnBNC)U(ANBNC)]

Como os trés eventos sao mutuamente exclusivos, temos que

Pr[(ANBNC)U(AnBNC)U(ANBNC)]
= Pr(ANBNC)+Pr(AnBNC)+Pr(AnBnNC)

O primeiro termo se refere aqueles que sao sécias apenas de A,

o segundo termo, apenas de B e o terceiro termo, apenas de C.

Usando a letra (b) do exercicio anterior, temos que

Pr(A) = Pr(ANB) —Pr(ANC) +

+Pr(ANBNC) (7.2)
0,47 — 0,11 — 0,22 + 0,075
0,215 (7.3)

Analogamente, prova-se que

Pr(ZﬂBﬂ@)

Pr(B) —Pr(AnB) —Pr(BNC) +

+Pr(ANBNC) (7.4)
0,42 — 0,11 — 0,14 + 0,075
0,245 (7.5)
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Pr(ANBNC) = Pr(C)—Pr(ANC)—Pr(BNC)+

+Pr(AnBNC) (7.6)
= 0,315—0,22—0,14+ 0,075
= 0,03 (7.7)

e a probabilidade pedida ¢é 0,215 + 0,245 + 0,03 = 0, 49.

(¢c) Como s@ao 3 clubes, uma familia pode ser sécia de 3, 2, 1, ou
0. Nesse caso, o evento F' = “ser sécio de pelo menos 2”7 é o
complementar do evento “ser sécio de no maximo 1”7 e esse, por
sua vez, € a uniao dos eventos “ser socio de nenhum” e “ser socio de
exatamente 1”7, cujas probabilidades foram calculadas nas letras

(a) e (b). Logo,

Pr(F) = Pr(ANBNC)+Pr(ANBNC)+Pr(ANBNC)+Pr(ANBNC)
= 1-0,19-0,49 =0,32

5. Sejam os eventos S = “ter curso superior”, C' = “ser casado”, D =
“estar desempregado”. O problema da que

Pr(S) = 0,22 Pr(C)=0,16 Pr(D)=0,10
Pr(SNCND) = 0,06 Pr(SND)=0,06 Pr(SNCND)=0,02

(a) O problema pede Pr (SN C). Temos que
Pr(SNC)=Pr(SNCND)+Pr(SNCND)=0,02+0,05= 0,07
(b) O problema pede Pr [(SNC)UD]. Temos que
Pr[(SNC)UD] =Pr(SNC)+Pr(D)-Pr(SNCND)=0,07+0,90—0,05 = 0, 92
(¢) O problema pede Pr (S U D). Temos que
Pr (S U D) = Pr (S)+Pr(D)—Pr (SN D) = 0,22+0,10—0, 06 = 0, 26

6. Sejam os eventos B = “artigo bom”, M = “artigo com defeitos menores”

e G = “artigo com defeitos graves”. Pelos dados do problema, temos
que
10 4 2
Pr(B) = — Pr(M) = — P = —
B) =15 M) = 15 16 =15
10 5
(a) Pr(nao ter defeito) = Pr(B) = 6= 3
~ . — 14 7
(b) Pr(ndo ter defeito grave) = Pr (G) =1 —Pr(G) = 16 = &
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(¢) Pr(ser perfeito ou ter defeito grave) = Pr(BUG) = Pr(B) +

10 2 3
Pr(G) + — = —. Note que esses sao eventos mutuamente
exclusivos, ou seja, Pr(BNG) = 0.

~ 16 16

7. O numero total de formas de distribuir as 4 bolsas é

30
0=
#=(5)
(a) Uma bolsa para um aluno do sexo masculino significa que 3 bolsas

vao para alunos do sexo feminino. Existem ] maneiras de

escolher o aluno do sexo masculino e 3) maneiras de esco-

lher os 3 do sexo feminino. Logo, pelo principio fundamental da

(12) (18) 18 x 17 x 16
12X —m——
1 3 3x2

multiplicagao,

Pr(1 do sexo masculino) =

30 T 30 x 29 x 28 x 27
4 4x3x2
1.088
= So5 " 0,357307.

Pr(nenhum do sexo feminino) + Pr(1 do sexo feminino)

(12) (12) (18)

4 3 1 4.455

30 + 30 ©27.405 0162562
4 4

(c) Pr(pelomenos 1 de cada sexo) = 1—Pr(nenhum do sexo masculino)—

Pr(nenhum do sexo feminino) =

Pr(pelo menos 1 de cada sexo)
= 1 — Pr(nenhum do sexo masculino)

— Pr(nenhum do sexo feminino)

(18) (12)
1— 1 1 = 0,870279

() ()
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Aula 8 — Probabilidade condicional

e independéncia de eventos

Nesta aula vocé aprendera os conceitos de probabilidade condicional e
independeéencia de eventos. Voce vera também que esses sao conceitos impor-
tantes na modelagem de fenomenos aleatérios, com aplicagoes em diversas

areas do conhecimento.

Probabilidade condicional

Consideremos o langamento de um dado equilibrado. J& vimos que o
espago amostral desse experimento é 2 = {1,2,3,4,5,6}. Considere o evento
A = “sair face 2”. Se nao temos qualquer informacao além de o dado ser
equilibrado, vimos que Pr(A) = 2.

Suponhamos, agora, que o dado tenha sido lancado e a seguinte in-
formagcao fornecida: “saiu facer par”. Qual é a probabilidade de ter saido
face 27 Note a diferenga: agora nds temos uma informacao parcial sobre
o experimento e devemos usé-la para reavaliar a nossa estimativa. Mais
precisamente, sabemos que ocorreu o evento B = “face par”. Com essa in-
formacao, podemos nos concentrar no evento B = {2,4,6} , uma vez que as
faces 1, 3, 5 ficam descartadas em fungao da informacao dada. Dentro dessas
trés possibilidades, a probabilidade do evento A passa a ser % Calculamos,

assim, a probabilidade do evento A, sabendo que ocorreu o evento B. Essa

probabilidade serd denotada Pr (A| B) (1é-se probabilidade de A dado B).

Consideremos, agora, o lancamento de dois dados equilibrados e os
eventos A = “soma das faces é par” e B = “soma das faces é maior ou igual
a 9”. Se sabemos que ocorreu B, qual é a probabilidade de ter ocorrido A?

Queremos calcular Pr(A|B). Temos que

B ={(3,6),(4,5),(4,6),(5,4),(55),(5,6),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}

Se ocorreu B, a unica chance de ter ocorrido A é que tenha ocorrido o evento

ANB = {(4,6),(5,5),(6,4), (6,6)}

AULA 8
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4

e, nesse caso, a probabilidade ¢ 75, ou seja,
4 5 Pr(AnB
Pr(AB) = & — s _ PriAn D)

0
10 55 Pr(B)

Esses dois exemplos ilustram o fato geral que esta exibido na Figura 8.1:
se sabemos que aconteceu o evento B, esse evento passa a ser o “novo espago
amostral” e nesse novo espago amostral, a iinica parte de A presente é AN B

- parte sombreada mais clara.

Figura 8.1: Probabilidade condicional Pr(A|B).

Com esses exemplos, estamos ilustrando uma situacao comum, onde
temos que calcular a probabilidade de um evento tendo uma informacao

parcial. Esse é o conceito de probabilidade condicional.

Definicao
A probabilidade condicional do evento A dada a ocorréncia do evento
Bé
Pr(AN B)
Pr(A|lB) = ———=
(AB) = 5

Note que, nessa definicao, temos que supor que o evento B é um evento

possivel, ja que ele ocorreu. Logo, é 6bvio que Pr(B) > 0.

Exemplos

1. Um grupo de 100 alunos foi classificado quanto ao sexo e a atividade

de lazer preferida, obtendo-se a distribuicao dada na tabela abaixo.

Sexo Atividade de lazer

Cinema Praia Esporte | Total

Masculino 10 12 13 20
Feminino 15 41 9 80
Total 25 53 22 100
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(a) Qual é a probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso neste

grupo ser do sexo masculino?

(b) Se a pessoa escolhida prefere a praia como atividade de lazer, qual

é a probabilidade de que seja um homem?

Solugao:

Vamos definir os seguintes eventos: M = “masculino”; F' = “feminino”;

C = “cinema”; P = “praia”; E = “esporte”.

(a) O problema pede Pr(M). Como ha 20 homens dentre as 100 pes-

soas, temos que
20 2

100 10
(b) O problema pede Pr(M|P). Por definigao,
Pr(M N P) & 12
Pr(M|P) = ——— 2 =10 _ =
H(MIP) Pr (P) 5~ 53
Note que a probabilidade do evento “aluno do sexo masculino”
se modifica quando sabemos que a pessoa prefere a praia como

atividade de lazer.

2. De um baralho de 52 cartas, extrai-se uma ao acaso. Defina os eventos
C' = “carta é de copas” e R = “carta é um rei”. Calcule Pr(C), Pr(R),
Pr(CNR), Pr(C|R).

Solucao: 51
P = — = —
MO =5=1
Pr(R) — - — -
52 13
Pr(CNR)= 1
52
Pr(CNR) & 13 1
r(C1R) Pr(R) 175 1 r(C)

Neste caso, a probabilidade do evento C' nao se modifica quando sabe-

mos da ocorréncia do evento R.

3. De um total de 500 empregados, 200 possuem plano pessoal de aposen-
tadoria complementar, 400 contam com o plano de aposentadoria com-
plementar oferecido pela empresa e 200 empregados possuem ambos os

planos. Sorteia-se aleatoriamente um empregado dessa empresa.
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(a) Qual é a probabilidade de que ele tenha algum plano de aposen-

tadoria complementar?

(b) Qual é a probabilidade de que ele ndo possua qualquer plano de

aposentadoria complementar?

(¢) Seoempregado conta com o plano de aposentadoria complementar
oferecido pela empresa, qual é a probabilidade de que ele tenha

plano pessoal de aposentadoria complementar?

(d) Se o empregado tem plano pessoal de aposentadoria complemen-
tar, qual é a probabilidade de que ele conte com o plano de aposen-

tadoria complementar da empresa?

Solugao:

Vamos denotar por E o evento “empregado tem o plano aposentadoria
complementar da empresa” e por P o evento “empregado possui plano

pessoal de aposentadoria complementar”. O problema diz que

200 2 400 4 200 2

Pr(P)= — = = Pr(F) = — = - Pr(iPNE)= — = -

((P) t(E) (PE) =20 =
Note que essas informagoes podem ser dispostas em forma de tabela

CcOIMo:

Plano pessoal | Total

Sim Nao

Plano da | Sim | 200 200 | 400
Empresa | Nao 0 100 100
Total 200 300 | 500

Os ntimeros em negrito sao as informagcoes dadas no problema; o restante

é calculado observando-se os totais de linha e de coluna.

(a) O problema pede

Pr(P U E) = Pr(P) + Pr(E) — Pr(P N E) :§+§_§:g
(b) O problema pede
— 4 1
Pr(PNE) :PI(PUE):l—Pr(PUE)—l—g =%

(¢) O problema pede

Pr(P|E) = % -
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(d) O problema pede

Pr(E|P) = % _

UGN
I
—_

Atividade 8.1

1. Dois dados equilibrados sao lancados.

(a) Encontre a probabilidade de sairem faces iguais nos 2 dados.

(b) Sabendo-se que a soma das faces foi menor ou igual a 4, calcule a

probabilidade de sairem faces iguais nos 2 dados.
(c) Calcule a probabilidade de sair 5 em pelo menos um dado.

(d) Sabendo-se que sairam faces diferentes nos dois dados, determine

a probabilidade de sair 5 em pelo menos um dado.

2. A probabilidade de que uma nova campanha publicitaria fique pronta
antes do prazo estipulado pela diretoria foi estimada em 0,60. A proba-
bilidade de que a diretoria aprove essa campanha publicitaria é de 0,50.

A probabilidade de que ambos os objetivos sejam atingidos é 0,30.

(a) Qual é a probabilidade de que pelo menos um dos objetivos seja

atingido?
(b) Qual é a probabilidade de que nenhum objetivo seja atingido?

(c) Se a campanha ficou pronta antes do prazo estipulado, qual é a

probabilidade de que a diretoria a aprove?

3. Sejam A e B eventos do espago amostral 2 tais que Pr(A) =
sePr(ANB) =1

(a) Calcule Pr(AuU B).
(b) Calcule Pr(AN B).
(c) Calcule Pr(A|B).
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Probabilidade condicional como lei de probabilidade

E interessante notar que a probabilidade condicional definida acima
realmente define uma lei de probabilidade, ou seja, a funcao que associa a
cada evento A de € o nimero Pr(A|B) satisfaz os axiomas de probabilidade.
De fato:

Axioma 1: Pr(AN B
PrianB)

Pr(AIB) = —p i 2

pois Pr(ANB) >0 e Pr(B) > 0.

Axioma 2:

Pr (B)
Pr (B)

esta concentrada em B, o que justifica considerarmos B como o novo espago

Na verdade, como Pr (B|B) = = 1, toda a probabilidade condicional

amostral para essa nova lei de probabilidade.
Axioma 3:
Sejam A; e Ay dois eventos mutuamente exclusivos (veja Figura 8.2).

Usando a propriedade distributiva, temos que

Pr(A; U Ay|B) = - [(Allag (gi) nBl_ A HPP; )(;)(A2 N B)|

Mas, como A; e A; sdo mutuamente exclusivos, resulta que (4; N B) e
(A2 N B) também o sao — esses dois eventos correspondem a parte som-

breada da figura. Logo,

Pr(A,UAy ) = “rlh mPBr )(;)(A2 nB) _
_ Pr(AinB)+Pr(4;,NnB)
Pr(B)
Pr (AlﬂB) PI’(AQQB)
Pr(B) Pr(B)
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Figura 8.2: Axioma 3 da probabilidade condicional.

Sendo a probabilidade condicional uma lei de probabilidade, todas
as propriedades vistas anteriormente, que eram conseqiiéncia dos axiomas,

valem também para a probabilidade condicional.

Propriedade 1:

Pr(@|B) = 0

Propriedade 2:
Pr(A|B) = 1 — Pr(A|B)

Propriedade 3:
Pr[(Ay — A3) |B] = Pr(A4i] B) — Pr[(A; N Ay) | B
Propriedade 4:
Pr((A; U Ay) |B] = Pr(A|B) + Pr(A42|B) — Pr[(A; N Ay) | B]
Propriedade 5:
Ay C Ay = Pr(A4y|B) < Pr(44|B)

Propriedade 6:

ANBC B=Pr(AB) <1

Observacao importante
Note que a defini¢ao de probabilidade condicional esta vinculada ao evento
B em que estamos condicionando, ou seja, se condicionarmos em um outro

evento C, estaremos definindo uma outra funcao de probabilidade — a funcao

de probabilidade condicional em C'

159 CEDERJ




PROBABILIDADE
E ESTATISTICA

Probabilidade condicional e independéncia de eventos

diagrama de arvore.

CEDERJ

Regra da multiplicacao

A definicao de probabilidade condicional leva a um resultado impor-

tante, conhecido como regra da multiplicagao.

Regra da multiplicagcao para 2 eventos

Sejam A e B eventos de um espaco amostral ). Entao

Pr(B) Pr(A|B)
Pr(ANB) =
Pr(A) Pr(B|A)

Esse resultado nos permite calcular a probabilidade da intersecao de
dois eventos e ¢ muito 1util para modelar experimentos que tém carater
seqiiencial, isto é, que sao executados em etapas, uma seguida da outra.
Em tais situagoes, pode ser de ajuda desenhar um diagrama de drvore para

ilustrar os eventos em questao. Vamos ver alguns exemplos.

Exemplos

1. Se um aviao esta presente em determinada area, um radar detecta
sua presenca com probabilidade 0,99. No entanto, se o aviao nao esta
presente, o radar detecta erradamente a presenca de um aviao com
probabilidade 0,02. A probabilidade de um avido estar presente nesta
area é de 0,05. Qual é a probabilidade de um falso alarme? Qual é a
probabilidade de o radar deixar de detectar um avidao? (Note que esses

sao os dois erros possiveis nesta situagao.)
Solugao:

Vamos definir os seguintes eventos:

A = ‘“aviao presente”

D = “radar detecta presenca de aviao”
Os eventos complementares sao:

A = “aviao nao esta presente”

S
I

“radar nao detecta aviao”
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O problema nos da as seguintes informacoes:

Pr(D|A)=0,99  Pr(D/A)=0,02  Pr(A4)=0,05
Pela lei do evento complementar, temos que

Pr(D|A) =0,01  Pr(D|A)=0,98  Pr(A)=0,9
O problema pede

Pr(D N A) falso alarme
Pr(D N A)

Na Figura 8.3 temos a ilustracao desse experimento. Dai podemos

ver que as probabilidades pedidas sao:
Pr(DNA) =Pr (Z) Pr (D|Z) =0,95x0,02=0,019

Pr(D N A) = Pr (A) Pr (D]A) = 0,05 x 0,01 = 0,0005

D

Figura 8.3: Diagrama de arvore para o problema do radar.

Note que a probabilidade de um erro é a soma dessas probabilidades.

. Considere que duas cartas de um baralho (13 cartas de cada um dos
naipes copas, paus, ouro, espada) sejam extraidas sem reposi¢ao, uma
depois da outra. Qual é a probabilidade de nenhuma das duas ser de

copas?
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Solugao:

Para solucionar esse problema, devemos notar que as cartas no baralho
sao igualmente provaveis, antes e depois da primeira extragao. Vamos

definir os seguintes eventos:

C7 = copas na primeira extracao

C5 = copas na segunda extracao

Queremos calcular Pr (61 ﬂUg) . Pela regra da multiplicacao, temos
que

Pr (T, N Ty) = Pr (C)) Pr (C4|T)

Na primeira extracao, temos 39 cartas que nao sao de copas, em um
baralho de 52. Na segunda extragao, dado que na primeira nao saiu

copas, temos 38 cartas que nao sao copas em um baralho de 51. Logo,

Pr (G, N Ty) = Pr (C)) Pr (GofTy) = 22 x

52 51
Veja a Figura 8.4, onde temos o diagrama de arvore para esse prob-
lema. Cada nd na arvore corresponde a ocorréncia de um evento condi-
cionada a ocorrencia de todos os eventos representados pelos nés ante-
riores no caminho correspondente. Assim, a parte superior da arvore
corresponde a ocorréncia de copas na primeira extragao — evento C
— e a parte inferior a nao ocorréncia de copas na primeira extracao -

evento (.

Continuando com a parte superior, vemos que

13

Pr (Cl) = 5—2

12

Pr (02‘01) = 5—1
— 39

Pr (02|01) == 5—1

Note que, pela lei do complementar, Pr (Co|C;) + Pr (C5|C;) = 1. Na

parte inferior da arvore temos

— 39

Pr (01) = 5—2

— 13

Pr (CQ|01) == 5—1
— = 38

Pr (CQ|01) == 5—1
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C,

Figura 8.4: Diagrama de arvore para o experimento de extracao de 2 cartas sem

reposicao.

3. Suponhamos agora a extracao de 3 cartas sem reposicao, onde esta-
mos interessados no mesmo evento “nenhuma de copas”. Queremos
Pr (Ul NC, m@) . Como generalizar a regra da multiplicagdo para
esse caso? Usando um recurso algébrico, podemos escrever (note que
os termos se cancelam):

Pr(CNToNTy) = Pr(Cy) x D206 Pr(¢inCanCy)
Pr (Cl) Pr (Cg N Cl)

Pr(C,nT) Pr(C5nC:NnT)

Pr(Ch) Pr (Cy N Ch)

— Pr(T) x
Aplicando a definicao de probabilidade condicional, resulta que
Pr (61 N 62 N 63) =Pr (61) Pr (62|61) Pr (€3|€2 N 61)

Voltando ao baralho, temos, como antes, Pr (61) = g—g e Pr (€2|61) =

g—?. Com o mesmo tipo de raciocinio, resulta que Pr (53@2 N Ul) = %.
Logo,
— 39 38 37
Pr(CiNnCynC3) =—= X — X —
H(CNCNGCs) = 5 < 55 X g
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Veja a Figura 8.5. No diagrama de arvore, o espaco amostral completo

é exibido. Algumas probabilidades sao:

13 12 11 22

— X — X — = —— ramo 1
52 51 50 1700

— 13 39 12 78
Pr(CiNnCynNC3) = ﬁxax%:m ramo 3
@ E 38 247

52 “51 %50 1rop  ‘owe0

PI‘(Cl N CQ N Cg) ==

Pr(@l N 02 N 63) ==

22/1700

78/1700

78/1700

247/1700

247/1700
39/52

247/1700

703/1700

Figura 8.5: Diagrama de arvore para o experimento de extracao de 3 cartas sem

reposicao.

CEDERJ




Probabilidade condicional e independéncia de eventos

AULA 8

Regra geral da multiplicacao

O exemplo anterior ilustra a regra geral de multiplicacao.

Regra geral da multiplicagao
Seja Ay, Ao, ..., A, uma seqiiéncia de eventos de um espaco amostral €.
Entao

Pr (A1 NAyN---N An) = Pr (Al)PI‘ (A2|A1) ---Pr (An|A1 NAyN--- ﬂAnfl)

Atividade 8.2

1. Em uma pesquisa realizada com um grupo de alunos da UFF, consta-
tou-se que 10% dos estudantes nao utilizam transporte publico para ir
as aulas e que 65% dos estudantes que utilizam o transporte publico
fazem refei¢oes no bandejao do campus. Selecionando-se aleatoriamente
um estudante deste grupo, calcule a probabilidade de que ele use trans-

porte publico e faca refei¢oes no bandejao.

2. As preferéncias de homens e mulheres por cada género de filme alugado

em uma locadora de videos estao apresentadas na tabela a seguir.

Tipo de filme
Sexo Comédia Romance Policial
Masculino 136 92 248
Feminino 102 195 62

Sorteando-se ao acaso um registro de locagao, pede-se a probabilidade

de:

a

b

(a) ser um filme policial alugado por uma mulher;
(b) ser uma comédia;
(c) ser de um homem ou de um romance;

)

(d) ser de um filme policial dado que foi alugado por um homem.

3. Uma urna contém 6 bolas pretas e 5 bolas amarelas. Extraem-se
seqiiencialmente 3 bolas dessa urna, sem reposicao. Qual é a probabi-

lidade de que as 3 bolas sejam de cores iguais?
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Independéncia de eventos

Considere novamente um baralho usual, com 52 cartas, 13 de cada

naipe, do qual serd retirada uma carta. Vamos definir os seguintes eventos:

C = ‘“carta é de copas”
R = “carta é um rei”
V = “carta é vermelha’

J& vimos que Pr(C) = £ = 1; Pr(R) = & = 15 ¢ Pr(V) = £ = 1. Vamos
agora calcular as seguintes probabilidades condicionais: Pr(R|C) e Pr(V|C).
No primeiro caso, estamos calculando a probabilidade de sair um rei, dado
que a carta é de copas e no segundo caso, estamos calculando a probabilidade

de sair uma carta vermelha, dado que saiu uma carta de copas.

Pr(RNC) 5 4 1
Pr(R|C) TPC) g = =13 Pr(R)
Pr(VIC) = Pr(VnC) _Pr(C) _, L Pr(V)

Pr(C)  Pr(0)

No primeiro caso, saber que a carta é de copas nao acrescentou in-
formacao 1util para avaliarmos a probabilidade de sair rei, ou seja, saber ou
nao que saiu copas nao altera a probabilidade de sair rei. J4 no segundo
caso, saber que saiu carta de copas faz com que mudemos a probabilidade de
sair carta vermelha. Como podemos ver, se sabemos que saiu carta de copas,
entao a carta tem que ser vermelha. Esses exemplos ilustram um conceito
importante. No primeiro caso, dizemos que os eventos R e C sao indepen-
dentes e no segundo caso, os eventos V e C' sao dependentes. No primeiro
caso, o conhecimento da ocorréncia de C' nao ajuda para reavaliarmos a pro-
babilidade de C’; no segundo caso, o conhecimento da ocorréncia de C' faz

com que mudemos nossa estimativa da probabilidade de V.

Definicao
Sejam A e B eventos de um espaco amostral 2. Entao, A e B sao inde-

pendentes se
Pr(A|B) = Pr(A)

Essa definicao tem algumas implicacoes importantes. A primeira delas
¢é a seguinte:

Pr(A|B) = Pr(A) = Pr(B|A) = Pr(B)
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De fato:

Pr(AnN B)
Pr(B)
= Pr(AnB)=Pr(A)Pr(B) =
Pr(BNA) Pr(A)Pr(B)
Pr(A)  Pr(A)

Pr(A|B) = Pr(A) = = Pr(A)

Pr(BJA) = = Pr(B)

A conclusao disso é a seguinte: se A e B sao independentes, entao B e A

também o sdo (comutatividade).

A segunda implicagao, bastante importante, é a seguinte: se A e B
sao independentes, entdao Pr(A N B) = Pr(A) Pr(B). Mas a reciproca dessa
afirmativa também é verdadeira, ou seja, se Pr(AN B) = Pr(A) Pr(B) entao

A e B sao independentes:

Pr(AnB) = Pr(A)Pr(B)=
by - FADD)_PRAPD) o

A e B sao independentes

Esse resultado nos permite estabelecer uma outra definicao equivalente para

a independéncia de dois eventos.

Definicao
Sejam A e B eventos de um espaco amostral 2. Entao, A e B sao inde-

pendentes se
Pr(An B) =Pr(A) Pr(B)

Exemplos

1. Num exemplo anterior, analisamos os dados apresentados na tabela a
seguir, referentes a participacao de funcionarios de uma empresa em

planos de aposentadoria complementar:

Plano pessoal | Total

Sim Nao

Plano da | Sim | 200 200 | 400
Empresa | Nao 0 100 100
Total 200 300 | 500
Naquele exemplo, estudamos os eventos F = “empregado tem o plano

de aposentadoria complementar da empresa” e P = “empregado possui
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plano pessoal de aposentadoria complementar”. Vamos ver se esses

eventos sao independentes.

Solugao:
Temos que
2
Pr(P) = =
(P) = :
4
Pr(F) = =
() = ;
2
Pr(PNE) = g#Pr(P)Pr(E)
Logo, os eventos P e E nao sao independentes. Outra forma de ver
isso é
200 4
Pr(E|P)= — =1+#Pr(E) = =
H(BIP) = S0 = 14 Pi(E) =

. Sejam A e B eventos independentes em um espago amostral (2. Prove

que os seguintes eventos também sao independentes:

Solucao:

(a) Temos que
Pr(AN B) = Pr(B — A) = Pr(B) — Pr(AN B)

Como A e B sao independentes, Pr(AN B) = Pr(A) Pr(B). Logo,

Pr(ANB) = Pr(B)—Pr(A4)Pr(B)
= Pr(B)[1—Pr(A)]
= Pr(B)Pr(A)

Logo, os eventos A e B sdo independentes.

(b) Pela lei de De Morgan e pela lei do complementar, temos que

Pr(ANB) = Pr(AUB)=1-Pr(AUB)
= 1—-Pr(A4) —Pr(B) +Pr(AN B)
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Como A e B sao independentes, Pr(AN B) = Pr(A) Pr(B). Logo,

Pr(AnNB) = 1—Pr(A)—Pr(B)+Pr(A)Pr(B)

= [1—Pr(A)] —-Pr(B)[1 - Pr(A)]
— [1—Pr(A)][1 - Px(B)
= Pr(A)Pr(B)

Logo, A e B sao independentes.

Atividade 8.3

1. Sejam A e B eventos de um espaco amostral {2 tais que Pr(A4) = %,
Pr(B) = p e Pr(AU B) = 3. Determine o valor de p para que A ¢ B

sejam independentes.

2. Volte ao Exercicio 2 da Atividade 8.2. Verifique se os eventos consid-

erados sao independentes.

3. Sejam A e B eventos de um espago amostral ) tais que Pr(A) > 0 e
Pr(B) > 0.

(a) Mostre que se A e B sao independentes, entdo A e B ndao podem

ser mutuamente exclusivos.

(b) Mostre que se A e B sdo mutuamente exclusivos, entdao A e B nao

podem ser independentes.

Resumo da Aula

Nesta aula vocé estudou dois conceitos fundamentais de probabilidade:
probabilidade condicional e independéncia de eventos e viu também, como

conseqiiéncia direta, a regra da multiplicacao.

e A probabilidade condicional do evento A dada a ocorréncia do

evento B é

Pr(AnN B)

Pr(AIB) =~

e Regra da multiplicacao para dois eventos:

Pr(AN B) = Pr(B) Pr(A|B) = Pr(A) Pr(B|A)

AULA 8
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e Regra da multiplicagcao geral:
PI'(Al N AQ MN...N An) = PI'(Al) PI'(A2|A1) PI‘(Ag‘Al N AQ) e

PI'(An‘Al N AQ MN...N Anfl)

e Independéncia de eventos: Se A e B sao eventos de um espago

amostral €2, entao A e B sao independentes se
Pr(A|B) = Pr(A)
ou equivalentemente

Pr(An B) = Pr(A) Pr(B)

Exercicios

1. Sejam A e B eventos de um espago amostral. Sabe-se que Pr(A) = 0, 3;
Pr(B) =0,7 e Pr(AN B) = 0, 21. Verifique se as seguintes afirmativas

sao verdadeiras. Justifique sua resposta.

(a) A e B sao mutuamente exclusivos;

(b) A e B sao independentes;

(c) A e B sdo independentes;

(d) A e B sdo mutuamente exclusivos;
)

(e) Ae A sdo independentes.
2. Dois dados equilibrados sao langados.

(a) Calcule a probabilidade de sair 6 em pelo menos um dado.

(b) Sabendo-se que sairam faces diferentes nos dois dados, determine

a probabilidade de sair 6 em pelo menos um dado.

(c) Os eventos “seis em pelo menos um dado” e “faces diferentes nos

dois dados” sao independentes?

CEDERJ




Probabilidade condicional e independéncia de eventos

. Uma sala possui trés soquetes para lampadas. De uma caixa com 10
lampadas, das quais 6 estao queimadas, retiram-se 3 lampadas ao acaso,
colocando-se as mesmas nos trés bocais. Calcular a probabilidade de

que:

(a) pelo menos uma lampada acenda;

(b) todas as lampadas acendam.

. O Ministério da Economia da Espanha acredita que a probabilidade de
a inflacao ficar abaixo de 3% este ano é de 0,20; entre 3% e 4% ¢ de
0,45 e acima de 4% é de 0,35. O Ministério acredita que, com inflacao
abaixo de 3%, a probabilidade de se criar mais 200.000 empregos é de
0,6, diminuindo essa probabilidade para 0,3 caso a inflacao fique entre
3% e 4%; no entanto, com inflacado acima de 4%, isso ¢é totalmente
impossivel. Qual é a probabilidade de se criarem 200.000 empregos

nesse ano?

. Na urna I h& 5 bolas vermelhas, 3 brancas e 8 azuis. Na urna II ha 3
bolas vermelhas e 5 brancas. Lanca-se um dado equilibrado. Se sair
3 ou 6, escolhe-se uma bola da urna I; caso contréario, escolhe-se uma

bola da urna II. Calcule a probabilidade de

(a) sair uma bola vermelha;
(b) sair uma bola branca;

(c) sair uma bola azul.

. Joana quer enviar uma carta a Camila. A probabilidade de que Joana

escreva a carta é 1%. A probabilidade de que o correio nao a perca é
9

1%. A probabilidade de que o carteiro a entregue ¢ também 5.

(a) Construa o diagrama de arvore representando o espa¢o amostral

deste problema.

(b) Calcule a probabilidade de Camila nao receber a carta.

. Sejam A e B dois eventos tais que Pr(A) = 0,4 e Pr(AU B) = 0,7.
Seja Pr(B) = p. Determine o valor de p para que

(a) A e B sejam mutuamente exclusivos;

(b) A e B sejam independentes.

AULA 8
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10.

11.

12.

Sejam A e B eventos possiveis de um mesmo espago amostral €. Se
P(A|B) = 1 verifique a veracidade das seguintes afirmativas, justifi-

cando sua resposta.

(a) A e B sao independentes.

(b) A e B sdo mutuamente exclusivos.

Sejam A, B, C eventos de um mesmo espago amostral. Sabe-se que
(i) B é um subconjunto de A; (ii) A e C' sao independentes e (iii) B
e C' sao mutuamente exclusivos. A probabilidade do complementar da
uniao dos eventos A e C' é 0,48; a probabilidade da unidao dos eventos
B e C ¢é0,3 e aprobabilidade do evento C' é o dobro da probabilidade
do evento B. Calcule a probabilidade da uniao de A e B.

Uma comissao de dois estudantes deve ser sorteada de um grupo de 5

alunas e 3 alunos. Sejam os eventos:

M, = “primeiro estudante sorteado é mulher”

M, = “segundo estudante sorteado ¢ mulher”

(a) Construa um diagrama de arvore que represente o espago amostral

deste experimento, indicando as probabilidades.
(b) Calcule Pr(M;) e Pr(Ms).

(c) Verifique se M; e M, sao independentes.

Em um campeonato de natagao, estao competindo trés estudantes: Al-
berto, Bosco e Carlos. Alberto e Bosco tém a mesma probabilidade de

ganhar, que é o dobro da de Carlos ganhar.

(a) Ache a probabilidade de que Bosco ou Carlos ganhe a competigao.

(b) Que hipdtese voceé fez para resolver essa questao? Essa hipotese é

razoavel?

Solicita-se a dois estudantes, Maria e Pedro, que resolvam determinado
problema. Eles trabalham na solu¢ao do mesmo independentemente, e

tém, respectivamente, probabilidade 0,8 e 0,7 de resolvé-lo.

(a) Qual é a probabilidade de que nenhum deles resolva o problema?

(b) Qual é a probabilidade de o problema ser resolvido?
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(c) Dado que o problema foi resolvido, qual é a probabilidade de que

tenha sido resolvido apenas por Pedro?

13. Joga-se um dado duas vezes. Considere os seguintes eventos: A =
“resultado do primeiro lancamento é par” e B = “soma dos resultados

é par”. A e B sao independentes? Justifique.

14. Um aluno responde a uma questao de multipla escolha com 4 alterna-
tivas, com uma sé6 correta. A probabilidade de que ele saiba a resposta
certa da questao é de 30%. Se ele nao sabe a resposta, existe a pos-
sibilidade de ele acertar “no chute”. Nao existe a possibilidade de ele
obter a resposta certa por “cola”. Qual é a probabilidade de ele acertar

a questao?

Solucao das Atividades

Atividade 8.1

1. (a) Seja A = “facesiguais”. Entao A = {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)}
ePr(d)=25 =1

~ 3 6
(b) Seja B = “soma das faces menor ou igual a 4”. Entdo B =
{11, (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), B, 1)} e Pr(B) = 35 = 5. O
problema pede
Pr(ANB) 2 1
Pr(A|B) = 2 2) 56 _
(AIB) = =5 173
(c) Seja C' = “5 em pelo menos um dos dados”. Entao

C =A{(1,5),(2,5),(3,5),(4,5),(5,5),(6,5), (5,1),(5,2), (5,3), (5,4), (5,6) }

ePrC) = %.
(d) Seja D = “faces diferentes”. Entdo Pr(D) = Pr(A) = 2. O prob-
lema pede
Pr(CND) £ 1
Pr(C|D) = ———t =30 = =
HCID) = =51 573
2. Vamos definir os eventos P = “campanha pronta antes do prazo” e

A = “diretoria aprova campanha”. O problema da que

Pr(P)=0,6 Pr(4)=0,5 Pr(ANP)=0,3

XE] CEDERJ
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(a) Pr(AUP) = Pr(A)+Pr(P)—Pr(ANP)=0,6+0,5—0,3=0,8
(b) Pr(ANP)=Pr(AUP)=1—-Pr(AUP)=0,2
Pr(ANP) 0,3

(c) Pr(A|P) = Pr(P) 0.6 0,5.

5

3. (a) Pr(AUB) =Pr(A)+Pr(B)—Pr(ANB) =3 +5—1 =52 =L
(b) Pr(ANB) =Pr(AUB) =1-Pr(AUB) = 3

—. Pr(AnB) Pr(A)-Pr(ANB) -3 1 3
© pr(afs) - PANB) _Prd) —Pr(anB) 3ok 43
Pr(B) 1 —Pr(B) 1-1 238
Atividade 8.2
1. Vamos definir os seguintes eventos: T = “aluno utiliza transporte
publico” e B = “aluno come no bandejao”. O problema da que
Pr(T) = 0,10 Pr(B|T) = 0,65
O problema pede
Pr(T N B) =Pr(T)Pr(B|T) = 0,9 x 0,65 = 0,585
2. Vamos definir os seguintes eventos: C' =“comédia”’; R = “romance”;
P = “policial”; M = “masculino”; F' = “feminino”.
(a) Pr(PNF) =&
(b) Pr(C) = % = &5
_ _ (1364924248)+(92+195)—92 __
(¢) Pr(MUR) = Pr(M)+Pr(R)—Pr(RNM) = e =
671
835
_ Pr(POM) _ _
(d) Pr(P|M) = Pr(M) 136+2;28+248 - %
3. Vamos definir os eventos P; = “bola preta na extracao i”; A = “bola

amarela na extracao i”, 1 =1, 2, 3.
Seja M = “3 bolas de mesma cor”. Entao

Pr(M) =Pr(P.N P, N Ps) 4+ Pr(A; N Ay N Ajs)
= Pr(P) x Pr(P|Py) x Pr(Ps|PL N Py) +
r

P (Al) X PI‘(AQ‘Al) X PI'(A3|A1 N Az)
6 5 4 5 4 3
9

= — X —=X—=-+—X-—=X=
117 10 1171079

42 2

33 33 11
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Atividade 8.3

1. Para que A ¢ B sejam independentes temos que ter Pr(A N B) =
Pr(A)Pr(B) = £. Mas

1 1 p 1 4p 3 3
r )= T 5 TP 5 37 5 "0 7P T3

2. Oseventos sao P = “campanha pronta antes do prazo” e A = “diretoria

aprova campanha” e o problema d& que
Pr(P)=0,6 Pr(A) =0,5 Pr(AnP)=0,3
Como Pr(AnN P) = Pr(P)Pr(A), segue que P e A sao independentes.
3. (a) Ae B independentes = Pr(ANB) = Pr(A)Pr(B) >0..Ae B

nao sao mutuamente exclusivos.

(b) A e B mutuamente exclusivos = Pr(AN B) = 0 = Pr(A|B) =
0# Pr(A) >0 .. Ae B nao sao independentes

Esse exercicio é importante, no sentido em que ele diferencia os
conceitos de eventos disjuntos e eventos independentes, que muitas
vezes sao confundidos pelos alunos.

Solucao dos Exercicios

1. (a) Pr(ANB)=0,21#0.. A e B nao sao mutuamente exclusivos
(b) Pr(ANB) =0,21 = Pr(A)Pr(B) ... A e B sao independentes

(c) A e B independentes = A e B sdo independentes (ver exemplo
resolvido)

(d) A e B independentes = A e B nao sio mutuamente exclusivos
(ver Atividade 8.3, Exercicio 3)

(e) Ae A sdo mutuamente exclusivos = A e A nio sdo independentes
(ver Atividade 8.3, Exercicio 3)

2. Vamos definir os eventos A = “face 6 em pelo menos um dado” e B =

“faces iguais”. Entao

A = {(1,6),(2,6),(3,6),(4,6), (5,6),(6,6),(6,1),(6,2),(6,3), (6,4), (6,5)}

B = {(17 1)’ (272)’ (373)’ (47 4)’ (575)’ (676)}
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(a) Pr(4) = 1
Pr(ANB) Pr(A)—-Pr(ANB) & —3

Pr(B) 1 —Pr(B) 2

(b) Pr(A|B) =
Pr(A)
(c) Pr(A|B) # Pr(A) = A e B ndo sdo independentes
3. Seja A; = “lampada i acende”, 1 =1,2,3
(a) Seja P = “pelo menos uma lampada acende”. Entao

ﬁzzlﬂZQQZ;g

Logo,
Pr(ﬁ) = Pr(zl) X PI‘(ZQ|Zl) X PI'(Zg‘ZQ ﬂzl)
6 5 4 1 5
— —_xIx=—Z=pPr(P)=="
09 3 g7 PP =35

(b) O problema pede

PI'(Al N A2 N Ag) = PI'(Al) X PI'(A2|A1) X PI'(A3|A2 N Al)

4 3 2 1
= —X-X-=—
10 9 8 30
4. Vamos definir os seguintes eventos: B = “inflacao abaixo de 3%”; M =

“inflacao entre 3% e 4%”, A = “inflacao acima de 4%” ¢ E = “200.000
empregos”. O problema da o seguinte:

Pr(B) = 0,20 Pr(M) =0,45 Pr(A) =0,35
Pr(E|B) = 0,6 Pr(E|M)=0,3 Pr(E|A) =0
Veja a Figura 8.6. Dai concluimos que
E=(ENB)U(ENM)U(ENA)
e, como os eventos sao mutuamente exclusivos,
Pr(E)=Pr(ENB)+Pr(ENM)+Pr(ENA)
Logo,

Pr(E) = Pr(B)Pr(E|B)+ Pr(M)Pr(E|M) + Pr(A) Pr(E|A)
= 0,20 x 0,60 + 0,45 x 0,30 + 0,35 x 0
= 0,255
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N\
N

Figura 8.6: Particao do espaco amostral para o problema da inflacao espanhola.

5. Veja a Figura 8.7, onde temos os seguintes eventos: V = “bola ver-

melha”; B = “bola branca”; A = “bola azul”; I = “urna 1”; I] =

“urna II”

1/3

1
2/3

V' 5/16

B 3/16

A 8/16

VvV 3/8

5/8

Figura 8.7: Diagrama de arvore para o Exercicio 8.5.

(a) Temos que

Pr(V)

Pr(VNI)+Pr(VNII)
Pr(I) Pr(V|I) + Pr(11) Pr(V|I1)

1>< 5+2
3716 3
5 12
48 48

3
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(b) Temos que
Pr(B) = Pr(B

5

(c) Temos que
Pr(4) = I+ Pr(ANII)

r(A|I) + Pr(II)Pr(A|Il)

"UD

)
2
= x0

T3

Note que Pr(V) + Pr(B) + Pr(A) = 1.

6. Veja a Figura 8.8, onde temos os seguintes eventos: E = “Joana
escreve a carta”; C' = “correio nao perde a carta”; T' = “carteiro entrega

a carta”.

T 910

T
1/10

Figura 8.8: Diagrama de arvore para o Exercicio 8.6.

Vamos definir o evento R = “Camila recebe a carta”. O problema pede
Pr(R). Mas
Pr(R) = Pr(E)+Pr(ENC)+Pr(ENCNT)
= Pr(E)+Pr(E) x Pr(C|E) +

Pr(E) x Pr(C|E) x Pr(T|C' N E)
2 8 1 8 9 1

~ 107101071010 10

= 0,24+0,8x0,1+0,8%x0,9x0,1
= 0,2+0,08+0,072 = 0,352

CEDERJ




Probabilidade condicional e independéncia de eventos

| AULA 8

7. Temos que Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) - Pr(ANB) = 0,7=0,4+
p—Pr(ANB)

(a) Pr(ANB)=0=0,7=0,44+p=p=0,3

(b) Pr(AN B) = Pr(A)Pr(B) = 0,7 = 0,4+ p — 0,4p = 0,6p =
0,3=p=0,5

8. Pelos dados do problema temos que

Pr(4|B) E%%%$Q:1:>
Pr(B) -Pr(AnB)
Pr(B) = 1=
_ Pr(AnB) _
s i b
Eg%glz 0= Pr(ANB) =0

Logo, A e B sao mutuamente exclusivos e, portanto, nao podem ser

independentes.

9. O problema d& os seguintes fatos:

B c A
Pr(AnC) = Pr(A)Pr(C)
Pr(BNC) = 0
Pr(AuC) = 0,48
Pr(BUC) = 0,3
Pr(C) = 2Pr(B)
e pede
Pr(AU B)

Como B C A, entdao AUB = A= Pr(AUB) = Pr(A).

Pr(BUC) = 0,3=Pr(B)+Pr(C)-Pr(BNC)=0,3=
Pr(B)+2Pr(B)—0 = 0,3=Pr(B)=0,1

Logo, Pr(C) =0, 2.

Pr(AUC) = 0,48 = Pr(ANC) = 0,48
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Como A e C sao independentes, segue que A e C' também o sdo. Logo,

Pr(A) Pr(C) = 0,48 = Pr(A4) x 0,8 = 0,48 = Pr(A) = 0,6

e, portanto
Pr(AUB)=Pr(A4) =0,4

10. (a) Veja a Figura 8.9.

H, 2/7
H, 3/8
M, 5/7
H, 3/7
M, 5/8
M, 4/7

Figura 8.9: Diagrama de arvore para o Exercicio 8.10.

(b) Temos que

Pr(M,) — g
PI’(MQ) = PI’(Ml N Mg) + PI’(Hl N Mg)
= Pr Ml) PI'(M2|M1) + PI’(Hl)PI'(M2|H1)
5 4 3 5 35 5
= = X=4+=X===— ==
8 7 8 7 5 8

(c) Temos que
4
PI'(M2|M1) = ? 7£ PI'(MQ)

Logo, M, e M, nao sao independentes.

11. Sejam os eventos A = “Alberto ganha”; B = “Bosco ganha”; C =

“Carlos ganha”. Como eles sao os tnicos competidores, temos que
Pr(A)+ Pr(B)+Pr(C) = 1=
2Pr(C)+2Pr(C)+Pr(C) = 1=
Pr(C) = % =

Pr(A) = Pr(B)=-
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(a) O problema pede
Pr(BUC) = Pr(B)+Pr(C)—Pr(BnNC)

Note que pode haver empate entre Bosco e Carlos. No entanto,
é razodavel supor que os eventos B e C' sejam independentes, uma
vez que numa competicao honesta, nenhum competidor interfere

no desempenho dos outros. Logo,

Pr(BUC) = Pr(B)+Pr(C)—-Pr(BNC)

= Pr(B)+ Pr(C) — Pr(B) Pr(C)
2.1 2 13
5 5 25 25

(b) Foi necessario fazer a hip6tese de independéncia, que é razodvel,

conforme explicado no item anterior.

12. Sejam os eventos M = “Maria resolve o problema” e P = “Pedro
resolve o problema”. Sejam M e P os respectivos complementares.
Temos que

Pr(M) = 0,8 Pr(P)=0,7
Pr(M) = 0,2 Pr(P)=0,3
(a) O problema pede Pr (FQW). Pela hipdtese de independéncia

(sabemos que, se A e B sao eventos independentes, entdao os seus

complementares também o s@o) temos que
Pr (FOM) =0,3x0,2=0,06

(b) Seja R = “problema resolvido”. O problema pede Pr(R) =
Pr(P U M). Temos que

Pr(R) = Pr(PUM)=1-Pr(PUM)=1-Pr(PNM)=
= 1-0,06=0,94

(c¢) Seja P, = “apenas Pedro resolve”. A questao pede Pr(P|R).

Temos que
Pr(PPNR) Pr(PNM)
r(PilR) Pr (R) Pr (R)
- 0,7x0,2 =0, 1489
0,94
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13. Vamos esquematizar o espago amostral e os eventos A e B da seguinte

forma:

Dado 2

1 2 3 4 5 6

1| B B B
2|A AB A AB A AB

Dadol 3| B B B
41 A AB A AB A AB

5| B B B
6|A AB A AB A AB

Em cada cela colocamos a letra do evento que acontece na respectiva
combinagao dos dados. Entao, Pr(A) = Pr(B) = 38 = £ e Pr(ANB) =

s =1 =3 X 3 = Pr(A) x Pr(B). Logo, A e B sio independentes.

14. Veja a Figura 8.10, onde temos os eventos S = “sabe a resposta’ e

A = “acerta a resposta’.

E dado que

2]

Pr(S) =0,3 = Pr(

)=0,7
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A 1
0,3
S
N 0
A 0,25
0,7 0,75
A

Figura 8.10: Diagrama de arvore para o Exercicio 8.14.

Se o aluno sabe a resposta, ele acerta a questao. Se ele nao sabe, ele

pode “chutar” entre as 4 alternativas. Logo,
Pr(AlS) =1 Pr(A|S) = 0,25
O problema pede Pr(A). Tem-se que

Pr(A) = Pr(ANS)+Pr(ANS)
= Pr(S) x Pr(A|S) + Pr(S) x Pr(A]S)
= 0,3x1+0,7%x0,25=0,475
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Aula 9 — Teorema da probabilidade total

e teorema de Bayes

Nesta aula voce estudara dois importantes teoremas de probabilidade e
verda suas aplicacoes em diversas situagoes envolvendo a tomada de decisao.
Esses teoremas, conhecidos como teorema da probabilidade total e teorema
de Bayes, resultam diretamente da definicao de probabilidade condicional e

das propriedades vistas para a probabilidade.

A apresentacao desses teoremas sera feita inicialmente por meio de
exemplos, para que vocé compreenda bem o contexto de sua aplicacao. Ao

final da aula, sera apresentada a formulagao geral dos teoremas.
Exemplo 9.1

Em uma linha de producao de certa fabrica, determinada peca é pro-
duzida em duas maquinas. A mdquina 1, mais antiga, é responsavel por 35%
da producao, e os 65% restantes vém da mdaquina 2. A partir dos dados
passados e das informacoes do fabricante das maquinas, estima-se em 5% a
proporcao de pecas defeituosas produzidas pela maquina 1 e em 2,5% a pro-
porcao de pecas defeituosas produzidas pela maquina 2. As pecas produzidas
pelas duas maquinas seguem para o departamento de armazenamento e em-

balagem, para venda posterior, sem distin¢ao de qual méquina a produziu.

1. Qual é a proporcao de pecas defeituosas colocadas no mercado por essa

fabrica?

2. Se um cliente identifica uma peca defeituosa, qual é a probabilidade de

que ela tenha sido produzida pela maquina 27
Solucao:

1. Na Figura 9.1 representa-se a situagao descrita no exemplo. Nosso ex-
perimento aleatorio é o sorteio de uma peca produzida por essa fabrica,
e nosso espaco amostral, representado pelo retangulo, é o conjunto de
todas as pecas produzidas em determinado periodo. Podemos ver que
o espaco amostral esta dividido em 2 eventos mutuamente exclusivos:
My, pecas produzidas pela maquina 1, e Ms, pecas produzidas pela

maquina 2. Mais precisamente, 2 = M; U My — isso significa que M,
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e M, formam uma particao do espago amostral (retorne a Aula 5, se
necessario). Um outro evento de interesse é o evento D = “peca é de-
feituosa”. Podemos ver que esse evento tem intersecao com os eventos
My e Ms, ou seja, ha pecas defeituosas produzidas na maquina 1 e na

maquina 2.
M, /‘\
D

M,

Figura 9.1: Espaco amostral para o experimento do Exemplo 9.1.

Pelos dados do problema, temos uma estimativa a prior: das proporgoes
de pecgas produzidas em cada maquina, ou seja, as probabilidades a

priori dos eventos M; e My sao:

Pr(M;) = 0,35

Pr(M,) = 0,65
Sabemos também a proporgao de pecas defeituosas produzidas por cada
maquina. Essa proporc¢ao se traduz em uma probabilidade condicional:
se a peca foi produzida pela maquina 1, existe 5% de chance de ser

defeituosa; para a maquina 2, essa chance reduz-se a 2,5%. Em termos

de probabilidade, temos
Pr(D|M;) = 0,05
Pr(D|M;) = 0,025

Como M; e M, formam uma particao de €2, podemos escrever
D= (DN M)U(DnNM,)

Mas M; e M, sao mutuamente exclusivos; logo, (D N M) e (D N My)
também o sao. Assim, pelo Axioma 3 da probabilidade, resulta que
Pr(D) = Pr[(DnNM)U(DnNM)
= Pr(DN M)+ Pr(DnN M)
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Pelo teorema da multiplicacdo (veja a aula anterior), sabemos que

Pr(An B) = Pr(A) Pr(B|A). Logo,

Pr(D) = Pr(M;)Pr(D|M;)+ Pr(M,) Pr(D|Ms)
= 0,35x0,05+ 0,65 x 0,025
— 0,03375

Note que a probabilidade de uma peca ser defeituosa é uma média
ponderada das probabilidades de defeito em cada maquina; os pesos

sao definidos de acordo com o nivel de producao de cada maquina.

2. Na segunda parte do exemplo, temos uma informacao sobre a peca:
ela é defeituosa, ou seja, sabemos que ocorreu o evento D. O que o
problema pede é que, com essa informagao, reavaliemos a probabilidade
de a peca ter sido produzida pela maquina 1. Essa probabilidade é

chamada probabilidade a posteriori, ou seja, é a probabilidade que

: : : : Probabilidad terior.
calculamos depois de realizado o experimento de sorteio e teste da pega. * ' oPaPHiaace o posterion

Em notagao matematica, temos que calcular Pr(M;|D). Por definigao,

temos

Pr(M,; N D)
Pr(D)

Usando a regra da multiplicacao e o resultado encontrado no item an-

Pr(M,|D) =

terior, resulta que

PI'(Ml)PI'(M1|D)
Pr(M,)PR(D|M,) + Pr(M,) Pr(D|M)
0,35 x 0,05
0,35 x 0,05+ 0,65 x 0,025
0,0175

= _ = ]_
0,03375 05185

Pr(M,|D) =

Compare os resultados: sem qualquer informagao sobre o resultado do
experimento, nossa estimativa para a probabilidade de ocorréncia de
M; — peca a ser produzida pela maquina 1 — era 0,35; com a in-
formagcao de que a pega é defeituosa, a probabilidade de ter sido pro-

duzida pela méquina 1 aumenta para 0,5185.

Exemplo 9.2

Considere novamente a situagao do Exemplo 9.1, mas com a seguinte

modificacao: as pecas sao produzidas em trés maquinas, que sao responsaveis
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por 30%, 35% e 35% da producao, respectivamente. As propor¢oes de pegas

defeituosas produzidas nessas maquinas sao 5%, 2,5% e 2%.

1. Qual é a proporcao de pecas defeituosas produzidas na fabrica?

2. Se um cliente identifica uma peca defeituosa, qual é a probabilidade
de que tenha sido produzida na maquina 17 E na maquina 2?7 E na

maquina 37
Solugao:

1. O espaco amostral desse experimento esta ilustrado no diagrama de

arvore da Figura 9.2:

Figura 9.2: Espaco amostral para o experimento do Exemplo 9.2.

Como visto na aula anterior, cada galho da arvore corresponde ao condi-
cionamento do evento aos eventos dos galhos anteriores. Assim, na
parte superior da arvore, temos os eventos D|M; e D|M,. Na parte
do meio, temos os eventos D|My e D|M; e na parte inferior, D|Ms e
E|M3.

Os dados do problema dao que

Pr(M;) = 0,30
Pr(M,) = Pr(Ms)=0,35
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Pr(D|M;) = 0,05
Pr(D|M;) = 0,025
Pr(D|Ms) = 0,02

Como antes, My, My e M3 formam uma particao de €2 e, portanto,

podemos escrever
D= (DN M)U(DNM)U(DnN Ms)

Mas M, My e M3 sdo mutuamente exclusivos; logo, (D N My), (D N M)
e (DN Ms) também o sdo. Pelo Axioma 3 da probabilidade, resulta

que

Pr(D) = Pr{(DnNM;)U(DnNM,)U (DN Ms)]
= PI‘(D M Ml) + PI‘(D N Mz) + PI'(D N Mg)

Pelo teorema da multiplicagao, sabemos que Pr(ANB) = Pr(A) Pr(B|A).
Logo,

Pr(D) = Pr(M;)PR(D|M,)+ Pr(M,) Pr(D|Ms) + Pr(Ms) Pr(D|Ms)
= 0,30 x 0,05+ 0,35 x 0,025 + 0,35 x 0,02
— 0,03075

Com antes, a probabilidade de uma peca ser defeituosa é uma média
ponderada das probabilidades de defeito em cada maquina, com os

pesos definidos de acordo com o nivel de producao de cada maquina.

. Na segunda parte do exemplo, deseja-se saber Pr(M;|D), Pr(M,|D) e
Pr(M;|D). Por defini¢ao, temos

Pr(M; N D)

PT(M1|D) = PI‘(D)

Usando a regra da multiplicagao e o resultado encontrado no item an-
terior, resulta que

PI‘(Ml) PI‘(Ml‘D)
Pr(M,)PR(D|My) + Pr(Ms,) Pr(D|Ms) + Pr(Ms) Pr(D|Ms)
0,30 x 0,05
0,30 x 0,05+ 0,35 x 0,025 + 0,35 x 0,02
0,015

p— p— 4
003075 0, 487805

Pr(M;|D) =
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PI‘(MQ) PI‘(M2|D)
Pr(M;)PR(D|My) + Pr(Ms) Pr(D|Ms) + Pr(Ms) Pr(D|Ms)
0,35 x 0,025
0,30 x 0,05+ 0,35 x 0,025 + 0,35 x 0,02
0,00875

- — 0,284
0,03075 0,284553

Pr(Ms|D) =

Pr(Ms) Pr(Ms|D)
Pr(M,)PR(D|M,) + Pr(My) Pr(D|Ma) + Pr(Ms) Pr(D|Ms)
0,35 x 0,02
0,30 x 0,05 + 0,35 x 0,025 1 0,35 x 0,02
0,007

0,03075 0,2276

Pr(Ms|D) =

Note que 0, 487805 + 0, 284553 + 0, 227642 = 1, 000000; esse resultado
¢ imediato a partir do fato de que Pr(€2) = 1. Se ocorreu uma pega

defeituosa, essa pega s6 pode ter vindo de umas das trés méaquinas.

Exemplo 9.3

Sabe-se que um “soro da verdade”, quando aplicado a um suspeito, é

90% eficaz quando a pessoa é culpada e 99% eficaz quando é inocente. Um
suspeito ¢ retirado de um grupo de pessoas, onde 90% jamais cometeram

qualquer crime.

1. Qual é a probabilidade de o soro dar a resposta certa?

2. Se o soro indica “culpado”, qual é a probabilidade de o suspeito ser

inocente?

Solucao:

. Vamos definir os seguintes eventos (veja a Figura 9.3):

C = “suspeito ¢é culpado” C = “suspeito ¢é inocente”
V = “soro indica culpado” V = “soro indica inocente”

Note que voce tem que definir os eventos de acordo com a execucao do
experimento. Ao se aplicar um soro da verdade, a resposta é “culpado”

ou “inocente” e nao “soro acerta”’ ou “soro erra’.
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Figura 9.3: Espaco amostral para o experimento do Exemplo 9.3.

Os dados do problema nos dao as seguintes probabilidades:

Pr(V|C) = 0,90
Pr(V |C) = 0,99

Pr(C) = 0,95

Usando o resultado sobre probabilidade do evento complementar,

obtemos:

Pr(V|C) = 0,10
Pr(V|C) = 0,01
Pr(C) = 0,05

A particao do espaco amostral é definida pelos eventos C' e C, para os
quais temos as probabilidades a priori. Os eventos de interesse sao V'
e V.
Seja o evento A = “soro acerta o diagndstico”. Note que o soro pode
diagnosticar corretamente sendo o suspeito culpado ou inocente, ou
seja:

A=(CnV)u(CnV)

Logo,
Pr(4) = Pr(CnV)+Pr(CnV)
= Pr(C)Pr(V|C)+Pr(C)Pr(V |C)
= 0,05%x0,90+0,95 % 0,99
= 0,9855
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2. Queremos calcular Pr(C'| V). Por definigao, temos que:

Pr(CNV)

Pr(C|V) = Pr (V)

O soro pode indicar culpado sendo o suspeito culpado (acerto do

diagndstico) ou inocente (erro no diagndéstico), ou seja:
Pr(V) = Pr(VNnC)+Pr(VNC)

= Pr(V|C)xPr(C)+Pr(V|C) xPr(C)
— 0,90 x 0,0540,01 X 0,95 = 0,045 + 0,0095 = 0, 0545

€
Pr(VNnC)=Pr(V|C) x Pr(C)=0,01 x 095 = 0,0095
Logo,
— 0,0095
p = = 0,174
r(C|V) 0.0545 0,1743
Exemplo 9.4

Uma caixa contém trés moedas. A moeda 1 é honesta, a moeda 2 tem
duas caras e a moeda 3 é viciada de tal modo que cara é duas vezes mais

provavel que coroa. Uma moeda ¢é escolhida ao acaso e lancada.

1. Qual é a probabilidade de observarmos cara e moeda 17
2. Qual é a probabilidade de observarmos cara?

3. Se o resultado foi cara, qual a probabilidade de que a moeda lancada

tenha sido a moeda 17

Solucao:

Vamos definir os eventos

K = cara C' = coroa
M, = moedal My = moeda 2 M3 = moeda 3
E dado que

1
Pr(K|My) =5 Pr(K|My) =1

CEDERJ




Teorema da probabilidade total e teorema de Bayes

| AULA 9

Para a moeda 3, como a probabilidade de cara é duas vezes a probabilidade

de coroa e a soma dessas probabilidades tem que ser 1, resulta que

2
Pr(K|Ms) = 3
Como a moeda lancada é escolhida aleatoriamente, temos que
1
PI'(Ml) = PI’(MQ) = PI'(Mg) = g

Veja a Figura 9.4:

12

2/3

1/3

Figura 9.4: Espacgo amostral para o Exemplo 9.4 das 3 moedas.

1. Aqui a solucao é conseqiiéncia direta da regra de multiplicacao:

Pr(KNM,) = Pr(M)x Pr(K|M)

1 1 1
= — X = = —
3 2 6

2. Os eventos que formam a particao do espaco amostral sao My, M e
Ms. Logo,
Pr(K) = Pr(KNM)+Pr(KnNM)+Pr(KnM;)=
= Pr (Ml) x Pr (K|M1) + Pr (MQ) X Pr (K|M2) + Pr (Mg) x Pr (K|M3) =

B 1>< 1+1+2 _1X13_13
3 2 3/ 376 18
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3. O problema pede

Pr (MK _ Pr(Kn M) Pr(M)xPr(K[M) L
O = PrUEOI) _ PO PN 8

Exemplo 9.5

Um gerente de banco tem que decidir se concede ou nao empréstimo
aos clientes que o solicitam. Ele analisa diversos dados para estudar a possi-
bilidade de o cliente vir a ficar inadimplente. Com base em dados passados,
ele estima em 15% a taxa de inadimpléncia. Dentre os inadimplentes, ele
tem 80% de chance de tomar a decisao certa, enquanto essa chance aumenta
para 90% entre os clientes adimplentes. Esse gerente acaba de recusar um

empréstimo. Qual é a probabilidade de ele ter tomado a decisao correta?
Solucao:
Os fatos envolvidos nesse processo decisorio sao: “cliente é inadimplente

ou nao” e “gerente concede ou nao o empréstimo”. Vamos definir os seguintes

eventos:

= “cliente é inadimplente”

I
C = ‘“gerente concede empréstimo”

Usaremos a notagao de evento complementar para definir

I = “cliente é adimplente”

Ql
Il

“gerente nao concede empréstimo”

Note que temos duas possibilidades de acerto e duas possibilidades de

erro. Os acertos sao:

e cliente ¢ inadimplente e gerente nao concede o empréstimo

e cliente ¢ adimplente e gerente concede o empréstimo
Os erros sao:

e cliente ¢ inadimplente e gerente concede o empréstimo

e cliente ¢ adimplente e gerente nao concede o empréstimo

A arvore que representa o espaco amostral é dada na Figura 9.5.
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Figura 9.5: Espaco amostral para o Exemplo 9.5.

As probabilidades dadas sao

Pr(I) = 0,15
Pr(C|I) = 0,80
Pr(C[I) = 0,90

Pela lei do complementar, resulta que

Pr(I) = 0,85
Pr(C|I) = 0,20
Pr(CT) = 0,10

Com relacao ao que o problema pede, temos que, dado que o gerente
recusou o0 empréstimo, a decisao so sera certa se o cliente for inadimplente.

Logo, temos que calcular

—. Pr(InC
Pr(C)
Mas o gerente pode recusar o empréstimo sendo o cliente inadimplente ou

nao, ou seja,

Pr(C) Pr(CNI)+Pr(CNI)
Pr(I) Pr(C|I) + Pr(I) Pr(C|I)
= 0,15x 0,80+ 0,85 x 0,10

= 0,205
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Pr(INC)
Pr(C)
Pr(I) Pr(C|I)
Pr(I) Pr(C|I) + Pr(I) Pr(C|I)
0,15 x 0,80
0,205
— 0,5854

Teorema da probabilidade total e teorema de Bayes

Considere a Figura 9.6, onde Aq, As, ..., A, é uma particao do espaco

amostral {2 e B um evento qualquer em (2.

Figura 9.6: Particao do espaco amostral.

Como a uniao de todos os A;’s é 0 espago amostral, segue que
B=(ANB)U(A;NB)U---U(A,NB)

O fato de alguns desses termos serem o conjunto vazio (por exemplo, BNA, =
@) nao invalida o resultado, uma vez que A U @ = A. Por definicao de
particao, os A;’s sao mutuamente exclusivos dois a dois; logo, os eventos
A; N B também o sao. Entao, pela lei da probabilidade de eventos disjuntos,
podemos escrever
Pr(B) = Pr{(AinNB)U(A;NB)U--- (A, NB)] =
= Pr(AiNB)+Pr(ANB)+---+Pr(4,NnB)

e a regra da multiplicacao nos dé que
Pr(B) = Pr(A;) Pr(B|A;) + Pr(A4y) Pr(B|Ay) + - - - + Pr(4,) Pr(B|A,)

Esse resultado é conhecido como teorema da probabilidade total.
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Teorema da probabilidade total
Seja Ay, A, ..., A, uma particao do espago amostral €2 e seja B um evento
qualquer em €2. Entao

Pr(B) = ZPr (A;) Pr(B|A)

Como visto, a probabilidade Pr(A;) é denominada probabilidade a
priori do evento A;. Continuando no contexto da Figura 9.6, suponhamos
agora que B tenha ocorrido. Vamos usar essa informacao para calcular a
probabilidade a posteriori do evento A;, ou seja, vamos calcular Pr(A4;|B).

Por definicao temos que

Usando a regra da multiplicagao e o teorema da probabilidade total, resulta
que

n

2, Pr(4;)Pr(Bl4;)

Pr (4,|B) =

Esse resultado é conhecido como teorema de Bayes.

Teorema de Bayes
Seja Ay, Ay, ..., A, uma particdo do espago amostral ) e seja B um evento
qualquer em €2. Entao

n

2, Pr(4;)Pr(Bl4;)

Pr (A,;|B) =

E importante que, na resolucao de exercicios e também na aplicacao
pratica desses teoremas, vocé identifique os eventos de interesse, os eventos
que definem a particao do espago amostral e quais sao as probabilidades a
priori. Em geral, sao essas probabilidades que identificam a particao de

2.Vamos considerar mais um exemplo para ilustrar esses pontos.
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Exemplo 9.6

Em uma turma de Administracao, 65% dos alunos sao do sexo mas-
culino. Sabe-se que 30% dos alunos tém carro, enquanto essa proporgao
entre as alunas se reduz para 18%. Sorteia-se ao acaso um estudante dessa
turma usando o seu nimero de matricula e constata-se que possui um carro.

Qual é a probabilidade de que a pessoa sorteada seja do sexo feminino?
Solucao:
Os eventos em questao envolvem o sexo do aluno e a posse de um carro.

Vamos definir os eventos de interesse da seguinte forma:

H = homem M = mulher

C = possui carro C' = nao possui carro

Note que H e M definem uma particao do espago amostral, assim como C
e C' . No entanto, as probabilidades a priori dadas referem-se a H e M;
logo, a particao de €2 sera definida em termos desses eventos. Os dados do

problema nos dao que

Pr(H) = 0,65= Pr(M)=0,35
Pr(C|H) = 0,30 = Pr(C|H)=0,70
Pr(C|M) = 0,18 = Pr(C|M) = 0,82

Ql A

O problema pede Pr(M|C) e para calcular essa probabilidade, temos que

calcular Pr(C). Pelo teorema da probabilidade total, sabemos que

Pr(C) = Pr(CNM)+Pr(CNH)
= Pr(M)Pr(C|M)+Pr(H)Pr(C|H)
= 0,35x%x0,1840,65 x 0,30
— 0,518

Logo,

Pr(C'N M)
Pr(C)
Pr(M) Pr(C|M)
Pr(C)
0,35 x 0,18
0,518
= 0,12162

Pr(M|C) =
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Resumo da Aula

Nesta aula voceé estudou dois importantes teoremas da teoria de proba-

bilidade.

e Seja Ay, Ay, ..., A, uma particao do espago amostral € e seja B um

evento qualquer de 2

Teorema da Probabilidade Total

Pr(B) = i Pr(A;NB) = i Pr(A;) Pr(B|A;)

Teorema de Bayes
-21 Pr(A;) Pr(B|A;)
]:

Pr(A,|B) =

i=1,2,...,n

— Probabilidades a priori - sdo as probabilidades Pr(A;)

Probabilidades a posteriori - sao as probabilidades Pr(4;|B)

Exercicios

1. Uma propaganda de um curso preparatério para a prova da ANPAD
diz que 80% dos seus alunos conseguem ingressar em algum programa
de Mestrado em Administracao. Dos cadastros da ANPAD, sabe-se que
15% dos candidatos aos programas de Mestrado escolhem esse curso e

que o indice geral de aprovagao é de 63% (dados ficticios).

(a) Se um candidato nao escolhe esse curso, qual é a probabilidade de

ele passar no exame da ANPAD?

(b) Sabe-se que um aluno foi aprovado, conseguindo ingressar no pro-
grama de Mestrado de uma grande universidade. Qual é a proba-

bilidade de ele ter freqlientado este curso preparatoério?

2. Em uma localidade, 8% dos adultos sofrem de determinada doenca.
Um médico local diagnostica corretamente 95% das pessoas que tém
a doenca e diagnostica erradamente 2% das pessoas que nao a tém.
Um adulto acaba de ser diagnosticado pelo médico como portador da

doenca. Qual é a probabilidade de esse adulto ter, de fato, a doenca?
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. Uma urna contém 4 bolas numeradas de 1 a 4. Duas bolas sdo retiradas

sem reposigao. Seja A o evento “soma é 5”7 e seja B; o evento “primeira
bola sorteada tem o ntmero ¢”, i = 1,2,3,4. Calcule Pr(A|B;) e
Pr(B;| A) para i =1,2,3,4.

. Resolva o exercicio anterior, supondo que as extragoes sao feitas com

reposicao.

. Numa prova ha 7 perguntas do tipo Verdadeiro-Falso. Calcule a pro-

babilidade de um aluno acertar todas as 7 questoes

(a) se ele “chuta” as respostas;

(b) se ele “chuta” as respostas, mas sabendo que hé mais Verdadeiros

do que Falsos.

. Continuacao do exercicio 4 da Aula 8. O Ministério da Economia

da Espanha acredita que a probabilidade de a inflacao ficar abaixo
de 3% este ano é de 0,20; entre 3% e 4% é de 0,45 e acima de 4%
¢ de 0,35. O Ministério acredita que, com inflacao abaixo de 3%, a
probabilidade de se criarem mais 200.000 empregos ¢ de 0,6, diminuindo
essa probabilidade para 0,3 caso a inflacao fique entre 3% e 4%; no
entanto, com inflagao acima de 4%, isso é totalmente impossivel. No
ano seguinte, um economista estrangeiro constata que foram criados
200.000 empregos novos. Qual é a probabilidade de a inflacao ter ficado
abaixo de 3%?

. Continuacao do exercicio 6 da Aula 8. Joana quer enviar uma carta

a Camila. A probabilidade de que Joana escreva a carta é 10 A pro-
9
babilidade de que o correio nao a perca ¢é 10 A probabilidade de que

) 9 ) .
o carteiro a entregue é também —. Dado que Camila nao recebeu a

carta, qual é a probabilidade de que Joana nao a tenha escrito?

. Continuagao do exercicio 14 da Aula 8. Um aluno responde a uma

questao de multipla escolha com 4 alternativas, com uma so correta.

A probabilidade de que ele saiba a resposta certa da questao é de 30%.
Se ele nao sabe a resposta, existe a possibilidade de ele acertar “no
chute”. Nao existe a possibilidade de ele obter a resposta certa por
“cola”. Se o aluno acertou a questao, qual é a probabilidade de ele ter

“chutado” a resposta?
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10.

11.

12.

13.

14.

Consideremos dois dados: um deles é equilibrado e o outro viciado, com
Pr(1) =0,5¢e Pr(2) =--- = Pr(6) = 0, 1. Escolhe-se um dos dados ao
acaso e efetuam-se dois lancamentos, que resultam ambos na face 1.

Qual a probabilidade de ter sido escolhido o dado viciado?

Uma urna tem 3 bolas brancas, 3 pretas e 4 azuis. Duas bolas sao
retiradas ao acaso e substituidas por 5 vermelhas. Depois disso, retira-

se uma bola. Qual a probabilidade de ser azul?

Sao dadas as urnas A, B e C. Da urna A é retirada uma bola, que
é colocada na urna B. Da urna B retira-se, entao, uma bola que é
colocada na urna C'. Retira-se em seguida uma bola da urna C.

A probabilidade de ocorrer bola de cor vermelha na ultima extracao é
0,537. Determinar o valor de z sabendo que as urnas tém as seguintes

composicoes:

e %4 5. 3V o 99—z V
3P 6P x P
onde V representa bola vermelha e P, bola preta.

O chefe do Setor de Compras de uma empresa trabalha com 3 grandes
distribuidores de material de escritério. O distribuidor 1 é responsavel
por 70% dos pedidos, enquanto cada um dos outros 2 distribuidores
responde por 15% dos pedidos. Dos registros gerais de compra, sabe-
se que 6% dos pedidos chegam com atraso. A proporcao de pedidos
com atraso do distribuidor 1 é a metade da proporcao do distribuidor
2 que, por sua vez, é o dobro da proporcao do distribuidor 3. Calcule

a porcentagem de pedidos com atraso de cada um dos distribuidores.

O gerente de Recursos Humanos de uma empresa escolhe estagiarios
oriundos de dois cursos de Administracao. No curso 1, a proporcao
de alunos com boa formacao em informética é de 60%, enquanto no
outro curso essa proporcao cai para 40%. Um estagidrio acaba de ser
contratado. A probabilidade de que tenha boa formagcao em informatica

¢ 0,44. Qual é a preferéncia (probabilidade) do gerente pelo curso 17

Em um escritorio de contabilidade, o contador-chefe tem trés auxiliares:
um que trabalha em tempo integral e os outros dois que trabalham em
tempo parcial. O funcionario de tempo integral é responsavel por 50%

dos balancetes, enquanto cada um dos funcionarios de tempo parcial
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15.

responde pela metade dos balancetes restantes. Nos tltimos 2 meses,
a proporc¢ao de balancetes com erros oriundos do funcionario de tempo
integral foi de 5%, enquanto para os funcionarios de tempo parcial
essas proporcoes foram de 6% e 8%. O chefe resolve, entao, fazer um
novo treinamento, discutindo os principais erros encontrados. No meés
seguinte ao treinamento, a proporcao de balancetes com erro cai pela
metade, com cada funcionario de tempo parcial produzindo a mesma
proporcao de balancetes com erro, igual a metade da proporcao de
erros do funcionario de tempo integral. Quais sao as novas proporgoes

de balancetes com erro de cada funcionario?

Um empreiteiro apresentou orcamentos separados para a execucao da
parte elétrica e da parte hidraulica de um edificio. Ele acha que a
probabilidade de ganhar a concorréncia da parte elétrica é de 1/2. Caso
ele ganhe a parte elétrica, a chance de ganhar a parte hidraulica é de
3/4; caso contrério, essa probabilidade é de 1/3. Qual é a probabilidade
de ele:

(a) ganhar os dois contratos?
(b) ganhar apenas um?

(¢) ndo ganhar qualquer contrato?

Solucao dos Exercicios

1.

Os eventos de interesse no problema sao:

C = “escolher o curso em questao”

P = “passar no concurso da ANPAD”

Os dados do problema informam que
Pr(P|C) = 0,80
Pr(C) = 0,15
Pr(P) = 0,63
Veja a Figura 9.7.
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Figura 9.7: Espaco amostral para o experimento do Exercicio 9.1.

(a) Temos que

Pr(P) = Pr(PNC)+Pr(PNC)=
0,63 = Pr(C)Pr(P|C)+ Pr(C)Pr(P|C) =

0,63 = 0,15 x 0,80+ 0,85 x Pr(P|C) =
_ —-0,1
P(PT) — 0,63 — 0,15 x 0,80
0,85

Pr(P|C) = 0,60

(b) O problema pede Pr(C|P).

Pr(CnP) Pr(C)Pr(P|C)

Pr(C|P)

Pr(P) Pr(P)
0,15 x 0,80
= ————— =10,1905
0,63 !

2. Vamos definir os seguintes eventos:

D = pessoa tem a doenca = D = pessoa nao tem a doenca

V = diagnéstico indica doenca = V = diagnéstico nao indica doenca

Se a pessoa tem a doenca, diagndstico correto significa que o médico
identificou a doenca. Se a pessoa nao tem a doencga, diagndstico correto
significa que o médico nao identificou a doenga. Dessa forma, os dados

do problema nos dao as seguintes probabilidades:

D)—005

Pr(D) = 0,08 = Pr(D)=
|
D) = 0,98

Pr(V|D) = 0,95 = Pr(V
Pr(V|D) = 0,02= Pr(V
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A probabilidade a priori dada é Pr(D) e, por conseqiiéncia, Pr(D).
Entao, para aplicar o teorema de Bayes, a particao do espago amostral
tem que ser definida por esses eventos, embora V e V também definam

uma parti¢ao. Queremos calcular Pr(D | V). Por defini¢ao, temos que:

Pr(DNV)

Pr(D|V) = Pr (V)

Mas,
Pr(V) = Pr(VnD)+Pr(VnD)
= Pr(V|D) x Pr(D)+Pr(V|D) x Pr(D) =
= 0,95 x0,08+0,02 x 0,92
= 0,076 +0,0184 = 0,0944

Pr(V N D) =Pr(V|D) x Pr(D) = 0,95 x 0,08 = 0,076

Logo,
0,076

~ 0,044

Pr(D|V) = 0,8051

3. Pelo principio fundamental da multiplicacao, temos que
#O0 =4x3=12.

A:{(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}:>Pr(A):%:%
B = {(1,2),(1,3).(1,4)}
B, = {(2,1),(2,3).(2,4)}
By = {(3,1),(3,2),3,4)}
By = {(4,1),4.2),(4,3)}
Pr(B;) = 13—2:2 i=1,2,3,4

Note que 2 = B; U By U B3 U By e como esses eventos sao mutuamente
exclusivos dois a dois, eles formam uma particao de €. Temos que

ANB; = {(1,4)}  ANBy={(2.3)}  AnB;=1{(3,2)}  ANBy={(41)}

1
Pr(ANB;,) =— 1=1,2,3,4
12
Logo,

1
=5 =Pr4) i=1234

Pr(A|Bi):W:

N
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Pr(Bi\A):%:

Note que os eventos A e B;,i = 1,2, 3,4 sao independentes!

=-=Pi(B;) i=123/4

co|>—l|5|>—l

4. Pelo principio fundamental da multiplicacao, temos que

#0 =4 x4 =16.

A={(1,4),(2,3).(3,2), (4, 1)} = Pr(A) = 11‘6 _ i
B = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4)}
By = {(2,1),(2,2),(2,3),(2,4)}
By = {(3,1),(3,2),(3,3),(3,4)}
By = {(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)}
PMB»::?%ZE i=1234

Entao,

ANB; = {(1’4)} ANBy = {(2’3)} ANB3 = {(3’ 2)} ANBy = {(4’ 1)}

1
Pr(AnB) = c i=1234

Logo,
Pr(AnB;) + 1 .
Pr(A|B)=—"—-—"“ =1 __ —_PpPr(4 =1,2,3,4
I‘( | z) PI‘(BZ) i 4 I‘( ) t ) 737
Pr(AnB) L+ 1 ,
Pr(B;|A) = —— 2 =16 — — — Py(B, =1,2.3,4
I‘( ‘ ) PI’(A) i 4 I‘( ) ? y <y

Como antes, os eventos A e B;,1 = 1,2, 3,4 sao independentes!

5. (a) Pelo principio fundamental da multiplicacao, hd 27 = 128 possi-
bilidades de respostas para as 7 questoes. Logo, a probabilidade
1

de acertar todas é o8-

(b) Haver mais Verdadeiros do que Falsos significa que pode ter 4
Verdadeiros (e, portanto, 3 Falsos), 5 Verdadeiros (e, portanto, 2
Falsos), 6 Verdadeiros (e, portanto, 1 Falso) e 7 Verdadeiros (e,

portanto, nenhum Falso).

7! 7x6 x5 x4l
T 413l 4x3x2x1
Ny T T x6 x5!
5)_5ur_ax2x1

= 35 maneiras;

4 verdadeiros: existem (Z)

5 verdadeiros: existem ( = 21 maneiras;
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7 7! 7 x 6!

6 verdadeiros: existem (6) = ol <l 7 maneiras;
7 7! 1 1

7 verdadeiros: existem (7> T 1 maneira.

Assim, se denotamos por V' o evento “ter mais verdadeiros que

falsos”, resulta que

oy~ D0+ @+0)

128
35421+ 7+1 64 1
a 128 128 2

Se A é o evento “acertar todas as questoes”, entao A C V, e o

problema pede

_Pr(AnV)  Pr(4) g
Pr(A|V) = Pr(V)  Pr(V) oL

12

|

—

[e3)
—

5
(@}
=~

6. No Exercicio 4 da aula anterior, definimos os seguintes eventos: B =

“inflacao abaixo de 3%”; M = “inflacao entre 3% e 4%”, A = “inflacao
acima de 4%” e E = “200.000 empregos”. O problema d& o seguinte:
Pr(B) = 0,20 Pr(M) = 0,45 Pr(A) =0,35
Pr(E|B) = 0,6 Pr(E|M)=0,3 Pr(E|A) =0
La, calculamos também que
Pr(E) = Pr(B)Pr(E|B)+ Pr(M)Pr(E|M)+ Pr(A)Pr(E|A)
= 0,20 x 0,604 0,45 x 0,304 0,35 x 0
= 0,255

O problema agora pede Pr(B|E) :
Pr(BNE) Pr(B)Pr(E|B)

Pr(B|E) = =
x(BIE) Pr(E) Pr(E)
0,20 x 0,6
= —————— =1(,4706
0,255 ’
. Veja a Figura 9.8, na qual temos os seguintes eventos: £ = “Joana

escreve a carta”; C' = “correio nao perde a carta”; T' = “carteiro entrega

a carta”.

No Exercicio 7 da aula anterior, definimos o evento R = “Camila recebe

a carta” e calculamos

Pr(R) = Pr(E)+Pr(ENC)+Pr(ENCNT)

= 2+8><1+8><9><1—0352
10 1010 1010 10 7
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E 110

Figura 9.8: Diagrama de arvore para o Exercicio 9.7.

O problema agora pede Pr(E|R) :

Pr(ER) = Pr(RNE) _ Pr(E) Pr(R|E)
Pr(R) Pr(R)

O evento R|E significa “Camila ndo receber a carta, dado que Joana
nao a escreveu”. Ora, se Joana nao escreveu, ¢ claro que Camila

nao recebe a carta!l Logo, esse evento ¢ o evento certo e, portanto,
—=. Pr(E)Pr(R|E) 0,2x1

Pr(F|R) = — = =0, 5682
(EIR) Pr(R) 0,352

8. Veja a Figura 9.9, na qual temos os eventos S = “sabe a resposta” e

A = “acerta a resposta’.

Figura 9.9: Diagrama de arvore para o Exercicio 9.8.

E dado que
Pr(S)=0,3 = Pr(S)=0,7
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Se o aluno sabe a resposta, ele acerta a questao. Se ele nao sabe, ele

pode “chutar” entre as 4 alternativas. Logo,
Pr(A|S) =1 Pr(A|S) = 0,25
No Exercicio 14 da aula anterior, calculamos

Pr(A) = Pr(ANS)+Pr(ANS)
= Pr(S) x Pr(A|S) + Pr(S) x Pr(A]S)
0,3x140,7x0,25=0,475

O problema agora pede Pr(S|A) :

Pr(S|4) = Pr(SnA) _ Pr(S) Pr(A|S)

Pr(A) Pr(A)
0,7x0,25
= ———— =10,3684
0,475 ’
9. Seja A; = “face i no primeiro langamento”, i = 1,...,6 e seja B; =

“face ¢ no segundo lancamento”, ¢ = 1,...6. Como os lancamentos
sao independentes, os eventos A; e B; sao independentes. Logo, a
probabilidade de cada um dos 36 pares (A;, B;) do espago amostral é

dada pelo produto das probabilidades individuais, ou seja,

Pr(A;, B;) = Pr(4;) Pr(B;)

Vamos definir os seguintes eventos:

E = “dado equilibrado” = E = “dado viciado”

D = “dois 18" = D = “no méximo um 1”

A escolha dos dados ¢ aleatéria. Logo,

Pr(E) =Pr(F) =

Temos também que

Pr(D|E) =

Pr(D|E) =

CEDERJ m
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O problema pede Pr(E|D). Temos que

Pr(EN D)
Pr(D)
Pr(E N D)
Pr(DNE)+Pr(DNE)
Pr(E)Pr(D|E)

Pr(E|D) =

Pr(FE) Pr(D|E) + Pr(E) Pr(DI|E)
L1 1
_ 27 4 _ 8 _ 9
1 1 1 1 9+1 10
— X — + — X — -
274 2736 72

10. Sao feitas 3 extracoes. Veja a Figura 9.10, na qual os nimeros re-
presentam o numero de bolas disponiveis de cada cor no momento da
respectiva extracao. Queremos a probabilidade de sair azul na ter-
ceira extragao. Esse evento corresponde a uniao dos eventos indicados

pelas setas na figura; ou seja, representando a extracao pelo nimero no

subscrito, temos que
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V. 5
B 3
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<«
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Figura 9.10: Espago amostral para o experimento do Exercicio 9.10.
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PI’(Ag) =

[
[
[
[

Pr(B; N By N A3) 4+ Pr(BiN PN A;)+Pr(BrNAyN Az)] +
Pr(PyNByNA3)+Pr(PiN PN As)+Pr(PiNAyN A +
Pr(A; N ByNAz) 4+ Pr(A; N PN As) + Pr(A; N Ay N Ay
Pr(By) Pr(By|By) Pr(A3|B; N By) +

Pr(B;) Pr(Py|B;) Pr(A3| By N P) +
Pr(By) Pr(Ay|By) Pr(As| By N Ay)] +
[Pr(Py) Pr(Bs|Py) Pr(As| Py N B) +
Pr(P,) Pr(P|P) Pr(As| PN Py) +
Pr(P;) Pr(Az|P) Pr(As| P N As)] +
[Pr(A;) Pr(By|Ar) Pr(As]A; N Bs) +
Pr(A;) Pr(Pz|A;) Pr(Asz|A; N Py) +
Pr(A;) Pr(A4z|A;) Pr(As|A; N Ap)]

3 2 4 3 5

= — X —=X-—=+4+-—=X-—=X
12711 715 127 11
5 3 4 5 4
— X — X =+ =X =X
12711715 127 11
4 3 3 4 5
— X — X —=+ =X =X
12711715 127 11

440 2

1980 9

Esse problema pode ser resolvido de forma mais simples, ja que sé es-
tamos interessados em bola azul na terceira extracao. Podemos pensar,

em cada extragao, que ocorreu bola azul ou nao. Veja a Figura 9.11.

Dessa forma, podemos escrever:

PI’(Ag) =

Pr(A; N A, N As)
Pr(A; N Ay N As)
Pr(A;) Pr(As|A;
Pr(A;)

Pr(,)
Pr(A)

Pr(

Zl PI'( |A1
Zl PI‘(AQ‘Al
2

3

4
1211 15
8
1211 15

+

)P
r(Ay|A;) P
)P
)P
4

_I_
_I_

5 X — 4+ — X
12

8
— X
12

4 3 4 3
— 4+ — X — X
15 12 11 15

Pr(A; N Ay N A3) +
Pr(Zl N ZQ N Ag)

r(As|A; N Ay) +
(A4 M Ap) +
r(A;|As N Ay +
r(Ay[A, N A,

8

)
s 3,
11 15
7 4

— X —
11 15
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Figura 9.11: Solucao alternativa do Exercicio 9.10.

11. Sao feitas 3 extracoes.

“bola de cor vermelha na extracao ¢” e por B; o evento “bola de cor

branca na extrac¢ao i”. Queremos Pr(V3).

Pr(V3)

Logo,

0,537

0,537
0,537
0,1z

212

Pr(VinVonVs) +Pr(ViNn PN V) +
Pr(P, N Vs N Va) + Pr(PL 0 Py N Vi)
Pr(V1) x Pr(Va|Vh) x Pr(V3|ViNV,) +
Pr(V1) x Pr(Py|Vi) x Pr(V3|ViN Py) +
Pr(Py) x Pr(Va|P1) x Pr(Va|PL A Va) +
Pr(P)) x Pr(B|P1) x Pr(Vs| P By)

X
)—U
A:\A

7 4 10—z 7 6 9-u
— X — X —— 4+ — X — X +
10 10 10 10 10 10

3 3 10—z 3 7 9-—x
— X — X ——+ — X — X

10 10 10 10 10 10

0,037 x (10 — ) + 0,063 x (9 — )
0,937 — 0, 1z

0,4

4

Como antes, vamos denotar por V; o evento
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12.

13.

AULA 9

Vamos definir os seguintes eventos:

D; = “distribuidor ¢",7 =1,2,3
A = “atraso”
Temos que
Pr(D,) = 0,70 Pr(Dy) = Pr(D3) = 0,15
Pr(A) = 0,06
Pr(AID)) = 3 Pr(AID))

Pr(A|Dy) = 2Pr(A|Ds)
Fazendo p = Pr(A|D,), temos que
Pr(A|Dy) = 2p
Pr(AIDy) = 3 Pr(AIDy) =p
Mas,
Pr(A) = Pr(AnD;)+Pr(ANDy)+Pr(AN Ds)
= Pr(Dy) Pr(A|Dy) + Pr(D2) Pr(A|Dy) + Pr(Ds) Pr(A|Ds)
Logo,

0,06 = 0,7p+ 0,15 x 2p+ 0, 15p =
0,06 = 1,15p = p=0,052174

e, portanto,

Pr(A|D;) =0,052174  Pr(A|D;) =0,104348  Pr(A|Dj) = 0,052174

Considere os eventos I = “aluno tem boa formacao em informatica” e
C; = “aluno do curso i”,i = 1,2. O problema da as seguintes probabi-
lidades:

Pr(I|C}) = 0,60

Pr(I|Cy) = 0,40

Pr(I) = 0,44

e pede Pr(C}). Sabemos que
Pr(I) = Pr(CiNI)+Pr(Coanl)
Pr(Cy) x Pr(I|Cy) + Pr(Cy) x Pr(I]Cy) =
Pr(Cy) x 0,6 + Pr(Cy) x 0,4

= 0,6 x Pr(Cy)+0,4 x [1 — Pr(C)]
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Logo,
0,44=0,4+0,2 x Pr(Cy) = 0,2 x Pr(C;) = 0,04 = Pr(Cy) =0,2

Vamos indicar por F; o evento “funcionario ¢” e por E o evento “ba-

lancete com erro”. Antes do treinamento, temos:

Pr(E) = Pr(FyNE)+Pr(FNE)+Pr(FNE)
= Pr(F)Pr(E|F)) + Pr(Fy) Pr(E|Fy) + Pr(F3) Pr(E|F5)
— 0,5%0,0540,25 % 0,06+ 0,25 x 0,08
— 0,06

Depois do treinamento, passamos a ter

Pr(E) = 0,03
Pr(E|Fy) = Pr(E|F;)
Pr(E|Fy) = 2Pr(E|F;)
Logo, fazendo p = Pr(E|F3)

Pr(E) = Pr(FiNE)+Pr(F3NE)+Pr(F3NE)
= Pr(F) Pr(E|Fy) + Pr(Fy) Pr(E|Fy) + Pr(F3) Pr(E|F3) =
0,03 = 0,5x2p+0,25xp+0,25 xp=
0,03 = 1,5p=p=0,02

ou seja, depois do treinamento, as probabilidades de erro de cada fun-

cionario passam a ser

Pr(E|Fy) = 0,04 (tempo integral)
Pr(E|F,) = Pr(E|F;) = 0,02 (tempo parcial)

Sejam os eventos F = “ganhar parte elétrica” e H = “ganhar parte

hidraulica”. Temos que

Pr(E) =~  Pr(H|E) = g Pr (H|E) = %

Pr(E)=y Pr(AE)=; Pr(AB)=




Teorema da probabilidade total e teorema de Bayes

AULA 9

(a)
Pr(EN H) = Pr(H|E)Pr (E) =

B~ w
X
DO | —
(0¢]

(b)

Pr(ENH)+Pr(ENH) = Pr(H|E) xPr(E)+Pr(H|E) x Pr(E) =
1 1 1 7

1
331737

Pr (B0 H) = Pr (H[F) x Pr () =  x
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Aula 10 — Variaveis aleatdorias discretas

Nesta aula vocé aprenderda um conceito muito importante da teoria de
probabilidade: o conceito de varidvel aleatéria. Vocé vera que as variaveis
aleatorias e suas distribuigoes de probabilidade sao a ferramenta fundamental
na modelagem de fenomenos aleatérios. Definiremos as variaveis aleatérias
discretas e continuas, mas nesta aula iremos nos concentrar nas variaveis

discretas, apresentando os seguintes conceitos:

e funcao de distribuicao de probabilidade de uma varidvel aleatoria dis-

creta;
e funcao de distribuicao acumulada de uma varidavel aleatoria discreta;

e funcoes de variaveis aleatorias discretas;

Esses conceitos serao apresentados através de exemplos classicos, en-
volvendo basicamente moedas, dados e baralho, mas ao final da aula apre-

sentaremos exemplos completos abordando situagoes praticas.

Variavel aleatoria

Consideremos o seguinte experimento aleatério: sortear uma amostra
de 20 funcionarios de uma empresa que tem 500 funcionarios. O espaco
amostral deste experimento é formado por todas as amostras possiveis e,

como a ordem nao importa e nao deve haver repeticao de funcionarios, o

500
20

amostral é formado pela relacao dos 20 funcionarios sorteados. No entanto,

niumero total de tais amostras é #€) = ( ) Cada elemento desse espaco
em geral, o interesse nao esta nos funciondrios em si, mas, sim, em alguma
caracteristica deste funcionario, por exemplo, sua altura, se tem curso supe-
rior ou nao, numero de dependentes, etc. Dessa forma, poderiamos calcular a
altura média dos funcionarios da amostra, o nimero médio de dependentes, a
proporcao de funcionarios com curso superior, etc. Com isso, a cada amostra
possivel, ou seja, a cada ponto do espago amostral associamos um numero.

Essa ¢é a definicao de variavel aleatoria.

AULA 10
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Definicao
Uma variavel aleatdria é uma funcao real (isto é, que assume valores em
R) definida no espago amostral {2 de um experimento aleatério. Dito de

outra forma, uma variavel aleatoria é uma funcao que associa a cada evento

de €2 um numero real.

Por questoes de simplicidade, muitas vezes abreviaremos a expressao
variavel aleatéria por v.a.. A convencao usual para representar uma v.a.
consiste em usar letras maitsculas como X, Y, etc. Um valor especifico, mas
genérico, dessa variavel sera representado pela letra mintscula correspon-

dente: z,y, etc.
Exemplo 10.1

Consideremos o langamento de dois dados equilibrados. Como ja visto,
o espago amostral desse experimento é formado pelos pares ordenados (i, )
onde 7,5 =1,2,3,4,5,6. Esse é um experimento onde o espago amostral nao
é formado por nimeros. Suponhamos que nosso interesse esteja no maximo
das faces dos dois dados. Nesse caso, a v.a. X = “maximo das 2 faces” pode
assumir os valores 1, 2, 3,4, 5, 6, conforme ilustrado na Figura 10.1. Ai pode-

mos ver que o valor X = 2 corresponde ao evento A = {(1,2),(2,1),(2,2)}.

(1,5),(5,1),(2,5),(5,2)
(3,5),(5,3),(4,5),(5,4),(5,5)

(1,6),(6,1),(2,6),(6,2)
(3,6),(6,3),(4,6),(6,4)

(5,6),(6,5),(6,6)

(1,4).,(4,1),(2,4),(4,2),
(3,4),(4,3),(4,4)
\ \ /
I |
| |

| | | |
| | | |
1 2 3 4 5 6

Figura 10.1: Variavel aleatéria X = “maximo das faces de 2 dados”.
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No exemplo anterior, a variavel aleatéria podia assumir um ntmero
finito de valores. Suponhamos, agora, que o experimento consistisse em
sortear uma pessoa de um grupo de 20 adultos e a esse experimento as-
socidssemos a v.a. X = “altura (em cm) da pessoa sorteada”. Nesse caso,
os possiveis valores de X estariam em um intervalo, digamos, (120, 210). Isso

nos leva a seguinte definicao.

Definicao
Uma varidvel aleatéria é discreta se sua imagem (ou conjunto de valores

que ela assume) é um conjunto finito ou enumerdvel. Se a imagem é um

conjunto nao enumeravel dizemos que a variavel aleatoria é continua.

Lembre-se que, na primeira parte do curso, estudamos as variaveis

quantitativas discretas e continuas.

Nesta aula e nas duas préximas estudaremos apenas as variaveis aleatorias

discretas, apresentando varios conceitos relacionados a elas.

Funcao de distribuicao de probabilidade

Os valores de uma v.a. discreta sao definidos a partir do espago amostral
de um experimento aleatorio. Sendo assim, é natural perguntarmos “qual é
a probabilidade do valor 77 No exemplo do méximo das 2 faces de um dado
da Figura 10.1, por exemplo, vimos que o valor X = 2 corresponde ao
evento A = {(1,2),(2,1),(2,2)}, enquanto o valor X = 1 corresponde ao
evento B = {(1,1)}. Sendo assim, é de se esperar que o valor 2 seja mais
provavel que o valor 1. Podemos calcular a probabilidade de X = 2 usando

a seguinte equivaléncia de eventos:
{(X=2}=A4={(1,2),(2,1),(2,2)}

Dessa forma, podemos definir

3
Pr(X = 2) = Pr(A) = —
HX =2) = Pr(4) = =
De maneira analoga obtemos que
1 5
(X =1) = & Pr{X=3))=
Pr(X=4}) = -  Pr{X=5)=——  Pr({X—6})——
B L EAE TS SR L TG B L EET:

Esse exemplo ilustra o conceito de funcao de distribuicao de probabilidade

de uma v.a. discreta.
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Definicao

Seja X uma variavel aleatoéria discreta. A funcao de distribuicao de
probabilidades de X ¢é a fungao fx (z) que associa, a cada valor possivel
x de X, sua respectiva probabilidade, calculada da seguinte forma: fy (x)
é a probabilidade do evento {X = z} consistindo em todos os resultados do

espaco amostral que deram origem ao valor x.

fx@) =Pr({X=2})= >  Pr(w) (10.1)

we: X (w)=x

Para nao sobrecarregar o texto, omitiremos os colchetes oriundos da
notagao de evento/conjunto e escreveremos Pr (X = x) no lugar de Pr ({X = z}),
que seria a forma correta. Além disso, abreviaremos por fdp o termo funcao
de distribuicao de probabilidade.

Das propriedades (axiomas) da probabilidade resultam os seguintes

fatos sobre a funcao de distribuicao de probabilidades de uma v.a. X:

fx(z) >0 (10.2)
> fx(@) =1 (10.3)

onde ) indica somatério ao longo de todos os possiveis valores de X. Note
T

que a segunda propriedade é decorrente do axioma Pr (€2) = 1, pois os even-
tos {X = 2} sdo mutuamente exclusivos e formam uma particao do espago
amostral. Essas sao as condicoes definidoras de uma funcao de distribuicao

de probabilidade.

Calculo da fungao de distribuicao de probabilidade

O célculo da fdp de uma v.a. X qualquer se d& em trés etapas:

e primeiro, temos que identificar todos os possiveis valores x da v.a. X;

e segundo, temos que identificar os resultados que dao origem a cada

valor = e suas respectivas probabilidades;

e finalmente, temos que somar todas essas probabilidades para obter

fx(z).
CEDERJ
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Exemplo 10.2

Considerando novamente a v.a. definida na Figura 10.1, podemos

resumir a fdp da varidavel em questao na seguinte tabela:

v 1 2 3 4 5 6
7
fx(@) |5 3 3% 3 s s

Exemplo 10.3

Consideremos novamente o lancamento de dois dados, mas agora vamos
definir a seguinte v.a. X = “soma das 2 faces”. Para facilitar a solucao desse
problema, vamos construir uma tabela de duas entradas, onde cada dimensao

representa o resultado de um dado e em cada cela temos a soma das duas

faces.

1 2 3 4 5 6
112 3 4 5 6 7
2(3 45 6 7 8
314 56 7 8 9
415 6 7 8 9 10
5(6 7 8 9 10 11
6|7 8 9 10 11 12

Como cada ponto do espaco amostral é equiprovavel, a fdp de X é:

+ |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
Jx(®) | 35 3 3 3 3 36 36 36 36 35 36

Representacao grafica da funcao de distribuicao de probabilidade

A funcao de distribuicao de probabilidade de uma v.a. discreta X que
assume um numero finito de valores pode ser representada por um gréfico
de colunas, onde a cada valor de X corresponde uma coluna cuja altura
representa a probabilidade do respectivo valor. Na Figura 10.2 ilustra-se a

fdp da v.a. X = “soma das faces de 2 dados”.
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6/36 —

5/36 1 — —

4/36 - — —
3/36 -

ﬁ::ﬂﬂ, ' -

5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 10.2: Funcao de distribuicao de probabilidade de X = “soma das faces de 2
dados”.

Exemplo 10.4

Dentre os 5 alunos de um curso com coeficiente de rendimento (CR)
superior a 8,5, dois serao sorteados para receber uma bolsa de estudos. Os
CRs desses alunos sao: 8,8; 9,2; 8,9; 9,5; 9,0.

1. (a) Designando por A, B, C, D, E os alunos, defina um espago amostral

para esse experimento.

(b) Seja X = CR médio dos alunos sorteados. Liste os possiveis valo-
res de X.

(c) Liste o evento X >9,0.
(d) Encontre a fdp de X e calcule Pr(X > 9).

Solugao:

(a) Note que aqui a ordem nao importa; logo, # = (g) = 10. Mais

especificamente,

CEDERJ
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(b) Usando uma tabela de duas entradas podemos representar os va-

lores de X da seguinte forma:

A(8,8)  B(9,2)  C(8,9) D(9,5) E(9,0)
A(8,8) 88492 —-9,0 8,8 9,15 8,90

B(9,2) 9,05 9,35 9,10

C(8,9) 9,20 8,95

D(9,5) 9,25

E(9,0)

() {X =9} ={(4,B),(4,D),(B,C),(B,D),(B,E),(C,D), (D, E)} .

(d) Como todos os pontos do espago amostral sao equiprovéveis, a fdp

de X é:

a: 885 890 895 9.00 905 910 915 920 925 935
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

px(®) | 1§ %% i 1 i i 16 i is_ 19

ePr(X >9) =L+

Exemplo 10.5

Um homem possui 4 chaves em seu bolso. Como estd escuro, ele nao
consegue ver qual a chave correta para abrir a porta de sua casa. Ele testa

cada uma das chaves até encontrar a correta.

1. (a) Defina um espago amostral para esse experimento.

(b) Defina a v.a. X = numero de chaves experimentadas até conseguir
abrir a porta (inclusive a chave correta). Quais sdo os valores de
X7

(c) Encontre a fdp de X.

Solugao:

(a) Vamos designar por C' a chave da porta e por Ey Es e E5 as outras
chaves. Se ele para de testar as chaves depois que acha a chave

correta, entao o espago amostral é:

C, E\C, EyC, EsC,
E\EC ESsECEVE3C)EsEC EsEsC EsEsC
E\EyEC, EVEsEXCL EsFyEsC
ESsEsE\C, EsEV ESC EsEsEyC

0=
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(b) Podemos ver, na listagem de 2, que X =1,2,3,4.

(c¢) Note que todas as chaves tém a mesma chance de serem sorteadas
e obviamente cada chave testada nao é colocada de volta no bolso.

Feitas essas observacoes, podemos ver que

Pr( X = 1)= Pr( ) 1
= ( 1 ) + PI‘(EQ ) + PI'(EgC)
U I EI
473 473 473 4

PI'(X = 3) Pr (E EQC) + Pr(EgElC) + PI'(ElEgC)

1 1

>k

( E C) + PI‘(EQEgC) + PI‘(EgEQC)

1 1

_ — X = = —

4 3 2 4

PI'(X = 4) PI’(ElEQEgC) + PI’(ElEgEQC) + Pr(EgElEgc) +
PI’(EQEgElc) + PI’(EgElEQC) + PI’(EgEQElc)

1 1 1 1
= X -X=-X=-Xx1=-
4 3 2 4
Logo, a fdp de X ¢é
x 1 2 3 4
fx (x) i i % i

Atividade 10.1

1. Cinco cartas sao extraidas de um baralho comum (52 cartas, 13 de cada
naipe) sem reposi¢ao. Defina a v.a. X = nimero de cartas vermelhas

sorteadas.

(a) Quais sado os possiveis valores de X7

(b) Encontre a fdp de X.

2. Numa urna ha 7 bolas brancas e 4 bolas verdes. Cinco bolas sao ex-

traidas dessa urna sem reposicao. Defina a v.a. X = numero de bolas

verdes.

(a) Quais sdo os possiveis valores de X7

(b) Encontre a fdp de X.

3. Repita o exercicio anterior para o caso de extracoes com reposicao.
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Funcao de distribuicao acumulada

A partir da funcao de distribuicao de probabilidades de uma v.a. dis-
creta X ¢é possivel calcular a probabilidade de qualquer evento associado
a ela. Por exemplo, considere novamente a fdp da varidavel aleatoria X =

“méaximo das faces de 2 dados”:

x 1 2 3 4 5 6
1 3 5 7 9 11
fx(@) |36 36 36 36 36 35

A partir dela, podemos calcular as seguintes probabilidades:

Pr(X>5) = Pr({X:5}U{X:6}):Pr(X:5)+Pr(X:6):%
PrX<2) = Pr({X=1}U{X=2})=Pr(X = 1)+ Pr(X =2) =

Na verdade, a fdp de uma varidvel aleatoria discreta X nos da toda a in-
formagao sobre X. Existe uma outra fun¢ao com tal caracteristica (na ver-
dade, sob determinadas condigoes, podemos achar outras fungoes com tal
caracteristica), que é a funcao de distribui¢ao acumulada de X, cuja definigao

apresentamos a seguir.

Definicao
Dada uma variavel aleatéria (discreta) X, a fungao de distribuigao acu-

mulada de X é definida por

Fx(z)=Pr(X <ux) Ve R (10.4)

E interessante notar que a funcao F'x esta definida para todo ntmero
real x. Antes de passar as propriedades tedricas da funcao de distribuicao
acumulada (usaremos a abreviac¢ao fda), também conhecida como funcao de

distribuicao, vamos ver um exemplo.
Exemplo 10.6

Continuando com a fdp da v.a. X = “maximo das faces de 2 dados”,

devemos notar inicialmente que nenhum valor menor que 1 é possivel. Logo,

Fx(z)=0 V<l
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Para x =1 temos que

Fy(1) = Pr(X<1)=Pr(X <1)+Pr(X =1) (10.5)
1 1

Para qualquer valor de z tal que 1 < z < 2, temos que fx(x) = 0. Logo,

Fx(z) = Pr(X<1)+Pr(l<X<ux)
= Fx(1)+0=Fx(1) Ve:l<az<2 (10.6)

Juntando os resultados (10.5) e (10.6), obtemos que

1
FX(x):FX(l):% Ve:1<xz<2

Com raciocinio analogo, obtemos que

Fx(2) = Pr(X<2) (10.7)
= Pr(X<1)+Pr(l<X<2)+Pr(X=2)
S
36 36 36

e para x € (2,3)

Fx(x)=Pr(X <2)+Pr2< X <z)=Fx(2)+0=Fx(2) Vr:2<x<3

(10.8)
ou seja,
4
FX(x):FX(Z):% Ve:2<x<3
Continuando obtemos que
9
Fx(z) = FX(S):% Ve:3<z<4
16
Fx(z) = FX(4):% Ve:4<x<5h
25
Fx(xz) = FX(5):% Ve:5<z<6

Para x > 6 devemos notar que o evento {X < x} corresponde ao espago

amostral completo; logo
Fx(z)=1 Ve >6

CEDERJ
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Dessa forma, a fda de X ¢ a seguinte funcao

(

0 r<l1
1/36 1<z<?2
4/36 2<x<3
Fx(z) = 9/36 3<z<4
16/36 4 <z <5
25/36 5<x<6

1 r>6

\

Na Figura 10.3 temos o grafico de tal fungao, onde a escala vertical estd

em multiplos de %. Note que esse grafico tem a forma de uma “escada”, com

saltos de descontinuidade nos valores da v.a. X.

22

BRG]

DPNPROCONPADNOO

Figura 10.3: Funcao de distribuigao acumulada de X = “maximo das faces de 2 dados”.

Propriedades da funcao de distribuicao acumulada

Os axiomas da probabilidade e as propriedades deles decorrentes nos

permitem obter as seguintes propriedades da funcao de distribuicao acumu-

lada de uma v.a. X.

1. Como 0 < Pr(A) <1 segue que

2. Do axioma Pr(Q2) = 1 resulta que

lim Fx (z) =1

T—00

(10.9)

(10.10)
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Note que o evento {X < oo} corresponde a todos os numeros reais e,

portanto, inclui todos os valores de X.

. Da propriedade Pr(@) = 0 resulta que

lim Fy (z) =0 (10.11)

r——00

Note que o evento {X < —oo} corresponde ao evento impossivel.

. Fx () é uma func¢ao ndo decrescente, isto é, se

Esse resultado segue do fato de que, se a < b, entao o evento {X < a} C
{X < b} e, portanto, Pr({X < a}) < Pr({X <b}), ou seja, Fx (a) <
Fx (b).

. Fx (z) é uma fungao continua a direita, isto é

Fx (b) = lim Fx (b+h) £ Fx (b") (10.13)

. A fdp de X pode ser calculada a partir da fda da seguinte forma:

fx () = Fx () = lim Fx (z = 0) £ Fy (z) — Fx (z7) (10.14)

Note que isso significa que fx(z) é igual ao tamanho do “salto” da fda

no ponto x.

A conclusao que podemos tirar é a seguinte: a funcao de distribuicao

de probabilidades (fdp) e a funcao de distribui¢do acumulada (fda), ambas
nos dao todas as informagcoes sobre a variavel aleatoria X e a partir de uma

podemos obter a outra, de forma inequivoca.

Exemplo 10.7

Dada a fungao

0 r <1
1/2 1<z<?2
Fz)=< k 2<z<3
3/4 3<x<A4

\1 T >4
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onde k é uma constante, determine os possiveis valores de k para que F(x)
seja a funcao de distribuicao acumulada de uma variavel aleatoria X. Em

seguida, determine a funcao de distribuicao de probabilidade desta v.a. X.
Solugao:

Como a fda de qualquer v.a. X tem que ser uma fungao nao decrescente,
concluimos que k tem que ser maior ou igual a % Pela mesma razao, k tem

que ser menor ou igual a %. Dessa forma, os possiveis valores de k pertencem
13
2014
de descontinuidade da funcao F(z). Logo, X assume os valores 1,2,3,4. As

ao intervalo [ } . Os valores possiveis da v.a. X correspondem aos pontos

probabilidades desses valores sao dadas pelo tamanho do “salto” de F(z) :

1
PX = 1)=:
( )=3
1
3
P(X = 3)=7—k
1
P(X = 4):1—%:—

Funcoes de variaveis aleatérias

Dada uma v.a. X, podemos obter outras variaveis aleatorias através de
fungoes de X e, da mesma forma que calculamos a funcao de distribuicao de

probabilidade de X, podemos calcular a fdp dessas novas varidveis.
Exemplo 10.8

Considere a v.a. X cuja fdp é dada na tabela abaixo:

T 2 1 0 1 2 3
fx(x) 01 02 02 03 01 0,1

Consideremos a funcio Y = ¢g(X) = X2 Entdo, Y é uma nova varidvel
aleatoria, cujos possiveis valores sao 0, 1,4, 9. Para calcular as probabilidades
desses valores, temos que identificar os valores de X que originaram cada um

deles. Temos a seguinte equivaléncia de eventos:
{Y =0} = {X=0}
{Y =1} {X=-1}U{X =1}
{Y =4} = {X=-2}U{X =2}
{Y =9} = {X=3}
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(O simbolo = representa’ “é equivalente a”). Como os eventos sdo mutua-

mente exclusivos, segue que

Pr(Y=0) = Pr(X=0)=0,2
PrY=1) = Pr(X=-1)4+Pr(X=1)=0,5
Pr(Y=4) = Pr(X=-2)+Pr(X=2)=0,2
Pr(Y=9) = Pr(X=3)=0,1
e podemos resumir essa fdp como
Y 0 1 4 9

fr(y) 02 05 02 0,1

Funcgao de variavel aleatoria
Seja X uma variavel aleatoria discreta com fungao de distribuicao de pro-
babilidade fx (z). Se definimos uma nova v.a. Y = g(X), onde g é uma

funcao real qualquer, entao a fdp de Y é calculada como

o= 3 @

{z|g(z)=y}

Atividade 10.2

Seja Y uma variavel aleatoria com fdp dada por

Y -3 -1 0 2 ) 8 9
fy(y) 0,25 0,30 0,20 0,10 0,07 0,05 0,03

Defina Z = 2Y — 3. Encontre a fdp da variavel aleatéria Z.

Resumo da Aula

Nesta aula vocé estudou importantes conceitos sobre variaveis aleatorias.

Certifique-se de ter compreendido bem cada um deles.

e Uma varidvel aleatéria (v.a.) ¢é uma fungdo real (isto é, que as-
sume valores em R) definida no espago amostral 2 de um experimento
aleatorio. Dito de outra forma, uma variavel aleatéria é uma fungao

que associa a cada evento de {2 um nimero real.
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e Uma variavel aleatéria é discreta se sua imagem (ou conjunto de va-
lores que ela assume) é um conjunto finito ou enumeravel. Se a ima-
gem é um conjunto nao enumeravel dizemos que a variavel aleatoria é

continua.

e Seja X uma varidavel aleatoria discreta. A funcgao de distribuicao
de probabilidades de X ¢ a fungao fx (x) que associa, a cada valor
possivel x de X, sua respectiva probabilidade, calculada da seguinte

forma:

fx(@)=Pr({X=a})= >  Prw)

we: X (w)=zx

e A fdp de uma v.a. discreta satisfaz as seguintes propriedades:

fx(x) = 0

> o fx(@) =1

e pode ser representada por um grafico de colunas, caso X assuma

poucos valores.

e Dada uma variavel aleatéria (discreta) X, a fungao de distribuigao

acumulada (fda) de X é definida por

Fx(z) =Pr(X <x) Vex e R

Exercicios

1. A demanda por um certo produto pode ser vista como uma variavel

aleatéria X cuja fungao de distribui¢do de probabilidade fx(z) é esti-

mada por
Numero de unidades demandadas 1 2 3 4
fx(z) =Pr(X =2) 0,25 0,45 0,15 0,15

(a) Verifique se fy(x) realmente define uma fdp.
(b) Obtenha a func¢ao de distribuigdo acumulada de X.

(c¢) Usando a fda calculada no item anterior, calcule Pr(X < 3,5).
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2. Uma variavel aleatoria discreta X tem a seguinte funcao de distribuicao

de probabilidade

ﬁ .1':0,1

fx(x) =
0 r#0ex#1

onde k é uma constante.

(a) Determine o valor de k para que fx seja uma fdp.

(b) Calcule a funcao de distribuigdo Fx(x).

3. Considere o langamento de trés moedas e denote por K a ocorréncia de

cara e por C' a ocorréncia de coroa. Se ocorre o evento CCC', dizemos
que temos uma seqiiéncia, ao passo que se ocorre o evento C'KC' temos
trés seqiiéncias. Defina a v.a. X = “nimero de caras obtidas” e Y =

“nimero de seqiiéncias obtidas”. Obtenha as distribuicoes de X e Y.

Solucao das Atividades

Atividade 10.1

1. (a) No baralho ha 26 cartas vermelhas, 13 de ouros e 13 de copas.

Logo, os possiveis valores de X sao 0, 1, 2, 3, 4, 5.

(b) O ntmero de pontos do espago amostral é # = (552).

(5)
Pr(X = 0)=Pr(5 pretas) = (5—52>
5
26 x 25 x 24 x 23 x 22
52 X 51 x 50 x 49 x 48
23 x 22

= =0,0253
2xHl x2x49 x 2

Pr(X =1) = Pr(4 pretas, 1 vermelha) =

26 x 25 x 24 x 23
XXX 9

_ 4x3x2 26 x25x 23 x26
52 x 51 x50 x 49 x48 52 x 51 x 10 x 49 x 2
ODX4x3x2
5 x23x13 65 x 23

= =0,14
2x51x2x%x49 4x51x49 0, 1496
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Pr(X =2) = Pr(3 pretas, 2 vermelhas ) =

26 x 25 x 24 26 x 25

N 3x2 < 2 26x25x4x13x25
02 x51Ix50x49x48 52 x5l x5 x49 x4
dX4x3Ix2

5><13><25_ 65 X 25
2x51x49 2x51 x49

= 0,3251

Como o numero de cartas pretas e vermelhas é o mesmo, resulta

que

Pr(X = 3) = Pr(2 pretas,3 vermelhas ) =

Pr (X = 4) = Pr(1 preta,4 vermelhas) = ~

26
Pr(X =5) = Pr(5 vermelhas) = % =0,0253
5

Logo, a fdp de X ¢é

T 0 1 2 3 4 5
px(z) | 0,0253 0,1496 0,3251 0,3251 0,1496 0,0253

2. Note que temos bolas brancas em quantidade suficiente para podermos
tirar todas brancas (X = 0), mas ndo temos bolas verdes suficientes

para tirar todas verdes.

(a) Como ha apenas 4 verdes, os valores de X sao 0,1,2,3,4.

(b) A cardinalidade do espago amostral é

11\ 11x10x9x8x7
0= _ ~ 11 — 462
#* (5> 5x4x3x2 X 67 =46

7
Pr(X = 0)= Pr(5 brancas) = %
5
7 6 5 4 3 1 3
11 10 9 & 7 22 66
(1) ()
Pr(X = 1)=Pr(1 verde, 4 brancas) = m

TX6XDH
3x2 10 20

11x6x7 33 66

4 %
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3.

(2) )

Pr(X = 2)=Pr(2 verdes, 3 brancas) = T 67
4x3 o 7TX6X%X5D
_ 2 3x2 _ 5 30
11 x6x7 11 66
(s) ()
Pr(X = 3)=Pr(3 verdes, 2 brancas) = #627
7x6
X 212
 1Ix6x7 11 66
(1) ()
Pr(X = 4)=Pr(4 verdes, 1 branca) = —*-12—
11 x6x7
B Ix7 1
- 11x6x7 66

Logo, a fdp de X é

X

2 3 4

Slee| ©

px()

20 30 12 1

66 66 66 66

(a) Se as extragoes sao feitas com reposigao, em cada extracao pode-

mos tirar bola branca ou verde.

sao 0,1,2,3,4,5.

Logo, os possiveis valores de X

(b) Com reposigao, sempre temos na urna 7 brancas e 4 verdes e em

cada extragao, temos que Pr(branca) =

as extragoes sao independentes,

L e Pr(verde) =

resulta que

4
T Como

11

7\ "
Pr(X =0) = Pr(5 brancas) = (—) =0,1044

= 1) = Pr(1 verde, 4 brancas)

() () v

Pr(X = 2)=
-

N
/T

Pr(X = 3)=Pr(

r(2 verdes, 3 brancas)

7\° / 4\?
- — ) = 4
11) (11) 0, 3408

3 verdes, 2 brancas)

SO () o
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Pr(X = 4)=Pr(4 verdes, 1 branca)
SN (7N [ 4)
= () () oo

Pr(5 verdes)

4 5
= (=) =0,0064
11

x 0 1 2 3 4 5
px(z) | 0,1044 0,2982 0,3408 0,1948 0,0556 0,0064

Logo, a fdp de X é:

A razao de multiplicarmos pelos niimeros combinatérios se deve
ao fato de que a(s) bola(s) verde(s) podem sair em qualquer uma

das extragoes.

Atividade 10.2

Note que Z é uma fungao linear de Y.
Y=-3=272=-9 Y=5=2=7
Y=—-1=27=-5 Y=8=27=13
Y=0=272=-3 Y=9=27=15
Y=2=7=1

Logo, a fdp de Z é

z -9 -5 =3 1 7 13 15
fz(z) 10,25 0,30 0,20 0,10 0,07 0,05 0,03

Solucao dos Exercicios
1.

(a) 0,25+0,45+40,1540,15 = 1 e todos os valores sdo nao negativos.
Logo, fx é uma funcao de distribuicao de probabilidade.

(b)

0 sex <1

0,25 sel<zr<?2

Fx(z)=4 0,70 se2<z<3

085 sed<x<4

1,00 sex >4
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(c) Temos que
Pr(X < 3,5) = Fx(3,5) = 0,85

(a) Os valores possiveis da v.a. sdo 0 e 1. Entao, temos que ter

k k
k k 3k+k 6 3
27 % 7% TRTIT
Logo,
3
5 3
0) = 2=2
fx(0) 5 =1
3
s 1
1) = 2=
() = 21
(b) A fda de X é
0 sex<0
Fx(x) =4 2 se0<z<1
1 sex>1

3. O espaco amostral, bem como as varidveis aleatorias e suas fdp ‘s estao

dadas nas tabelas a seguir:

w Pr(w) | X | Y
cco |t o131
CCK | ¢ |22
CKC| L |23
KCoC | § |22
CKK | § |1]2
KCK | Lt |1]3
KKC| Lt |1]2
KKK | Lt Jo|1
T 0 1 2 3
fx@) |5 § § 35
Y 1 2 3
frly) 5 5 3
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Aula 11 — Esperanca e variancia de variaveis

aleatorias discretas

Nesta aula voceé estudara os conceitos de média e variancia de varidveis
aleatorias discretas, que sao, respectivamente, medidas de posicao e dispersao

da distribuicao de probabilidade.

Introducao

Consideremos novamente o experimento aleatério “lancamento de um
dado”, mas agora um dado que sabemos nao ser equilibrado. Como pode-
riamos proceder para calcular a probabilidade de cada face? Uma resposta,
talvez intuitiva, seria langar esse dado um grande niimero de vezes e observar
o numero de ocorréncias de cada face. As freqiiéncias relativas nos dariam,
entao, o que poderiamos pensar como sendo a probabilidade de cada evento
simples (face). E de se esperar que, quanto maior o ntimero de repeticoes do
experimento (lancamento do dado), mais préximas das “verdadeiras” proba-
bilidades estariam essas freqiiéncias relativas. Esta é, assim, a definicao de

probabilidade de um evento através da frequiéncia relativa:

numero de ocorréncias de A

Pr(A) =

nimero de repeticoes do experimento

onde o nimero de repeticoes do experimento deve ser grande.

Ao trabalharmos com variaveis aleatorias, podemos pensar também nas
probabilidades dos diferentes valores da variavel como sendo freqiiéncias re-
lativas em um numero sempre crescente de repeticoes do experimento, ou
seja, podemos pensar as probabilidades como sendo limites das freqiiéncias
relativas. Dessa forma, temos um paralelo entre a funcao de distribuicao
de probabilidade e as freqiiéncias relativas simples e entre a funcao de dis-

tribuicao acumulada e as freqiiéncias relativas acumuladas.

No estudo das distribuicoes de freqiiéncias de variaveis quantitativas,
vimos como calcular medidas de posicao e medidas de dispersao da variavel
em estudo. De modo andlogo, definiremos medidas de posigao e dispersao

para distribuicoes de probabilidades de varidveis aleatérias.
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Esperanca ou média de variaveis aleatorias discretas

No estudo das distribuicoes de freqiiéncias de variaveis quantitativas,
vimos que a média de dados agrupados em classes era calculada como uma
média ponderada dos pontos médios das classes (valores representativos),

com a ponderagao definida pelas freqiiéncias relativas das classes.

No estudo de variaveis aleatérias e suas distribuigoes de probabilidades,
estamos associando ntimeros aos pontos do espaco amostral, ou seja, o resul-
tado é sempre uma varidvel quantitativa (note que os resultados cara e coroa
nao definem uma variavel aleatéria; para tal, temos que associar nimeros,
0 e 1 por exemplo, a esses resultados). Sendo assim, faz sentido perguntar

“qual é o valor médio da variavel aleatéria X7”

Definicao
Seja X uma variavel aleatoria discreta que assume os valores x1, x5, ... com
probabilidades p1, pa, . .. respectivamente. A média ou esperancga de X é

definida como
E(X)=> pai=>» x;Pr(X =ux) (11.1)

onde o somatdrio se estende por todos os valores possiveis de X.

Podemos ver, entao, que a esperanca de X é uma média dos seus valo-
res, ponderada pelas respectivas probabilidades. Lembre-se que no caso das

distribuigoes de freqiiéncias tinhamos 7 = ) f;z;. Como antes, a média de

3
uma v.a. X estd na mesma unidade da varidvel.
Exemplo 11.1

Em determinado setor de uma loja de departamentos, o niimero de
produtos vendidos em um dia pelos funcionarios é uma variavel aleatéria P
com a seguinte distribui¢ao de probabilidades (esses nimeros foram obtidos

dos resultados de varios anos de estudo):

Ntumero de produtos 0 1 2 3 4 5 6
Probabilidade de venda | 0,1 0,4 0,2 0,1 0,1 0,05 0,05

Cada vendedor recebe comissoes de venda, distribuidas da seguinte forma:

se ele vende até 2 produtos em um dia, ele ganha uma comissao de R$10,00
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por produto vendido. A partir da terceira venda, a comissao passa para
R$50,00 por produto. Qual é o nimero médio de produtos vendidos por

cada vendedor e qual a comissao média de cada um deles?
Solugao:

O numero médio de vendas por funcionario é

E(P) = 0x0,14+1x0,4+2x0,24+3x0,1
+4x0,145x%0,05+6 x 0,05
= 2,05

Com relacao a comissao, vamos construir sua fdp:

Numero de produtos P | 0 1 2 3 4 ) 6
Comissao C' 0O 10 20 70 120 170 220
Probabilidade de venda | 0,1 0,4 0,2 0,1 0,1 0,05 0,05

E(C) = 0x0,1+10%0,4420% 0,24 70 x 0,1
4120 x 0,1+ 170 x 0,05 + 220 x 0,05
= 46,5

ou seja, a comissao média didria de cada vendedor é R$46,50.

Assim como no caso das distribuicoes de freqiiéncia, a esperanca de X

¢ o centro de gravidade da distribuicao de probabilidades.

Esperanca de fungoes de variaveis aleatoérias

Vimos que é possivel obter novas variaveis aleatérias a partir de fungoes
g(X) de uma varidvel X e através da fdp de X podemos obter a fdp de Y.
Sendo assim, podemos calcular a esperanca de Y. Foi exatamente isso o que

fizemos no caso das comissoes no exemplo acima, onde tinhamos

B 2P se P <2
| 2P+50x (3—P) se P>2

Analisando atentamente aquele exemplo e notando que, por definicao de
fungao, a cada valor de X corresponde um tunico Y = ¢(X), obtemos o

resultado geral sobre a esperanca de funcoes de variaveis aleatorias.

239 CEDERJ




PROBABILIDADE
E ESTATISTICA

CEDERJ

Esperanca e varidncia de varidveis aleatdrias discretas

Esperanca de fungoes de uma variavel aleatéria
Seja X uma variavel aleatoria discreta com fungao de distribuicao de pro-

babilidade fx (z). Se definimos uma nova v.a. Y = g(X), entao

E(Y)=E[g(X)]=) g(2)fx(2) (11.2)

Exemplo 11.2

Considere a v.a. X, ja analisada no Exemplo 10.8 onde calculamos

E(X?).

T 2 1 0 1 2 3
fx(z) |01 02 02 03 01 0,1

Naquele exemplo, calculamos a fdp da v.a. Y = X? e a partir dela podemos
calcular:

EY)=FE(X?)=0%x0,2+1x0,5+4%x0,2+9x0,1=2,2

Usando o resultado acima, podemos fazer simplesmente:

E(X?) = (=2)"x0,14(=1)>x0,2+0%x 0,2
+1*x0,3+2° x0,1+3*x0,1
= 2,2

sem necessidade do célculo da fdp de Y.

Propriedades da esperanca

As propriedades da esperanca sao as mesmas vistas para a média de
uma distribuicao de freqiiencia. No que segue, X é uma variavel aleatéria
discreta com distribuigao de probabilidades fx(z) e a,b # 0 s@o constantes
reais quaisquer. Temos, entao, os seguintes resultados, cujas demonstracoes

sao imediatas a partir da defini¢ao de esperanca:
E(a)=a (11.3)

EX+a)=EX)+a (11.4)
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E(bX)=0bE(X) (11.5)
Tmin < F(X) < Timax (11.6)

Nessa tultima propriedade, Tin € Tmax Sa0 0s valores minimo e maximo da

variavel X.
Atividade 11.1

1. Encontre a esperanca da v.a. X definida no Exercicio 1 da Ativida-
de 10.1.

2. Encontre a esperanca da v.a. X definida no Exercicio 3 da Ativida-
de 10.1.

3. Encontre a esperanca das v.a. Y e Z definidas no Exercicio 1 da Ativi-
dade 10.2.

Variancia de uma variavel aleatoria

A esperanca de uma variavel aleatéoria X é uma medida de posicao. No
entanto, é possivel que duas varidaveis bem diferentes tenham a mesma es-

peranca, como ¢ o caso das duas distribuigoes apresentadas na Figura 11.1.

0,4
0,3 1
0,2 -

0,1

e il
1 2 3 4

I
6 7 8 9

5

0,4
0,3 1

0,2 -

Loopihihim

Figura 11.1: Distribui¢oes com mesma esperanga e diferentes dispersoes.
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Como j4 visto no caso da Estatistica Descritiva, é necessario mensurar
outros aspectos da distribuicao, entre eles a dispersao dos dados. Esta sera

medida através da distancia quadratica de cada valor a média da distribuigao.

Definicao

A variancia de uma varidvel aleatéria X é definida como

Var (X)=E[X — E(X)]? (11.7)

Vamos ver como calcular a variancia de uma v.a. discreta. Para isso,
vamos definir ¢(X) = [X — E(X)]*. Entéo, usando o resultado dado na

equagao (11.2), temos que

Var(X) = Elg(X)] =) [v = BX)] fx(2)

xT

Desenvolvendo o quadrado e usando as propriedades do somatério e da es-

peranca vistas na se¢ao anterior, resulta
Var (X) = Z {22 = 22E(X) + [E(X))} fx(z) =

= Zx fX —2E( )Z$fx ZfX

T

= Zx fx(x) = 2B(X)E(X) + [E(X)] x 1
el 2B 4 O =
= > o fx(2) — [B(X)

Mas, se definimos h(X) = X?, entao F [h(X)] = >_ 2? fx(z). Logo, podemos
escrever *

Var (X) = EX? — [E(X)]? (11.8)

que pode ser lida de maneira mais facil como “a variancia é a esperanca
do quadrado menos o quadrado da esperanca’. Lembre-se que tinhamos
visto resultado analogo para a variancia populacional de um conjunto de
dados (variancia é a média dos quadrados menos o quadrado da média).
Vimos também que a unidade de medida da variancia é igual ao quadrado

da unidade da variavel.
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Propriedades da variancia

Sendo uma medida de dispersao, é facil ver que sao validas as seguintes
propriedades (note que sdo as mesmas que vimos para uma distribuigao de

freqiiéncias), onde a, b # 0 s@o constantes quaisquer:
Var(X) >0 (11.9)
Var(a) =0
Var (X +a) =Var (X)
Var (bX) = b*Var (X)

Desvio padrao

Como ja dito, a unidade de medida da variancia é o quadrado da
unidade de medida da variavel em estudo, sendo assim, uma unidade sem
significado fisico. Para se ter uma medida de dispersao na mesma unidade

dos dados, define-se o desvio padrao como a raiz quadrada da variancia.

Definicao
O desvio padrao de uma variavel aleatéria X ¢é definido como a raiz

quadrada de sua variancia:

DP (X) = /Var (X) (11.10)

Como conseqiiéncia direta dessa defini¢ao e das propriedades da variancia,

temos as seguintes propriedades do desvio padrao, onde a,b # 0 sao con-
stantes reais quaisquer.
DP(X)>0

DP(a) =0
DP (X +a) = DP(X)
DP(bX) = |b| DP(X)
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Exemplo 11.3

Considere a v.a. Y definida na Atividade 10.2 com fdp dada por

y 3 -1 0 2 5 8 9
fr(y) 10,25 0,30 0,20 0,10 0,07 0,05 0,03

e seja Z = 2Y — 3. Vamos calcular a variancia de Y e Z.
Solucao:

Na Atividade 11.1 vocé calculou E(Y') e E(Z) como

E(Y) = —3x0,25—1x0,30+0x0,20+2x 0,10
+5 x 0,07+ 8 x 0,05+ 9 x 0,03
= 0,17

B(Z)=2x B(Y)-3=2x0,17—3 = —2,66
Vamos calcular agora E(Y?) :
E(Y?) = 9x0,25+1x0,30+0x0,20+4 x 0,10

+25x 0,074 64 x 0,05+ 81 x 0,03
= 10,33

Logo
Var(Y) = 10,33 — 0,17 = 10,3011

Usando as propriedades da variancia, temos que

Var(Z) =2* x Var(Y) = 41,2044

Exemplo 11.4

Um lojista mantém extensos registros das vendas diarias de um certo
aparelho. O quadro a seguir d& a distribuicao de probabilidades do nimero
de aparelhos vendidos em uma semana. Se o lucro por unidade vendida é de
R$500,00, qual o lucro esperado em uma semana? Qual é o desvio padrao

do lucro?

x = numero de aparelhos | 0 1 2 3 4 )
fx(z) 01 01 02 03 02 0,1
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Solugao:

Seja X o numero de aparelhos vendidos em uma semana e seja L o

lucro semanal. Entao, L = 500.X.

E(X) = 0x0,14+1x0,14+2x0,2
+3x0,3+4x0,245x0,1
= 2,7 aparelhos

E(X?) = 0°x0,14+1*x0,1+2*x0,2
+32x0,3+4*%x0,2+5%%x0,1
= 10,2 aparelhos®

Var (X)=10,2 - (2,7)* = 2,91 aparelhos
DP (X) = 1,706 aparelhos

Com relagao ao lucro semanal, temos que
E (L) =500F (X) = R$1350, 00
DP (L) = R$852,94
Exemplo 11.5

Seja uma v.a. X com fdp dada na tabela a seguir:

T 1| 2

fx(@) | p* | p* | p|p]| D

1. Encontre o valor de p para que fx(z) seja, de fato, uma funcdo de
distribuicao de probabilidade.

2. Calcule Pr(X >4) e Pr(X < 3).
3. Calcule Pr (| X — 3| >2).

4. Calcule E(X) e Var(X).
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Solugao:

1. Como Y fx(z) =1, temos que ter:

p:
—2+4+12 244
3?2 =1=3p"+2p—-1=0=>p= 6+ =5 7 ou
1
pP=3

Como p é uma probabilidade, temos que ter p > 0. Logo, o valor correto

ép:%.
1,1 _4

2. Pr(X >4)=Pr(X =4)+Pr(X =5)=p+p*=5+5 =5
Pr(X<3)=Pr(X=1)+Pr(X =2)=2p* =

3. Aqui temos que notar o seguinte fato sobre a fungao modulo, ilustrado
na Figura 11.2:
x>k
lz| > k< ¢ ou
r < —k

|z| < k< —k <z <k (parte em cinza da figura)

0
=
D
=

Figura 11.2: Fungao mdédulo.
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(a) Usando esses fatos, temos que

Pr(|X—3/>2) = Pr({X-3<-2} U {X-3>2)})

(
= Pr(X-3<-2)+Pr(X-3>2)=
= Pr(X <1)+Pr(X >5)
= Pr(X=1+Pr(X=5)=
= 2p2:§

4. Temos que

BE(X) = 1xp*+2xp*+3xp+4xp+5xp

= 1+2+1+4+5
9 9 39
= 29—32222

= 5 =3

BE(X?) = Pxp?+22xp* +3%xp+4* xp+5°xp?

B 1+4 3+16+25
9 9 3 9
_ 153
9 3
35 20\? 14
Var(X)=——-(—=| ==
3 9 81

Exemplo 11.6

Um jogador A paga R$5,00 a B e lanca um dado. Se sair face 3, ganha
R$20,00. Se sair face 4, 5, ou 6, perde. Se sair face 1 ou 2, tem o direito de
jogar novamente. Desta vez lanca 2 dados. Se sairem duas faces 6, ganha
R$50,00. Se sair uma face 6, recebe o dinheiro de volta. Nos demais casos,
perde. Seja L o lucro liquido do jogador A nesse jogo. Calcule a funcao de

distribuicao de probabilidade de L e o lucro esperado do jogador A.
Solugao:

Sabemos que o dado é honesto e que os lancamentos sao independentes.
O diagrama de arvore para o espago amostral desse experimento é dado na
Figura 11.3.
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1/6

1/2
4,5,6

1,2
2/6

Nenhum 6

Apenas um 6

Dois 6's

Lucro
-5+20=15
-5
(5/6)(5/6) -5
2(1/6)(5/6) -5+5=0
(1/6)(1/6) -5+50=45

Figura 11.3: Solucao do Exemplo 11.6.

Para calcular a probabilidade dos eventos associados aos lancamentos

dos dois dados (parte inferior da arvore), usamos o fato de que a probabilidade

da intersecao de eventos independentes é o produto das probabilidades. No

calculo da probabilidade de uma face 6, multiplicamos por 2 porque a face 6

pode estar em qualquer um dos dois dados. Vemos que os valores do lucro L
sao: -5; 0; 15;45 e afdp de L é

Lucro ¢ -5 0 15 45
Pr(L=10) | 3+2x3x2|2x2xtx2| ¢ [2x§x¢
ou
Lucro ¢ -5 | 0 | 15| 45
Pr(L=10) | 2| & | 2| 5%
158 36 2 160
E(L):—5><2—16—1-15><2—16+45><2—16:—2—16:—0,74

Atividade 11.2

1. Encontre a variancia da v.a. X definida no Exercicio 1 da Ativida-

de 10.1.

2. Encontre a variancia da v.a. X definida no Exercicio 3 da Ativida-

de 10.1.

Obs.: Voce calculou as esperancas dessas v.a. na Atividade 11.1.
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Resumo da Aula

Nesta aula voceé estudou os seguintes conceitos:

e Seja X uma varidavel aleatoria discreta que assume os valores x1, s, . . .
com probabilidades py, ps, . . . respectivamente. A média ou esperanga
de X ¢ definida como

E(X) = Zpixi = le Pr (X = ;)
onde o somatério se estende por todos os valores possiveis de X.

e Seja X uma varidvel aleatoria discreta com fungao de distribuicao de

probabilidade fx (z). Se definimos uma nova v.a. ¥ = g(X), entao

E(Y)=FElg(X)] =) g() fx ()

e A variancia de uma varidvel aleatéria X é definida como

Var (X)=E[X — E(X)]? = E(X?) — [E(X)]?

e O desvio padrao de uma variavel aleatéria X é definido como a raiz

quadrada de sua variancia:
DP(X)=+/Var(X)

e Propriedades da esperanca, da variancia e do desvio padrao: sejam

a,b # 0 constantes quaisquer.

Tmin < E(X) < Zpax Var(X) >0 DP(X)>0

E(a)=a Var(a) =0 DP(a)=0

EX+4+a)=EX)+a Var(X +a) = Var(X) DP(X +a) = DP(X)

E(bX) = bE(X) Var(bX) = 0*Var(X)  DP(bX) = |b DP(X)
Exercicios

1. Um vendedor de servicos de informatica visita diariamente uma ou
duas empresas, com probabilidades 0,6 e 0,4. Em cada visita, ele pode
ser mal sucedido e nao conseguir fechar negécio com probabilidade 0,6
ou ser bem sucedido e conseguir fechar um contrato médio no valor
de 5.000 reais ou um contrato grande no valor de 20.000 reais com
probabilidades 0,3 e 0,1, respectivamente. Determine o valor esperado

das vendas diarias desse vendedor.
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2. Uma empresa de aluguel de carros tem em sua frota 4 carros de luxo e
ela aluga esses carros por dia, segundo a seguinte fun¢ao de distribuigao

de probabilidade:

Ntmero de carros alugados/dia | 0 1 2 3 4
Probabilidade de alugar 0,10 0,30 0,30 0,20 0,10

O valor do aluguel é de R$2000,00 por dia; a despesa total com manu-
tencao é de R$500,00 por dia quando o carro é alugado e de R$200,00

por dia quando o carro nao ¢ alugado. Calcule:

(a) o nimero médio de carros de luxo alugados por dia, bem como o

desvio padrao;

(b) amédia e o desvio padrao do lucro didrio com o aluguel dos carros

de luxo.

3. As chamadas diarias recebidas por um batalhao do Corpo de Bombeiros

apresentam a seguinte distribuicao:

Ntdmero de chamadas/dia | 0 1 2 3 4 5
Percentual (%) de dias 10 15 30 25 15 5

(a) Calcule o nimero médio de chamadas por dia, bem como o desvio

padrao do ntimero de chamadas diarias.

(b) Em um ano de 365 dias, qual é o nimero total de chamadas?

4. Considere o langamento de trés moedas e denote por K a ocorréncia de
cara e por C' a ocorréncia de coroa. Se ocorre o evento CC'C', dizemos
que temos uma seqiiéncia, ao passo que se ocorre o evento C'KC' temos
trés seqiiéncias. Defina a v.a. X = “nimero de caras obtidas” e Y =
“nimero de seqiiéncias obtidas”. No Exercicio 3 da Aula 10, vocé

obteve as distribuigoes de X e Y.

5. As probabilidades de que haja 1,2,3,4 ou 5 pessoas em cada carro que
se dirige ao Barra Shopping em um sabado sao, respectivamente, 0,05;
0,20; 0,40; 0,25 e 0,10. Qual o niimero médio de pessoas por carro?
Se chegam ao shopping 50 carros por hora, qual o niimero esperado de

pessoas no periodo de 13 as 18 horas?
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Solucao das Atividades

Atividade 11.1

E(X) = 0x0,0253+1 x0,1496 + 2 x 0,3251 +
3% 0,3251 +4 x 0,1496 + 5 x 0,0253
= 2,5

Note que esse valor segue imediatamente do fato de a média ser o centro
de gravidade da fdp: no exercicio a fdp é uma funcao simétrica; logo, a

esperanca é o “valor do meio”.

E(X) = 0x0,1044+1 x 0,2982 + 2 x 0, 3408 +
3 x 0,1948 + 4 x 0,0556 + 5 x 0, 0064
— 1,8186

EY) = -3x0,25—-1x0,30—0x0,242x0,10
+5x0,07+8x0,004+9 x 0,03
= 0,17

E(Z) = —9%x0,25—5x0,30—3x0,2+0,10
17 % 0,07 + 13 x 0,05 + 15 x 0, 03
= —2.66

ou, pelas propriedades da esperanca

E(Z)=2E(Y)—3=2x0,17—3 = —2,66
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Atividade 11.2

1.
E(X?) = 0%x0,0253+ 1% x 0,1496 + 2* x 0, 3251 +
32 x 0,3251 + 4% x 0,1496 + 5% x 0,0253
= 7,402
Var(X) =17,402 — 2,5 = 1,152
2.

E(X?) = 0%x0,1044 + 1% x 0,2982 + 2% x 0, 3408 +
3% % 0,1948 + 42 x 0,0556 + 5% x 0, 0064
= 4,4642
Var(X) = 4,4642 — 1,8186% = 1, 156894

Solucao dos Exercicios

1. Veja a Figura 11.4 com o espaco amostral deste experimento. Dai
podemos ver que o vendedor pode nao vender qualquer projeto, pode
vender apenas um projeto médio, apenas um projeto grande, um pro-
jeto médio e um projeto grande, dois projetos médios ou dois projetos

grandes.

Seja V' a v.a. “valor das vendas didrias”. Usando a regra da mul-
tiplicacao, que diz que Pr(A N B) = Pr(A)Pr(B|A) e o axioma da
probabilidade da uniao de eventos mutuamente exclusivos, podemos
calcular:

V = 0)=0,6x0,6+0,4%x0,6x0,6=0,504

V = 5000)=0,6x0,3+2x0,4%x0,6x0,3=0,324
V= 10000) =0,4 x 0,3 x 0,3 =0,036

V= 20000)=0,6x0,1+2x0,4%x0,6x0,1=0,108
V= 25000)=2x0,4x%x0,3x0,1=0,024

V= 40000) =0,4x0,1x0,1=0,004

E(V) = 5000 x 0.324 + 10000 x 0.036 4 20000 x 0.108
+25000 x 0.024 + 40000 x 0.004
= 4900
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0 06 0

M 0.3 5000

& oA 20000

0 06 0

M 03 5000

G o 20000

0 06 5000

03 M 0.3 10000

G & 04 25000
0,1

0 06 20000

M 0.3 25000

G 0. 40000

Figura 11.4: Solucao do Exercicio 10.3.

Numero de carros Probabilidade Lucro por dia
alugados/dia de alugar

0 0,10 4 x (—200) = —800
1 0,30 2000 — 500 — 3 x 200 = 900
2 0,30 4000 — 2 x 500 — 2 x 200 = 2600
3 0,20 6000 — 3 x 500 — 200 = 4300
4 0,10 8000 — 4 x 500 = 6000

Sejam X = “numero de carros de luxo alugados por dia” e L = “lucro

diario com aluguel de carros de luxo”. Entao

E(X)=1x0,30+2x0,30+3x%x0,20+4 x0,10 = 1,9 carros por dia

E(X?) = 1*x0,30+2%x 0,30+ 3% x 0,20 + 4% x 0, 10
= 4,9

Var(X) = E(XQ)_[E(X)]Q
= 4,9—(1,9)°
= 1,29
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DP(X) =1,1356 carros por dia
E(L) = =800 x 0.10+ 900 x 0.30 + 2600 x 0.30 + 4300 x 0.20 +

+6000 x 0.10
= 2430 reais

E(L*) = (—800)% x 0.10 + 900* x 0.30 4 2600* x 0.30 + 4300* x 0.20
+6000? x 0.10
= 9633000

Var(L) = E(L*)—[E(L)]"
= 9633000 — 24307
= 3728100

DP(L) = 1930, 83 reais
3. Seja X = “numero de chamadas por dia”.

(a)

E(X) = 1x0,154+2x0,304+3x0,254+4x0,15+5x0,05
= 2,35 chamadas por dia

Var(X) = 1x0,154+4x0,30+9x0,25+16 x 0,15
+25 % 0,05 — (2, 35)°
= 1,7275

DP(X) =1, 3143 chamadas por dia

(b) Seja T' = “ntimero de chamadas em um ano”. Entao, T'= 365X
e E(T) = 2,35 x 365 = 857, 75

4. As distribuicoes de X e Y sao

T 01 2 3
fx(z) % % % %

Y 1 2 3
fly) 3 5 3
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Logo,
3 6 3 12 3
EX - - — _ = — = —
%) 8+8+8 8 2
3 12 9 9 9 3
Var (X) = §+§+§_Z:3_Z:Z
2 8 6 16
EY) = 3 + 3 + 3= 8§~ 2 (note que a distribui¢do é simétrical!)
2 16 18 9 1

5. X : numero de pessoas em cada carro

Y : numero de pessoas em 50 carros em 5 horas de contagem

1 2 3 4 5
0,05 0,20 0,40 0,25 0,10

X

Y =50 x5 x X =250X
E(X)=0,05+0,404 1,20+ 1,0+ 0,5 = 3, 15 pessoas por carro
E(Y)=250E(X) = 250 x 3,15 = 787, 5 pessoas

255 CEDERJ







Algumas distribuicées discretas

| AULA 12

Aula 12 — Algumas distribuicoes discretas

Nesta aula estudaremos alguns modelos de variaveis aleatérias discre-
tas. O objetivo de tais modelos é descrever situacoes gerais que se encaixam
no contexto definido para cada um deles. Dentre os varios modelos de

variaveis aleatérias discretas, estudaremos os seguintes:

distribui¢ao uniforme discreta

distribuicao de Bernoulli

distribuicao binomial

distribuicao hipergeométrica

Introducao

Considere as seguintes situagoes:

1. (a) Lanca-se uma moeda viciada e observa-se o resultado obtido e (b)

pergunta-se a um eleitor se ele vai votar no candidato A ou B.

2. (a) Langa-se uma moeda n vezes e observa-se o nimero de caras obtidas
e (b) de uma grande populacio, extrai-se uma amostra de n eleitores
e pergunta-se a cada um deles em qual dos candidatos A ou B eles

votarao e conta-se o numero de votos do candidato A.

3. (a) De uma urna com P bolas vermelhas e () bolas brancas, extraem-se
n bolas sem reposicao e conta-se o niimero de bolas brancas e (b) de uma
populacao com P pessoas a favor do candidato A e () pessoas a favor
do candidato B, extrai-se uma amostra de tamanho n sem reposicao e

conta-se o numero de pessoas a favor do candidato A na amostra.

Em cada uma das situagoes acima, os experimentos citados tém algo em
comum: em um certo sentido, temos a “mesma situacao”, mas em contextos
diferentes. Por exemplo, na situacao 1, cada um dos experimentos tem dois
resultados possiveis e observamos o resultado obtido. Na situagao 3, temos
uma populagao dividida em duas categorias e dela extraimos uma amostra
sem reposicao; o interesse esta no ntimero de elementos de uma determinada

categoria.
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Na pratica, existem muitas outras situacoes que podem se “encaixar”
nos modelos acima e mesmo em outros modelos. O que veremos nesse capitulo
sao alguns modelos de variaveis aleatorias discretas que podem descrever
situagoes como as listadas anteriormente. Nesse contexto, um modelo sera
definido por uma variavel aleatéria e sua funcao de distribuicao de probabi-
lidade, explicitando-se claramente as hipoteses de validade. De posse desses
elementos, poderemos analisar diferentes situacoes praticas para tentar “en-

caixd-las” em algum dos modelos dados.

Nesse capitulo serao descritas as distribuicoes de probabilidade discre-
tas mais usuais. A introducao de cada uma delas sera feita através de um
exemplo cldssico (moeda, urna, baralho, etc.) e em seguida serdo explici-
tadas as caracteristicas do experimento. Tais caracteristicas sao a ferramenta
necessaria para sabermos qual modelo se aplica a uma determinada situacao

pratica. Definida a distribuicao, calculam-se a média e a variancia.

Distribuicao uniforme discreta

Suponha que seu professor de Estatistica decida dar de presente a um
dos alunos um livro de sua autoria. Nao querendo favorecer qualquer aluno
em especial, ele decide sortear aleatoriamente o ganhador, dentre os 45 alunos
da turma. Para isso, ele numera os nomes dos alunos que constam do diario de
classe de 1 a 45, escreve esses nimeros em pedacos iguais de papel, dobrando-
0s ao meio para que o nimero nao fique visivel e sorteia um desses papéis
depois de bem misturados. Qual é a probabilidade de que vocé ganhe o li-
vro? Qual é a probabilidade de que o aluno que tirou a nota mais baixa na

primeira prova ganhe o livro? E o que tirou a nota mais alta?

O importante a notar nesse exemplo é o seguinte: o professor tomou
todos os cuidados necessarios para nao favorecer qualquer aluno em especial.
Isso significa que todos os alunos tém a mesma chance de ganhar o livro.

Temos, assim, um exemplo da distribui¢ao uniforme discreta.

Definicao
A variavel aleatéria discreta X, que assume os valores 1, xo, ..., x,, tem

distribui¢ao uniforme se

fx(z;) =Pr(X =ux;) = 1 Vi=1,2,...,n (12.1)
n
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Note que, em uma distribuicao discreta uniforme, todos os valores sao
igualmente provaveis. Além disso, para que uma v.a. X tenha distribuicao

uniforme discreta, é necessario que X assuma um numero finito de valores,

jadque > fx(z) =1

Esperanca e variancia

Seja X uma v.a. discreta uniforme que assume valores xy, xa,. ..

Por definicao,

BE(X)

—T +—x9+ -
n

T

1
+ _xn
n

ou seja, F(X) é a média aritmética dos valores possiveis de X.

Com relacao a variancia, temos, por definicao, que

Var(X) = FE[X

1

= —(1’1

n

= o%

que é a mesma formula vista na parte 1 do curso para a variancia populacional

de um conjunto de dados.

Exemplo 12.1

Considere o langamento de uma moeda. Vamos definir a seguinte vari-

- F
-z

(X))’

)2+

1

n

avel aleatoria X associada a esse experimento:

Para que essa v.a. tenha distribuicao uniforme, é necessario supor que a

X
X

($2_§)2+...

0 se ocorre cara

1 se ocorre coroa

moeda seja honesta e, nesse caso,

fX(O) =

fx

(1)

0+1

1
+ —
n

(Tn — 5)2

7'%"”‘
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Atividade 12.1

1. Os defeitos em determinada maquina ocorrem aproximadamente na
mesma freqiiéncia. Dependendo do tipo de defeito, o técnico leva 1, 2,

3, 4 ou 5 horas para consertar a maquina.

(a) Descreva o modelo probabilistico apropriado para representar a

duracao do tempo de reparo da maquina.

(b) Qual é o tempo médio de reparo desta maquina? E o desvio padrao

deste tempo de reparo?

(¢) Sao 15 horas e acaba de ser entregue uma maquina para reparo.
A jornada normal de trabalho do técnico termina as 17 horas.
Qual é a probabilidade de que o técnico nao precise fazer hora

extra para terminar o conserto desta maquina?

2. No lancamento de um dado, define-se a v.a. X como sendo o niimero
da face obtida. Explique qual(is) é(sdo) a(s) hipotese(s) necesséaria(s)

para que a fdp de X seja uma distribuicao uniforme.

Distribuicao de Bernoulli

Considere o lancamento de uma moeda. A caracteristica desse expe-
rimento aleatdério é que ele possui apenas dois resultados possiveis. Uma
situacao analoga surge quando da extracao da carta de um baralho, onde o

interesse estd apenas na cor (preta ou vermelha) da carta sorteada.

Definicao
Um experimento de Bernoulli é um experimento aleatério com apenas
dois resultados possiveis; por convencao, um deles é chamado “sucesso” e

o outro, “fracasso”.
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Definicao
A v.a. de Bernoulli é a v.a. X associada a um experimento de Bernoulli,
onde se define

X =1 S€ OCOorre sucesso

X =0 se ocorre fracasso

Chamando de p a probabilidade de sucesso (0 < p < 1), a distribui¢ao de
Bernoulli é:

T 0 1
fx@)[1-p p

(12.2)

Obviamente, as condicoes definidoras de uma fdp sao satisfeitas, uma
vezquep>0,1—p>0ep+ (1 —p) =1 O valor de p é o tnico valor
que precisamos conhecer para determinar completamente a distribuicao; ele
é, entao, chamado parametro da distribuicao de Bernoulli. Vamos denotar a
distribui¢ao de Bernoulli com parametro p por Bern(p).

A funcao de distribuicao acumulada é dada por:

0 se x <0
Fx(z)=¢ 1—p se0<z<1 (12.3)
1 sex>1

Na Figura 12.1 temos os graficos da fdp e da fda de uma distribuicao

de Bernoulli.

Esperanca e variancia

Seja X ~ Bern(p) (lé-se: a varidvel aleatéria X tem distribuigdo de
Bernoulli com parametro p). Entao,

EX)=0x(1-p) +1xp=p
EX*)=0"x(1-p)+1*xp=p
Var(X) = E(X?) — [E(X)]>=p —p°

Em resumo:

X ~ Bern(p) = (12.4)
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1-p

Figura 12.1: Distribuicao de Bernoulli com parametro p.

E comum denotar a probabilidade de fracasso por ¢, isto é, ¢ =1 — p.
Exemplo 12.2

Considere novamente o langamento de uma moeda e a seguinte variavel

aleatoria X associada a esse experimento:

X = 0 se ocorre coroa

X = 1 se ocorre cara

Seja p a probabilidade de cara, 0 < p < 1. Entao X tem distribuicao de
Bernoulli com parametro p. Note que, nesse caso, a Bernoulli com parametro

p = 1/2 é equivalente a distribuigdo uniforme.
Exemplo 12.3
Um auditor da Receita Federal examina declaracoes de Imposto de

Renda de pessoas fisicas, cuja variacao patrimonial ficou acima do limite con-

siderado aceitavel. De dados histéricos, sabe-se que 10% dessas declaracoes

CEDERJ |
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sao fraudulentas. Vamos considerar o experimento correspondente ao sorteio
aleatorio de uma dessas declaragoes. Esse é um experimento de Bernoulli,
onde sucesso equivale a ocorréncia de declaracao fraudulenta e o parametro

da distribuicao de Bernoulli ¢ p = 0, 1.

Esse exemplo ilustra o fato de que “sucesso”, nesse contexto, nem sem-
pre significa uma situacao feliz na vida real. Aqui, sucesso é definido de
acordo com o interesse estatistico no problema. Em uma situacao mais

dramatica, “sucesso” pode indicar a morte de um paciente, por exemplo.

Distribuicao binomial

Vamos introduzir a distribuicao binomial, uma das mais importantes
distribuicoes discretas, através de alguns exemplos. Em seguida, discutire-
mos as hipdteses feitas e apresentaremos os resultados formais sobre tal dis-

tribuigao.
Exemplo 12.4

Considere o seguinte experimento: uma moeda ¢ lancada n vezes e sabe-
se que p = Pr(cara). Vamos definir a seguinte varidvel aleatdria associada a
este experimento:

X = numero de caras

Como visto antes, cada lancamento da moeda representa um experimento de
Bernoulli e como o interesse esta no ntimero de caras, vamos definir sucesso

— cara.

Para encontrar a funcao de distribuicao de probabilidade de X, o
primeiro fato a notar é que os valores possiveis de X sao: 0, que equivale a
ocorrencia de n coroas; 1, que equivale a ocorréncia de apenas 1 cara; 2, que
equivale a ocorréncia de 2 caras e, assim por diante, até n, que equivale a

ocorréncia de n caras. Assim, os possiveis valores de X sao:
X=0,12,...,n

Vamos, agora, calcular a probabilidade de cada um desses valores, de
modo a completar a especificacao da fdp de X. Para isso, vamos representar
por K; o evento “cara no i-ésimo lancamento” e por C; o evento “coroa no

1-ésimo langamento”.
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e X =0

Temos a seguinte equivaléncia de eventos:
{X=0}={CinCyn---NC,}

E razodvel supor que os lancamentos da moeda sejam eventos inde-
pendentes, ou seja, o resultado de um lancamento nao interfere no
resultado de qualquer outro lancamento. Dessa forma, os eventos C; e
K sao independentes para i # j. (Note que os eventos C; e K; sao mu-
tuamente exclusivos e, portanto, nao sao independentes - se sair cara
em um lancamento especifico, nao é possivel sair coroa nesse mesmo
lancamento e vice-versa). Analogamente, os eventos C; e C; sao inde-
pendentes para ¢ # j, bem como os eventos K; e K;, 1 # j. Pela regra

da probabilidade da intersecao de eventos independentes, resulta que
Pr(CinCyn---NC,) = Pr(Cp) x Pr(Cy) x --- x Pr(C,)
= (I-p)x(@—p)x-x(1-p)
= (1=p)"

X =1

O evento X = 1 corresponde a ocorréncia de 1 cara e, conseqiien-
temente, de n — 1 coroas. Uma seqiiéncia possivel de lancamentos é
K NCyNC3n---NC,. Vamos calcular a probabilidade desse resultado.

Como antes, os lancamentos sao eventos independentes e, portanto,
Pr(KinConCsn---NC,) = Pr(K;) xPr(Cy) x -+ x Pr(C,)

= px(1—=p)x---x(1-p)

— p(l - p)nfl
Mas qualquer seqiiéncia com 1 cara resulta em X = 1; por exemplo,
oevento C;NCyN---NC,_1 N K, também resulta em X = 1. Na
verdade, a face cara poderia estar em qualquer posicao e todas essas
seqiiéncias resultariam em X = 1. Além disso, definida a posicao da

face cara, as posicoes das faces coroas ja estao determinadas - sao as

posicoes restantes. Entao temos a seguinte equivaléncia:

{X=1}= {KinCynCsn---NnC}
U{CiNnKoNnCsn---NGCL}
U---

u{CinCen---NC_1 NK,}
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Mas os eventos que aparecem no lado direito da expressao acima sao

eventos mutuamente exclusivos. Logo,

PI"(le): PI(K1ﬂ02ﬂ03ﬂ"'ﬂCn)
+Pr(CiNKoNCsn---NCy)

+Pr(CiNCyN---NChy NK,)

= px(l=-p)x{I—=p)x-x(1-p)
F(I=p)xpx(1—=p)x-x(1-p)
g
+(1=p)x(1—p)x--x(L-p)xp

= p(1—p)" "+ p(l=p)" - p(l—p)"”

= np(l—p)""

— (T)p(l -p)"

1

O evento X = 2 corresponde a ocorréncia de 2 caras e, conseqiien-
temente, de n — 2 coroas. Uma seqiiéncia possivel de lancamentos é
KiNK,;NCsN---NC, e a probabilidade de tal seqiiéncia é p*(1—p)" 2

n
2

de colocar 2 caras em uma seqiiencia de n lancamentos. Todas essas

Mas as 2 caras podem ocupar quaisquer posicoes e existem ( ) maneiras

(’;) maneiras téem a mesma probabilidade e correspondem a eventos

mutuamente exclusivos. Temos a seguinte equivaléncia:

{X=2}= {KinKy;nC;n---NnC,}
U{KiNCoNKzn---NCL}
U---

u{CinCen---NCranN K, NK,}
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e, portanto

Pr(X =2) = Pr(KiNnKyNnCyn---NCy)
+Pr(KiNConKsN---NGCy)

+Pr(CiNnCon---NCroNK, 1NK,)

= pxpx(1—=p)x---x(1-p)

+px (1=p)xpx---x(1-p)

.

F(1=p)x - x(1=p)xpxp

= p(1 p)“ﬂ?( —p)" PP =)

= (Z)pQ(l —-p)"?

Aqui vale a pena fazer uma observacao sobre o niimero combinatério.
Por que combinacgao e nao arranjo? Vamos considerar a primeira
seqiiéncia como exemplo: K; N Ky N C3 N --- N C,. Essa seqiiéncia,
para o nosso problema, significa “cara nos 2 primeiros lancamentos e
coroa nos n — 2 tultimos langamentos”. Nao existe diferenca entre as
seqiéncias K1 N KoNCsN---NC,e KaoNKiNC3N---NC,,. Assim,

a “ordem nao importa” e temos que usar combinagao.

o X =u, r=0,1,2,....n

O raciocinio visto para os casos X = 0, X =1 e X = 2 se generaliza

facilmente, o que nos leva ao seguinte resultado geral:

n

Pr(sz)z( )p’”(l—p)”_m r=0,1,2,...,n

T

E importante notar que a hipdtese de independéncia dos lancamentos
da moeda foi absolutamente fundamental na solucao do exemplo; foi ela que
nos permitiu multiplicar as probabilidades dos resultados de cada langamento
para obter a probabilidade da seqiiéncia completa de n lancamentos. Embora
essa hipotese seja muito razoavel nesse exemplo, ainda assim é uma hipdtese
“subjetiva”.

Outra propriedade utilizada foi a da probabilidade da uniao de eventos
mutuamente exclusivos. Mas aqui essa propriedade é ébvia, ou seja, nao
ha qualquer subjetividade: os eventos C} N Ky e K7 N Cs sao mutuamente

exclusivos, pois no primeiro langamento ou sai cara ou sai coroa; nao pode
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sair cara e coroa no primeiro lancamento, ou seja, cada lancamento é um

experimento de Bernoulli.
Exemplo 12.5

Uma urna contém 4 bolas brancas e 6 bolas verdes. Trés bolas sao
retiradas dessa urna, com reposicao, isto é, depois de tirada a primeira bola,
ela é recolocada na urna e sorteia-se a segunda, que também ¢é recolocada na
urna para, finalmente, ser sorteada a terceira bola. Vamos definir a seguinte

variavel aleatoria associada a esse experimento:

X = “numero de bolas brancas sorteadas”

Cada extragao equivale a um experimento de Bernoulli e como o interesse

esta nas bolas brancas, vamos considerar sucesso = bola branca.

Os valores possiveis de X sao 0,1,2,3. O importante a notar aqui é o
seguinte: como cada bola sorteada ¢é recolocada na urna antes da proxima
extragao, a composicao da urna ¢ sempre a mesma e o resultado de uma
extracao nao afeta o resultado de outra extracao qualquer. Dessa forma,
podemos considerar as extracoes como independentes e, assim, temos uma
situacao analoga a do exemplo anterior: temos 4 repeticoes de um experi-
mento (sorteio de uma bola), essas repeticoes sao independentes e em cada

uma delas ha dois resultados possiveis: bola branca ou bola verde.

Vamos calcular a probabilidade de cada um dos valores de X. Como
antes, vamos denotar por V; o evento “bola verde na i-ésima extracao” e
por B; o evento “bola branca na i-ésima extracao”. Da discussao anterior,
resulta que, para i # j, os eventos V; e B; sao independentes, assim como os

eventos B; e Bj e os eventos V; e Vj.

e X =0

Esse resultado equivale a extracao de bolas verdes em todas as trés

extragoes.

{X =0} ={VvinVyanVs}
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Logo,

Pr(X =0) = Pr(VinVanVs)

= Pr(V}) x Pr(V,) x Pr(V3)
6 6 6

10 10 10
6 3

- (3
3 3

- (5)

Lembre-se que, por definigao, 0! = 1

e X =1

Esse resultado equivale a extracao de uma bola branca e, por con-
seqiiéncia, 2 bolas verdes. A bola branca pode sair em qualquer ex-
tracao e, definida a posicao da bola branca, as posi¢oes das bolas verdes

ficam totalmente estabelecidas. Logo,
3\ (4 /6
Pr(X =1) = — | =
1 10 10

Esse resultado equivale a extragao de duas bolas brancas e, por con-

o X =2

seqiiéncia, 1 bola verde. As bolas brancas podem sair em quaisquer
duas extracoes e, definidas as posicoes das bolas brancas, a posicao da

bola verde fica totalmente estabelecida. Logo,
2
Prx=2)= () (L) (L
2 10 10

Esse resultado equivale a extragao de trés bolas brancas; logo,

- ()(4)

A distribuicao binomial

e X =3

Nos dois exemplos anteriores, tinhamos repeticoes de um experimento
que podiam ser consideradas independentes e em cada repeticao havia apenas
dois resultados possiveis. Essas sao as condigoes definidoras do contexto

binomaal.
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Definicao
Um experimento binomial consiste em repeticoes independentes de um
experimento de Bernoulli.

Definicao
Para um experimento binomial consistindo em n repeticoes independentes

de um experimento de Bernoulli com parametro p, defina a variavel aleatéria
X = “namero de sucessos”

Entao, X tem distribuigao binomial com parametros n e p, cuja fungao
de distribuicao de probabilidade é dada por

fx(z)=Pr(X =2) = (Z)p“(l—p)"x xr=0,1,2,...,n  (12.5)

E imediato ver, da equacio (12.5), que fx(z) > 0. O fato de que
> fx(x) = 1 segue diretamente do Teorema do Binémio de Newton que diz

que, se x e y sao numeros reais e n ¢ um inteiro positivo, entao

(z+y)" = i <k) atyn k. (12.6)

k=0

Fazendo x = p ey =1—pem (12.6), obtém-se:

p+(A-p))"=1"=1= (Z)px(l —p)"" =) fx(@)

=0

0 que prova que Z fx(z) = 1. Sendo assim a equacao (12.5) realmente

define uma funcao de distribuicao de probabilidade. Vamos denotar por X ~
bin(n,p) o fato de que a v.a. X tem distribui¢do binomial com parametros
nep.

Esperanca e variancia

Pode-se mostrar que
E(X)=mnp
X ~bin(n,p) = (12.7)
Var (X) = np (1 —p)
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Note que a esperanca e a variancia da binomial sao iguais a esperanca e
a variancia da distribuicao de Bernoulli, multiplicadas por n, o ntimero
de repeticoes. Pode-se pensar na distribuicao de Bernoulli como uma dis-

tribuicao binomial com parametros 1, p.
Exemplo 12.6

Um atirador acerta, na mosca do alvo, 20% dos tiros. Se ele d4 10 tiros,

qual a probabilidade de ele acertar na mosca no maximo 1 vez?
Solugao:

Podemos pensar os tiros como experimentos de Bernoulli independentes,
onde sucesso é acertar no alvo e a probabilidade de sucesso ¢ 0,20. Entao, o
problema pede Pr(X < 1), onde X = numero de acertos em 10 tiros. Logo,
X ~ bin(10;0,20) e

Pr(X<1) = Pr(X=0)+Pr(X=1)

— (100) (0,20)° (0,80)" + (110) (0,20)" (0,80)"
— 0,37581

Exemplo 12.7

Dois adversarios A e B disputam uma série de 8 partidas de um de-
terminado jogo. A probabilidade de A ganhar uma partida é 0,6 e nao ha

empate. Qual é a probabilidade de A ganhar a série?
Solugao:

Note que s6 podem ocorrer vitérias ou derrotas, o que significa que
temos repetigoes de um experimento de Bernoulli com probabilidade 0,6 de
sucesso (vitdria do jogador A). Assumindo a independéncia das provas, se
definimos X = ntdmero de vitérias de A, entdo X ~ bin(8;0,6) e o problema

pede Pr (X > 5), isto é, probabilidade de A ganhar mais partidas que B.

Pr(X>5) = Pr(X=>5)+Pr(X=6)+Pr(X="7)+Pr(X=28)
- (s)eo +(§) 42
+() 4! +©(o 6)° (0, 4)°
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Atividade 12.2

1. Na manufatura de certo artigo, é sabido que 1 entre 10 artigos é de-
feituoso. Uma amostra de tamanho 4 é retirada com reposicao, de um

lote da producao. Qual a probabilidade de que a amostra contenha

(a) nenhum defeituoso?
(b) pelo menos 1 defeituoso?

(c) exatamente 1 defeituoso?

Na solucao desse exercicio, é importante que vocé identifique o

experimento, a variavel aleatoria de interesse e sua respectiva fdp.

2. Em uma distribuigao binomial, sabe-se que a média ¢é 4,5 e a variancia

¢ 3,15. Encontre os valores dos parametros da distribuicao.

Distribuicao hipergeométrica

A distribuicao hipergeométrica, que estudaremos a seguir, tem estre-
ita ligacao com a distribuicao binomial. Para salientar as semelhancas e as
diferencas entre as duas distribuicoes, vamos retomar a situacao do Exem-
plo 12.5, em que consideramos extragoes de uma urna composta por 4 bolas

brancas e 6 bolas verdes.
Exemplo 12.8

De uma urna composta por 4 bolas brancas e 6 bolas verdes extraem-se
3 bolas sem reposicao. Vamos definir a seguinte variavel aleatéria associada

a esse experimento:

X = “numero de bolas brancas sorteadas”

Assim como no Exemplo 12.5, temos repetigoes de um experimento de
Bernoulli: em cada extracao, podemos tirar uma bola branca ou uma bola
verde. A diferenca fundamental é que essas repeticoes nao sao independentes,
ou seja, o resultado de uma repeticao afeta o resultado da préxima repeticao.
Vamos calcular a funcao de distribuigao de probabilidade de X. Como antes,

os valores possiveis de X sao

X=0,1,23
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Para calcular a probabilidade de cada um destes valores, vamos usar
a definicao classica de probabilidade, que estabelece que a probabilidade de

um evento A é

_#4
- #Q

O espaco amostral () deste experimento é formado por todas as triplas

Pr(A)

de bolas brancas e verdes retiradas dessa urna. O ntumero total de elementos

de Q2 6
10

Q:
=)

(Como antes, a ordem nao importa, ou seja, B1ByV3 = ByBiV3 = bola
branca nas 2 primeiras extragoes e bola verde na terceira extra¢do.) Vamos

calcular a probabilidade de cada valor de X.

e X =0

Esse resultado equivale a retirar apenas bolas verdes. Como ha 6 bolas

verdes, o nimero de possibilidades ¢é (g) e, portanto,

o X =1

Esse resultado equivale a tirar 1 bola branca e 2 bolas verdes. O nimero
de possibilidades para a bola branca é (le) e para cada uma dessas

possibilidades, existem (6) maneiras de tirar as bolas verdes. Pelo

2
principio fundamental da multiplicacao, o niimero total de maneiras de

6
2

(1))

tirar 1 bola branca e 2 verdes é (111) X ( ) e, portanto

Pr(X=1)=

o X =2

Com raciocinio analogo, conclui-se que
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Exemplo 12.9

De uma urna com 4 bolas brancas e 8 bolas verdes, extraem-se 6 bolas
sem reposicao. Mais uma vez, vamos definir a seguinte variavel aleatoria

associada a esse experimento:

X = “numero de bolas brancas sorteadas”

Note que nao temos bolas brancas suficientes para tirar uma amostra
s6 de bolas brancas, por exemplo. Mais precisamente, os valores possiveis
de X sao 0,1,2,3,4. Utilizando raciocinio analogo ao do exemplo anterior,

podemos ver que

())
z)\6—2x
Pr(X =x) = ~—~4——+—+ r=20,1,2,3,4
12
6
Se estabelecermos a notacao de que (T) = 0 sempre que j > m, podemos
definir a fdp de X como

4 8
Pr(X =)= N2/ g
=)= D =0,...,
6
e com isso estamos atribuindo probabilidade nula aos valores impossiveis 5
e 6.

Exemplo 12.10

De uma urna com 8 bolas brancas e 4 bolas verdes, extraem-se 6 bolas
sem reposicao. Mais uma vez, vamos definir a seguinte variavel aleatéria

associada a esse experimento:

X = “numero de bolas brancas sorteadas”

Note que nao temos bolas verdes suficientes para tirar uma amostra so
de bolas verdes, por exemplo. Mais precisamente, os valores possiveis de X
sao 2,3,4,5,6 e

()(:".)
Pr(X — )= ~NOZT) 9856

G
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Como antes, se estabelecermos a notacgao de que (T) = 0 sempre que j > m,

podemos definir a fdp de X como

8 4
Pr(X =x) = A/ \6—z) =0 6
T =) = 12 r=UuU,...,
6
e com isso estamos atribuindo probabilidade nula aos valores impossiveis 0 e
1.

Nos tres exemplos anteriores, temos a seguinte situacao geral: do espago
amostral, que esta dividido em duas categorias (branca ou verde), retira-se,
sem reposicao, uma amostra ou subconjunto. O interesse estd no nimero de
elementos, nesse subconjunto, de determinada categoria. Como no experi-
mento de Bernoulli, a categoria de interesse serd identificada por “sucesso”

e a outra, por “fracasso”.

Definicao

Considere uma populacao de tamanho N dividida em 2 classes, uma com-
posta por r “sucessos” e a outra composta por N — r “fracassos”. Dessa
populagao, extrai-se uma amostra de tamanho n sem reposigao (ver Figura

12.2). Entao, a variavel aleatéria
X = numero de sucessos na amostra

tem distribuicao hipergeométrica com parametros N,r,n cuja fungao

de distribuicao de probabilidade é

Pr(X =) = (;)(@‘f);) z=0,1,2,...,n (12.8)

Por convencao, (Tjn) =0sej>m.

Pode-se provar que a equagao (12.8) realmente define uma funcao de
distribui¢do de probabilidade; isto é, Pr (X =k) >0e >, Pr(X =k) = 1.
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r Sucessos

Amostra de
tamanho n

N-r fracassos

Figura 12.2: Tlustracao do espaco amostral de uma v.a. hipergeométrica.

Esperanca e variancia

Temos os seguintes resultados:

r
E(X)=n—
(X) =t
X ~ hiper(N,r,n) = (12.9)
r N—rN-—n
X) =n— SJon
Var(X) nN N N1

Atividade 12.3

1. Uma comissao de 5 membros deve ser escolhida de um grupo formado
por 12 mulheres e 18 homens. Se a comissao escolhida é formada por
5 homens, existe alguma razao para se suspeitar da lisura do processo
de escolha? Suponha que seja estabelecida a seguinte regra: se a pro-
babilidade de se obter uma comissao formada apenas por homens for
muito pequena, menor que 0,01, o processo sera considerado fraudu-
lento e uma nova comissao devera ser escolhida. Qual é a conclusao

nesse caso?

2. Um cacador, apoés um dia de caga, verificou que matou 5 andorinhas
e 2 aves de uma espécie rara, proibida de ser cagada. Como todos os
espécimes tinham aproximadamente o mesmo tamanho, ele os colocou
na mesma bolsa, pensando em dificultar o trabalho dos fiscais. No
posto de fiscalizagao ha dois fiscais, Manoel e Pedro, que adotam dife-

rentes métodos de inspecao. Manoel retira trés espécimes de cada bolsa
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dos cacadores sem reposicao. Pedro retira um espécime, classifica-o e
o repoe na bolsa, retirando em seguida um segundo espécime. Em
qualquer caso, o cacador é multado se é encontrado pelo menos um
espécime proibido. Qual dos dois fiscais é mais favoravel para o cacador

em questao?

Binomial versus hipergeométrica

Vamos fazer agora algumas comparagcoes entre as distribui¢oes binomial
e hipergeométrica. Colocando ambas em termos de extracoes de bolas verdes
de uma urna com bolas verdes e brancas, a binomial equivale a extracoes
independentes com reposicao. Note que, repondo as bolas, a probabilidade
de sucesso (isto é, bola branca) permanece constante ao longo das extragoes.

Jé& a hipergeométrica corresponde a extragoes sem reposicao.

A esperanca da binomial é igual ao produto do tamanho da amostra
pela probabilidade de sucesso; em termos da urna, a probabilidade de sucesso
6= e, portanto, a esperanca ¢é n--. Na hipergeométrica, a esperanca também
é o produto do tamanho da amostra pela probabilidade de sucesso, probabi-

lidade essa tomada apenas na primeira extracao.

A variancia da binomial é igual ao produto do tamanho da amostra
pelas probabilidades de sucesso e fracasso. Em termos de urna, essas probabi-
: .. r N-—r : - : -
lidades sao NN Na hipergeométrica, considerando apenas a primeira

N

~ Al e g . - n
extragao, a variancia ¢ igual a esse produto, mas corrigido pelo fator

Em pesquisas estatisticas por amostragem, normalmente lidamos com
amostragem sem reposi¢do (ja imaginou visitar e entrevistar um mesmo
morador duas vezes?). No entanto, os resultados tedricos sobre amostragem
com reposi¢ao sdo bem mais simples (como vocé vera mais adiante nesse
curso, isso equivale a lidar com varidveis independentes); assim, costuma-se
usar uma aproximacao, sempre que possivel. Ou seja, quando o tamanho
N da populagao ¢é suficientemente grande (de modo que podemos encara-la
como uma populacdo infinita) e o tamanho da amostra é relativamente pe-
queno, podemos “ignorar” o fato de as extracgoes serem feitas sem reposi¢ao.

Isso vem dos seguintes resultados:

e na amostragem com reposicao, a probabilidade de selecao de cada ele-

mento em sorteios consecutivos é sempre %

e Na amostragem sem reposicao, as probabilidades em extragoes suces-
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%, ﬁ, cel ﬁ Entao, se N é “grande” e n é pequeno,

temos que N ~ N —1 = ---~ N —n. Nessas condigoes, extracoes com

sivas sao

e sem reposicao podem ser consideradas como equivalentes.

N —n
O termo que aparece na variancia da hipergeométrica, N 1 ¢é chamado
corre¢ao para populacoes finitas, exatamente porque, se a populacao é pe-

quena, nao podemos ignorar o fato de as extracoes estarem sendo feitas sem

reposicao.
Resumo da Aula
e Distribuicao uniforme discreta: X assume valores xq,xs,..., T,
tais que
1
fx(z) =Pr(X =a;) = — Vi=1,2,...,n
n
B =713
i
Var(X) = - En: (2 —7)° = 0%
n

=1

e Distribuicao de Bernoulli:

0 1
fx(@) |1=p p

8

E(X) = »p
Var(X) = p(1-p)

e Experimento binomial: repeticoes independentes de um experimento

de Bernoulli.

e Distribuicao binomial: X = ntmero de sucessos em n repetigoes

independentes de um experimento binomial

n

fx(z) =Pr(X = 2) = ( )pm_p)“ r=0,1,2,....n

T

E(X) = np
Var(X) = np(1l-p)
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e Distribuicao hipergeométrica: X = numero de sucessos em uma

amostra de tamanho n, retirada sem reposi¢ao de uma populacao divi-
dida em 2 classes, uma consistindo em r “sucessos” e outra consistindo

em N —r “fracassos”

L))
Pr(X =z) = t=0,1,2,...,n
)

Por convencao, (gl) =0sej>m.

Exercicios

. Joga-se uma moeda nao viciada. Qual é a probabilidade de serem

obtidas 5 caras antes de 3 coroas?

. Entre os 16 programadores de uma empresa, 12 sao do sexo mas-

culino. A empresa decide sortear 5 programadores para fazer um curso
avancado de programacao. Qual é a probabilidade dos 5 sorteados

serem do sexo masculino?

. Distribuicao geométrica

Suponha que uma moeda perfeita seja lancada até que apareca cara
pela primeira vez. Obtida a primeira cara, o experimento é inter-
rompido e conta-se o numero de lancamentos feitos. Seja X o nimero
de langamentos. Obtenha a funcao de distribuicao de probabilidade
de X. Repita o exercicio supondo que a probabilidade de cara seja p,
p # % A distribuicao da v.a. X é chamada distribuicao geométrica
com parametro p. A definicdo geral da distribuicdo geométrica é a
seguinte: Em repeticoes independentes de um experimento de Bernoulli
com parametro p, a v.a. X = “numero de repeticoes até o primeiro

sucesso” tem distribuicao geométrica com parametro p.

. Um atirador acerta na mosca do alvo 20% dos tiros.

(a) Qual é a probabilidade de ele acertar na mosca pela primeira vez

no décimo tiro?

(b) Se ele da 10 tiros, qual é a probabilidade de ele acertar na mosca

exatamente 1 vez?
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5. A probabilidade de uma maquina produzir uma pega defeituosa em um
dia é 0,1.

(a) Qual é a probabilidade de que, em 20 pecas produzidas em um

dia, exatamente 1 seja defeituosa?

(b) Qual é a probabilidade de que a 202 pega produzida em um dia

seja a primeira defeituosa?

6. Um supermercado faz a seguinte promocao: o cliente, ao passar pelo
caixa, langa um dado. Se sair face 6 tem um desconto de 30% sobre o
total de sua conta. Se sair face 5 o desconto é de 20%. Se sair face 4 o
desconto é de 10% e se ocorrerem faces 1, 2 ou 3, o desconto é de 5%.

Seja X = desconto concedido.

(a) Encontre a fungao de distribuigdo de probabilidade de X.
(b) Calcule o desconto médio concedido.

(c) Calcule a probabilidade de que, num grupo de 5 clientes, pelo

menos um consiga um desconto maior que 10%.

(d) Calcule a probabilidade de que o quarto cliente seja o primeiro a

receber 30% de desconto.

7. As probabilidades de que haja 1, 2, 3, 4 ou 5 pessoas nos carros que
passam por um pedagio sao, respectivamente, 0,05; 0,20; 0,40; 0,25 e

0,10. Seja X = numero de passageiros por veiculo.

(a) Explicite a fungao de distribui¢do de probabilidade de X.
(b) Calcule o nimero médio de passageiros por veiculo.

(c) Calcule a probabilidade de que, num grupo de 5 carros, pelo menos

um tenha mais que 3 pessoas.

(d) Calcule a probabilidade de que o quarto carro seja o primeiro a

ter 5 passageiros.

8. Um fabricante de pecas de automdveis garante que uma caixa de suas
pecas conterd, no maximo, 2 defeituosas. Se a caixa contém 18 pegas
e a experiéncia mostra que esse processo de fabricacao produz 5% de
pecas defeituosas, qual é a probabilidade de que uma caixa satisfaca a

garantia?
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9. Certo curso de treinamento aumenta a produtividade de uma certa po-
pulacao de funcionérios em 80% dos casos. Se 10 funciondrios quaisquer

participam deste curso, encontre a probabilidade de:

(a) exatamente 7 funcionarios aumentarem a produtividade;
(b) pelo menos 3 funcionarios ndo aumentarem a produtividade;

(c) ndo mais que 8 funcionarios aumentarem a produtividade.

10. Determinado tipo de parafuso é vendido em caixas com 1.000 pecas.
E uma caracteristica da fabricacao produzir 10% de defeituosos. Nor-
malmente, cada caixa é vendida por 13,50 u.m.. Um comprador faz
a seguinte proposta para o produtor: de cada caixa, ele escolhe uma
amostra de 20 pegas; se ele encontrar 0 defeituosa, ele paga 20,00 u.m.
pela caixa; 1 ou 2 defeituosas, ele paga 10,00 u.m.; 3 ou mais defeitu-
osas, ele paga 8,00 um.. Qual é a alternativa mais vantajosa para o
fabricante?

11. Um industrial fabrica pecas, das quais 20% sao defeituosas. Dois com-
pradores, A e B, classificam as partidas adquiridas em categorias I e

IT, pagando 1,20 u.m. e 0,80 u.m. respectivamente, do seguinte modo:

e Comprador A: retira uma amostra de 5 pecas; se encontrar mais

de uma defeituosa, classifica como II;

e Comprador B: retira uma amostra de 10 pecas; se encontrar mais

de 2 defeituosas, classifica como II.

Em média, qual comprador oferece maior lucro para o fabricante?

Solucao das Atividades

Atividade 12.1

1. Seja T' = “tempo de reparo, em horas”.

(a) Como os defeitos ocorrem na mesma freqiiéncia, o modelo proba-

bilistico apropriado é uma distribuicao uniforme:

t 1 2 3 4 5
FO=PT=0]f § § §
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1+2+34+4+5

(b) E(T) = 5 = 3 horas
12422432442 + 52
Var(T) = — +5+ T2 9 _ 92— DP(T) = 1,41
horas

(c) Seja E o evento “técnico vai ter que fazer hora extra”. Entao

Pr(E) = Pr(T > 2) = g = 0,6

Logo, a probabilidade de que ele nao tenha que fazer hora extra é
0,4.

2. O dado tem que ser honesto.

Atividade 12.2

1. Como a amostra é retirada com reposicao, as extragoes sao repeticoes

independentes de um experimento de Bernoulli com parametro 0,1.

Seja X = “numero de artigos defeituosos na amostra”.
(a) Pr(X =0) = (;)(0, )4 = 10,6561
(b) Pr(X>1)=1- P(X<1)_1—Pr(X:O):0,3439
(c) Pr(X =1) = (1)(0, )3 =0,2916
2. Temos que
np = 4,5

np(l—p) = 3,15
Substituindo a primeira equacao na segunda resulta

45(1-p) = 3,15=
l—p = 0,7=
= 0,3

Substituindo na primeira equagao, obtemos que n = 4,5/0,3 = 15.
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Atividade 12.3

1. Vamos definir a seguinte v.a associada a este experimento:
X = “ntmero de homens na comissao”

Queremos calcular Pr(X = 5). O nimero total de comissoes possiveis

E#=(T) e

S
Pr(X = 5)= 20 =231
(5) 51251

18 x 17x 16 x 15 x 14

30 x 29 x 28 x 27 x 26
= 0,060124

Como a probabilidade é maior que 0,01, nao ha razao para se sortear

outra comissao.

2. Seja X = numero de aves proibidas (sucessos) encontradas por um fis-

cal. No caso de Manoel, temos que X ~ hiper(7;2;3) e no caso do fiscal
Pedro, X ~ bin (2;2) . Queremos calcular Pr (multa) = Pr (X > 1) =

1-Pr(X =0).
Manoel:
_ o ©6) _, 2 _5_3
Pr(multa) =1—-Pr(X =0)=1-— (;) _1_?_?_E

Pedro:
2\ /5)2 25 24
r (multa) H(X =0) (0) (7) 19 19

Logo, a probabilidade de multa é maior no caso do fiscal Manoel, e,

portanto, Pedro é o fiscal mais favoravel para o cacador.

Solucao dos Exercicios
1. Vamos considerar a seguinte v.a. de Bernoulli

1 se ocorre cara
X = {

0 se ocorre coroa
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Entao, Pr(X = 0) = Pr(X = 1) = 0,5 e temos repetigdes indepen-
dentes de um experimento de Bernoulli. A ocorréncia de 5 caras antes
de 3 coroas so ¢ possivel se, nas 7 primeiras repeticoes, tivermos pelo
menos 5 caras. Seja, entao, Y = “nimero de caras em 7 repetigoes”.
Logo, Y ~ bin(7;0,5) e o problema pede Pr(Y > 5).

Pr(Y >5) = Pr(Y =5)+Pr(Y =6)+Pr(Y =7)
(2) (0,5) (0,5)* + (g) (0,5)° (0,5) + (7) (0,5)7 (0, 5)°

= (5)0.5)7+ () (0,57 + (1) (0,5)"
= 0,2265625

. Se X = ntmero de homens sorteados, entdao X ~ hiper(16;12;5) e o

problema pede

(7)) 12x11x10x9x8 33
Pr(X =5) = 32t = = =0,181319
r{ ) (%)  16x15x14x13x12 14x13

. A primeira observacao diz respeito aos valores possiveis de X. Podemos
ter muita sorte e obter cara no primeiro lancamento; nesse caso, X = 1.
Nossa “sorte” pode comecgar a diminuir de modo que obtemos cara no
segundo langamento; nesse caso, X = 2. Continuando, podemos ser
bastante infelizes e ter que ficar jogando a moeda “infinitas” vezes até
obter a primeira cara. Esse é um exemplo de v.a. discreta em que o
espago amostral é enumeravel mas infinito: os valores possiveis de X sao
1,2,3,.... Cada resultado desses significa que os primeiros lancamentos
foram coroa (C) e o tltimo, cara (K). Como os langamentos podem

ser considerados independentes, resulta que:

1 1 1 1 1 1\°
= — X =-—"X=-"=—-—X =-—-= - = —
2792 4792 8 2
PI"(X:4) = Pr01ﬂ02ﬂ03ﬂK4)
1 1 1 1 1 1
= — X=X =X=-==-X=
279272792 8729
1 /1y
16 \2
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e ea= (D)7 ()= (1) serzan

Se a probabilidade de cara é p, entao a unica diferenca com relacao ao

visto anteriormente é que Pr(K) = p e Pr(C) = 1 — p. Entao,
z—1
Pr(X=x2)=(1-p)" p r=1,2,3,...
E interessante notar que, tanto na distribuicao binomial quanto na
geométrica, temos repeticoes independentes de um experimento de Ber-
noulli. Na binomial, o ntimero de repeticoes é fixo e estamos interes-
sados no numero de sucessos. Na geométrica, o ntimero de sucessos
é fixo (igual a 1) e estamos interessados no nimero de repetigoes. A
distribuicao binomial negativa generaliza a distribuicao geométrica, no

seguinte sentido: a v.a. de interesse ¢ X = “numero de sucessos até o

r—ésimo sucesso, r > 17.

4. Nossa variavel aleatoria de Bernoulli é a seguinte:

X 1 se acerta no alvo
0 se nao acerta no alvo

e Pr(X =1) =0,20, o que implica que Pr(X =0) =0, 8.

(a) Seja Z = “numero de tiros até primeiro acerto no alvo”; entao,
Z ~ geom(0,2) e

Pr(Z = 10) = (0,8)°(0,20) = 0, 026844

(b) SejaY = “ntimero de acertos em 10 tiros”. Entao Y ~ bin(10;0,2)
e
Pr(Y =1) = ()(0,20)(0,8)? = 0, 26844

5. Nossa variavel aleatéria de Bernoulli é a seguinte:

X — 1 se peca é defeituosa
0 se peca é nao defeituosa

e Pr(X =1) =0,10, o que implica que Pr(X =0) =0,9.
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(a) Seja Y = “numero de pegas defeituosas na amostra de tamanho
20”. Entao Y ~ bin(20;0,1) e

Pr(Y =1) = (¥)(0,10)(0,9)" = 0,27017

(b) Seja Z = “ntmero de repetigdes até primeira pega defeituosa’;

entao, Z ~ geom(0,1) e
Pr(Z = 20) = (0,9)'?(0,10) = 0,013509

6. (a) Supondo que o dado seja honesto, a fdp de X é

Valor do desconto x | 0,30 0,20 0,10 0,05
Pr(X =x) 1/6 1/6 1/6 3/6

(b) Temos que

~0,30+0,20+ 0,10 + 3 x 0,05

E(X) .

= 0,125

ou um desconto médio de 12,5%.

(¢) A probabilidade de se ter um desconto maior que 10% (20% ou
30%) é de %. Seja Y = numero de clientes, num grupo de 5, que

recebem desconto maior que 10%. Entao, Y ~ bin (5; %) . Logo,

Pr(Y>1) = 1-Pr(Y <1)
— 1-Pr(Y =0)

() ) ) o

(d) Seja Z = numero de clientes que passam pelo caixa até primeiro
desconto de 30% (probabilidade %) Entao Z ~ geom (l) e, por-

P&(Z::4)::(%)3<%) — 0, 09645

7. X = “namero de pessoas em cada carro”

tanto,

(a) Afdp de X é

x 1 2 3 4 5
fx(z)=Pr(X =x)]0,05 0,20 0,40 0,25 0,10

(b) E(X)=0,054+0,40+1,20+ 1,0+ 0,5 = 3, 15 pessoas por carro
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(c) A probabilidade de haver mais de 3 pessoas em um carro é 0,35 =
Pr(X = 4)+Pr(X =5) =0,25+0, 10. Seja Y = nimero de carros,
num grupo de 5, com mais de 3 pessoas. Entao, Y ~ bin (5;0,35).
Logo

5
Pr(Y >1)=1-Pr(Y =0) =1— (o) (0,35)° (0,65)° = 0,883971

(d) Seja Z = ntmero de carros até primeiro carro com 5 passageiros.

Entao, Z ~ geom (0, 10) e, assim

Pr(Z = 4) = (0,90) (0,10) = 0,0729

. Se X = “numero de pecas defeituosas em uma caixa”, resulta que

X ~ bin (18;0,05).

A caixa satisfaz a garantia se X < 2. Logo, a probabilidade de uma
caixa satisfazer a garantia é

Pr(X<2) = Pr(X=0)+Pr(X=1)+Pr(X=2)=
- (108) (0,05)° (0,95)" + (118) (0,05)" (0,95)""
+(128) (0,05)% (0,95)'% =

0,397214 + 0, 376308 + 0, 168348
= 0,941871

. Podemos pensar nos funciondrios selecionados para o curso como expe-

rimentos de Bernoulli (aumenta ou néo a produtividade) independentes.
Seja X = ntumero de funciondrios, dentre os 10, que aumentam produ-
tividade.

(a)

10
Pr(X =7)= ( 7) (0,80)7 (0,20)* = 0, 201327

(b) Pelo menos 3 ndo aumentarem a produtividade é equivalente a no
maximo 7 dos 10 aumentarem a produtividade. Logo, a probabi-
lidade pedida é

Pr(X<7) = 1-Pr(X>7)=1-Pr(X=8—-Pr(X=9)
—Pr(X = 10)

- 1- (180> (0,80)% (0,20)* — (190> (0,80)? (0, 20)"

10
— <1o> (0,80)' (0,20)°
= 0,32220




Algumas distribuicées discretas

Pr(X<8) = Pr(X<7)+Pr(X=238)
10
= 0,322200 + (8> (0,80)% (0,20)* =
= 0,62419

10. Numa populacao de 1.000, retirar uma amostra de 20 pode ser vista

11.

como repeticoes de experimentos independentes de Bernoulli.

Seja X = numero de defeituosos na amostra de 20. Entao, X ~
bin (20;0, 10)

Seja V' = valor de compra proposto pelo cliente. Entao, V pode assumir

os valores 20, 10 ou 8 u.m. e, pela regra dada,

Pr(V =20)=Pr(X =0) = (200> (0,10)° (0,90)* = 0,1216

Pr(V=10) = Pr(X=1)+Pr(X =2)=
- (210) (0,10) (0,90)% + (220) (0,10)% (0,90)"® = 0, 5553

Pr(V=8=Pr(X>3)=1-Pr(X =0)-Pr(X =1)-Pr(X =2) =0,3231

v 8 10 20
fv(v) | 0,3231 0,5553 0,1216

E(V)=8x0,3231+ 10 x 0,5553 + 20 x 0,1216 = 10, 5698

A proposta do cliente é mais desvantajosa para o fabricante, ja que, em

média, ele paga menos do que o preco normal de 13,50.

Sejam os seguintes eventos: A = comprador A classifica partida como
tipo Il e B = comprador B classifica partida como tipo II. Sejam
X4 numero de pecas defeituosas na amostra do comprador A e Xp

o numero de pecas defeituosas na amostra do comprador B. Entao,
Xa ~ bin(5;0,20) e Xp ~ bin(10;0, 20)

Pr(A) = Pr(Xa>1)=1-Pr(X,<1)

- 1-(p) ooy - (7) 02 0 -
— 0,2627
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Pr(B) = Pr(Xp>2)=1-Pr(X,<2)=
- 1= () oeres - (V) o0 -

(120) (0,2)*(0,8)° =
= 10,3222

Sejam P4 e Pp os precos pagos pelos compradores A e B respectiva-

mente. Entao, as distribuicoes de probabilidade dessas variaveis sao:

Py 0,8 1,2
— E (P4) =1,095
Probabilidade 0,2627 0,7373
P 0,8 1,2
b E (Pg) =1,071

Probabilidade 0,3222 0,6778

A proposta do comprador A é mais vantajosa.
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Aula 13 — Variaveis aleatdrias continuas

Nesta aula, iremos estudar as varidveis aleatérias continuas, e vocé

aprenderd os seguintes conceitos:

e funcao de densidade de probabilidade;
e funcao de distribuicao acumulada de varidveis aleatérias continuas;
e esperanca e variancia de variaveis aleatorias continuas;

e a distribuicao uniforme continua.

Nocoes basicas

No estudo das distribuicoes de freqiiéncia para variaveis quantitativas
continuas, vimos que, para resumir os dados, era necessario agrupar os va-
lores em classes. O histograma e o poligono de freqiiéncias eram os graficos
apropriados para representar tal distribuicao. Para apresentar os conceitos
bésicos relativos as variaveis aleatorias continuas, vamos considerar os his-
togramas e respectivos poligonos de freqiiéncia apresentados na Figura 13.1.
Esses graficos representam as distribuicoes de freqiiéncias de um mesmo con-
junto de dados, cada uma com um numero de classes diferente — no his-
tograma superior, hd menos classes do que no histograma inferior. Supo-
nhamos, também, que as areas de cada retangulo sejam iguais as freqiiéncias
relativas das respectivas classes (essa é a definigdo mais precisa de um his-
tograma). Pelos resultados vistos anteriormente, sabemos que a soma das
areas dos retangulos é 1 (as freqiiéncias relativas devem somar 1 ou 100%) e
que cada freqiiéncia relativa é uma aproximacao para a probabilidade de um

elemento pertencer a determinada classe.

Analisando atentamente os dois graficos, podemos ver o seguinte: a
medida que aumentamos o numero de classes, diminui a diferenca entre a

area total dos retangulos e a area abaixo do poligono de freqiiéncia.

A divisao em classes se fez pelo simples motivo de que uma variavel
continua pode assumir infinitos (ndo-enumeraveis) valores. Faz sentido, entao,
pensarmos em reduzir, cada vez mais, o comprimento de classe J, até a
situacao limite em que 6 — 0. Nessa situacao limite, o poligono de freqiiéncias
se transforma em uma curva na parte positiva (ou ndo-negativa) do eixo ver-
tical, tal que a area sob ela é igual a 1. Essa curva sera chamada curva de

densidade de probabilidade.
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Figura 13.1: Histogramas e respectivos poligonos de freqiiéncia.

Considere, agora, a Figura 13.2, em que é apresentado o histograma
superior da figura anterior, mas agora ilustramos um fato visto anteriormente:
para estimar a freqiiéncia de valores da distribuicao entre os pontos a e b,

podemos usar a area dos retangulos sombreados de cinza-claro.

AN\

AN

Figura 13.2: Calculo da freqiiéncia entre dois pontos a e b.

Conforme ilustrado na Figura 13.3, a diferenca entre essa area e a area
sob o poligono de freqiiéncias tende a diminuir a medida que se aumenta o
niumero de classes. Essa diferenca é a parte sombreada de cinza mais escuro.
Isso nos permite concluir o seguinte: no limite, quando § — 0, podemos
estimar a probabilidade de a variavel de interesse estar entre dois valores A
e B pela area sob a curva de densidade de probabilidade, delimitada pelos

pontos A e B.
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\

Figura 13.3: Diferenca entre as areas dos retangulos e a area sob o poligono de freqiiéncia.

Variavel aleatoria continua

Embora ja visto anteriormente, voltamos a apresentar o conceito de

variavel aleatoria, por ser esse um dos conceitos mais importantes deste curso.

Definicao

Uma variavel aleatéria é uma funcao real (isto é, que assume valores em
R) definida no espago amostral 2 de um experimento aleatério. Dito de
outra forma, uma variavel aleatéria é uma funcao que associa a cada evento

de €2 um numero real.

J& estudamos também as varidveis aleatérias discretas e agora vamos
introduzir as variaveis aleatoérias continuas e para isso apresentamos nova-

mente esses conceitos.

Definicao
Uma varidvel aleatdria é discreta se sua imagem (ou conjunto de valores

que ela assume) for um conjunto finito ou enumeravel. Se a imagem for um

conjunto nao-enumeravel, dizemos que a variavel aleatéria é continua.
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Funcao de densidade de probabilidade

Os valores de uma v.a. continua sao definidos a partir do espago
amostral de um experimento aleatério. Sendo assim, é natural o interesse
na probabilidade de obtencao de diferentes valores dessa variavel. O com-
portamento probabilistico de uma variavel aleatéria continua serd descrito

pela sua funcao de densidade de probabilidade.

Definicao
Uma funcao de densidade de probabilidade é uma fungao f(x) que

satisfaz as seguintes propriedades:

L f(z) =0
2. A area total sob o grafico de f(z) tem de ser igual a 1.
Dada uma funcao f(z) satisfazendo as propriedades acima, entao f(x) re-

presenta alguma varidvel aleatdria continua X, de modo que P(a < X < b)

¢ a drea sob a curva limitada pelos pontos a e b (veja a Figura 13.4).

P(a<X<b)

Figura 13.4: Probabilidade como area.
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A definicao anterior usa argumentos geométricos; no entanto, uma
definicao mais precisa envolve o conceito de integral de uma funcao de uma
variavel. Apresentamos a seguir essa defini¢do, mas neste curso usaremos ba-
sicamente a interpretacao geométrica da integral, que estd associada a area

sob uma curva.

Definicao
Uma funcao de densidade de probabilidade é uma fungao f(x) que

satisfaz as seguintes propriedades:
L f(z) =0
2. [ f(z)dx =1

Dada uma funcdo f(x) satisfazendo as propriedades acima, entdo f(z) re-

presenta alguma variavel aleatéria continua X, de modo que

P(aSng):/bf(:v)dx

Para deixar clara a relacao entre a funcao de densidade de probabilidade
e a respectiva v.a. X, usaremos a notacao fx(x). Por questao de simplicida-
de, também abreviaremos a expressao funcao de densidade de probabilidade
por fdp, devendo ficar claro no contexto se é funcao de distribuicao de pro-
babilidade — v.a. discreta — ou funcao de densidade de probabilidade — v.a.

continua.

Uma primeira observagao importante que resulta da interpretagao geo-
métrica de probabilidade como area sob a curva de densidade de probabi-
lidade é a seguinte: se X ¢é uma v.a. continua, entao a probabilidade do
evento X = a é zero, ou seja, a probabilidade de X ser exatamente igual
a um valor especifico é nula. Isso pode ser visto na Figura 13.4: o evento
X = a corresponde a um segmento de reta, e tal segmento tem area nula.

Como conseqiiéncia, temos as seguintes igualdades:

Pria <X <b)=Pr(a<X <b) =Prla<X <b)=Pr(a<X <b)
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Funcao de distribuicao acumulada

Da mesma forma que a funcao de distribuicao de probabilidade de uma
variavel aleatoria discreta, a funcao de densidade de probabilidade nos dé
toda a informacao sobre a v.a. X, ou seja, a partir da fdp, podemos calcular
qualquer probabilidade associada a v.a. X. Também como no caso discreto,
podemos calcular probabilidades associadas a uma v.a. continua X a partir

da funcao de distribuicao acumulada.

Definicao
Dada uma variavel aleatéria (discreta) X, a fungao de distribuigao acu-

mulada de X ¢ definida por

Fx(z)=Pr(X <) Ve eR (13.1)

A definicao é a mesma vista para o caso discreto; a diferenca é que,
para variaveis continuas, a funcao de distribuicao acumulada é uma funcao

continua, sem saltos. Veja a Figura 13.5 para um exemplo.

Figura 13.5: Exemplo de funcao de distribuicao acumulada de uma v.a. continua.

Como no caso discreto, valem as seguintes propriedades para a funcao

de distribuigao acumulada (fda) de uma v.a. continua:

0< Fx(z)<1 (13.2)
xh_}rgo Fx(z)=1 (13.3)
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ml_i)r_noo Fx(x)=0 (13.4)
a<b= Fx(a) < Fx (b) (13.5)

Da interpretagdo de probabilidade como é&rea, resulta que Fx(z) é a

area a esquerda de x sob a curva de densidade fx. Veja a Figura 13.6:

Pr(X<=a) = F(a)

Figura 13.6: Funcao de distribuicao acumulada - célculo a partir da area sob a curva de

densidade.

Existe uma relacao entre a fungao de densidade de probabilidade e a
funcao de distribuicao acumulada, que é resultante do Teorema Fundamen-
tal do Calculo. Essa relacao serd dada aqui para fins de completitude das
defini¢oes, mas nao serda cobrado do aluno tal conhecimento, uma vez que
os conceitos de integral e derivada podem ainda nao ter sido devidamente

assimilados.

Por defini¢ao, temos o seguinte resultado:
Fx(z) =Pr(X <z) = / fx(u)du,

e do Teorema Fundamental do Célculo resulta que

d

fx(z) = %FX@)’

isto é, a funcao de densidade de probabilidade é a derivada da funcao de

distribuicao acumulada.
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Esperanca e variancia de variaveis aleatorias continuas

Nas distribuigoes de freqiiéncias agrupadas em classes de variaveis quan-
titativas continuas, vimos que a média e a variancia da distribuigao, medidas

de centro e de dispersao, respectivamente, podiam ser calculadas como

T = Zfixz’

2 —\2

o = E fi(ri =)
onde f; era a freqiiéncia relativa da classe i e x; era o ponto médio da
classe 7. Continuando com a idéia inicial da aula de tomar classes de com-

primento cada vez menor, isto é, fazendo § — 0, chegamos as seguintes

definicoes de esperanca e variancia de uma varidavel aleatoria continua.

Definicoes
Seja X uma variavel aleatéria continua com func¢ao de densidade de proba-
bilidade fx. A esperanga (ou média ou valor esperado) de X ¢ definida

Ccomo

+o0
E(X) :/ xfx(x)dx

o0

e a variancia de X é definida como

Var(X) = / N [z — E(X)) fx(x)dz

—0o0

O desvio padrao ¢ definido como

DP(X)=+/Var(X)

Como ja dito antes, nao entraremos em detalhes de calculo dessas
formulas; nosso enfoque sera na interpretacao da média e da variancia como
medidas de centro e de dispersao. Para algumas distribuicoes especificas,
apresentaremos os valores de F(X) e Var(X), mostrando a sua influéncia

sobre a distribuicao.
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As mesmas propriedades vistas para variaveis aleatérias discretas con-

tinuam valendo no caso continuo:

Esperanca Variancia Desvio padrao
E(a)=a Var (a) =0 DP(a) =0
E(X+a)=E(X)+a | Var(X +a)=Var(X) | DP(X +a)=DP (X)
E(bX) =bE(X) Var (bX) = b*Var (X) | DP (bX) = |b| DP (X)
Tomin < E(X) < Timax Var(X) >0 DP(X)>0

Se interpretamos a funcao de densidade de probabilidade de X como
uma distribui¢do de massa na reta real, entao E(X) é o centro de massa desta
distribuicao. Essa interpretagao nos permite concluir, por exemplo, que se

fx ¢ simétrica, entao E(X) é o valor central, que define o eixo de simetria.
Exemplo 13.1 — Distribuicao uniforme

Considere a fungao fx apresentada na Figura 13.7:

Figura 13.7: Funcio de densidade de probabilidade para o Exemplo 13.1.

1. Encontre o valor de k para que fx seja uma funcao de densidade de
probabilidade de uma v.a. X.

2. Determine a equacao que define fx.

3. Calcule Pr(2 < X < 3).

4. Encontre E(X).

5. Determine o valor de k tal que Pr(X < k) =0,6.

6. Encontre a funcao de distribuicao acumulada de X.
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Solucao
1. Como a area tem que ser 1, temos de ter

1

2. Temos que
sel<z<5H

=

fx(z) =
0 caso contrario

3. A probabilidade pedida é a area sombreada na Figura 13.8. Logo,

1 1
Pr2<X <3)=(3-2 - = -
(2 X <3)=(3-2)x ;=

1/4 7

Figura 13.8: Calculo de Pr(2 < X < 3) para o Exemplo 13.1.

4. Por argumentos de simetria, a esperanga ¢ o ponto médio, ou seja,
E(X)=3.

5. O primeiro ponto a observar é o seguinte: o ponto z = 3 divide a area
ao meio, ou seja, r = 3 é a mediana da distribuicao. Como temos que
Pr(X < k) = 0,6, resulta que k£ tem de ser maior que 3, uma vez que

abaixo de 3 temos &area igual a 0,5. Veja a Figura 13.9:

CEDERJ m
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0,1

PN

Figura 13.9: Célculo de k tal que Pr(X < k) = 0,6 para o Exemplo 13.1.

Temos de ter

1
0.1=(k=3)x ;= k=34

6. Para x < 1, temos que Fx(z) =0 e para z > 5, temos que Fx(z) = 1.
Para 1 < x < 5, Fx(x) é a area de um retangulo de base (x — 1) e

altura 1/4 (veja a Figura 13.10). Logo,

r—1

4

Fx(l') =

Figura 13.10: Calculo de Fx para o Exemplo 13.1.
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e a expressao completa de Fx é

(0 sex <1

Fx(z) = ”“T_l sel <z <5

1 sex >H

\

cujo grafico estd ilustrado na Figura 13.11.

Figura 13.11: Funcao de distribuicao acumulada para o Exemplo 13.1.

Exemplo 13.2

Considere a fungao fx apresentada na Figura 13.12:

Figura 13.12: Funcao de densidade de probabilidade para o Exemplo 13.2.
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1. Encontre o valor de k para que fy seja uma funcao de densidade de
probabilidade de uma v.a. X.
2. Determine a equacao que define fx.
3. Calcule Pr(2 < X <3).
4. Encontre a funcao de distribuicao acumulada de X.

5. Determine o valor de k tal que Pr(X < k) =0,6.

Solugao

—_

. Podemos decompor a area sob a reta como a area de um triangulo e a
drea de um retangulo (na verdade, o resultado é a drea de um trapézio

- veja a Figura 13.13). Entao, temos de ter
1
1 = (6-1) ><0,1+§(6—1) X (k—0,1) =

5
0.5 = S(k=01)=£k=03

Figura 13.13: Calculo de k para o Exemplo 13.2.

2. fx é uma funcdo linear e a reta passa pelos pontos (1;0,1) e (6;0,3),

o que nos da o seguinte sistema de equagoes:

0,1=a+0

0,3=a+6b
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Subtraindo a primeira equagao da segunda, obtemos
0,3—0,1=5b=b=0,04

Substituindo este valor na primeira equacao, obtemos que a = 0,1 —
0,04 = 0,06. Logo,

0,064+0,04r sel<x<6
fx(z) =

0 caso contrario

3. Veja a Figura 13.14, em que a area sombreada corresponde a proba-
bilidade pedida. Vemos que essa area ¢ a area de um trapézio de altura
3 — 2 =1, base maior igual a fx(3) = 0,06+ 0,04 x 3 = 0,18 e base
menor igual a f(2) = 0,06+ 0,04 x 2 = 0, 14. Logo,

0,18+ 0,14

Pr(2 < X <3) = 5

x1=20,16

0,3 T

0,1 +

Figura 13.14: Célculo de Pr(2 < X < 3) para o Exemplo 13.2.

4. Veja a Figura 13.15; nela podemos ver que, para x € [1,5], Fx (k) é
a area de um trapézio de altura k — 1; base maior igual a fx (k) e base
menor igual a fx(1). Logo,

(0,06 + 0,04k) + 0,1

Fx(k) = > x (k —1)

= (0,08 +0,02k)(k — 1)
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ou seja,
0 se k<1
Fx(k) =< 0,02k?>+ 0,06k — 0,08 sel<k<6
1 se k> 6

093 T /

0,1 1

Figura 13.15: Funcao de distribuicao acumulada para o Exemplo 13.2.

5. Queremos determinar k tal que Fx (k) = 0,6. Logo,

0,6 = 0,02k* + 0,06k — 0,08 =
0,02k + 0,06k — 0,68 = 0 =

B +3k—34=0=
—3+9+4x 34
2

A raiz que fornece resultado dentro do dominio de variacao de X é

I —34+v9+4x 34
N 2

= 4,5208

Exemplo 13.3 - Distribuicao triangular

Considere a fungao fx apresentada na Figura 13.16:

1. Encontre o valor de h para que fx seja uma funcao de densidade de

probabilidade de uma v.a. X (note que o triangulo é isésceles).
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Figura 13.16: Funcao de densidade de probabilidade para o Exemplo 13.3.

. Determine a equacao que define fx.

. Calcule Pr(1 < X <3).

. Encontre E(X).

. Determine o valor de k tal que Pr(X < k) = 0,6.

. Encontre a funcao de distribuicao acumulada de X.

Solucao

. Como a area tem de ser 1, temos de ter

1 1
2><( 0) x h = 5

. A funcao fx é dada por 2 equagoes de reta. A primeira é uma reta de

inclinagao positiva que passa pelos pontos (0,0) e (2, %) . A segunda
¢ uma reta de inclinacao negativa, que passa pelos pontos (2, %) e
(4,0). Para achar a equac@o de cada uma das retas, basta substituir as
coordenadas dos dois pontos e resolver o sistema. Para a primeira reta,

temos o seguinte sistema:

0 = a+bx0
1

= bx2
2 @t

Da primeira equagao resulta que a = 0 (é o ponto onde a reta cruza o
eixo y) e substituindo esse valor de a na segunda equacao, resulta que

b=1
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Para a segunda reta, temos o seguinte sistema:

o= o

= a+bx4
= a+bx2

Subtraindo a segunda equagao da primeira, resulta:

1

0—5:(a—a)—|—(4b—2b)

Substituindo na primeira equacao, encontramos que a = 1.

Combinando essas duas equagoes, obtemos a seguinte expressao para

in

. A probabilidade pedida é a area sombreada em cinza-escuro na Figu-
ra 13.17. Os dois triangulos sombreados de cinza-claro tém a mesma
area, por causa da simetria. Assim, podemos calcular a probabilidade
usando a regra do complementar, uma vez que a area total é 1. A altura
dos dois triangulos é i; basta substituir o valor de x = 1 na primeira

equacao e o valor de x = 3 na segunda equagao. Logo, a drea de cada

\

% se0 <z <?2
1-% se2<x<4
0 ser<Qouzxz>4

‘A 41 11
um dos triangulos é 5 x 1 x ; = ¢ e, portanto,

6 3
s X<3) 8§78 1

1

h— -
= 1

1/2

Figura 13.17: Calculo de Pr(1 < X < 3).
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4. Como a funcao ¢é simétrica, resulta que E(X) = 2.

5. O primeiro ponto a observar é o seguinte: o ponto z = 2 divide a area
ao meio, ou seja, r = 2 é a mediana da distribuicao. Como temos
que Pr(X < k) = 0,6, resulta que k£ tem de ser maior que 2. Veja a
Figura 13.18:

0,1
12 0,5

0 1 2 K 4

Figura 13.18: Cdlculo de k tal que Pr(X < k) =0,6.

Novamente, vamos usar a regra do complementar: como a area (proba-
bilidade) abaixo de k tem de ser 0,6, resulta que a &rea (probabilidade)
acima de k tem de ser 0,4; entao, a area do triangulo superior tem de
ser 0,4. A altura desse triangulo é obtida substituindo-se o valor x = k
na equagao da segunda reta, o que nos dd h =1 — %. Substituindo na

formula que da a drea de um triangulo, resulta:

1 k
0,4==-x4—-k 1—=-)=
a=gx-bx(1-7)
1 k?

0,4 = - (4—k—k+ —
a=5( +5) =
16 — 8k + k?
4
3,2 = k*—8k+16=
k*—8k+13,2=0=
p o 841064 —4x13,2 84 /11,2

2 2
A rajz 312 V2112 estd fora do dominio de definicao da funcgao; logo, essa

0,8 =

solucao nao serve. A solucao para o problema, entao, é:

L _ 8- VILZ

= 2,3267
2 )
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6. Assim como a fdp, a fda sera definida por 2 equagbes: uma para os
valores de x no intervalo [0,2) e outra para valores de x no intervalo
2,4]. Para z € [0, 2), temos que Fx(x) é a area do retangulo sombreado

na Figura 13.19. Logo,

z €10,2)

12 +

Figura 13.19: Célculo de Fx(z) para 0 <z < 2.

Para = € [2,4], F,(x) ¢é a drea sombreada na Figura 13.20, que pode
ser calculada subtraindo-se de 1 (érea total) a drea do triangulo supe-

rior. Logo,
x

FX(x):l—%(él—x) (1—1).

12 +

Figura 13.20: Calculo de Fx(z) para 2 <z < 4.
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Combinando os resultados obtidos, resulta a seguinte expressao para

FXI
(O sex <0
%xQ se 0 <x<?2
Fx(z) =<
1-1(4—-2)° se2<x<4
1 sex >4

Veja a Figura 13.21; para 0 < x < 2, o grafico de F'x é uma parabola
concava para cima; para 2 < x < 4, o grafico de Fx é uma parabola

concava para baixo.

Figura 13.21: Funcao de distribuicao acumulada do Exemplo 13.3.

Distribuigao uniforme
Funcao de densidade de probabilidade

Uma v.a. continua X tem distribui¢ao uniforme no intervalo |a, b]
(finito) se sua funcao de densidade é constante nesse intervalo, ou seja, temos
de ter

flx)=k  Vz€la,b]

Entao, o grafico da fdp. de X é como o ilustrado na Figura 13.22.

Para que tal fungao seja uma fdp, temos de ter k£ > 0 e a area do retangulo
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k=(b-a)" —

Figura 13.22: Densidade da distribuigao uniforme no intervalo [a, b].

tem de ser 1, ou seja,

(b—a)xk=1= k= —

Logo, a fungao de densidade de uma v.a. uniforme no intervalo [a, b] é

dada por

—— sex € [a,b]

f(z) = (13.6)

0 caso contrario

Os valores a e b sao chamados parametros da distribuicao uniforme;
note que ambos tém de ser finitos para que a integral seja igual a 1. Quando

a=0eb=1 temos a uniforme padrao, denotada por (0, 1).

Fungao de distribuicao acumulada

Por defini¢ao, temos que
Fx (z) =Pr(X <ux)

e essa probabilidade é dada pela area sob a curva de densidade a esquerda

de x, conforme ilustrado na Figura 13.23

309 CEDERJ




PROBABILIDADE
E ESTATISTICA

Varidveis aleatdrias continuas

F(X)

(b-2) -

Figura 13.23: Cilculo da fda da densidade uniforme.

Essa drea ¢ a drea de um retangulo com base (xr — a) e altura

—a
Logo,
0 ser <a
r—a
F(z)= ; sea<x<b (13.7)
—a
1 sex >b

O gréfico dessa fda é dado na Figura 13.24.

Figura 13.24: Funcao de distribuicao acumulada da distribuicao uniforme no intervalo
[a,b].
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Esperanca e variancia

Das propriedades da esperanca e das caracteristicas da densidade uni-
forme, sabemos que E(X) é o ponto médio do intervalo [a, b] .
a+b

E(X)= : (13.8)

O célculo da variancia requer cédlculo integral, e pode-se mostrar que

(b—a)’

Var (X) = 15

(13.9)

Resumo da Aula

Nesta aula vocé iniciou o estudo sobre variaveis aleatorias continuas,

aprendendo os seguintes conceitos:

e Funcao de densidade de probabilidade é uma funcao f(x) que

satisfaz as seguintes propriedades:

— f(x) =0

— A érea total sob o gréfico de f(x) tem que ser igual a 1.

e Dada uma fungao de densidade f(z) referente a uma v.a. X, entdo

P(a < X <) é a drea sob a curva limitada pelos pontos a e b.
e A funcao de distribuigao acumulada é definida como

F(z) =Pr(X <) Vo e R

e A densidade uniforme no intervalo (a,b) é

~— sex € [a,b]

flz) = (13.10)

0 caso contrario

a+b

(b—a)?
2
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Exercicios

1. Considere a seguinte funcao:

K2—-z) se0<z<1
g(x) =
0 sex<Oouwzw>1
(a) Esboce o gréfico de g(z).

(b) Encontre o valor de K para que g(x) seja uma fungao de densidade
de probabilidade.

(c¢) Encontre a fungao de distribui¢do acumulada.

(d) Calcule os quartis da distribuicao.

2. A demanda didria de arroz num supermercado, em centenas de quilos,

é uma v.a. com f.d.p.

%x se0<z<l1
fla)=¢ —2+1 sel<z<3
0 sex<OQoux>3

(a) Qual é a probabilidade de se vender mais de 150kg num dia escol-

hido ao acaso?

(b) Qual a quantidade de arroz que deve ser deixada a disposi¢ao dos

clientes diariamente para que nao falte arroz em 95% dos dias?

3. Seja X uma v.a. com funcao de densidade de probabilidade dada por

fx(z) =

2 se 0<zx <1
0 caso contrario

Calcule Pr (X < %| < X<

).

W=
[SV )

Solucao dos Exercicios
1. (a) Veja a Figura 13.25. Note que g(0) = 2K e g(1) = K e g(x) é
uma funcao linear.
(b) A érea total, que deve ser igual a 1, é a drea de um trapézio com

altura h = 1, base maior igual a 2K e base menor igual a K. Logo,

K 42K 2
Ty &

1
2 3
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2K

—_—

Figura 13.25: Solucao do Exercicio 13.1 - grafico de g(x).
(c) Para cada x € [0,1], Fx(z) é a area de um trapézio de altura z,

é
base menor igual a fx(z) = 2

(2 — z) e base maior igual a 3. Veja
a Figura 13.26. Logo,
_ s+22-2) 2 1

Fx(x) > T 3"73

4/3

2/3 +

Figura 13.26: Célculo da fda para o Exercicio 13.1.

Resulta que

0 sex <0

Fx(z)=4¢ sz —312? se0<z<1

1 sex >1
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(d) Sejam @1, Q2 e Q3 os trés quartis:

4 1 1
Fx(Q)) = 0,25 = ng - ng == 160, — 402 =3 =

4Q7 —16Q,+3 = 0=>0Q*—4Q, +0,75=0=

44,16—4x0,75 4++13
@ = 2 2

A raiz que fornece solucao no dominio de X é:

_4—V13
= —5

Q1 =0,19722

4 1 1
Fx(Qy) = 0,5:>§Q2—§Q§:§:>8Q2—2Q§:3:
205 —-8Q2+3 = 0=0Q5-4Q,+1,5=0=
44/16—4x 1,5 4++10
Q2 = 5 =—5

A raiz que fornece solucao no dominio de X é:

4 —+/10
Qo = T\/_ — 0, 41886
4 1 5, 3 5
Fx(Q3) = 0,75 = §Q3 - g@g =17 16Q3 — 403 =9 =
9
405 —16Q3 +9 = 0;»@3—4@#120:»
4416 —4x225 447
Qs = -
2 2
A raiz que fornece solucao no dominio de X é:
4 —\/7
Qs = 2\/_ =0,67712

2. Seja X a v.a. que representa a demanda didria de arroz, em centenas

de quilos.

(a) Na Figura 13.27, temos o gréfico da fdp de X, onde a drea do
triangulo sombreado representa Pr(X > 1,5). Nesse triangulo, a
base ¢ 3—1,5=1,5, e a altura é f(1,5) = % + 1. Logo,

3

1
Pr(X > 1,5)= 5 x 1,5x 0,5 = .

DN | —

3
X — X
2

DN | —
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2/3 T

1 1,5 3

Figura 13.27: Solucao do Exercicio 13.2.

(b) Seja k o valor a estocar. Para que a demanda seja atendida, é
necessario que a quantidade demandada seja menor que a quanti-
dade em estoque. Logo, queremos encontrar o valor de k tal que
Pr(X <k)=0,95.

Como Pr(X <1) = %, k tem de ser maior que 1, ou seja, k esta no
triangulo superior (veja a Figura 13.28). Mas Pr(X < k) =0,95
¢ equivalente a Pr(X > k) = 0,05. Logo,

1 k
— _ _ _ 1
0,05 = 2(3 k)( 3+ ):>

0,1 = (3—k) (_k;g) =

0,3 = 9—6k+k’=
k> —6k+87=0=

6+ 36 —4 x8.7
2

J—

A raiz que da a solucao dentro do dominio de X é:

6 — 36 —4x87
2

k:

= 2,45 centenas de quilos
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2/3 T
0,05

Figura 13.28: Solucao do Exercicio 13.2 - Calculo do tamanho do estoque.

Pr(ANB
3. Sabemos que Pr(A|B) = % Assim,
I e

m(xgﬁggxgg):: 1 2
Pr (— <X < -
3 3

1 1

Pr (— SXS 5)

Pr nggg
3 3

Veja a Figura 13.29. Ambos os termos referem-se a areas de trapézios.
O numerador refere-se a area do trapézio sombreado de cinza-escuro e o

denominador refere-se ao trapézio correspondente a toda a area sombreada
1 1 1
(cinza-claro e cinza-escuro). O trapézio cinza-escuro tem altura — — = = —,

2 3
1 1 1 1
base maior igual a f (5) =2X 3= 1 e base menor igual a f (§> =2X 3=
1 1
—. O trapézio sombreado completo tem altura — — 3=y base maior igual
2 2 4 1 1 2
af(§> =2 X §:§ebasemenorigualaf(§) :2><§:§.Logo,
2
I+3 1 5 1
1,1 2 5 376 5
PriX<-|-<X<Z)=-2 6 _3 6_°
2'3 3 4 2 112
— 4+ — 1 2 X —
3 3= 3
2 3
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o

2/3

Figura 13.29: Solucao do Exercicio 13.3.

1. Seja X = “contetdo da lata de coca-cola”. Entao, X ~ U[345, 355]

(a) Pede-se

Pr(X > 353)=1—Pr(X <353)=1— Fx(353)

(b) Pede-se
Pr(X <

(c) Pede-se
Pr(350 —4 <

353 — 345

YT 0.2
355 — 345 0

346) = Pr(X < 346) = Fx(346)
346 — 345

YT 01
355 — 345 0,

X <350 +4) =Pr(346 < X < 354)
Pr(346 < X < 354)

Pr(X < 354) — Pr(X < 346)

354 — 345 346 — 345

355 — 345 355 — 345
0,8

Logo, a proporcao de latas rejeitadas ¢ 1—0,8 = 0, 2, ou seja, 20%
das latas sao rejeitadas pelo processo de controle de qualidade.

Note que essa é uma proporc¢ao bastante alta!
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2. E dado que

= 6,75

Da primeira equacao resulta que a = 15 — b. Substituindo na segunda

equacao:
b—15+b)?
% = 6,75 = (2b—15)> =81 =
20— 15| = 9=2b—15=49

As solugoes sao b = 12 e b = 3. Mas b = 3 implica que a = 12; como

b > a, essa nao é uma solugao possivel. Assim, a =3 e b= 12.




A distribuicdo normal

Aula 14 — A distribuicao normal

Nesta aula voce estudara a distribuicao normal, que é uma das mais
importantes distribuicoes continuas. Voceé vera a definicao geral desta dis-
tribui¢ao, mas, nesse primeiro momento, nos concentraremos na distribuicao
normal padrao, com énfase no cédlculo de probabilidades associadas a essa

variavel. Assim, vocé vera os seguintes topicos nesta aula:

e definicao da distribuicao normal;
e média e variancia da distribuicao normal;
e a distribuicao normal padrao;

e tabela da distribui¢ao normal padrao.

A distribuicao normal
Funcgao de densidade de probabilidade

Uma v.a. continua X tem distribuicao normal se sua funcao de densi-
dade de probabilidade é dada por

fx(z) =

—00 <2 <00 (14.1)

1 (z —p)®
exp |——————
V2ro? 202
Analisando essa expressao, podemos ver que ela estd definida para todo x € R

e depende de dois parametros: p e 0. Outras caracteristicas importantes dessa

funcao sao as seguintes:

1. ela é simétrica em torno do ponto = = u;
2. o grafico da funcao tem forma de sino;

3. quando x — £o0, fx(z) — 0;

1

4. o ponto x = p é o ponto de maximo e nesse ponto, fx(x) = Wyt

5. os pontos z = 1 — o0 e x = u+ o sao pontos de inflexao, ou seja, nesses
pontos, a curva muda de concavidade. Para x < yt— o ou x > u + o,
a funcao é concava para cima e para u — o < x < p + o, a funcao é

concava para baixo.
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ponto de inflexao - ponto de inflexao

P

Yz
Uu-o U+o

Figura 14.1: ITlustracao das principais caracteristicas da densidade normal.

Na Figura 14.1 ilustram-se essas caracteristicas da densidade normal.

Pode-se mostrar, usando técnicas de calculo integral, que a area sob a
curva de densidade normal ¢é igual a 1 e como a fungao exponencial é sempre
nao negativa, resulta que a fungdo fy dada na equagao (14.1) realmente

define uma funcao de densidade de probabilidade.

Esperanca e variancia

Os parametros i e o da densidade normal definem a média e o desvio

padrao da distribuicao, respectivamente:
X ~N (,u;02) = ¢ Var(X) =o?

Vamos usar a seguinte notacao: indicaremos o fato de a v.a. X ter dis-
tribuigao normal com média p e variancia o2 pela notagao X ~ N (u;0?). Na
Figura 14.2 temos os graficos das seguintes distribui¢goes normais: N(0;1) e
N(2;1), ou seja, duas distribuigoes normais com médias diferentes e variancias
iguais. Note que o efeito de mudar a média é simplesmente deslocar o gréfico,

mudando o seu eixo de simetria.




A distribuicdo normal

Figura 14.2: Distribui¢oes normais com mesma variancia e médias diferentes.

Na Figura 14.3 temos duas distribui¢oes normais com a mesma média,
mas com variancias diferentes. Note que a distribuicao continua em forma
de sino, mas a dispersao muda — lembre-se de que variancia e desvio padrao
sao medidas de dispersao. Como o maximo da fungao é ﬁ, quanto maior
a variancia, “mais baixa” é a curva; para compensar esse fato e continuar
com area sob a curva igual a 1, a curva fica mais “espalhada”, ou seja, mais

dispersa.

o)
w

Figura 14.3: Distribui¢oes normais com mesma média e variancias diferentes.
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Fungao de distribuicao acumulada

Como antes, a fungdo de distribui¢do acumulada é F(z) = Pr(X < z).
Na Figura 14.4 temos as respectivas fda para as densidades N(0;1), N(2;1)
e N(0;4). Note que, pela simetria da curva em torno da média, qualquer que
seja a densidade normal, F'(u) = 0,5, ou seja, o eixo de simetria divide a érea
em duas partes iguais. No grafico da fda, podemos ver que, para as densidades
N(0;1) e N(0;4), F(0) =0,5 e para a densidade N(2;1), FI(2) =0,5.

N(0;2)

Figura 14.4: Funcao de distribuicao acumulada de algumas densidades normais.

A densidade normal padrao

Quando z = 0 e 02 = 1 temos a densidade normal padrao, cuja fdp é

usualmente representada pela letra grega fi:

() = — < ! 2) i<+

2) = —=exp| —=2 —o00 <z 00

v Vor TP\ 72

E comum também representar uma variavel aleatoria com distribuicao nor-
mal padronizada pela letra Z. Além de ser um caso especial, a densidade
normal padrao tem papel importante no calculo de probabilidades associ-

adas as densidades normais, como veremos na proxima aula.
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A tabela da normal padrao

Na tltima aula, vocé aprendeu que o calculo de probabilidades asso-
ciadas a varidveis aleatdrias continuas envolve cdlculo de areas sob a curva
de densidade (mais precisamente, calculo de integral da fdp). Isso, obvia-
mente, continua valendo para a densidade normal. A diferenca estd no fato
de que o calculo de areas sob a curva normal envolve métodos numéricos
mais complexos e, para facilitar esses calculos, podemos usar uma tabela
em que alguns valores ja se encontram calculados. Neste curso, iremos nos
basear na Tabela 1 apresentada na ultima pagina desta aula, embora muitos
livros utilizem a tabela da distribuicao acumulada dada na Tabela 2, que

discutiremos no final desta aula.

A Tabela 1 sera usada para se calcularem probabilidades associadas a
uma variavel aleatéria normal padrao Z. Assim, com essa tabela poderemos
calcular probabilidades do tipo Pr(Z > 1), Pr(Z < 3), Pr(—1 < Z < 2)
etc. Vamos analisar cuidadosamente esta tabela. A partir do cabegalho
e do grafico na tabela, podemos ver que as entradas no corpo da tabela
fornecem probabilidades do tipo Pr(0 < Z < z), ou seja, probabilidades de
valores de Z pertencerem ao intervalo [0, z]. Com relacao a abscissa z, seus
valores sao apresentados na tabela ao longo da coluna lateral a esquerda em
conjunto com a linha superior, ambas sombreadas de cinza. Na coluna a
esquerda, temos a casa inteira e a primeira casa decimal; na linha superior,
temos a segunda casa decimal. Por exemplo, ao longo da primeira linha da
tabela temos probabilidades associadas as abscissas 0,00; 0,01; 0,02, ..., 0,09;
na segunda linha da tabela, temos probabilidades associadas as abscissas
0,10; 0,11; 0,12; ..., 0,19; na ultima linha da tabela, temos probabilidades
associadas as abscissas 4,00; 4,01; 4,02; ...; 4,09.

A entrada 0,00000 no canto superior esquerdo da tabela corresponde a
seguinte probabilidade: Pr(0 < Z < 0,00), ou seja, Pr(Z = 0) e, como visto,
essa probabilidade é nula, uma vez que, para qualquer variavel aleatoria
continua X, Pr(X = xy) = 0. A segunda entrada na primeira linha, 0,00399,
corresponde a Pr(0 < Z < 0,01), que é a édrea sob a curva de densidade
normal padronizada compreendida entre os valores 0 e 0,01 (veja o grafico

na tabela).

Note que esta tabela apresenta probabilidades correspondentes a abscis-
sas positivas, ou seja, esta tabela trata de drea sob a curva no lado positivo
do eixo. Para calcular areas no lado negativo, teremos de usar o fato de

a curva da densidade normal ser simétrica. E interessante que, no calculo
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de probabilidades associadas a varidveis aleatdrias normais, vocé faca um
esboc¢o da curva de densidade, sombreando a area correspondente a probabi-
lidade desejada. Vamos terminar esta aula apresentando varios exemplos de
calculos de probabilidades de uma v.a. Z com distribuicao normal padrao,

ou seja, no que segue, Z ~ N(0;1).

Exemplo 14.1

Calcule Pr(0 < Z < 1,22). Veja a Figura 14.5; queremos calcular a
drea (probabilidade) da parte sombreada. Essa probabilidade é dada dire-

tamente na Tabela 1, utilizando a entrada correspondente a linha 1,2 e a

coluna com o valor 2 (veja a Figura 14.6). O resultado ¢é

Pr(0 < Z <1,22)=0,38877

5 4 3

-1

0

1

2

3 4

Figura 14.5: Exemplo 14.1 — Célculo de Pr(0 < Z < 1,22).

e 1% Decimal

0

1

2

3

0,0
0,1
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3

Figura 14.6: Uso da Tabela 1 no célculo de Pr(0 < Z < 1,22).

0,00000
0,03983
0,31594
0,34134
0,36433
0,38493
0,40320

0,00399
0,04380
0,31859
0,34375
0,36650
0,38686
0,40490

0,00798
0,04776
0,32121
0,34614
0,36864
0,38877
0,40658

0,01197
0,05172
0,32381
0,34849
0,37076
0,39065
0,40824




A distribuicdo normal

AULA 14

Exemplo 14.2

Calcule Pr(1 < Z < 2). Essa probabilidade corresponde & area som-
breada na Figura 14.7. Note que essa area pode ser obtida subtraindo-se a
area hachurada no sentido \ da drea hachurada no sentido /. Mais precisa-

mente:

Pri1<ZzZ<2) = Pr(0<Z<2)—-Pr(0<zZ2<1)
= tab(2) — tab(1)
= 047725 —0.34134
= 0,13591

Note a convengao que adotaremos: tab(z) = Pr(0 < Z < z) corresponde a

entrada na Tabela 1.

5 4 3 2 1 0 ! 2 3 4 5

Figura 14.7: Exemplo 14.2 — Cdlculo de Pr(1 < Z < 2).

Exemplo 14.3

Calcule Pr(Z > 1). Essa ¢ a area sombreada na Figura 14.8, que pode
ser calculada lembrando que a area a direita do eixo de simetria é igual a
0,5. Assim, a probabilidade pedida pode ser obtida subtraindo-se de 0,5 a
area hachurada, isto é:

Pr(Z>1) = 0,5—-Pr(0<Z<1)
= 0,5-0,34134
— 0,15866
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Figura 14.8: Exemplo 14.3 — Célculo de Pr(Z > 1).
Exemplo 14.4

Calcule Pr(Z < 1,5). Essa é a drea a esquerda de 1,5, sombreada de

cinza claro e de cinza escuro na Figura 14.9. Podemos escrever:

Pr(Z <1,5) = Pr(Z<0)+Pr(0<Z<1,5)
= 0,5+tab(1,5)
= 0,540,43319
= 0,93319

-3 -2 -1 0 i I2 I3 éll 5

%3
|
N

Figura 14.9: Exemplo 14.4 — Calculo de Pr(Z < 1,5).
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Exemplo 14.5

Calcule Pr(Z < —0,5). Essa é a drea sombreada de cinza escuro na
Figura 14.10. Note que, por simetria, essa area ¢ igual a drea sombreada
de cinza claro. Esta, por sua vez, pode ser obtida subtraindo-se de 0,5 (area

a direita do eixo de simetria) a drea hachurada. Mais precisamente:

Pr(Z <—-0,5) = Pr(Z>0,5)
= 0,5-Pr(0< Z<0,5)

— 0,5 tab(0,5)
= 0,5—0,19146
= 0,30854

AMANNNNNNY

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

(=}

Figura 14.10: Exemplo 14.5 — Célculo de Pr(Z < —0,5).

Exemplo 14.6

Calcule Pr(—1,5 < Z < 0). Essa é a area sombreada de cinza claro
na Figura 14.11, que, pela simetria da curva, ¢ igual a area sombreada de

cinza escuro. Mais precisamente:

Pr(-1,5<Z<0) = Pr(0<Z<1,5)
= tab(1,5) = 0,43319
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Figura 14.11: Exemplo 14.6 — Célculo de Pr(—1,5 < Z < 0).

Exemplo 14.7

Calcule Pr(—1,32 < Z < 2,05). Essa ¢ a area sombreada de cinza
claro na Figura 14.12. Note que essa area pode ser decomposta na area a
esquerda do eixo de simetria mais a area a direita do eixo de simetria. A
drea a direita do eixo de simetria nada mais é que tab(2,05). Com relagao a
area sombreada a esquerda do eixo de simetria, ela é igual a area hachurada

no lado direito e essa ultima é tab(1,32).Assim,

Pr(—1,32 < Z<2,05) = Pr(—1,32<Z <0)+Pr(0<Z < 2,05)
= Pr0<Z<1,32)+Pr(0<Z<
— tab(L,32) + tab(2,05)
= 0,40658 + 0,47982
= 0,88640
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5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 14.12: Exemplo 14.7 — Célculo de Pr(—1,32 < Z < 2,05).
Exemplo 14.8

Calcule Pr(—2,33 < Z < —1,00). Essa é a area sombreada de cinza
claro na Figura 14.13. Por simetria, essa drea é igual a area sombreada de
cinza escuro. Assim,

Pr(—2,33 <7 < -1,00) = Pr(1,00 < Z < 2,33)
= Pr(0,00 < Z <2,33) — Pr(0,00 < Z <1,00)
= tab(2,33) — tab(1,00)
= 0,49010 — 0, 34134
= 0,14876

-5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 14.13: Exemplo 14.8 — Célculo de Pr(—2,33 < Z < —1,00).
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A tabela da distribuicao acumulada da normal padrao

Muitos livros trabalham com a tabela da distribuicao acumulada da

normal padrao, que representaremos pela letra grega fi maiiscula, ®. Entao
O(z) =Pr(Z < 2)

Essa é a Tabela 2 apresentada ao final desta aula. Note que nesta tabela sao
dadas abscissas negativas e positivas, variando de -4,09 a +4,09. Note que na
primeira parte estamos trabalhando com as abscissas negativas e na segunda
parte com as abscissas positivas. Vamos usar a Tabela 2 para refazer os

exemplos vistos anteriormente.
Exemplo 14.9
Pr(0 < Z <1,22) = ®(1,22) — &(0) = 0,88777 — 0,5 = 0, 38877
Pr(1<Z <2)=®(2) — P(1) =0,97725 — 0,84134 = 0, 13591
Pr(Z>1)=1,0—®(1) =1,0—0,84134 = 0, 15866
Pr(Z <1,5)=®(1,5) = 0,93319
Pr(Z < —0,5) = ®(-0,5) = 0, 30854

Pr(—1,5 < Z < 0) = ®(0) — &(—1,5) = 0,5 — 0,06681 = 0, 43319

Pr(—1,32 < Z < 2,05) = ®(2,05)—®(—1,32) = 0,97982—0, 09342 = 0, 88640

Pr(—-2,33 <7 < —-1,00) = &(—1,00) — ®(—2,33) =0, 15866 — 0,00990
= 0,14876
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Exercicios

1. Usando a Tabela 1, calcule as seguintes probabilidades:

(a) Pr(—2,34 < 1,02)

(b) Pr(1,36 < Z < 4,50)
(c) Pr(Z > —2,35)

(d) Pr(Z > 4,80)

(¢) Pr(Z < —4,89)

(f) Pr(1,54 < Z < 3,12)

(g) Pr(—1,22 < Z < —0,89)
(h) Pr(Z < —2)

(i) Pr(Z > —2)

(i) Pr(—2,56 < Z < 5,00)

2. Calcule as probabilidades do exercicio anterior usando a Tabela 2

Solucao dos Exercicios
1. (a) Pr(—2,34 < 1,02) = tab(1,02)+tab(2,34) = 0, 34614+0, 49036 =
0, 83650

(b) Pr(1,36 < Z < 4,50) = tab(4,50) — tab(1,36) = 0,5 — 0,41308 =
0, 08692

(¢) Pr(Z > —2,35) = 0,5 + tab(2,35) = 0,5 + 0, 49061 = 0,990 61
(d) Pr(Z > 4,80) = 0,5 — tab(4,80) = 0,5 — 0,5 = 0

(e) Pr(Z < —4,89) = Pr(Z > 4,89) = 0,5 — tab(4,89) = 0,5— 0,5 =
0

(f) Pr(1,54 < Z < 3,12) = tab(3,12) — tab(1,54) = 0,49910 —
0,43822 = 0, 060 88

(g) Pr(—1,22 < Z < —0,89) = Pr(0,89 < Z < 1,22) = tab(1,22) —
tab(0,89) = 0, 38877 — 0, 31327 = 0, 07550

(h) Pr(Z < —2) = Pr(Z > 2) = 0,5 — tab(2,0) = 0,5 — 0,47725 =
0,02275

(i) Pr(Z > —2) = 0,5+ tab(2,0) = 0,5 + 0,47725 = 0,977 25
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() Pr(—2,56 < Z < 5,00) = tab(5,00)+tab(2, 56) = 0, 540, 49477 =
0,994 77

2. (a) Pr(—2,34 < 1,02) = ®(1,02) — ®(—2,34) = 0,84614 — 0,00964 =
0, 83650

(b) Pr(1,36 < Z < 4,50) = ®(4,50) — ®(1,36) = 1,0 — 0,91308 =
0, 08692

(¢) Pr(Z > —2,35) = 1,0 — ®(—2,35) = 1,0 — 0,00939 = 0,990 61
(

)
d) Pr(Z >4,80)=1,0—®(4,80) =1,0—1,0 =0
(e) Pr(Z < —4,89) = ®(—4,89) =0
(f) Pr(1,54 < Z < 3,12) = ®(3,12)— &(1,54) = 0,99910—0, 93822 =

0,060 88

(g) Pr(=1,22 < Z < —0,89) = ®(—0,89) — d(—1,22) = 0, 18673 —
0,11123 = 0, 07550

(h) Pr(Z < —2) = Pr(Z < —2) = &(—2,0) = 0,02275
(i) Pr(Z > —2) = 1,0 — ®(—2,0) = 1,0 — 0,02275 = 0, 97725

(i) Pr(=2,56 < Z < 5,00) = ®(5,00) — ®(—2,56) = 1,0—0, 00523 =
0,994 77
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Jabela |
Distribui¢io normal padrdo

Valores de p

p=Pr0=Z<z)

Casa inleira * decimal
¢ 1", Decimal

0.00000 0,00399 0,00798 0,01197 001595 001994 002392 0,02790 0,03188 0,03586
003983 004380 0,04776 008172 0,05567 0,05962 0,06356 0,06749 007142 0,07535
| 007926 0,08317 0,08706 0,09095 0,09483 0,09871 0,10257 0,10642 0,11026 0,11409
3] 011791 0,12172 0,12552 0,12930 0,13307 0,13683 0,14058 0,14431 0,14803 0,15173
| 0.15542 0,15910 0,16276 0,16640 0,17003 0,17364 0,17724 0,18082 0,18439 0,18793
5] 019146 0,19497 0,19847 020194 020540 020884 021226 021566 021904 0,22240
| 022575 022907 0,23237 0,23565 0,23891 024215 0,24537 0,24857 0,25175 0,25490
025804 026115 0,26424 026730 0,27035 027337 0,27637 0,27935 0,28230 0,28524
028814 029103 020389 020673 029955 030234 030511 030785 031057 0,31327
031594 031859 032121 0,32381 0,32639 0,32894 0,33147 0,33398 0,33646 0,33891
034134 034375 0,34614 0,34849 035083 0.35314 035543 035769 0,35993 0.36214
036433 0,36650 0,36864 0,37076 0,37286 0,37493 0,37698 037900 0,38100 0,38298
0,38493 0,38686 J0;38877 0,39065 0,39251 0,39435 0,39617 039796 0,39973 0,40147
| 040320 040490 0.40658 0,40824 040988 041149 041308 041466 041621 0,41774
041924 042073 042220 042364 042507 042647 042785 042922 043056 0,43189
| 043319 043448 043574 0,43699 0,43822 0,43943 044062 044179 044295 0,44408
044520 044630 044738 0,44845 044950 045053 045154 045254 045352 0,45449
0.45543 045637 045728 045818 045907 045994 046080 046164 046246 046327
046407 046485 046562 046638 0,46712 046784 046856 046926 046995 0,47062
047128 047193 047257 047320 047381 047441 047500 047558 047615 047670
047725 047778 047831 0,47882 047932 047982 048030 048077 048124 0,48169
048214 048257 048300 048341 048382 048422 048461 048500 048537 048574
2| 048610 048645 048679 048713 048745 048778 048809 048840 0.48870 0,48899
| 048928 048956 048983 049010 049036 049061 049086 049111 049134 0,49158
049180 049202 049224 049245 049266 049286 049305 049324 049343 049361
049379 049396 0,49413 049430 0,49446 049461 0,49477 049492 049506 0,49520
049534 049547 049560 049573 049585 049598 049609 049621 049632 0,49643
049653 049664 049674 049683 049693 049702 049711 049720 049728 049736
049744 049752 049760 049767 049774 049781 049788 049795 049801 0,49807
049813 049819 049825 0,49831 049836 049841 049846 049851 049856 049861
049865 049869 0,49874 049878 0,49882 049885 0,49889 049893 049896 0,49900
049903 049906 049910 0,49913 049916 049918 049921 049924 049926 0,49929
049931 049934 049936 0,49938 049940 049942 049944 049946 049948 0,49950
049952 049953 049955 049957 049958 049960 049961 049962 049964 049965
0,49966 049968 049969 049970 0,49971 049972 049973 049974 049975 0,49976
049977 049978 0,49978 0,49979 049980 049981 049981 049982 049983 0,49983
049984 049985 049985 0,49986 049986 049987 049987 049988 049988 049989
049989 049990 0,49990 0,49990 049991 049991 049992 049992 049992 0,49992
049993 049993 0,49993 0,49994 049994 049994 049994 049995 049995 0,49995
049995 049995 049996 0,49996 0,49996 049996 049996 049996 049997 0,49997
049997 049997 0.49997 0,49997 0.49997 0.49997 0.49998 0.49998 0.49998 0.49998

Para abscissas maiores que 4,09, use a probabilidade de 0, 50000.
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Distribuigiio acumulada da normal padrio

Tabela 2

Valores de p

p
p=®(2)=Pi{Z < 2)
z
Casa inteira 2 decimal
e 1. Decimal <] 8 7 6 5 4 3 2 1 0
-40| 000002 0,00002 0,00002 0,00002 000003 000003 000003 0,00003 0,00003 0,00003
-3.9 0,00003 0,00003 0,00004 0,00004 0,00004 000004 0,00004 0,00004 0,00005 0,00005
-3.8] 0,00005 0,00005 0,00005 000006 0,00006 000006 000006 000007 0,00007 0,00007
-3, 7] 0,00008 0,00008 0,00008 000008 000009 000009 0,00010 0,00010 0,00010 0©0,00011
-3,6] 0,00011 0,00012 0,00012 0,00013 000013 0,00014 0,00014 000015 0,00015 0,00016
-3,_5 0,00017 0,00017 0,00018 0,00019 000019 000020 0,00021 0,00022 0,00022 0,00023
34| 0,00024 0,00025 0,00026 000027 000028 0,00029 0.00030 0,00031 0,00032 0,00034
-3,3| 0,00035 0,00036 0,00038 0,00039 000040 0,00042 0,00043 0,00045 0,00047 0,00048
-3,2| 0,00050 0,00052 0,00054 0,00056 000058 0,00060 0,00062 0,00064 0,00066 0,00069
-3,1] 0,00071 0,00074 0,00076 0,00079 000082 000084 000087 000000 0,00094 0,00097
30| 000100 0,00104 0,00107 000111 000114 000118 000122 0,00126 0,00131 0,00135
29| 000139 0,00144 0,00149 0,00154 000159 000164 000169 000175 000181 000187
28| 000193 0,00189 0,00205 000212 000219 000226 0.00233 000240 000248 0,00256
-27| 0,00264 0,00272 0,00280 0,00289 0,00298 0,00307 0,00317 0,00326 0,00336 0,00347
-26] 0,00357 0,00368 0,00379 0.00321 0,00402 000415 0.00427 0,00440 0,00453 0,00466
-25| 0,00480 0,00494 0,00508 0,00523 0,00539 0,00554 0,00570 0,00587 0,00604 0,00621
24| 000639 0,00657 0,00676 0,00695 0,00714 000734 0.00755 000776 0,00798 0,00820
-23] 0,00842 0,00866 0,00889 0,00914 0,00939 000964 000990 001017 0,01044 0,01072
22| 001101 0,01130 0,01160 001191 001222 001255 0.01287 001321 0,01355 0,01390
211 001426 0,01463 0,01500 0,01539 001578 001618 001659 001700 0,01743 0,01786
2,01 001831 0,01876 0,01923 001970 002018 0,02068 0.02118 0,02168 0,02222 0,02275
-1.9] 0,02330 0,02385 0,02442 0,02500 0,02559 002619 002680 002743 0,02807 0,02872
-1,8] 0,02038 0,03005 0,03074 0,03144 003216 003288 0,03362 003438 003515 0,03593
-1.7 0,03673 0,03754 0,03836 0,03920 0,04006 004093 0,04182 0,04272 0,04363 0,04457
-1.6] 0,04551 0,04648 0,04746 0.04846 004947 005050 005155 005262 0,05370 0,05480
-1,5] 0.05592 0.05705 0,05821 0,05938 0,08057 0,06178 0,06301 0,06426 0,06552 0,06681
-1,4] 0,06811 0,06944 0,07078 0,07215 0,07353 0,07493 0,07636 0,07780 0,07927 0,08076
-1,3] 0,08226 0,08379 0,08534 0,08692 008851 0,09012 0,09176 0,09342 0,09510 0,09680
-1.2] 0.09853 0.10027 0,10204 0,10383 0,10565 0,10749 0,10935 0,11123 0,11314 0,11507
-1.1] 011702 0,11900 0,12100 0,12302 0,12507 0,12714 0,12924 0,13136 0,13350 0,13567
-1,0] 0,13786 0,14007 0,14231 0,14457 0,14686 0,14917 0,15151 0,15386 0,15625 0,15866
09| 016109 016354 0,16602 0,16853 0,17106 0.17361 0,17619 0,17879 0,18141 0,18406
08| 0,18673 0,18943 0,19215 0,19489 0,19766 0,20045 0,20327 0,20611 0,20897 0,21186
07| 0.21476 0.21770 0,22065 0,22363 0,22663 0,22965 0,23270 0,23576 0,23885 0,24196
-06| 0.24510 0,24825 0,25143 0,25483 0,25785 0,26109 0,26435 0,26763 0,27093 0,27425
05| 027760 0,28096 0,28434 0,28774 0,29116 0,29460 0,29806 0,30153 0,30503 0,30854
-0,4| 031207 0,31561 0,31918 0,32276 0,32636 0,32997 0,33360 0,33724 0,34090 0,34458
-0,3] 0.34827 0,35197 0,35569 0,35942 0,36317 0,36693 0,37070 0,37448 0,37828 0,38209
-0,2] 0.38591 0.38074 0,39358 0,39743 040129 040517 040905 041294 041683 042074
-0,1] 0.42465 0,42858 0,43251 043644 044038 044433 044828 045224 045620 046017
-00] 046414 046812 047210 047608 048006 048405 0,48803 0,49202 0,49601 0,50000

Para abscissas menores que —4, 09, use a probabilidade de 0, 00000.
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Tabela 2 {Conclusio

Distribuigio acumulada da normal padrio

Valores de p

p=®(z)=PZ < z)

Casa inteira

¢ 12, Decima

0.50000 050399 050798 051197 052392 052790 053188 0,53586
0.,53983 054380 054776 055172 055567 055962 056356 0,56749 0,57142 0,57535
| 0,57926 058317 0.58706 059095 0,59483 059871 060257 060642 061026 0,61409
081791 062172 062552 062930 0.63307 063683 0.64058 0.64431 064803 0.65173
065542 065910 066276 068640 0,67003 067364 067724 068082 068439 068793
069146 069497 069847 070194 0,70540 070884 071228 0,71566 0,71904 0,72240
0,72575 072907 073237 073565 0,73891 0,74215 0,74537 0,74857 075175 0.75490
0,75804 076115 0,76424 0,76730 0,77035 077337 077637 077935 0,78230 0,78524
0,78814 079103 0,79389 0,79673 0,79955 080234 080511 080785 0,81057 0,81327
081594 081859 082121 082381 082630 082804 0,83147 083398 083646 0,83891
0.84134 084375 084614 084849 085083 085314 085543 0585769 085993 0.86214
0.86433 086650 086864 087076 087286 087493 087698 087900 088100 088298
0,88493 088686 088877 089065 0,892561 089435 089617 089796 0,89973 0.90147
0.20320 090490 090858 090824 0,90988 091149 091308 091466 091621 091774
091924 092073 092220 092364 0.92507 092647 092785 0,92922 0,93056 0,93189
093319 093448 0093574 093699 0,93822 093943 094062 094179 004295 0,94408
0,94520 094630 094738 094845 004950 095053 095154 095254 095352 0,95449
0,95543 095637 095728 095818 0,95907 095094 096080 0,96164 096246 0,96327
096407 0096485 096562 096638 096712 096784 0068568 0,96926 0,96995 0,97062
097128 097193 0097257 097320 0,97381 097441 097500 097558 097615 0,97670
097725 097778 097831 097882 097932 097982 098030 0,98077 098124 0,98169
098214 098257 098300 098341 098382 0098422 098461 098500 098537 0.98574
0.98610 0098645 098679 098713 0,98745 098778 098809 0,98840 098870 0,98899
0,98928 098956 098983 099010 0,99036 099061 0,99086 0,99111 0,99134 0,99158
099180 099202 099224 099245 099266 0099286 099305 099324 099343 0.99361
099379 0099396 0099413 099430 0,99446 099461 099477 099492 099506 0,99520
099534 099547 099560 0,99573 0,99585 099598 099609 099621 099632 0,99643
0,99653 099664 099674 099683 0,99693 099702 099711 0,99720 099728 0,99736
0,99744 099752 099760 099767 0,99774 099781 099788 0,99795 0,99801 0,99807
099813 099819 099825 099831 0,99836 099841 099846 0,99851 0,99856 0,99861
0.99865 099869 099874 0,99878 0,99882 099886 099889 0,99893 0,99896 0,99900
0,99903 099906 099910 099913 0,99916 099918 099921 0,99924 0,99926 0.99929
0.99931 0099934 099936 099938 0,99940 099942 0,00044 0,99946 0,99948 0,99950
0,99952 099953 099955 099957 0,99958 099960 0,99961 0,99962 0,99964 0,99965
099966 099968 099969 099970 0,99971 099972 099973 099974 099975 0,99976
0,99977 099978 099978 099979 0.99980 099981 099981 0.99982 0,99983 0,99983
099984 099985 099985 099986 0,99986 099987 099987 099988 099988 0,99980
0,99989 099990 0,99990 099990 0,99991 099991 099992 0,99992 0,99992 0,99992
0,99993 099993 0,99993 0,99994 0,99994 099994 0,99994 0,99995 0,99995 0,99995
0.99995 099995 099996 099996 000996 099906 099996 0,09996 0,09997 0,80097
0] 0.99997 0.99997 0,99997 099997 0,99997 099997 099998 099998 099998 0.99993

Para abscissas maiores que 4,09, use a probabilidade de 1,00000.
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Aula 15 — A distribuicao normal - conclusao

Nesta aula serao apresentados resultados bésicos sobre a distribuicao
normal que permitirao que voce calcule probabilidades associadas a qualquer
variavel aleatoria normal, e isso ampliard o escopo de aplicacoes praticas.

Calculos com a distribuicao normal

Na aula anterior vocé viu como usar a tabela da distribuicao normal

padrao para calcular probabilidades associadas a variavel normal padronizada.

Essa tabela é necessaria, pois nao é “facil” calcular areas sob a curva da den-
sidade normal padrao. Mas aquela tabela referia-se ao caso em que =0 e
0% = 1. Serd que teremos que usar uma tabela diferente para outros valores
de p e o7 Felizmente, a resposta é NAO, gracas a uma propriedade muito

interessante da distribuicao normal que estabelece o seguinte resultado:

Se X ~ N (u;0?), entao

(15.1)

tem distribuigdo N(0;1).

~ X—u T ‘
Note que a transformagao =-# é uma transformacao linear, que ¢ uma
transformacao biunivoca. Vejamos como usar esse resultado para calcular

probabilidades de uma v.a. normal qualquer.

Consideremos, por exemplo, X ~ N(1;4), ouseja, X é uma v.a. normal
com média 1 e variancia 4. Suponhamos que se deseje calcular Pr(X < 3).

Temos a seguinte equivaléncia de eventos:

X-1_3-1
Vi T V4

(Subtraimos a mesma constante e dividimos pela mesma constante em ambos
X—

os lados da desigualdade). Mas, pelo resultado acima, Z = Wl ~ N(0;1).

P <3 =pr (270 <22 ) e (2207

X <3 <—

Logo,
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e caimos novamente no cédlculo de probabilidades da normal padrao, que é
feito com auxilio da Tabela 1, apresentada na aula anterior. Completando

o calculo, obtemos:

3—1
Pr(X <3) = Pr (Z < W)
= Pr(Z<1)
= 0,5+ tab(1)

= 0,84134

Na Figura 15.1 ilustra-se a equivaléncia dessas probabilidades: no
grafico superior, a &rea sombreada corresponde a Pr(X < 3) e no grafico
inferior, a area sombreada corresponde a Pr(Z < 1). Pelo resultado acima,

essas duas dreas sao iguais.

0,5

0,4 -
N(1:4)

0,2 »

0,1 -

0,5

0,4
N(0;1)

0,3 -

0,2 i

“ 1
o 4
o 4
o 4
o 4
0
< 4
=)

Figura 15.1: Célculo de Pr(X < 3), onde X ~ N(1;4).
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E interessante lembrar que a transformagao dada na equagao (15.1)
corresponde a calcular o escore padronizado associado a abscissa x. Assim,
calculos de probabilidades de v.a. normais sempre envolverao o calculo do
escore padronizado da(s) abscissa(s) de interesse. Como na aula anterior,
vamos apresentar varios exemplos para fixar os conceitos e procedimentos.
Nesses exemplos apresentaremos os calculos em termos da Tabela 1 e da
Tabela 2, usando a mesma notacao utilizada na aula anterior: na Tabela 1
obtemos tab(z) = Pr(0 < Z < z) e na Tabela 2 obtemos ®(z) = Pr(Z < z).
E importante que vocé faga um esbogo do grafico da N(0;1) sombreando a

area desejada.
Exemplo 15.1

Se X ~ N(3;9), calcule Pr(—1 < X < 4). Veja a Figura 15.2.

-1-3 X-3 4-3
Pr(-1 <X <4) = Pr( )

< <
VO T V9T V9
= Pr(-1,33<2<0,33)

= $(0,33) — ®(—1,33)
= 0,62930 — 0,09176
= 0,53754

= tab(0,33) + tab(1, 33)
= 0,12930 + 0, 40824

T —— T T T T T T
5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 15.2: Exemplo 15.1 — Cdlculo de Pr(—1 < X <4), X ~ N(3;9).
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Exemplo 15.2

Se X ~ N(2;5), calcule Pr(—1 < X <4). Veja a Figura 15.3.

—1-—-2 X -2 4—2
Pr(-1< X <4) = Pr( )

< <
VB T VB T W5
— Pr(—1,34< Z<0,89)

= ®(0,89) — B(—1,34)
= 0,81327 — 0,09012
= 0,72315

— tab(0,89) + tab(1, 34)
— 0,31327 4 0,40988

N

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

Figura 15.3: Exemplo 15.2 — Calculo de Pr(—1 < X <4), X ~ N(2;5).

Exemplo 15.3

Se X ~ N(5,1), calcule Pr(X > 7). Veja a Figura 15.4.

1 ~ 1
= Pr(Z > 2)

= 1,0—®(2,0)

= 1,0-0,97725

= 0,5 —tab(2,0)

= 0,5-0,47725

— 0,02275

Pr(X >7) = Pr(X_5 7—5)
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-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 15.4: Exemplo 15.3 — Célculo de Pr(X > 7), X ~ N(5,1).

Exemplo 15.4

Se X ~ N (u;0%), calcule Pr(p— o < X < u+0).

Note que essa probabilidade corresponde a probabilidade de X estar a

uma distancia de 1 desvio padrao da média.

o — X — _
Priu—oc<X<pu+o) = Pr(’u 7TH < b pto ,u>

o o o
= Pr(-1<2<1)

= ®(1,0) — ¢(—1,0)

= 0.84134 — 0.15866

= tab(1,0) + tab(1,0)

= 2x0.34134

= 0,68268

Exemplo 15.5
Se X ~ N (u;0?), calcule Pr(p — 20 < X < p+ 20).
Note que essa probabilidade corresponde a probabilidade de X estar a

uma distancia de 2 desvios padroes da média.
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- X — % —
Pr(ip —20 < X <pu+20) = Pr('u R~ popteo ,u)

o -0 o
= Pr(-2<72<2)

= 9(2,0) — P(—2,0)

= 0.97725 — 0.02275

= tab(2,0) + tab(2,0)

= 2x047725

= 0,95450

Essa probabilidade nos diz que, para qualquer distribuicao normal,

95,45% dos valores estao a 2 desvios padroes da média (acima ou abaixo).
Exemplo 15.6

Se X ~ N (u;0?), calcule Pr(p — 30 < X < p+ 30).

Note que essa probabilidade corresponde a probabilidade de X estar a

uma distancia de 3 desvios padroes da média.

“30—p X - 30 —
Pr(pn —30c <X <pu+30) = Pr('u g ,u< ,u<u—|— g ,u)

o -0 o
= Pr(-3<72<3)

= &(3,0) — ¢(-3,0)

= 0.99865 — 0.00135

= tab(3,0) + tab(3,0)

= 2 x0.49865

= 0,9973

Essa probabilidade nos diz que, para qualquer distribuicao normal,
99,73% dos valores estao a 3 desvios padroes da média (acima ou abaixo).
Veja a Figura 15.5 para uma ilustracao desses resultados. Lembre-se de
que o teorema de Chebyshev fornecia percentuais analogos para qualquer
distribuicao; para distribuicoes normais, os resultados desses trés exemplos

mostram percentuais mais precisos.
Exemplo 15.7

Determine o valor de k tal que Pr(Z < k) = 0,90. Lembre-se de que
Z ~ N(0;1).
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68%
95%
u-3c u—2c u—-c 0 u+3c u+2o u+o

Figura 15.5: Ilustragao da distribui¢ao normal.

Nos exemplos anteriores, tinhamos a abscissa e queriamos a probabi-
lidade (drea); neste exemplo, temos a probabilidade e queremos a abscissa.
Esta é uma situacao comum em problemas de tomada de decisao, conforme

veremos em exemplos mais adiante.

Vamos “traduzir” essa probabilidade em termos da Tabela 1.
O primeiro ponto a observar é o seguinte: Pr(Z < k) indica a drea a es-
querda de k; como essa area a esquerda de k é maior que 0,5, temos de ter

k > 0. Assim, podemos escrever
Pr(Z <k)=0,90 <
Pr(Z<0)+Pr(0<Z<k)=0,90 <
0,5+Pr(0<Z<k)=0,90 <=
Pr(0 < Z <k)=0,40 <~
tab(k) = 0,40

Esta ultima igualdade nos diz que k é a abscissa correspondente ao
valor 0,40 na Tabela 1. Para identificar k, temos que buscar no corpo da
Tabela 1 o valor mais proximo de 0,40. Na linha correspondente ao valor
1,2 encontramos as entradas 0,39973 e 0,40147. Como a primeira estd mais
proxima de 0,40, olhamos qual é a abscissa correspondente: a linha é 1,2 e a

coluna é 8, o que nos dé a abscissa de 1,28. Ou seja, k = 1, 28.
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Exemplo 15.8

Se X ~ N(3;4) calcule k tal que Pr(X < k) =0,90.

A diferenca em relacao ao exemplo anterior é que a distribuicao nao é
mais a normal padrao. Mas o raciocinio ¢ analogo, e podemos concluir que
k tem de ser maior que a média. Vamos traduzir a probabilidade dada em

termos da normal padronizada.

Pr(X <k)=0,90 <

X — _
Pr( 5 3§k23)20,90<:>

Pr (Zg %) = 0,90

Como no exemplo anterior, % tem de ser maior que 0 e, assim, pode-

110S escrever

Pr(ZS%) =0,90 <=

k —
Pr(Z§0)+Pr<O§Z§T3>:O,90<:>

k;_
O,5+Pr(O§Z§T3>:O,9O<:>
k:_
Pr(OngTB):O,40<:>
E:1,28<:>
k= 5,56

Exemplo 15.9

Se X ~ N(3;4) calcule k tal que Pr(X < k) =0, 05.

Em termos da normal padronizada, temos a seguinte probabilidade:

Pr(X <k)=0,05 <=

X — —
Pr( 5 3§k23):0,05<:>

Pr (Zg %) =0,05
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k=3
2

significa que % tem de ser negativo. Veja a Figura 15.6. A abscissa

simétrica a £3 ¢ —E=3 —

2 2
0,05.

Como a area (probabilidade) a esquerda de é menor que 0,5, isso

%. Entao, a area acima dessa abscissa também é

0.05 0.05

k3)2 0 (k-3)12

Figura 15.6: Solucao do Exemplo 15.9.

Logo,

O valor mais préximo de 0,45 no corpo da Tabela 1 é 0,44950, que

corresponde a abscissa 1,64, e isso nos da que

% =1,64 = k= —0,28
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Exemplo 15.10

Se X ~ N(3;4) calcule k tal que Pr(| X —3| < k) =0,95.

Usando as propriedades da fungdo médulo (veja a Figura 11.2 da

Aula 11), temos o seguinte:
Pr(| X — 3| < k) = 0,95 <

(
Pr(—k < X —3< k) =0,95 <
Pr(3—k<X <k+3)=0,05 <>

pr(3=F=3 X-8 _k¥3-3)_ o
2 2 2 —
—k k
Pr{—<Z<-)]=0,9

Veja a Figura 15.7. Podemos ver que

—k k

Pr(7§Z§O)+Pr ngga):o,%@
k
2xPr(O§Z§§>:0,95<:>
k

Pr<0§Z§§):O,475<:>

k
tab 5) = 0,475 <~—
k
k=3,92
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0,95/2 0,95/2

7 0 k2

Figura 15.7: Exemplo 15.10.

Exemplos de aplicacao da distribuicao normal

A distribuicao normal é um modelo probabilistico que se aplica a diver-
sas situacgoes praticas. Finalizaremos esta aula com alguns exemplos praticos,
mas na terceira parte do curso vocé vera mais aplicacoes no contexto da in-
feréncia estatistica, em que decisoes tém de ser tomadas com base nos resul-

tados obtidos a partir de uma amostra.
Exemplo 15.11

O saldo médio dos clientes de um banco é uma v.a. normal com média
R$ 2.000, 00 e desvio padrao R$ 250,00. Os clientes com os 10% maiores sal-
dos médios recebem tratamento VIP, enquanto aqueles com os 5% menores

saldos médios serao “convidados” a mudar de banco.

1. Quanto vocé precisa de saldo médio para se tornar um cliente VIP?

2. Abaixo de qual saldo médio o cliente serda “convidado” a mudar de

banco?

Solugao

Seja X = “saldo médio”; é dado que X ~ N(2000; 2502).
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1. Temos que determinar o valor de k tal que Pr(X > k) = 0,10. Note
que isso equivale a calcular o 90% percentil da distribuigao. A area a

esquerda de k tem de ser 0,90; logo, k£ tem de ser maior que a média.

Pr(X > k) =0,10 <=

X — 2000 _ Kk — 2000
Pr( %0 = 250 >:O’1O<:>
X—QOOO k — 2000
P( <5 >:0,90<:>
—2000
( e ):0,90:»
k — 2000
0)+Pr(O<Z<W):O,9O<:>
(O<Z< 5500)20,90—0,50@
tab($>—o4o<:>
%:1,2&:%:2320

Os clientes com saldo médio maior ou igual a R$ 2.320,00 terao trata-
mento VIP.

2. Temos de determinar o valor de k tal que Pr(X < k) = 0,05. Note
que isso equivale a calcular o 5% percentil da distribuicao. A area a

esquerda de k tem de ser 0,05; logo, k tem de ser menor que a média.

Pr(X <k)=0,05 <<
X —2000 _ k—2000
Pr <
250 250

):0,05<:>

k — 2000
250

2000 — k
PrlZ> —— | =
r( > 550 > 0,05 <=

tab (W) =0,45 <

Pr(Zz— ):0,05<:>

250
2000 — &

=164 << k=1590
250 ’

Os clientes com saldo médio inferior a R$ 1.590,00 serao “convidados”

a mudar de banco.
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Exemplo 15.12

Uma maquina de empacotar determinado produto oferece variacoes de
peso que se distribuem segundo uma distribuicao normal com desvio padrao
de 20 gramas. Em quanto deve ser regulado o peso médio desses pacotes

para que apenas 10% deles tenham menos que 500 gramas?
Solugao

Esse é um exemplo clédssico de aplicagao da distribuigao normal. Seja
X o peso dos pacotes em gramas. Entdao, X ~ N(u;400). Temos de ter
Pr(X < 500) =0, 10. Note que o peso médio tem de ser superior a 500 g.

Pr(X < 500) = 0,10 <>
X — —

):0,10<:>

pr(z <2 =HY) _ (10
20
pr(z>-2W=1) (10
20
pr(z> 2299 10—
20
500
tab(u 0 ):0,40<:>
11— 500
=1,28 <~
20 ’
= 525,6

A maquina tem de ser regulada com um peso médio de 525,6g para que

apenas 10% dos pacotes tenham peso inferior a 500g.
Exemplo 15.13

Uma maquina fabrica tubos metalicos cujos diametros podem ser con-
siderados uma variavel aleatéria normal com média 200mm e desvio padrao
2mm. Verifica-se que 15% dos tubos estao sendo rejeitados como grandes e

10% como pequenos.

1. Quais sao as tolerancias de especificacao para esse diametro?

2. Mantidas essas especificagoes, qual deverd ser a regulagem média da
maquina para que a rejeicao por diametro grande seja nula? Nesse

caso, qual sera a porcentagem de rejeigao por diametro pequeno?
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Solucao

Seja D = diametro dos tubos. Entao D ~ N(200, 2?).

1. Sejam k; e kg as especificacoes inferior e superior, respectivamente. Isso
significa que tubos com diametro menor que k; sao rejeitados como pe-

quenos e tubos com diametro maior que kg sao rejeitados como grandes.

r(D < k;)=0,10 =

—9 —9
( 00 _ ks OO):O,lO:>
2
k; — 200
<Z< ! )—om:»
—9
(Z> 00>_0,10:>
9 k
(Z> 00— I>_0 10 =
—k
(O<Z f):o,z;o;»

tab (200 kf) =0,40 =

72 = 1,28 = k; = 197,44

Pr(D > kg) = 0,15 =
py (D200 ks — 200
9 9
g —2
Pr(0§Z<STOO>=0,35:

ks — 2
tab (75 5 00) =0,35 =

ks — 200
2

):0,15;»

= 1,03 = kg = 202, 06

Logo, tubos com diametro menor que 197,44 sao rejeitados como
pequenos e tubos com diametros maiores que 202,06 sao rejeitados

como grandes.
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. Com a nova regulagem, temos que D ~ N(u;2?) e u deve ser tal que

Pr(D > 202,06) = 0 =

D — 202,06 —
Pr( 2M> ’2 'u):():>

2

202,06 — u
2

Pr(0§Z§ =0,5=

202, 06 —
tab(w> —0,5=

202,06 — p

5 ~ 4.5 = pu=~193,06

Com essa média, a porcentagem de rejeicao por diametro pequeno é

D—1 197,44 — 1
Pr(D < 197,44) = pr( 293,06 _ o7, 2 93,06
= Pr(Z <2,19)

— Pr(Z <0)+Pr(0 < Z < 2,19)

= 0,5+ tab(2,19) = 0, 9857

Com essa nova regulagem, a rejeicao por diametro grande é nula, mas

a rejeicao por diametro pequeno é muito alta! Veja a Figura 15.8, na

qual ficam claros os resultados obtidos.

)

0,25

regulagem regulagem original
- para zerar 7 N(200;4)
rejeicao por
diametro
0,15 - grande - toleréncia superior
N(193,06;4)

0,1 4

tolerancia superior

181818181818181919191919 1919 1919 19 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 21 21 21 21
34567 B90123456789012345¢67¢8901 23

Figura 15.8: Solucao do Exemplo 15.13.
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Exemplo 15.14

Em um grande complexo industrial, o departamento de manutencao
tem instrucoes para substituir as lampadas antes que se queimem. Os regis-
tros indicam que a duragao das lampadas, em horas, tem distribui¢ao normal,
com média de 900 horas e desvio padrao de 75 horas. Quando devem ser tro-
cadas as lampadas, de modo que no maximo 5% delas queimem antes de

serem trocadas?
Solucao
Seja T' = “tempo de duracao (em horas) das lampadas”; entao, T" ~
N(900; 752).
Temos que determinar ¢ tal que Pr(7" < t) =0, 05.
Pr(T <t)=0,05 <=

T — 900 t —900
<
- 75

Pr

):0,05<:>
t—900

):0,05<:>

vef22
(72 o
refo<2

v

900

>:0,45<:>

—1
tab =0,45 &
(%)

900 — ¢

1)
t="77T7

= 1,64 <

As lampadas devem ser trocadas com 777 horas de uso para que apenas

5% se queimem antes da troca.
Exercicios

1. Na distribuigao normal X ~ N(u,0?), encontre:

Pr(X < pu+20)
Pr(|X — | < 0)
Pr(|X — u| <1,960)
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. Suponha que os tempos de vida de 2 marcas de aparelhos elétricos sejam
variaveis aleatérias Dy e Dy, onde Dy ~ N(42,36) e Dy ~ N(45,9).
Se o aparelho deve ser usado por um periodo de 45 horas, qual marca

deve ser preferida? E se for por um periodo de 49 horas?

. Numa distribuicao normal, 31% dos elementos sao menores que 45 e 8%

sao maiores que 64. Calcular os parametros que definem a distribuicao.

. As vendas de um determinado produto tém distribuicao aproximada-
mente normal, com média de 500 unidades e desvio padrao de 50
unidades. Se a empresa decide fabricar 600 unidades no més em estudo,
qual a probabilidade de que nao possa atender a todos os pedidos desse

mes, por estar com a producao esgotada?

. Um produto alimenticio é ensacado automaticamente, sendo o peso
médio de 50kg por saco, com desvio padrao de 1,6kg. Os clientes exigem
que, para cada saco fornecido com menos de 48kg, o fornecedor pague

uma indeniza¢ao de 5 u.m.

(a) Para 200 sacos fornecidos, qual o custo médio com indenizagao?

(b) Para que o custo calculado no item anterior caia para 50 u.m.,

qual deveria ser a nova regulagem média da maquina?

(c) Como o fornecedor acha que, no custo global, é desvantajoso au-
mentar a regulagem da maquina, ele quer comprar uma nova
maquina. Qual deveria ser o desvio padrao dessa maquina para
que, trabalhando com peso médio de 50kg, em apenas 3% dos

sacos se pague indenizagao?

. Um teste de aptidao para o exercicio de certa profissao exige uma
seqiiéncia de operacoes a serem executadas rapidamente uma apds a
outra. Para passar no teste, o candidato deve completd-lo em, no
maximo, 80 minutos. Admita que o tempo, em minutos, para comple-
tar a prova seja uma varidvel aleatoria normal com média 90 minutos

e desvio padrao 20 minutos.

(a) Que porcentagem dos candidatos tem chance de ser aprovada?

(b) Os 5% melhores receberao um certificado especial. Qual o tempo

maximo para fazer jus a tal certificado?
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7. O diametro X de rolamentos de esfera fabricados por certa fabrica tem
distribuicao normal com média 0,6140 e desvio padrao 0,0025. O lucro

T de cada esfera depende do seu diametro e

e T'=0,10 se a esfera é boa, isto é, 0,6100 < X < 0,6180

e T'= 0,05 se a esfera é recuperavel, isto é, 0,6080 < X < 0,6100
ou 0,6180 < X < 0,6200

e T'= —0,10 se a esfera é defeituosa, isto é, X < 0,6080 ou X >
0,6200

Calcule as probabilidades de as esferas serem boas, recuperaveis e de-

feituosas, e o lucro médio.

8. Uma empresa produz televisores e garante a restituicao da quantia
paga se qualquer televisor apresentar algum defeito grave no prazo de
6 meses. Ela produz televisores do tipo A, comum, e do tipo B, de
luxo, com um lucro respectivo de 1.000 u.m. e 2.000 u.m. caso nao
haja restituicao, e com prejuizo de 3.000 u.m. e 8.000 u.m., se houver
restituicao. Suponha que o tempo para ocorréncia de algum defeito
grave seja, em ambos os casos, uma v.a. com distribuicao normal com
médias de 9 meses e 12 meses e desvios padroes de 2 meses e 3 meses.
Se tivesse que planejar uma estratégia de marketing para a empresa,

voceé incentivaria as vendas dos aparelhos tipo A ou tipo B?

9. A distribuicao dos pesos de coelhos criados em uma granja pode ser
representada por uma distribuicao normal com média de 5kg e desvio
padrao de 0,8 kg. Um abatedouro comprara 5.000 coelhos e pretende
classifica-los de acordo com o peso da seguinte forma: 20% dos leves
como pequenos, os 55% seguintes como médios, os 15% seguintes como
grandes e os 10% mais pesados como extras. Quais os limites de peso

para cada classificagao?

10. Considere uma v.a. X ~ N(3,25):

(a) Calcule Pr(—3 < X <3)
(b

(c
(d) Encontre o valor de k tal que Pr(X > k) =0, 80.

Calcule Pr(—2 < X <8)
Encontre o valor de k tal que Pr(X > k) = 0, 05.

)
)
)
)
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11. Seja X ~ N (u,0?). Encontre a mediana e o intervalo interquartil de

X.

12. O 90° percentil de uma v.a. N (u,0?) é 50, enquanto o 152 percentil é

25. Encontre os valores dos parametros da distribuicao.

13. Uma enchedora automatica enche garrafas de acordo com uma dis-
tribuicao normal de média 1.000 ml. Deseja-se que no maximo 1 gar-
rafa em 100 saia com menos de 990ml. Qual deve ser o maior desvio

padrao toleravel?

Solucao dos Exercicios

1. (a)

X - 2% —
Pr(XS,u—I—Qa):Pr( Ho R ”)
g g

=Pr(Z <2)
— 0,5+ tab(2) = 0,97725

=Pr(-1<27<1)
—2xPr(0<Z<1)
— 2 x tab(1) = 0, 68268

Pr(|X — pu] <1,960) = Pr(—1,90 < X — pu < 1,960)

X_
— Pr (—1,96g <2 TH < 1,965>
g g g

= Pr(—1,96 < Z < 1,96)
=2x Pr(0 < Z < 1,96)
=2 x tab(1,96) = 0,95
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Pr(p —ko < X <pu+ko)=0,99 <

Cho—p X — ko —
Pr<“ oM A TH _pERO “):0,99@

o - o - o

Pr(—k < Z < k) = 0,99 <=
Pr(0 < Z < k) = 0,495 <>
tab(k) = 0,495 <>
k=258

(e) Deve-se notar aqui o seguinte fato; como a probabilidade a direita

de k é 0,90, maior que 0,5, entao k£ tem de estar a esquerda da

média. Veja a Figura 15.9.

Pr(X > k) =0,90 <
Pr(X <k)=0,10 &
u

X — _
Pr( i “):0,10@
g

(o
k—p

Q

Pr (Zg

Pr<22—k_“) —0,10 &

):0,10@

p—k=1280<k=pu—128
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Figura 15.9: Solucao do Exercicio 15.1.

2. O aparelho a ser usado tem que ser aquele que apresenta a maior pro-

babilidade de funcionar pelo menos durante o tempo necessario.

Caso 1: O tempo necessario é de 45 horas.

Dy —42 _ 45— 42
Pr(D, 245):Pr< : > )

6 ~ 6
— Pr(Z >0,5)
—=0,5—Pr(0< Z<0,5)
= 0,5 — tab(0, 5)

=0, 3085

Dy—45 _45—4
Pr(D2245):Pr<2 o5 1 5>

3 = 3
=Pr(Z>0)=0,5

Logo, o aparelho 2 tem maior probabilidade de funcionar durante as 45

horas necessarias e, por isso, nesse caso, deve ser o escolhido.
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Caso 2: O tempo necessario é de 49 horas.

Dy —42 _ 49— 42
Pr(D1249):Pr< 16 >z — )

= Pr(Z > 1,17)
=0,5—Pr(0 < Z<1,17)
= 0,5 — tab(1,17) = 0,1210

Dy—45 _ 49— 4
Pr(D2249):Pr( 23 o> 93 5>

= Pr(Z > 1,33)
—=0,5—Pr(0< Z<1,33)
= 0,5 — tab(1,33) = 0,0918

Logo, o aparelho 1 tem maior probabilidade de funcionar durante as 49

horas necessarias e, portanto, deve ser o escolhido nesse caso.

3. X ~ N(u,0?%)

r(X <45)=0,31 =

( B “):0,31:>
<Z< )—0,31:
<Z> 45_ ):0,31;»
(Z>“ )_0,31;»
Pr (0 45> =0,19 =
tab( ) 0,19 =
— 45

ot

(15.2)
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. 45— . ;. ~ .
Note que a abscissa % tem de ser negativa, dai a inversao de sinal!

Pr(X > 64) = 0,08 =

X - 4—
Pr( w8 “):o,%:»

g g
Pr(0§Z§ 64_“) — 0,42 =
g
4 —
tab (6 “) = 0,42 =
g
4 —
on_ (15.3)
g

Temos duas equagoes e duas incégnitas. Da primeira equacao tiramos
que:
=45+0,50

Substituindo na segunda, obtemos:

4— (4
64=(45+0.50) _ 4,
g

64—-45—-0,50 = 1,410 =
1,910 = 19=0~10

e, portanto,
pw=454+0,5x 10 = 50

. Seja X = ntimero de unidades vendidas. Entao, X ~ N (500, 50%). Se a
empresa fabricou 600 unidades no meés em estudo, a probabilidade de

nao poder atender a demanda é

90 90
=Pr(Z >2)
—0,5-Pr(0< Z<2)
— 0,5 — tab(2) = 0,0228

X —500 600 — 500
Pr(X > 600) = Pr ( > >
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5. Seja X = peso do saco em kg. Entao, X ~ N(50;1,62).

(a) Para um saco qualquer, a probabilidade de se pagar indenizagao

é

X =50 48 —50
Pr(X <48) =P
r(X < 48) r( o < 6 >
= Pr(Z < —1,25)
= Pr(Z > 1,25)

=0,5—Pr(0< Z <1,25)
= 0,5 — tab(1,25) = 0, 1056

Seja Y = numero de sacos, em um conjunto de 200, com peso
menor que 48kg. Entao, T' ~ bin(200;0, 1056) e o nimero médio
de sacos com peso menor que 48 é 200 x 0,1056 e a indenizacao
total serda de 5 x 200 x 0,1056 = 105, 6 u.m.

(b) Para reduzir o custo para 50 u.m. temos de ter
5 x 200 x Pr(pagar indenizagdo em um saco) = 50 =
Pr(X < 48) = 0,05
Mas

Pr(X <48)=0,05 <

X—pu 48—p
P =
r( 1.6 < 1.6 ) 0,05 &

Veja a Figura 15.10 para ilustracao das probabilidades envolvi-

das:
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0,3

0.25

0,2

0,15

0,1

0,05

N(50:624;2,56)

~

40 42 44

54 56 58 60

()

Figura 15.10: Solugao do Exercicio 15.5 - letras (a) e (b).

Com a média fixada em 50, o que se pretende agora é controlar a
variabilidade do processo, medida pelo desvio padrao, ou seja, o
peso dos pacotes agora é X ~ N(50,0?). A regra para indenizagao

continua a mesma; logo,

Pr(X < 48) =0,03
X —50 48 —-50
Pr< <
o o

):0,03<:>
Pr<Z<—
Pr<Z>
Pr<

tab <g =0,47 &
o

2
Z-1,8<0=1,064
g

Na Figura 15.11 temos o grafico que ilustra as 2 probabilidades.
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0,4
0,35
! L N(50;1,0646)
0.3 ! L
H i
025
i/ A
i W4
0,2 W
/ 4
i
0,15 I [
N(50;6°
0,01 ( )\\
0,05
0 ~~~~
40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60

Figura 15.11: Solucao do Exercicio 15.5 - letra (c).

6. Seja T = tempo de execugao, em minutos. Entao, T~ N(90,20?).

(a)

20 — 20
= Pr(Z < —0,5)

= Pr(Z > 0,5)
=0,5-Pr(0< Z<0,5)
= 0,5 — tab(0,5) = 0, 3085

T—-90 _80—-90
Pr(T <80) =Pr ( < )

(b) Os melhores tém de ter tempo menor, ou seja, queremos determi-

nar k tal que
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Entao, para fazer jus ao certificado especial, o candidato tem de

executar a tarefa em, no maximo, 57,2 minutos.

7. Seja D = diametro dos rolamentos de esfera. Entao, D ~ N(0,6140; 0, 0025%).

Vamos denotar por B, R e F os eventos ‘“esfera boa”, “esfera recu-

peravel” e “esfera defeituosa”, respectivamente.

Pr(B) = Pr(0,610 < D < 0,618)
0,610—-0,614 D —0,614 0,618 —-0,614
= Pr < <
0,0025 0,0025 0,0025
=Pr(-1,6 < Z < 1,6)
=2xPr(0<Z <1,6) =2 xtab(1,6) = 0,8904

Pr(R) = Pr[(0,608 < D < 0,610) U (0,618 < D < 0,620)]
= Pr (0,608 < D < 0,610) + Pr (0,618 < D < 0,620)
0,608 —-0,614 D —0,614 0,610—-0,614
= Pr < <
0,0025 0,0025 0,0025
0,618 —-0,614 D —0,614 0,620—0,614
= Pr < <
0,0025 0,0025 0,0025

=Pr(-2,4<Z<-1,6)+Pr(l,6 < Z <2,4)
=2xPr(1,6 < Z <2,4)

= 2 X [tab(2,4) — tab(1,6)]

=2 % [0,4918 — 0, 4452] = 0, 0932

Pr(F) = Pr[(D < 0,608) U (D > 0,620)]
= Pr(D < 0,608) 4 Pr(D > 0, 620)

B D —-0,614 0,608 —0,614 p D —-0,614 _ 0,620 —-0,614
B 0,0025 0,0025 0,0025 0,0025

=Pr(Z < —2,4) +Pr(Z > 2,4)
=2 % Pr(Z > 2,4)
=2x[0,5—Pr(0 < Z < 2,4)]
=2 [0,5 — tab(2,4)] = 0,0164
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Com relagao ao lucro, temos a seguinte fdp

t 0,10 005 -0,10
Pr(T =¢) | 0,8904 0,0932 0,0164

Logo,

E(T)=0,10 x 0,8904 + 0,05 x 0,0932 — 0,10 x 0,0164 = 0, 09206

8. Defina as seguintes variaveis aleatorias:

T4 : tempo, em meses, para ocorréncia de defeito nos televisores tipo A
Tp : tempo, em meses, para ocorréncia de defeito nos televisores tipo B
L, : lucro com televisores tipo A

Lp : lucro com televisores tipo B

Temos que

Ty ~ N(9,2%)
T ~ N(12,3?)

T, — —
Pr(TA>6):Pr(A 9.8 9)

2 ~ 2

r(Z > —1,5)

(=1,5 < Z <0)+Pr(Z>0) =
(0<Z<1,5)+40,5
tab(1,5) + 0,5 = 0, 9332

P
P
P

T
T

Logo, para os televisores do tipo A, a probabilidade de restituicao por
defeito grave é 1 — 0,9332 = 0, 0668.

3 73
H(Z > —2,0)

(—2,0 < Z < 0) + Pr(Z > 0) =
(0<Z<2,0)40,5

— tab(2,0) + 0,5 = 0,9772

Tp—12  6—12
Pr(TB>6):Pr< b )

P
P
P

r
Tr
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Logo, para os televisores do tipo B, a probabilidade de restituicao por
defeito grave ¢ 1 —0,9772 = 0,0228. Com esses resultados obtemos as

seguintes distribui¢oes para os lucros:

x 1000 -3000
Pr(Ls =) | 0,9332 0,0668

@ 2000  -8000
Pr(Lp =) | 09772 0,0228

Logo, os lucros médios sao:

E(Ls) = 1000 x 0,9332 — 3000 x 0,0668 = 732,8
E(Lg) = 2000 x 0,9772 — 8000 x 0,0228 = 1772

Como o lucro esperado (lucro médio) com os televisores do tipo B é

maior, deve-se investir nas vendas desse tipo de televisor.

9. Defina a v.a. X = peso dos coelhos. Entao, X ~ N(5;0,8?%).

Vamos denotar por a,b e c os limites para as classes de peso. Entao

X-5 a-5
Pr( i 0’8):0,20@
Pr(Z<a_85):O,20(:>
a—>5
Pr(Z>— 078):0,20@
Pr(Z>5_a — 0,20 &
0,8 ’
Pr(O<Z<5_a — 0,30 <
<2555 ,
5—a
tab(0’8 —0,30 =
D74 84 a4 328
0.8 ’
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Pr(X <b) =0,75 <

X — _
Pr( 5<b 5)=O,75<:>

0,8 0,8
b—>5
Pr| Z < =0,75 &
(2<55) =0
b—5
Pr{o<Z<K =0.20 &
r( =2=78 ’

Pr(X <¢)=0,90 <

X—-5 ¢—5
P < =0,90 &
r(0,8 8> ’
C

0,
-5
Pr{Z <
(2 5%)

Pr(0§Z<c

0,90 <

5

>:0,40<:>

Os coelhos sao classificados como pequenos se o peso for menor que
4,328kg; como médios se o peso estiver entre 4,328 e 5,536kg; como
grandes se o peso estiver entre 5,536 e 6,024kg e como extragrandes se

o preso for maior que 6,024kg.

10. X ~ N(3,25) :

(a)

-3-3 X-3 3-3
Pr(-3<X<3) = Pr( z < E < E )

= Pr(-1,2<2Z<0)
= Pr(0<Z<1,2)
= tab(1,2) = 0,38493
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—9_ X — _
Pr(—2< X <8) = Pr( 3< 3<8 3>

5 5 T 5
= Pr(-1<2<1)
= Pr(-1<Z<0)+Pr(0<Z<1)
= 2xPr(0<Z<1)
— 2 x tab(1,0) = 0, 68268

(c) Note que k tem de ser maior que a média.

Pr(X > k) =0,05 <
X — k—
Pr< 3> 3)20,05@

5) 5)
k
Pr <Z>—3):O,05<:>

(d) Note que k tem de ser menor que a média.

Pr(X > k) =0,80 <
X — —
Pr ( 3>k 3):0,80@

5

Z>—)—080<:>

k‘
OJ

( <Z<0)+Pr(Z>O):O,80<:>
-3
Pr<0 Z < )+0,5:O,80<:>

0< >_0,30<:>
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11. Como a distribui¢do normal é simétrica, resulta que Q2 = p (a média,
a mediana e a moda sempre coincidem numa distribuicao simétrica

unimodal).

p— 1

):0,25<:>

1) =0,5—0,25 <

o
p— Q1

o

):o,25<:>

1:O 67 <—
Q1 o — 0670'

Pr(X>Q3):O 25 &
P( Q3 ):0,25@

( ):0,25@
(0 7 < “)20,25@

tab(Q3 )_o 25

_O 67 <—

g
Qs =p+0,670

Logo,

IQ=Q3— Q1= (u+0,670) — (u—0,670) = 1,340
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12. Temos que Pyg = 50 e Py5 = 25. Logo, a média tem de estar entre 25 e
50.

Py = 50=
Pr(X < 50)=0,90=

X—u 50—
Pr< g “):0,90:>
g

g

Pr(Z 50_“) — 0,90 =

50 —
Pr(Z )+Pr<O<Z< “):0,90:»

o

O5—|—Pr< 0<z<?’ “):0,90;s

P(O 7 <M= “)—040:»

tab (50_"‘> = 0,40 =

o
WKl 95
o
uw=>50—1,250
P15 == 25:>

Pr(X < 25)=0,15=

X—pu 25—
Pr< B “):0,15:»
g g
2 _
Pr<Z< L ”):0,15;»
g
2 _
Pr<Z>— > ”):0,15:
g
_9
Pr<Z>“ 5):0,15:
g
— 25
Pr<0§Z§“ ):0,35:>
g
Y
tab [ £ ):0,35:»
g
RZ2 ) g
g
w=25+1,040

Temos um sistema com duas equacoes e duas incognitas:

1w=>50—1,250
pw=25+1,040
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13.

Dai resulta que

50 — 1,250 = 25+ 1,040 —
25 = (1,25+1,04)0 = o = 10,92

Logo,
i =50—1.25 x 10.92 = 36, 35

Seja X = “contetdo da garrafa (em ml)”. Entao, X ~ N(1000;02.
Queremos que Pr(X < 990) < 0,01. Seja g¢ o valor do desvio padrao
de X tal que Pr(X < 990) = 0,01. Entao, qualquer valor de o tal que
o < og resulta em Pr(X < 990) < 0,01. Veja a Figura 15.12; a cauda
inferior da distribui¢do corresponde a Pr(X < 990) e quanto menor o,

menor essa probabilidade.

N(1000;07);0 < o,

A

N (1000; 6)

b

990

Figura 15.12
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Logo,

Pr(X <990) < 0,01 <=
(X — 1000 990 — 1000
Pr <

o o

)go,01<:>

Pr<Z<M> <0,01 <

g

—1
Pr < > — 990 = 1000 OOO) <0,0]1 <=
o

N

1
Pr<Z>—O> <0,01 =
g

1
Pr(OSZS—O) >0.5-0.01=0,49 <

o

10
— > 2,33 =
g

10
< —— =4,2918
7=933~ "%
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