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Modulo 1

Conjuntos e Técnicas de

Contagem

Este é o primeiro volume da colecao que forma o Material Didatico

impresso da disciplina Matematica Discreta.

Essa disciplina esta dividida em 4 moédulos:
Moédulo 1 - Conjuntos e técnicas de contagem
Moédulo 2 - Probabilidade
Moédulo 3 - Logica
Médulo 4 - Grafos

O primeiro volume da cole¢ao contém o Médulo 1 — Conjuntos e Técnicas

de contagem, dividido em 13 aulas.

Neste modulo estudaremos conjuntos e operacoes entre conjuntos, pro-

blemas de contagem e técnicas para resolve-los.

Veremos o principio multiplicativo, que é o principio fundamental da

contagem e problemas de permutagao, arranjos e combinagoes.
Em seguida, estudaremos o Triangulo de Pascal e o Teorema Binomial.

No final deste médulo, apresentamos respostas e solucoes comentadas

para alguns exercicios selecionados.

Este Modulo nao tem pré-requisitos.

CEDERJ






O que é Matemdtica?

O que é Matematica?

A Matematica é a rainha das ciéncias
e a Aritmética é a rainha da matematica
Carl Friedrich Gauss
Objetivos
Apresentar a Matematica, enfatizando sua diversidade e riqueza.
Distinguir a Matematica das outras ciéncias. Isto é, reconhecer como se
estabelece a verdade na Matematica.
Apresentar a Matematica como uma ciéncia que se desenvolveu ao longo da

historia, ilustrando com alguns episédios e nomes.

Seja bem-vindo a Matematica

Querido aluno ou aluna, parabéns! Vocé fez uma excelente escolha

quando decidiu fazer este curso.

A Matematica é, sem duvida, uma ciéncia maravilhosa. Vocé veio tri-
lhar um caminho que lhe reserva riquezas e alegrias enormes. Estard em
excelente companhia. A Matematica tem atraido, ao longo de sua histéria,
muitos dos mais altos intelectos que a humanidade ja produziu e tem sido o

palco de algumas das maiores facanhas do génio humano.

Vocé estara ombro a ombro com personagens como Eudoxus de Cnido,
um matematico grego contemporaneo de Platao. No inicio de sua carreira,
era um pobre morador dos arrebaldes de Atenas e percorria a pé uma longa
distancia para estudar na Academia de Platao, onde acabou tornando-se
professor. Eudoxus produziu a chamada “teoria das proporcoes”, apresen-
tada no Livro V dos Elementos de Euclides e resolveu uma das primeiras
grandes questoes da matematica - o problema da nao comensurabilidade dos

segmentos.

Descobrira a engenhosidade de Aristarco que elaborou teorias astronémicas,

surpreendentemente corretas, mesmo nao dispondo de nenhum artefato es-
pecial como um telescopio ou uma luneta. Conhecerda um pouco do trabalho
de Arquimedes que resolveu problemas aparentemente impossiveis, como o

problema da coroa do rei Hierao.

MODULO 1 - AULA 1

Nesta aula vocé encontrara
varios mateméticos e
problemas matematicos
importantes e interessantes.
Vocé voltard a encontra-los
em outros momentos ao

longo do curso.

Mais informacao sobre os
matematicos citados nesta
aula pode ser encontrada na
maioria dos livros de

Histoéria da Matematica.

Dois livros classicos de
Historia da Matematica sao
o “Histéria da Matematica”,
de Carl B. Boyer, Editora
Edgard Blucher, e o
“Introducao a Histéria da
Matematica”, de Howard
Eves, Editora da Unicamp.

n CEDERJ
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O que é Matemdtica?

De alguns grandes matematicos conhecemos os trabalhos mas nao os
seus nomes. E o caso de geragoes de escribas egipcios e de magos da Babilonia
que legaram aos gregos e a toda humanidade uma quantidade enorme de
conhecimento matemaéatico. Deles vem os primeiros passos na questao das
triplas pitagdricas assim como o uso do sistema sexagesimal, presente entre

nos até hoje, na divisao das horas em minutos e dos minutos em segundos.

Alguns destes personagens viveram em culturas distantes das nossas,
como na China, com Sun Tzu, que lidou com o Teorema do Resto Chinés
e escreveu o popularissimo “A Arte da Guerra”’, e na fndia, de onde vem
o triunfo do uso do zero bem como o sistema posicional para representar
os numeros. O sistema posicional sé foi introduzido na nossa cultura pelo
excelente matematico Leonardo de Pisa, conhecido pelo apelido de Fibonacci,
no inicio do século XIII. Fibonacci também ficou famoso pela seqiiéncia de

numeros
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...

Esta seqiiéncia leva o nome de “seqiiéncia de Fibonacci”e esta relacio-
nada ao problema dos coelhos que ele propos em seu livro “Liber Abaci”’e a

tantas outras situacgoes da natureza.

Outros grandes nomes da matemédtica nao eram “oficialmente” mate-
maticos. Pierre de Fermat, por exemplo, era um alto funcionario do poder
judiciario franceés e veiculou suas idéias e conhecimentos matematicos através
de suas correspondéncias com os membros da comunidade matematica como

o padre Marin Mersenne.

H& aqueles cujos nomes estao inscritos também em outras areas do co-
nhecimento. E o caso do matemético inglés Isaac Newton, que deu grandes
contribuigoes para a Fisica, ou Leibniz, grande matemético alemao, que ini-
ciou sua carreira como diplomata e que é também conhecido por suas obras
como filosofo. Da Franca temos Henri Poincaré, que além de excelente ma-

tematico, preocupou-se com a divulgacao da Matematica.

A Matematica também pode formar uma ponte unindo culturas dis-
tantes. E o caso da colaboracao profunda e extremamente frutifera entre o
inglés Godfrey Hardy e Srinivasa Ramanujan, da India. Ramanujan foi um
matematico absolutamente genial mas devido ao isolamento em que vivia na
[ndia demorou a ter seu trabalho reconhecido e apreciado. Ramanujan pas-
sou um bom tempo visitando a Inglaterra onde completou a sua formacgao,
produziu muitos trabalhos importantes e ganhou o reconhecimento da comu-
nidade cientifica.




O que é Matemdtica?

Durante sua visita ele ficou doente e faleceu logo apds seu retorno a
India, com apenas 33 anos. Hardy relembra uma de suas visitas a Ramanu-
jan quando este estava internado: “Eu havia tomado um taxi com licenca
numero 1729 e comentei que este niimero me parecia desinteressante e espe-
rava que isto nao fosse um mau sinal. Nao — foi a resposta de Ramanujan
— Este ntimero é muito interessante. Ele é o menor nimero que pode ser

expresso como a soma de dois cubos de duas maneiras diferentes.”

Nao é comum que os matematicos sejam assunto de jornais, mas re-
centemente um de nossos pares chegou as manchetes no mundo todo. Foi
o inglées Andrew Wiles que ganhou a imortalidade ao provar um resultado
matemético conhecido como o “Ultimo Teorema de Fermat”. Por mais de
300 anos este resultado havia atraido a atencao dos maiores matematicos do
mundo. Suspeitava-se fortemente que ele fosse verdadeiro. Mesmo usando
computadores poderosos nao fora possivel obter um contra-exemplo, mas

nenhum matematico antes de Wiles havia conseguido demonstra-lo.

O que é Matematica ?

E normal, neste inicio de caminhada em direcao a sua formacao, que
vocé tenha algumas dividas ou mesmo concepgoes erradas sobre o oficio
dos matematicos. Uma primeira questao que surge é: o que é Matematica?
A pergunta é complicada e nao tentaremos respondé-la de imediato. Na
verdade, parte de sua formagao consistira em responder a esta pergunta. No

entanto, podemos falar um pouco sobre o assunto.

Matematica trabalha com duas idéias ou conceitos fundamentais: mul-
tiplicidade e espaco. Desde os primoérdios da humanidade os seres humanos
lidam com estes conceitos. Contar as reses de um rebanho ou os frutos de
uma colheita, avaliar a area de um campo de pastagem ou o volume de um
pote contendo graos, sao tarefas que demandam conceitos como nimeros e

figuras geométricas.

Numeros e figuras geométricas, planas ou espaciais, sao os elemen-
tos fundamentais dos mateméaticos. Podemos ensaiar uma resposta a nossa
pergunta sobre o que é a Matematica dizendo que a Matematica lida com

nimeros e com as relagoes entre eles.
No entanto, ha muito mais do que isto. E mais facil “reconhecer”

Matemaética. A precisao e o rigor sao caracteristicas préprias da Matematica.

Mas hé outras. As simetrias e os padroes de repeti¢goes usados nas constru-

MODULO 1 - AULA 1

As duas maneiras de
expressar o numero 1729

como soma de 2 cubos sao:
1729 = 93 + 103

1729 = 13 4 123

O Ultimo Teorema de
Fermat afirma que a equacao
z" + y™ = 2™ nao tem
solucao com ntmeros inteiros
quando n > 2. Veja que se

n = 2 ela se torna a equagao
do Teorema de Pitagoras,
que tem infinitas solucoes
nos inteiros. Uma solugao é
r=3,y=4ez=0>.

“Os numeros governam o
universo.”

Lema dos pitagoéricos

CEDERJ
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“Como pode ser que a
Matematica, sendo afinal de
contas um produto da mente
humana independente de
experiéncias, é tao
admiravelmente adaptada
aos objetos da realidade?”

Einstein

Os egipcios sabiam do
teorema de Pitdgoras, assim
como os babilonios. Um
texto babilénico, hoje
conhecido pelo nome de
Plimpton 322, registra 15
triplas de nimeros inteiros
que geram triangulos
retangulos. Os chineses e os
indianos também conheciam

o teorema.

CEDERJ

O que é Matemdtica?

¢oes e na fabricacao de certos objetos revelam uma matematica de alto nivel.
A Matematica surge em praticamente todas as atividades humanas. Ela estd
presente na natureza, muitas vezes de maneira elementar, mas, em muitos

casos, também de forma rebuscada e profunda.

[sto leva a uma segunda questao que ajuda a aprofundar nossa re-
flexao sobre a Matemadtica: o que distingue a Matematica das outras ciéncias,
tornando-a tao especial? A resposta desta questao surge quando abordamos
a questao da verdade cientifica. O que distingue o matematico dos outros
cientistas é o conceito de prova ou demonstracao. Aqui estd a chave para

entender, ou pelo menos entrar no mundo da matematica.

Consideremos, por um minuto, o chamado Teorema de Pitagoras: num
triangulo retangulo o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados

dos catetos.

b a’=b*+c?

Cc

Este teorema era conhecido por vérias culturas anteriores aos gregos.
Pitagoras, que viajou ao Egito e a Babilonia, teve sua atencao chamada para

este resultado estudando com os mateméticos destas culturas.

Ocorre que Pitagoras demonstrou o teorema. As culturas que o ante-
cederam sabiam do fato por terem-no experimentado em varios exemplos.
Em suma, eram guiados pela experiéncia mas nao podiam ter certeza de que
a afirmacao seria correta. Isto é, eles sabiam que a afirmacao era verda-
deira nos casos especificos em que haviam testado. Apds Pitagoras, sabemos
que a afirmagao é verdadeira em toda a sua generalidade. A demonstracao
matematica estabelece a verdade na Matematica.

E preciso fazer aqui um registro para o fato de que foi a cultura grega,
com a sua atitude questionadora que nos legou o conceito de prova

matematica.




O que é Matemdtica?

A demonstracao na Matematica

Uma diferenca que vocé logo notara entre a atitude matemética que
deve ser adotada por vocé neste curso e a que voceé foi levado a adotar no en-
sino fundamental e médio, é que aqui estabelecemos a verdade das afirmacoes

matematicas através de demonstracoes matemdticas.

E como se saissemos da cultura babilonica e egipcia e entrassemos na

cultura helénica.

Infelizmente, o habito de demonstrar os teoremas tem desaparecido do
ensino médio, onde, na maioria das vezes, eles aparecem como fatos prontos,

sem demonstracoes ou justificativas.
Vocé ja viu uma demonstragao do Teorema de Pitagoras?

A pratica de nao demonstrar os teoremas tem efeitos colaterais terriveis.
Em primeiro lugar, as formulas matematicas e os resultados aparecem como
que por magica ou como coisas saidas de empoeiradas bibliotecas. Mas este
nao é o dano maior. O principal problema é com a atitude. Privar os teo-
remas de suas motivagoes e de suas demonstracoes é como tirar a seiva das
plantas. Ao se fazer isto, priva-se o aluno de adotar uma atitude critica e
questionadora.

No entanto, como dissemos antes, a demonstracao matematica, rigoro-

sa, € o que caracteriza a Matematica e a distingue das outras ciéncias.

Na Matematica aplicamos o chamado método dedutivo que usa as regras
definidas pela logica e demonstra as afirmagoes matematicas, os teoremas, a
partir de afirmacoes que sabemos serem verdadeiras. Este processo precisa
comecar em algum lugar. Estes pontos de partida sao afirmagoes aceitas

como verdadeiras: sao os axiomas.

O “edificio matemaético”, isto é, a colecao de axiomas e teoremas ma-
tematicos estabelecidos, permanecera para sempre. Novas teorias podem ser
erguidas sobre este alicerce estabelecido, ele as suportard. A situagao é to-
talmente diferente de outras ciéncias como a biologia ou a fisica. Nestas

ciéncias, em geral, novas teorias surgem derrubando as anteriores.

Mas também ha lugar na Matematica para “experimentos mateméti-
cos”. Quando um matematico se depara com uma situagao nova, os experi-
mentos podem apontar para novos teoremas, a serem demonstrados

posteriormente.

MODULO 1 - AULA 1

Axioma (Afwpor) é uma
palavra grega que
originalmente significava
dignidade ou valor, assim
como teorema (fewpnpuc)
que significava espetéculo,
portanto algo sujeito a
contemplagao. Teoria
(Pewprar) significava visao de
um espetaculo, visao

intelectual, especulacao.

Na maioria das ciéncias uma
geracao destréi o que a outra
construiu e o que uma
estabeleceu a outra desfaz.
Apenas na Matematica cada
geragao acrescenta um novo
andar na velha estrutura.

Hermann Hankle

Um bom estoque de
exemplos, tdo grande quanto
possivel, é indispensavel para
um completo entendimento
de qualquer conceito, e
quando eu quero aprender
algo novo, a primeira coisa
que eu fago é construir um.
Paul Halmos

CEDERJ
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O que é Matemdtica?

A diversidade na Matematica

A matemaética é uma ciéncia com uma histéria rica, mas é também uma
ciéncia em plena expansao e atividade. Mencionamos ha pouco a solucao de
um problema de 300 anos, a demonstracao do “Ultimo Teorema de Fer-
mat”. Este foi demonstrado, mas existe um ntumero enorme de problemas
“abertos” (isto é, sem solu¢ao conhecida) na Matematica. Novos problemas

importantes surgem a cada dia.

A Matematica “de ponta’, isto é, aquilo que é assunto dos pesquisado-
res atuais, impressiona por sua profundidade, dificuldade e principalmente,

pela diversidade.

No inicio da aula, nés mencionamos niimeros e figuras geométricas como
sendo os objetos fundamentais com que nds, matematicos, lidamos. Além
disso, a Matematica lida com as relacoes entre estes objetos. Tal divisao
indica que desde o inicio a Matematica apresentou duas faces: algebra e
geometria. FEsta é, digamos assim, a primeira bifurcacdo da Matematica

vista como uma grande arvore.

Os gregos claramente favoreceram a abordagem geométrica. Geometria
é uma palavra grega que significa medir a terra. Herédoto, um dos primeiros
historiadores gregos, acreditava que a geometria havia sido inventada devido
as anuais cheias do rio Nilo: as dguas apagavam as delimitacoes dos terrenos
fazendo com que a cada ano eles fossem remarcados. Democrito chamava os

matematicos egipcios de “esticadores de cordas”, algo como agrimensores.

Mas os gregos também produziram grandes algebristas como Apolonio e
Diofanto. Os drabes (cultura islamica) tinham uma queda maior pela dlgebra.
A propria palavra algebra é arabe. Foi durante o califado de al-Mamun, no
inicio do século IX d.C., que a Matematica floresceu entre os drabes. Conta-
se que al-Mamun teve um sonho onde aparecia o préprio Aristételes. Ele
ordenou entao que todos os manuscritos gregos conhecidos fossem traduzidos
para o arabe. Entre eles, um compéndio de Ptolomeu, que nés conhece-
mos pelo nome “Almagesta”, corruptela do titulo arabe Al Majisti, e “Os

Elementos” de Euclides.

O califa fundou em Bagda um grande centro de pesquisa, chamado de
Bait al-hikma que quer dizer A Casa da Sabedoria. Um dos matemaéticos
deste centro chamava-se Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi que escreveu
um livro chamado Hisab al-jabr wa ‘| mugabalah. Como al-jabr significa res-

tauragao, complementacao e muqgabalah significa reducao ou balanceamento,
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podemos dizer, entao, que o titulo significava A Arte de completar e balancear

(equagaoes).
Ao longo da histéria, esta grande arvore, que é a Matemdtica, nunca

deixou de florescer nem de se ramificar e dar frutos.

A Matematica é dotada de grande diversidade. E comum dividir os as-
suntos de Matematica em “puros” ou “aplicados”. Os temas da Matematica
Aplicada sao os que tém aplicacoes diretas a outras ciéncias e a engenharia.
Todas as areas da ciéncia usam a Matematica de maneira fundamental. Os
temas da Matematica Pura sao os que tém suas motivagoes intrinsecas a Ma-
tematica. Mas, mesmo estes, quando menos se espera tornam-se uteis para

resolver questoes praticas do dia-a-dia.

A revista “Mathematical Reviews”, especializada em publicar resenhas
de artigos de pesquisa, é uma 6tima fonte de informacao para se desco-
brir o que é conhecido sobre uma determinada questao. Esta revista regis-
tra uma subdivisao da matematica em 95 assuntos que vao de 00 - geral,
01 - histéria e biografias, passando por 05 - combinatoria, 19 - k-teoria,

33 - funcgoes especiais, 51 - geometria 55 - topologia algébrica, 16 - mecanica
dos fluidos, 94 - informacao e comunicacao - circuitos.

Modernidade na Matematica significa esquecer rétulos e concentrar-
se em resolver problemas. Esta é a grande vocacao dos matemaéticos. O

matematico que se preza vive sempre as voltas com um problema.

Os profissionais da matematica tém encontrado uma boa receptividade
no mercado de trabalho. O treinamento obtido em sua formacao torna-o, em

geral, um profissional versatil e habil resolvedor de problemas.

Resumo

Nesta aula conversamos um pouco sobre o que é a Matematica, o que

a caracteriza e sobre sua riqueza e diversidade.

Vimos que na viagem pelo mundo da Matematica, que voceé inicia aqui,

estabelecemos a verdade através de demonstracoes matematicas.

Dos conceitos fundamentais que mencionamos: quantidades e figuras,
esta disciplina comegara com o primeiro. Comecaremos nossa viagem abor-
dando o conceito de conjunto e o problema de contar o nimero de seus

elementos.
A quantidade é medida por nimeros. Os sistemas numéricos iniciam

a viagem que voce fard em outra disciplina deste curso e que também inicia

agora: Pré-calculo.

MODULO 1 - AULA 1

Experimente um problema
dificil. Vocé pode nao
resolvé-lo mas provara
alguma outra coisa.

John Littlewood

Nao se pode deixar de ter a
sensagao de que estas
férmulas matemaéticas tém
uma existéncia independente
e uma inteligéncia prépria
delas, de que elas sdo mais
sabias do que nds somos,
mais sabias até do que seus
descobridores, que nds
obtemos delas mais do que
nelas noés originalmente
colocamos.

Heinrich Hertz
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O que é Matemdtica?

Falamos da organizacao e do rigor na Matemdtica. FEste tema serd

aprofundado nas aulas 26-30 quando estudaremos légica matemética.

Finalmente, o segundo conceito fundamental de que falamos, o conceito
de “figura geométrica”, é o ponto de partida de outra disciplina, outra via-
gem que vocé também inicia agora, na disciplina de Geometria Béasica. Nela
voce reconhecera, mais do que em qualquer outra, a estrutura que descreve-
mos de estabelecer axiomas (afirmagoes fundamentais que sdo adotadas como

verdadeiras sem demonstragoes) e provar teoremas a partir de axiomas.

Por fim, novamente parabéns pela escolha do curso de Matematica e

boa viagem pelo mundo da “Rainha das Ciéncias”




Conjuntos

Conjuntos

A forca que move a inven¢ao matematica nao
¢ o raciocinio, mas sim a imaginagao.
Augustus De Morgan
Objetivos
Conceituar conjuntos e subconjuntos.
Estudar as relacoes de igualdade e inclusao entre conjuntos e de pertinéncia
entre elementos e conjuntos.

Conceituar conjunto universo.

A nocao de conjunto desempenha um papel central na Matematica,

bem como em suas intimeras aplicagoes.

O estudo matemaéatico da teoria dos conjuntos foi iniciado por Georg
Cantor no século XIX, a partir de suas pesquisas sobre a teoria das séries

trigonométricas.

Atribuiremos ao termo conjunto o sentido usual de colecao de objetos

ou elementos, sem defini-lo a partir de outros conceitos matematicos.

Um conjunto é sempre definido por uma propriedade que o caracte-
riza. A reciproca, no entanto, nem sempre é verdadeira. Em outras palavras,
é possivel enunciar uma propriedade que nao determine um conjunto. O

famoso “exemplo do barbeiro”, a seguir, ilustra essa idéia.

Exemplo 1

Numa cidade, um barbeiro s6 fazia a barba de quem nao fazia a prépria

barba. Quem fazia a barba do barbeiro?

Se vocé pensar um pouquinho, ird concluir que ESSE BARBEIRO NAO
EXISTE!!! (Basta considerar o que aconteceria em cada uma das duas unicas
alternativas possiveis: ele fazer ou nao a prépria barba.)

Entao, foi dada uma propriedade: “fazer a barba apenas de quem nao
faz a prépria barba”e, no entanto, nao conseguimos determinar um conjunto

de barbeiros que corresponda a essa propriedade.

Vocé verda que, para evitar esse tipo de problema, iremos definir con-

MODULO 1 - AULA 2

Augustus De Morgan
(1806-1871) foi um
matematico inglés que deu
contribuicao importante a
légica matematica.

Foi ele quem introduziu o
termo “inducdo matemaética”
e deu base ao processo de
indugao.

De Morgan foi também
autor de varios livros de
Matematica e de mais de 700

artigos de divulgacao.

Estudaremos légica
matematica nas aulas
26 a 30.
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As idéias fundamentais da

teoria dos conjuntos foram
desenvolvidas pelo
matematico Georg Cantor

(1845 ~1918).

Muitas de suas idéias geniais
nao foram aceitas
inicialmente por outros
matematicos. No entanto,
tiveram uma influéncia
profunda na Matematica do

século XX.

A expressao

{z | satisfaz propriedade P}
deve ser lida: “o conjunto
dos elementos z tal que x
tem a propriedade P”.

CEDERJ

Conjuntos

Junto universo e trabalhar apenas com subconjuntos desse conjunto.

Podemos representar um conjunto listando seus elementos entre chaves,

como no exemplo a seguir:

Exemplo 2

A é o conjunto das 3 primeiras letras do alfabeto:
A={a,b,c} .

Para nao listarmos todos os elementos de um conjunto, usamos reticén-

cias ... para indicar continuacao.

Exemplo 3

B ¢é o conjunto dos niimeros pares maiores ou iguais a 2 e menores ou iguais
a 20:
B =1{2,4,6,...,20} .

Exemplo 4

C ={a,b,c,...,x,y,z} é o conjunto de todas as letras do alfabeto.

Outra maneira de descrevermos um conjunto é, em vez de listar seus
elementos, indicar a propriedade que caracteriza aquele conjunto. Neste caso,

descrevemos o conjunto por:

{z | x satisfaz propriedade P} .

Assim, o conjunto C' = {a, b, c,...,x,y, z} pode ser descrito por:

C = {z | z é letra do alfabeto } .

Note que muitas vezes sabemos a propriedade que define o conjunto,

mas nao sabemos quem sao todos os elementos do conjunto, como em:

{z | = é primo e z > 1.000.000} .

Exemplo 5

1. A= {z|x ¢é dia da semana} ¢ o mesmo que

A = {segunda-feira, terga-feira, . .., sdbado, domingo} .




Conjuntos

2. E={1,2,3,...,9} é 0o mesmo que
E = {x | x ¢ inteiro maior que zero e menor que 10} .

Os elementos de um conjunto sao listados apenas uma vez. Desta forma,
o conjunto das letras da palavra ARARA é {A, R}.

Se = é elemento de um conjunto A, dizemos que = pertence a A, e
escrevemos r € A. Se x nao é elemento do conjunto A, entao dizemos

que r nao pertence a A e escrevemos x ¢ A.

A relacao entre elementos e conjuntos definida acima é denominada

relacao de pertinéncia.

Exemplo 6

= { | é intei O} lé-se: “um pertence ao conjunto dos ele-
L] e mteir mentos = tal que x é inteiro”

, . lé-se: “gato pertence ao conjunto dos ele-
gato € {x | x ¢é felino} & !

mentos = tal que x é felino”

9 ¢ {l‘ | 2 é inteiro im ar} lé-se: “dois nao pertence ao conjunto dos
P elementos x tal que z é inteiro impar”

Dois conjuntos A e B sao iguais se, e somente se, tém exatamente os
mesmos elementos. Quando este é o caso, escrevemos A = B. Se Ae B

nao sao iguais, escrevemos A # B.

Exemplo 7

Sejam A = {1,2,3,4}
B=1{3,21,4}
C=1{2,3}

entao, A= B, mas A #C .

MODULO 1 - AULA 2
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Conjuntos

Subconjuntos

Se todo elemento de um conjunto A também é elemento de um conjunto

B, entao dizemos que A ¢é subconjunto de B e escrevemos A C B.

A relagao entre dois conjuntos definida acima ¢ denominada relagao de

inclusdo.

Se A C B dizemos também que A esta contido em B. Assim, as
expressoes “A estd contido em B” e “A é subconjunto de B” tém o mesmo

significado.

Dizer que dois conjuntos A e B sao iguais equivale a dizer que A C B
e BCA.

Se A nao é subconjunto de B, entao escrevemos A ¢ B.

Portanto,

A ¢ B se o conjunto A possui algum elemento que nao pertence ao

conjunto B.

Quando A ¢ B dizemos também que A nao esta contido em B.

Exemplo 8
1. {z |  é inteiro par } C {z | = é inteiro} .
2. {1,2,3,4,5} € {1,2,3,...,9,10} C {x |  é ntimero natural} .

3. {gato, ledo, pato} ¢ {felinos}

pois, embora gato e leao sejam felinos, o pato nao é um felino.

Note que todo conjunto é subconjunto de si mesmo, isto ¢, vale para

qualquer conjunto A que A C A.
Se A C B, mas A # B, entao dizemos que A ¢ subconjunto proprio de B.

Portanto, A é subconjunto préprio de B se todo elemento de A é
também elemento de B (A C B), mas existe algum elemento de B que

nao pertence a A.

Assim, A é subconjunto préprio de B se

ACBeA+B

A nocao de subconjunto préprio traduz a idéia de que A é subconjunto

de B, mas é “menor” que B.




Conjuntos

Exemplo 9
1. O conjunto {segunda-feira, quarta-feira} é subconjunto préprio do con-

junto {z | z é dia da semana}.

Também escrevemos B O A, que se lé “B contém A”, quando A C B.

Note que quando comparamos conjuntos e subconjuntos, usamos os
simbolos C e D, enquanto que quando relacionamos elementos e conjuntos

usamos os simbolos € e &.

Exemplo 10
Seja A = {1, 2, 3}, entao:

a) 1 € A. O nimero 1 é elemento do conjunto A.

b) {1} € A. O conjunto {1} é subconjunto do conjunto A.

Um conjunto que nao possui elementos é chamado conjunto vazio e é

denotado por ().

Exemplo 11

Os seguintes conjuntos sao vazios:

1. {x | x é inteiro maior que 10 e menor que 5}.
2. {z | 6 um homem com mais de 200 anos}.

3. {x | x4+ 3 =0 e x é inteiro positivo}.

Um conjunto com apenas um elemento é chamado conjunto unitario.

Exemplo 12

Os seguintes conjuntos sao unitarios:
1. Conjuntos dos paises de lingua portuguesa da América do Sul.
2. {z | x é animal mamifero voador} = {morcego}.

Dado um conjunto A qualquer, quantos subconjuntos ele possui? Quais
sao eles? Voltaremos a este problema mais tarde. Por ora, vamos observar o

seguinte:

MODULO 1 -

AULA 2
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Na aula 10 aprenderemos a
calcular o nimero de
subconjuntos de um

conjunto A.
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Conjuntos

e Todo conjunto é subconjunto de si mesmo: para qualquer conjunto A,

vale que

ACA.

e O conjunto vazio ) é subconjunto de qualquer conjunto: para qualquer

conjunto A, vale que

hcA.

Exemplo 13

Seja A = {a,b,c}. Os subconjuntos de A sdo os seguintes:

0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c} e {a,b,c} .

O conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto A é chamado

conjunto das partes de A e é denotado P(A).

Portanto,
X € P(A) se e somente se X C A

Veremos que se o conjunto A tem n elementos, entao A possui 2" sub-

conjuntos, isto é, P(A) tem 2" elementos.

No exemplo 13, o conjunto A tem 3 elementos, portanto possui 2% = 8

subconjuntos, isto é P(A) possui 8 elementos.

Uma maneira simples de definir o subconjunto de um conjunto A que

possui certa propriedade P é a seguinte:

{z € A | x tem propriedade P} .

E o que acontece quando dizemos: o conjunto dos peixes no mar. Nao
estamos listando todos os elementos deste conjunto, mas indicando uma pro-

priedade que os caracteriza.

Exemplo 14
Seja A ={1,2,3,4,5}, entao:

1. {x € A|x épar} ={2,4}.
2. {z € A|z éprimo} = {2,3,5} .

3. {x € A| x é maior que 10} =0 .




Conjuntos

Na verdade, a notagao que estamos usando, {z | = tem propriedade P},
envolve a nocao de conjunto universo, que é o conjunto de todos os elementos

interessantes para o problema em questao.

Quando escrevemos {z | x tem propriedade P} estamos realmente defi-
nindo o subconjunto de um certo conjunto universo, formado pelos elementos

que possuem a propriedade P.

Assim sendo, o conjunto {z | x é mamifero} é o mesmo que:
{z € {animais} |  é mamifero} .

Neste caso, o conjunto universo U é o conjunto de todos os animais. O
conjunto universo varia de problema para problema. Em um determinado
problema, o conjunto universo pode ser o conjunto de todos os animais,
enquanto que em outro, o conjunto universo pode ser o conjunto dos inteiros

positivos.
A idéia de conjunto universo vem de Augustus De Morgan e foi usada
por John Venn, que criou diagramas para representar conjuntos.

Na aula seguinte estudaremos a representacao de conjuntos por meio

dos diagramas de Venn e estudaremos as operacoes entre conjuntos.

Resumo

Esta foi a primeira aula sobre conjuntos. Nela estudamos conjuntos
e subconjuntos, relacoes de inclusao entre conjuntos e de pertinéncia entre

elementos e conjuntos. Vimos também conjunto universo.

Exercicios

1. Correlacione os conjuntos descritos por enumeragao dos elementos com

os conjuntos descritos por uma propriedade:

(a) {2,3,5,7,11,13,17,19}

(b) {12, 15,18, 21,24, 27}

(c) {Africa, América, Asia, Europa, Oceania}

(d) {Matemaética Discreta, Geometria Bésica, Pré-Célculo}
(

e) {—3,3}

MODULO 1 - AULA 2
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1) {continentes}

2) {x|z é ntimero natural primo, z < 20}

4) {z|z* = 9}

(1)
(2)
(3) {disciplinas de matematica do primeiro semestre de Matematica do CEDER.J
(4)
(5) {z € IN|z é multiplo de 3,10 < = < 30}

2. Escreva os conjuntos abaixo, na forma {z | z tem propriedade P} .

a) {0,2,4,6,8,...}

3. Liste os elementos dos conjuntos abaixo:
(a) {z | z é letra da palavra CEDERJ}
(b) {x|a®-4=0}

(c) {z]|2* —2 =0 e x é nimero racional}
(d) {z]z*—-2=0ex é nimero real}

4. Seja A = {a,b,c,d,e}. Determine se as sentengas, abaixo, sao verda-

deiras ou falsas:

(a) {a} C A (f) {c,d,e} € A
(b) ac A (g) {a.c,f}CA
(c) {a} e A (h) AcCc A
(d) 0cA (i) ACAe A#A
(e) {c.de} C A () {e;d,c,a,d} = A
5. Determine quais sentencas, abaixo, sao verdadeiras para qualquer con-
junto A.
(a) D C A (c) {0} Cc P(A)
(by ACA (d)oed

6. Liste todos os subconjuntos dos seguintes conjuntos:

(a) {1} (b) {1,2} (¢) {1,2,3} (d) 0

CEDERJ




Diagramas de Venn e operacbes entre conjuntos

Diagramas de Venn e operacoes entre

conjuntos

Objetivos
Estudar a representacao visual de conjuntos dada pelos diagramas de Venn.

Estudar as operagoes entre conjuntos.

Diagramas de Venn

Uma ferramenta muito importante para se “entender” as relagoes entre

conjuntos e as operagoes entre eles é utilizar uma representacao visual.

Uma representacao visual de conjuntos é dada pelos diagramas de Venn,
onde representamos conjuntos por regioes. Normalmente se representa um
conjunto universo U por um retangulo e subconjuntos de U por regioes dentro

do retangulo.

Exemplo 15

Abaixo, alguns diagramas de Venn representando determinadas situagoes:

a) Os conjuntos A e B sao iguais.
b) A é subconjunto préprio de B.

¢) Os conjuntos A e B nao sao subconjuntos um do outro, mas hé ele-

mentos que pertencem a ambos.

d) Os conjuntos A e B nao sao subconjuntos um do outro e nao possuem

elementos comuns.

(b)) ACB

MODULO 1 - AULA 3

O matematico inglés John
Venn (1834-1923) é mais
conhecido pela sua

representagao de conjuntos
por regides no plano.

Seu trabalho matematico
envolve légica, probabilidade
e estatistica.

Venn escreveu varios livros
importantes em Matematica
e Histéria. Além disso, tinha
uma habilidade rara em

construgao de maquinas.
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ATENGAO!
“Ou” e “e” sao dois
conectivos légicos.
Estudaremos os conectivos

l6gicos na Aula 26.

O conectivo “ou”, em
Matematica, é nao exclusivo.
Isto é, a sentenga = € A ou
x € B é correta mesmo que o
elemento = esteja tanto em
A quanto em B.

Isto pode causar confusao
porque “ou”, na lingua
portuguesa, é exclusivo.
Dizemos : “hoje vou ao
teatro ou ao cinema”,
quando queremos dizer que
ou vamos ao teatro ou vamos
ao cinema (mas nao a

ambos).

CEDERJ

Diagramas de Venn e operacdes entre conjuntos

(c) (d)

Operacoes com conjuntos

Uma operacao ¢ uma “regra” ou procedimento que aplicada a dois
objetos permite obter um outro objeto do mesmo tipo.

Quando lidamos com nimeros, as operagoes mais comuns sao adicdo e
multiplicacao.
Para conjuntos quaisquer, estudaremos as operacoes de uniao, intersecao,

complementar e diferenca.

Daqui em diante, assumiremos que todos os conjuntos sao subconjuntos

de um mesmo conjunto universo.

Sejam A e B conjuntos. A uniao de A e B, que se escreve A U B,
é o conjunto formado por todos os elementos que pertencem a A ou
pertencem a B.

AUB={z|x€ Aouz € B}

Exemplo 16

1. Se A={a,b,c} e B={a,c,d} entao AU B = {a,b,c,d}.

2. {1,2,3,4} U{6,12} = {z | = é inteiro positivo divisor de 12}.
Exemplo 17

Para qualquer conjunto A, vale

AUA=A,
AUp=A.




Diagramas de Venn e operacdes entre conjuntos

Sejam A e B conjuntos. O conjunto intersecao de A e B, que se escreve

AN B, é o conjunto formado pelos elementos que pertencem ao conjunto

A e ao conjunto B.

ANB={z|x € Aex € B}.

Exemplo 18
1. Se A={a,b,c} e B={a,c,d} entao AN B = {a,c}.

2. {inteiros pares} N {inteiros impares} = 0.
3. {z | z ¢ inteiro primo} N {x | x ¢ inteiro par} = {2}.

Exemplo 19

Para qualquer conjunto A, vale

ANA=A,
AND=10.

Dois conjuntos sao chamados disjuntos se AN B = ().

Sejam A e B dois conjuntos. O conjunto dos elementos que estao em A,
mas nao estao em B, é chamado diferenca entre A e B e é denotado por
A— B.

A-B={x|xecAex ¢ B}.

MODULO 1 -

AULA 3
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Diagramas de Venn e operacbes entre conjuntos

Exemplo 20
1. Se A={a,b,c} e B={a,c,d} entao A — B = {b}.

2. {inteiros pares} — {inteiros impares} = {inteiros pares}.

Exemplo 21

Para qualquer conjunto A, vale

Y

A—A=
A—f=

Se U é o conjunto universo e A é subconjunto de U, entao o complemento
de A, que denotamos A, é o conjunto dos elementos de U que nao estao
em A, isto é A°=U — A.

A=U—-A={z|zeUex¢gA}.

Na verdade, a operacao de passagem ao complementar é uma diferenca,
nao é uma operagao “nova’. Quando A C B, chamamos de “complementar

de A em relacao a B” a diferenca B — A.

Exemplo 22

Se U = {numeros inteiros} e A = {numeros inteiros pares}, entdo A° =

{ndmeros inteiros impares}.

Exemplo 23

Considere o conjunto de todos os carros vendidos em uma certa concessio-
naria. Um vendedor classificou os carros em trés subconjuntos, de acordo

com os opcionais de cada carro.

D = {carros com diregao hidraulica},
A = {carros com ar-condicionado},

V' = {carros com vidro elétrico}.




Diagramas de Venn e operacdes entre conjuntos

Os diagramas abaixo representam as seguintes situagoes:

Vv

Carros com, pelo menos, algu-

ma das trés opgoes.

Vv

Carros com direcao hidraulica
ou ar-condicionado, mas sem

vidro elétrico.

\Y

Carros com vidro elétrico,
ar-condicionado e  diregao

hidraulica.

Exemplo 24

Sejam A = {1,2,3,4},
B = {1,3,5}e
C = {3,5,6}.

Entao,

\Y

Carros com ar-condicionado,
mas sem direcao hidraulica e

sem vidro elétrico.

Vv

Carros com vidro elétrico e ar-

condicionado.

Vv

Conjunto dos carros vendi-

dos sem nenhum dos trés

opcionais.
AN B={1,3},
ANC = {3},

(ANB)U(ANC) ={1,3},
BUC =1{1,3,5,6} e
AN(BUC)=1{1,3}.

MODULO 1 -

AULA 3
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A palavra lei tem aqui um
significado matemaético
preciso, como veremos na

Aula 27.

Por ora, podemos dizer que:
uma lei é uma sentenga
verdadeira, isto é, pode-se
provar matematicamente que

ela é verdadeira.

Voltaremos a estas leis
quando estudarmos mais os
conectivos légicos e tabelas

verdades (Aula 27).

Veja o verbete sobre o
matematico De Morgan na

Aula 2.

CEDERJ
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Portanto, para os conjuntos A, B e C' do exemplo anterior, vale que:

(ANB)U(ANC)=ANn(BUC).

De fato, esta igualdade é sempre verdadeira. Podemos mostré-la usando

diagramas de Venn. Ela faz parte das igualdades a seguir:

Sejam A, B e C' subconjuntos de um mesmo conjunto universo U.
Vale que:

AUB=BUA (comutatividade da uniao),
ANB=BNA (comutatividade da intersegao),

Au(BUC)=(AuB)U (associatividade da uniao),
(BNC)=(ANB)N (associatividade da intersecao),

UuBNC)=(AuB)N (A UC) (distributividade da uniao),
(BUC)=(ANB)U(ANC) (distributividade da interse¢ao).

Também sao validas as seguintes igualdades, conhecidas como leis de

De Morgan.

Sejam A e B conjuntos. Entao:

(AN B)® =
(AUB)® =

AcU Be
AN Be .

As demonstragoes destas leis serao deixadas para a Aula 27. Usando

diagramas de Venn, mostraremos a primeira das leis de De Morgan:

A°UB°= (AN B)°

Isto é, mostraremos que o complementar da intersecao de dois conjuntos ¢é

igual a uniao dos complementares destes conjuntos.

Note que o uso de diagramas de Venn nao pode provar que uma sentenca
seja verdadeira, apenas d4 uma indicacao. Uma prova rigorosa requer outros

métodos, que serao vistos posteriormente.




Diagramas de Venn e operacdes entre conjuntos

As figuras abaixo representam o complementar de A, Be AN B:

MODULO 1 -

A° B (AN B)°

Podemos ver que a uniao das areas hachuradas no diagrama que repre-
senta A° (diagrama a esquerda) e no diagrama que representa B¢ (diagrama
do meio) é a drea hachurada no diagrama que representa (AN B)° (diagrama

a direita). Portanto:

A°UB = (AN B)°.

Resumo

Com isto, terminamos a Aula 3, onde estudamos diagramas de Venn e
operagoes entre conjuntos. Vimos que as principais operagoes entre conjuntos

sao as de unido, intersecao e diferenca.

Vimos também que estas operagoes obedecem a propriedades como co-
mutatividade, associatividade e distributividade. Além disso, as leis de De
Morgan relacionam o complementar da uniao (respectivamente, intersegao)
de dois conjuntos, com a intersegao (respectivamente, uniao) dos complemen-

tares destes conjuntos.

Embora possamos fazer uma indicacao da verdade destas propriedades
utilizando diagramas de Venn, uma prova rigorosa exige o uso de conectivos

l6gicos e sera feita na Aula 27.

Na introducao dissemos que os temas fundamentais deste Mddulo sao
conjuntos e contagem. Nestas primeiras aulas nos ocupamos de conjuntos.
Na préxima aula, iniciaremos o assunto de contagem, estudando o nimero

de elementos de um conjunto.

AULA 3

CEDERJ
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Exercicios

Nos exercicios 1 a 6, sejam A, B e C' subconjuntos de um conjunto uni-

verso U. Represente por meio de diagramas de Venn, as seguintes situagoes:

1. AnNB=1

2. AcBeBcCcC(C

3. BCA,CCcAeBNC =10
4. BCA CCcAeBNC#Y0
5. AC (BUC)

6. AC(BNCQC)

7. Sejam os conjuntos:

P = {xz|x é pintor},
M = {z|x é matemético},
Candido Portinari ) .
(1903-1962) nasceu em B = {ZL‘ | € e brasﬂelro}.

Brodésqui, Sao Paulo. Foi . . ~ . ~ . . ~
. . Determine quais das afirmacoes, abaixo, sao verdadeiras e quais sao
um d()S malores plnt()res

brasileiros e sua obra é falsas:
conhecida em todo o mundo.

(a) {Picasso} C P
(b) {Portinari} = PN B

(c) MNB#0
(d) {Van Gogh} c PN B

Para saber mais sobre a vida
e obra do artista, visite o
site do Projeto Portinari em

http://www.portinari.org.br

Pablo Picasso (1881-1973) é um dos
artistas mais importantes de todos os

O grande pintor holandés tempos.

Vincent van Gogh
(1853-1890) nao teve
reconhecimento em vida.
Sua obra foi de extrema
importancia para a pintura
do século XIX, e seus
quadros estao hoje nos
principais museus do mundo.
Para saber um pouco mais,
visite o Museu van Gogh, em

Amsterda, no endereco

http://www.vangoghmuseum.nl.

CEDERJ

Picasso deixou uma obra genial em
pintura, escultura, desenhos, cerami-

cas e gravuras.

Para saber um pouco mais, visite o
Museu Picasso, em Paris, no enderego

http://www.paris.org/musees/picasso/




Diagramas de Venn e operacdes entre conjuntos

12.

13.

14.

15.

16.

17.

23.

Tomando como base o diagrama de Venn,

nos exercicios 8 a 11, represente os seguintes conjuntos:
(AU B)° 10. An B¢

(AN B)° 11. A°NB
Verifique, usando diagramas de Venn, que:
(A—-B)U(B—A)=(AUB)—-(ANB).

Verifique, usando diagramas de Venn, que (AU B) — A= B — A.

Usando diagramas de Venn, mostre que:
(ANB) = A°UB°.
(Esta ¢ uma das leis de De Morgan.)

Tomando como base o diagrama de Venn,

ey

NG,

nos exercicios 15 a 22, represente os seguintes conjuntos:

AUuBUC 18. A—(BUC(C) 21. (AuB)°NnC
ANnBNC 19. (A-B)U(A-C0C)
ANBNCe 20. A°NB 22. AU(BNC)°

Dé exemplos de conjuntos A, B e C, tais que AU(BNC) # (AUB)NC.

MODULO 1 -

AULA 3
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Diagramas de Venn e operacdes entre conjuntos

24. Verifique que, para quaisquer conjuntos A, B e C', vale que

A—(BUC)=(A-B)n(A-C).

25. Verifique que, para quaisquer conjuntos A, B e C', vale que :

(a) A°NB°NC°=(AUBUC)S,
(b) AcUB°UC*=(ANBNC)°.

(Estas sao as leis de De Morgan para trés conjuntos.)

Nos exercicios 26 e 27, seja U o conjunto de todas as pessoas que tra-

balham ou estudam em uma certa escola. E ainda, sejam:

= {z €U | x é professor},
= {z €U |x éaluno},

{z € U |z é homem},
= {z €U |z é mulher},

= {z € U | z é funciondrio administrativo}.

nozom o v

Descreva os seguintes conjuntos:

26. a) PN M b) ANH c) P°PNH
27. a) (SUM)° b) (SN M)© c) PNS.
28. Um certo conjunto U de pessoas tem a seguinte preferéncia por esportes:

F = {x €U |z gosta de futebol},
T = {z€U|xgosta de ténis},
C = {x €U |z gosta de capoeira}.

Descreva os seguintes conjuntos:

(a) Conjunto das pessoas que gostam de futebol e ténis.

(b) Pessoas que gostam de capoeira, mas nao gostam de futebol nem

de ténis.

(c) Pessoas que gostam de futebol ou de ténis, mas nao gostam de

capoeira.

(d) Pessoas que nao gostam de nenhum dos trés esportes.
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Numero de elementos de um conjunto - I

O infinito! Nenhuma outra questao tem tocado tao
profundamente o espirito humano.
David Hilbert
Objetivos
Estudar os problemas que consistem em determinar o ntiimero de elementos
de um conjunto.
Apresentar o Principio da Inclusao-Exclusao, que é uma formula para o

nimero de elementos da uniao de dois conjuntos.

A nocao de contagem foi fundamental no desenvolvimento do homem.
E natural ao ser humano a atitude de agrupar objetos, animais, pessoas etc,

e contéa-los. Isto é, formar conjuntos e contar seu nimero de elementos.

A resolucao de muitos problemas consiste na contagem do niuimero de
elementos de um certo conjunto. Por exemplo, contar o nimero de solugoes
de uma equacgao ou de um problema. Em determinados casos, pode ser dificil

até mesmo dizer se um determinado problema tem alguma solugao.

A frase que inicia nossa aula, do grande mateméatico David Hilbert, faz
uma louvacao ao infinito. Isto numa aula onde nos propomos a encontrar o
nimero de elementos de um conjunto. Pois bem, realmente, a aula promete.
Antes de mais nada, vamos estabelecer um critério que determina se
um conjunto é finito ou infinito. Faremos isto usando a nogao de bijecdo, isto

¢, uma funcao f : X — Y entre dois conjuntos X e Y tal que:

e Se a e bsao elementos de X tais que f(a) = f(b), entdo a = b. Dito de
outra maneira, se f(a) # f(b), entao a # b.

e Para todo elemento b € Y, existe algum elemento de a € X tal que

f(a) =b.

Ou seja, uma bijecao entre dois conjuntos estabelece uma relagao um

a um entre os seus elementos.

MODULO 1 -

AULA 4
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Por exemplo, a fungao f : {1,2,3,4,5,6,...} — {2,4,6,8,10,12,...},
definida por f(x) = 2z, é um bijegao entre o conjunto dos nimeros naturais

e o conjunto dos nimeros pares.

Agora podemos dizer que um conjunto X é infinito se existe um sub-
conjunto préprio Y C X e uma bijecao f: X — Y.
O exemplo acima mostra que o conjunto dos niimeros naturais € infinito.

Assim, quando um conjunto nao ¢ infinito ele é chamado de finito.

Isto parece um pouco estranho, comecar pelo infinito, mais complicado.
Vocé deve estar se perguntado: por que simplesmente nao contamos o niimero
dos elementos? O fato é que contar é uma aplicacao da nocao de bijegao.
Com a nocao de bijecao podemos comparar conjuntos sem, necessariamente,
contar o nimero de seus elementos.

Veja a seguinte histéria:

Existia, ha muitos e muitos anos atras, uma tribo bem primitiva que
habitava uma terra maravilhosa, onde nao havia terremoto, fazia calor o ano
todo, enfim, era um paraiso. Esta tribo tinha uma cultura rica, eram sofisti-
cados em varios setores das atividades humanas, mas nao havia desenvolvido
a capacidade de contar. Isto €, seus habitantes nao conheciam, por assim di-
zer, numeros. No entanto, eles tinham muitas nogoes de Matemaética, sendo
que o chefe desta tribo era um matematico particularmente sagaz. Foi entao
que, ja bem préximo das grandes festas anuais da tribo, duas familias rivais
se envolveram em uma disputa. Cada uma delas afirmava ser mais forte do
que a outra. O chefe, temendo que a disputa tivesse conseqiiéncias mais gra-
ves, chamou os representantes das duas familias e disse que ele colocaria um
fim na questao, mas exigia que as familias aceitassem o seu veredito. Como
ambas aceitaram as condigoes do chefe, ele estabeleceu que todos os membros
das duas familias comparecessem ao patio de dancas tribais naquela noite.
Entao, a luz das tochas, o chefe tracou um linha que dividia o patio de um
extremo ao outro e, na medida que os membros das familias chegavam, ele os
posicionava, dispondo um membro de cada familia em frente a algum outro,
da outra familia, uma familia de um lado da linha, a outra familia do outro
lado da linha. Assim, quando todos estiveram presentes, o chefe foi capaz
de dizer, sem nenhuma duvida, qual familia tinha mais membros do que a

outra. Usando esta informacao ele deu o seu veredito.

Moral da histéria: podemos comparar conjuntos sem, necessariamente,

contar seus elementos.
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Quando contamos o nimero de elementos de um conjunto finito, esta-
mos estabelecendo uma bijegao entre ele e o conjunto {1,2,3,4,...,n}, onde

n é o seu numero de elementos.

Note que, na pratica, poderemos ter dificuldade em contar o numero
de elementos de um conjunto. Por exemplo, hd um nimero finito de estrelas

na nosso galaxia, mas nao ha como conta-las.

Um conjunto que nao ¢ finito é chamado infinito. Sao exemplos de
conjuntos infinitos o conjunto dos inteiros positivos, o conjunto dos niimeros

reais e o conjunto de palavras que podemos formar com nosso alfabeto.

Em alguns casos, nao é facil descobrir se um certo conjunto é finito ou

infinito. Vamos a dois exemplos que dizem respeito aos nimeros primos:
— Existem infinitos ntimeros primos?

A resposta ¢é sim, e uma prova ja aparece no livro Elementos, do ma-

tematico grego Euclides, ha cerca de 2300 anos.

Por outro lado, dois primos sao chamados primos géemeos, se sua dife-

renca € 2. Por exemplo, 3 e 5, 5e 7, 11 e 13, 17 e 19, sao primos gémeos.
— Existem infinitos primos gémeos?
A resposta é desconhecida, embora os matematicos tentem solucionar
este problema ha varios séculos.

Denotaremos por n(A) o nimero de elementos de um conjunto finito A.

O conjunto vazio nao tem elementos; portanto n(()) = 0.

Exemplo 25
Sejam A = {1,2,3} e B ={3,5,6}. Entao:

n(A)=3, n(B)=3, n(AUB)=5 e n(ANB)=1.

Se A e B sao dois conjuntos disjuntos, entao n(AU B) = n(A) +n(B),
pois se x € AU B entao z € A ou xz € B, mas x nao pode estar em ambos A
e B, jaque AN B = 0.

Por exemplo, o niimero total de pessoas em uma festa ¢ igual ao nimero
de homens mais o nimero de mulheres, ja que toda pessoa ¢ um homem ou
uma mulher, mas nao ambos.

No exemplo 25, temos que n(AU B) =5 e n(A) +n(B) =3+ 3 =6.
A diferenga entre estes dois nimeros é 6 —5 = 1 = n(AN B). Assim, neste

exemplo vale que

n(AUB) =n(A)+n(B)—n(ANB) .

MODULO 1 - AULA 4

Nimeros transfinitos e a
Hipdtese do Continuo.

Ha vérios tipos de infinito.
Existe mesmo uma
aritmética destes diversos
infinitos: sao os nuimeros
transfinitos, desenvolvidos

por Cantor.

Os conjuntos dos nimeros
inteiros e racionais tém a
mesma cardinalidade,
enquanto que os nimeros
reais possuem uma

cardinalidade maior.

A Hipétese do Continuo
afirma que nao hd um
conjunto cuja cardinalidade
esteja entre a dos nimeros
naturais e a dos ntimeros

reais.

Vocé conhecera esta
demonstracao nesta
disciplina. Ela estd na aula
29, no médulo de logica,
como um exemplo do

método da contradic¢ao.

CEDERJ
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De fato, é sempre verdadeiro o seguinte:

PRINCIPIO DE INCLUSAO-EXCLUSAO

Se A e B sao dois conjuntos finitos, entao

n(AUB) =n(A)+n(B) —n(AN B)

Para entender, observe o diagrama a seguir, onde vemos que AU B

pode ser visto como a uniao de trés conjuntos disjuntos:

AUB=(A-B)U(ANB)U(B - A)

A B

Portanto, sendo n(A) = x +y e n(B) = y + z, temos
n(A)+n(B) =n(ANB) =(z+y)+(y+2)—y=r+y+z.
Como n(AUB) =z +y+ z, entdao n(AU B) = n(A) + n(B) — n(AN B).

Exemplo 26

Uma pesquisa em uma turma de graduacao em Matematica, de 60 alunos,
revelou que 40 deles pretendem fazer Licenciatura e 30 deles pretendem fazer

Bacharelado.

Supondo que todo aluno da turma queira fazer Bacharelado ou Licen-

ciatura, decida quantos alunos esperam fazer Licenciatura e Bacharelado.

Solucao:

Vamos considerar os seguintes conjuntos:

B = {alunos que querem fazer Bacharelado}

L = {alunos que querem fazer Licenciatura}
Entao, n(B) = 30, n(L) =40 e n(B U L) = 60. Logo, temos
n(BN L) =n(L) +n(B) — n(LU B) = 40 + 30 — 60 = 10.

Portanto, 10 alunos nesta turma esperam fazer Bacharelado e Licenci-

atura. O problema pode ser representado pelo diagrama

CEDERJ |
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MODULO 1 - AULA 4

Uma outra solugao seria usarmos uma variavel. Como nao sabemos
quanto é n(B N L), vamos escrever n(B N L) = z. Agora completamos o

diagrama.

Temos n(B) = 30, logo,
n(B—L)=30—=x.
Temos n(L) = 40; assim,

n(L —B) =40 —x .

Somando o nimero de elementos das partes de B U L, obtemos:
n(BUL)=60=30—xz)+x+ (40 —2) =70 —x ,
que resulta em x = 10. Isto é, n(B N L) = 10.

Substituindo o valor obtido de x no diagrama acima, obtemos o niimero

de elementos de todas as partes de B U L.

Exemplo 27

Uma pesquisa foi realizada com pessoas que léem revistas semanais. Entre-
vistando 200 pessoas, descobriu-se o seguinte:

85 pessoas compram a revista A,

75 pessoas compram a revista B,

65 pessoas compram a revista C,

30 pessoas compram as revistas A e B,

25 pessoas compram as revistas A e C,

20 pessoas compram as revistas B e C,

10 pessoas compram as tres revistas.

CEDERJ
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Com base nestes dados, responda ao seguinte:

a) Quantas pessoas compram pelo menos uma das revistas?

b) Quantas pessoas ndo compram nenhuma das trés revistas?

¢) Quantas pessoas compram exatamente uma das revistas?

d) Quantas pessoas compram exatamente duas das revistas?

Solugao:

Seja U o conjunto das pessoas que foram entrevistadas.

Sejam
A= {x €U |xcompra a revista A}
B ={x € U | z compra a revista B}

C ={x €U | x compra a revista C'}

O diagrama ao lado representa a situagao.

A

(3

R

N2

Comecemos com a regiao que representa o conjunto das pessoas que

compram as trés revistas. Este é o conjunto AN BN C e tem 10 elementos.

Em seguida, consideramos as intersecoes de dois conjuntos. Um total

de 30 pessoas compra as revistas A e B, isto é, n(A N B) = 30. Portanto,

30 —10 =20

compram apenas as revistas A e B.

Analogamente, n(ANC') = 25. Portanto, 25—10 = 15 pessoas compram

apenas as revistas A e C.

Por ultimo, n(B N C') = 20. Portanto, 20 — 10 = 10 pessoas compram

apenas as revistas B e C.

Com as informagoes obtidas até
agora, temos o diagrama da figura
ao lado.

A

A
A

B

O préximo passo é determinar o niimero de pessoas que compram ape-

nas a revista A, apenas a revista B ou apenas a revista C'.

CEDERJ
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Vejamos, n(A) = 85. Subtraindo o nimero dos que compram outras

revistas, temos:

85 —10—-20—-15=40.

Portanto, 40 pessoas compram apenas a revista A.

Analogamente, n(B) = 75. Logo,

75 —10—-20—-10 =35

pessoas compram apenas a revista 5.

Finalmente n(C') = 65. Portanto,

65 —15—-10—-10 = 30

pessoas compram apenas a revista C'.

Agora podemos acabar de preen-
cher o diagrama e passar a res-

ponder as perguntas:

a) Somando o numero de elementos de todas as partes de AU B U C,

obtemos

n(AUBUC) =30+ 40420 + 15+ 10 + 35 + 10 = 160 .

Portanto, 160 pessoas compram pelo menos uma das trés revistas.

b) Como n(U) = 200, entao

A

S
(%
N/

B

n(U) —n(AUBUC) = 200 — 160 = 40

pessoas nao compram nenhuma das trés revistas.

¢) Temos que 40 pessoas compram apenas revista A, 35 compram apenas

revista B e 30 compram apenas revista C'. Portanto,

40 4+ 35+ 30 = 105

pessoas compram apenas uma das revistas.

MODULO 1 -

AULA 4
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d) Temos que 20 pessoas compram revistas A e B, mas nao C'; 15 pessoas
compram revistas A e C, mas nao B; 10 pessoas compram revistas B

e C', mas nao A. Portanto,
10 + 154+ 20 = 45

pessoas compram exatamente duas revistas.

Vimos nesta aula que:
n(AUB)=n(A) +n(B) —n(ANB).
Em particular, se A e B sao disjuntos, entdao n(AN B) = 0 e logo,

n(AUB) =n(A) +n(B) —n(AN B) =n(A) +n(B) .

Portanto, se dois conjuntos sao disjuntos, o nimero de elementos de

sua uniao é a soma dos niimeros de elementos destes conjuntos. Isto é,

Se AN B = entao n(AU B) = n(A) + n(B).

Resumo

Nesta aula iniciamos o estudo de problemas que envolvem a deter-
minac¢ao do nimero de elementos de um certo conjunto. Vimos que os con-
juntos se dividem em conjuntos finitos, que sao os que possuem um certo

nimero de elementos, e os conjuntos infinitos.

Para o caso da unido de dois conjuntos, vimos a férmula n(AU B) =
n(A) + n(B) — n(AN B), chamada de “principio da inclusao-exclusao”.

Na proxima aula, continuaremos a discussao da questao do ntimero de

elementos da uniao de conjuntos.
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Exercicios

Nos exercicios 1 a 5, calcule n(A), n(B), n(AN B) e n(AU B). Em

todos os itens verifique que:
n(AUB)=n(A)+n(B)—n(ANB).

Em particular, verifique que se A e B sao disjuntos (isto é, n(ANB) =

0), vale que:
n(AUB) =n(A)+n(B) .
1. A={a,b,c,d} e B=/{e, f,g h}
2. A=1{2,4,6,8} e B=1{2357T}.

3. A= {xz|xéinteiro entre 1 e 5} ,
B = {x | x é inteiro entre 3 e 7} .
4. Se n(AU B) = 20, n(A) = 10 e n(B) = 15, encontre n(A N B). Faga

um diagrama.

5. Se n(AU B) =10, n(A) = 8 e n(AN B) = 4, quantos elementos tem o

conjunto B?

Nos exercicios 6,7 e 8, sejam A e B subconjuntos de um conjunto uni-
verso U. Sabendo-se que n(U) = 60, n(A) = 32, n(B) =40 e n(ANB) = 23,

calcule:

6. (a) n(AUDB) (b) n(U — (AU B))
7. (a) n(A°) (b) n(B°) (¢) n(A°N B)
8. (a) n(A°nN B°) (b) n(A°U B°).

MODULO 1 -

AULA 4
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Tales de Mileto foi o
primeiro matemédtico cujo
nome ficou registrado na
Histéria. Ele previu o eclipse
solar que ocorreu sobre a
Grécia e a Mesopotamia no
dia 28 de maio de 585a.C.

Vocé estudard esses tépicos

nas disciplinas de Calculo.

Para saber mais sobre
numeros triangulares, veja a
Aula 12 deste médulo de

Matemadtica Discreta.

CEDERJ
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Apéndice: As somas infinitas

A questao finito versus infinito é fundamental e esta presente em toda a
Histéria da Matematica. Anaximandro (610-540a.C.), que foi contemporaneo
de Tales de Mileto,

infinito. Para explicar como o Mundo poderia ser construido, ele foi além

inaugurou esta polémica posicionando-se a favor do

das idéias correntes da época, de massas elementares, a saber: fogo, ar, terra
e agua. Ele concebeu algo ainda mais primitivo, que descreveu com o termo

grego dpeiron, que pode ser traduzido como ilimitado ou infinito.

Outro debatedor ilustre foi Aristételes, que era favoravel a um modelo

finito do universo. Confrontado com a seqiiéncia 1,2,3,4,5,..., o modelo
basico de algo infinito, ele responderia com o argumento de que esta seqiiéncia
sO existe na mente humana, sendo assim um “infinito virtual”, por assim

dizer.

No entanto, o infinito sempre teve muita forca dentro da Matemaética.
Foi usando estas idéias de maneira engenhosa que Arquimedes atingiu seus
maiores triunfos, calculando areas e volumes de figuras e de sélidos nao re-
gulares, tais como areas delimitadas por trechos de parabolas e o volume da

intersecao de cilindros de mesmo raio.

Para que o uso pleno destas idéias fosse feito, foi preciso esperar muito
tempo, até que as nocoes de calculo diferencial e integral fossem estabeleci-

das.

E famoso o fascinio que as somas infinitas exerceram sobre os Matema-
ticos desde os tempos mais remotos. Este tipo de problema foi o que atraiu a
atencao de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), um dos co-inventores do
Calculo, juntamente com Sir Isaac Newton (1642-1727), para a Matemadtica.
Leibniz iniciou sua carreira como diplomata e foi numa de suas missoes em
Paris, que conheceu o cientista Christian Huygens, assim como a fina flor
da intelectualidade francesa. Huygens desafiou Leibniz a calcular a soma da

série

ity
3 6 10 15 21 sn(n+1)

isto é, a soma dos inversos dos nimeros triangulares. Leibniz encantou-se

com estes assuntos e apresentou a solugao a seguir:
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Primeiro, ele observou que

Il
—_

N}
VRS
—_
|

\)

\V]
N7 N N

\)

G~ = W= N

N N N
I

= D= W

SERE

= W= N

Ou seja, em geral,

2(%_ni1):2<2a11?):§m;+n

Usando isto, ele reescreveu a série original da seguinte maneira:

1+1+1+1+ =2(1 1+1 1+1 1+
3 6 10 T 2 2 3 3 4 7

e conclui que sua soma ¢é 2(1 —0) = 2.
A resposta 2 é correta.
Apesar de engenhosa, uma verdadeira poesia Matemadtica, a solucao de

Leibniz esta errada. E como acontece, as vezes, na Matematica: chega-se a

resposta correta de maneira errada. Na verdade, foi um puro golpe de sorte.

Observe que ele também poderia ter feito o seguinte:
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Ou seja, em geral,

5 n+1 n+2 . n*4+2n+1-n*-2n\ 1
n n+1) n(n+1) ~in(n+1)

E agora, usando a mesma argumentacao, temos

1+1+1+1-% =2(2 3+3 4+4 5+5
3 6 10 2 2 3 3 4 4 7

AULA 4
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concluindo que a soma ¢ 2(2 — 0) = 4.
Voceé pode explicar isto? Onde esta o erro?
As identidades algébricas certamente estao corretas. O problema esta
no uso de uma propriedade que sabemos ser verdadeira para somas finitas

em uma “soma infinita”.
Para fazer estas somas especiais é preciso usar a nogao de convergencia,
que voce aprendera na disciplina chamada Analise.

A razao pela qual sabemos que a resposta de Leibniz é correta é a
seguinte: é possivel calcular a soma de um niimero arbitrario de termos da

série, porém finito:

I - Y S
3 3 B 3
1 1 9 3 3 1
144 = c="=2x"=2(1--
376 T 652 1 ( 4>
TR S N DA SIP
36 10 30 5 "5 5
1 1 1 1 50 5 ) 1
oot = =2 9x 2912
3T T T 30 3 6 ( 6)
Vocé vera a demonstracao Em geral’
desta féormula na Aula 29
. 1 1 1 1
desta disciplina, como um 1 - - —92(1—
exemplo do método de * 3 + 6 * + %n(n + 1) ( n + 1>
demonstracao chamado
indugao finita. ,
E devido a este fato que dizemos que a soma infinita 1 + % + % + ...+
1
Tt ) + ... converge para 2.

Bom, vocé agora ja percebe que a passagem de finito para infinito
¢ delicada. Mas este tipo de coisa é que torna a Matemadtica tao rica e
fascinante e vocé terd muito em breve, a oportunidade de lidar com estes

conceitos.
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MODULO 1 - AULA 5

Numero de elementos de um conjunto - 11

Objetivos

Estudar a determinacao do nuimero de elementos de um conjunto envolvendo
a uniao de 3 conjuntos.

Apresentar o Principio da Inclusao-Exclusao para a uniao de 3 conjuntos.

Estudar particao de um conjunto.

Vamos comecar esta aula com mais um exemplo envolvendo nimero de
elementos de um conjunto. Como sempre, o uso de diagramas de Venn pode

ser de grande ajuda.

Exemplo 28

O técnico da selecao brasileira de futebol convocou 22 jogadores para um
amistoso. Destes, 2 sao goleiros, 10 podem jogar na defesa, 10 podem jogar

no meio-de-campo e 9 podem jogar no ataque.

Sabe-se também que 4 jogadores podem jogar na defesa e no meio, 5
jogadores podem jogar no meio ou no ataque e apenas 1 jogador pode jogar

na defesa e no ataque.

Os goleiros s6 podem jogar no gol. Perguntas:

a) Quantos jogadores sao tao versateis que podem jogar na defesa, no meio

e no ataque?
b) Quantos podem jogar apenas na defesa?
¢) Quantos podem jogar apenas no ataque?

d) Quantos podem jogar no ataque ou no meio, mas nunca na defesa?

Solucao:

Seja U o conjunto dos 22 jogadores convocados. Representamos este
problema por quatro regioes que correspondem aos conjuntos D, A, M e G,
dos jogadores que podem jogar na defesa, no ataque, no meio e os goleiros,

respectivamente.
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A regiao G é disjunta das demais, isto é, GN (DU AU M) = (). Temos
que n(G) = 2, portanto:
n(DUAUM)=22—-2=20.

Para determinar o nimero de elementos de cada regiao, vamos, como
no exemplo anterior, comecar com a intersecao dos trés conjuntos. Contudo,

nao foi dado o niimero de elementos da intersecao dos trés conjuntos.

Uma solu¢ao é usar uma varidvel x para representar n(D N M N A)

e determinar o nimero de elementos das outras regioes em funcao desta

&)'o

O ntmero de elementos das intersecoes de cada par de conjuntos é
n(DNM) =4, nDNA) =1en(MNA) =5 Com esta informacao,

chegamos ao diagrama da figura abaixo.

D |v| @G

varigvel.

Para completar o diagrama, calculamos, em funcao da variavel z, o
nimero de jogadores que jogam apenas na defesa, apenas no meio e apenas

no ataque.

Temos que n(D) = 10. O numero de jogadores que atuam apenas na
defesa é
0-(1—-2z)—(4—z)—z=5+=x.

Como n(M) = 10, o nimero de jogadores que atuam apenas no meio é
0-G—-—z)—(4—z)—z=1+=x.

Como n(A) =9, o nimero de jogadores que atuam apenas no ataque é
9—-(1—-z)—(b—z)—z=3+=z.

Com esta informacao, completamos o diagrama.
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MODULO 1 - AULA 5

D M

a
£
@G

Somando as partes de D U M U A, obtemos:

20 = n(DUMUA)

200 = Gb+0)+@B+2)+(1+2)+d—-—a)+(1—-2)+5—2)+x
20 = 194=x

r =1

Substituindo o valor de z, obtemos finalmente o diagrama a seguir.

Com ele podemos responder facilmente as questoes propostas.

a) Apenas um jogador pode jogar na defesa, no meio e no ataque.

C

)

b) Seis jogadores podem jogar apenas na defesa.
) Quatro jogadores podem jogar apenas no ataque.
)

d) Os jogadores que nao podem jogar na defesa sao em nimero de 4 + 4 4 2 = 10.

Futebol (1940).

Oleo sobre tela de Portinari.

Para saber mais sobre a
vida e obra de Portinari, visite
o site do Projeto Portinari em

http://www.portinari.org.br

Imagem gentilmente cedida pelo

Projeto Portinari / Joao Candido

Portinari.
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A palavra “parti¢ao” vem do
verbo “partir”, significando
quebrar, separar. Traz em si
a idéia de que o conjunto A
foi “partido” em varias
partes, que sao os conjuntos
Ay, Ag, Az e Ay.

Por outro lado, a expressao
“uniao disjunta” traduz a
idéia de que o conjunto A é
a uniago dos conjuntos A; e
que estes subconjuntos sao
disjuntos dois a dois.

CEDERJ
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Principio da inclusao-exclusao para 3 conjuntos

Raciocinando como no exemplo anterior, podemos provar o Principio

da inclusao-exclusao para 3 conjuntos:

Dados 3 conjuntos A, B e C, vale que:

n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)
—n(BNC)+n(ANBNC).

Poderiamos ter usado esta férmula para resolver o problema do exemplo

anterior. Substituindo os valores na férmula, obtemos:

n(AUBUC) = n(A)+n(B)+n(C)—n(AnB)—n(ANC)
—n(BNC)+n(AnBNC)

20 = 9+10+10—1-5—4+n(ANDNM)
n(ANDNM) = 1

Y

que foi o valor encontrado antes. Contudo, saber utilizar varidveis é

bastante til para varios problemas envolvendo trés ou mais conjuntos.

Particao de um conjunto

Considere o diagrama abaixo:

Neste diagrama temos um conjunto A e quatro subconjuntos de A que
sao Ay, Ag, Az e Ay. Estes subconjuntos sao disjuntos dois a dois, isto é,
qualquer um dos A;’s é disjunto de todos os outros. Além disso, a uniao de
todos eles é o conjunto A.

Quando isto acontece, dizemos que os subconjuntos Ay, Ay, Az e Ay
formam uma particao do conjunto A. Dizemos também que o conjunto A é
a uniao disjunta dos conjuntos Ay, As, As e Aj.
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Na situacao do diagrama anterior, o nimero de elementos de A ¢é a

soma do numero de elementos dos conjuntos Ay, Ay, Az e Ay, ou seja:
n(A) =n(A;) +n(Az) +n(As) + n(Ay) .

Em geral, vale o seguinte:

Seja A um conjunto. Dizemos que os subconjuntos A;, As, ..., A, de A

formam uma particao de A se:
1. Ay, As, ..., A, sao disjuntos dois a dois.

Neste caso, dizemos também que A é a uniao disjunta de Ay, Ao, ..., A,
e vale que:
n(A) =n(Ay) +n(A2) +... +n(4,) .

Na proxima aula comecaremos o estudo sistemético das técnicas de
contagem. KEstas sao técnicas para determinar o numero de elementos de
conjuntos em varias situacoes especificas. Contudo, estas técnicas normal-
mente nao sao enunciadas na linguagem de teoria de conjuntos (o que tornaria

sua formulagao mais complicada).

A afirmacao acima de que se A é uniao disjunta de Ay, As, ..., A, entao
n(A) = n(A;)+n(Az)+...n(A,), como técnica de contagem, recebe o nome
de Principio Aditivo.

O Principio Aditivo pode ser formulado da seguinte forma: se algo que
estamos contando pode ser separado em véarias partes, entao a quantidade
total deste algo é a soma (dai o nome principio aditivo) das quantidades em

cada parte.

Na verdade, estamos acostumados a usar o Principio Aditivo cotidia-
namente. Vamos a um exemplo simples, mas que mostra o uso comum do
Principio Aditivo:

Exemplo 29

Quantos inteiros entre 0 e 99 possuem o algarismo 97

MODULO 1 -

AULA 5
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Solucao:

Podemos dividir os inteiros entre 0 e 99 em duas partes:

A ={0,1,...,88,89}

Ay =1{90,91,...,98,99}

No conjunto A; temos 9 inteiros que tém o algarismo 9, a saber:
9,19,29,39,49,59,69,79,89.

No conjunto A, todos os 10 inteiros tém o algarismo 9.

Portanto, no total sao
inteiros entre 0 e 99 que possuem o algarismo 9.

No exemplo anterior, o uso do Principio Aditivo esta em que separamos
o problema em duas partes, contamos cada parte em separado e somamos o
resultado no final.

Resumo

Nesta aula vimos mais um exemplo de problemas de nimero de ele-
mentos de um conjunto, desta vez envolvendo a uniao de 3 conjuntos. Vimos

o principio da inclusao-exclusao para a uniao de 3 conjuntos.

Retomamos o topico da uniao disjunta de conjuntos, iniciado na aula
passada, e definimos a particao de um conjunto A.

Por fim, vimos o principio aditivo.
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MODULO 1 - AULA 5
Exercicios

1. Uma pesquisa entre pessoas que moram em Niterdi e trabalham no Rio
revela que, de 50 pessoas entrevistadas, 20 delas pegam a barca com
alguma freqiiéncia, 24 pegam onibus, enquanto que 10 as vezes pegam
barca e as vezes pegam oOnibus. Determine:

(a) Quantos passageiros vao apenas de barca?

(b) Quantos passageiros vao apenas de 6nibus?

(¢) Quantos passageiros se utilizam de outros meios de transporte?

2. Observe a figura acima. Sabendo-se que:

n(U) = 85 n(AU B) =40
n(A) =30 n(CUD) =35
n(B) = 20 n(ANB)=2n(CND)
n(C) =15
Determine:
(a) n(AN B)
(b) n(D)

(¢c) n(U—-(AuBUCUD))

Proponha uma situagao que possa ser representada por este problema.

Nas questoes 3, 4 e 5, sejam A, B e C' subconjuntos de um mesmo
conjunto universo U. Sabendo-se que: n(U) = 100, n(A) = 30, n(B) = 25,
n(C) =36, n(ANB) =6, n(ANC) =10, n(BNC) =14 e n(ANBNC) =4,

determine:

3. (a) n(AUBUCQC)

CEDERJ
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D.

6.

(a) n(A°NBNC)
(b) n(AN(BUCQC))
(c) n(AN(BUC)9)

(a) n(AU(BNC))

(b) n (A°N B°N C°)

(¢) n((A°N BN C°)°)
Uma pesquisa em um supermercado mostrou que, entre 150 consumi-
dores, 60 compram uma marca A de sabao em pd, 40 compram uma
marca B e 30 compram uma marca C. Dos entrevistados, 10 compram

as trés marcas, 20 compram as marcas A e B, 15 compram as marcas

Ae C e 10 compram as marcas B e C.

Com base nestes dados, determine:

(a) Quantos consumidores compram alguma das trés marcas.
(b) Quantos consumidores compram apenas a marca A.

(c) Quantos consumidores compram as marcas A ou B, mas nao a

marca C'.
(d) Quantos compram ezatamente duas das marcas.
(e) Quantos compram apenas uma das marcas.
(f) Quantos dos consumidores ndo compram nenhuma das marcas.
Foi realizada uma pesquisa sobre preferéncias partidarias, perguntando

aos entrevistados se ja haviam votado nos partidos A, B, C' ou D. A

pesquisa trouxe a luz os seguintes fatos:
Do total de 130 pessoas entrevistadas, 17 ja votaram no partido D.
Estas pessoas que ja votaram no partido D nunca votaram em outro
partido.

60 pessoas ja votaram no partido A

50 pessoas ja votaram no partido B

70 pessoas ja votaram no partido C'

30 pessoas ja votaram nos partidos A e C'

25 pessoas ja votaram nos partidos B e C

22 pessoas ja votaram nos partidos A e B.
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Sabendo que todos os 130 entrevistados ja votaram em algum dos 4

partidos mencionados, determine:

b
(c

(d) Quantas pessoas ja votaram em exatamente dois partidos?

(a) Quantas pessoas ja votaram nos 3 partidos?
(b) Quantas pessoas s6 votaram no partido A?

)
)
) Quantas pessoas s6 votaram em um partido?

)

Represente a situacao, por meio de um diagrama de Venn.

8. Sejam A, B e C conjuntos. Prove o Principio da Inclusao-Exclusao:

n(AUBUC) =n(A) +n(B)+n(C)—n(ANB) —n(ANC)
—n(BNC)+n(AnNBNC),

usando o mesmo principio para dois conjuntos (Aula 4) e também a

distributividade da unido e da intersegao de conjuntos (Aula 3).
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Principio fundamental da contagem

A Matematica estd ficando preguicosa.
A Matematica esta deixando os principios fazerem o trabalho para vocé
de forma que nao tenha que fazé-lo vocé mesmo.

George Polya

Objetivos
Apresentar o principio multiplicativo, também chamado de principio funda-
mental da contagem, que é a base para as técnicas de contagem que estuda-

remos nas aulas seguintes neste modulo.

Neste aula apresentaremos uma técnica de contagem: o principio mul-
tiplicativo. Este principio lida com situagoes em que uma tarefa se divide em

varias etapas. Vamos comecar por um exemplo.

Uma pessoa mora em Nova Iguacu e trabalha em Copacabana. Ela vai
trabalhar todos os dias usando apenas transporte coletivo. Esta pessoa vai
de Nova Iguacu ao Centro do Rio tomando 6nibus, van ou trem. Do Centro
do Rio, pode ir a Copacabana de 6nibus, van ou metro. Levando em conta

apenas estas possibilidades, de quantas maneiras ela podera ir de casa ao
tra]'\qnnn'?
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Neste caso podemos contar facilmente todas as 9 possibilidades:
{(V.V),(V,0), (V. M),(0,V),(0,0),(0, M), (T,V),(T,0),(T, M)} ,

onde usamos uma notagao em que, por exemplo, (T, M) indica que ela toma
o trem no primeiro percurso e, em seguida, o metro.

Em geral, a solugao de problemas deste tipo se baseia no principio

multiplicativo, também chamado de principio fundamental da contagem.

MODULO 1 - AULA 6

Z 4 b

O matematico George Pdlya
(1887-1985) nasceu na
Hungria, mas trabalhou em
diversos paises. Viveu a
maior parte de sua vida nos

EUA.

Pélya deu contribui¢oes
importantes em véarias areas
da Matematica, entre elas
teoria dos nimeros,
probabilidade, combinatéria,
analise complexa e equagoes
diferenciais parciais.

Pélya publicou um livro,
muito popular entre
matematicos, chamado “a
arte de resolver problemas”,
que ja vendeu mais de um
milhao de cépias desde que

foi langado.

Curioso que, inicialmente,
nenhuma editora queria
publicé-lo. Pédlya tentou
quatro editoras diferentes
para conseguir publicar a

versao em inglés do livro.
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Suponha que existam N; maneiras de se realizar uma tarefa T} e Ny

maneiras de se realizar uma tarefa 75. Entao ha Ny x N, maneiras de se

realizar a tarefa T seguida da tarefa T5.

Exemplo 30

Na discussao acima, 77 é a tarefa de ir de Nova Iguacu ao Centro do Rio
e Ny = 3 (ha 3 possibilidades de se fazer isto). Da mesma forma, 75 é a
tarefa de ir do Centro do Rio a Copacabana, e ha Ny = 3 possibilidades de

se realizar esta tarefa. No total, ha:
N1 X Ny =3 x 3 =29 possibilidades

Exemplo 31

Um aluno se prepara para ingressar no ensino superior. Ele pode escolher
entre 10 universidades. Se cada uma delas tiver 15 cursos, quantas possibili-

dades de cursos ha para este aluno?

Solugao:
10 x 15 = 150 cursos diferentes.

O principio acima pode ser estendido para a situacgao em que temos

varias tarefas, o que é chamado Principio da Multiplicacao Generalizado.

Se uma tarefa T} pode ser feita de N; maneiras, uma tarefa 1o de N,
maneiras, ..., uma tarefa 7y de N, maneiras, entao o nimero de maneiras

de realizar Ty, T5, ..., Ty, em seqiiéncia, ¢ N1 X Ny X ... X Nj.

O indice k no enunciado representa qualquer inteiro maior ou igual a 1.
Entao, por exemplo, realizar 3 tarefas 77, 15 e T3 em seguida, pode ser feito
de N; x Ny x N3 maneiras.

Exemplo 32

Um restaurante oferece 4 tipos de entrada, 10 pratos principais e 5 tipos
de sobremesa. Se um fregués deste restaurante decide tentar uma refeigao
diferente a cada noite, quanto tempo levara para esgotar todas as

possibilidades?




Principio fundamental da contagem

MODULO 1 - AULA 6

Solugao:
A questao é, em outras palavras, quantas combinacoes de pratos ha

no total. Sao 4 tipos de entrada, 10 pratos principais e 5 possibilidades de

sobremesa. Portanto, o total de possibilidades é:

4 x 10 x5 =200.

Este cliente levaria 200 noites para esgotar todas as possibilidades deste

restaurante.

Exemplo 33

Em um jogo de “cara ou coroa”, uma moeda é lancada 3 vezes. Qual o
nimero de resultados possiveis?

Solugao:

Cada langamento tem dois resultados possiveis: cara ou coroa, que

representaremos por C e Cr, respectivamente.

Como foi lancada 3 vezes, ha 2x2x2 = 8 resultados possiveis. Podemos

ver os resultados possiveis no diagrama:

. c (C,C,C)
. < cr (C,C,Cr)
c (C,Cr,C)

Cr
Ccr (C,Cr,Cr)
c (Cr,C,C)

C
Cr (Cr,C,Cr)

Cr

< Cc (Cr,Cr,C)

Cr
Cr (Cr,Cr,Cr)

No diagrama anterior foi utilizada uma notagao por ternos ordenados
em que, por exemplo, (C,Cr,C) indica que os resultados dos 3 langamentos

foram, nesta ordem, cara, coroa e cara.
Quantos resultados tém exatamente 2 caras?

Inspecionando os 8 resultados possiveis, vemos que hé 3 resultados com

exatamente 2 caras.
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Mas, e no caso de um ntmero maior de lancamentos? Nao poderemos,
em geral, responder a pergunta inspecionando todas os resultados possiveis.
Em qualquer caso, o Principio Multiplicativo permite dizer quantos

resultados possiveis ha no total. Se uma moeda for lancada N vezes, temos:

2X2x2X...2= 2N resultados possiveis.

N fatores

Destes 2V resultados, quantos deles envolvem exatamente 2 caras? A
resposta a esta pergunta envolve técnicas de contagem um pouco mais sofis-

ticadas, que veremos na aula 10.

Em resumo, o principio multiplicativo nos permite determinar quantos
resultados ha, mas dizer quantos deles tém exatamente 2 caras depende de

outras técnicas.

Exemplo 34

Alguns cadeados usam anéis rotativos numéricos, em vez de chave. Existe um
nimero que deve ser selecionado nos anéis numéricos para abrir o cadeado.

Vamos chamar este nimero de chave numérica.

Suponha que um tal cadeado trabalha com numeros de 5 digitos (por
exemplo, 23478 é uma chave numérica possivel). Quantas possibilidades de

chave numérica existem?
Solugao:

As chaves sao ntmeros de 5 digitos. Para cada digito, temos 10 possi-

bilidades, que sao os algarismos 0,1,2,3,...,9.

Portanto, temos

10.10.10.10.10 = 10° = 100000 possibilidades de chave.

S6 por curiosidade, se esta pessoa conseguisse testar 5 chaves numéricas
por minuto, levaria 100000/5 = 20000 minutos, ou seja, 20000/60 ~ 333

horas (o simbolo ~ significa “aproximadamente igual a”).

Abrir o cadeado requer entdao um méaximo de 100000 tentativas. No
entanto, provavelmente a pessoa acharia a chave correta antes de testar todas

as chaves possiveis.
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Exemplo 35

Quantos inteiros multiplos de 5 existem entre 1000 (inclusive) e 49997
Solugao:

Um namero inteiro é multiplo de 5 se, e somente se, seu algarismo das
unidades for 0 ou 5. Entao, se o ntimero é x1xox374, temos 4 possibilidades
para x1, que sao os algarismos 1,2,3 e 4; temos 10 possibilidades para x,
(todos os algarismos de 0 a 9), 10 possibilidades para x3 e apenas duas

possibilidades para x4, que sao os algarismos 0 e 5.

Portanto, ha no total:
4 x 10 x 10 x 2 = 800

multiplos de 5 entre 1000 e 4999.

Exemplo 36

As palavras de um certo cédigo sao formadas por 2 letras e 2 algarismos, de
tal forma que nao ha letras ou algarismos iguais. Assim, a palavra LY45 é
palavra deste cédigo, enquanto que AA23 nao é palavra deste cédigo, pois

repete a letra A. Quantas palavras existem neste codigo ?
Solugao:
Para a primeira letra temos 26 possibilidades (aceitando as letras K,W

e Y como letras vélidas). Para a segunda letra, temos 25 possibilidades, que

sao as 26 letras possiveis, menos a letra que ja usamos e nao podemos repetir.

De maneira analoga, para o primeiro algarismo temos 10 possibilidades
e para o segundo algarismo temos 9 possibilidades, pois nao podemos repetir

o primeiro algarismo.

Portanto, ha:
26 x 25 x 10 x 9 = 58500

palavras neste codigo.

MODULO 1 -

AULA 6
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Exemplo 37

Considere o mapa abaixo. Quantos caminhos um carro que sai do ponto A
pode tomar para chegar ao ponto B 7 Suponha que a mao das ruas é tal que

o carro pode ir apenas para a direita, para cima ou para baixo no mapa.

B
1
|

No mapa esta indicado, em linha tracejada, um caminho possivel que

vai do ponto A para o ponto B.
Solugao:

H4 4 ruas na direcao vertical: sao as ruas de 1 a 4, indicadas no mapa.
O carro sai do ponto A, que fica na Rua 1 e vai para o ponto B, que fica na
Rua 4.
Ha 4 caminhos para ir da Rua 1 a Rua 2,
hé 3 caminhos para ir da Rua 2 a Rua 3
e ha 4 caminhos para ir da Rua 3 a Rua 4.
Portanto, dividimos o percurso do ponto A ao ponto B em 3 etapas.

Multiplicando o niimero de maneiras de realizar cada etapa, temos:

4 x3x4=48

caminhos possiveis do ponto A ao ponto B.

Resumo

Na Aula 6 aprendemos o principio multiplicativo e o aplicamos a solugao
de diversos problemas. Nas aulas seguintes aprenderemos outras técnicas de

contagem, entre elas, permutagao, arranjo e combinagao.
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MODULO 1 - AULA 6
Exercicios

1. Uma pesquisa de opiniao consiste em 6 perguntas, cada uma das quais
tem 5 respostas possiveis. Se todas as perguntas devem ser respondidas,

quantos resultados possiveis ha para esta pesquisa ?

2. No jogo da Loto, cada jogo consiste na escolha de 5 nimeros diferentes
entre 0 e 99. Quantas cartelas um jogador deveria preencher para cobrir

todas as possibilidades?

3. Uma pessoa deseja ir de aviao do Rio de Janeiro para Sao Paulo e, no
dia seguinte, de Sao Paulo para Brasilia. Sabendo-se que uma certa
companhia aérea tem 10 voos diarios do Rio para Sao Paulo e 5 voos
diarios de Sao Paulo para Brasilia, quantas possibilidades esta pessoa

tem para realizar os dois voos por esta companhia? Faca um diagrama.

4. Uma moeda é lancada 4 vezes. Quantos resultados possiveis existem?
Faca um diagrama e descubra quantos destes resultados tém exata-

mente 2 caras e 2 coroas.

5. Em uma eleicao ha 15 candidatos para 2 vagas. Quantos resultados

possiveis ha para esta eleicao ?

6. Na inscrigao para um concurso da Receita Federal, os candidatos re-
cebem um numero de registro de 5 digitos. O primeiro candidato a
se inscrever recebe o ntimero 00001. Quantos nimeros de registro sao

possiveis?

7. Os primeiros 4 digitos do nimero de telefone de 8 digitos identificam a
central telefonica. Por exemplo, o niimero 2455-8900 pertence a central
telefonica de codigo 2455.

Quantos telefones podemos ter em uma mesma central? Quantas cen-
trais podem existir neste sistema? O primeiro digito da central nao

pode ser 0.

8. As placas de carro no Brasil usam uma identificacao que consta de 3
letras e 4 digitos. Qual o nimero maximo de placas que podemos ter
no Brasil?

9. Se vocé tem 5 pares de meias, 3 calgas, 6 camisas e um chapéu, de
quantas maneiras, usando apenas estas pecas de vestuario, vocé pode

se apresentar ao mundo?

m CEDERJ
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10.

11.

12.

13.

O cadeado de um cofre usa um mostrador numérico com 20 nimeros.
Este mostrador deve ser girado para esquerda até um certo numero,
depois para a direita e depois para a esquerda novamente. A chave
numérica deste cadeado é formada, portanto, por 3 niimeros. Quantas

combinagoes existem no total?

Para acessar sua conta bancaria através do caixa automatico, os clientes
de um certo banco tém que digitar um codigo de 4 digitos. Se nao sao
permitidos c6digos que usem o mesmo digito 4 vezes (por exemplo, o

c6digo 2222 nao é permitido), quantos cédigos sdo possiveis?

Um pessoa estd escolhendo um carro entre os modelos de duas mar-
cas. A primeira tem 3 modelos que a interessa. Cada modelo pode vir
em 5 cores diferentes. Enquanto que a segunda marca tem 5 mode-
los que a interessa, cada um deles podendo vir em 8 cores. Quantas

possibilidades ha para se escolher o carro?

No jogo da Loteria Esportiva, uma cartela é constituida de 13 jogos
de futebol. Em cada cartela, o apostador deve escolher o resultado de
cada um dos 13 jogos (3 resultados possiveis para cada jogo), podendo
marcar 2 resultados em um tnico jogo. Em um jogo deste, de quantas

maneiras podemos preencher uma cartela?

Sugestao: a primeira tarefa é escolher, dentre os 13 jogos, aquele em

que serao marcados 2 resultados.
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Permutacoes

Objetivos
Estudar problemas de permutacao.

Definir o fatorial de um nimero inteiro.

Nas proximas aulas aplicaremos o principio multiplicativo a varios pro-
blemas de contagem, incluindo os problemas de permutagoes, de arranjos, de

permutacoes com repeticao e de combinagoes.

Cada um destes problemas apresenta um tipo de situacao tipica e uma

técnica de solucao, derivada do principio multiplicativo.
Para entender o que é permutacao, vamos comecar com um exemplo.

Um pai quer tirar uma fotografia de seus 3 filhos, mas nao consegue
colocar os 3 garotos em ordem: todos querem ficar no meio e ninguém quer

ficar nos lados.

O pai poderia obrigé-los a forca, mas como é paciente e educador mo-
derno ele decide tirar uma foto de cada ordenacao possivel dos 3 meninos.

Quantas fotos o paciente pai devera tirar?

Os garotos se chamam André (A), Joao (J) e Pedro (P). E facil listar

todas as ordenagoes possiveis. Elas sao as seguintes:

AJP, APJ, JAP, JPA, PAJ e PJA

Sao, portanto, 6 ordenacoes possiveis.

Dado um conjunto de objetos distintos, uma permutacao do conjunto

¢ uma ordenacao dos elementos deste conjunto.

No exemplo acima, o conjunto
{A, J, P}

possui 6 permutacgoes, que sao as listadas acima.

Uma maneira de calcular quantas sao as permutacoes de um conjunto

sem ter que lista-las é usar o principio multiplicativo.

MODULO 1 - AULA 7

Estudamos o principio
multiplicativo na Aula 6.
Acompanhe uma discussao
sobre os principios na
Matematica na aula 27.
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O livro de Jé é um dos livros
que compoem o Antigo
Testamento. Nele, J6, um
homem justo, bondoso e rico
é subitamente arruinado nos
bens, na familia e na saude.
Na pobreza seus amigos se

voltam contra ele.

Jé faz a sua experiéncia de
Deus na pobreza e na
marginalizacdo. A confisséo
final de J6: “Eu te conhecia
s6 de ouvir. Agora, porém,
meus olhos te véem” (42,5), é
o ponto de chegada de todo

o livro.

O verbo “permutar” quer
dizer trocar. Uma permuta é
uma troca de alguma coisa.
Em Matemética, o verbo
“permutar” tem o sentido de
ordenar. Permutar objetos é

trocar sua ordem.

CEDERJ m

Permutacdes

Voltando ao nosso exemplo do pai com paciéncia de Jo, sao 3 posicoes

na foto, as quais representamos com 3 tragos:

De 3

Uma vez escolhido quem fica na primeira

De quantas maneiras podemos preencher a primeira posicao?
maneiras, pois sao 3 criangas.
posicao, temos 2 escolhas possiveis para a segunda posicao, pois restaram 2
criancas. Depois disto, resta somente uma crianca, o que da apenas 1 escolha

para a terceira posicao.

Usando o principio multiplicativo (e a paciéncia do pai), o numero de

ordenacoes possiveis é:

3 X 2 x 1 =6

E se fossem 6 criancas, quantas fotos teriam que ser tiradas para que
houvesse uma foto de cada ordenacao possivel das criancas? Em outras

palavras, quantas permutagoes existem para um conjuntos de 6 criancas?

Vamos novamente representar as 6 posicoes possiveis na foto por 6
espacos vazios:

Para preencher a primeira posicao temos 6 possibilidades. Uma vez es-
colhida a crianga que vai ficar na primeira posigao, restam 5 criangas. Para
a segunda posi¢ao temos 5 possibilidades. Escolhida a crianca da segunda
posicao, ficam 4 criancas para escolher a préxima posicao, e assim por di-

ante...

O numero de permutagoes do conjunto de 6 criancas é:

6 X H x 4 x 3 x 2 x 1= 720

Com este mesmo raciocinio, podemos deduzir o niimero de permutacoes
de um conjunto de n elementos. Cada permutagao é uma ordenacao deste

conjunto. Temos n espacos vazios e queremos saber de quantas maneiras

podemos preenché-los com os n elementos do conjunto.
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Sao n possibilidades para o primeiro espaco vazio, n — 1 possibilidades
para o segundo, n — 2 para o terceiro, e assim por diante até que, para o

ultimo espaco vazio, resta apenas uma possibilidade.

Pelo principio multiplicativo temos que o nimero total de permutagoes

de um conjunto de n elementos é:

n(n—1)(n—2)...3.2.1.

E interessante apresentar uma notacao para o produto acima.

Para qualquer inteiro positivo n, definimos n!, que se le “n fatorial”,

como o produto
nl=n(n—-1)(n—2)...3.2.1

Definimos também:
ol=1.

O valor que escolhemos para 0! pode parecer um pouco arbitrario, mas

simplifica algumas férmulas que veremos adiante.

Exemplo 38
o =1
1 =1
20 = 21=2
3l = 321=6
4! = 4321=24
5! = 5.4.3.2.1=120.
Note que:
nl=nn—-—1D'=nn-1).n=-2)!=...=nn—1)(n—-2)...(n—1r)!,

para qualquer inteiro r com 1 < r <n.
Quando temos fatoriais no numerador e no denominador de uma fracao,
podemos simplificar a expressao sem ter que calcular todos os fatoriais, da

seguinte forma:

(nﬁ!r)! _ n(n—1)...((?;1_—:);L D(n—r)! =nn—1)(n—2)...(n—r+1).

| MODULO 1 -
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Exemplo 39
15! = 15.14!
14! 14.13.12!
— = 73 =14.13
12‘! 12! !
7! 7.6.5.4! 7.6.5 7.6.5
A130 4131 316 =15=3

Quando aumentamos n, o valor de n! se torna rapidamente astrono-
mico. Por exemplo, usando um computador podemos calcular que 100! é o

inteiro:

933262154439441526816992388562667004907159682643816214685929638
952175999932299156089414639761565182862536979208272237582511852
10916864000000000000000000000000

que é um inteiro de 157 digitos!

Vamos a mais uma notagdo. Chamaremos de P(n) ao nimero de per-

mutacoes de um conjunto de n elementos.

Provamos nesta aula o seguinte:

O numero de permutagoes de um conjunto de n elementos é:

P(n) =n!

Exemplo 40

Qual o nimero de resultados possiveis em uma corrida de carros, onde 6 deles

competem e todos chegam ao final 7
Solugao:

Cada resultado possivel corresponde a uma permutacao do conjunto de

6 carros. O numero total de permutagoes de um conjunto de 6 elementos é:
6! =6.5.4.3.2.1 =720 ,
que é o numero de resultados possiveis da corrida.

Exemplo 41

De quantas maneiras 10 livros distintos podem ser arrumados em uma pra-

teleira de uma estante ?
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Solugao:
Cada “arrumacao” corresponde a uma ordenacao, ou permutacao do
conjunto dos 10 livros. O ntumero total de permutagoes de um conjunto de

10 livros é:
10! = 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 = 3628800 .

Neste exemplo, o fato dos 10 livros serem distintos é muito importante!
Se alguns livros fossem idénticos, teriamos um problema de contagem dife-

rente, que serd abordado mais adiante.

; e el TH T e
77 B ERRAN |
[t F J..-{Ll L % e 10 livros em
— T e et e — — |
= Rl | = ’ 1
| [ R | uma estante
| | | i |

THSNIVIE
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Exemplo 42

Quando uma Copa do Mundo de futebol chega as semifinais, quantos resul-
tados sao possiveis? Logo apds os jogos da semifinal, quantos resultados sao
possiveis?

Solugao:

As semifinais de um campeonato mundial de futebol sao disputadas por
4 times. Dependendo de seus resultados, qualquer time pode terminar em
qualquer das 4 primeiras posicoes. Se qualquer ordenacao dos times fosse
possivel, o niimero de resultados possiveis seria o nimero de permutacoes de

4 elementos, que é:
P(4)=4!=24.

No entanto, algumas destas permutagoes nao podem acontecer, pois
se dois times disputam o mesmo jogo na semifinal, nao podem se enfrentar
novamente. H4, no total, 8 permutagoes nao permitidas (por qué?), o que

resulta em 24 — 8 = 16 resultados possiveis.

Apéds os jogos da semifinal, temos dois times na final e dois times que

farao um jogo para decidir as 3% e 42 colocagoes.

Usando o principio multiplicativo, sao duas possibilidades para o jogo

final e 2 possibilidades para a disputa de 32 lugar. Logo, ha:
2x2=4

resultados possiveis.
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Exemplo 43

Uma pessoa sai de casa com a incumbéncia de ir ao supermercado (S), ir a
feira (F), ir ao Banco (B) e ir ao mecanico de seu carro (M). Esta pessoa
pode realizar estas 4 tarefas em qualquer ordem. De quantas maneiras pode
faze-lo?

Solugao:

© ©

O—

A ilustragao acima mostra duas ordens possiveis. Uma delas é: super-
mercado, em seguida mecanico, em seguida banco e por ultimo feira. A outra
possibilidade é: supermercado, em seguida feira, em seguida mecanico e por

ultimo banco.

O numero de ordenacoes das 4 tarefas é o niimero de permutacoes de

4 elementos, que é:

Observe que cada ordenacao corresponde a um caminho que passa pelos
4 pontos e passa por cada ponto apenas uma vez. Reciprocamente, cada
caminho que passa pelos 4 pontos e passa por cada ponto apenas uma vez

corresponde a uma permutacao do conjunto dos 4 pontos.

Temos, portanto:

O ntmero de caminhos que passa por n pontos, passando por cada ponto

apenas uma vez e comecando em qualquer um dos pontos é n!

Exemplo 44

Em campanha para reeleicao, o presidente do Brasil quer visitar todas as
capitais de todos os estados do pais. Ele passard por cada capital apenas
uma vez e pode comecar de qualquer uma, quantas rotas sao possiveis para

esta turné eleitoral?
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Solucao:

Sao 26 capitais a serem visitadas. Portanto sao P(26) = 26! rotas

possiveis. O inteiro 26! é um ntmero enorme com 27 digitos!

Uma pergunta que este presidente deve se fazer é a seguinte: destas 26!
rotas possiveis, qual é a mais curta? Este é um exemplo de um problema de

caminho minimo.

Resumo

Nesta aula estudamos problemas de permutacao. Vimos também a

definicao de fatorial de um nimero inteiro.

Vimos que o nimero de permutacoes de um conjunto de n elementos é

n!. Aplicamos esta férmula a diversos exemplos.

Na proxima aula estudaremos outra técnica de contagem: os arranjos.

Exercicios
1. Calcule:
10! 12!
| l Y
(&) 8 (b) 8 © 3 @ Tom

2. Se 12! = 479001600, calcule 13!.

3. O que é permutacao de n elementos? Crie um exemplo de problema de

permutacao.

4. De quantas maneiras as letras da palavra NUV EM podem ser permu-
tadas?

5. De quantas maneiras 5 pessoas podem sentar em 5 cadeiras em uma
fila?

6. Em um ponto de onibus, 8 pessoas chegam ao mesmo tempo. De

quantas maneiras elas podem formar uma fila?

7. Uma prova de natagao é disputada por 6 nadadores. Quantos resultados

sao possiveis?

MODULO 1 -
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8. Uma pessoa deve realizar 5 tarefas em um mesmo dia. Se as 5 tarefas
podem ser feitas em qualquer ordem, de quantas maneiras pode ordenar

as tarefas?

9. A figura abaixo representa 6 cidades: A, B, C, D, F' e F. Um vende-
dor ambulante deve passar pelas seis cidades, passando por cada uma

apenas uma vez.

A figura ao lado, em que
representamos as cidades por

pontos e os caminhos que as

ligam por linhas é chamada F (¢}
de grafo.

Estudaremos os grafos nas
aulas 31 e 32.

E D

(a) Se ele pode comegar por qualquer cidade e terminar em qualquer

cidade, quantos caminhos sao possiveis?
(b) Se o vendedor deve comecar pela cidade A, quantos caminhos sao
possiveis?

(¢) Quantos caminhos possiveis existem se o vendedor deve passar
pelas seis cidades uma vez e depois voltar a passar uma vez por

cada cidade?

10. Um estudante esta planejando ler a trilogia de Machado de Assis, que

é formada pelos livros:

— Membérias Péstumas de Bras Cubas
— Quincas Borba

— Dom Casmurro

Se os livros podem ser lidos em qualquer ordem, quantas ordens possiveis

ha para se ler a trilogia?

Machado de Assis (1839-1908) é considerado um dos maiores talentos

literarios brasileiros de todos os tempos.

Suas obras possuem um fino humor irénico e grande elegancia de estilo.
Foi o principal fundador da Academia Brasileira de Letras e o seu primeiro

presidente.

CEDERJ |
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Arranjos

Objetivos
Definir arranjo de n elementos tomados r a r.

Apresentar a formula para o calculo de arranjos.

Em muitos problemas devemos determinar o niimero de maneiras de
selecionar r objetos em uma certa ordem dentro de um conjunto de n objetos

distintos, onde n > r.
Estes sao chamados problemas de arranjo de n elementos, tomados r a r.

Portanto, o nimero de arranjos de n elementos, tomados r a r, é o
nimero de maneiras de selecionar, em ordem, r elementos de um conjunto

de n elementos.

Devemos ressaltar que um problema é de arranjo se a ordem em que oS
r elementos sao selecionados é importante. Se a ordem nao for importante,
temos um outro tipo de problema, chamado combinacao, que sera visto na
aula 10.

Um tipo de problema que pode ser considerado de arranjo: queremos
saber o nimero de maneiras de permutar, ou ordenar, ou “arranjar” (aqui
sdo todos sindnimos) r elementos distintos, mas escolhidos em um conjuntos

de n elementos.

Vamos a um exemplo.

Exemplo 45
Em uma classe de 10 alunos, deve-se escolher um representante e seu suplente.
De quantas maneiras isto pode ser feito?
Solucao:

Trata-se de selecionar 2 dentro de uma turma com 10 alunos. A ordem
¢ importante, pois o primeiro sera o representante e o segundo sera suplente.

Temos 10 possibilidades para a primeira posicao. Uma vez feita a es-
colha, restam 9 alunos, que sao as 9 possibilidades para a segunda posicao.

Portanto, sao:

MODULO 1 -
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10 x 9 = 90

possibilidades para formacao desta comissao.

Seja A(n,r) o nimero de arranjos de n elementos, tomados 7 a r. Em
outras palavras, A(n,r) é o nimero de maneiras de selecionar, em ordem, r

elementos em um conjunto de n elementos distintos.

Em geral, se devemos selecionar, em alguma ordem, r objetos de um
conjunto de n objetos (n > r) distintos, temos n maneiras de preencher a
primeira posicao, seguido de n — 1 maneiras de preencher a segunda posicao,
seguido de n—2 maneiras de preencher a terceira posicao, e assim por diante.

Para a r—ésima posicao, teremos n — r + 1 possibilidades de preenchimento.

n X n-1 x n-2 X X n-r+1

Usando o principio multiplicativo, temos:
An,r)=nn—1)(n—2)...(n—r+1).

Podemos escrever este resultado de uma forma mais compacta usando

a notacao fatorial:

nn—1)n-2)...(n—r+1) =
nn—1)n-2)...n—r+1][(n—r)(n—r—1)...3.2.1]
(n—r)n—r—1)...3.2.1

n!
(n—nr)"

Temos, portanto, a féormula:

Exemplo 46

Em uma reuniao de condominio onde 10 moradores estao presentes, deve-se
escolher, entre eles, um sindico, um subsindico, um secretario e um tesoureiro.

De quantas maneiras isto pode ser feito?
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Solucao:

Este problema é o de selecionar, em ordem, 4 pessoas dentro de um

conjunto de 10 pessoas. Este nimero é:

10! 10! 10.9.8.7.6!

A(10,4) = (10—4)! 6l 6!

= 10.9.8.7 = 5040 .

H4, portanto, 5040 possibilidades.

Vamos a mais um exemplo:

Exemplo 47

Um empregador tem 3 tarefas distintas que deve distribuir para 6 emprega-
dos. De quantas maneiras pode fazer isto, se cada empregado pode realizar

apenas uma tarefa e cada tarefa deve ser dada a apenas um empregado?
Solucao:

Trata-se de escolher 3 empregados para dar as 3 tarefas. A ordem da
escolha é importante porque as tarefas sao distintas. Se as tarefas sao 17, 15
e T3, entao podemos dar a tarefa 77 ao primeiro empregado selecionado, a
tarefa 15 ao segundo empregado e a tarefa T3 ao terceiro empregado selecio-

nado.

O numero de solugoes é, portanto, o niimero de arranjos de 6 elementos,

tomados 3 a 3. Portanto, sao:

6! 6! 6.5.4.3!

== = 6.5.4 =120
(6—3) 3l 3|

A(6,3) =
maneiras de distribuir as tarefas.

Observe que os exemplos descrevem situagoes muito diferentes umas
das outras, mas ha um padrao: todos eles envolvem determinar o nimero
de maneiras de selecionar, em ordem, um certo nimero de elementos de um

conjunto. Isto é o que caracteriza o problema de arranjo.

Observacoes:

Quando n = r, temos que o nimero de arranjos de n elementos, toma-
dos n a n, € o nimero de maneiras de selecionar, em ordem, n elementos de

um conjunto de n elementos. Logo, é o nimero de maneiras de ordenar n
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elementos. Este é o nimero de permutagoes de n elementos, que é P(n). Por
esta observacao, temos:

A(n,n) = P(n) .

Mas, como vimos na aula 7, P(n) = nl.

Por outro lado, fazendo n = r na férmula de arranjo, também obtemos

n! n!  nl
= = —=nl.

A = T o T

Aqui fica claro porque é interessante definir 0! como sendo igual a 1:

. , ! : 77
isto faz com que a férmula A(n,r) = % seja vélida para n = r.

Poderiamos, em principio, ter definido o “zero fatorial” livremente, ou
simplesmente nao té-lo definido. Contudo, a observacao acima mostra que a
defini¢ao 0! = 1 é 1til porque leva a uma harmonia da férmula para A(n,r)

com a férmula para P(n).

Exemplo 48

O prefeito de uma cidade esta trabalhando com sua equipe, decidindo as
metas de sua administracao. Seus assessores lhe apresentaram uma lista de

30 metas, dividas em 3 grupos:

12 metas de curto prazo;
10 metas de médio prazo;

8 metas de longo prazo.

O prefeito entao ordena que seus assessores escolham 5 metas de cada

grupo, em uma ordem de prioridade em cada grupo.
De quantas maneiras isto pode ser feito?
Solugao:

O problema se divide em trés tarefas: escolher 5 metas em cada um dos
trés grupos. Como deve haver uma ordem de prioridade, a ordem da escolha

¢ importante. Trata-se entao de um problema de arranjo.

A escolha das 5 metas de curto prazo pode ser feita de:

12 12.11.10.9.8.7!

(12—5) 7 = 95040 maneiras .

A(12,5) =
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A escolha das 5 metas de médio prazo pode ser feita de

100 10.9.8.7.6.5!

(10— 5)l 5l = 30240 maneiras .

A(10,5) =

A escolha de 5 metas de longo prazo pode ser feita de

8l 8.7.6.5.4.3!
(8—5) 3!

A(8,5) = = 6720 maneiras .

Usando o principio multiplicativo, o prefeito tomaria um grande susto
ao descobrir que possui

95040 x 30240 x 6720 = 19313344512000
possibilidades para seu plano de administracao!

Exemplo 49

Uma companhia aérea tem voos ligando 5 cidades, interligando cada uma
destas cidades a todas as outras. Calcule quantas rotas diferentes esta com-
panhia possui. Considere a ida uma rota diferente da volta. Assim, Rio—

Brasilia é uma rota enquanto Brasilia—Rio ¢é outra.

Solugao:

Na figura ao lado re-
presentamos as rotas
ligando 3 cidades:

Riode Janeiro

Cada rota é formada por duas cidades, sendo que a ordem é impor-
tante porque as mesmas duas cidades, em ordem diferente, formam 2 rotas

diferentes.

Portanto, o niimero de rotas é o niimero de maneiras de selecionar 2 ci-
dades, de um conjunto de 5 cidades, em que a ordem da escolha é importante.

E um problema de arranjo.

CEDERJ
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Na figura anterior, sendo 3 cidades, temos:

A(3,2) = 6. 6 rotas
@3- 1 '
Voltando a companhia aérea, a resposta é o nimero de arranjos de 5,

tomados 2 a 2, isto é:

ol 120
— =20.

A5:2) = -2 6

Esta companhia aérea possui 20 rotas.

Na figura anterior, representamos as cidades por pontos e as rotas por
linhas ligando estes pontos. Este tipo de figura é chamado um grafo, e sera
estudado nas Aulas 31 e 32. Os pontos (as cidades na figura) sao chamados
vértices do grafo, enquanto as linhas ligando os vértices sao chamadas arestas

do grafo.

Quando as arestas tém uma orientacao, como é o caso acima, o grafo é

chamado de grafo dirigido ou orientado.

Resumo

Nesta aula vimos a definicao de arranjo de n elementos, tomados r a r,
denotado A(n, ), que é o nimero de maneiras de selecionar r elementos em

um conjunto de n elementos, onde a ordem da escolha ¢ importante.

, | . N ~
Mostramos a férmula A(n,r) = ﬁ e a aplicamos a solucao de alguns

exemplos.

Na proxima aula apresentaremos mais uma técnica de contagem: a

permutacao com elementos repetidos.
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Exercicios

1. Calcule:
(a) A(5,3) (c) A(5,5)
(b) A(2,1) (d) A(20,18)

2. O que ¢é arranjo de n elementos tomados r a r? Dé um exemplo.

Compare arranjo com permutacao.

3. De quantas maneiras 4 pessoas em uma familia de 10 podem se colocar

em uma foto?

4. Um departamento de uma Universidade tem 10 professores. Estes pro-
fessores devem escolher um chefe e um vice-chefe do departamento. De

quantas maneiras podem faze-lo?

5. (a) Para ganhar em uma corrida de cavalos, um apostador deve acer-
tar o primeiro e o segundo colocados em um pareo em que parti-

cipam 8 cavalos. Quantos sao os resultados possiveis?

(b) Suponha agora que o apostador deve acertar o primeiro e o se-
gundo colocado nos 2 primeiros pareos. Quantos sao os resultados

possiveis?

6. A final de um campeonato de futebol termina empatada e deve ir para
disputa de pénaltis. Um técnico deve selecionar 5 jogadores, dentro do
conjunto de 10 jogadores em campo, para bater os pénaltis. O técnico
deve também decidir a ordem em que as penalidades serao cobradas.

De quantas maneiras ele pode fazer a escolha?

7. Uma banda de rock deve escolher 10 musicas, dentro de um conjunto
de 15 musicas, para formar seu novo CD. A ordem da escolha é impor-
tante pois € a seqiiéncia em que as musicas aparecerao no CD. Quantas

escolhas sao possiveis?

MODULO 1 -

AULA 8
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8. Uma companhia aérea A opera em 6 cidades de um pais, ligando cada
cidade a cada uma das outras cidades. Quantas rotas possui, no total?
Para expandir seus negocios, ela compra a companhia aérea B, que
opera em 4 cidades de outro pais, ligando cada uma delas a cada uma
das outras. Para se expandir ainda mais, a agora multinacional com-
panhia A inaugura um voéo ligando duas cidades, uma em cada pais.

Com quantas rotas ficou, no total?

Represente a situagao por um grafo dirigido.

CEDERJ m




Permutacdes com elementos repetidos e permutacoes circulares

MODULO 1 - AULA 9

Permutacoes com elementos repetidos e

permutacoes circulares

Objetivos
Estudar permutacoes com elementos repetidos.

Estudar permutacoes circulares.

Permutacoes com elementos repetidos

As permutagoes que estudamos até aqui envolviam conjuntos de objetos
distintos. Porém, alguns problemas de contagem envolvem permutagoes com

objetos repetidos.
Vamos comecar calculando quantas sao as permutacoes das letras da
palavra ARARA.

Se passarmos um tempo tentando todas as reordenacgoes possiveis das

letras da palavra ARARA, encontraremos as 10 palavras abaixo:

ARARA ARAAR ARRAA AAARR AARAR
AARRA RARAA RAARA RAAAR RRAAA.

Mas como poderiamos determinar que sao 10 permutacoes, sem ter de
lista-las?

Iniciaremos com uma palavra de 5 letras distintas, como em:

A1R1A2R2A3 ’

onde A, Ay e A3 simbolizam letras distintas nas posicoes dos A's e

Ry, Ry letras distintas nas posicoes dos R's da palavra ARARA.

Como sao 5 objetos distintos, temos 5! = 120 permutagoes. Vamos
agora contar estas 120 permutagoes de outra maneira. Seja z o nimero de
permutacoes de ARARA. Para cada posicao dos A’s e R's, temos 3! = 6
maneiras de distribuir os A;’s e 2! = 2 maneiras de distribuir R; e Ry. Por
exemplo, seja a permutacao de ARARA dada por RARAA. Entao ha 3! =6

maneiras de colocar os A;’s, que sao:

CEDERJ
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RA{RAA; RA RA3A,
RARA1A; RA;RA3A;
RAsRA1A; RA3RAA;
Uma vez que escolho a posicao dos A; s, por exemplo RA; RA Az, tenho

2! = 2 maneiras de colocar R; e Ry, que sao

RlAl R2A2A3 RQAl R1A2A3

Sao x permutacoes da palavra ARARA, para cada uma delas 3! ma-
neiras de colocar os A;’s e 2! maneiras de colocar os R;’s. Pelo principio

multiplicativo, o nimero total de permutacoes de A; Ry As Ry Az é

z x 3! x 2!,

Por outro lado, este niimero é simplesmente o ntimero de permutacoes

de 5 objetos distintos, que é 5! = 120. Portanto,

120 120
= = 10,

| | — - = —
rXx3x201=120 — =« T 6.2

Exemplo 50

Quantas permutagoes existem para a palavra BANANA?
Solugao:

Usando o mesmo raciocinio, se fossem 6 letras distintas terfamos 6! = 720

permutacoes.

Seja x o numero de permutacoes de BANANA. Se os 3 A’s e os 2
N’s fossem distintos, para cada permutacao de BANAN A, haveria 3! = 6
maneiras de posicionar os A’s e 2! = 2 maneiras de posicionar os N’s.

Portanto, pelo principio multiplicativo,

T x 3l x 2l =6!.
Logo,
6! 720
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Vale, em geral, o seguinte:

Dados N objetos, de modo que
Ni sao de um certo tipo,

N5 sao de tipo diferente dos anteriores,

N, sao de um tipo diferente dos anteriores e
N =N;+ Ny+---N,,

entao, o nimero de permutagoes destes n objetos é dado pela férmula

N!
NNy ..ON,

Para provar a formula acima, basta repetir o raciocinio que fizemos nos

exemplos anteriores.

Se fossem N objetos distintos, terifamos N! permutacoes. Seja z o
nimero de permutacoes dos objetos. Entao, para cada permutagao dos ob-
jetos, existem

Np! maneiras de colocar objetos do primeiro tipo,

N>! maneiras de colocar objetos do segundo tipo,

N,.! maneiras de colocar objetos do r—ésimo tipo.

Pelo principio multiplicativo, temos:
logo,

N!

TTNIN N

Exemplo 51

Em uma estante de uma loja de discos serao colocados 15 CD’s de musica
popular brasileira, sendo 10 do Chico Buarque, 3 do Gilberto Gil e 2 do
Djavan (sendo o mesmo CD de cada compositor). De quantas maneiras estes

15 CD’s podem ser arrumados na estante?
Solugao:

O numero de maneiras de colocar os CD’s é:

15! 15.14.13.12.11.10!  15.14.13.12.11
1013121 10! 6.2 a 12

= 30030

m CEDERJ




MO

CEDERJ

Permutacdes com elementos repetidos e permutacoes circulares

Exemplo 52

Uma pessoa tem 6 garrafas de vinho para servir em uma festa em sua casa. Os
vinhos sao de 3 tipos, 2 garrafas de cada tipo. Esta pessoa estd preocupada

com a ordem em que deve servir os vinhos. Quantas sao as possibilidades?
Solugao:
O numero de ordenacoes possiveis para as garrafas sao as permutacoes

de 6 objetos, sendo os objetos de 3 tipos, 2 objetos de cada tipo. Usando a

formula, temos:

6! 720
= ——=90.
212121 2.2.2

Portanto, o dono da festa deve decidir entre 90 ordens diferentes em que pode

servir os vinhos.

Exemplo 53

Um DJ tem 6 musicas para tocar. A musica mais popular deve ser repetida 4
vezes. Outras duas musicas devem ser repetidas 2 vezes. As musicas restantes
serao tocadas apenas 1 vez. Determine de quantas maneiras diferentes este

DJ pode organizar seu show.
Solugao:
Note que o DJ tocara, com todas as repeticoes, um total de 4 42+ 2+

1+ 141 =11 musicas, sendo que as musicas sao de 6 tipos. O niimero de

repeticoes € 4,2,2,1,1 e 1. Portanto, temos no total

11!

12El 415800

ordenacoes possiveis para estas musicas.

Exemplo 54

Uma experiéncia de laboratério consiste em colocar um rato no quadrado A
do pequeno labirinto da figura a seguir e ver os caminhos que ele escolhe para
chegar ao quadrado B, onde ha comida. Os quadrados tém pequenas portas
que permitem ao rato andar para cima ou para a direita somente. Quantos

caminhos possiveis existem?
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Solugao:

Cada caminho de A para B pode ser representado por uma “palavra’”
de 6 letras, sendo 3 letras D e 3 letras (', onde um D significa que naquele
ponto o ratinho tomou o caminho para a direita enquanto que um C' significa

que foi para cima.

Por exemplo, o caminho indicado na figura é o caminho:

CDCDCD

Cada palavra que representa um caminho deve ter exatamente 3 letras
D’s e 3 letras (s, pois, para ir do ponto A ao ponto B, o pequeno roedor
deve ir exatamente 3 vezes para a direita e 3 vezes para cima, em alguma
ordem.

O problema acima se traduz entao na seguinte questao: quantas pala-
vras de 6 letras existem, com exatamente 3 letras C' e 3 letras D? Colocando
de outra maneira, quantas permutacoes de 6 objetos existem, sendo os obje-

tos de 2 tipos, 3 objetos para cada tipo? A resposta é:

6! 720

— == —90.
3131 6.6

MODULO 1 -

AULA 9

CEDERJ



Quando falamos somente
“permutagao”, sem
qualificar como “linear” ou
“circular”, estamos sempre
nos referindo a permutacoes

lineares

Permutacdes com elementos repetidos e permutacoes circulares

Permutacoes circulares

As permutagoes que estudamos até aqui sao permutacoes lineares, no

sentido que sao permutacoes de objetos em linha, isto é, ordenagoes em fila.

Vamos estudar agora permutacoes circulares. Considere o seguinte pro-
blema: de quantas maneiras 5 pessoas podem se sentar em torno de uma mesa

circular?

Posto desta forma, a questao fica um pouco vaga. Quando duas pessoas

estao sentadas da mesma forma?

Vamos chamar as pessoas de A, B,C, D e E. Considere as ordenacoes

dadas pela figura a seguir:

@6\ @6@ @6@

Ha dois sentidos possiveis de
rotagdo: para a nossa
esquerda, que é o sentido
contrario ao dos ponteiros do
relégio, e para a nossa
direita, que ¢é o sentido dos

ponteiros do relégio.

O sentido de rotagao para a
esquerda é chamado de
sentido trigonométrico ou
positivo. O sentido
contrério, para direita, é
chamado sentido
anti-trigonométrico ou

negativo.

CEDERJ m

ABCDE EABCD DEABC

Duas permutagoes de pessoas sao consideradas como a mesma per-
mutagao circular se uma pode ser obtida da outra, rodando todas as pessoas

em circulo na mesma direcao e pela mesma quantidade.

Na figura anterior, da permutagdo ABC'DE (ordenagao da esquerda)
para a permutagao £ ABC'D (ordenagao do meio), todas as 5 pessoas pularam

exatamente 1 cadeira, no sentido dos ponteiros do relégio.

Da permutagao ABCDE para a permutagao DEABC' (ordenagao da
direita) todos pularam 2 cadeiras, no mesmo sentido, o dos ponteiros do
relogio.

Ainda com relagao a figura anterior, se as pessoas pulassem novamente
1 cadeira, terfamos a permutagao C'DFEAB. Pulando novamente, terfamos a
permutagao BC'DEA. Se pulassem 1 cadeira novamente voltariam a posigao
inicial.

Logo, vemos que as 5 permutacoes lineares:

ABCDE FEABCD DEABC CDEAB BCDEA
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sao identicas quando vistas como permutacgoes circulares.

Portanto, cada 5 permutacoes lineares correspondem a mesma per-
mutacao circular. O nimero total de permutacoes lineares de 5 pessoas

é:

Para obter o nimero de permutacoes circulares basta dividir este niimero
por 5. Portanto, sao:
51 5.4l
—=—=41=24
5 5

permutacoes circulares de 5 pessoas.

Exemplo 55

De quantas maneiras 6 pessoas podem sentar em torno de uma mesa?
Solugao:

Raciocinando como no exemplo anterior, podemos ver que cada 6 per-
mutacoes lineares de 6 pessoas corresponde a uma permutacao circular. Por
exemplo, se as pessoas sao representadas por ABCDEF, entao as

permutacoes:
ABCDEF FABCDE EFABCD DEFABC CDEFAB BCDEFA

correspondem a mesma permutacao circular. Portanto, sao:

P(6) 6.5
2T 51=120
6 6

permutacoes circulares de 6 objetos.

De um modo geral, se forem n objetos, entao cada n permutagoes li-
neares correspondem a mesma permutacao circular. O total de permutacoes
circulares é: ' N

nl n.(n —1)! (-1
n n

Temos, portanto, o seguinte:

O numero de permutagoes circulares de n objetos é (n — 1)!.

Exemplo 56

De quantas maneiras podemos colocar 4 homens e 4 mulheres em uma mesa,
de forma que os homens sempre estejam entre duas mulheres e vice-versa,

isto é, nao haja dois homens nem duas mulheres sentados lado a lado.

CEDERJ
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Solucao:

Para resolver este problema, vamos inicialmente determinar o nimero
de permutagoes lineares com a propriedade desejada (alternar homens e mu-
lheres). Depois, calculamos o nimero de permutagoes circulares, sabendo

que cada 8 permutagoes lineares correspondem a uma permutacao circular.

O nimero de permutacoes lineares que comeca com um homem é 576,
pois temos 4 maneiras de escolher a primeira posigao (sao 4 homens), 4 ma-
neiras de escolher a segunda posigao (sao 4 mulheres), 3 maneiras de escolher

a terceira (tem que ser um homem e sobraram 3 homens) etc.

Portanto, hd 4 x 4 x 3 x 3 x 2 x 2 x 1 x 1 = 576 permutagoes lineares

iniciando com um homem.

Analogamente, ha 576 permutagoes lineares iniciando com uma mulher.
Assim, ha 576+576 = 1152 permutagoes lineares. Cada 8 destas permutacoes

correspondem a uma permutacao circular.

1152

< = 144 permutagoes circulares com a propriedade

Portanto, ha:

desejada.

Resumo

Nesta aula, estudamos permutacoes com elementos repetidos, como é

o exemplo das permutacoes da palavra CEDER.J.

Estudamos também permutacoes circulares, onde vimos que o ntimero

de permutagoes circulares de n elementos distintos é

P(n)

n

As solugoes de alguns exercicios exigem a aplicagao de mais de uma
técnica, como foi o caso do exemplo 56, onde usamos somente o principio
multiplicativo para determinarmos o nimero de permutacoes lineares e depois

calculamos o nimero de permutacgoes circulares.

Nas proximas duas aulas, estudaremos uma outra técnica de contagem:

as combinagoes.
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Exercicios
1. Quantas permutagoes existem para a palavra BICICLETA?

2. Um professor tem uma lista de 10 problemas, dos quais deve selecionar
3 para um teste. Supondo que a ordem de colocacao dos problemas

seja importante, de quantas maneiras pode fazer o teste?

3. O mesmo professor tem de elaborar outro teste, sendo que desta vez
ele tem uma lista de 6 problemas da unidade I de sua disciplina, 8 pro-

blemas da unidade II e 7 problemas da unidade III.

De quantas maneiras este professor pode elaborar um teste de 5 ques-
toes, sabendo-se que a ordem de apresentacao dos problemas é impor-

tante e que:

(a) Todas as questoes devem ser da unidade I.

(b) O teste deve ter 3 questoes da unidade I, seguido de 2 questoes da
unidade II.

(c) O teste deve ter 2 questoes da unidade II, seguido de 3 questoes
da unidade III.

(d) Nao hé restri¢oes quanto as questoes.

4. Uma pessoa deve cumprir 6 tarefas, sendo 2 delas agradaveis e as de-
mais muito chatas. Um pouco contrariada, esta pessoa se pergunta de
quantas maneiras pode ordenar o cumprimento das tarefas. Responda

isto por ela, sabendo-se que:

(a) Ela é do tipo de pessoa que gosta de fazer as coisas agraddveis

primeiro.

(b) Ela nao leva em conta se a tarefa é chata ou ndo quando planeja

a ordem de execucao.

(c) Vai realizar uma tarefa interessante, em seguida duas chatas, em

seguida a outra tarefa interessante e depois as outras chatas.

5. Uma banda de reggae vai fazer uma turné por 5 paises, dando shows
em 4 cidades em cada pais. De quantas maneiras esta banda pode
escolher seu itinerario, sabendo-se que a unica restricao é que os shows
em um mesmo pais devem ser feitos em seguida (isto é, ndo pode visitar

o mesmo pais duas vezes)?

MODULO 1 -

AULA 9
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6.

10.

(Sugestao: primeiramente eles devem escolher a ordem em que visitarao

os paises, e depois a ordem das cidades em cada pais.)

a) Um trabalhador anda de casa para o trabalho. Para fazé-lo, ele
Um trabalhad da d trabalho. Para fazé-lo, el
percorre 5 quadras de leste para oeste e 6 quadras de norte para
sul. Supondo que ele ande sempre para o oeste ou para o sul,

quantos caminhos possiveis existem?

(b) Suponha agora que, no caminho, ele sempre passa por uma banca
de jornal, que fica exatamente a 3 quadras para o oeste e 3 quadras
para o sul de sua casa. Quantos caminhos para o trabalho existem

que passam pela banca de jornal?
De quantas maneiras podemos dispor 10 pessoas em uma mesa circular?

Na questao anterior, se as 10 pessoas sao 5 homens e 5 mulheres, quan-
tas permutacoes circulares existem tais que nao haja 2 homens e nem

2 mulheres em lugares adjacentes?

Um anfitridao vai receber 5 pessoas para jantar em sua casa. Como
poderd dispor as pessoas na mesa, se dois de seus convidados nao se

falam e, portanto, nao deverao sentar em cadeiras adjacentes?

Considere um motor a explosao de 6 cilindros. Os cilindros sao aciona-
dos sempre na mesma ordem. Por exemplo, se os cilindros sao numera-
dos 1,2, 3,4,5 e 6, uma possivel ordem de explosao € 1,4, 5,2, 3,6. Note
que uma permutacao que corresponda a mesma permutagao circular,
da a mesma ordem de explosao, por exemplo 6,1,4,5,2,3 é a mesma
ordem de explosao de antes. Quantas ordens de explosao possiveis

existem para um motor de 6 cilindros?
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Combinacao - I

Meu trabalho tem sempre tentado unir o verdadeiro ao belo
e quando eu tive que escolher por um deles,
geralmente escolhi o belo.
Hermann Weyl
Objetivos

Estudar os problemas de combinacao de n elementos tomados r a .

Em aulas anteriores, estudamos permutacoes de objetos distintos, per-

mutacoes com objetos repetidos e arranjos.

Uma permutacao de um conjunto é uma ordenagao dos elementos deste
conjunto. Vimos que hd n! permutagoes de todos os n objetos de um con-

junto.

Vimos também que o ntiimero de arranjos de n objetos distintos tomados
r ar, denotado A(n,r), é o nimero de maneiras de selecionar, em ordem, r

objetos em um conjunto de n objetos.

No entanto, em muitas situagoes estamos interessados em selecionar
r objetos em um conjunto de n objetos, sem nenhuma preocupac¢ao com a

ordem. Este tipo de problema é chamado de Combinacao.

Exemplo 57

Um jogo de poquer utiliza as 52 cartas de um baralho. Cada “mao” é formada

por 5 cartas. Quantas “maos” diferentes sao possiveis?

Evidentemente esta pergunta assume grande importancia para jogado-
res de poquer, mas, mesmo nao o sendo, vamos tentar entender o problema

combinatorio envolvido.

Note que neste caso a ordem da selecao das cartas nao é importante,
pois as mesmas 5 cartas, independentemente da ordem, farao sempre o mesmo
jogo.

O problema pode ser formulado da seguinte maneira:

“dado um conjunto de 52 objetos, de quantas maneiras podemos selecio-

nar 5 objetos deste conjunto, sem levar em conta a ordem?”

MODULO 1 - AULA 10

Hermann Weyl (1885-1955)
foi um dos matematicos mais
importantes do séc. XX.

Sua frase destacada acima
pode causar alguma
estranheza, mas demonstra
uma das faces do trabalho
matematico: a estética, a
busca da beleza e da

simetria.

A Matematica reflete
fortemente a busca pela

perfeicao estética.

CEDERJ



Nao ha uma maneira padrao
de ler o simbolo (7:) B
comum ler-se “n, r a r”.

Em inglés este simbolo é lido
“n choose 1”7, que pode ser

traduzido por “n escolhe 1.
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Resolveremos este problema um pouco mais tarde, mas ainda nesta

aula.

Sejam n e r inteiros, comn > 0e 0 < r < n. O ntmero de combinacoes de
n elementos tomados r a r, denotado por C'(n, r), é o nimero de maneiras
de selecionarmos 7 objetos de um conjunto de n objetos distintos, nao

importando a ordem em que os objetos sao retirados.

A notagao C(n, r) para nimero de combinagoes de n elementos tomados
r ar é consistente com a notacao A(n,r) para nimero de arranjos. Contudo,

usa-se também bastante a notagao (:), com o mesmo significado que C(n, r).

Usaremos mais a notagdo C'(n,r) durante o estudo de problemas com-
binatérios e mais a notagao (:) quando estudarmos o teorema binomial na
Aula 13.

Exemplo 58

De quantas maneiras podemos selecionar 3 objetos de um conjunto de 4

objetos distintos?
Solugao:

Seja X = {a,b,c,d} um conjunto de 4 objetos distintos. Podemos

escolher 3 objetos de 4 formas distintas:

abc acd abd bed

Concluimos que C(4,3) = 4.
Observe que cada uma destas escolhas corresponde a subconjuntos di-
ferentes de X.
Desta forma, o conjunto X possui 4 subconjuntos com 3 elementos, que
sao:
{a,b,c},{a,c,d}, {a,b,d} e {b,c,d} .

Assim, selecionar r objetos de um conjunto de n objetos é o mesmo que
escolher um subconjunto de r elementos de um conjunto de n elementos, o

que resulta em:

Sejam n, r inteiros nao negativos, com 0 < r < n. Qualquer conjunto de

n elementos possui C(n,r) subconjuntos.
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Vimos acima que qualquer conjunto de 4 elementos possui 4 subcon-
juntos de 3 elementos. Logo sabemos que C'(4,3) = 4. Mas, em geral, ainda

nao sabemos como calcular C'(n, ).

Exemplo 59

Um grupo de 5 pessoas precisa escolher 2 delas para formar uma comissao.
Quantas escolhas sao possiveis?

Solugao:

Vamos representar por X = {a,b,c,d,e} o conjunto de 5 pessoas. As
possibilidades para uma comissao de 2 pessoas (sem importar a ordem da
escolha) sao:

{ab}, {och {ad), {ae}
e}, {bd}, {be)

{c,d}, {c,e}

{d, e}

No total, 10 comissoes de 2 pessoas podem ser formadas.

No exemplo acima, concluimos que C(5,2) = 10. Equivalentemente,

todo conjunto de 5 elementos possui 10 subconjuntos de 2 elementos.

Assim, deduzimos o valor de C'(n,r) simplesmente listando todas as
escolhas possiveis de r elementos a partir de um conjunto de n elementos.

Vamos agora deduzir uma férmula geral para C(n,r).

Observe que, para cada escolha de r objetos de um conjunto de n

objetos distintos, estes r objetos podem ser permutados de r! maneiras.

Portanto, podemos relacionar o nimero de combinagoes de n elementos
tomados r a r com o numero de arranjos de n objetos tomados r a r da

seguinte maneira: cada combinacao corresponde a r! arranjos.

Explicando um pouco melhor: considere um conjunto de n elementos.
Cada combinacao de r elementos é uma escolha de r elementos, sem importar
a ordem. Cada arranjo de r elementos ¢ uma escolha de r elementos, mas
com uma ordem. Cada r elementos pode ser ordenado de r! maneiras; logo

cada r elementos fornece uma combinacao e fornece r! arranjos.

Isto é, temos r! arranjos para cada combinagao de r elementos. O

nimero total de arranjos de n objetos tomados r a r é A(n,r). Logo,

A(n,r)

rl

C(n,r) xrl=A(n,r), isto é, C(n,r) =

| MODULO 1 -
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Mas vimos que

n!
logo,
n!
Alnyr) et n!
Cln,r) il il rl(n—r)!
O que resulta em
o n!
1) = =1

Exemplo 60

Um técnico convocou 12 jogadores para um time de basquete. Para armar
o time que vai comecar o jogo, deve selecionar 5 jogadores. De quantas

maneiras pode fazé-lo?
Solugao:
O numero de combinacoes de 12 jogadores, tomados 5 a 5, é

120 121 12.11.10.9.8.7!
(12 = 5)!5! 7150 71.120

C(12,5) = = 11.9.8 = 792.

O técnico pode, portanto, formar 792 times de 5 jogadores utilizando

os 12 jogadores convocados.

Exemplo 61

Voltemos ao exemplo das cartas do jogo de poquer. Com um baralho de 52

cartas, quantas maos de 5 cartas sao possiveis?

Solucao:

Sao possiveis

52! 52! 52.51.50.49.48.47!

C(52,5) = = =
(52,5) (52 — 5)I5! 4715 471120

= 2598960

jogos diferentes. De todas estas possibilidades, apenas 4 formam um “Royal
Flush”, um dos jogos mais fortes do poquer, que é quando as 5 cartas sao o

dez, valete, dama, rei e 4s do mesmo naipe.
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Exemplo 62

Uma pessoa sai para comprar CDs. Dez CDs a interessam, mas ela tem

dinheiro somente para 4 deles. Qual o nimero de escolhas possiveis?
Solugao:

Como nao importa a ordem de escolha dos CDs, estamos diante de um
problema de combinacao. Trata-se do nimero de combinagoes de 10 objetos,
tomados 4 a 4. Sao, portanto,

10! ~109.8.7.6!  10.9.8.7

C(10,4) = — -
(10,4) (10 — 4)14] 61.24 24

=210

escolhas possiveis.

Exemplo 63

Uma turma possui 5 alunos e 6 alunas. Uma comissao deve ser formada entre
todos os alunos, devendo ter 2 meninos e 2 meninas. Quantas comissoes

podem ser formadas?
Solugao:

Podemos dividir a selecao de uma comissao como esta em duas etapas:

1. Escolher 2 alunos de um conjunto de 5 alunos.

2. Escolher 2 alunas de um conjunto de 6 alunas.

A primeira tarefa pode ser feita de

5l 5.4.3!

C0:2) =351 = 32

= 10 maneiras,

enquanto a segunda etapa pode ser feita de

6! 6.5.4!
C(6.2) = 151 = 112

= 15 maneiras,

Pelo principio multiplicativo, temos um total de
10 x 15 =150
comissoes possiveis.

Exemplo 64

Uma moeda ¢ jogada 6 vezes. Quantos sao os resultados possiveis? Quantos

destes resultados tém 3 caras e 3 coroas?

MODULO 1 -
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Solucao:

Ja vimos anteriormente a solucao da primeira parte. Temos 6 tarefas,
sendo cada tarefa o lancamento de uma moeda. Cada tarefa tem 2 resultados

possiveis (cara ou coroa). Portanto sao
2X2X2x2Xx2x2=064

resultados possiveis.

Para responder a segunda pergunta, quantos resultados tém 3 caras e

3 coroas, podemos pensar nos langamentos como 6 objetos de um conjunto
M = {mla mao, Mg, My, Ms, m6} )

onde m; representa o resultado do primeiro langamento, ms o do segundo

lancamento etc.

Cada resultado com exatamente 3 caras corresponde a escolha de 3
elementos no conjunto M. Por exemplo, a escolha {x1,x3, x5} corresponde
ao resultado de obtermos cara no primeiro, terceiro e quinto lancamentos e

coroa nos demais.

Portanto, o niimero de resultados com exatamente 3 caras corresponde
ao numero de maneiras de selecionar 3 elementos de um conjunto de 6 ele-

mentos.

A solucao é:

6! 6.5.4.3"  6.54
C(6,3) = o = DL

= = = 20 .
313! 313! 6

Seguindo o mesmo raciocinio do exemplo anterior, obtemos a seguinte
tabela, que mostra o nimero de resultados em que ocorrem os eventos listados

na coluna da esquerda.

CEDERJ m
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N2 de resultados

favoraveis

Evento

6 coroas 1

1 cara e 5 coroas C(6,1) =6
2 caras e 4 co-

C(6,2) = 15
roas
3 caras e 3 co- 0(6,3):20
roas
4 caras e 2 co- C(6.4) = 15

roas

5 caras e 1 coroa C(6,5) =6

6 caras 1
Total dos

resultados possiveis

64

Na tabela acima usamos a palavra evento para descrever um resul-
tado, como “2 caras e 4 coroas”, por exemplo. Usamos também a expressao
“numero de resultados favoraveis” para descrever o niimero de maneiras em
que o evento ocorre. Isto é, entre todos os resultados possiveis, o nimero de

resultados “favoraveis” aquele evento.

A expressao ‘“resultados favoraveis” é muito utilizada na teoria das

probabilidades, que estudaremos no Mdédulo 2 desta disciplina.

Resumo

Nesta aula estudamos o que sao problemas de combinacao.

Encontramos a formula

n!

Cn,r)=—
(n,7) (n—r)lrl’

que fornece o nimero de combinacoes de n elementos tomados r a r.

Aplicamos esta férmula a diversos exemplos.

Na préxima aula veremos mais alguns problemas de combinacao, e re-
solveremos o problema de determinar o niimero de subconjuntos de um con-

junto de n elementos.
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Exercicios

1. Calcule:
(a) C(5,2) (¢) C(10,10)
(b) C(3,3) (d) C(10,0)

2. Prove que

C(n,n) =C(n,0) =1,
para qualquer n inteiro nao negativo.

3. Prove que
C(n,r)=C(n,n—r),
para quaisquer inteiros nao-negativos n,r, 0 < r < n.

4. Quantos subconjuntos de quatro elementos tem um conjunto de dez

elementos?

5. Uma comissao do Senado tem 12 senadores. Destes, serao escolhidos
4 para formar uma subcomissao. De quantas maneiras isto pode ser
feito?

6. Um estudante recebe uma prova contendo 6 questoes. Ele deve escolher

4 para resolver. De quantas maneiras ele pode fazer sua escolha?

7. Quantos inteiros de 3 digitos podem ser formados, usando-se apenas os
algarismos {2,4,5,8,9}, se nao pode haver repetigao? (Por exemplo,

552 nao ¢é vélido).

8. Uma pessoa deseja comprar 2 presentes de uma lista de casamento onde

restam 12 presentes. Quantas escolhas sao possiveis?

9. Uma moeda é lancada 5 vezes. Encontre o nimero de maneiras de se
obter:
(a) 5 caras,
(b) 2 caras e 3 coroas,

(c) exatamente 1 cara.
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10. Uma turma de formandos tem 7 mulheres e 5 homens. Uma comissao
de formatura deve ser formada, sendo que a comissao deve ter 2 homens

e 2 mulheres. Quantas comissoes sao possiveis?

11. Um quarteto de cordas é formado por 2 violinistas, um violista e 1
violoncelista. Estes devem ser escolhidos de um grupo contendo 6 vio-
linistas, 5 violistas e 4 violoncelistas. De quantas maneiras o quarteto

pode ser formado?

Um quarteto de cordas é um geénero musical que surgiu no periodo
classico. Um quarteto de cordas é formado por dois violinos, uma viola e um
violoncelo. Esta formacao é um sucesso, pois, apesar de pequena, permite

uma expressividade sonora muito rica.

MODULO 1 -

AULA 10

CEDERJ






Combinacdo - Il

Combinacao - II

Objetivos
Continuar o estudo de problemas de combinacao.

Calcular o niimero de subconjuntos de um conjunto de n elementos.

Na aula anterior estudamos combinacoes de n elementos tomados r a r,
denotado por C(n, ).

Nesta aula, veremos mais alguns exemplos de problemas envolvendo
combinacao. Estudaremos também um pouco mais das propriedades do
numero C(n,r).

Vamos aos exemplos.

Exemplo 65

Voltaremos ao exemplo 54, visto na Aula 9: encontre o nimero de caminhos
possiveis entre os pontos A e B no labirinto da figura abaixo, levando-se em

conta que pode-se ir somente para a direita e para cima.

R
4 -
F+ + -

S|

Solugao:

Vimos que cada caminho pode ser representado por uma palavra de 6
letras contendo 3 letras “C” (ir para cima) e 3 letras “D” (ir para a direita).

Assim, o caminho da figura é representado pela palavra CDCDCD.

Na Aula 9 usamos permutacoes com objetos repetidos para este pro-

blema. Resolveremos o problema novamente, desta vez usando combinagao.

Podemos dividir a tarefa de escolher um caminho em duas etapas:

1. Escolher as 3 posigoes para as 3 letras “C”, dentre as 6 posicoes dis-

poniveis em uma palavra de 6 letras.

2. Completar as outras 3 posicoes com letras “D”s.

MODULO 1 - AULA 11

Os matematicos muitas vezes
resolvem um problema de
véarias maneiras diferentes.
Algumas vezes o fazem
procurando uma solucao
mais simples e elegante.
Outras vezes porque cada
solucao apresenta um
aspecto diferente do mesmo

problema.
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A primeira etapa pode ser realizada de

6!

maneiras diferentes.

Depois de completar a primeira etapa, a segunda pode ser feita de

apenas uma maneira.

O numero total de caminhos é:
20 x 1 =20,

o que concorda com o resultado obtido anteriormente.

Exemplo 66

Uma caixa de ovos contém 12 ovos, dos quais 2 estao rachados. Determine o

seguinte:
1. De quantas maneiras pode-se selecionar 4 ovos da caixa?
2. Quantas das escolhas do item 1 contém 2 ovos rachados?
3. Quantas das escolhas do item 1 contém apenas 1 ovo rachado?
4. Quantas das escolhas do item 1 contém apenas ovos bons?

Solugao:

1. Sao 12 ovos e devemos selecionar 4 deles, onde a ordem nao é impor-

tante. Portanto, sao

=495

121 12.11.10.9.8!
CU24) =i = g

escolhas possiveis.

2. Para determinarmos o nimero das escolhas que contém 2 ovos rachados,

podemos dividir a tarefa em duas partes:
(a) Escolher 2 ovos rachados. Como hd no total exatamente 2 ovos
rachados, esta parte pode ser feita de apenas 1 maneira.

(b) Escolher 2 ovos bons em um conjunto de 12 — 2 = 10 ovos bons.

Isto pode ser feito de

100 10.9.8!
C(10,2) = — =

= = 45
218! 2.8!

maneiras.

CEDERJ
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Assim, ha 1 x 45 = 45 escolhas com exatamente 2 ovos rachados.

3. Podemos dividir a tarefa de realizar uma escolha com 3 ovos bons e 1

rachado em duas partes:

(a) Escolher 1 ovo rachado no conjunto de 2 ovos rachados. Isto pode

ser feito de 2 maneiras distintas.

(b) Escolher 3 ovos bons em um conjunto de 10 ovos bons. Isto pode

ser feito de
10! 10.9.8.7! B

CU0,3) = 731 =~ = 120

maneiras distintas.

Usando o principio multiplicativo, o nimero total de escolhas com 3

ovos bons e 1 rachado é

2 x 120 = 240.

4. Usando as informacoes ja obtidas, temos o seguinte: sao 495 escolhas
possiveis de 4 ovos. Entre essas, 45 escolhas tém 2 ovos rachados, 240

escolhas tém apenas 1 ovo rachado. Subtraindo, temos
495 — 240 — 45 = 210

escolhas com os 4 ovos bons.

Outra maneira de resolver: o numero de escolhas de 4 ovos bons no

conjunto de 10 ovos bons é

10! 10.9.8.7.6!
C(10,4) = — =

= = = 210.
64! 6!.24
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Numero de subconjuntos de um conjunto

Queremos agora responder a seguinte pergunta: quantos subconjuntos

tem um conjunto de n elementos?

Resolveremos este problema de duas maneiras diferentes, e com isto

obteremos uma férmula muito bonita, envolvendo nimeros binomiais.
Seja
X ={x,29,23,...,2,}
um conjunto de n elementos.

Para formar um subconjunto de X devemos decidir, para cada elemen-
to x;, se ele pertence ou nao ao subconjunto. Podemos entao dividir a tarefa

de formar um subconjunto em n etapas:

1. Decidir se x; pertence ao subconjunto.

2. Decidir se x5 pertence ao subconjunto.

n. Decidir se z,, pertence ao subconjunto.

Cada uma destas n etapas tem 2 resultados possiveis: para cada etapa,
os resultados possiveis sao “estd” ou “nao estd” no conjunto. Sao n etapas,

2 maneiras de realizar cada etapa. Logo, pelo principio multiplicativo, ha

2X2X ... x2=2"

n fatores

subconjuntos de X.

Provamos assim que:

Um conjunto de n elementos possui 2" subconjuntos

Com isto ja obtivemos a resposta que procurdavamos, que é a férmula
para o numero de elementos de um conjunto. Porém, nao satisfeitos ainda,

vamos atacar o mesmo problema de outra maneira.

Vimos, na aula passada, que um conjunto de n elementos possui C(n, 1)

subconjuntos de r elementos.

O nimero minimo de elementos de um subconjunto de X é 0 (conjunto

vazio) e o niimero maximo é n (o préprio conjunto X).
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O numero total de subconjuntos de X é a soma do ntimero de subcon-
juntos com 0 elementos, mais o nimero de subconjuntos com 1 elemento,

mais o nimero de subconjuntos com 2 elementos etc. até n elementos.

Esta soma é
C(n,0) +C(n,1) +C(n,2) + ...+ C(n,n).

Mas sabemos que o niimero total de subconjuntos de X é 2". Compa-

rando os dois, concluimos:

Para todo inteiro n nao negativo, vale que:

C(n,0)+C(n,1)+C(n,2) + ...+ C(n,n) =2"

Existe um principio fundamental que rege a linha de pensamento acima.
E um principio que raramente é mencionado, mas que se encontra implicito

em muito do que fazemos em Matematica. O principio é o seguinte:

“se um conjunto é contado de duas maneiras diferentes, o resultado
obtido é o mesmo”.
Exemplo 67

Verifique a férmula acima para n = 6.

C(6,0)+ C(6,1) + C(6,2) + C(6,3) + C(6,4) + C(6,5) + C(6,6)
=146+154+20+15+6+1=64 =26

Daremos agora uma aplicagao geométrica da férmula para C'(n,r). Va-

mos voltar a um problema mencionado na introdugao:

Exemplo 68

Considere dez pontos no plano. Se eu tracar um segmento de reta ligando
cada par de pontos, quantos segmentos terei tracado? A figura abaixo mostra

alguns dos segmentos que posso tragar.

105
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Cada segmento de reta liga 2 pontos (a ordem nao importa). O niimero
de segmentos de reta que podemos tragar é o niimero de pares de pontos que

posso escolher, isto é, o nimero de combinacoes de 10 pontos, tomados 2 a 2.

Portanto, o niimero de segmentos que posso tragar é

100 10.9.8 90

- = =45,
21(10—2)l 2181 2

C(10,2) =

No 1ltimo exemplo desta aula, vamos retornar ao tema da particao de

um conjunto.

Exemplo 69

Seja X um conjunto de 13 elementos. De quantas maneiras podemos escrever
X como a uniao de 3 subconjuntos, o primeiro tendo 6 elementos, o segundo

4 elementos e o terceiro 3 elementos?
Solugao:

Os trés subconjuntos acima devem ser disjuntos, pois a soma de seus
elementos é o nimero de elementos da uniao. Portanto, estes trés subcon-

juntos formam uma particao do conjunto X.

De quantas maneiras podemos obter esta particao de X7 Vamos dividir
a tarefa em trés partes: formar o primeiro subconjunto, com os elementos
restantes formar o segundo subconjunto e com os elementos ainda restantes

formar o terceiro subconjunto.

A primeira tarefa pode ser feita de C'(13,6) maneiras, pois sao 13 ele-

mentos ¢ temos de escolher 6 deles.

Para o segundo subconjunto restam 13 — 6 = 7 elementos, dos quais
devemos escolher 4 para formar o segundo subconjunto, o que pode ser feito
de C'(7,4) maneiras.

Para o terceiro subconjunto restam apenas 7 — 4 = 3 elementos. Estes

formaram o terceiro subconjunto. Ha aqui apenas uma possibilidade.

Pelo principio multiplicativo, o niimero de maneiras de obter a particao

desejada do conjunto X é

C(13,6) x C(7,4) x 1 = 1716 x 35 = 60060 .




Combinacdo - Il

MODULO 1 - AULA 11

Resumo

. 7 | .
Nesta aula aplicamos a férmula de C'(n,r) = ﬁ para resolver mais

alguns exemplos de problemas de combinacao.

Também vimos nesta aula que o numero de subconjuntos de um con-
junto de n elementos é 2". Resolvemos este problema de duas maneiras

diferentes, o que permitiu deduzir a férmula

C(n,0)+C(n,1)+---+C(n,n) =2".

Exercicios

1. Uma caixa contém 10 bolas numeradas de 1 a 10, sendo 4 azuis e 6
brancas. Sao retiradas 4 bolas. De quantas maneiras podemos ter os

seguintes resultados:

a) Todas as bolas retiradas sdo brancas?

(
(b
(c

(d) Todas as bolas retiradas sao azuis?

Sao retiradas 2 bolas brancas e 2 bolas azuis?
Sao retiradas 3 bolas brancas e 1 bola azul?

)
)
)
)

2. Uma empresa estd selecionando 6 novos funcionarios a partir de uma
lista de 10 candidatos pré-selecionados. Os candidatos sao 5 homens e
5 mulheres. De quantas maneiras esta empresa pode fazer a selecao,
sabendo-se que:
(a) O sexo dos candidatos nao serd levado em conta para a escolha?
(b) As vagas devem ser preenchidas com 3 homens e 3 mulheres?
3. Um investidor decide comprar acoes na bolsa de valores. Ele decide
formar uma carteira comprando agoes de:
5 empresas da area de energia,
4 empresas do ramo eletronico e
2 empresas do setor bancéario.

De quantas maneiras este investidor pode formar sua carteira, a partir

de uma lista de empresas composta por:
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10 empresas da area de energia,
7 empresas do ramo eletronico e
5 empresas do setor bancério?
4. O diagrama a seguir representa um mapa esquematico de uma cidade.
Uma empresa de onibus estd selecionando uma rota entre os pontos A

e B do mapa. A empresa deseja manter a rota mais curta possivel.

Quantas rotas devem ser consideradas?

5. Quantos subconjuntos tem o conjunto X, sabendo-se que

(a) X possui 5 elementos?
(b) X possui apenas 1 elemento?

(¢) X é um conjunto vazio?

6. Dados 8 pontos, quantos segmentos de reta posso tracar ligando estes

pontos?
7. Considere 8 cidades em um mapa. Se um governador deseja cons-
Observe que os problemas 6 . . . /
o 7 sio matematicamente truir estradas ligando cada par de cidades, quantas estradas devera
identicos. construir? (Considere cada trecho entre cidades diferentes como uma

Compare com o exemplo 68.

estrada).

8. Um conjunto tem 12 elementos. De quantas formas podemos escrever
Compare com o exemplo 69.

este conjunto como uniao de 4 subconjuntos disjuntos, sendo que 2

destes subconjuntos tém 4 elementos e 2 deles tém 2 elementos?

9. Um grupo de 9 cientistas monitora 3 experimentos de uma pesquisa.
Para maior eficiéncia, eles resolvem se dividir em trés grupos, sendo
que 5 deles devem acompanhar uma experiéncia, 2 deles acompanha-
rao uma segunda experiéncia e os 2 restantes ficarao com a terceira

experiéncia. De quantas maneiras eles podem fazer esta divisao?
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Triangulo de Pascal

Objetivos

Descrever o triangulo de Pascal.

Estudar algumas de suas propriedades.

Apresentar a seqiiéncia de Fibonacci e mostrar sua relacao com o triangulo

de Pascal.

O triangulo de Pascal é uma seqiiéncia de niimeros binomiais, isto é,
inteiros da forma C(n,r), dispostos em uma tabela em forma de triangulo,

como na figura abaixo.

O nome “triangulo de Pascal” vem do fato de Pascal ter escrito, em
1653, um tratado estudando, entre outras coisas, este triangulo. Contudo, o
triangulo de Pascal é conhecido desde muitos séculos antes de Pascal, tendo
sido estudado na China e na India desde 1100.

Vamos comecar escrevendo os nimeros binomiais em forma de tabela.
A “linha n” desta tabela serd formada pelos inteiros C'(n, ), onde r varia de 0

até n. Comecamos a tabela com a linha 0, formada apenas pelo C'(0,0) = 1.

Por exemplo, a linha 4 ¢é formada pelos inteiros C'(4,7), com 0 < r < 4,

isto é, formada pelos cinco inteiros

C(4,0) C(4,1) C(4,2) C(4,3) C(4,4)

| I | I |
1 4 6 4 1

MODULO 1 - AULA 12

O Matematico francés Blaise
Pascal (1623-1662) foi uma
crianca prodigio que
descobriu sozinha, sem
auxilio de livros, muitas das
idéias fundamentais da
Geometria Euclideana.

Pascal foi um dos pioneiros
no estudo da probabilidade,
e também tem o crédito de
ter inventado e construido a
primeira calculadora digital:
uma maquina de somar
mecanica parecida com as
maquinas da década de 40

deste século.
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Note que, como comegamos na linha 0, a linha 4 é na verdade a quinta

linha da tabela. Usado a regra de formacao explicada acima, construimos a

tabela:
n\r|0 1 2 3 4 56
0 |1
1 (11
2 |1 2 1
3 11 3 3 1
4 |1 4 6 4 1
5 |1 5 10 10 5 1
6 |1 6 15 20 15 6 1
W3 & k& Escrevemos a tabela acima até a linha 6. No entanto, a tabela continua
- - 2 indefinidamente.
!..' I' ; :- Observando a tabela, podemos perceber varias propriedades que podem
: : ser facilmente provadas usando-se a definicao do triangulo da Pascal dada
- acima.
‘l ; . . Vamos a estas propriedades:
WEate a e e Propriedade 1

Propriedade 1. Toda linha comeca e termina com o inteiro 1.

A ilustragao acima aparece

em um texto de 1303, escrito

por um matemético chinés. DEMONSTRAQAOZ (e} primeiro numero da linha n é
O texto chama-se Szu-Yuen | ]
n.: n:
Yu-chien (o espelho precioso C(TL O) — = =1
) . ’ | —0) 1.n! !
dos 4 elementos). O(TL ) n:

enquanto que o ultimo nimero da linha n é

| |
C(n,n) = i SRR

nl(n —n)!  nl0!

Propriedade 2

Propriedade 2. Com exce¢ao do primeiro e ultimo ntmeros da linha
(que, como vimos, sao iguais a 1), cada nimero é igual a soma do
namero que esta diretamente acima dele, com o numero que esta

acima e a esquerda.
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| MODULO 1 -
Desta forma, comecando com a primeira linha, obtemos o triangulo até
a linha que quisermos, obtendo uma linha a partir da linha anterior, sem
realmente ter que calcular os nimeros binomiais C(n, 7).
Como exemplo, vejamos como a linha 5 é obtida da linha 4:
T + 4 + 6 + 4 + 1
1 5 10 10 5 1
Obtemos um numero somando-se dois ntimeros, os que estao acima e
acima a esquerda dele.
Verifique esta propriedade, até a linha 6, no triangulo da figura anterior.
Exemplo 70
Usando a propriedade 2, construir o triangulo de Pascal até a linha 4:
Comecamos com as duas primeiras linhas, que sao:
n
0|1
(1 1
Para a linha 2, usamos a propriedade:
n
0|1
{1 1
211 2 1
Acrescentamos a terceira linha:
n
0|1
11 1
211 2 1
311 3 3 1
111

AULA 12
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E agora a quarta linha:

N N VN =~
e e
=~ W N
S W =

S

—

Demostracao da propriedade 2

Agora devemos provar a propriedade 2. Para isto, vamos expressa-la
em termos de numeros binomiais. A propriedade diz respeito aos nimeros
C(n,r), com as restrigdes n # 0 e 1 <r < n—1. Estas restri¢oes sao devidas

a que a propriedade nao se refere a

e Linha 0 ( linha com n = 0)

e Primeira (r = 0) e ultima (r = n) colunas de cada linha. Como vimos,

estas sempre valem 1.

Este nimero C(n,r) é a soma do niimero acima dele no triangulo, que
¢ o C(n — 1,r) (linha anterior, mesma coluna), com o nimero acima e a

esquerda dele, que é o C(n — 1,7 — 1) (linha anterior, coluna anterior).

Podemos entao enunciar a propriedade da seguinte forma:

Formula de Pascal. Sen e r sao inteiros positivos, com 1 <r <n — 1,
entao
Cn,r)=C(n—1,r)+C(n—1,r—1)
DEMONSTRACAO

Basta usar a férmula para C(n,r) e fazer um pouco de conta.
(n—1)! N (n—1)!
rl((n—=1)—=r)!  (r—=DL(n—-1)—(r—1))!
(n—1)! (n—1)!
rln—r—1!" " (r—1ln—r)!

Cn—1r)+Cn—-1r—-1) =

O denominador comum ¢é _ (TL - T)(n - 1)' + 7’.(71, - 1)'
ri(n —r)! T'(TL _ T’)'
Colocamos o (n — 1)! em (’)7, — 1)'(’)7, —r+4+ 7“) n(n — 1)' n!
evidéncia no numerador = r'(n — T)' = T'(n — T)' = r'(n — T)'
= C(n,r)
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Tridngulo de Pascal

MODULO 1 - AULA 12
Propriedade 3

Vamos agora observar uma terceira propriedade do triangulo de

Pascal, a saber:

Propriedade 3. A soma dos elementos da linha n no triangulo de

Pascal é 2".

No diagrama a seguir, apresentamos este resultado paran = 0,1,2,3 e 4.

n linha n Soma

0|1 1 = 20
171 1 2 = 2!
211 2 1 4 = 22
311 3 31 8§ = 23
411 4 6 4 116 = 2¢

Isto corresponde, em termos de nimeros binomiais, a afirmacao
C(n,0)+C(n,1)+C(n,2) + ...+ C(n,n) =2",

que ja foi provada na Aula 11.

Como exercicio, verifique esta propriedade, somando os inteiros de cada

linha do triangulo de Pascal, até a linha 6.

A simetria tem um papel

Proprledade 4 fundamental na Matematica.
Simetria esta relacionada a
H& ainda mais uma propriedade que gostariamos de descrever. Ela se estética, ao que ¢ belo. Uma
N . . n construgao matematica deve
refere a simetria das linhas do triangulo. sor verdadeira e bela.

Observe a linha 4:

1 4 6

I

I
-

O numero 6 estd no meio e a linha é simétrica em relacao ao meio.

Observe agora a linha 5:

2580 CEDERJ
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Na linha 5, o meio esta entre os dois nimeros 10. A linha é simétrica

em relacao ao meio.

Podemos afirmar que:

Propriedade 4. As linhas do triangulo de Pascal sdo simétricas em

relacao ao meio.

Uma outra maneira de expressar esta simetria é dizer que dois niimeros
em uma linha sao iguais se a soma dos nimeros de suas colunas é n. Por
exemplo, na linha 5 a soma dos nimeros das colunas que sao iguais é sempre

igual a 5.

1 5 10 10 5/ 1 24325
1+4=5
| |—| | 0+5=5

Em termos de ntimeros binomiais, escrevemos esta propriedade da se-

guinte forma:

Sejam n e r inteiros, comn > 1 e 0 < r < n, entao

C(n,r)=C(n,n—r)

DEMONSTRACAO
Temos que
n!
RANTCED
enquanto que
n! n!

C(n,n—r)= (n—r)(n—(n—r)) - (n—nr)lr!t”

Portanto,
C(n,r)=C(n,n—r) .

Podemos, entao, afirmar que

r=p
C(n,r)=C(n,p) < { ou
r+p=mn

Quando r + p = n dizemos que os ntimeros binomiais C'(n,r) e C(n,p)

sao complementares.

CEDERJ |
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Propriedade 5

Descrevemos agora mais uma propriedade interessantissima do triangulo
de Pascal: quando somamos os ntimeros em uma mesma coluna, do inicio da
coluna até uma certa linha, obtemos o niimero na coluna seguinte e na linha

seguinte a ultima que entrou na soma.

Observe a figura:

Vamos agora escrever esta propriedade em termos de niimeros binomi-
ais. Se estamos somando os inteiros da coluna r, entao a soma comega pelo
numero 1, que estd na r-ésima linha (o inteiro C(r,r) = 1). A soma continua
entao na linha seguinte com o C'(r+1,r), indo até uma linha que escolhemos,
digamos a n-ésima linha com o inteiro C'(n,r).

O valor obtido com esta soma ¢é o inteiro da coluna seguinte e linha
seguinte a tltima, isto é, o valor da soma é C'(n+ 1,7 + 1).

Em termos de niimeros binomiais, podemos assim escrever esta propri-

edade como:

Propriedade 5.

Seja um inteiro r > 0. Entao para todo inteiro n > r,

Clr,r)+Cr+1,7)+ - +Cn,r)=C(n+1,7r+1).
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Demonstragao da propriedade 5

Vamos demonstrar a propriedade 5 pelo método de Inducao Matematica.

Apresentaremos esse método com mais detalhes no Mdédulo 3.
Devemos provar que:
(i) A propriedade é verdadeira para n = r.

(ii) Se a propriedade é verdadeira para n, entdao também é verdadeira para

n + 1, para qualquer inteiro n > r.

Vamos iniciar provando a afirmagao (i).
Fazendo n = r, temos que C(r,r) = C(r + 1,7+ 1) = 1. Logo, a
afirmacao é verdadeira para n = r.

Para a prova da segunda afirmagcao, vamos considerar um inteiro n > r

e tomar como hipdtese que:
Cr,m)+C(r+1,r)+..+C(n,r)=C(n+1,r+1).
Somando C(n + 1,r) aos dois lados da igualdade, temos que
C(r,r)+Cr+1,r)+..4C(n,r)+C(n+1,r)=C(n+1,r+1)+C(n+1,r).
Mas, pela férmula de Pascal,
Cln+1,r+1)+Cn+1,r)=C(n+2,r+1).
Substituindo na equacao acima, obtemos
Cir,m)+C(r+1,r)+..+4Cn,r)+Cn+1,r)=C(n+2,r+ 1),

o que garante que a propriedade ¢ verdadeira para n + 1. Isto completa a

demonstracao, por inducao, da propriedade 5.

O Triangulo de Pascal e a sequiéncia de Fibonacci

O triangulo de Pascal apresenta algumas caracteristicas que encantam
os matematicos. Em primeiro lugar, nele convivem em harmonia ntimeros
e formas geométricas. Ele é repleto de simetrias e é possivel construi-lo
usando uma maneira facil de se lembrar, como foi explicado no comentario
da propriedade 2. Veremos agora como este triangulo de niimeros se relaciona

com uma seqiiéncia muito famosa: a seqiiéncia de Fibonacci.




Tridngulo de Pascal

O triangulo de Pascal também esté relacionado com outra seqiiéncia
famosa, que é a dos numeros triangulares, mas nao a apresentaremos neste

texto.

Seqiiéncia de Fibonacci

Além de Leonardo da Vinci, a Itdlia deu ao mundo outro Leonardo,
este chamado Leonardo de Pisa (1180 - 1250), que é mais conhecido pelo seu
apelido: Fibonacci. Ele teve um papel importante no desenvolvimento da
Matematica. Foi Fibonacci que introduziu na Europa os algarismos arabicos.
Ele viveu na Algéria, a capital da Argélia, que fica na Africa, onde estudou

e aprendeu a matematica dos arabes.

Um dos problemas pelo qual ele é lembrado é o Problema dos Coelhos,

que ele formulou em seu Liber Abaci, de 1202:

“Suponha que o tempo de gestacao das coelhas seja de um meés e que
cada coelha fique prenha no inicio de cada meés, iniciando no seu primeiro
meés de vida. Suponha também que cada coelha gere sempre dois coelhinhos,
um macho e uma fémea. Quantos casais de coelhos vocé tera em 2 de janeiro
de 1203 se vocé comegou com um casal de recém-nascidos no dia primeiro de
janeiro de 120277

A resposta para este problema estd relacionada com uma seqiiéncia de

numeros que ficou conhecida como a sequéncia de Fibonacci.

O numero de casais de coelhos cresce da seguinte maneira:
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,...

Podemos construir a seqiiéncia de Fibonacci a partir das seguintes in-

formacoes: Se F;, denota o n-ésimo nuimero de Fibonacci, entao
Fl = 1, F2 = 1, e Fn+1 = Fn + anl

Os numeros de Fibonacci estao relacionados com o chamado retangulo
dureo que é conhecido desde a antiga Grécia. A idéia é a seguinte: comece

com dois quadrados de lados 1 e anexe um quadrado de lado 2:

Acrescente um quadrado de lado 3 e depois outro, de lado 5:

MODULO 1 -
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Mais uma rodada com mais dois quadrados, de lados 8 e 13:

Voceé pode continuar aumentando este retangulo usando para o compri-
mento dos lados dos novos quadrados exatamente os numeros de Fibonacci.

A seqiiéncia de Fibonacci aparece em varios fenomenos da natureza,
como veremos no exemplo seguinte:

Usando um compasso passamos a tracar semi-circunferéncias nos qua-
drados que agrupamos anteriormente, de forma a obter uma curva continua.

Esta curva é uma espiral:

“n
_/

Esta espiral aparece na natureza, no perfil do casco de um crustaceo

chamado nautilus marinho.

Se voceé gostou deste tema, ha muita informacao disponivel e vocé pode,
caso tenha tempo e disposicao, aprender muitas outras coisas interessantes.
Além de material disponivel na Internet (use um aplicativo de busca com
a palavra chave “Fibonacci”), vocé pode consultar livros, como “A Divina
Proporcao: Um Ensaio sobre a Beleza na Matematica”, de H. E. Huntley, foi
editado em 1985 pela Editora Universidade de Brasilia.
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Relagao com o tridngulo de Pascal

Agora que vocé ja tem alguma intimidade com os ntiimeros de Fibonacci,

veja como eles se relacionam com o triangulo de Pascal.

As somas dos nimeros dispostos nas diagonais do triangulo de Pascal

formam, precisamente, a seqiiéncia de Fibonacci, como vocé pode ver no

i

seguinte diagrama:

1520 15 6 1
7 21 35 35 217 1

Este fato foi notado pelo proprio Fibonacci quando estudava o triangulo
de Pascal, que era conhecido como o triangulo chinés. Isto pela simples razao

de ter Pascal nascido algo como 400 anos depois de Fibonacci!

Resumo

Nesta aula descrevemos o triangulo de Pascal e estudamos algumas
de suas propriedades. Cada uma destas propriedades foram observadas no
triangulo e demostradas utilizando propriedades conhecidas dos nimeros bi-
nomiais C'(n, r).

Hé& ainda outras propriedades interessantissimas do triangulo de Pascal.
Uma delas, que sera vista na préxima aula, é sua relacao com os coeficientes

da expansao (r + y)".
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Exercicios

1.

Construa, sem usar uma férmula para C(n,r), um triangulo de Pascal
com 10 linhas. Verifique, para este triangulo, todas as propriedades

estudadas nesta aula.

. Determine x para que se tenha:

(a) C(12,2) = C(12,7)
(b) C(14,z —2) = C(14,2x + 1)
(c) C(18,6) = C(18,4x — 1)

. Determine n tal que C(n,1) + C(n,2) + C(n,3) + C(n,4) + C(n,5) +

C(n,6) =63
Qual é a resposta do Problema dos Coelhos?

Um jardineiro planta um arbusto e notou que nasce um broto de um
galho a cada meés, sendo que um broto leva dois meses para produzir

seu primeiro broto.

Calcule o nimero de galhos do arbusto apds 7 meses.
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Teorema binomial

Objetivos
Relacionar os coeficientes da expansao de (x+1y)"™ com as linhas do triangulo
de Pascal.

Enunciar e provar o teorema binomial.

Uma soma algébrica de duas parcelas envolvendo simbolos distintos,
como z + ¥y, é chamada binomio. Também sao exemplos de binémios a + 3bc,
x—yex®— 22

O teorema binomial fornece uma férmula para a poténcia de um binoémio,
isto é, uma férmula que permite calcular diretamente uma expressao do tipo

(x 4+ y)™, onde n é um inteiro positivo.

Vamos comecgar com algumas poténcias de x + y.

P -1
)= x+ty
)= 2 2wy 4y
r+y)? = 234 32%y + 3zy* + o3
)t o= 2t +4ady + 627y + Aoy + yt
® = 2%+ 5xty + 1023y? + 102%y3 + Syt + o

Vamos agora construir uma tabela em forma de triangulo formada pelos
coeficientes das expansoes de (x + y)", colocando na linha n os coeficientes

do polinomio (z + y)".

coeficientes de (z + y)™

3 1
6 4 1
10 10 5 1

U = W NN —= O B

e e
T = W N =
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O triangulo formado é, pelo menos até a linha 5, exatamente igual ao

triangulo de Pascal (veja a Aula 12).

No que se segue, provaremos que o triangulo formado pelos coeficientes

de (x 4 y)™ é exatamente o tridngulo de Pascal.

Isto quer dizer que os coeficientes de (z+y)™ sao os inteiros que formam

a linha n do triangulo de Pascal, que s@o os niimeros binomiais C'(n, r).

Em resumo, provaremos o

Teorema Binomial. Seja n um inteiro positivo. Entao

(x+y)" =C(n,0)z" + C(n, 1)95"’13/ + C(n, 2)x”’2y +--+C(n,n)y"

E muito comum, quando se estuda o teorema binomial, utilizar a notagao
(’;), ao invés de C'(n, j). Utilizando esta notacao, o teorema binomial pode

ser escrito como

n __ n n n n—1 n n—yj,.J n n—1 n n
(z+y)" = o o I FA V5 S o N FU S T S zy" T+ |y
0 1 7 n—1 n

Exemplo 71

Usando o teorema binomial para n = 5, obtemos:

(r +y)° = C(5,0)2° + C(5, 1)xty + C(5,2)x3y* + C(5, 3)x?y?
+C(5,4)z'y* + C(5,5)y°
= 25 + 5ty + 1023y? + 102y + Szy? + ¢/°

Veremos, ainda nesta aula, mais alguns exemplos envolvendo o teorema
binomial. Mas antes, devemos provar este teorema.
Prova do teorema binomial

Observe a expansao

(a+0b)(c+d) =ac+ad+ bc+bd .

O produto acima é uma soma de 4 termos: ac, ad, bc e bd. Cada termo
¢é o produto de 2 variaveis, uma em cada parénteses. Por exemplo, o termo ac

é o produto de a, que estd no parénteses (a+b), por ¢, que estd no parénteses

(c+d).
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Observe agora:

(a+b)(c+d)(e+ f) = (a+Db)(ce+cf +de+df)
= ace + acf + ade + adf + bce + bef + bde + bdf .

A expansao de (a + b)(c + d)(e + f) é uma soma de 8 termos, sendo

cada termo um produto de 3 variaveis, uma em cada parénteses.

Quantos termos tera a expansao de
(a+b)(c+d)e+ flg+h)?

Esta expansao é uma soma em que cada termo é produto de 4 varidveis,
uma em cada parénteses. Como em cada parénteses ha 2 possibilidades de

escolha, temos, pelo principio multiplicativo,
2x2x2x2=2"=16

maneiras de formar produtos de 4 variaveis, uma em cada parénteses.

Portanto, a expansao de (a+b)(c+d)(e+ f)(g+h) é composta de uma

soma de 16 termos.

Analogamente, a expansao de
(@a+b)((c+d)(e+ f)lg+h)(i+j)

¢ uma soma de 2° = 32 termos. Cada termo ¢é o produto de 5 varidveis, uma

em cada parénteses. Note que os 32 termos sao distintos.

Agora, o que acontece com a expansao de
(z+y)°=@+y)(@r+y)(z+y)(z+y)(r+y)?

Neste caso, também temos que a expansao ¢ formada pela soma de 32
termos, cada um formado pelo produto de 5 varidveis, uma tomada em cada
paréenteses.

Por exemplo, um termo é xyxzy = x3y>. E o termo formado pelo

produto das variaveis marcadas abaixo:
(z+y) = (@ +y)(r+y)(@+y)@+y)(z+y) .

A diferenca aqui é que wdrios destes termos sao iguais e podem ser

agrupados.
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Por exemplo, os termos
TTYTT YTrTr TYTTT TTTYT TTTTY

sao todos iguais a zty.

Da mesma forma, todos os termos que tém 3 variaveis x e 2 variaveis
y (tais como zxyry), sdo iguais a x3y?. Mas quantos destes termos existem
na expansao de (x + y)5?

Este ¢ um problema de contagem, e para resolvé-lo usaremos as com-

binagoes, estudadas nas Aulas 10 e 11.

Para formarmos um termo igual a 23y?, temos 5 posicoes

e temos de escolher 2 posigoes para a variavel y. As 3 posigoes restantes serao
preenchidas com a variavel z. Como a ordem da escolha nao é importante,

trata-se de um problema de combinagao.

Ha
5! 5! 120

2A(5—-2)1 231 26

maneiras de escolher as 2 posicoes para a variavel y. Resulta que ha 10

10

0(5,2) =

termos iguais a 2%y* na expansao de (z +y)°.

Fazendo o mesmo para todos os 32 termos da expansao de (z + y)°,

podemos dividi-los da seguinte forma:

Termo possui quantos existem
2oy’ =2° 5 varidveis z e 0 varidveis y  C'(5,0) = 1
iyl = 2ty 4 varidveis z e 1 varidvel y  C(5,1) =5
x3y? 3 varidveis x e 2 varidveis y C(5,2) = 10
x?y3 2 varidveis r e 3 varidveis y C(5,3) = 10
rlyt = 2yt 1 varidvel z e 4 varidveisy  C(5,4) =5
200 0 variaveis = e 5 varidveis y C(5,5) =1

Resulta que a expansao de (z + y)° é
(x4 1y)° = 2° 4 ba'y + 1023y + 1022y + 5y +4/°.

Vamos agora generalizar o raciocinio acima. De maneira mais geral, a

expansao de

(x+y)"=(+y)(r+y)...(x+y) (n fatores)
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é a soma de 2" termos, cada termo formado pelo produto de z’s e y’s,

tomando-se um em cada parénteses.

Cada termo ¢ da forma z'y’, onde i+j = n (o grau total de cada termo

é n), pois cada termo é o produto de n varidveis = ou y.

Como cada termo é da forma z'y/, com i +j = n (= i = n — j),

podemos entao escrever cada termo como z" 7y7.

O coeficiente de "7y’ é o nimero de maneiras de escolher j posigoes
para por j variaveis y dentro de m posicoes possiveis. Como a ordem da
escolha nao é importante, entao é um problema de combinacao e o nimero

de maneiras de fazermos esta escolha é C'(n, j).

Disto resulta que o coeficiente de 2" 7y’ em (x +y)" é C(n,j) e que a

férmula geral para a expansao de (z + y)" é

(x+y)" =Cn,0)2" +C(n, )"y + -+
C(naj):En_jyj +e + C(na n— 1>xyn—1 + C(n? n)yn )

como haviamos afirmado.

Exemplo 72
Determine a expansao de (z + 2)°.
(r+2)5 =C(5,0)z° + C(5,1)z*2' + C(5,2)2%2% + C(5, 3) 2?23
+C(5,4)x'2' + C(5,5)2°
=1.2°+ 522+ 10234+ 10.22.8 + 5.2.16 + 32
= 2° + 102" + 4023 + 8022 + 80z + 32.

Exemplo 73
Determine (a — 1)%.
(a—1)*=C(4,0)a* + C(4,1)a>.(=1)' + C(4,2)a>.(—1)?

+C'(4, 3)a1.(—1)3 + C(4, 4)(—1)4
=a*—4a®>+6a%2—4a+1.

Note que, no exemplo anterior, podemos tratar o caso (r — y)" como

(z + (=y))". Mas,

(1) =

1 se jépar
—1 se j éimpar;

125

| MODULO 1 -

AULA 13

CEDERJ



MO

CEDERJ

Teorema binomial

portanto,

, ' se mépar
—y)t=(=1)"y = :
(=) (=1"y { —y? se n ¢éimpar.
Resulta que
(.TJ - y)n =z" - C(TL, 1)xn71y + C(na 2)1.”72y2 -

(sinais alternados).

Exemplo 74

Determine a soma dos coeficientes do desenvolvimento de (x + 2)°.
Vimos, no Exemplo 72, que (z+2)% = 2° 4102 +4023 +802% +80x +32.

Observe que a soma dos coeficientes é a soma das parcelas, tomando-se
x = 1. Isto é, a soma é 1410440+ 80+ 80+ 32. Ora, podemos, entao, obter
a soma procurada, fazendo x = 1 no binomio de Newton (x + 2)°. Assim, a
resposta é (1 +2)° = 3% = 243.

Resumo

Nesta aula estudamos o teorema binomial, que fornece os coeficientes

da expansao de (z + y)".

Exercicios

1. Escreva um triangulo de Pascal até a linha 10. Use este triangulo para

escrever a expansao de
(a) (z+y)".
(b) (z+y)™.
(c) (y+3)"

2. Substituindo y por (—1) na questao anterior, escreva a expansao de
(z —1)5.

3. Substituindo z por (—1) na expansao de (z + 1)® prove que

C(6,0) — C(6,1) + C(6,2) — C(6,3) + C(6,4) — C(6,5) + C(6,6) = 0




Teorema binomial

10.

11.

MODULO 1 -
Generalize o resultado da questao 3.
Mostre que a expansao de (z + y)'° pode ser escrita como a soma de
1w,
ﬁm Yy,
onde a + b = 10.
Obtenha a igualdade
C(n,0)+C(n,1)+C(n,2) +---+C(n,n) =2",

provada na aula 10, a partir do teorema binomial.
Determine a soma dos coeficientes do desenvolvimento de cada bindémio
de Newton abaixo:
a) (2z +y)°

1'2 4
b) (7 -
c) (3x —5)7
d) (a—1)4
Determine m sabendo que a soma dos coeficientes no desenvolvimento
de (2x 4 3y)™ é 625.
Desenvolva
a) (z+ %)5

T 4\5
b) (5 - :2)
Calcule (2 + v/2)%.
Quantos termos existem no desenvolvimento de (z°41)%? Qual o termo
em 297
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Apéndice: A notacao de Somatodrio

Uma notacao muito usada para indicar uma soma é o somatdrio, sim-

bolizado pela letra grega sigma (em maiisculo):

2.

Geralmente, usamos uma variavel para indicar os limites da soma e

quais os termos que estao sendo somados, como em

E oi=a'fatFad 4t b
i=1
Esta expressao se le: “somatorio de x elevado a 7, com ¢ variando de 1

a 5”7. Outro exemplo:

3
Y =142 4P =1+4+9=14

i=1

que é o somatério de 7 ao quadrado, com ¢ variando de 1 a 3.

A notacao de somatério permite escrever de maneira mais compacta
uma expressao que envolve a soma. Isto torna bem mais legiveis expressoes
que envolvem varias somas.

Por exemplo, usando esta notacao, podemos escrever o teorema bino-

mial na forma

(x +y)" Zan”J

Esta é a mesma férmula de antes, apenas escrita de uma maneira um
pouco mais compacta.
A expressao C(n,j)x" 7y’ representa o termo geral da expansao do

binémio de Newton (x + y)".

Exemplo 75

Determine o termo em z* no desenvolvimento de (z + 2)".

Sabemos que o termo geral desse desenvolvimento é dado por C'(n, j)z" 7y,
onde n = 7,y = 2. Queremos que o expoente de x seja 4, isto é, n — j = 4,
ou seja, j =n —4 =7—4 = 3. Substituindo na expressao do termo geral,

temos: C(7,3)z".2% = & 8z* = 280"




Teorema binomial

Exercicios

1. Determine o valor de :

4

(a) > (i—1)%

=1

2. Determine o coeficiente de % em (2z + 1)8.

3. Calcule o termo independente de z (isto é, o termo em 2") no desen-

volvimento de cada bindmio de Newton abaixo:

a) (& —va)".
b) (3z + %)6.

10
4. Calcule ,16020< h )310_’“2’“.

p

5. Determine m tal que > 7" ( " ) 2P = 729.

MODULO 1 -
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Solucoes de exercicios selecionados

Aula 5
Exercicio 1.
a) 10 b) 14 c) 16

Exercicio 2.

a)10  b)25 <) 10

Exercicio 3.

a) 65 b) 70 c) 75

Exercicio 4.

a) 10 b) 12 c) 18

Exercicio 5.

a) 40 b) 35 c) 65

Exercicio 6.

a) 95 b) 35 c) 65 d) 15 e) 70
Exercicio 7.

a)10  Db)18 )73 d)47

Aula 6

Exercicio 1. HA 5 respostas possiveis para a primeira pergunta, outras 5
respostas para a segunda pergunta e assim por diante. Usando o Principio

Multiplicativo obtemos
5x5x5x5x5x5=5=15625
resultados possiveis.

Exercicio 2. Para a escolha do primeiro nimero temos 100 possibilidades.
Para a escolha do segundo nimero temos 99 possibilidades. Para o terceiro

restam 98 escolhas e assim por diante. Para sabermos a resposta do exercicio
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usamos o Principio Multiplicativo:
100 x 99 x 98 x 97 x 96 = 9034 502 400.

Isto é, nove bilhoes, trinta e quatro milhoes, quinhentas e duas mil e quatro-

centas cartelas...

Exercicio 3. Usando o Principio Multiplicativo vocé devera obter a resposta
50.

Exercicio 4. Para saber quantos resultados possiveis existem, basta usar o
Principio Multiplicativo — quatro tarefas com dois possiveis resultados em
cada uma delas:

2x2x2x2=2"=16.

Fazendo um diagrama destas dezesseis possibilidades voceé deverd en-

contrar seis resultados com exatamente duas caras e duas coroas: KKCC,

KCKC, KCCK, CCKK, CKCK, CKKC.
Exercicio 5. A resposta é 210.

Exercicio 6. Usando o Principio Multiplicativo descobrimos que hé uma lista
com 10° niimeros, uma vez que dispomos de 10 digitos (0,1,2,3,4,5,6,7,8
e 9) para preencher cada uma das cinco posigdes. No entanto, a resposta do
problema é

10° — 1 = 99999

pois entre os 10° ntimeros estamos considerando também o 00000, que deve-

mos excluir.

Fxercicio 7. Note que cada central pode ter 10* = 10000 telefones, pois
podemos preencher os quatro tltimos campos (2455____) e cada campo pode

ser preenchido de dez diferentes maneiras.

Agora, o nimero de centrais. Podemos ter 9 x 10 x 10 x 10 = 9000

centrais. Isto porque o primeiro digito da central nao pode ser 0.
Exercicio 8. A resposta é 175760 000.

Exercicio 9. Supondo que estarei usando sempre o mesmo par de sapatos, um
de meus cinco pares de meias, uma das minhas trés calgas, uma de minhas

seis camisas e que posso usar ou nao o meu chapéu, a resposta é

1 x5x3x6x2=180
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diferentes maneiras de me apresentar ao mundo.
Exercicio 10. A resposta é 203 = 8 000.

Exercicio 11. A resposta ¢ 10* — 10 = 9990 pois devemos subtrair os dez
cédigos 0000, 1111, ...,9999.

Exercicio 12. Aqui é preciso ter cuidado. Caso a primeira marca seja esco-
lhida, ha 3 x 5 = 15 possibilidades. Caso a segunda marca seja escolhida,
ha

15+ 40 = 55

diferentes maneiras de escolher o carro.

De quantas maneiras ela poderia fazer isto, caso a pessoa estivesse
escolhendo dois carros, um de cada marca.

Exercicio 13. Este é um exercicio bonito. Seguindo a sugestao, vamos comecar
escolhendo um dos jogos para marcar o duplo. (Podemos fazer isto de 13
maneiras diferentes.) Agora, temos 3 diferentes maneiras para marcar um

duplo:

XX X X XX

A primeira etapa de nossa tarefa, portanto, pode ser feita de 13x 3 = 39

diferentes maneiras.

Agora temos mais 12 etapas de marcagao com 3 possiveis escolhas em
cada uma delas. Usando o Principio Multiplicativo, a resposta do problema
é

13 x 3 x 3" = 20726 199.
Para ter certeza que vocé entendeu a solucao, explique por que ha

6 908 733 diferentes maneiras de preencher a cartela se, em vez de marcar um

duplo, o jogador marcar um triplo:

XXX
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Aula 7

Exercicio 9 a . Quaisquer duas cidades estao ligadas por um tnico caminho.
Portanto, o vendedor ambulante tem seis opc¢oes para escolher de qual cidade
partira, seguido de cinco opcoes para a escolha da proxima cidade, quatro

para a terceira e assim por diante. A resposta deste item é:

6l =6 x5 x4x3x2x1="720.

Exercicio 9 b. A idéia é a mesma, mas a primeira escolha ja estd feita. A
resposta é 5! = 120.

Exercicio 9 c¢. Neste caso o vendedor ambulante passard por cada cidade
duas vezes. Portanto, usaremos o Principio Multiplicativo com doze etapas.
As seis primeiras etapas sao idénticas as seis etapas do item a. Apds ter
cumprido a sexta etapa o vendedor estarda em uma determinada cidade e
tera, portanto, cinco escolhas para cumprir a sétima etapa. Uma vez que ele
tenha feito isto, ele segue para a oitava etapa com, novamente, cinco opgoes,
uma vez que a cidade que ele visitou na sexta etapa estd no rol das cidades
a visitar. Prosseguindo assim ele tera quatro escolhas para cumprir a nona

etapa, trés para a décima, e assim por diante, até a tltima etapa:

Etapas 12122132142 | 52| 62| 72| 8|92 | 102 | 112 | 12¢
Escolhas | 6 | 5 |4 |3 2| 1|5 |5 4 3 2 1

A resposta é 6! x 5 x 5! =432 000.

Aula 8

Exercicio 5 a. A(8,2) = 8 x 7 = 56.

Exercicio 5 b. Usando o item anterior sabemos que ha 56 diferentes possi-
veis resultados para cada pareo. Usando o Principio Multiplicativo obtemos

a resposta deste item: 562 = 3 136.

Exercicio 7. A banda ficaria realmente surpresa ao saber que ha A(15,10) =
10897 286 400 diferentes maneiras de gravar o CD.

Exercicio 8. Veja o exemplo 49. A companhia A tem A(6,2) = 30 rotas e a
companhia B tem A(4,2) = 12 rotas.
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Para ligar os dois paises sao necessarias duas novas rotas ligando uma
cidade de um dos paises a outra cidade no outro pais. Isto da um total de
30 + 2 + 12 = 44 rotas.

Aula 9

Exercicio 1. A resposta é 90 720.
Exercicio 2. A ordem é importante. A resposta é 720.
Exercicio 3 a. O mesmo que o exercicio anterior.

Exercicio 3 b. Vamos usar o Principio Multiplicativo. Para a primeira parte

do teste temos A(6,3) diferentes maneiras e A(8,2) para a segunda parte.

A solugao é A(6,3) x A(8,2) =6 x5 x4 x8xT7=6720.
Exercicio 3 c¢. A solucao é similar ao item anterior. A resposta é 11 670.

Exercicio 3 d. HA um total de 6+8+7 = 21 questoes. A resposta é A(21,5) =
21 x 20 x 19 x 18 x 17 = 2441 880.

Exercicio 4 a. Usando o Principio Multiplicativo: 2 x 1 x 4! = 48 diferentes

maneiras de cumprir as tarefas.

Exercicio 4 ¢. Como antes. A resposta é¢: 2 x A(4,2) x 1 x A(2,2) =2x12x
1 x2=48.

Exercicio 5. Vamos dividir o problema em etapas e usar o Principio Multi-

plicativo.

De quantas maneiras a banda pode escolher a ordem em que visitarao
os cinco paises? Este é um problema de permutagao simples e a resposta é
5! =120.

Suponha agora que a banda tenha feito sua escolha da ordem em que
visitarao os paises. Em cada um deles, eles visitarao 4 cidades. Portanto, em
cada pais, eles podem organizar sua turné de 4! = 24 maneiras diferentes.
Logo, a cada uma das 120 escolhas da ordem dos paises ela tera 24 x 24 x
24 x 24 x 24 = 24° = 7962 624 maneiras de escolher a seqiiéncia das cidades.

Assim, a resposta do problema é 120 x 7962 624 = 955 514 880 maneiras

de escolher o itinerario.
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Exercicio 6 a. Veja exemplo 54. O problema é equivalente a saber de quan-
tas maneiras podemos arranjar cinco letras L e seis letras S. A resposta é:

permutacoes de 5 4+ 6 = 11 letras com 5 e 6 repeticoes. Isto da

P(11)
5!6!

= 426.

Exercicio 6 b. O problema agora divide-se em duas etapas: de casa até a
banca de jornal e da banca de jornal até o trabalho. O numero de caminhos
em cada etapa ¢é calculado como no item anterior. Depois, usamos o Principio

Multiplicativo. A resposta é:

| |
i><i:20><10:200.
2131 313!

Exercicio 8. Primeiro calculamos o nimero de permutacoes lineares que

comecam com um homem: 5 X 5 x4 x4 x 3 x 3 x 2x2=14400.

Da mesma forma, ha 14400 permutacoes lineares que comecam com

uma mulher.

H4, portanto, um total de 28 800 permutacoes lineares. Como ha uma
permutacao circular para cada 10 permutacoes lineares, a resposta do exerci-
cio ¢é 2 880.

Exercicio 9. Vamos considerar a questao de acomodar seis pessoas (o anfitrido
e seus cinco convidados) em torno de uma mesa considerando que duas delas

nao poderao sentar-se uma ao lado da outra.

Usaremos a seguinte estratégia:

e Primeiro calcularemos de quantas maneiras podemos dispor as pessoas
em torno da mesa sem fazer qualquer restricao do tipo alguém nao pode

sentar- se ao lado de outro alguém.

e Agora calculamos o niimero de maneiras que podemos dispor as pessoas
em torno da mesa mas com a condicao que duas delas estarao sempre

uma ao lado da outra.

e A resposta do nosso problema sera o primeiro niimero menos o segundo.

Para saber de quantas maneiras podemos dispor seis pessoas em torno

de uma mesa usamos permutacgoes ciclicas de seis elementos e obtemos
(6 —1)! = 120.
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Agora consideramos duas das seis pessoas como sendo apenas uma e
obtemos o niimero de permutagoes circulares de cinco elementos: (5 — 1)! =
24. Mas devemos observar que para cada uma dessas permutacoes, as pessoas
que estao sentadas uma ao lado da outra podem alternar suas posigoes. Isto
é, ha 48 diferentes maneiras de dispor seis pessoas em torno de uma mesa

considerando que duas delas estarao, sempre, uma ao lado da outra.

A resposta do nosso problema é, portanto, 120 — 48 = 72.

Exercicio 10. O motor tem 5! = 120 ordens de explosao possiveis. Isto é o

numero de permutagoes circulares de seis elementos.

Aula 10

Exercicio 6. Veja, a nota do aluno independe da ordem em que ele apresenta
as questoes. Portanto, a solugao do problema é
6! 6 x5

= 15.

Exercicio 7. Aqui a ordem é importante. Por exemplo, o ntimero 245 é dife-
rente do numero 254. Este é um problema simples de arranjo de 5 elementos

tomados 3 a 3. A resposta é

5!
A(5,3) = = =5 x 4 x 3 = 60.
2l

Exercicio 8. Aqui a ordem nao importa. Ha 66 escolhas possiveis.

Exercicio 9. Este problema é semelhante ao exemplo 64. As respostas sao:

(a) 1; (b) 10; (c) 5.
Exercicio 10. Veja o exemplo 63. A resposta é 210.

Exercicio 11. Novamente, o procedimento é o mesmo. Usa-se o Principio
Multiplicativo com 3 etapas: 2 violinistas de um conjunto de 6, 1 violista
de um conjunto de 5 e 1 violoncelista de um conjunto de 4. O nimero de

maneiras que o quarteto pode ser formado é

C(6,2) x 5 x 4 = 300.
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Aula 11

Exercicio 1. Veja que o total de maneiras de retirar 4 bolas em 10, sem levar

em conta as diferentes cores, é C'(10,4) = 210.
a) H4 seis bolas brancas. A resposta é C'(6,4) = 15.

b) Usamos o Principio Multiplicativo: Primeiro, sabemos que hé C'(6,2) = 15
diferentes maneiras de tirar 2 bolas brancas de um conjunto de 6. Analoga-
mente, hd C'(4,2) = 6 maneiras de retirar 2 bolas azuis de um conjunto de 4.

Portanto, ha 15 x 6 = 90 maneiras de retirar 2 bolas brancas e 2 bolas azuis.

¢) Primeiro, sabemos que ha C(6,3) = 20 diferentes maneiras de retirar 3
bolas brancas de um conjunto de 6. Como ha 4 bolas azuis, a solugao é: ha

20 x 4 = 80 diferentes maneiras de retirar 3 bolas brancas e 1 azul.
d) H& uma tunica maneira de retirar 4 bolas azuis.

Finalmente, observe que ha 6 x C'(4, 3) = 6 x4 = 24 diferentes maneiras

de retirar 1 bola branca e 3 bolas azuis.

A soma deste resultados parciais totalizam as 210 maneiras de retirar
4 bolas em 10: 15490 4+ 80 + 1 4 24 = 210.

Exercicio 2. A resposta do item (a) é C'(10,6) = 210. O item (b) tem resposta
C(5,3) x C(5,3) = 10 x 10 = 100.

Exercicio 3. A resposta é C'(10,5) x C(7,4) x C(5,2) = 252x35x 10 = 88 200.

Exercicio 4. Podemos indicar o deslocamento do onibus usando duas letras:
N e L, imaginando que os pontos estao dispostos em um mapa que tem o
Norte no alto da folha. Dessa forma, o ponto A estd a sudeste do ponto B. O
onibus devera deslocar-se duas quadras para o norte e quatro quadras para

o leste.

Os possiveis caminhos podem ser indicados usando uma seqiiéncia de
6 letras: duas letras N e quatro letras L. Vocé ja resolveu problemas deste
tipo antes. Agora faremos o seguinte. Devemos escolher 2 posi¢oes para as
2 letras N em 6 posicoes possiveis, uma vez que as outras 4 posigoes serao

preenchidas com letras L. A resposta é C(6,2) = 15.
/—,7 | : |
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el s N

Exercicio 6. A resposta do problema é 28.

Exercicio 7. A resposta do problema também é 28.

Exercicio 8. Vamos usar o Principio Multiplicativo. A primeira etapa consiste
em calcular o niimero de subconjuntos com 4 elementos do conjunto original,

com 12 elementos. Isto pode ser feito de C'(12,4) = 495 maneiras.

A segunda etapa consiste em encontrar quantos subconjuntos de 4 ele-
mentos tem o complementar do conjunto escolhido na primeira etapa. Isto é
C'(8,4) = 70.

Vamos para a terceira etapa. Ja escolhemos dois subconjuntos de 4 ele-
mentos, ambos disjuntos. Restam, portanto, 4 elementos. Temos de escolher
mais um subconjunto, agora com 2 elementos. Seu complementar também
terd 2 elementos. Isto pode ser feito de C'(4,2) = 6 maneiras. O conjunto
original serd igual a uniao disjunta destes quatro subconjuntos: um obtido

na primeira etapa, outro na segunda e mais dois na terceira.

A resposta do problema é 495 x 70 x 6 = 207 900.

Exercicio 9. Use a mesma tatica que foi usada no exercicio anterior para

encontrar a resposta 126 x 6 = 756.
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