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Desenvolvendo o
pensamento geométrico

Meta da aula

Apresentar o modelo de van Hiele
sobre o desenvolvimento
do pensamento geométrico.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

® Reconhecer a importancia do estudo da
Geometria, motivando-se para a sua
aprendizagem.

Pré-requisitos

Para que vocé encontre maior facilidade na
compreensao desta aula, é importante os
conceitos de:

— Cubo e cilindro.

— Vista (frontal, lateral, superior)

de um objeto.

— Planificacao de solidos.

— Elementos (arestas, faces e vértices)
de solidos.

— Propriedades de poligonos.

—Teoria Piagetiana.
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INTRODUCAO

Nas décadas de 1960
e 1970, o movimento
da MATeEmATICA
MoDERNA

influenciou o ensino
de Matemitica na
maioria dos paises
ocidentais. Caracteri-
zou-se por enfatizar
exageradamente o
rigor e o simbolismo
proprios da teoria dos
conjuntos, priorizar

o ensino de Algebra,
em detrimento do
ensino de Geometria,
desprezar o signifi-
cado das situagoes
pela pouca atencio as
aplicag¢des cotidianas
e privilegiar um rigor
além das necessidades
e capacidades dos
alunos.

O MUNDO VISUAL é
resultado de um pro-
cesso lento, que cria
um mundo de objetos,
semelhantes ou dife-
rentes, interdependen-
tes e significativos.
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Vocé estudou Geometria no Ensino Fundamental, no Médio e no Superior? E pos-
sivel que muito pouco ou nada. Lembra-se de que os conteldos geométricos sem-
pre ficavam no final dos livros didaticos? Esse fato ndo era desproposital! A razao
desse descaso com o ensino de Geometria surgiu com a MATEMATICA IMIODERNA.
Felizmente, a situacdo atual do ensino de Geometria é diferente e muitos cur-
sos, escolas, universidades etc. ja desenvolvem um trabalho mais atencioso com
esse ramo da Matemadtica, tdo importante e fundamental ao conhecimento
humano. A Geometria surgiu como ciéncia empirica, isto é, para resolver pro-
blemas praticos. Nessa perspectiva, podemos pensar que o ser humano comeca
a aprender Geometria pelo simples fato de ver, sentir e se mover no espaco.
A medida que crescem, as criancas comecam a perceber caracterfsticas dos objetos
desse MUNDO visuAL, tais como: forma, tamanho, posicdo, movimento, ordem e cres-
cimento. Como professores de Matematica, temos de proporcionar aos nossos
alunos varias experiéncias que possam aumentar a compreensdo do espaco
gue os cerca. Assim, as atividades propostas devem, dentre outros objetivos:

e ressaltar o aspecto formativo da Geometria;

e explorar a visdo espacial;

e desenvolver e valorizar o aspecto dedutivo da disciplina;

e possibilitar diferentes caminhos para resolucao de situacdes-problema.

Além disso, tais atividades devem guardar estreita relagdo com a vivéncia dos
alunos, construindo conceitos utilizados no dia-a-dia, o que geralmente ndo tem
acontecido nas escolas. Ao contrario, nossos alunos véem a Geometria como um

punhado de férmulas arbitrarias que se aplicam a situacdes mirabolantes.

Ainclusao de problemas planejados, estruturados de acordo com o objeti-
vo que se pretende e adequados ao desenvolvimento cognitivo do aluno,
permite flexibilizacdo do pensamento e utilizacdo de variadas técnicas de
resolucao, devidamente fundamentadas. Assim, ndo estaremos reduzindo
o ensino da Geometria a mera repeticdo e aplicacdo de férmulas.



E por meio de um ensino voltado para situacdes experimentais e
problemas desafiadores que podemos saber como a crianca vai estruturando
seu pensamento. A possibilidade de constituir conceitos permite
estruturacdes cada vez mais complexas do pensamento geométrico.
A cada novo problema, o pensamento se estrutura e se reestrutura para
dar conta das restricdes e peculiaridades da realidade que nele subjazem.
As solucoes peculiares de cada estudante, para problemas propostos, nos
dao elementos para analisar os conceitos que estdo sendo construidos.
Para isso, o educador devera procurar problemas de enunciado simples, mas que
contenham algo diferente ou solucdo nova, varias solucdes ou, ainda, que nao
possua solucdo. As vezes, o mais importante em um problema nao é ele em si,

mas o raciocinio, a andlise e as técnicas necessarias para sua resolucao.

E preciso que o aluno observe, manipule, formule perguntas, hipoteses, relacione con-
ceitos ja aprendidos com os que vao surgindo, para chegar a conclusdes vélidas, desen-
volvendo também a sua auto-estima, autoconfianga e autocritica. Cabe ao professor
criar oportunidades para que isso acontega.

Porém, o trabalho com a Geometria, explorando o espaco no qual a crianca vive
(sua casa, sala de aula etc.), seja através de problemas ou, até mesmo, utilizando
recursos como pantégrafo, calculadora, computador, de nada adiantard, se
nao houver preocupagao dos educadores com as mudangas necessarias no
curriculo de Matematica.

Viver a Geometria na escola pode ser uma experiéncia feliz, se seu processo de ensi-
no-aprendizagem for também fundamentado em atividades ltdicas e construtivas.
A construcao de conceitos, a deducao de propriedades e a resolucdo de problemas
geométricos oferecem grandes possibilidades de experimentacdo com MATERIAIS
pIDATICOS adequados, como veremos ao longo do curso de nossa disciplina.
Pensamos que o ensino de Geometria deve iniciar-se pela visualizacdo, pelo
desenho e pela manipulacdo, permitindo familiarizar o aluno com um mundo de
formas, figuras e movimentos sobre o qual se deve desenvolver, naturalmente,
ao longo do processo, o formalismo e a simbologia especifica.

Elaborar aulas de Geometria através de recursos variados constitui
importante base na aquisicdo de conceitos e suas relagdes; se
desenvolvido de acordo com o nivel intelectual do aluno, possibilita
ensino construtivo. Assim, além de realizar cada atividade proposta,
consideramos imprescindivel que vocé va construindo cada material
sugerido e, desta forma, ao final desta disciplina, terd montado o seu
LABORATORIO PESSOAL DE GEOMETRIA.

MATERIAIS DIDATICOS S30
todos aqueles objetos ou
meios de comunicagio
que podem ajudar a
descobrir, entender ou
construir conceitos nas
diversas fases da apren-
dizagem escolar.

Num LABORATORIO, OS
materiais podem ser
classificados de mui-
tas maneiras, ou seja:
materiais dedicados “a
comunicag¢ao audio-
visual (retroprojetor,
videos etc.), materiais
para desenho (pant6-
grafo, compasso etc.),
materiais de leitura
(livros, jornais etc.),
materiais para fazer
medidas diretas ou
indiretas (réguas gra-
duadas, metro qua-
drado, metro ctibico,
escalimetros etc.),
materiais que sao
modelos (poliedros,
poligonos, mosaicos
etc.) e outros.
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Segundo PIAGET, as
criangas passam
por estagios estaveis
(em faixas etarias
determinadas) de
estruturacao do
pensamento: 0
sensorio-motor, o
pré-operacional, o das
operagdes concretas
e o das operagdes
formais.

Dina van HieLe Gelgof
e seu marido Pierre
Marie van Hiele estu-
daram, na Holanda,
o nivel de maturidade
geométrica de seus
alunos.
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Juntamente com a idéia de valorizar caracteristicas visuais e experimen-
tais, nesta primeira aula também vamos estudar um pouco do modelo de

van Hiele, sobre o desenvolvimento do pensamento geométrico.

DESENVOLVIMENTO DO PENSAMENTO GEOMETRICO,
SEGUNDO VAN HIELE

Durante décadas, a teoria de PiaGeT influenciou o curriculo
escolar. No inicio dos anos 1980, um casal de holandeses (os van HIeLE),
considerando as dificuldades de seus alunos de Nivel Médio em aprender
Geometria, propds um modelo para organizar o ensino de Geometria de
acordo com as habilidades psicoldgicas dos alunos.

Na tentativa de entender melhor e de procurar explicagdes para o
desencontro entre o ensino da Geometria e sua compreensio, por parte
dos alunos, o casal van Hiele elaborou um modelo tedrico a respeito do
desenvolvimento do pensamento geométrico, que teve repercussio no

Brasil e no resto do mundo.

No Brasil, o modelo obteve divulgacdo no inicio de 1990, trazido pela
professora Lilian Nasser (Universidade Federal do Rio de Janeiro), que
defendeu tese a respeito, na Universidade de Londres. Na Universidade
Federal Fluminense, a professora Ana Maria Kaleff também foi uma
impulsionadora do modelo, em seus trabalhos de pesquisa sobre forma-
¢ao (inicial e continuada) de professores.

O modelo descreve cinco niveis de raciocinio geométrico: bési-
co, de andlise, de dedug¢io informal, de deducio formal e de rigor,
que representam avancos na sofisticacio da aprendizagem. Cada nivel
é caracterizado, por exemplo, por relacdes entre os objetos de estu-
do e a linguagem apropriada, como sintetizado no quadro seguinte
(adaptado de NASSER et alii., 1998).



Quadro 1.1: Modelo de van Hiele para o desenvolvimento do pensamento geométrico

Nivel

Caracteristicas

Exemplo com figuras planas

Basico

Propdem-se experimentagdes
que verifiquem as proprieda-
des de uma figura, sem rela-
ciona-la com outras. Acentu-
am-se observagdes referentes
a forma/tamanho. Nio sio
reconhecidas partes que com-
pdem o todo em uma figura
geométrica, assim como nao
sao identificadas relacoes de
inclusdo de uma classe em
outra. Faz-se uso de vocabu-
lario bésico e propriedades
insuficientes para comparar e
ordenar figuras geométricas.

Classifica¢do de quadrildteros
(recortes) em grupos de quadrados,
retangulos, paralelogramos,
trapézios e losangos.

de Analise

Inicia-se a compreensao

de que figuras geométricas
sao formadas por partes, e

a definicio de um conceito
consiste numa listagem de
propriedades que caracteri-
zam o referente conceito. De
modo geral, o aluno comega
a estabelecer relagoes entre
figuras geométricas.

Descri¢do de um quadrado, através
de suas propriedades: 4 lados, 4
angulos retos, lados iguais, lados
opostos paralelos.

de Sintese
ou Dedu¢io

Percep¢io da necessidade de
defini¢do precisa e de que uma

Descri¢ao de um quadrado, através
de suas propriedades minimas: 4

de realizar dedugdes formais
abstratas.

Pode-se trabalhar em
sistemas axiomaticos
diferentes, isto é, estudar
GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS.

informal propriedade pode decorrer de | lados iguais e 4 angulos retos. O
outra; desenvolvimento de | retdngulo é um paralelogramo, pois
argumentagdo légica infor- | também possui os lados opostos
mal, ordenagido e inclusdo | paralelos.
de classes.

de Dedugido | Desenvolvem-se as Demonstracoes de propriedades dos
capacidades para tridngulos e quadrildteros, utilizando
compreender e elaborar congruéncia de triangulos,
dedugoes. Admite-se a proporgaio etc.
possibilidade de demonstrar
resultados de diferentes
maneiras, assim como
elabora-se a visio da
Matematica como sistema
axiomadtico, através de
definicoes e teoremas.

de Rigor Elaboram-se as habilidades | Estabelecimento e demonstragdo de

teoremas em uma Geometria finita.

GEOMETRIAS
NAO-EUCLIDIANAS

Sdo aquelas desenvol-
vidas a partir do ques-
tionamento do quinto
postulado de Euclides:
o das paralelas.

O postulado diz que
"por um ponto nao
pertencente a uma reta
dada, passa uma unica
reta paralela a

essa reta".

CEDERJ M
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Observe que em cada
atividade h4 uma indi-
cagio de tempo previs-
to de realiza¢do. Cada
relogio equivale a um
minuto. Lembre-se

de que vocé pode
acessar a Plataforma
para realizar as ativi-
dades da aula e, desta
forma, conhecer novas
possibilidades para sua
auto-aprendizagem.
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Um dos aspectos importantes do modelo de van Hiele é que a
evolucdo de um nivel para outro depende mais das atividades executa-
das pelos alunos que da sua maturidade. Para determinar o nivel de van
Hiele de seus alunos, o professor pode usar testes adequados, como os
encontrados em Nasser (1998).

A seguir, realizaremos algumas atividades, para que vocé possa
relembrar elementos geométricos basicos. Na avaliacdo, vamos praticar
o modelo de van Hiele através das atividades que lhe estamos sugerindo.
Vocé nio precisa resolver detalhadamente cada atividade e tampouco se
preocupar com sua resposta final. No desenvolver deste médulo vocé
terd oportunidade de revisi-las. Nossa proposta é que vocé conhega cada

opgdo para analisi-la no contexto da teoria de van Hiele.

ATIVIDADES

1. Quantos cubos existem na figura? ¥3%3

Figura 1.1

2. Desenhe a figura, vista da direcao da seta. (¥e)

Figura 1.2




3. Das figuras abaixo, a da esquerda representa um sdlido. Esse solido
tem arestas que ndo podem ser vistas. As arestas escondidas podem
ser desenhadas, como na figura da direita. [teptensel

Dessa maneira, desenhe as arestas escondidas nos soélidos represen-
tados nas Figuras A, B, C e D.

S e

Figura 1.4

C D

4. Uma embalagem estd sendo desmontada. Cortamos algumas
arestas e, finalmente, temos a caixa planificada, como a ilustrada a
seguir. Quando a caixa estava montada, F era a tampinha da direita
e E, a da esquerda. As faces E e F sdao opostas. Quais sao os outros pares
de faces opostas? ©3f

Cortamos algumas arestas. Abrimos e tiramos Finalmente, temos
as orelhas. a caixa planificada.

=

Figura 1.5

CEDERJ 13
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5. A professora Rosana de Oliveira sugere-nos uma atividade.

Material necessario: folhas de papel A4, fita adesiva, régua, graos de feijao.
Pegar uma folha de papel e juntar a parte de cima com a de baixo, para formar
um cilindro oco e sem tampas. As bordas devem estar bem juntas, sem buracos
e sem passar por cima umas das outras. Usar a fita adesiva para fecha-las. Com
outra folha, do mesmo tamanho, juntar a borda esquerda com a direita para
construir outro cilindro. Colocar os dois cilindros de pé sobre a mesa. Um vai
ser mais alto que o outro — chamar de A o mais baixo e de B o outro. Para
evitar confusées, escreva uma letra em cada um. #3373 %31S

Figura 1.6

A mesma quantidade de graos cabe nos dois cilindros? Justifique sua
resposta.

Qual a forma da folha de papel A4? Utilize régua e meca as dimensdes da
folha e as do cilindro.

COMENTARIO
Observe as atividades anteriores; apesar de terem um grande suporte
na visualizagc@o, aprofundam elementos diferentes. Por exemplo,
o primeiro é uma mera contagem e o segundo, a representacdo plana de uma
vista do objeto. Na Atividade 3 hd uma exigéncia de desenho de elementos
(arestas) que ndo podemos ver; as 4 e 5 ja envolvem planificagéo de sélidos,
sendo que a quinta aprofunda andlise e comparacdo do volume de cilindros
de altura e bases diferentes, mas com a mesma drea lateral.

6. Na atividade anterior, vocé viu que o cilindro B armazena mais graos que
0 A. Mostre o porqué disso. [ tepis)

COMENTARIO
Observe que ao solicitar que o aluno compare o volume dos cilindros e justifique
0 processo de comparacdo, a tarefa passa a ter outro grau de dificuldade.
Caso vocé tenha dificuldade, é importante construir os modelos.



7. Quando seccionamos um prisma em trés partes, seguindo as linhas mar-
cadas na Figura F, qual das figuras A, B, C, D ou E mostra os trés pedacos

obtidos? Por qué&? T T THTIE
da [T Sl
: U088 .99
Figura 1.7
Byo0 . DHe .7
COMENTARIO

Caso vocé tenha dificuldade para realizar esta atividade, pode pegar uma barra
de sabdo e fazer os cortes para visualizar.

8. Qual(is) da(s) figura(s) seguinte(s) é(sao) triangulo(s)? [£¢)

AQ RV =

Figura 1.8

9. Apos trabalhar com poligonos, um estudante de 72 série elaborou o
esquema a seguir. Analise-o, identificando a definicdo utilizada para cada

poligono. ¥3%3%

Quadrilateros

T — Significa: "é um tipo especial de"
Trapézio

t

Paralelogramo

/ \ Esquema 1.1

Reténgulo Losango

X\ /

Quadrado

CEDERJ 15
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COMENTARIO
Lembre-se de que o esquema foi construido a partir de uma definicdo
que o aluno tinha para os quadrildteros. Assim, € importante que vocé procure identifi-
cd-la para analisar o esquema. Em aulas posteriores vocé poderd estudar mais sobre
a importdncia da construgdo de esquemas na aprendizagem da Geometria.

10. Compare o perimetro com a area das figuras abaixo.
Justifique sua resposta. 5313

Figura 1.9.a Figura 1.9.b

COMENTARIO
Resolvida a confus@o que nossos alunos tém sobre drea e perimetro, a dificuldade
maior destA ATIVIDADE é comparar a medida dos segmentos com o tragado curvilineo.
Uma alternativa é relacionar com o comprimento da diagonal.

CONCLUSAO

E importante reconhecermos o momento de aprendizagem em que se encontra
nosso aluno. Para isso, torna-se importante elaborarmos atividades variadas e

estabelecermos um didlogo constante com ele.

RESUMO

A construcao do pensamento geométrico vai de processos mais simples (identificacdao
de figuras) a outros mais complexos (deducdes e demonstragdes logicas). Existem
diferentes teorias sobre cognicdo e formacao do raciocinio matematico, porém o
modelo de van Hiele, propde cinco niveis: basico, de analise, de deducédo informal,

de deducéo formal e de rigor.

16 CEDERIJ



ATIVIDADE #3510

Identificar em que nivel de van Hiele cada atividade proposta nesta aula estaria mais
apropriado. Antes disso, vocé pode identificar o objetivo principal de cada exercicio.
Justifique também sua resposta. Lembre-se de que trocar idéia com um colega e

conversar com o tutor deve ser uma pratica constante em cada médulo.

Atividade Objetivo(s) Nivel(is) apropriado(s) Justificativa
1
2
3
4
S
6
7
8
9
10
COMENTARIO

Uma mesma tarefa pode explorar caracteristicas de um ou mais niveis.
Assim, pode haver exercicio que contemple habilidades de mais de um nivel,
Pesquisas que utilizaram o referencial de van Hiele mostraram que os alunos
chegam & universidade apresentando caracteristicas do terceiro nivel: dedugdo
informal. Com isso, com excecdo da atividade 6, vocé deve ter percebido
que as demais desenvolvem habilidades, predominantemente, do primeiro
(visualizacdo) e do segundo niveis (andlise) e ndo hd atividade dos niveis
deducdo formal e rigor.

CEDERJ 17
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AUTO-AVALIACAO

Esperamos que vocé tenha se motivado para continuar estudando Geometria de
uma maneira diferente e, desta forma, elaborar propostas inovadoras para sua
aula. Esse é o nosso grande propésito neste moédulo! Sobre as atividades, nao se
preocupe caso vocé tenha duvida na resolucdo de algumas delas. Acreditamos

que, mais adiante, vocé ira sana-las.

INFORMACAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na proxima aula, discutiremos a diferenca entre definicdo e conceito, utilizando como

exemplo a definicdo de figuras semelhantes e a construcdo da defini¢do de trianquad.

18 CEDERIJ



Conceituando e definindo
em Geometria

Meta da aula

Explicar a diferenga entre defini¢do
e conceito.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

¢ Estabelecer diferencas entre conceito e definigdo.
e Conceituar e definir figuras semelhantes.

Pré-requisito

Para melhor entendimento desta aula,
vocé deve rever a definicao de figuras
semelhantes.
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INTRODUCAO
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Definicao, teorema, coroldario, lema, proposicdo, conjectura, conceito, axioma
etc. sdo, entre outras, palavras muito utilizadas em Matematica. Um professor
de Matematica, muitas vezes, precisa entender e esclarecer o significado dessas
palavras para que seus alunos possam compreender melhor o discurso mate-
maético e consigam pensar matematicamente. Nesta aula vamos nos concentrar
na diferenca entre conceito e definicao.

Como sabemos, todas as idéias e objetos do mundo real sdo expressos por
uma palavra e possuem um conceito, que é o significado que essa idéia
ou objeto passa a ter para as pessoas. Podemos dizer que esse significado, ou
seja, esse conceito, é intuitivo, tendo origem na experiéncia e compreensdo
dos individuos: o chamado “senso comum”. Este conceito é quase sempre
desprovido de rigor cientifico e geralmente é construido a partir do confronto

pessoal entre exemplos e contra-exemplos.

A convivéncia entre conceito e defini¢do ndo é propriedade da Matematica. Juristas
definem que pessoa é o ser humano que nasce com vida; que amante é a mulher
tetida e mantedda. Bidlogos relacionam ph e colog e que organismo é um conjunto
de 6rgdos; fisicos definem que trabalho é forga vezes deslocamento; que forca

€ massa vezes aceleracdo. No entanto, todos temos nossos conceitos de pessoa,
amante, trabalho, forca, ph ou organismo.

Entre matematicos, no confronto entre conceito e definicdo, convém frisar que, por
sua elegancia e precisao, a definicao causa grande feitico nos professores; tal pre-
feréncia, porém, prejudica grandemente o trabalho do educador matematico.

Consideramos que constitui erro pedagdgico pensar que a construcdo do
conhecimento matematico deva ser feita meramente a partir da definicdo de
seus objetos e idéias. Para dizer a verdade, talvez conceito fosse mais impor-
tante, uma vez que varios objetos da Matematica (como ponto, reta, plano)
nao admitem definicdo. Mas, nada existe, nem na Matematica, nem fora dela,

gue nao admita conceito.



FORMANDO CONCEITOS E DEFININDO nl
EM GEOMETRIA

Lembre-se, por exemplo, de quando

seu professor de Geometria definiu

A construcdo e a aprendizagem de conceitos

poligono convexo: todo segmento que

une quaisquer dois pontos internos

tém sido objeto de atengdo constante de educadores
matemadticos. Para melhor compreensiao de como
os estudantes constroem as suas IMAGENS CONCEITUAIS,
bem como os fatores que influenciam esse
desenvolvimento, é necessirio, segundo HEersHkowiTz
(1994), uma andlise dos conceitos e de sua estrutura matemadtica. Para
a autora, boa parte dos conceitos geométricos pode ser considerada
como uma conjungio. Por exemplo, um tridngulo is6sceles pode ser visto
como a seguinte conjungao: (i) um tridngulo, (ii) possuir dois lados (iii)

que sdo congruentes.

Figura 2.1: Tridngulo isdsceles.

Na idéia de VyGotsky (1991), um conceito agrupa os objetos de
acordo com um atributo. As ligacoes dos elementos de um complexo ao
todo, e entre si, podem ser tdo diversas quanto os contatos e as relagdes
que de fato existem entre os elementos.

Ele complementa afirmando que os atributos necessarios e sufi-
cientes para definir um conceito sdo estabelecidos pelas caracteristicas
dos elementos encontrados no mundo real, selecionados como relevantes
pelos diversos grupos culturais. Os atributos relevantes tém de ser abstra-
idos da totalidade da experiéncia. Por exemplo, para que um objeto seja
denominado “tridngulo”, ele deve er trés lados, independentemente de sua
cor ou tamanho. E mais, a presenca de um mesmo conjunto de atributos
relevantes permite a aplicagio de um mesmo nome a objetos diversos.

O processo de desenvolvimento conceitual tem inicio na primeira infincia, e crian-
¢as mais jovens captam primeiro a aparéncia total da figura. Isto é feito através de
codigos visuais. Tal visualizacdo é um instrumento necessario na formacdao dos
conceitos geométricos. Ao longo do processo ensino-aprendizagem é desejavel que os

alunos baseiem seus julgamentos e raciocinios nos atributos relevantes (definigdes) e
que superem todas as tendéncias visuais.

do poligono esta contido no préprio
poligono. Essa definicdo é suficiente-
mente esclarecedora do conceito que
vocé tem de poligono convexo?

Enquanto os con-
ceitos matematicos
sao derivados de
sua defini¢ao mate-
matica, a IMAGEM
CONCEITUAL € O con-
ceito refletido na
mente do individuo.

Rina HEersHkOwWITZ

é uma reconhecida
educadora matema-
tica e pesquisadora
do Weisman Institu-
te (Israel).

Lev Semyonovich
VyGortsky foi um
psicologo russo
que contribuiu
valiosamente para
a Psicologia do
Desenvolvimento.
Leia Pensamento
e linguagem, uma
de suas obras mais
importantes.
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LADOS HOMOLOGOS sdo
os lados correspon-
dentes de duas figuras
semelhantes.

CEDERJ

Defini¢dao ndo é o mesmo que conceito. Todo conceito tem componentes
e se define por eles. Como dissemos, um tridngulo isdsceles tem compo-
nentes (i, ii, iii) e se define por (i)+(ii)+(iii).

Apesar de a Matemadtica s6 admitir definicdes precisas, o pro-
cesso de construcdo de uma defini¢do envolve aspectos relevantes
(criticos) e ndo-relevantes (acriticos). Por exemplo, matematicamen-
te falando, duas figuras sio semelhantes quando possuem (a) LADOS
HOMOLOGOS proporcionais e (b) angulos correspondentes congruentes.
Assim, (a) e (b) sdo os atributos necessarios e suficientes para falar de
semelhanga de figuras. Qualquer elemento conceitual dito a mais, apesar
de ser considerado importante, passa a ser redundante.

Veja, a seguir, duas respostas (sobre semelhanga) de alunos de 7*

série, ao comparar figuras.

140° 135
85° 45°
140° 90°
Figura 2.2: Hexagonos.
140° 135°
85° 45°
140° 90°

"Sao semelhantes porque possuem as mesmas caracteristicas, as mesmas medidas e os
mesmos angulos, mas tamanhos diferentes. O menor é reduzido a metade do maior."

Ao utilizar, intuitivamente, o conceito de semelhanga — “possuem as
mesmas caracteristicas”—, o aluno vai construindo também a sua definicao
de semelhanga, falando de tamanhos diferentes (proporcionais) das figuras
e da conservacdo das medidas dos dngulos, mas, ao fazé-lo, refere-se a

atributos nao relevantes como “o menor é a metade do maior”.



O aluno vai conceituando a medi-
da que vai entendendo figuras
semelhantes. Entender, neste caso,
pode significar reconstruir, buscar
outros exemplos e redefinir.

Figura 2.3: Pentagonos.

N

“Sao semelhantes porque os lados foram reduzidos numa mesma proporg¢ao e os
angulos sao iguais. O menor foi reduzido duas vezes."

De acordo com a resposta anterior, o estudante se preocupou em forne-
cer mais duas informagdes (ndo-relevantes, no momento), indicando os
angulos agudos e os obtusos no proprio desenho e afirmando: “o menor
foi reduzido duas vezes”. Como destacou BaIrRraL (1998), os atributos
nio-relevantes tém importincia no processo ensino-aprendizagem,
pois, a partir deles, o aluno pode construir os relevantes, ou seja, os que

realmente caracterizam o conceito.

Marcelo BAIRRAL
estudou, em sua
pesquisa de mes-
trado em Educacdo
Matematica, como
seus alunos de 6% e

7% séries construiam
o conceito de seme-
lhanga de figuras
através de uma
variedade

de atividades e
recursos didaticos.

Construimos nossas definicoes através de exemplos negativos
(contra-exemplos) e positivos. Assim, devemos propor aos nossos
alunos atividades que explorem nao apenas os exemplos positivos

de um conceito, mas também os negativos.

E importante destacar que os atributos nao-relevantes para a
Matematica foram relevantes para o aluno e, sabendo disso, o professor

podera mediar o processo com outros exemplos e atividades.

ATIVIDADES

1. Vocé conhece um trianquad?
Escreva palavra(s) ou frase(s) que a palavra trianquad Ihe faz pensar:
trianquad me lembra: %%

Y
e

2. Nesta atividade (adaptada de Hershkowitz, 1994), vocé ira conceituar
e definir um trianquad através de exemplos e contra-exemplos.
Observe a seqiiéncia de figuras de 1 a 19. Veja cada uma delas, anote
suas observacoes e, ao final, apresente dois ou mais atributos relevantes
do trianquad. A excecdo dos quadros 1 e 2, nos demais vocé encontrara
informacdes que vao ajuda-lo a definir o trianquad. £33 31t ETS
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Isto é um
trianquad!

N

2 éum
trianquad?

sim/nao

N

ﬂ

2 ndo éum
trianquad!
3éum

trianquad?

© siminio

3 éum I
trianquad! 7
4 éum

trianquad?

ﬂe sim/nao

4éum
trianquad!
5éum
trianquad?

ﬂe sim/néo

5é&um
trianquad!
6 éum
trianquad?

G sim/nao

6 ndo éum
trianquad!
7 éum

trianquad?

7] /\ sim/nao
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7 ndo é um
trianquad!

trianguad?

ﬂ@ sim/néo
8 nao éum
trianquad!

9éum
trianquad?

—Ue sim/nao

9 ndo éum
trianguad!
10 éum

trianquad?

£® sim/nao
10 éum

trianquad!

11 éum

triangquad?

ﬂm sim/ndo

11 ndo éum
trianquad!
12 éum
triangquad?

ﬂ@ sim/ndo

12 ndo é um
trianquad!
13 éum
trianquad?

113] /\ sim/nao

Figura 2.4: Atividade do trianquad.

13 ndoéu
triangquad!
14 é um

trianquad?

®

e

sim/ndo

&g

14 é um
trianquad!
15 éum
trianquad?

®

AN

sim/ndo

&

15 é um
trianquad!
16 € um
trianquad?

<]

aN

sim/ndo

<o

16 é um
trianquad!
17 éum
trianquad?

®

A

sim/ndo

&

17 é um
trianquad!
18 é um
triangquad?

E]

sim/ndao

&

18 ndo é um

trianquad! |
19 é um /
trianquad?
® simindo
19 ndo & um trianquad!

Defina trianquad.




A partir dos atributos que vocé identificou em cada ilustracao, como vocé
definiria um trianquad?

Trianquad é

COMENTARIO
Caso vocé tenha dificuldade e sinta-se insequro(a) para definir um trianquad,
ndo se preocupe, pois o exercicio sequinte o ajudard. Veja como alguns alunos
definiram um trianquad.

Vocé deve ter percebido que irrelevante, acritico e nao-
critico estdo sendo utilizados como sindnimos.

3. Agora vamos analisar respostas de alunos sobre o trianquad.

& D 28 D 20 D 20 0 =
Aluno 1: "Sao figuras que podem estar contidas uma na outra,
sobreporem-se ou estarem separadas uma da outra."

Aluno 2: "E uma figura geométrica formada por um tridngulo e um
quadrilatero, sendo que o triangulo é menor que o quadrilatero."

Aluno 3: "0 trianquad é um poligono de 7 lados."

Aluno 4: "E uma figura geométrica constituida de um triangulo e um
quadrilatero com um vértice em comum."

Aluno 5: "E uma figura geométrica formada por um tridangulo e um qua-
drilatero, ligados por um vértice ou cujos lados passam por uma mesma
reta suporte."

Analise, como professor, as cinco definicdes anteriores. Ou seja, identifi-
que a que apresenta os atributos relevantes do trianquad e faca outras
observactes que considere necessarias sobre as demais.

Resposta do Atributos presentes Comentarios

Aluno 1

Aluno 2

Aluno 3

Aluno 4

Aluno 5

Andlise e comentario final:

CEDERJ
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CONCLUSAO

Apesar da precisdo de uma definicdo, ela nem sempre garante a compreensao
do conceito. Como ressaltamos na aula anterior, vocé sabe que é importante
estabelecer um didlogo constante entre professor e aluno(s), bem como apresentar

uma variedade de atividades, exemplos e contra-exemplos.

RESUMO

Um conceito é derivado de sua definicdo e, desta forma, possui atributos relevantes
(criticos) e atributos nao-relevantes (ndo-criticos). Os primeiros sdo aqueles que
devem ser satisfeitos para termos um exemplo positivo do conceito, enquanto os
nao-relevantes sdo aqueles que possuem apenas alguns dos exemplos positivos.
Por exemplo, no caso da semelhanca de figuras, sdo atributos relevantes: lados
proporcionais e angulos correspondentes congruentes. No entanto, podemos
encontrar respostas de alunos referindo-se a dngulo agudo, dngulo obtuso e o

fato de o lado ser a metade.

ATIVIDADE

No Médulo 1 de Geometria Basica, vocé estudou diagonal de um

poligono. €313 %3

"Uma diagonal é um segmento que liga dois vértices do poligono que
ndo pertencem a um mesmo lado."

Liste os atributos relevantes desta definicio. Reflita sobre outras definicdes
que vocé conhece.

Atributo(s) relevante(s):

Liste atributos irrelevantes que nao estdo presentes na definicdo, mas
que podem surgir na construcdo do conceito.
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AUTO-AVALIACAO

Vocé conseguiu perceber com clareza a diferenca entre conceito e definicdo?
Percebeu que para o conceito de trianquad os alunos apresentaram diferentes
definicbes e que em cada uma delas ha elementos relevantes e nao-relevantes?
Mas se, além disso, vocé conseguiu realizar todas as atividades com sucesso,
parabéns! Vocé pode e deve seguir em frente. No entanto, se alguma duvida ndo
foi solucionada, releia a aula, pois seu contetido agora ja nao lhe trara novidades.

E se ainda assim, alguma coisa ndo ficar bem clara, procure um tutor no pélo.

INFORMAGAO SOBRE A PROXIMA AULA

Atencao!

Realizar a auto-avaliagdo desta aula sera pré-requisito importante para a préxima,
em que iremos trabalhar a definicdo de diagonal de um poligono.

Na Aula 3 iremos construir um geoplano. Para ndo perder tempo, vocé deve
providenciar um quadrado de madeira (compensado de 15mm) com 33cm de lado

e 100g de pregos sem cabeca, com 4cm de comprimento.
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Conceituando diagonal
de um poligono

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Definir e conceituar diagonal de um poligono.

e Construir um geoplano.

e Utilizar o geoplano como recurso para a apren-

dizagem.

Meta da aula

Explicar o conceito de diagonal e
instrumentalizar o seu ensino.

Pré-requisitos

E importante que vocé reveja

as nogoes de:

* Poligonos (o contetido de poligonos
esta na pagina 85 do Mddulo 1 de
Geometria Basica) e a distin¢do entre
conceito e defini¢cdo (Aula 2).
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INTRODUCAO

O Pentagono
(Ministério da Defe-
sa dos EUA) tem
esse nome porque o
prédio que o abriga
tem esse formato.

Na Aula 1 vocé viu
que a CONSTRUGAO
CONCEITUAL € um pro-
cesso continuo e que
a analise de um con-

ceito difere conforme
a experiéncia de cada

individuo.

O GeopLANO (tdbua de
pregos) é um mate-
rial did4tico criado
por Caleb Gategno.

Gategno (1911-1988)

foi um importante

matemadtico e psicélo-

go, criador de varios
materiais e situagoes

didético-pedagdgicas,
como o geoplano e as

réguas de
Cuisenaire. Entre
1944 e 1988, publi-
cou cerca de 120
livros e 500 artigos

em revistas cientificas
de varios paises. Nas-

ceu em Alexandria
(Egito), trabalhou na
Inglaterra e nos Esta-
dos Unidos e morreu
em Paris.
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Na Matematica, assim como nas outras ciéncias, a idéia intuitiva de um con-
ceito muitas vezes ndo é suficiente para descrevé-lo com precisdo. Assim,
freqUientemente a intuicdo falha, prejudicando o descobrimento de verdades
matematicas. Por isso, a Matematica tem necessidade de definir, isto é, de

descrever com precisao suas idéias e objetos.

<
z

Figura 3.1: llusdo de 6tica? Figura 3.2: Qual é a maior linha?

Por exemplo, todo torcedor do glorioso Vasco sabe o que é diagonal. Se per-
guntarmos a um deles o que é diagonal, ele respondera que é aquela faixa na
camisa do time. Essa resposta pode até esclarecer o que é diagonal, mas nao
poderia ser utilizada, por exemplo, para explicar que um triangulo ndo admite
diagonal. Um matematico teria respondido que é o segmento de reta que une
dois vértices ndo consecutivos de um poligono. Repare que a resposta do
matematico descreve o objeto “diagonal” com precisao, isto é, nada foi dito
gue nao fosse absolutamente necessario e nada que fosse necessario deixou
de ser dito. Isto é uma definicao!

E comum, por exemplo, no volei ou no futebol, as pessoas se referirem
a “cortadas em diagonal” ou a “cruzamentos em diagonal”. Mas, aten-
¢ao, nem todos os cruzamentos ou cortes sao feitos em diagonal!

No entanto, a definicdo de diagonal a partir de informacoes provenientes de
diferentes contextos, cotidianos ou ndo, enriquece a CONSTRUGAO CONCEITUAL.

Um recurso muito utilizado na construcdo de conceitos geométricos é o
GeopLANO. Construa seu geoplano, pois vocé ird utiliza-lo para resolver varios

exercicios nesta aula.



Gaste um tempo extra de 10 minutos e construa o seu geoplano.
Veja como fazé-lo!

O geoplano pode ser confeccionado em tibuas e auxilia no desen-
volvimento da criatividade e da visualizagao dos alunos. Sua utilizagao permite:

e construir e identificar figuras geométricas;

® identificar elementos, propriedades etc. de figuras geométricas;

e identificar transformacdes geométricas no plano;

e trabalhar com perimetros, areas etc.

Como construir um geoplano?

Figura 3.3: Exemplo de geoplano com malha quadrada.

Para se construir um geoplano (como o da Figura 3.3) deve-se
proceder da seguinte maneira:

1°) cortar a madeira na forma de um quadrado, cujo lado
mega 33cm;

2°) dividir o lado do quadrado em segmentos de 3cm de compri-
mento (horizontal e verticalmente);

3°) fixar pregos sem cabega, com 2cm de altura, em cada uma das
intersecoes.

Como utiliza-lo?

Para trabalharmos com o geoplano, podemos utilizar eldstico,
barbante ou 13 coloridos e de tamanhos diferentes. Para
isso, basta fixd-los em um dos pregos e estica-los até
os outros, formando figuras geométricas bem variadas.

Como vocé pode observar, a montagem do geo-

plano pode ser feita pelos proprios alunos, mesmo

A utilizagio do
geoplano pode ser
observada em diversas
regides brasileiras, na
confecgio de pecas de
artesanato em geral
(pulseiras, redes de
pesca etc.). Sendo
assim, utilizando o
geoplano, o professor
pode também integrar
as aulas de Matema-
tica as de Artes, por
exemplo, construindo
mosaicos e trabalhan-
do com poligonos.

Acesse http://www.edugraf.ufsc.br/

lab/softs/geoplano.html e conheca

pelos do terceiro ciclo (5% e 6* séries) do Ensino Fun-
damental, uma vez que é material didatico de facil

construgio e de baixo custo.

um geoplano.
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ATIVIDADES

1. Nesta atividade, vocé vai construir, em seu geoplano, um hexagono, um
pentagono e um octogono. A atividade € a seguinte: imagine que seus alunos
irdo decorar o pétio de sua escola para uma festa junina. Para pendurar as
bandeirinhas de um canto a outro do patio, eles decidiram que:

1°) nenhuma corda pode ligar cantos vizinhos;

2°) um mesmo par de cantos nao pode ser ligado por mais de uma corda.
Se a escola tivesse um patio em forma hexagonal, quantas cordas seriam
penduradas? E se a escola tivesse um patio pentagonal? E se fosse um patio
em forma octagonal? Qual a forma, com o menor nimero de lados, qu

permitiria pendurar cordas? Comente e justifique suas respostas.

1tJ

e

Xy

2. Vocé sabe que podemos tracar diagonais em qualquer poLiGoNO CONVEXO € que
o nimero de diagonais depende do ntimero de lados?

Responda quantas diagonais possui: (a) um quadrilatero qualquer; (b) um
hexagono; (c) um poligono de 100 lados; (d) um poligono convexo qualquer

de n lados? T EH TR

COMENTARIO
Caso vocé tenha duvida para responder ds letras anteriores, principalmente a
(c) e a (d), ndo se preocupe. Vamos construir uma tabela que poderd ajudd-lo.
Por exemplo, comegcando com um poligono de menor nimero de lados,
preencha o quadro a seguir, observe-o atentamente, s6 entdo responda ds
perguntas anteriores (a), (b), (c) e (d). Vocé também pode descobrir outras
relagées importantes entre os nimeros do quadro!
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Numero de Diagonais tracadas | Numero total de Namero total de

lados a partir de um diagonais tracadas | diagonais distintas
vértice a partir de cada do poligono
vértice

Caso necessite, vocé pode aumentar o nimero de linhas do quadro. De acordo
com o seu interesse e grau de aprofundamento; ou seja, de acordo com outras
descobertas e regularidades numéricas que vocé queira fazer, o tempo de realizagdo
desta atividade pode aurnentar. Converse com seus colegas e com o tutor, mostrando
a eles os seus descobrimentos a partir do preenchimento do quadiro.

3. Utilizando o geoplano, construa um quadrado (Q,) que possua 25 uni-
dades de area. Escolha um vértice e trace sua diagonal. A partir do vértice
escolhido, construa outro quadrado (Q,) dentro do Q,. O que vocé observa?
A diagonal dos quadrados construidos esta sobre a mesma reta suporte?
Compare os lados dos quadrados e escreva a razéo entre os lados homélogos
dos quadrados. Agora, construa um outro quadrado (Q,) em que um dos
vértices seja comum a Q, e Q,. Qual é a razdo entre os lados homélogos dos
quadrados? O que vocé observa com as diagonais dos trés quadrados? Ou
seja, seguindo esse procedimento, é possivel construir outros quadrados que
possuam a diagonal sobre a mesma reta suporte? Justifique sua resposta.

RepRepRe e

No Ensino Fundamental, o professor pode deixar o aluno desenhar quan-
tos poligonos quiser para preencher a tabela. Com essa atividade, temos
a oportunidade de associar Geometria, Algebra e Aritmética entre si.
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4. Construa no geoplano um retdngulo (R,) com 5 unidades de comprimento
por 3 de largura e trace uma de suas diagonais. A partir do vértice escolhido
anteriormente para tracar a diagonal, construa outro retangulo (R,) que possua
10 unidades de comprimento por 6 de largura. O que vocé observa em relagao
a diagonal de R, e R,? Escreva a razdo entre os lados de R, e R, .

Construa agora um retangulo (R,), com um vértice comum a R, e R,, que
possua 2 unidades de largura por 4 de comprimento. As diagonais passam
por alguma mesma reta suporte? Por qué? Escreva a razdo entre os lados de
R, e R, edeR, e R, O que vocé observa?

Se vocé desenhar um retdngulo com 10 unidades de largura por 6 de compri-
mento, as diagonais estardo sobre uma mesma reta suporte? Por qué?

O que deve acontecer com as dimensdes de cada retangulo, para que as dia-
gonais estejam sobre alguma mesma reta? Dé outro exemplo.

A partir das observagoes acima, como vocé conceituaria retangulos semelhan-
tes? Quais seriam os atributos relevantes? £ ¢4t £ £

COMENTARIO
Os retangulos da Atividade 4 sdo, na verdade, retdngulos homotéticos, com
centro de homotetia no vértice, que € mantido comum. Reveja as Aulas 16 e 17
do seu mddulo de Construcées Geométricas.

5. Vocé sabe que, além do geoplano, podemos utilizar outros recursos e
procedimentos para explorar o conceito de diagonal. Por exemplo, conforme
ilustrado a seguir, através de uma simples dobradura e um corte podemos
marcar a diagonal de um quadrado e perceber que seu comprimento é maior
que a medida do lado do quadrado. [RepXepxe)

COMENTARIO

Passo 1: Pegue um qua- Passo 2: Recorte pela dobra.  Passo 3: Compare o compri-

drado e dobre por uma mento dos lados do quadra-
diagonal. do com o da diagonal.



Dependendo do objetivo do professor; ele pode simplesmente querer que seu aluno
saiba dessa diferenca de comprimento, atividade que pode ser feita por alunos de
5% e 67 séries. No entanto, se €ele quer que o estudante perceba a relagdo entre o
comprimento da diagonal e o lado do quadrado (diagonal é igual ao lado do quadrado
vezes a raiz quadrada de 2), a tarefa pode passar a ter outra e maior dificuldade.
Como vocé faria, para mostrar essa relagdo a seus alunos de 8° série?

CONCLUSAO

Em Matematica, embora tenhamos sempre a preocupacdo de definir e descrever
com precisdo nossos conceitos, devemos ter consciéncia de que, na escola, esse
processo deve ser o mais natural possivel, de maneira que o mesmo nao prejudique

o desenvolvimento das idéias matematicas de nossos alunos.

RESUMO

A diagonal de um poligono é um segmento que une vértices ndo-consecutivos.
O geoplano é um recurso que pode ser construido pelos alunos e utilizado na

aprendizagem desse conceito e, também, no trabalho com poligonos.

ATIVIDADE COMPLEMENTAR

Considere o poligono formado pela linha que une as trés varetas de uma pipa.

Trata-se de hexagono. As varetas da pipa sdo diagonais desse poligono? Por qué?

COMENTARIO
Um desdobramento interessante desta atividade pode ser: faca essa
pergunta para vdrias pessoas que ndo sejam matemdticos e observe o
atributo ndo-relevante que interfere nas respostas de cada uma.
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INFORMACAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, vamos conceituar e definir angulo através de varios recursos
que podem perfeitamente ser utilizados no Ensino Fundamental. Se vocé estiver
esquecido dos conceitos ou da nomenclatura utilizada, reveja o Moédulo 1 de

Geometria Basica. Até 13!

SUGESTAO DE LEITURA COMPLEMENTAR PARA APROFUNDAMENTO

HERSHKOWITZ, R. Rio de Janeiro, Boletim GEPEM n° 32. Niumero Tematico sobre
Aprendizagem da Geometria, 1994.

A referéncia sugerida lhe sera util em vdrias aulas.
Conheca o0 GEPEM (Grupo de Estudos e Pesquisas em
Educagdo Matematica) e suas publicagdes:
http://www.gepem.ufrrj.br
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Definicao e conceito de angulo

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
¢ Definir e conceituar angulo.

» Apresentar diferentes didaticas que envolvem
o conceito de angulo.

Meta da aula

Explicar o conceito de angulo e
instrumentalizar o seu ensino.

Pré-requisitos

Para facilitar o entendimento desta aula,
€ importante que vocé reveja a definicdo
de angulos e os atributos relevantes e
nao-relevantes em uma

definicdo (Aulas 1 e 2).
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INTRODUCAO

Figura 4.1.a

Figura 4.1.b

38
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Voceé viu que a construcao de um conceito é um processo continuo, pois Nosso
entendimento sobre um determinado objeto matematico é dindmico e pode
ser "ressignificado". E nossas definicbes sao construidas através de exemplos
negativos e positivos. Nesta aula, continuaremos esta discussao focando-nos
nos angulos. Vocé podera refletir sobre sua concepcéo e conhecer diferentes

exemplos que podem enriquecé-la.

DEFINICAO E CONCEITO DE ANGULO

No Modulo 1 de Geometria Bésica, vocé estudou as defini¢oes
relacionadas ao conceito de dAngulo, de acordo com o que freqiientemente
costuma constar dos manuais de Geometria do Ensino Fundamental.

Para recordar:

Angulo é um figura formada por duas semi-retas distintas
e ndo-opostas com a mesma origem. Definicdo 5, Modulo 1 de

Geometria Basica.

Talvez, naquele momento, vocé ndo tenha dado importincia aos
atributos relevantes presentes nesta definicao. Quais sio eles?

Repare, agora, que a defini¢io comeca dizendo que um angulo é
uma figura. Isso é relevante para esta definicio. Significa que o dngulo
é apenas a linha e ndo a regido do plano. A defini¢ao continua dizendo
que a figura é formada por duas semi-retas, o que significa que, por esta
defini¢do, nossa figura se estende infinitamente. Além disso, as semi-retas
sdo distintas e ndo-opostas, o que significa que os chamados angulos
nulo e raso ainda nio estio definidos.

Vocé pode estar estranhando o detalhamento da defini¢ao. Parece
que ela ndo corresponde bem ao que pensamos sobre Angulos. Parece ficar,
pelo menos, a divida: na figura formada por duas semi-retas distintas,
de mesma origem e nao-opostas, aparentemente ficam desenhados dois
angulos. Qual vamos considerar, a Figura 4.1.a ou a Figura 4.1.b?

Esta é uma duivida que a definicdo nio esclarece, pois, para ela,
angulo é apenas uma figura e nada mais. Os autores do Mddulo 1 de Geo-

metria Basica optaram por definir o interior do angulo em separado.



Dado um angulo BAC, define-se o interior de BAC como o

conjunto de todos os pontos que pertencem a intersecido entre

<>
o semiplano determinado por AB que contém C e o semiplano

<>
determinado por AC que contém B.

Observe que a defini¢do de interior esclarece qual a regiao do

plano vamos considerar cada vez que desenharmos um angulo.

No caso da Figura 4.1.a, o que ilustramos é o interior do angulo ou a regido
angular.

Agora, dé uma parada e reflita sobre as seguintes questdes:
Quais sdo os atributos relevantes na defini¢do de interior de um angulo?

Em sua concep¢io, Angulo raso e nulo ja estio definidos?

COMENTARIO
Como atividade complementar, vocé pode consultar outros autores e verificar
como eles definem dngulo. Depois de refletir sobre as vdrias abordagens deste
conceito, construa as suas proprias definicbes de modo a estabelecer e escla-
recer todo o conceito.

Bom, se vocé estiver num daqueles dias aborrecidos e sem paciéncia,
vocé deve estar achando chata toda esta discussdo. Afinal, angulo é Angulo
e todo mundo sabe disso! No entanto, sabemos que para os nossos alunos
isso ndo é bem assim.

Por isso, quando nossos alunos vao construir o conceito de Angulo,
devemos estar preocupados, principalmente nas primeiras experiéncias,
com algumas questdes, que, alids, devem permear constantemente o

trabalho docente. Sao elas:

Em que momento do curriculo devemos introduzir o conceito de
angulo? Como contribuir para que os alunos desenvolvam habilidades
de observagio, comunicacio, representacio e comparacao, tio importan-
tes na construgdo do pensamento geométrico? Por que e para que nosso
aluno deve aprender este conceito? Quais situagdes de aprendizagem

vocé deve criar para atender a todas estas preocupacdes?
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Em um trabalho anterior, Bairral (2002) critica o ensino tradicional

deste conceito, lamentando:

Ainda tenho visto, em diferentes espacos de formacio em que atuo,
que para o professor — ou futuro professor — o trabalho com angulos
somente acontece — ou deveria ocorrer — a partir da 6° série e muito
restrito ao plano (retas paralelas cortadas por transversal e soma

dos angulos internos dos poligonos mais comuns).

Para contribuir com mudancas, o autor propos uma variedade de
situagdes de aprendizagem que podem ser utilizadas em diferentes momen-

tos do curriculo do Ensino Fundamental, dentre as quais destacamos:

Exemplo 1. Movendo meu corpo e formando angulos

Movendo meu corpo!

Figura 4.2: Formando angulos
com movimentos corporais.

Exemplo 2. Vendo sombras e associando-as a angulos

(a) Observando e comunicando o que fizemos:

Esta manha saimos para observar nossas sombras no patio da escola.
A primeira observagdo foi as 10h, quando o sol estava tdo alto que
fazia de cada aluno uma grande sombra no chio. A sombra do
Luis foi a maior de todas. Quando o sol se movimentou e baixou,
as sombras diminuiram. Ao meio-dia, as sombras ficaram muito

pequenas e a sombra do Luis foi a menor de todas.

Relato do aluno Luan, de 10 anos, apds a atividade proposta

pela professora.
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(b) Observando, representando graficamente e comparando:
E grande a sombra? Veja o grifico desenhado por José e Pedro,
alunos do 3° ciclo, sobre o comprimento das sombras durante o dia.

Qual dos graficos estd correto? Por qué?

Grafico de José Grafico de Pedro
long. long.
sombra sombra
4 4
3 3
f’ \
2 2 N
\\‘
1 1 N
9 10 11 12 13 14 15 9 10 11 12 13 14 15

Figura 4.3: Angulos e sombras.

Angulo grande, sombra pequena; 4ngulo pequeno, sombra grande.
O angulo sob o qual vemos um objeto ndo depende s6 da distancia,

mas também de nossa posicio.

Texto do aluno Henrique, de 14 anos.

Exemplo 3. Caracteristica de objetos, figuras etc.

(a) Medir os angulos em vérios triangulos dados e calcular apro-
ximadamente a soma dos mesmos.

(b) Utilizagio de diferentes TANGRAN:S e outros quebra-cabecas.

/\

Figura 4.4: Angulos em quebra-cabecas.

(c) Propriedade de poligonos ou soélidos.

CEDERJ
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Exemplo 4. Angulo como mudanca de direciao

(a) Vamos caminhar! Marque um ponto A de partida e avance
em linha reta 10cm. Gire 90° a esquerda, avance 10cm, gire 135° a
esquerda e avance 14cm. Quantos graus vocé tem que girar para voltar

ao ponto de partida?

Exemplo 5. Angulos e campo de visio

(a) Em qual das embarcagdes o capitio tem o melhor campo

de visiao?

Figura 4.5: Angulo e campo de visdo.

(b) O angulo (canto) da trave, no jogo de futebol.
(c) Ao tirar uma fotografia (de uma pessoa, de uma regiao para

fazer um croqui etc.)
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Exemplo 6. Angulos para orientacdo ou referéncia

A rosa dos ventos. Imagine que um barco estd navegando em

direcao N e quer ir na dire¢io NO. Até onde e quantos graus deve girar?

N

NO NE

SO SE

S
Figura 4.6: Rosa dos ventos.

Exemplo 7. Angulos e formas de expresséao cotidiana

(a) Pergunta do aluno Felipe (11 anos).

Professora, ontem ouvi minha mie dizer: este ano vou dar uma
virada de 360° em minha vida. Que quer dizer isso? Virar 360°

graus? Como? Ela nao vai voltar de onde comegou?

(b) Os “cantos” dos poligonos. Um poligono é uma figura plana
formada por varios Angulos. Em grego, poli quer dizer “varios” e gonos

quer dizer “dngulo”.

Exemplo 8. Angulos em situacées dinamicas
(com possibilidades de movimentos) ou estaticas

(a) Observacdo do encontro de paredes (estatica).

(b) A importancia da "triangulacio" em estruturas
(construgoes, andaimes etc.) diversas para a rigidez (estatica).

(c) Angulos nos exemplos de "poliedros desloca-

veis” com eldsticos (dindmica).

Figura 4.7: Angulos poliédricos.
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CaBRI GEOMETRIE

E um importante
software para
trabalhar os
conceitos geométricos
dinamicamente.
Foi criado na
Franga (Grenoble)
www.cabri.imag.fr
e atualmente é
divulgado no Brasil
pela PUC-SP em
www.cabri.com.br

44 CEDERJ

(d) Angulos formados na intersecio de planos (estatica ou dinimica).

Figura 4.8: Angulos diédricos.

(e) Observando angulos em atividades utilizando o software

Caerl GEOMETRIE (dindmica).

Exemplo 9. Angulos para analisar e tomar decisées importantes

Porcentagem e construgao de graficos (de setores) para andlises variadas.
Que tipos de graficos apresentam nossos jornais? O que eles querem dizer?
Como foram construidos? Eles apresentam falhas em sua construgio?

Como vocé viu, cada um dos nove exemplos anteriores pode apre-
sentar contribui¢oes diferentes para o conceito de 4ngulo; dessa forma,
promovem a construcdo da defini¢ao sobre diferentes perspectivas, sejam
elas cotidianas ou ndo.

Vamos trabalhar um pouco mais com os exemplos apresentados,

realizando apenas duas atividades.



ATIVIDADES

1. Analise cada exemplo apresentado anteriormente e pense em outras
situacoes didaticas, cotidianas ou ndo, envolvendo angulos.

[Ref sl sepsepRepRep SR TR

Exemplo Minhas observacdes | Outras situagdes e desdobramentos que
posso utilizar em minhas aulas

VWio|N|ojlun]|h|WIN|—

COMENTARIO
Além da organiza¢do de um quadro conforme sugerimos, a leitura do texto de
Bairral (2002) também pode ajudd-lo.

2. Escreva outras respostas que os alunos poderiam apresentar para
cada exemplo apresentado e pense em como vocé — como professor —
lidaria com as mesmas. £ £.4 £ £ £

COMENTARIO
ApGs a realizagdo dos exercicios anteriores, sugerimos que vocé compartilhe suas
respostas com um colega e com o seu tutor.

AUTO-AVALIACAO
Roteiro para elaboracdo do diario (BAIRRAL, 2001) para auto-avaliacdo.

Data

Nome

Tema principal da aula

3 Palavras-chave
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Qual(is) foi(ram) o(s) objetivo(s) da(s) aula(s)?

O que vocé aprendeu?
Precisa de esclarecimento (para vocé, seus alunos etc.)?

Descreva brevemente um momento especialmente significativo no desenvolvimento
da aula.

Identifique algo que o surpreendeu, que o fez refletir, levantar perguntas etc.

Procure explicar algo que o deixou confuso, alguma dificuldade encontrada, uma
duvida ou pergunta nao esclarecida.

Sugestdes e outros comentarios que considere importantes.

Comentarios sobre a bibliografia utilizada e sugerida.

Atribua valores de 1 a 10:

A aula como um todo.

Vocé, a sua interacdo com seus colegas e com o tutor.
Os exercicios e os exemplos utilizados.

Os verbetes explicativos e sugestoes.

COMENTARIO
Vocé ndo precisa elaborar o seu didrio sequindo todas as perguntas na ordem
apresentada. No entanto, procure observd-las em seu texto. Tente utilizar sem-
pre a estrutura de um didrio de campo para se auto-avaliar em cada aula.
Mostre seu didrio ao tutor e troque idéias com ele.

INFORMACAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na aula seguinte, vocé vera outras possibilidades de dinamizar o trabalho

com angulos.
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Angulos e integracéo curricular

Apos aprofundarmos os conhecimentos sobre
conceito e definicdo, esperamos que vocé esteja
habilitado a:

® Reconhecer a importancia da definicdo e da concei-
tuacao de angulo.

e Distinguir os aspectos histérico-metodoldgicos que
podem dinamizar o trabalho docente na formacéo
do conceito de angulo.

Meta da aula

Desenvolver o conceito de dngulo e
instrumentalizar o seu ensino.

Pré-requisito

Para que vocé compreenda mais
facilmente o contetdo desta aula, é
importante rever o conceito de angulo e
sua hisseccao.
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INTRODUCAO

CARTOGRAFIA € a
ciéncia da represen-
tagdo plana, parcial
ou total, da Terra,
segundo uma escala
numericamente defi-
nida e determinadas
convengoes.
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Como vimos na aula anterior, hd uma variedade de situacdes didaticas que
podem ser utilizadas pelo professor que trabalha com angulos, desde as séries
iniciais. Nessa perpectiva, nesta aula, vocé podera fazer um pequeno passeio
pela Historia, pensar na presenca de angulos em contextos artisticos, na
determinacao de formas geométricas (os alvéolos das abelhas), bem como

nas possibilidades de integracdo curricular numa aula sobre essa temética.

INTEGRACAO CURRICULAR

Os conceitos, contextos tedricos e procedimentos vivenciados
pelos alunos encontram-se organizados em torno de unidades globais,
de estruturas conceituais e metodologicas compartilhadas por varias
disciplinas. Assim, a integragdo curricular vai muito além da mera
proposta de relacionamento entre as disciplinas; ou seja, devemos
também integrar razio e emoc3o, teoria e pratica, individuo e sociedade,

conhecimento factual e experiéncia.

ANGULOS AO LONGO DA HISTORIA

O desenvolvimento da idéia de dngulo deu-se em conseqiiéncia
do desenvolvimento da CARTOGRAFIA.

A cartografia portuguesa dos Descobrimentos, embora herdeira
da cartografia ndutica medieval do Mediterraneo, com a chamada carta-
portulano, apresenta, para além da imensa explosio informativa, algu-
mas inovagoes e certo desenvolvimento nas técnicas de representacdo. A
grande importincia da carta de rumos da-se através de quatro elementos:
a introducdo da escala de latitudes, os planos hidrograficos com vistas

de litorais, a ficticia graduagdo de longitudes e o registro de sondas.
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Figura 5.1: Carta de rumos de Cananéia a llhabela.

Para saber mais sobre carta-portulano e carta de rumos
visite os sites www.aquimaria.com/html/forum-cartografial.html e
www.sportnautica.com.br/nautica/cartanautica.htm

Vocé sabe como diferentes civilizagdes utilizavam as nocoes sobre
angulos, ao longo da Hist6ria? Por exemplo, hd mil anos antes de Cristo,
os babilonios ja faziam observac¢oes baseadas nos angulos, como podemos
ver nos vestigios deixados em placas de argila: as chamadas tabletas.

Entdo, vocé poderia se perguntar: Outras culturas utilizavam o con-
ceito de angulo? Como o faziam? Para qué? Nao valeria a pena conversar

com um colega e com o seu tutor?

ANGULOS, PAVIMENTACOES E CONTEXTOS ARTISTICOS

Vocé sabe que podemos pavimentar quaisquer superficies planas
de diferentes modos. No entanto, o padrio que utilizamos para fazé-lo
influi, por exemplo, na estética e na quantidade de material necessario.
Assim, a propésito da pavimentagido de superficies planas, podemos
pensar em situagoes do tipo: é possivel pavimentarmos com qualquer
formato de piso, sem deixar "buracos"? E preciso que a cerimica seja
feita no mesmo formato? Se utilizdssemos formatos distintos de ceramica

em uma mesma pavimentagio, 0 que aconteceria?

Figura 5.2: Pavimentacdo quadrada e hexagonal.

Acesse:
www.planeta.terra.
com.br/.../mesopotamia/
hist2.htm
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A seguir vemos, a direita, a malha da esquerda pintada. O que
muda, quando fazemos esse tipo de decoragio? Que formas geométricas
sdo mais visiveis? Que diferencas podemos identificar entre a malha da

esquerda e a da direita?

Figura 5.3

Enriquecendo esse tipo de dindmica, podemos também inserir e
despertar a atitude de buscar e valorizar ao componente cultural. Por
exemplo, segue uma interessante figura demonstrativa de uma tecelagem
do Havai. E os nossos artesios, que tipo de tecelagem fazem? O que fazem

o0s nossos indios? Como enriqueceriam esse tipo de trabalho?

Figura 5.4: Tecelagem do Havai.

ANGULOS NA DETERMINAGCAO DE FORMAS
GEOMETRICAS IMPORTANTES

Na construgdo de seus alvéolos, as abelhas resolvem um pro-
blema de “alta matematica”. A abelha constréi seus curiosos alvéolos
com uma unica finalidade: depositar o mel que fabrica de forma mais
econdmica, isto é, com o maior volume ou capacidade, para a menor
por¢ao de material empregado. Esses alvéolos sdo feitos de cera e, neste
plano de construgio, é preciso que a parede de cada alvéolo sirva tam-
bém ao alvéolo vizinho. Logo, o alvéolo ndo pode ter forma cilindrica,
porque, do contririo, ndo haveria paredes comuns e o desperdicio de

material seria enorme. E preciso, pois, utilizar uma forma prismatica.
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Os prismas (ou alvéolos) devem encher totalmente o espago sem deixar
intersticios. As paredes devem ser comuns. S6 hd trés Gnicas maneiras de
se fechar o espaco com prismas regulares e iguais, sem deixar intersticios.
Sao elas: (1) com prismas quadrangulares iguais (dngulos de 90°); (2) com
prismas triangulares regulares iguais (dngulos de 60°) e (3) com prismas
hexagonais regulares iguais (angulos de 120°). Observem que 60°, 90°
e 120° sdo divisores de 360° e também angulos internos de poligonos
regulares. Basta verificar qual das trés bases terd maior drea para um
mesmo perimetro. Assim, as abelhas preferiram o prisma hexagonal,

por ser 0 mais econdmico.

Figura 5.5: Alvéolos em forma hexagonal.

ANGULOS E INTEGRACAO CURRICULAR:
MATEMATICA, FiSICA E EDUCACAO FiSICA

Refletindo sobre uma possivel integragdo curricular com a Fisica,
também podemos pensar nos dngulos das inclinagdes (subidas/descidas)
de estradas e nas inclina¢oes (alinhamento/balanceamento) das rodas/
pneus de um carro.

Em Silva (2000), encontramos uma interessante motiva¢ao
para discussdo sobre angulos no futebol. JoAo SALDANHA, comentarista

esportivo, sentenciava:

"Na hora do pénalti, é s6 o jogador dar um chute forte, rasteiro

n

€ no canto, que goleiro nenhum pega.

Pois é, na sua monografia de graduacio, Silva provou que Saldanha
estava certo. Considerando que a marca do pénalti fica a 11 metros do
goleiro; que a trave tem 7,32m; que o goleiro leva 0,7s para agir e consegue
uma impulsio de 24km/h; e, num chute fraco, a bola viaja a uma velocidade

de 90km/h, vocé pode calcular o angulo de dire¢ao do chute?
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ATIVIDADES

1. Faca as contas para descobrir que pénalti perdido é culpa do cobrador.

Fepeee)

Angulos no contexto matematico

Uma vez construido o conceito de angulo, o professor de Matema-
tica deve estar consciente de que esse conceito é um dos principais
pilares do desenvolvimento da Geometria. Bastaria lembrar que, com
resultados elementares sobre paralelas cortadas por uma transversal,
chegamos a Lei Angular de Tales, dai para a semelhanca de triangulos,
passando pelo Teorema de Pitagoras, e alcancando a Trigonometria.
No caso de uma seqiiéncia dedutiva para angulos, Eves (2002) sugere
a seguinte atividade:

2. Admita que: (1) a medida de um angulo central de um circulo é a
do arco correspondente; (2) a soma dos angulos de um tridngulo é um
angulo raso; (3) os angulos da base de um triangulo is6sceles sao iguais;
(4) uma tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto
de tangéncia. Prove, entdo, a seguinte cadeia de teoremas:
WEEEEEEyd

a. Um angulo exterior de um triangulo € igual & soma dos internos nao-adjacentes
aele.

b. A medida de um angulo inscrito num circulo é a metade da medida
do arco correspondente.

¢. Um angulo inscrito num semicirculo € reto.

d. A medida de um angulo formado por duas cordas de um circulo que se
interceptam é a semi-soma das medidas dos dois arcos correspondentes.

e. Se duas secantes a um circulo se interceptam, a medida do angulo formado
por elas é a semidiferenca das medidas dos arcos correspondentes.

f. A medida do angulo formado por uma tangente a uma circunferéncia
e uma corda pelo ponto de tangéncia é a metade da medida do arco
correspondente.

g Se uma tangente e uma secante a uma circunferéncia se cortam, a medida do
angulo formado por elas é a semidiferenca dos arcos correspondentes.

h. Se duas tangentes a uma circunferéncia se cortam, a medida do angulo
formado por elas é a semidiferenca dos arcos determinados.

COMENTARIO
Caso vocé tenha um pouco mais de tempo, verifique a validade de cada letra
de (a) até (h), através de construgbes geométricas e, até mesmo, no programa
Cabri Geométrie (www.cabricom.br), que serd muito importante em seu
aprendizado.



Continuando, sabemos que problemas ndo resolvidos desde a
Antigiiidade, e que desafiam os amantes da Matematica até os dias de
hoje, foram geradores do desenvolvimento da Geometria. A trisseccdao
do 4dngulo constitui um dos trés problemas famosos da Antigiiidade e
deve ser 0 mais popular, considerando-se que sua aparente simplicidade
o torna ainda mais desafiador. Como pode ser tao facil, pergunta-se,
dividir um angulo em duas partes e ser impossivel dividi-lo em trés, com
REGUA E COMPASSO EUCLIDIANOS?

E possivel que os gregos tenham tentado construir um poligono
regular de nove lados, aquele que acarreta a TRISSECA0 DO ANGULO de 60°,
dando origem a um dos trés famosos problemas da Geometria Antiga.

As intimeras tentativas de resolver o problema da trisseccio deram
origem a vdrias curvas planas, inclusive transcendentes, entre elas a
Concoide de Nicodemus (240 a.C.), a Quadratriz de Hipias (425 a.C.)
e a Espiral de Arquimedes (212 a.C.).

N '

Figura 5.6: Concéide de Nicodemus.

r=0

A REGUA EUCLIDIANA
nio é numerada e o
COMPASSO ndo pode
ser usado como
transferidor, pois ele
se desmonta ao ser
levantado do papel.

Além da TRISSECCAO

DO ANGULO, outros dois
problemas famosos
foram: a duplicagio
do cubo, que consistiu
em encontrar o lado
do cubo, cujo volume
fosse o dobro de

um cubo dado; e a
quadratura do circulo,
que consistiu em
calcular o lado do
quadrado cuja drea
fosse igual a drea

de um circulo dado.
Somente no século
XIX foi estabelecida

a impossibilidade

de solucao dos trés
problemas, com mais
de 2000 anos de
atraso!

Figura 5.7: Quadratriz de Hipias.

Figura 5.8: Espiral de Arquimedes.
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ALBERT DURER
(1471-1528)

Foi um importante
artista renascentista
com preocupagoes
com a perspectiva. De
nacionalidade alema e
com longas estadas em
Veneza (Itilia), Diirer
publicou, em 1525, a
primeira edicdo de seu
tratado de geometria
para artistas.
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Conforme Eves (2002), algumas tentativas resultaram em solugoes
aproximadas de boa precisdo. O autor cita a constru¢io feita pelo pintor
ALBERT DURER, em 1525.

Caso vocé esteja interessado em saber mais sobre a evolug¢io da
perspectiva matemadtica na arte, acesse: http://www.crs4.it/Ars/arshtml/

arstoc.html

A régua e o compasso fixo parecem ter sido instrumentos de artistas dos séculos
XV e XVII. Tanto Leonardo da Vinci como Albert Direr descreveram construcoes
baseadas em apenas uma abertura. Muitas se relacionavam a construcdo de
poligonos regulares, Uteis para os artistas em decoracao e arquitetura.

Por exemplo, veja os procedimentos de Diirer para a trissec¢ao
de um angulo (EVES, 2002):

Tome o angulo AOB dado como um angulo central de um circulo.
Seja C o ponto que trissecciona a corda AB , mais proximo de B.
Por C, erga a perpendicular a ABe seja D o ponto onde ela corta
a circunferéncia. Com B como centro e BD como raio, trace um
arco que ird cortar em E. Seja F o ponto da trissec¢do de EC mais
proximo de E. De novo com B como centro e BF como raio, trace
um arco que ird cortar a circunferéncia em G. Entio, OG éareta
que trissecciona aproximadamente AOB. Para um angulo de 60°

o erro é de apenas 1”.

ATIVIDADE

3. Faca a construcdo acima para um angulo de 60° e confirme a estimativa

de erro. TETIEE

COMENTARIO
Com essa atividade, vocé pode perceber que as construcoes geométricas
devem permear constantemente o trabalho com a Geometria. Eis uma dtima
oportunidade para vocé relembrar seus conhecimentos sobre construcées
geométricas. Em aulas futuras, aprofundaremos discussdo sobre a importéncia
das construcdes no curriculo de Matemdtica.
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CONCLUSAO

O conceito de angulo é um dos principais pilares do desenvolvimento da Geometria.
Deve ser trabalhado continuamente no curriculo escolar e através de uma variedade
de situa¢des de aprendizagem. Cada atividade trara diferentes enriquecimentos
para a construcdo conceitual de angulo. Vale destacar também que o trabalho

com angulos no espaco ndo pode ser esquecido pelos docentes.

RESUMO

E possivel integrar Matematica, Arte, Histéria e Cultura. Para isso, ha outras
situacbes que podem também inspirar a elaboracdo de diferentes recursos
didaticos para suas aulas de Geometria numa pratica integradora. E importante
lembrar que ha trés problemas classicos (a duplicacdo do cubo, a trisecccao do
angulo e a quadratura do circulo) da Geometria antiga, bem como perceber que
Historia e Matematica caminham lado a lado e que a Histéria também pode ser

um interessante recurso nas aulas de Geometria.

ATIVIDADE DE AVALIACAO  ¥3t3t3t19ts

Aprofunde seus conhecimentos sobre os dois outros problemas histoéricos
(a duplicacdo do cubo e a quadratura do circulo). Reescreva seu didrio da
aula anterior, acrescentando novas informagdes sobre sua aprendizagem.

Se possivel, leia o diario de um colega.
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INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préoxima aula, distinguiremos sélidos de poliedros. Os poliedros possuem varios
diedros. Pensar nos diedros significa pensar também em angulos, porém, no
espaco. Construiremos a planificacdo de alguns poliedros. Vocé deve ter a mao
material de desenho (régua, esquadros, compasso, lapis e borracha) e cartolina.

Aguarde nossos proximos encontros!

SUGESTAO DE LEITURA PARA APROFUNDAMENTO SOBRE CARTOGRAFIA

SILVA, I. (coord.) Nocées bdsicas de cartografia. Rio de Janeiro: IBGE, 1999. Manuais

Técnicos em Geociéncias n° 8.
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Diferenciando soélidos
de poliedros

Meta da aula

Instrumentalizar para o ensino
de sélidos e poliedros.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Definir e conceituar sélido e poliedro.
e Diferenciar sdlido geométrico e poliedro.

o Utilizar sucatas e planificacoes como recursos para
aprendizagem.

Pré-requisitos

Para que vocé compreenda mais
facilmente o contelido desta aula,

é importante conhecer os solidos
geométricos mais comuns (prismas,
cilindros, piramides, cones, esferas),

e saber definir poliedro e poligono.
Consideramos também importante que
vocé tenha clareza a respeito dos
aspectos relevantes e irrelevantes

em uma definicdo.
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INTRODUCAO O estudo analitico dos sélidos e das formas geométricas no Ensino Fundamental

e Médio é imprescindivel para o desenvolvimento da visdo espacial do aluno.

Temos observado, ao longo dos anos, que estudantes recém-chegados a uni-

versidade apresentam grande deficiéncia em visdo espacial, o que pode ser

responsavel, em grande parte, pelo fracasso nas disciplinas iniciais, sobretudo,

Célculo Diferencial e Geometria Analitica. Pior ainda é observarmos que muitos

deles concluem seus estudos com as mesmas dificuldades.

Provavelmente, estamos diante de um circulo vicioso de professores

O ensino da Geometria
deve iniciar-se pelo estudo
dos elementos do espaco e,
a partir dai, desenvolver os
elementos do plano.

gue mal conseguem ensinar Geometria a seus alunos, que, por sua
vez, mal conseguem aprendé-la e, dessa forma, tornam-se docentes que
também ndo conseguem ensinar Geometria diferentemente. Devemos
ter o compromisso pessoal de interromper esse circulo vicioso!

Nesta aula, revisaremos o conceito de sdlido e de poliedro, em uma
abordagem que prioriza a intuicao, a visualizacdo e o aprofundamento

de relacbes conceituais. Assim, acreditamos que vocé tera novas ferra-

mentas para construir sua propria definicao de solido e de poliedro.

IDENTIFICANDO E CONCEITUANDO SOLIDOS GEOMETRICOS

Vocé sabe que qualquer regido limitada do espaco é denominada

de solido geométrico.

ATIVIDADES
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1. O professor Marcelo propds a seus alunos de 82 série que trouxessem
modelos de caixas e embalagens diversas para a aula de Matematica. Veja
alguns dos exemplos trazidos por eles: L3 ¢3FAEICIEILICS




A atividade solicitada foi que os alunos, reunidos em 4, arrumassem os
solidos em grupos, segundo os critérios que estabelecessem e, ao final,
construissem um resumo justificando os agrupamentos feitos.

Veja o resumo, em forma de mapa concerua, elaborado por um dos

rupos:
Al lados

das caixas

figuras

— exemplo —p
planas

Sucatas tam
de caixas

nao-planas _[ poliedros
(espacial) nado-poliedros

Esquema 6.1: Mapa conceitual: grupo 2 - 8?2 série

2. A seguir, apresentamos-lhe exemplos de formas geométricas
espaciais. £ £5¢3 €9 €963 ¢ES

SQQEP Figura 6.2.2
ﬁ Figura 6.2.4

t
Figura 6.2.5

Analise o mapa feito pelos alunos do professor Marcelo, corrigindo-o,
reelaborando-o e inserindo novos conceitos e exemplos.

Figura 6.2.1

Figura 6.2.3

Figura 6.2.6

Figura 6.2.7

COMENTARIO
A nomenclatura geométrica deve ser introduzida naturalmente
ao longo das atividades. O fato de uma crianca de 4 anos identificar
— nomeando — um circulo, ndo significa que ela o compreenda em sua
totalidade, ou seja, suas propriedades e demais elementos. No entanto,
como vimos na Aula 1 esta identificacdo é um momento importante
em nossa aprendizagem. E bom lembrar também que estamos trabalhando
com exemplos de sdlidos geométricos ou aproximagées dos mesmos. Nesta
atividade, por exemplo, temos exemplos com nomes especificos
(Figura 6.2.3: toro; Figura 6.2.4: paralelepipedo retdngulo; Figura 6.2.6
piramide de base quadrada) e outros modelos que nos remetem a uma idéia
de sdlido, isto € como na Figura 6.2.2 (idéia de esfera), Figuras 6.2.1 ¢ 6.2.5

(idéia de cilindro).

AULA H

MarA CONCEITUAL

E um tipo de esque-
ma cognitivo que
relaciona conceitos
hierarquicamente.

O mapa conceitual
permite ao professor
identificar conexoes
que os alunos fazem
entre conceitos, a par-
tir de palavras-chave
que 0s caracterizam.
Pode ser utilizado
no estudo pessoal
ou na avaliacio. No
exemplo apresenta-
do, foi usado como
sondagem (avaliagao
diagnéstica).

Utilize modelos de
embalagens diver-
sas e monte sua
colegdo de sucatas.
Seus alunos o aju-
dardo com muito
entusiasmo!
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Escolha apenas trés modelos, observe-os e apresente 3 caracteristicas
(semelhantes ou diferentes) observaveis entre eles. Se possivel, nomeie
cada um deles.

Modelo Caracteristicas observadas
1
2
3

Qual(is) deles vocé classificaria como exemplo de sélido geométrico?
E de poliedro?

Caso vocé esteja com dificuldades para responder a essas perguntas, consulte
seus modulos de Geometria; ndo se preocupe, porém vocé conseguird
responder com mais seguran¢a quando concluir esta aula.

Identificando e conceituando poliedros

Veja as pLaNIFIcACOES a seguir. Que solido sera formado em cada planificacdo?
Justifique sua resposta. Monte cada planificacdo, confira sua resposta e esta-
beleca comparacoes (semelhancas e diferencas) entre os modelos de sélido

construidos. {ITFEICIIERWEE

Figura 6.3.2
Figura 6.3.1

Figura 6.3.3

Figura 6.3.4

Que solido sera formado em cada planificacdo? Monte-os e estabeleca
comparacdes (semelhancas e diferencas) entre os mesmos.

Figura Caracteristicas observadas
1
2
3
COMENTARIO

E possivel identificar o sélido antes de montd-lo? Caso afirmativo, o que vocé fez?
Se necessitar utilizar as planificagbes, poderd encontrd-las no Mddulo Prdtico.



As PLANIFICACOES também sdo recursos importantes na representagao de figuras geométricas
espaciais. Quando "abrimos" e planificamos um sélido, podemos ter e criar outras ima-
gens e estabelecer novas relagdes cognitivas, que muitas vezes nao conseguimos fazé-los
facilmente com um sélido "fechado". Por exemplo, o uso das planificacdes nos permite:

e construir modelos e identificar figuras geométricas;

e trabalhar a composicdo e a decomposicao de sélidos geométricos;

e identificar relacdes espaciais;

e desenvolver processos comparativos.

Tenha planificagoes diversas em seu laboratorio de Geometria! Acesse as paginas seguintes
e saiba mais sobre as planificagdes:

http://www.apm.pt/apm/AeR/unipoli/planif.html

http://www.apm.pt/apm/AeR/unipoli/construc.html

Entre os sélidos geométricos, alguns, por sua simplicidade e
utilidade geométrica, despertam maior interesse. E o caso dos poliedros.
As planifica¢bes utilizadas neste exercicio sio exemplos de poliedros.
No Moédulo 5 de Geometria Basica vocé estudou a definicio de PouEDRO.

Assim, como vocé pode observar, os poliedros sdo casos especiais

de s6lidos geométricos.

PoLiebro

E a reunido de um nimero finito de poligonos planos chamados faces, em que:

a. cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e somente um,

outro poligono;

b. a interse¢do de duas faces quaisquer ou é um lado comum, ou é um

vértice ou é vazia. Cada lado de cada poligono é chamado aresta e cada vértice de
cada poligono é chamado vértice do poliedro.
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4. Oriente-se pela Atividade 1 e construa um esquema conceitual com
os 7 modelos geométricos utilizados no Atividade 2. Vocé pode se guiar
pelos nomes, pela forma, pelo nimero de faces etc.

5. Vocé se lembra das nossas Aulas 1 e 2, quando discutimos aspectos
relevantes e irrelevantes em uma definicio matematica? Agora, vamos
identifica-los na definicdo de sélidos e na de poliedros. Ou seja, o que é
relevante ou ndo para identificarmos esses entes matematicos? Volte a
definicao de sdlido e a de poliedro, identifique os atributos relevantes e
irrelevantes nos mesmos e complete o quadro seguinte.

[XepXeptepte

Definicao | Atributos relevantes | Atributos nao-relevantes

Solido

Poliedro

CONCLUSAO

Na escola, o ensino da Geometria deve iniciar-se, desde as primeiras séries, pela
analise das figuras geométricas espaciais e seus elementos caracteristicos (volume,
arestas, faces, seccbes, planificacdo, composicdo e decomposicdo, representacdes
variadas). Conjuntamente, vamos explorando e desenvolvendo os elementos do

plano (figuras planas, poligonos, area, perimetro).
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RESUMO

Através da identificacdo e construcdo de modelos variados, estabelecemos
diferenca entre sélido e poliedro. Poliedro pode ser considerado um tipo de
representacdo de um sélido, sendo formado pela reunido de um nimero finito
de poligonos planos chamados faces. Podemos trabalhar com planificacées
e sucatas diversas, importantes recursos para a aprendizagem significativa
da Geometria. Neste trabalho vocé péde perceber, por exemplo, que nas
planificac6es, além de podermos fechar o sélido, também ha a possibilidade
de visualizar suas faces (contar o numero total, identificar formas) e vértices.
Sobre as sucatas, além da variedade de formas que podemos encontrar em nosso
cotidiano, a utilizacdo das mesmas acrescentaria, comparando com as planificaces,

novas formas de planificar e representar um sélido.

ATIVIDADE DE AVALIACAO #3%0t5%5ts

Como atividade avaliativa desta aula, pedimos que vocé escreva, com suas préprias
palavras, uma definicdo para solido e para poliedro. Sugerimos também que vocé

faca desenhos dos mesmos para exemplificar sua resposta.

COMENTARIO
Lembre-se de que suas respostas devern ser inseridas em seu didrio de campo. O didrio é um tjpo de instrumento

para vocé se auto-avaliar e mostrd-lo ao seu tutor para que ele possa avaliar seu trabalho continuamente.
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ATIVIDADE COMPLEMENTAR #3%3%3

Pense na diferenca entre os recursos utilizados nesta aula. Qual a contribuicdo das
planificacdes e dos modelos em sucata para o desenvolvimento do pensamento
geométrico? Ou seja, sabemos que eles nos permitem trabalhar elementos do

espaco, mas cada um apresenta suas singularidades didatico-conceituais.

Recurso Contribuicao na aprendizagem da geometria do espaco
Sucatas — Ao abrir cada caixa posso ver uma possivel planificacdo
Planificacao — As arestas ficam bem visiveis e posso ver melhor que

o vértice é o encontro das mesmas e também quantas

arestas chegam a um determinado vértice

Vocé pensou em utilizar a internet como recurso didati-
co e, também, em sua auto-aprendizagem? Acesse http:
/Iwww.profcardy.com/geodina/espacial_platao.htm e adian-
te-se para a proxima aula.

INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préoxima aula, trabalharemos poliedros regulares e poliedros convexos.
Vocé também conhecerd um novo recurso para suas aulas de Geometria:

os modelos com canudos.

Serd necessario ter a mao seu material de desenho: cartolina, canudos para
refrigerante, linha de pipa e um pedaco de arame fino, com cerca de um palmo

de comprimento.

O uso da Histéria da Matematica também é outro recurso
importante para a aprendizagem de nossos alunos. Vocé
sabia que existe a Sociedade Brasileira de Histéria da Mate-
matica (SBHMat)?
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CONVERSANDO UM POUCO SOBRE A HISTORIA
DOS POLIEDROS

Nio é possivel conhecer em que circunstincias historicas comecou
e se desenvolveu o interesse pelos poliedros, identificados como sélidos de
faces planas. Do ponto de vista matematico, existem fontes egipcias, chinesas
e babilonicas contendo a resolu¢do de problemas relativos a piramides.

No Papiro de Rhind, hd diversos problemas relativos ao declive
das faces de uma pirdmide. Como sugere V. Katz, o valor do declive era
essencial para os construtores das pirdmides e, na realidade, os valores
concretos referidos nesses problemas sao aproximadamente iguais aos
declives das trés piramides de Gizé. No Papiro de Moscou é apresentada a
féormula para o calculo do volume do tronco da piramide de base quadrada,
embora a férmula para o volume da pirimide ndo apareca em nenhuma
fonte egipcia. Assim, ndo se conhece como os egipcios chegaram aquela

férmula. No texto que acompanha a figura e os calculos, é dito:

Coloca-se o seguinte problema: um tronco de pirdmide tem 6 ctibi-

tos de altura; 4 cubitos de base, por 2 ctbitos no topo.

Calcule com o 4, quadrando. Resultado 16.

Calcule 2 vezes 4. Resultado 8.

Calcule com o 2, quadrando. Resultado 4.

Adicione este 16 com este 8 e com este 4. Resultado 28.
Calcule 1/3 de 6. Resultado 56.

E 56. Vocé encontrou o resultado certo.

Em notacdes atuais, a formula descrita neste texto egipcio
corresponde a V = h/3 (a?> + ab + b?), onde b é a altura da pirdmide,
e a e b sio os comprimentos dos lados das bases quadradas do
tronco da piramide.

Nos Nove capitulos da arte matemadtica (Jiuzhang Suanshu) apa-
rece a mesma férmula, e também a férmula do volume da pirdmide.
Da mesma forma, existem tabletes babilonicos contendo problemas de
calculo de volumes de troncos de pirimides e de outros sélidos (em forma
de telhado de quatro dguas) que parecem ter resultado da necessidade de
calcular o volume de pilhas de grios de cereal. No que diz respeito as

férmulas utilizadas, algumas sdo corretas, outras apenas aproximadas.
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67




Instrumentacao do ensino da Geometria | Diferenciando sélidos de poliedros

Em qualquer caso, todos esses documentos demonstram um inte-
resse natural pelas formas poliédricas. Esse interesse nio era apenas utili-
tario. Em escavagoes arqueoldgicas proximas a Paddua foi descoberto um
dodecaedro etrusco (500 a.C.), do mineral esteatita, que era um objeto
de jogo. Os egipcios usavam dados com a forma de icosaedros.

Os matematicos gregos retomaram a questao do volume da pira-
mide. Arquimedes, no livro do Método, mostra que Demdocrito (que viveu
no fim do século V a.C.) foi o primeiro a afirmar que o volume de um
cone é 1/3 do de um cilindro tendo a mesma base e a mesma altura, e
que o volume da pirdmide é 1/3 do de um prisma com a mesma base e a
altura igual. Arquimedes, apoiando-se no método da exaustio, atribui a

Eudéxio (409 - 356 a.C.) a demonstragio destas duas proposi¢oes.

SUGESTAO DE LEITURA COMPLEMENTAR PARA APROFUNDAMENTO

LIMA, Elon. L. et al. A Matematica do Ensino Médio. V. 2, 32. ed. Cole¢do Professor

de Matematica. Sociedade Brasileira de Matematica. Rio de Janeiro, edicdes 2000.

SUGESTAO DE LEITURA COMPLEMENTAR SOBRE MAPAS CONCEITUAIS

FARIA. Mapas conceituais: aplicagdes ao ensino, curriculo e avaliacdo. Sdo Paulo:
EPU, 1995.

SANTOS, Vania Maria P. (coord.) et al. Avaliacdo de aprendizagem e raciocinio em

matematica: métodos alternativos. Rio de Janeiro: IM/UFRJ, 1997.

68 CEDERJ



Redescobrindo e construindo
os poliedros regulares com canudos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Definir angulo poliédrico.
o Definir e conceituar poliedros regulares.

e Utilizar os modelos com canudos como recurso
para aprendizagem.

Meta da aula

e Instrumentalizar o ensino dos
poliedros regulares.

Pré-requisitos

Para melhor desenvolvimento desta
aula, sugerimos que vocé relembre a
definicdo de poliedros e a de
poligonos regulares.

A construcgo de poliedros com
planificacées (Aula 6) é outro
pré-requisito imprescindivel.
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INTRODUCAO

PLATAO

(427-347 A.C.)
Apesar de nio ter
dado contribuigdes
técnicas ao desenvol-
vimento da Matem3-

tica, tornou-se grande

entusiasta da ciéncia,
criando uma escola

em cuja entrada se lia

“Que ninguém que
ignore a Geometria

entre aqui”. Seu entu-
siasmo era tanto, que
ficou conhecido como

o “criador de mate-

maticos”. Em um dos

seus didlogos, publi-
cou longa descricao
dos poliedros regu-
lares, associando-os
aos quatro elementos
do Universo: fogo,
ar, agua e terra. Ao
longo dos séculos, o
Universo foi associa-

do ao nome dos cinco

poliedros. Leia mais
sobre Platio na p. 11

do Médulo 5 de Geo-

metria Basica.
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Nesta aula, estudaremos os chamados poliedros regulares, também conhecidos
como poliedros de Platdo, fazendo uma abordagem que priorize intuicdo e
visualizacdo espacial. Na aula passada, vocé conceituou e definiu poliedro.
Agora, vamos definir e conceituar poliedros regulares, além de reconhecer e
relacionar seus elementos. Vocé vera que, partindo de nossa experiéncia com
poligonos regulares, teremos algumas surpresas na aula de hoje. Utilizaremos o
recurso dos canudos para produzir os esqueletos dos poliedros, que, diferente-
mente dos modelos de papel, permitem visualizacdo interna. Faremos também
breves incursdes historicas, que devem ser complementadas na bibliografia e
nos sites recomendados.

Ao longo do texto, serdo introduzidas algumas atividades que devem ser
realizadas antes de vocé dar continuidade a leitura, sob pena de prejudicar o
entendimento da aula. Continuaremos construindo nosso laboratorio de Geo-
metria. Vocé deve ter a mao: material de desenho, papel, cartolina, tesoura,

canudos para refrigerante (uns 20), linha de pipa e fita adesiva.

A construcdo de planificagbes, sucatas de caixas, modelos sélidos e modelos
vazados constitui recursos didaticos que devem fazer parte do laboratério
pessoal de todo professor de Geometria.

CONSTRUINDO POLIEDROS REGULARES COM CANUDOS

Os modelos de solidos que normalmente utilizamos, construidos
a partir da planificagdo, ocultam o interior do sélido e dificultam
a visualizacdo de diagonais e figuras inscritas, por exemplo. As
pesquisadoras Ana Maria Kaleff e Dulce Monteiro Rei nos apresentam
(1995) seus modelos confeccionados com canudos para refrigerante e

linha, que constituem materiais baratos e de facil acesso.



Além disso, os modelos sao construidos
de maneira facil: basta cortar os canudos de
um mesmo tamanho, que serdo as ares-
tas do poliedro, e uni-los com linha
que passe pelo seu interior, de forma
a montar o “esqueleto” do poliedro.

Veja o belissimo resultado!

Figura 7.1: Tetraedros
construidos com linha
de pipa e canudos.

Os modelos,

ou melhor, os
"esqueletos" com
canudos (ou similares)
sdo exemplos de
construgoes que
podemos fazer para
figuras espaciais.

Sua utilizacdao
permite: (a) construir
e identificar figuras

AULA I

geomeétricas;

(b) representar
estruturas em
3D ou 2D;

(c) formar e
representar
poliedros e observar
caracteristicas,
privilegiando
arestas e vértices,
dentre outras.

Figura 7.2: Exemplo de esqueletos de poliedros construidos com canudos.

ATIVIDADE

1. De posse de seu material, vamos agora construir os cinco poliedros
regulares com canudos para refrigerante. Vocé pode realizar esta atividade

com um colega. FFITIEEE

COMENTARIO
Vocé pode ter sentido dificuldade para unir as arestas. Uma solugdo fdcil &

compor todas as faces dos poligonos e depois uni-las, duas a duas, até fechar o

poliedro. A maneira mais dificil € perpassar a linha por todas as arestas, de forma
a fechar o poliedro com apenas um né. Isso é um quebra-cabeca interessante!
Néo se preocupe, caso seu modelo ndo fique perfeito. Com a prdtica, vocé ird
aperfeicoando a construcdo. Se alguma dificuldade persistir, consulte seu tutor.
Além dos modelos, que construimos em tamanhos facilmente manipuldvelis,
podemos também montar os “esqueletos” em tamanhos maiores e utilizando
outros materiais. Veja as fotos sequintes. Vocé parou para se imaginar no interior
de um sélido? Qual a contribuicdo dos modelos grandes na aprendizagem dos
elementos da Geometria Espacial? Ndo seria importante também utilizarmos

tais modelos em nossas aulas?
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N&o deixe de fazer essa atividade, pois 0 material ird somar-se ao seu laboratério
pessoal de Geometria. Seus alunos merecem aprender dessa forma!

Figura 7.3: Exemplos de esqueletos construidos com outros materiais e em
tamanhos diferentes. Fotos cedidas por George W. Hart.
(http://www.georgehart.com)

EucLibes

Quase nada se sabe sobre a vida deste nota-
vel matematico grego. Até mesmo o periodo
em que viveu, 325 a 265 a.C., ndo se tem
como certo. O que se costuma afirmar é que
Euclides fundou uma escola de Matemadtica
em Alexandria e, com o conhecimento acu-
mulado a época, escreveu Elementos. Sao
465 proposicoes em 13 livros. Além da Geo-
metria, Elementos tratam também da teoria
dos nimeros e da Algebra Elementar. Na
verdade, a Geometria Elementar estudada
hoje é desenvolvida do livro I ao VIII, sendo
que o livro II trata das transformacoes de
areas e da Algebra Geométrica, temas ndo
estudados em nossas escolas. O livro VIII
ocupa-se, também, das proporcdes continuas
e progressoes geométricas. Os livros IX e X
tratam da teoria dos niimeros e os demais,
da Geometria Espacial. Considera-se que,
exceto a Biblia, nenhum outro livro foi tio
estudado quanto Elementos, de Euclides.
Para saber mais, acesse:

http://www.numaboa.com.br/criptologia/
historia/euclides.php;
http://matematica.br/historia/euclides.html;
http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2001/
icm35/frames.htm
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Acesse http://www.georgehart.com/virtual-polyhedra/vp.html
e conhega outros exemplos de poliedros.

POR QUE EXISTEM APENAS
CINCO POLIEDROS REGULARES?

O fato historico de que sé existem cinco poliedros
regulares pode nos surpreender, se lembrarmos que existe
um numero infinito de poligonos regulares; mas nos con-
venceremos facilmente diante dos argumentos, relativa-
mente simples, que veremos nesta aula e na seguinte.

O livro XIII dos Elementos, de Eucupes (300
a.C.), fazia poucas referéncias aos poliedros regulares,
chamando-os poliedros de Platdo, mas ressalvando
que, na verdade, trés dos poliedros ja eram conhecidos
dos pitagoéricos (500 a. C.): tetraedro, cubo (hexaedro)
e dodecaedro e os dois outros, octaedro e icosaedro,

deviam-se a Teeteto (369 a.C.).



Sera interessante a leitura do livro paradidatico Os poliedros de Platdo e os
dedos da méo, da colecdo Vivendo a Matematica, Editora Scipione, escrito por
Nilson José Machado, educador matematico e professor da Universidade de
Sao Paulo.

Vocé esta conhecendo outro recurso para suas aulas. O livro paradidatico!
Tente encontrar e ler o exemplar sugerido anteriormente, bem como outros.
Eles sdo de leitura muito agradavel e o auxiliardo bastante em sua aprendizagem
e na elaboragdo de suas aulas. Converse também com o tutor sobre o potencial
desse recurso.

Para comegar, é facil notar ma dos angulos internos d Um ANGULO
ara comesan ¢ facll otar que a soma €os angtios MIEmos €os POLIEDRICO é um
poligonos que concorrem num mesmo vértice do poliedro angulo sélido

formado por vérios
angulos, um em cada
plano, dois a dois,
com lados comuns e
vértice comum

a todos.

deve ser menor do que 360°, pois, caso contrario,
ou os poligonos estariam no mesmo plano,
no caso de a soma ser igual a 360°,
ou estariam se sobrepondo,

no caso de a soma ser Figura 7.4: Angulo poliédrico.

maior que 360°. Nos

dois ultimos casos, ndo conseguiriamos formar um ANGULO POLIEDRICO.

ATIVIDADES

2. Recorte poligonos regulares congruentes numa folha de papel e verifi-
que se a afirmativa acima é verdadeira. Pode recortar livremente, ou seja,
sem fazer um desenho prévio. t3 355

COMENTARIO

Vocé deve ter notado que, como precisamos de pelo menos trés faces concor-

rendo num mesmo Vvértice, jamais poderiamos montar um poliedro regular com
faces hexagonais, por exemplo, pois seu dngulo interno mede 120°

Se vocé refletiu sobre a atividade anterior, deve ter concluido que somente
triéngulos eqildteros, quadrados e pentdgonos regulares podem ser faces de
poliedros regulares. Além disso, no caso dos tridngulos, podemos ter o concurso
de trés, quatro ou cinco faces num mesmo vértice, mas, no caso de quadrados
€ pentdgonos, teriamos apenas trés.

Na verdade, todos os poliedros que conseguiremos construir terdo dngulos

poliédricos de cinco tipos:
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Figura 7.5: Angulos poliédricos.

3. Desenhe, em cartolina, a planificacao dos angulos acima. Recorte e
B B B L R o T A T LT .
monte o angulo. £ £33 E3 €385 EIEIEIEIES

COMENTARIO

Certamente, vocé conseguiu!

4. Se vocé encaixar esses angulos poliédricos neles proprios, até fechar
uma regido do espaco, construira poliedros regulares. Quantos poliedros
regulares vocé conseguira construir? Quantas faces tera cada um?

e

COMENTARIO
Se tudo deu certo, vocé acabou de confirmar que sé existem cinco poliedros
regulares: tetraedro (4 faces triangulares), hexaedro ou cubo (6 faces quadradas),
octaedro (8 faces triangulares), dodecaedro (12 faces pentagonais) e icosaedro

(20 faces triangulares).

5. Construa um cubo com canudos. Agora, continuando com uma linha,
localize o centro de todas as faces do cubo e construa o poliedro inscrito
cujas arestas sao os centros das faces vizinhas do cubo.

COMENTARIO
Se vocé sequiu corretamente os procedimentos, vocé construiu um octaedro inscrito
no cubo. Caso tenha dificuldades na montagem dos modelos, ndo se preocupe,
aos poucos vocé ird minimizando-as. E importante ir criando artificios (construir

outros modelos, fazer desenhos etc,) para desenvolver sua visualizag@o.
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CONCLUSAO

O conhecimento adquirido sobre poliedros regulares ou poliedros de Platao

constitui um fato importante no estudo da Geometria. Além do potencial histérico,
eles podem ser conhecidos e construidos pelos alunos, passo a passo, como foi
feito nesta aula. Dessa forma, estaremos contribuindo significativamente para o

desenvolvimento da visdo espacial do aluno.

RESUMO

Existem apenas cinco poliedros regulares: tetraedro (4 faces triangulares), hexaedro
regular ou cubo (6 faces quadradas), octaedro (8 faces triangulares), dodecaedro

(12 faces pentagonais) e icosaedro (20 faces triangulares).

AUTO-AVALIACAO

Consideramos importante que vocé tenha praticado a constru¢do dos modelos
utilizando canudos. Justificar a existéncia de cinco poliedros regulares (Atividade 4),
bem como construi-los com diferentes materiais (Atividade 1), é de fundamental
importancia. Caso vocé ainda tenha dificuldades na montagem, pratique um
pouco mais e construa os cinco poliedros regulares com canudos, pois eles serdo

estudados, em detalhes, na préxima aula.

INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na aula seguinte, continuaremos estudando os poliedros de Platdo, aprofundando
aspectos relativos a convexidade e aos atributos relevantes na definicdo de

poliedro regular.

Lembre-se de que é imprescindivel a constru¢do de modelos
dos poliedros. Utilize o Médulo Pratico!
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Redescobrindo
os poliedros regulares

Meta da aula

e Instrumentalizar o ensino dos
poliedros regulares.

Esperamos que, apos o estudo do contetido desta
aula, vocé seja capaz de:

e Definir angulo poliédrico.
e Definir e conceituar poliedros convexos.
e Definir e conceituar poliedros regulares.

e Utilizar as planificagdes como recurso para
aprendizagem.

Pré-requisito

Para que vocé tenha 6timo desempenho
nesta aula, esperamos que tenha
construido os cinco poliedros regulares
com planificacdes (veja exemplos no
Maodulo Pratico) e com canudos

para refrigerante (Aula 7).
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|NTRODUCZ\0 Hoje estudaremos um pouco mais os poliedros regulares, também conhecidos
como poliedros de Platdo. Para isso, também exploraremos a definicao de
poliedros convexos e poliedros regulares. A intuicdo, a descricao, a visualiza-
cdo e as diferentes representacdes continuarao sendo processos geométricos

valorizados nesta aula.

Lembre-se de utilizar os modelos de planificagdes disponiveis no Médulo Pratico.
Vocé vera que ha planificagoes de solidos em geral e dos cinco poliedros.

DEFININDO POLIEDROS REGULARES

Um poligono € dito convexo se, dados dois pontos quaisquer A e B em seu inte-
rior, o segmento de reta AB esta contido no interior do poligono (Geometria
Bdsica, Médulo 1, p. 86, Definicao 17).

ATIVIDADES

1. Construa uma definicao para poliedro convexo, a partir da definicao
de poligono convexo.

COMENTARIO
Lembre-se de que a definicdo de poliedro convexo estd relacionada a convexidade
de seu interior. Veja também como livros diddticos do Ensino Médio desenvolvemn

essa definicdo.
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2. Identifique os objetos convexos e nao-convexos entre os representados

abaixo.

0 < @ V¢

Figura 8.1 Figura 8.2 Figura 8.3 Figura 8.4
’ @
Figura 8.5 Figura 8.6: Cilindro. Figura 8.7: Toro ou anel.
- &
p—
1™
B
Figura 8.8 Figura 8.9: Prisma hexagonal. Figura 8.10
Figura | Convexo | Nao-convexo Motivo
8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6
8.7
8.8
8.9
8.10

Quadro 8.1: Exemplos de objetos do espaco.

COMENTARIO

Utilize também os modelos de planificacées disponiveis no Mddulo Prdtico.
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Um poligono 3. Escreva a seguir sua definicdo para poliedro regular.
que é, ao
mesmo tempo,
equildtero e
equiangulo

é chamado
regular
(Geometria
Basica,
Moédulo 3, Agora ndo é apenas uma mera transcricdo, como vocé fez na Atividade 1. Vocé
p. 21).

COMENTARIO

terd de ser criativo! Use sua intuic@o, seus conhecimentos anteriores, e invente!

Mais adiante iremos esclarecer os detalhes.

4. Identifique, segundo sua definicdo, os poliedros regulares. ¥3%%

Figura | Regular | Nao-regular Motivo

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

COMENTARIO
Consideramos importante vocé justificar sua resposta, ou seja, apresentar os motivos
que o levaram a definir um poliedro regular. Vocé deve ter percebido que 8.6 e

8.7 ndo sdo poliedros.

5. De acordo com sua definicao dada na Atividade 3, vocé acha que existem
muitos ou poucos poliedros regulares? Justifique a resposta. ¥3%43

COMENTARIO
Essa pergunta parece repetida da aula anterior. No entanto, ela é proposital, para
que vocé possa, se for o caso, desenvolver novas formas de se convencer sobre

a existéncia de apenas cinco poliedros regulares.
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Voltemos a observar as figuras da Atividade 1. De todos os s6lidos

representados, apenas as Figuras 8.3 e 8.8 constituem sélidos regulares.

Observe-os bem e realize as atividades a seguir.

6. Liste atributos relevantes dos poliedros regulares e corrija, se necessario,
a definicao que vocé escreveu na Atividade 3. ¥3¥31H

COMENTARIO

Vocé deve ter observado que as faces do poliedro regular sao poligonos regulares; Poliedro
. . ~ regular é o

que a cada duas faces hd uma aresta comum; que as faces sdo congruentes, .
poliedro con-
além de outros atributos. Mas poderd ndo ter identificado, por exemplo, que cada vexo cujas
- 20 dh , d faces sdo
vértice € a intersecgdo de um mesmo ndmero de arestas. elbanes

regulares
congruentes (S
7. Compare a definicdo anterior com a que vocé escreveu na Atividade 3 queozrsétr?izz
e tire conclusdes. Concorrem o
mesmo name-
ro de arestas
(Geometria
Badsica,
Volume 3,

p. 100,
Definicio 18).

Na verdade, a tarefa de definir um poliedro reqular néo é tdo simples quanto parece.

8. A Figura 8.2 ndo é um poliedro regular! Por qué? t3%4

COMENTARIO
Pense mais um pouco. Vocé deve ter reparado que em alguns vértices concorrem

(chegam) trés arestas e, em outros, quatro. Tal fato contraria a definicdo.
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RESUMO

82

CONVERSANDO UM POUCO MAIS SOBRE A HISTORIA DOS
POLIEDROS REGULARES E PLATAO

Platio e sua escola também estudaram os poliedros regulares;
porém, contrariando o que fizeram os pitagéricos, ele nio manteve seus
estudos em sigilo. Talvez este seja 0 motivo da denominagdo “corpos
platonicos” atribuida aos poliedros regulares. Nio se sabe se Platdo tinha
certeza da existéncia de apenas cinco poliedros regulares. No entanto, desde
os tempos de Euclides j4 se sabia, como ficou demonstrado em Elementos,
que existem apenas cinco poliedros regulares. Apesar de nio sabermos se
a demonstracao era original de Euclides, esta foi a primeira que apareceu
escrita. Sabemos que Euclides sistematiza o estudo dos poliedros regulares,
incluindo sua constru¢io geométrica ou inscri¢do na esfera.

O matemdtico drabe Abul Wefa (940-998) foi o primeiro que
demonstrou, na Idade Média, que todos os poliedros regulares podem

ser construidos através de uma abertura ou ajuste do compasso.

CONCLUSAO

A construcdo de planificacdes, modelos solidos e modelos vazados constitui

recursos didaticos que devem ser utilizados no laboratério pessoal de todo

professor de Geometria.

Podemos definir poliedros convexos regulares através da analise das faces, dos

vértices e das arestas. Em um poliedro convexo regular, as faces sdo poligonos

regulares, a cada duas ha uma aresta comum e em todos os vértices chegam o

mesmo numero de arestas.
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AUTO-AVALIACAO

Se vocé finalizou esta aula entendendo a definicdo de poliedro regular (Atividade 3),
de poliedro convexo (Atividade 1), bem como de angulos poliédricos (Aula 7), meus

parabéns!

Além disso, identificar e entender os atributos relevantes na defini¢do de poliedros
regulares (Atividade 6) é também importante, pois dessa forma vocé construira
melhor cada poliedro e podera analisar seus elementos, o que enriquecera seu

conhecimento geométrico sobre os poliedros.

Para complementar seu estudo dos poliedros regulares, deve também construir
as planificagdes e os modelos solidos desses poliedros, em diferentes tamanhos.
Use cartolina, papel cartdo ou outro material, como emborrachados ou madeira,

para tornar seus poliedros mais resistentes ao uso em sala de aula.

INFORMACAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na préoxima aula, estudaremos o cubo. Utilizaremos, entre outros recursos, a
dobradura de papel. E bom que vocé tenha papel de boa qualidade (sulfite,

encartes promocionais de jornais etc.).
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Explorando elementos do cubo

Meta da aula

e Instrumentalizar para o
ensino do cubo.

Esperamos que, apos o estudo do contelido desta
aula, voceé seja capaz de:

e Definir e conceituar cubo.

e Utilizar os policubos, as dobraduras em papel e a
internet como recursos para aprendizagem.

Pré-requisitos

Para melhor desenvolvimento desta aula,
sugerimos que vocé relembre a defini-
cdo de cubo e tenha um modelo deste
poliedro construido com planificacdo e
outro com canudos para refrigerante.
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INTRODUCAO

SBHEDE
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O cubo é uma figura muito comum no espaco tridimensional. Desde peque-
nos, temos contato com um cubo muito conhecido: o dado. Além dessa
familiaridade, podemos encontrar relacbes matematicas importantes no cubo
e precisamos desenvolvé-las em nossas aulas. Assim, nesta aula, vamos estu-
dar alguns elementos conceituais (seccoes planas, distancias, diferentes vistas
e representacdes) envolvidos no cubo (o hexaedro regular), um dos cinco
poliedros regulares.

Tenha seus diferentes modelos de cubo (com canudos, com planificaces e
outros recursos). Vocé também podera visualizar e manusear cubos, virtual-
mente, acessando: http://www.mat-no-sec.org/criar/poliedros/3.html

http://pessoal.iconet.com.br/jlfialho/mat_p.htm

Vamos comecar pela construcdo de um cubo através das DOBRADURAS de

papel.

As DOBRADURAS, ou origamis (arte de dobrar
papéis), sao construgdes que possibilitam a
observacdo de formas diferentes. E um tipo de
arte popular no Japao e foi introduzido

no Ocidente para diferentes tipos de trabalho,
inclusive artesanais. No ensino de Geometria
as dobraduras nos permitem, por exemplo:
(a) construir e identificar figuras geométricas;
(b) compor e decompor figuras, e (c) formar
poligonos convexos e nio-convexos.

Para saber mais, acesse:
http://www.Geometria.com.br/http:
/web.mit.edu?lavin/www/origami.html
http:/www.origami-usa.org/

Os origamis tém algumas regras: utilizar folhas quadradas e nao realizar cortes.
Embora existam papéis proprios para as dobraduras, vocé pode utilizar um
papel qualquer e de facil manuseio, por exemplo, encartes de propaganda
(aqueles contidos nos jornais ou distribuidos em supermercados ou nos sinais
de transito).



8
™ |

ATIVIDADES

1. Que solido é obtido, quando ligamos os centros de todas as faces de
um cubo? Qual o comprimento das arestas do poliedro inscrito no cubo?
Faca o desenho e justifique sua resposta. £3 £ £31d

COMENTARIO

Lembre-se de que vocé construiu esses modelos na Atividade 5 da Aula 7.

2. Do cubo a seguir, continuando com seccdes planas, é possivel obter um
quadrado? Justifique. Qual a posicdao em que um plano deve ser colocado
para que a seccao de corte obtida tenha a forma de um retangulo? Qual
o perimetro méaximo da secc¢do plana retangular obtida? Justifique.

Quando fazemos um corte plano em um sdlido, a figura que aparece na
zona de corte é denominada seccdo plana.
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Por exemplo, a seguir vocé pode ver outras seccoes planas do cubo
(retirado de Kaleff, 1998, p. 166).

Algumas secgoes planas do cubo

CEDERJ

87




Instrumentacdo do ensino da Geometria | Explorando elementos do cubo

ATIVIDADES

3. Imagine um cubo. Considere um de seus vértices e as arestas que

‘ chegam a ele. Fazendo um corte plano que passe pelos trés pontos médios

das arestas consideradas, o cubo se dividira em duas partes, uma maior

‘ e outra de menor volume. De posse dessas informagdes, responda as

’ questdes a seguir e justifique suas respostas:(a) Qual sera a forma do corte?

(b) Qual a forma da parte (s6lido) de menor volume? (c) Desenhe cada
um dos sdlidos e apresente duas observacGes sobres os mesmos.

R tepterse)

COMENTARIO
As Atividades 1, 2 e 3 podem ser feitas em menos tempo. No entanto, caso
necessite, utilize mais tempo construindo os modelos. Para visualizarmos as

seccoes planas, podemos utilizar papel celofane ou folhas de radiografias.

4. Imagine um cubo pendurado por um dos vértices e um plano
horizontal que se desloca de baixo para cima. Desenhe e descreva trés
seccoes possiveis (poligonos regulares ou ndo, etc.) que o plano faz
sucessivamenteno cubo. ¥ tATAYIYIYS

COMENTARIO
Imagine um cubo sendo mergulhado em uma piscing, em que a superficie da dgua
é o plano horizontal de referéncia. Ou pense em um cubo de acrilico (transparente),
parcialmente cheio de dgua. Ao mexermos o cubo, vamos formando e visuali-

zando vdrias seccoes.
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5. Imagine um cubo de madeira e um de seus vértices. Quantas arestas
chegam a este vértice? Suponha que vocé o pintou com caneta hidrocor
preta. Seguindo por uma das arestas do vértice pintado, va a um vértice
vizinho e pinte-o também. Deste modo, seu cubo possui uma das arestas
com os extremos pintados. (a) Quantas arestas do cubo possuem apenas
um extremo pintado de preto? (b) Quantas arestas do cubo ndo tém
extremos pintados? (c) Quantas faces do cubo possuem algum vértice
pintado? (d) Quantas faces nao tém vértices pintados? Discuta suas res-
postas com seus colegas e com o tutor! ¥3EFEH

COMENTARIO
O desdfio serd realizar esta atividade sem o manuseio do cubo. No entanto,

caso vocé tenha dificuldade, utilize o modelo que lhe convier.

6. Como temos observado em nossas aulas, a elaboracao de tarefas geo-
métricas distintas para desenvolver um mesmo conceito constitui uma fun-
cdo docente imprescindivel. Sendo assim, nesta atividade, vamos analisar
trés tarefas elaboradas pelo professor Marcelo. Elas objetivam calcular
e analisar distancias no cubo. Mesmo tendo um objetivo conceitual prin-
cipal, as tarefas podem remeter-nos a outros conceitos e procedimentos
(maneiras de fazer) distintos que podem estar envolvidos na realizacdo
das mesmas. Nisso é que estamos interessados agora!

[ttt teptep el teitep el c)
COMENTARIO
Veja as tarefas. Vocé ndo precisa realizd-las. O que faremos nesta atividade é

apenas analisd-las.
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TAREFAS

1. (Adaptada do Boletim do GEPEM n° 42.)

Ajude nosso amiguinho, o Superlapis, a encontrar o caminho mais
curto. Ele esta no ponto A e deve chegar ao ponto G.

Obs.: (a) a figura representa um cubo de aresta igual a Tm;
(b) vocé pode incluir outros pontos sobre as arestas do cubo.

2. (Disponivel em http://www.calculando.com.br/jogos/
Acesso: 19/3/2004.)

Na ilustracdo ao lado estdo representados dois cubos unidos por
uma de suas faces. De acordo com a ilustracdo, qual é a soma dos com-
primentos dos segmentos AB e BC?

3. Na pagina 136 dos Mddulos 3 e 4 de Geometria Basica, vocé
realizou a seguinte atividade: "Na figura ao lado, ABCDEFGH é um cubo
de aresta AB e M é o ponto médio de AB. Determine a distancia de F ao
plano que contém M, He G."

Vamos analisar as tarefas anteriores, isto &, apresentar dois
conceitos que podem estar envolvidos na realizacdo das mesmas. Com-
plete a tabela abaixo.

Tarefa | Objetivos pensados pelo professor Marcelo Conceitos envolvidos
1 - Ponto médio
2 Calcular e analisar distancias no cubo -
3 - Distancia de um ponto a um plano
COMENTARIO

Lembre-se de que ndo é necessdrio resolver cada tarefa anterior.
E preciso apenas entendé-las. No entanto, realizando-as — inclusive de diferentes
maneiras —, vocé poderd tornar sua andlise critica mais rica. Para facilitar seu
entendimento, sugerimos dois conceitos. Converse com um colega e com o tutor.
Vocé também poderd acessar a pdgina do MEC (www.mec.gov.br) para ler os

Pardmetros Curriculares de Matemdtica para o Ensino Médio e identificar objetivos.



Conversando sobre seu Laboratorio
de Geometria

Policubos é um tipo de material dida-
tico que tem como objetivo desenvolver a
visualizacdo e a representacdo espacial e enfa-
tizar o uso de diferentes tipos de expressio,
comunicacio e representagdo de objetos espa-
ciais. A partir de cubos iguais de madeira,
por exemplo, e colados por faces, formam-se
pecas variadas. Sua utilizagdo possibilita cons-
truir e identificar figuras geométricas; compor,
decompor e planificar figuras; identificar
e representar diferentes vistas. Ao lado,

vocé vé exemplos de tetracubos e pentacubos.

< 4 SR
P L7
5 g < i
>
)

G i ’!q¢ Pentacubos
SRS I
Sl  od
&S S B
CI W
Ny e
S G '
v Y
%
od hd a
£ E
S,
< g @ s
L L 5
TN 4
P P G G

Tetracubos

Um exemplo bem conhecido de policubos é o cubo-soma. Conforme

o modelo a seguir, as sete pegas que 0 compdem s3o seis tetracubos (quatro

cubos unidos entre si) e um tricubo (trés cubos unidos entre si).
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Veja um exemplo de atividade com o cubo-soma

Objetivos: montar figuras diversas, descrever e justificar processos
de construcdo e representacdo.

COMENTARIO

P g Além de formar o cubo utilizando todas as pegas, também podem ser formadas

1 ’ ’ ’ 5 ’ muitas outras figuras. Algumas delas podem representar exemplos de animais
etc. O professor pode desdfiar os alunos a construir figuras atrativas, utilizando

todas as pecas do cubo-soma e depois propor que eles desafiem seus colegas

a descobrir como as pegas foram agrupadas.

http.//www.geocities.com/Area5 1/Quasar/4600/PPD/PolycBox.htm
Ha outros tipos de policubos que também podem enriquecer
nossas aulas na representacdo e manipulacdo de objetos em trés dimensdes.

Veja, a seguir, o cubo de Steinhaus (que é formado por 6 pegas), o cubo de

O’Berine (cujas pegas sdo todas iguais) e o cubo de Lesk.

Cubo de Steinhaus Cubo de O'Berine Cubo de Lesk

g g % B %
g & %% %
& Ho ® % %
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Além da constru¢do das pecas (jun¢do de cubos) por meio de

dobraduras, vocé também pode trabalhar com a representagdo dos cubos

e suas composi¢oes na malha isométrica, que mostramos a seguir.

Figura 9.1: Exemplo de malha isométrica.

Veja, a seguir, formas de utilizar a malha isométrica.

o o o o o
o o o
o =]

o
-] o
o o
=] o
o o o o

Figura 9.2: Representacdes em perspectiva isométrica do cubo e da peca
A do cubo-soma (retirado de Kaleff, 1998, p. 67).

Além dos inovadores trabalhos com canudos, Ana Maria Kaleff apresenta-nos,
em seu livro, mais contribuicdes sobre o trabalho com malhas isométricas.

Por exemplo, podemos encontrar na obra:

—Trabalho com a representac¢io cotada e em perspectiva

(p. 70).
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— Atencdo sobre a representacdo adequada para o calculo de

volume (p. 77).

— O trabalho com as diferentes vistas (frontal, superior/inferior,

lateral) de um objeto (p. 87).

Lado Frenle
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Veja também outra possibilidade de uso dos policubos e do

papel isométrico. 3 €IEATT

EXEMPLO DE ATIVIDADE

Com o objetivo de explorar representacoes graficas variadas e

@ g ® g desenvolver a visualizacdo, apos um trabalho exploratdrio com os policu-
2 3 bos, um professor solicitou aos seus alunos de 6° série que desenhassem

no papel isométrico cada uma das posicoes (b), (c) e (d), considerando
% M como referéncia a representacdo da posicdo da figura (a).
COMENTARIO
Vocé ndo precisa resolver esta tarefa. No entanto, se o fizer, vocé contribuird para
o desenvolvimento de suas habilidades espaciais e no processo de representacdo
de uma figura em perspectiva, nos quais é comum apresentarmos dificuldades.

Na verdade, o papel isométrico pode Ihe ajudar na representagdo em perspectiva.
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CONCLUSAO

Gostariamos de concluir esta aula consoantes com a pesquisadora Ana Maria Kaleff

(1998), ao enfatizar que devemos ter consciéncia de que todo processo de representacdo
da figura espacial no plano é construido e vivenciado pela crianca através de uma
interacdo com distintos materiais, ndo Ihe sendo exigida nenhuma aptidao inata
para a visualizacdo das arestas ndo-visiveis do sélido geométrico nem para as demais

convencoes e particularidades dos diferentes desenhos em perspectiva.

RESUMO

Através de um interessante passeio pelo mundo do cubo, construindo-o e observando-
o cuidadosamente (Atividade 5) em diferentes tamanhos e posi¢des, vocé viu que
podemos: inscrever um octaedro no cubo (Atividade 1), fazer seccées planas
(Atividades 2 e 4), analisar comprimentos/distancias (Atividades 2 e 6), seccionar
e comparar volume (Atividade 3), construir um cubo com dobraduras de papel e
desenvolver outras alternativas didaticas com os policubos e a malha isométrica.

Todas elas nos remetem a diferentes formas de representacdo em Geometria.

ATIVIDADE COMPLEMENTAR QUE O AJUDARA NAS PROXIMAS AULAS

Qualquer poliedro regular pode ser obtido através de seccdes planas em qualquer
um dos poliedros regulares. Por exemplo, o cubo pode ser obtido através de
sec¢Oes no tetraedro. Quantos cubos iguais cabem num tetraedro? Construa os
modelos. O que vocé pode dizer sobre a relacdo entre a aresta do cubo e a aresta

do tetraedro?

AUTO-AVALIACAO

Esperamos que vocé tenha estudado e conhecido os diferentes elementos do cubo.
Dos recursos, além do livro paradidatico, até o momento vocé conheceu, construiu e
trabalhou com: modelos com canudos, sucatas de caixas, planificacdes, dobraduras
de papel, os policubos e a malha isométrica. Sendo assim, é importante que vocé
realmente tenha utilizado cada material. Assim, com a mesma perspectiva de
auto-avaliacdo da aula anterior, apresente uma contribuicdo da dobradura, dos
policubos e da malha isométrica para a aprendizagem de elementos da Geometria

espacial. Complete o quadro a seguir:
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Material Aprendi que esse recurso é diferente dos demais em:

Dobradura

Policubos

Malha isométrica

Ao justificar sua resposta, verifique se vocé alcancou os objetivos da mesma.
Converse com o tutor e com os colegas.
INFORMA(;()ES SOBRE A PROXIMA AULA

Na Aula 10, estudaremos os tetraedros e os octaedros. Utilizaremos modelos sélidos
(cartolinas), vazados (canudos) e transparentes. Vocé deve ter o material a mao antes
de comecar a aula. Para os modelos transparentes, vocé pode usar transparéncia para
impressao, lavada com dgua para tirar a goma, ou acetato de raios x, depois de lavado

com agua sanitaria até ficar transparente.

SUGESTAO COMPLEMENTAR DE SITES
http://www.cpsimoes.net/puzzle1a5.shtml

http://www.apm.pt/apm/foco98/activ13.html

SUGESTAO DE LIVRO PARA DODRADURAS EM GERAL

GUSHIKEM, S. O mundo encantado do papel. Sao Paulo: FTD, 1990.

SUGESTAO DE LEITURA COMPLEMENTAR PARA APROFUNDAMENTO

FARIA, Wilson de. Mapas conceituais: aplicacdes ao ensino, curriculo e avaliagao.
Sao Paulo: EPU, 1995.
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Explorando o tetraedro
e o0 octaedro

Esperamos que, apos estudo do contetdo desta aula
VOCé possa:

e Construir modelos de tetraedros e octaedros regu-
lares.

e Visualizar simetrias e cortes no cubo, no tetraedro
e no octaedro.

e Construir diferentes modelos como recurso para
sua aprendizagem.

Meta da aula

e Instrumentalizar o ensino do
tetraedro e do octaedro.

1

Pré-requisitos

Para o desenrolar agradavel e qualitativo
desta aula, consideramos imprescindivel
que vocé tenha construido os poliedros
regulares, especialmente tetraedros

e octaedros, em diferentes materiais.
Além do mais, revisar a definicdo de
poliedros e de poligonos regulares
também é importante.
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INTRODUCAO
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Nesta aula, faremos uma viagem pelo mundo do tetraedro e do octaedro
regulares. Vocé deve ter a mao todo o material solicitado na aula passada, isto
é: canudos, linha, tesoura, cartolina, cola, fita adesiva, material de desenho,
transparéncias (pelo menos quatro), arame, papel para desenhar.
Comecaremos nossa aula construindo modelos vazados (com canudos), soli-
dos (com cartolina) e transparentes (com transparéncias). Esses modelos nos
ajudardo a visualizar simetrias, cortes, inscriches e seccdes. Sem eles, nossa
aula se tornara um desafio quase insuperavel. Além disso, esses modelos se
somarao a outros tantos materiais que vocé vem reunindo em seu laboratério
pessoal e que podera utilizar em suas aulas futuras. Como ja dissemos, seus
alunos merecem!

Se estiver tudo pronto, vamos a aula!

OS MODELOS DE POLIEDROS

Nas Aulas 6 e 7 deste modulo, deixamos, como exercicio, que
vocé construisse s6lidos com planificacdes e canudos. Pode ter sido uma
tarefa dificil! Se vocé desanimou, vamos dar uma dica para a construcio
do tetraedro e do octaedro, pois eles sio muito necessarios nesta aula.

Se vocé ja construiu seus modelos, pode pular esta parte.

CONSTRUINDO O TETRAEDRO

Montagem através da planificacao: CICFCITIEITICITIIS

Figura 10.1: Planificacdo do tetraedro.



Lembre-se de utilizar o Médulo Pratico. Basta recortar, dobrar e colar as abas.
Vocé deve construir um modelo sélido (fechado) e outro em material transpa-
rente, como, por exemplo, folhas de radiografia. Colocando-as na 4gua sanitaria,
elas ficam transparentes.

CONSTRUGCAO COM CANUDOS PARA REFRIGERANTE

Para a construgiao do esqueleto com canudos, vocé deve ter 3 mao:
seis canudos para refrigerante, de mesmo tamanho (existem canudos mais
resistentes, como os que sao usados para fixar bolas de gds em festas
infantis), linha grossa e um pedago de arame fino em forma de agulha.
Com auxilio de sua “agulha”, passe a linha por trés canudos, fechando
um tridngulo com um né. Deixe duas pontas grandes de linha. Passe uma
das pontas por dois canudos e feche um segundo tridingulo adjacente ao
primeiro. Dirigindo a ponta da linha para um dos vértices nio comuns
aos dois triangulos, acrescente o tltimo canudo. Introduza esta ponta da
linha no outro vértice nio comum para encontrar a outra ponta. Basta

esticar a linha e dar o dltimo n6. A Figura 10.2 mostra passo a passo.

Figura 10.2: Construcdo do esqueleto do tetraedro com canudos.
Fotos: Miguel Angelo da Silva
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CONSTRUINDO UM OCTAEDRO

Montagem através da planificagdo: ¥t AT a1

Figura 10.3: Planificacdo do octaedro.

Lembre-se de utilizar o Médulo Pratico.

CONSTRUGCAO COM CANUDOS PARA REFRIGERANTE

Agora, serdo doze canudos e quatro metros de linha. Passe a linha
por trés canudos, fechando o tridngulo com uma lagada, e mantendo
as duas pontas com o mesmo tamanho. Passe uma das pontas em trés
canudos, formando outro tridngulo com uma nova lagada. Passe cada
uma das pontas por um lado de cada triangulo, para atingir vértices
nio comuns em cada um. Agora, passe as duas pontas por um mesmo
canudo, uma por cada extremidade, e comece a construir um novo par
de tridngulos como o anterior, de modo que as duas pontas terminem
uma em cada vértice nio comum do ultimo tridangulo. Passe cada uma
das pontas nos lados dos primeiros tridingulos, de modo que terminem

no mesmo ponto. Agora, é so esticar a linha e amarrar.



Fotos: Miguel Angelo

Figura 10.4: Construcdo do esqueleto
do octaedro com canudos.

Bem, agora vocé nio tem desculpas para ndo ter seus modelos
de tetraedro e octaedro. Podemos, entdo, continuar o nosso passeio por
esses poliedros.

Comegaremos observando as simetrias e cortes nos dois poliedros
de nossa aula. A discussao desses temas constitui uma oportunidade
impar para ajudar no desenvolvimento da visao espacial de seus alunos,

sobretudo se vocé utilizar variados modelos e desenhos.

SIMETRIAS NO TETRAEDRO E OCTAEDRO

Para comegar, na Aula 33 do seu curso de Geometria Bésica, pagina
161 do Volume 3, vocé aprendeu que o tetraedro e o octaedro sdo inscriti-

veis numa esfera, o que significa que o centro dessa esfera se constitui num Na SIMETRIA DE

ROTACAO, os vértices

ponto de SIMETRIA DE ROTAGAO desses solidos. o
do solido permanecem

Consideramos agora as retas de simetria de rotagdo, mais conhecidas na mesma esfera,
. . . . B . quando gira em torno
como eixos de simetria. Como esses poliedros sio regulares, esses eixos do ponto ou da reta

- . , . de simetria.
terdo de passar pelo centro do poliedro. Tudo bem? Além disso, se esse

eixo interceptar uma face, terd de fazé-lo no seu centro e, se
interceptar uma aresta, serd no seu ponto médio. Caso contrario,
os vértices das faces ou das arestas ndo girariam numa mesma
esfera. Resumindo, de modo geral, poderemos ter trés tipos de
eixos de simetria num poliedro regular: os que passam por um
vértice, ou pelo ponto médio de uma aresta, ou pelo centro de
uma face, com todos passando também pelo centro do sélido.

Veja, a seguir, os eixos de rota¢io do octaedro e do cubo.

Figura 10.5

CEDERJ 101



Instrumentacao do Ensino da Geometria | Explorando o tetraedro e o octaedro

ATIVIDADES

1. Utilizando seu modelo de canudos, desenhe e descreva todos os eixos

‘ de simetria do tetraedro regular. ¢

Y
B

COMENTARIO
Vocé deve ter observado que, no caso do tetraedro, os eixos de simetria que
passarem por um vértice também passardo pelo centro da face oposta. Observe
também as retas que unem os pontos médios de arestas opostas. Resumindo,
teremos seis eixos de simetria de rotacdo. Procure sempre fazer o desenho,

conforme a FIGURA 10.5.

2. Utilizando seu modelo de papel, descreva todos os eixos de simetria
do octaedro regular. TFtHITITIES

COMENTARIO
Facilmente, vocé deve ter observado que os eixos que passam por dois vértices
opostos sdo de simetria. Além disso, ndo é possivel uma reta passar pelo centro
do poliedro e ao mesmo tempo por: um vértice e o ponto médio de uma aresta,
um Vvértice e o centro de uma face; o centro de uma face e o ponto médio de
uma aresta. Restam, entdo, duas possibilidades: retas que passem pelo ponto
médio de duas arestas opostas e retas que passem pelos centros de duas faces
opostas. Para testar essas possibilidades, vocé pode fazer pequenos orificios no
centro das faces e no ponto médio das arestas do seu modelo transparente,
passar um arame e girar o modelo. Persistindo alguma duvida, converse com
seus colegas ou com seu tutor.

Podemos também observar PLANOS DE SIMETRIA nos poliedros regulares.

Ao contrario dos eixos de rotagio, que nos permitem
girar o poliedro e, dessa forma, verificar se os vértices
giram em torno de uma mesma esfera, no caso dos pla-
nos a simetria é estatica. O PLANO DE SIMETRIA divide
o poliedro em duas regides idénticas. Veja os planos de
simetria do cubo.

\\/“x

Figura 10.6.a Figura 10.6.b
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Vocé deve ter percebido que os planos podem ser vistos e descritos a
partir das diagonais das faces do poliedro, das arestas etc. Assim, podemos
determinar o nimero de planos de duas formas:

1. Os planos passam por diagonais de faces opostas. O cubo tem
trés pares de faces opostas, e a cada par de faces passam duas diagonais,
totalizando seis. Portanto, o cubo possui seis planos de simetria.

2. Os planos passam por um par de arestas opostas (quando o plano
que forma passa pelo centro do poliedro). Como o cubo tem seis pares de
arestas opostas, ele possui seis planos.

Na Figura 10.6.b, a bela ilustragio mostra a disposicao no espaco dos

circulos maximos correspondentes aos seis planos de simetria do cubo.

Os dodecaedros e os icosaedros possuem 15 planos de simetria, sendo
um para cada par de arestas opostas. Esses planos ( 10.7. a e b ) passam
por um par de arestas opostas e cortam, no ponto médio, outro par
de arestas opostas. Veja, a seguir, dois deles. A Figura 10.7.c ilustra a
posicao relativa dos planos no espaco.

Figura 10.7.a Figura 10.7.b Figura 10.7.c
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ATIVIDADE

3. Encontre e descreva os planos de simetria no tetraedro e no octaedro.
ATIITIT

COMENTARIO

Vocé deve ter observado que, no tetraedro, os planos que contém uma aresta e
interceptam o ponto médio da aresta oposta sdo planos de simetria. Além disso,
os planos que contém a altura de uma face e o vértice oposto a ela também
sdo de simetria. Quantos planos de simetria teremos?

Por outro lado, o octaedro admite, pelo menos, trés tipos: passando por quatro vér-
tices, passando por dois vértices ou ndo passando por vértices. Serd que existem
outros tipos de planos? Quantos sdo no total? Converse com seus colegas
e com o tutor! As Figuras 10.8.a e 10.8.b ilustram dois possiveis planos:
um passando por quatro vértices e outro passando por dois vértices e pelo
ponto médio de pares de arestas opostas. A Figura 10.8.c mostra-nos um belo

modelo das simetrias no octaedro.

.;a--:

}A V\_ﬁ 4

Figura 10.8.a Figura 10.8.b Figura 10.8.c

Conversando sobre o seu laboratoério pessoal de Geometria

Com as Figuras 10.6.b, 10.7.c e 10.8.c vocé tem outra idéia para
a constru¢do de modelos poliédricos. Utilizando cartolina, vocé poderd
representar a disposi¢ao no espago dos circulos maximos correspondentes

aos planos de simetria de cada poliedro.

CORTES NO TETRAEDRO E NO OCTAEDRO

Na aula passada, vocé aprendeu que um corte € a interseccao de
um plano com um sélido e que sec¢do plana € a figura que resulta dessa
intersec¢do. Viu também que podemos visualizar um corte, enchendo um
modelo transparente com algum liquido ou mergulhando seu modelo de

esqueleto em um liquido.
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ATIVIDADES

4. Na Atividade 6 (Tarefa 3) da aula passada, vocé trabalhou com a figura
ao lado. O tridangulo HMG representa uma seccao plana? %4

COMENTARIO
Nem todo poligono inscrito num sélido é o resultado da interseccdo de um

plano. Observe que o plano que contém o triéngulo HMG intersecciona o cubo

no quadrado ABHG.
No caso do tetraedro, os cortes podem interceptar trés ou quatro faces, formando

triGngulos ou quadrildteros. Confirme!

<7
=

>
’

? = Figura 10.9

5. Descreva e desenhe todas as seccoes planas de um tetraedro. Qual a
posicdo do plano de interseccdo, em cada caso? ¥t

COMENTARIO
Se o plano de interseccdo interceptar um eixo de simetria que contenha um
vértice, no interior do tetraedro, sendo-lhe perpendicular, teremos triGngulos
equildteros. Ndo sendo, o tridngulo serd isésceles. Se o plano for paralelo a
duas arestas opostas, as secgdes serdo retangulares. Resta ainda o caso de
um plano que intercepte as quatro faces, mas ndo seja paralelo ds arestas.
Qual seria a seccdo, neste caso?

A visualizag@o das secgées planas no octaedro é mais complexa. Vejamos!
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Apesar dos variados recursos que vocé pode e deve usar em suas aulas de Geometria,
o desenho no quadro-de-giz sera sempre um recurso necessario. Todo professor
deve se esforcar para desenvolver esta habilidade. Vocé deve desenhar todas as
atividades desta aula; sera um bom exercicio. Além do mais, a constru¢do de um
guadro como o seguinte também o ajudara.

Posicao do plano de interseccao Seccao plana

ATIVIDADES

6. A seguir, vocé vera trés planos seccionando um octaedro. Em quais deles
obtemos seccdo quadrada? Descreva a posicdo deste plano.

ey tepte)

COMENTARIO

Uma descricdo possivel: um plano perpendicular a uma diagonal interna do

octaedro. Se vocé descreveu de outra forma, verifique se essa propriedade

também é observdvel na sua descricdo.

Figura 10.10

7. E possivel encontrar um losango como seccdo plana do octaedro?

e} ¥¢]

COMENTARIO
Certamente, vocé pensou nos planos de simetria do octaedro. Certifique-se de
que ndo hd outra possibilidade.

8. Imagine um plano que corte o octaedro em quatro faces e seja per-
pendicular a um plano de simetria que passe apenas por dois vértices.
Qual seré a seccdo plana? ¥A131HI1S

COMENTARIO
Vocé deve ter percebido que, cortando quatro faces, a seccdo serd um quadrildtero.
Se o plano de interseccdo também for perpendicular & diagonal interna, contida
no plano de simetria, o quadrildtero serd um quadrado; caso contrdrio, serd um
trapézio isésceles. Mergulhe seu octaedro de canudo, em um liquido, procure

a posicdo desejada e confirme esta conclusdo.
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9. Podemos ter seccoes planas pentagonais no octaedro? Qual seria a
posicdo do plano de interseccdo? (3E3E0

COMENTARIO
Mergulhando seu octaedro em um liquido, vocé pode verificar que o plano de
interseccdo que contém somente um dos vértices de uma diagonal espacial
interceptard cinco faces do octaedro, definindo um pentdgono. E possivel que
esse pentdgono seja reqular?

10. Que tipo de seccdo é produzida quando interceptamos o octaedro
por um plano paralelo a duas faces opostas? ¥t LIS

COMENTARIO
Serdo seis faces interceptadas. Neste caso, o hexdgono pode ser regular. Basta
que o plano seja equidistante das duas faces a ele paralelas.
As atividades anteriores quase esgotam as possibilidades de corte no octaedro.
Deixaremos uma possibilidade para a avaliacéo final desta aula. Para encerrar,

vamos observar algumas inscricées reciprocas entre os poliedros regulares.

O problema de inscrever os s6lidos de Platio uns nos
outros desafiou Kepler em 1595, quando criou um
modelo de sistema planetario utilizando os s6lidos de
Platdo para representar os seis planetas conhecidos na
época. Saiba mais acessando http://centros1.pntic.mec.es/
ies.maria.moliner3/

11. Utilize seus modelos vazados de cubo e tetraedro para estudar a pos-
sibilidade de inscrever um tetraedro no cubo. Faca um desenho!
ORI

COMENTARIO
Vocé deve ter observado que as arestas do tetraedro serdo as diagonais das
faces do cubo. Esta atividade pode ser enriquecida de vdrias formas: calculando
a aresta do tetraedro; verificando que as faces do tetraedro sdo secgées do
cubo; calculando a drea lateral e o volume do tetraedro, construindo um modelo

vazado que represente o problema etc.
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RESUMO

Podemos obter inscricdes de tetraedros, cubos e octaedros, uns nos outros, como

mostram as figuras a seguir.

A observacao critica e a descricdo de poliedros
sdo processos geométricos importantes.
A medida que vamos descrevendo, encontramos
elementos conceituais diferentes e, dessa forma,
enriguecemos nosso repertério matematico.
Por exemplo, descrevendo tetraedros e octaedros
em funcdo de eixos e planos de simetrias e das
sec¢des planas, terminamos esta aula apresentando

algumas observagdes no quadro seguinte.

Figura 10.11: Octaedro inscrito no
tetraedro e cubo
inscrito no octaedro.

Poliedro Sobre eixos e planos de simetria Sobre os planos de interseccao e as secgoes

Tetraedro | Possui seis eixos de simetria que passam por | Se o plano de intersec¢do interceptar um eixo
um vértice e pelo centro da face oposta.Sao | de simetria que contenha um vértice, sendo-lhe
planos de simetria: os planos que contém | perpendicular, teremos tridngulos eqiiildteros.
uma aresta e interceptam o ponto médio | Nao sendo, o tridngulo serd isosceles. Se o
da aresta oposta, e que contém a altura de | plano for paralelo a duas arestas opostas, as
uma face e vértice oposto a ela. seccoes serdo retangulares.

Octaedro | Os eixos que passam por dois vértices | Dependendo da posi¢cio do plano de inter-
opostos sdo de simetria. sec¢do, as sec¢des podem ser quadrildteros,
pentdgonos ou hexagonos.
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AUTO-AVALIACAO

Vocé viu que, para a descricio de um determinado objeto, nos detemos em
algumas de suas caracteristicas ou propriedades. A visualizacdo de planos e eixos
nos poliedros ndo é uma atividade geométrica simples, principalmente quando
ndo estamos familiarizados com os mesmos. Ndo se preocupe caso vocé tenha tido
dificuldades em algumas atividades. Com tempo, vocé podera refazé-las e sanar
suas dificuldades. Se o tempo total da aula tiver sido excessivo, vocé pode priorizar
arealiza¢do das Atividades 1, 3, 5, 6 e 14. Como auto-avaliacdo, consideramos que
realizar a atividade seguinte sera mais uma oportunidade para vocé desenvolver

sua visualizacdo e habilidade de descrever.
1. Construa modelos com canudos para a Atividade 1.

2. Descreva em que situa¢des podemos ter uma seccdo plana quadrada num

tetraedro. Faca também um desenho.

3. Desenhe e descreva a seccdo plana obtida num octaedro pela interseccdao de
um plano que corte quatro faces e seja perpendicular a um plano de simetria que

contenha quatro vértices do octaedro.

4, Descreva como obter um octaedro por meio de cortes num cubo.

INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, estudaremos os dodecaedros e icosaedros. Utilizaremos modelos
sélidos, vazados e transparentes destes poliedros. Providencie o mesmo material

que utilizou na aula passada.
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Estudando relacoes
nos icosaedros e
dodecaedros

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino
dos poliedros regulares.

Nas Aulas 9 e 10, vocé viu que podemos obter
determinado poliedro através de sec¢des planas
em outro; ou seja, podemos decompor um poliedro
em varios, dependendo de como fazemos a seccao.
Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

® Realizar sec¢oes planas em poliedros.

e Analisar a obtencao de um poliedro regular
através de seccdes planas em outro poliedro.

Pré-requisitos

Para o desenvolvimento mais dindmico
e interessante desta aula, sugerimos-lhe
revisar a definicdo de dodecaedro e de
icosaedro, bem como té-los construidos

como: canudos para refrigerante,
planificacao, dobraduras etc.



Instrumentacao do Ensino da Geometria | Estudando rela¢des nos icosaedros e dodecaedros

INTRODUCAO

IcosAEDRO

E o poliedro regular
cujas 20 faces sao

triangulos equildteros.

DoDECAEDRO

E o poliedro regular
cujas 12 faces sdo
pentdgonos regulares.

112 CEDERJ

Quando paramos para analisar a presenca dos poliedros regulares nos livros
didaticos do Ensino Médio, vemos escassez de atividades. A maioria delas
enfatiza o calculo do volume e das faces laterais. Além do mais, as propostas
dos livros ainda forcam o desenvolvimento da visualizacao somente a partir de
modelos basicamente estaticos, isto é, aqueles apresentados no préprio livro.
Ainda sobre os exercicios, vocé vera que ha predominancia de tarefas relativas
a cubos e tetraedros. Sendo assim, nesta aula, vocé vera que 0s ICOSAEDROS €
0S DODECAEDROS apresentam desafios que contribuem muito para desenvolver

0 pensamento espacial dos nossos alunos.

A
Figura 11.1: Exemplo de icosaedro e dodecaedro.

Em cada atividade que iremos desenvolver, colocaremos a ilustra¢do. No entanto,
consideramosimprescindivel que vocé construa seus modelos com algum material.
Assim, a visualizacdo e a compreensao de propriedades geométricas, bem como
de outras observagdes, ficardo mais faceis para vocé. Com os modelos construidos,
o tempo de realizacdo de cada exercicio pode ser reduzido.

ATIVIDADES

1. Cubo obtido por seccdes planas no dodecaedro. R Ry tepie]

/ Figura 11.2

COMENTARIO
Vocé deve ter percebido que as arestas do cubo sdo diagonais das faces do

dodecaedro. Faga outras observagdes e converse com seus colegas e com o tutor.



2. Um dodecaedro admite apenas cinco cubos inscritos, todos iguais entre si.
Verifique a veracidade dessa propriedade utilizando o modelo de canudos.

[Fepep¥epepts)

3. Observe o icosaedro obtido por seccoes planas no octaedro. Descreva
-~ ~ & & &
as seccoes planas efetuadas nesta transformacdo. ©5 3 13 ¢33

Figura 11.3

COMENTARIO
Vocé deve ter percebido que os vértices do icosaedro estdo nos pontos médios das
arestas do octaedro. Construa um modelo transparente, pois © mesmo o ajudard na

visualizacéo desta inscricdo.

4. Observe o dodecaedro obtido por seccées planas no cubo.

PEUEE veyen

Figura 11.4

a) Descreva os cortes.

b) Considerando p como o raio da esfera que tangencia as arestas do

dodecaedro, contidas nas faces do cubo, podemos calcular p = 34 5¢
4

onde £ é a aresta do dodecaedro; como essa esfera também tangencia as

faces do cubo, teremos p=a , onde  é a aresta do cubo; assim, poderemos
2

concluir que ¢=2a ,isto é, ¢=0,3819a. Exercite suas habilidades em
345

Geometria dedutiva e verifique essas conclusdes.
¢) Construa um modelo transparente para a Figura 11.4.

COMENTARIO
Discutir a dedugdo do item (b) ndo é nosso objetivo agora. No entanto, consideramos
importante que vocé a compreenda €, se preferir, construa sua demonstragdo para
verificar a propriedade anterior. Compartilhe-a com um colega e com seu tutor. Analisar
e descrever possiveis cortes (a) e construir (¢) o modelo da Figura 11.4 é o que

esperamos que vocé faga.

CEDERJ 113

AULA H MODULO 1



Instrumentacao do Ensino da Geometria | Estudando rela¢des nos icosaedros e dodecaedros

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 1 #3133t 313 191319 w5my

A visualizacdo de eixos e planos de simetria no dodecaedro e no icosaedro

representa grande desafio para nosso raciocinio espacial. Nesse sentido, o uso

dos recursos da Geometria Dinamica podem ser grandes aliados. Jogue o Jogo

do Dodecaedro disponivel em http://www.tele.ed.nom.br/ion/ico3.html e tire suas

conclusdes. Quantos e quais sdo os eixos e planos de simetria? Discuta com seus

colegas e com o tutor!

Figura 11.5
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Conversando sobre seu laboratorio de Geometria

E claro que esperamos que vocé esteja gostando das sugestdes
de recursos que estamos apresentando no desenrolar das nossas aulas.
Esperamos que vocé os utilize em suas aulas! Especialmente os alunos
que gostam de artesanato poderao ver, a seguir, outro modelo criativos
de solidos construidos com tiras de papel, papel colorido, disquetes e
através do encaixe de lapis. Por que vocé também nao tenta construir

modelos assim? Leve um exemplo de presente para o seu tutor!

CONCLUSAO

A construgio do espago geométrico deve ser feita dinamicamente, a
partir da utilizagio de grande diversidade de materiais e atividades. Assim,
as tarefas geométricas devem ajudar o aluno na compreensio e ampliagdo
da sua percep¢io do espaco e na constru¢do de modelos, mentais ou
manipulativos, para interpretar criticamente questoes de Matematica e
de outras dreas do conhecimento. De fato, perceber as relacdes entre as
representagdes planas nos modelos e associd-las a outros objetos, formas
planas ou espaciais e suas propriedades sdo essenciais para a leitura do

mundo através dos olhos de outras ciéncias.



RESUMO

AULA H MODULO 1

Construindo e manipulando modelos de poliedros transparentes com canudos
para refrigerante, nesta aula vocé visualizou o cubo obtido por sec¢oes planas
no dodecaedro, icosaedros obtidos por se¢des planas no octaedro e dodecaedros

obtidos por sec¢oes planas no cubo.

ATIVIDADE FINAL 5 £

No quadro a seguir, mostramos alguns elementos dos poliedros regulares convexos
(RANGEL, 1982).

értice

2

o | n° total de arestas

Tetraedro

—_
[\

Cubo

— | = | o | n° de diagonais de cada v
w | & | o | n° total de diagonais
o |o | o | n° de planos diagonais
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o
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o
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S |5 o |0 |w | n°de eixos de simetria
2L o ||| n°de planos de simetria

v |w |[s|w]|w| n°de faces em cada vértice
w|uw|w | |w]| n°delados de cada face
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(]
—_
[\
N
8
[
N
o

Icosaedro

Entender cada informacdo contida no quadro é importante.

Utilizando seus modelos de poliedros regulares, vocé pode confirmar que os
elementos do quadro anterior sdo verdadeiros. Converse com seus colegas e com

seu tutor.
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AUTO-AVALIACAO #3%3

Até o momento, vocé conheceu, construiu e trabalhou com modelos com canudos,
sucatas de caixas, dobraduras e planifica¢des. Para a aula de hoje, vocé viu que a
montagem dos modelos com canudos, em especial, potencializa significativamente
sua aprendizagem. Além das contribui¢des que sintetizamos no quadro a seguir,

vocé certamente encontrara outras ao longo desta disciplina.

Recurso Contribuicao

Modelos com canudos ¢ ajuda na visualizacdo e no
desenho plano para ilustrar;
e contribui na visualizacdo e na
compreensdo desec¢des planase
na inscri¢do de outros poliedros;
¢ facilita a identificacdo de eixos

de simetria.

Quadro 11.1: Modelos com canudos: contribui¢des

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 2 {3313 1313wy

Os poliedros cujas faces sdo triangulos equildteros sdo chamados deltaedros.
Existem oito deltaedros convexos, trés dos quais sdo poliedros regulares.
Acreditamos que, depois de todas essas aulas em que discutimos os poliedros
de Platdo sob diferentes aspectos, vocé poderd imaginar todos os deltaedros,
desenha-los, construir modelos etc. Vocé encontrard mais detalhes em http:

/Iwww.apm.pt/pa/index.asp?accao=showtext&id=2353

A sequir, os modelos dos deltaedros. Vocé podera recorta-los do Modulo Pratico.

H Figura 11.6
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INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, vocé estudard outra forma de inscricdo de poliedros: a dualidade.

AULA H MODULO 1

Antes de comeca-la, construa um modelo transparente de cubo com os centros das
faces localizados. Vocé também precisara de linha grossa colorida e um pedaco

(aproximadamente um palmo) de arame fino para servir de agulha.
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Inscri¢do e circunscricao
de poliedros: os poliedros duais

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino
dos poliedros duais.

Esperamos que, apos estudo do contetdo desta aula,
vocé seja capaz de:

e Construir e definir poliedros duais.

e Utilizar a internet como recurso para
aprendizagem.

Pré-requisitos

Para que seu desempenho nesta aula
seja excelente, esperamos que tenha
construido os cinco poliedros regulares
com canudos para refrigerante (Aula 7).
A construcao de poliedros inscritos deve
ser também praticada. Saber identificar
atributos relevantes (Aula 2) em uma
definicdo é outro pré-requisito.



Instrumentacao do Ensino da Geometria | Inscri¢do e circunscricdo de poliedros: os poliedros duais

Lembre-se de acessar a pagina da disciplina e seu conjunto de aulas na Plata-
forma Cederj. Ha interessantes animacdes que auxiliam o desenvolvimento da
visualizacdo e representacdo. Ao acessar também os sites sugeridos nesta aula,
voceé tera novas motivacoes para o estudo dos poliedros duais.

INTRODU(;I\O A partir da Aula 7, em especial, vocé tem percebido que descricdo e analise

120

de estruturas poliédricas devem ser outros objetivos do ensino de Geometria.
Na aula anterior, vimos que nos modelos das simetrias dos poliedros existem
planos de simetria e eixos de rotacdo com a mesma disposicdo espacial. Vimos
também que os poliedros podem inscrever-se diferentemente. Na aula de hoje,
vamos estudar uma inscricao particular: a dualidade.

A seguir, vocé vera poliedros regulares inscritos em outros ou em si mesmos.
As Figuras 12.1 mostram-nos: (a) tetraedro inscrito em tetraedro; (b) octaedro
em cubo; (c) cubo em octaedro; (d) dodecaedro em icosaedro; (e) icosaedro

em dodecaedro.

A

S Figura 12.1.a
59 N

<

~
‘#—‘“— Figura 12.1.c

Figura 12.1.d Figura 12.1.e

Antes de continuar a leitura desta aula, acesse, se possivel, o site
http://www.atractor.pt/mat/Polied/poliedros.html e veja interessantes

imagens e animagdes dos poliedros duais. Confira!

Dualidade

Dual do Dual do Dual do Dual do Dual do

tetraedro cubo octaedro dodecaedro icosaedro
Figura 12.2
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Vocé deve ter notado que as animacdes apresentadas no quadro
seguinte revelam que é possivel construir o dual de um dado sélido

platénico, truncando-o sucessivamente.

Figura 12.3

Apbs seu passeio pela internet, vocé deve ter observado uma
regularidade na inscri¢io dos poliedros. Na conceitua¢do de poliedros

duais, sugerimos trés definicoes:

Os poliedros duais também sio denominados reciprocos.

Defini¢ao 1: Se considerarmos um sélido platonico qualquer e unirmos os
pontos centrais das faces adjacentes, obteremos um novo sélido. Esses dois
solidos sio duais um do outro.

Defini¢ao 2: Poliedros duais sdo formados por dois poliedros, um dentro do
outro, de modo que os vértices do solido interior coincidam com o centro das
faces do solido exterior.

Defini¢ao 3: Dois poliedros sio duais quando um esta inscrito no outro de tal
forma que os vértices do poliedro inscrito sdo centros das faces do poliedro
circunscrito.

ATIVIDADE

1. Identifique os atributos relevantes em cada definicao.

[t tepte

COMENTARIO
Esta atividade é importante para que vocé perceba que podemos definir, diferentemente,
determinado conceito. Apesar dos atributos relevantes (poliedros requlares inscritos, de

modo que o Vértice de um Seja o centro da face de outro), cada definicGo pode utilizar

terminologias distintas e, desta forma, nos remeter a outros elementos conceituais.
Por exemplo, na primeira definicdo hd referéncia aos sélidos platénicos e ao ponto

central das faces. Estas, enfatiza a definicdo, sdo adjacentes.
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Lembre-se de que, para obter o ponto central de uma face, é necessario
determinar o ponto de encontro das bissetrizes dos angulos das faces.

ATIVIDADES

2. Nesta atividade, construiremos o octaedro dual do cubo. Siga os
procedimentos seguintes: £ . £ £ £ € € 62 6 €7

2.1 Construa um modelo de cubo transparente, com os centros das faces
localizados.

2.2 Com auxilio de uma agulha aquecida, faca pequenos orificios nos centros
das faces (apenas o suficiente para passar, duas vezes, uma linha grossa).
2.3 Passe uma linha grossa, de cor contrastante, unindo todos os centros
das faces (faca um n6 em cada orificio, voltando a passar a linha por ele),
até formar um octaedro. Veja como ficou (Figura 12.4)!

Figura 12.4

Agora, verifique, empiricamente, com auxilio de um arame, a relacdo entre
os comprimentos das arestas do cubo e os do seu dual. Construa, agora,
um modelo com canudos com o cubo e seu dual.

COMENTARIO
E provdvel que vocé tenha percebido que hd relacéio de tamanho entre as arestas, ou
melhor, entre as medidas dos canudos a ser utilizados. Para construirmos poliedros
duais, devemos prestar atencdo na relacdo entre o comprimento das arestas dos

poliedros correspondentes.

3. Na Figura 12.1.a, mostre que a relacdo entre o comprimento da aresta
a do dual é a/3 do comprimento da aresta do tetraedro original.

COMENTARIO
Construir os dois tetraedros pode ajudd-lo bastante nesta verificagdo. Uma altemnativa
aproximada, para entender a relacdo de comprimento das arestas, é prestar atencdo

ao tamanho da linha utilizada em cada caso.
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4. Agora que vocé sabe que ha relacéo entre o comprimento das arestas,
vamos construir, nesta atividade, (1) um cubo, (2) um tetraedro inscrito

AULA H MODULO 1

no cubo, (3) um octaedro inscrito no tetraedro. Em seguida, vocé deve (4)
inscrever o cubo com os poliedros inscritos em (2) e (3) em um dodecaedro.
Agora, (5) introduza o dodecaedro no icosaedro. Comprove, segundo a

tabela a seguir, o comprimento das arestas em cada poliedro.

Cubo | Tetraedro | Octaedro | Dodecaedro |Icosaedro
Comprimento da @ 2l al2 a(5-1) e
aresta 2 2
Tabela 12.1: Arestas
COMENTARIO

Se vocé jd tiver cada poliedro construido, o tempo de realizagdo desta atividade pode

ser bem menor do que o previsto. Procure descobrir outras relagées matemdticas como,

por exemplo, simetrias e eixos de rotagdo. Converse com colegas e com seu tutor.

N&o se esqueca de que a internet também lhe
dard novas possibilidades de aprendizagem.
Além do mais, a rede é uma nova fonte de
consulta sobre recursos e atividades mate-

maticas diversas.

O tetraedro é dual de
si mesmo (autodual).

Conversando mais sobre seu laboratoério pessoal

de Geometria

O Geometer’s Sketchpad é um software de Geometria dinimica,

ou seja, ele permite aos alunos construcdes e descobertas que recursos

tradicionais (estdticos) ndo possibilitariam. Esse software traz importantes

contribui¢des para o estudo da Matemadtica. Acesse a pagina seguinte

e saiba mais: http://www.keypress.com/sketchpad/java_gsp/index.html

Visite também a galeria demonstrativa. La vocé poderd conhecer

o software e algumas de suas aplicagdes em Matematica, por exemplo:

hipercubo, sec¢des conicas, visualizacio do icosaedro em 3D.
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ATIVIDADE COMPLEMENTAR

SRRt s et )
[Xejtaepatagaraga

No estudo dos poliedros duais, podemos pensar numa série de conceitos
relacionados, fato que nos favorecerd com um processo de visualizacdo de elementos
conceituais diferentes. Por exemplo, acessando http://www.terravista.pt/guincho/
7673/dual.html vocé conhecera eixos de homologia, vera seccdes, projecdes e
transformadas. Na pagina principal, http://www.terravista.pt/guincho/7673/
formgeo.html, vocé terd um interessante indice de formas geométricas e inscricbes
variadas. Por exemplo, em http://www.terravista.pt/guincho/7673/stella.html, vocé
vera a Stella Octangula (Figura 12.5). Clique no local assinalado, arraste e faca

descobertas, ainda que apenas visuais.

-
. EIXO DE HOMOLOGIA
Eixo determinado por dois pontos

distintos, ou seja, através de uma
transformacio pontual.

Figura 12.5

Bem o g a8 S gl [

Para saber mais sobre as possibilidades de integracdo conceitual nos poliedros
duais, clique em construcdo do octaedro reqular (Figura 12.6) ou cubo (Figura
12.7). V4 clicando em cada passo/quadro (octaedro ou cubo - seccdo — seccdo
rodada — projecao — homologia - quadrado — projecao da sec¢do — transformada

- diagonal) e veja o que acontece.

Figura 12.6 Figura 12.7

COMENTARIO
Esta atividade, embora opcional, é de extrema importdncia para que vocé possa
perceber novas possibilidades de integracdo de conceitos matemdticos que podem

surgir no trabalho com poliedros duais.
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Ao final desta aula, vocé vai ler o texto Dualidade e sélidos de CATALAN, de Eduardo Veloso.
Ele utiliza o conceito de estrelacdo: ato de estrelar, isto é, prolongar as faces do poliedro
até que suas intersecdes formem pontas sélidas, do tipo estrela.

AULA H MODULO 1

EuGeNE CHARLES CATALAN
(1814-1894)

Matematico belga, foi professor de Geometria Descritiva, na Ecole
Polytechnique, de onde tinha sido expulso como aluno antes, devido as
suas idéias politicas de extrema esquerda. Trabalhou Fra¢des Continuas
e Teoria dos Numeros. Estudou os duais dos poliedros arquimedianos,
atualmente denominados Sélidos de Catalan.

CONCLUSAO

A visualiza¢do é um processo cognitivo complexo e de carater
pessoal, no qual a experiéncia tem grande importincia; ou seja, o que
uma pessoa observa pode nio ser visto por outra. Tal processo deve
ser constante no ensino-aprendizagem da Geometria; é desenvolvido,
conjuntamente, através da analise e descri¢do critica de formas, da escrita

e das diferentes representacoes do objeto analisado.

RESUMO

A dualidade é um tipo de inscricdo/circunscricdo de poliedros regulares. O tetraedro

é autodual; o octaedro é dual do cubo; o dodecaedro é dual do icosaedro.
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AUTO-AVALIACAO

Consideramos importante que vocé tenha compreendido a definicdo de poliedros
duais (Atividade 1), construido tais poliedros e prestado atencdo na relacdo entre
o comprimento das arestas (Atividades 2 e 3). Esperamos também que vocé tenha
conversado com o tutor sobre novas descobertas e relacdes (Atividade 4), por
exemplo, entre o volume dos poliedros duais, suas diagonais etc. Para tal, a

realizacdo da Atividade 5 (opcional) vai ajuda-lo significativamente.

INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, estudaremos a Relacdo de Euler V+F=A+2. Mantenha seus

modelos de poliedros a mao, eles serdao muito necessarios.
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DUALIDADE E SOLIDOS DE CATALAN

De acordo com J. Malkevitch, o primeiro estudo sistemdtico da
dualidade nos poliedros deve-se a E. C. Catalan, que num texto intitulado
Mémoire sur la théorie des polyedres, publicado em 1865, apresenta a
lista dos duais dos poliedros arquimedianos.

Uma unifica¢do do conceito de dualidade que seja apropriado
por uma categoria muito geral de poliedros nio esta feita e serd mesmo
porventura impossivel. Vamos limitar-nos a apresentar o conceito de
dualidade para os poliedros convexos, e em particular, para os platonicos
e arquimedianos.

Qualquer sélido platénico ou arquimediano pode ser inscrito
numa superficie esférica. Se, no caso de um sélido platénico, imaginarmos
o plano tangente a respectiva superficie esférica em cada um dos vértices e
se tomarmos esses planos como os planos das faces de um novo poliedro,
este serd também platdnico. Se partirmos de um tetraedro, obtemos de
novo um tetraedro. Se partirmos de um cubo, obteremos um octaedro
e vice-versa. Se partirmos de um dodecaedro, obtemos um icosaedro e
vice-versa. Assim, dizemos que o cubo é dual do octaedro (e vice-versa),
que o dodecaedro é dual do icosaedro (e vice-versa) e que o tetraedro
¢ dual de si proprio, ou autodual. Note-se que, se unirmos os pontos
centrais dos pares de faces adjacentes de um cubo, obtemos também um
octaedro. Os dois octaedros sdo semelhantes, pois existem dilatagdes
com centro no centro do cubo que transformam qualquer deles no
outro. Qual deles é o dual do cubo? A pergunta ndo tem sentido, pois o
conceito de dualidade n3o se aplica a poliedros concretos, mas a classes
de poliedros. O que podemos dizer é que o dual do cubo (entendendo a
palavra cubo como a classe de todos os cubos) é o octaedro (entendendo
por octaedro a classe de todos os octaedros). Portanto, os dois métodos
que apresentamos para encontrar o “dual” servem para encontrar
representantes do poliedro dual.

A mesma construcdo, a partir dos planos tangentes, no caso
dos arquimedianos, leva-nos aos poliedros duais destes, os chamados
solidos de Catalan. As faces ndo sio poligonos regulares, mas sdo todas
congruentes. Na Figura A esta representado um dos solidos de Catalan,
o dual do octaedro. As faces sio 12 losangos e, por isso, chama-se

dodecaedro rémbico.

Figura A
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Relacionados com os poliedros duais, aparecem os sélidos compostos.
Podem também resultar de estrelagdes. Por exemplo, da estrelacio do
octaedro surge a stella octangula. Trata-se de um s6lido composto de dois
tetraedros, portanto pode também considerar-se como composto de
um poliedro e do seu dual, numa posi¢ao especial. Podemos, da mesma
forma, considerar o sélido composto de um octaedro e do seu dual (o cubo),
obtido colocando as arestas do cubo concorrentes com as do octaedro e
perpendiculares no ponto médio.

A Figura B mostra esse solido composto. A esquerda, esta o sélido
composto do octaedro e do cubo, seu dual. Na figura do meio, vemos como
a intersec¢ao do octaedro e do cubo, nesta posi¢ao, tem como resultado o
cubo octaedro. Na figura da direita, vemos como o sélido envolvente do
solido composto é o dodecaedro rdmbico, dual do cubo octaedro.

Com estrelagoes do icosaedro podem obter-se varios sélidos
compostos, como, por exemplo, o composto de cinco tetraedros.

O s6lido comum a estes cinco tetraedros é um icosaedro.

Figura B



Euler e os poliedros

Esperamos que, apos o estudo do contelido desta
aula, voceé seja capaz de:

e Construir modelos de poliedros.
e Utilizar a relacdo de EulerV-A + F = 2.

e Verificar a validade da relacao de Euler
em poliedros regulares convexos.

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino dos poliedros.

Pré-requisitos

Para esta aula, vocé deve ter em mente
a definicdo de poliedros, poliedros
regulares e poliedros convexos, além de
ter praticado a montagem de modelos
solidos vazados e transparentes,
desenvolvendo sua habilidade de
visualizacdo espacial.
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INTRODUCAO
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LeoNHARD EULER
(1707-1783)

De origem suiga, Euler foi um dos mais ecléticos cientistas. Na Matematica,
deu contribui¢des importantes ao Calculo Diferencial, de Leibniz, e ao Método
de Newton. Aprimorou o conceito de Funcio, introduzindo as Fungdes Beta

L TP T 1)

e Gama. Criou notagdes até hoje utilizadas, como “i”, “e”, “n”, entre outras.
Langou as bases do Calculo de Variagdes e da Topologia, colaborando com a
Geometria e a Teoria dos Ntiimeros. Na Fisica, criou a Teoria dos Movimentos
dos Corpos Rigidos, além de importantes contribui¢des em Mecanica Continua,
Teoria Cinética dos Gases, Teoria Lunar, Elasticidade, Acustica, Teoria da Onda
de Luz e Hidromecanica de navios.

Leonhard Euler deu inimeras contribuicoes a Matematica e a Fisica. Calcula-se
gue, no século em que viveu, um terco do que foi publicado (livros, artigos etc.)
sobre Matemética e Fisica foi de sua autoria.

O teorema de Euler para os poliedros convexos ndo esta entre suas obras
mais importantes, mas, certamente, esta entre as mais populares, ao lado dos
diagramas de Euler para conjuntos.

Na Aula 27 do Médulo 4 de Geometria Basica, vocé estudou o teorema de
Euler e algumas de suas conseqgiiéncias. Nesta aula, discutiremos o teorema
com vistas a visualizacdo de poliedros convexos ou regulares. Comecaremos
relembrando o teorema e mostrando a existéncia de apenas cinco poliedros
regulares. Na seqUéncia, verificaremos a incidéncia do teorema em outros
casos, construindo modelos que poderao ser utilizados em suas futuras aulas.

Vamos ao trabalho!

O TEOREMA DE EULER

Para todo poliedro convexo, tem-se V- A + F=2, onde V é o
nimero de vértices, A, o nimero de arestas e F, o niumero de faces do
poliedro (Geometria Basica, Mddulo 4, Aula 27, p. 99).

Na Aula 7 deste médulo, concluimos, experimentalmente, que
s6 existem cinco poliedros regulares. Vocé se lembra do caminho que
percorremos para justificar essa existéncia? 44

1° PASSO: Como a defini¢io de poliedro regular diz que as faces
sao poligonos regulares congruentes, temos como faces: tridngulos
equildteros, quadrados, pentagonos regulares etc.

2° PASSO: Em cada vértice concorre o mesmo numero de faces; o
nimero minimo de faces num mesmo vértice € trés; a soma dos angulos

internos das faces, num mesmo vértice, deve ser menor que 360°.



A partir dessas constatacdes, vocé pode concluir que as faces dos poliedros

regulares s6 podem ser triangulos, quadrados ou pentagonos regulares.

AULA H MODULO 1

Além disso, os Angulos poliédricos podem admitir trés, quatro ou cinco
tridngulos; somente trés quadrados ou somente trés pentigonos.

3° PASSO: Construimos modelos desses angulos poliédricos
e concluimos que podiamos “fechar” apenas os cinco poliedros
regulares.

Essa construcdo experimental é particularmente importante do
ponto de vista didatico, pois pode ser desenvolvida pela metodologia da
resolucdo de problemas. Coloca em agio as INTELIGENCIAS 1dgica, espacial,
cinestésica, interpessoal e intrapessoal do aluno, além de contribuir para
o desenvolvimento de sua visio espacial.

INTELIGENCIAS

O psicologo americano Howard Gardner desenvolveu, na década de 1980,

a chamada Teoria das Inteligéncias Multiplas, segundo a qual, contrariando

a teoria de Piaget, existem vdrias inteligéncias, harménicas e independentes.

No primeiro momento, Gardner relacionou sete inteligéncias: lingiiistico-verbal,
l6gico-matematica, espacial, corporal-cinestésica, musical, interpessoal e
intrapessoal. Hoje, a essas somam-se as inteligéncias existencial, pictorica e
naturalista. O desenvolvimento dessas inteligéncias se da através de estimulos
apropriados. Saiba mais lendo o livro Estruturas da Mente, do préprio Gardner.

O teorema de Euler permite, usando Geometria dedutiva, verificar,
rapida e facilmente, que s6 existem cinco poliedros regulares:

1. Se as faces sdo triangulares, teremos:

A=3F ; V=3F, V=3F ou V=3F . Sendo assim:
2 3 4 5

a) 3F-3F+F=2 —» F=4,istoé, tetraedro
3 2

b)3F-3F+ F=2 —» F=8, isto &, octaedro
4 2

) 3F-3F+ F=2 —» F=20, isto ¢, icosaedro
5 2

2. Se as faces sio quadradas, teremos: A= 4F = 2F e, V=4F , assim:
2 3

4F-2F + F=2 —» F=6, isto ¢, hexaedro (cubo)
3

3. Se as faces sdo pentagonais, teremos: A= 5F=2F e, V=5F , assim:
2 3

5F-5F+ F=2 —» F=12,isto ¢, dodecaedro
3

N3io havendo outras possibilidades, sio apenas cinco os poliedros

regulares.
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ATIVIDADES

1. Observando seus modelos dos poliedros de Platao, preencha a tabela a
seguir e verifique a validade da formula de Euler, em cada caso.

[Fe) )

Faces Arestas Vértices V-A+F

Tetraedro

Octaedro

Hexaedro

Dodecaedro

Icosaedro
Tabela 13.1

COMENTARIO
Essa atividade ndo demonstra o teorema de Euler, mas convence os alunos do Ensino
Fundamental da veracidade do mesmo.
Diferentemente dos seus alunos, vocé ndo deve se contentar com uma simples
confirmagdo do teorema. Uma demonstragdo interessante pode ser encontrada em

TiNOCO (7999, p.129-130).

Lucia TiNnoco n

E professora da UFR] e uma das Exemplos ndo demonstram propriedades
pesquisadoras do Projeto Fundao, matematicas! Imagine se alguém desejasse
grupo de estudos e pesquisas que, provar que “a soma de dois nUmeros é sempre
desde 1984, desenvolve atividades igual ao produto entre eles” e escolhesse 2 e
com participa¢do de professores e 2 como exemplo.

graduandos de Matemitica.

AnTONIO Jost Lores 1. Lopes (1995) sugere uma interessante atividade utilizando barra de

O sl Bsile, & sabdo. Em primeiro lugar, vocé deve esculpir um cubo numa barra de sabao.
b

reconhecido educador Observe e anote o nimero de faces, arestas e vértices. Agora, corte um
matematico do Centro pedaco do cubo, deixando uma nova face, por exemplo, triangular. Conte e
de Educagio Matemaitica t , def t 2t . t
(CEM), em Sio Paulo. anote o novc? numero de faces, arestas e vértices. Faca um novo corte, 'por
Autor de livros de exemplo, deixando uma face retangular num dos “cantos” do novo sdlido.
Matemitica para o Conte e anote, novamente, a quantidade de faces, arestas e vértices do
Ensino Fundamental 20E c
novo soélido. Faca novos cortes e continue anotando.

e membro atuante da ; e i o
Sociedade Brasileira de @@@@@@@@ﬁ@
Educacio Matematica
(SBEM: www.sbem.br). Faces Arestas Vértices V-A+F

Cubo 6 12 8 2

1° corte

2° corte

3° corte

4° corte

5° corte

Tabela 13.2
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Conte, a cada corte, o nimero de faces, arestas e vértices supri-
midos e acrescentados, e tire suas conclusées.

9"

Figura 13.1 Figura 13.2 Figura 13.3 Figura 13.4
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COMENTARIO
Vocé deve ter observado que a caracteristica de Euler se mantém igual a 2. No primeiro
corte, 0 nimero de faces aumenta em 1, 0 nimero de arestas aumenta em 3; perde-

se 1 vértice e ganha-se 3, isto & acrescenta-se 2. Confira os outros cortes.

Conversando sobre seu laboratorio pessoal de Geometria
Vocé estd conhecendo outro recurso simples que deve fazer parte do

seu laborat6rio. Como viu, 0 uso da barra de sabdo permite vérias outras

atividades, como determinar eixos e planos de simetria, comparar formas

e analisar volumes, estudar as diversas possibilidades de corte etc.

ATIVIDADES

3. Na Aula 27 de Geometria Basica (Poliedros), a Atividade 4 é a seguinte:
’ “Um poliedro convexo de onze faces tem seis faces triangulares e cinco
faces quadrangulares. Determine o nimero de arestas e vértices desse
poliedro.”
Aplicando-se o teorema de Euler, essa é uma atividade relativamente simples,
que se resume a manipulacao algébrica de uma equagdo do primeiro grau.
Vocé deve té-la resolvido a época. Se ndo o fez, faca agora! Lembre-se de que
vocé ja conhecia o teorema de Euler. Tente visualizar tal poliedro. Faga um
desenho, depois uma planificacdo e um modelo desse poliedro.

[teptepeprepte)

COMENTARIO
Imaginar um poliedro, conhecendo-se o nimero e tipo das faces, pode ser uma tarefa
dificil. As vezes, & até impossivel; Imagine um poliedro com trés faces triangulares e
trés quadrangulares. O teorema de Euler nos ajuda a saber se € possivel ou ndo
construir um determinado poliedro convexo, mas ndo ajuda a construtlo. Se vocé
ainda ndo conseguiu visualizar o 11-edro (lé-se onze-edro ou undecaedro) acima,

continue tentando.
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4. Considere a planificacdo a seguir. 3537583

Figura 13.5

a. Calcule o numero de faces, arestas e vértices. Essa é uma possivel
planificacdo do poliedro a esquerda?

b. Vocé consegue visualizar e desenhar o tal poliedro?

c. Desenhe as abas da planificacao.

d. Recorte e monte o sélido.

COMENTARIO
A caracteristica de Euler dird se € possivel montar um poliedro com essa planificagdo.
O desenho das abas pode ser feito de vdrias maneiras. A montagem do poliedro
mostrard se o desenho das abas e do poliedro estavam corretos. Lembre-se de que

esta planificacdo estd disponivel no Mddulo Prdtico, e vocé deve utilizd-la.

5. Ao desenhar a planificacdo, o desenhista cometeu um erro. Tente
descobri-lo. ¥FE3TITAYS

Figura 13.6

COMENTARIO
Vocé pode encontrar o erro tentando imaginar o poliedro montado a partir da
planificagdo. Pode utilizar a caracteristica de Euler ou recortar e montar o poliedro.
Lembre-se de que esta planificacdo consta no Mddulo Prdtico e vocé deve utilizd-a.

A manipulagdo do modelo é importante.
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CONCLUSAO

O teorema de Euler é um importante aliado para vocé verificar a
possibilidade de construir um poliedro convexo. Vocé pode manipular
o numero de faces, arestas e vértices das mais variadas maneiras, de
modo a compor um poliedro. Ndo é nada simples visualizar os poliedros,
desenhd-los e monté-los. Esculpir os modelos em sabdo ou desenhar sua

planifica¢do podem ajudé-lo nesta tarefa.

RESUMO

Em todo poliedro convexo tem-se que V- A + F =2, onde V é o numero de vértices; A,

o numero de arestas, e F, o nimero de faces. Existem varias provas para esta formula.

Na realidade, ela é valida para uma classe maior de poliedros. Para saber se a formula

vale para um determinado poliedro, imagine que ele seja feito de borracha. Se, ao

infla-lo, ele assumir a forma de uma esfera, a relacdao de Euler é vélida.

AUTO-AVALIACAO

Vocé deve ter observado que, nesta aula, evitamos utilizar ilustra¢des. Quando as

utilizamos, foi para desafiar a sua visualizacdo e nao para ajuda-la. Entendemos

que, a essa altura, vocé deve estar apto a ler a descricdo de uma situagdo espacial

e imagina-la. Particularmente, se vocé ainda ndo conseguiu imaginar o 11-edro

da Atividade 3 desta aula, significa que vocé deve retomar as aulas anteriores e

(re)fazer as atividades.

O 11-edro da Atividade 3

=

Figura 13.7
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Se vocé nao teve dificuldade em imaginar os poliedros desta aula, retome a lista
de exercicios da Aula 27 de Geometria Basica. La sdo descritos varios poliedros.
Visualiza-los e desenha-los representa desafio bastante interessante para

desenvolver sua inteligéncia espacial.

INFORMACAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na préoxima aula, estudaremos os poliedros estrelados.
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Ampliando o mundo dos
poliedros regulares:
os poliedros estrelados

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino dos
poliedros estrelados.

Esperamos que, apos estudo do contetdo desta aula,
vocé seja capaz de:

e Estrelar poliedros e definir poliedros estrelados.

e Utilizar a internet como recurso para sua
aprendizagem.

¢ Reconhecer a importancia do uso da internet
para o aprendizado de seus alunos e elaboracdo
de suas aulas.

Pré-requisitos

Para que vocé tenha excelente
desempenho nesta aula, é importante
dispor dos poliedros regulares
construidos com diferentes materiais,
pois eles sempre o ajudarao no
desenvolvimento de sua visdo espacial.
Também, é imprescindivel que vocé
acesse a internet e utilize

suas ferramentas.
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Lembre-se de acessar a pagina da disciplina na Plataforma Cederj. Ha interessantes
animagdes que auxiliam no desenvolvimento da visualizacdo e representacao.
Ao acessar também os sites sugeridos nesta aula, vocé tera diferentes motivagoes
para o estudo e reconhecimento dos poliedros estrelados.

INTRODUC AO Nesta aula, vamos estudar os poliedros estrelados, também denominados poliedros
com pontas. Até agora, as formas com pontas que estudamos foram as decorrentes
dos poliedros regulares e seus respectivos duais. Sabemos que uma forma bem usual
de obtermos poliedros com pontas é colar piramides em suas faces. Por exemplo,
imagine seis piramides, cada uma colada numa face de um cubo. Formamos assim
um poliedro com pontas. Vocé sabe que poliedro ficou formado? Nao sao esses
0s que estudaremos nesta aula, pois hoje trataremos apenas dos que podem ser
obtidos prolongando as faces até que as mesmas se interceptem, formando um

novo sélido. Esse procedimento é denominado de estrelar um sélido.

Na linguagem cotidiana, a palavra estrela é utilizada com sentido diferente
daquele que, em Matematica, entendemos por estrela ou poliedro estrelado. Uma
estrela é a figura que obtemos quando prolongamos os lados de um poligono
até que os mesmos se interceptem. Isso pode formar pontas ou nao! Assim,
o significado cotidiano de estrela é o de poligono com pontas e, de poliedro
estrelado, é o de poliedro com pontas. Essa diferenca de significado pode
gerar dividas no entendimento de tais conceitos na Matematica. Sendo assim,
estudaremos as formas que se obtém ao prolongar as faces de alguns poliedros,
independentemente de seu aspecto ser o de um sélido com pontas ou nio.
A seguir, vocé pode ver diferentes tipos de poliedros estrelados: alguns com pontas,
outros nao.

ATIVIDADES

1. Para entendermos melhor como se geram sélidos estrelados, pensamos
ser conveniente comecarmos pela construcdo de poligonos estrelados.
O que acontece quando prolongamos os lados de um tridngulo equilatero
e de um pentagono regular? Crie sua imagem mental. £33

COMENTARIO

Vocé percebeu que, no tridngulo (Figura 14.1), os lados prolongados ndo se

encontram €, no pentdgono (Figura 14.2), eles jd se interceptam, permitindo-
nos construir um novo poligono com cinco segmentos formados a partir dos lados

prolongados. Obtemos, assim, 0 PENTAGRAMA dos pitagaricos.

A\ @%{}\7\

Figura 14.2

Figura 14.1
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E um poligono regular (estrelado) ndo convexo, com cinco lados congruentes.
Se considerarmos ainda que é regular o poligono de lados congruentes e Angulos
por pares de lados consecutivos também congruentes, estaremos diante de um
poligono regular.

2. Nesta atividade, vocé vera outra possibilidade de estrelar um pentagono.
Por exemplo, se vocé dividir uma circunferéncia em cinco partes iguais e
ligar os pontos de divisdo consecutivamente, andando sempre num mesmo
sentido, obtera um pentagono regular. Mas se percorrer a circunferéncia
ligando os cinco pontos de dois em dois, formara um pentagono (regular)
estrelado apds duas voltas. T3 131

Figura 14.3

Se vocé tiver chance, acesse a pagina http://www.gregosetroianos.mat.br/
poliest.asp para ver uma animacdo que ilustra essa constru¢do. O ponto
azul percorre a circunferéncia no sentido anti-horério, ligando os pontos
de dois em dois.

COMENTARIO
Vocé viu que € mais fdcil descrever como se constroi um pentdgono reqular estrelado
do que partir, a prior;, de uma definicdo rigorosa. Esta € uma importante estratégia
diddtica: construir a definicdo a partir de uma série de procedimentos. Vocé também
deve ter percebido que esse tjpo de tarefa pode trabalhar com construgées geomeétricas.
Aproveite esta oportunidade para rever como se inscrevern outros poligonos requlares
numa circunferéncia. Para fazer as construgdes, vocé precisard de mais tempo do

que o previsto.
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Admitimos que responder a essa pergunta pode ainda nio ser
facil para vocé, o que é normal, pois o processo de estrelar poliedros
exige um apurado processo visual. Para isso, além da manipulagio dos
seus modelos, é imprescindivel que vocé utilize a internet. Assim, acesse
http://www.atractor.pt/simetria/matematica/docs/estrel2.html e conheca
mais sobre o maravilhoso e instigante mundo dos poliedros estrelados.

Considerando que vocé tenha acessado o endereco anterior,
continuaremos, entao, a atividade. Vocé observou que, se prolongarmos as
faces de um dodecaedro e considerarmos suas intersec¢oes, obteremos sua

primeira estrelaciao: o pequeno dodecaedro estrelado (Figura 14.6).

Figura 14.6

Vocé também deve ter percebido que as faces do pequeno
dodecaedro estrelado sdo pentagramas e que existem doze pentagramas
como faces.

O dodecaedro admite ainda outras estrelacdes. Se prolongarmos
as faces (pentagramas) do pequeno dodecaedro estrelado, obteremos
o grande dodecaedro (Figura 14.7), cujas 12 faces sio, novamente,

pentagonos regulares.

Figura 14.7

Se continuarmos o processo, ou seja, se fizermos a terceira
estrelagio do dodecaedro, obteremos o grande dodecaedro estrelado

(Figura 14.8).

\ Figura 14.8
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Vocé viu que, nas trés figuras que representam as estrelagoes
do dodecaedro, foram utilizadas tonalidades para ressaltar as faces
e distingui-las. Cada face — pentdgonos no grande dodecaedro e
pentagramas no pequeno e grande dodecaedros estrelados — tem uma
tonalidade. Vocé deve ter observado também que as faces se interceptam
e que para analisar esses solidos, como verdadeiros poliedros, é essencial
visualizar e compreender quais sdo as faces, as arestas e os vértices. Assim,
no pequeno dodecaedro estrelado, os lados dos pequenos tridngulos
equildteros nao sdo arestas. As arestas sio os lados das faces e as faces
sd0 os pentagramas, e nao os triangulos equildteros. Do mesmo modo,
existem falsos vértices nesse poliedro, que sio os vértices dos dngulos
solidos concavos. Como nao estio nas extremidades das arestas, eles ndo
constituem verdadeiros vértices do grande icosaedro. No caso do grande
dodecaedro e do pequeno dodecaedro estrelado, se contarmos suas
faces, vértices e arestas, veremos que ambos possuem 0 mesmo nimero:
12 faces, 12 vértices e 30 arestas. O grande dodecaedro estrelado possui 12
faces, 20 vértices e 30 arestas.

Para finalizar, pergunta-se: vocé conseguiu visualizar e identificar
as observagdes anteriores feitas sobre cada um dos poliedros estrelados?
Vocé sabe que para obter uma idéia de como sdo esses sélidos, é
importante construir cada um e observar o modelo. Converse com o
tutor e com seus colegas.

Como caminhar virtual extra, vocé pode acessar http://www.
mathconsult.ch/showroom e conhecer estrelacdes truncadas do dodecaedro.
Nesse site vocé também vera interessantes planificacdes e coloragdes de
suas vistas.

Vocé encontrard as planifica¢oes no médulo pritico.



Conversando um pouco sobre a histéria dos poliedros
estrelados

Do ponto de vista matematico, os poliedros estrelados foram
estudados pela primeira vez, por volta do ano 1600, pelo cientista alemado
Kepler (1571-1630), ainda que fossem ha muito tempo conhecidos: o
pequeno dodecaedro estrelado, por exemplo, encontra-se representado
no pavimento da Basilica de S0 Marcos, em Veneza, num embutido em
marmore, de 1420, atribuido a Paolo Uccello. A Figura 14.9 ilustra o
dodecaedro, o pequeno dodecaedro estrelado e o mosaico de Ucello, da

Basilica de Sio Marcos.

Figura 14.9

No inicio do século XIX, o fisico e matemdtico Louis Poisont
(1777-1859) descobriu dois poliedros regulares estrelados desse tipo, o
grande dodecaedro e o grande icosaedro, obtidos respectivamente com
doze pentdgonos e com vinte triangulos, que se encontram c¢inco a ¢inco
em cada vértice; perto de cada vértice, o poliedro tem a forma de uma
pirdmide, cuja base é um pentagrama (o que construimos nas Atividades
1 e 2 desta aula). Estes estdo representados no desenho a seguir. Eles sdo
denominados Poliedros de Kepler-Poinsot e podem ser vistos, em detalhes,

no endereco http://www.atractor.pt/mat/Polied/poliedros.html

Pequeno Grande Grande Icosaedro
dodecaedro dodecaedro dodecaedro  estrelado
estrelado estrelado

Figura 14.10: Poliedros de Kepler-Poinsot.
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As 4reas em tons diferentes constituem a parte visivel de uma
das faces. Poucos anos depois, o matemadtico francés Augustin Cauchy
(1789-1857) encerrou este assunto, provando que n3o existem mais
poliedros regulares estrelados.

Para saber mais, acesse

http://www.profcardy.com/geodina/espacial2.htm

Existem ainda os poliedros arquimedianos ou poliedros semi-regulares, cujas
faces sdo poligonos regulares de mais de um tipo. Todos os seus vértices sdo
congruentes, isto &, as faces que o compéem sdo arranjadas numa mesma ordem
em torno do vértice. Existem apenas 13 poliedros arquimedianos e, a seguir,
temos alguns exemplos deles.

Acesse o endereco seguinte e conheca-os:
http://www.ceamecim.furg.br/~ivane/ivane/Gespacial/polarg.htm

Conversando sobre seu laboratério de Geometria

Um software que nos permite estudar estruturas poliédricas
estreladas é o Mathematica. Acesse a pagina http://www.wolfram.com/
products/mathematica/index.html e conhega-o.

Além de softwares especificos, podemos utilizar os Applets. Eles sio
aplicativos, alguns feitos em Java, outros em Flash, que nos possibilitam
realizar descobertas geométricas, alguns com intera¢io e movimentos. Por
exemplo, vocé podera conhecer o Polybedra Stellations Applet em http:
/f'www.mathconsult.ch/showroom/icosahedra/icosahedra.html#Facets

Este aplicativo gera estrelagoes de varios poliedros e seus respectivos
duais. Para funcionar no computador, vocé precisa da versdo cinco do
Internet Explorer ou outra mais atual. Tente vocé mesmo. Clique em
iniciar aplicativo (“Start applet”).

Mais estrelacdes podem ser encontradas em http://www.
physics.orst.edu/% 7Ebulatov/polyhedra/stellation_applet/index.html

Acessando o site http://www.atractor.pt/math-JSP/index.htm, vocé
podera consultar uma péagina contendo proje¢des centrais e paralelas de
poliedros (com versdes estereoscopicas).

Caso vocé necessite de informacdes complementares sobre
poliedros ou queira conhecer outras defini¢des etc., além de interessantes
materiais como o polydron, armag¢des (Esqueletos) e palhinhas, e
poliedros transparentes, acesse http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/

icm21/poliedros.htm



ATIVIDADE

5. Um poliedro platonico que da origem a muitas estrelacées € o icosaedro.
Vocé sabia que existem 59 tipos de icosaedro estrelado?

Visite http://www.physics.orst.edu/%7Ebulatov/polyhedra/icosahedron/
index.html e conheca -as. Cllque em cada figura e veja detalhes.
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Figura 14.11

No endereco seguinte, vocé também poderd obter vérias informacoes
sobre o processo de estrelar um icosaedro: http://www.mathconsult.ch/
showroom/icosahedra/icosahedra.html#Facets

COMENTARIO
Esta é uma atividade opcional; vocé poderd obter muitas informagdes sobre ela se
tiver acessado as pdginas que sugerimos no transcorrer desta aula. Como fizemos
na Atividade 4, vocé pode fazer nesta. Vieja no Mddulo Prdtico um belo exemplo de

estrelacdo do icosaedro.

Poliedros, trabalho por projetos e internet

Veja trabalhos desenvolvidos por alunos de 5% série e que se
encontram disponibilizados em http://penta.ufrgs.br/edu/telelab/mundo_

mat/ccabri/Sserie.html
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os poliedros estrelados

Os poliedros e a integracao com a Quimica: eixos de rotacao
no tetraedro e em moléculas organicas

Acessando a pdagina http://www.tele.ed.nom.br/sim5.html, vocé
conhecerd um aplicativo que permite dois estudos: numa op¢do, o da
simetria de eixos de rotagio do tetraedro e de objetos em forma de
pirdmide, de base triangular, com componentes diversos nos vértices; na
outra, o estudo da configuracdo absoluta, mediante modelos de moléculas

de compostos organicos com, pelo menos, um carbono saturado.

CONCLUSAO

Nio foi nosso proposito esgotar todas as formas que correspondem
a um poliedro estrelado e tampouco obter solidos estrelados de todos
os poliedros conhecidos. Esperamos que vocé se sinta motivado para
continuar estudando o fascinante mundo desses poliedros. Para isso, a

internet serd uma grande aliada.

Obtemos poliedros estrelados quando as faces prolongadas de um determinado

poliedro se interceptam e nos possibilitam formar outro. Tal fato ndo acontece

quando prolongamos as faces do cubo, do tetraedro e do octaedro.

Os poliedros regulares estrelados sdo somente os encontrados por Kepler e Poinsot.

Para analisa-los,é essencial identificarmos suas faces, arestas e vértices, cujas

quantidades sdo apresentadas a seguir:

Poliedro Estrelado Faces | Vértices | Arestas Poligono
Pequeno dodecaedro estrelado 12 12 30 Estrela pentagonal
Grande dodecaedro 12 12 30 Pentagonos
Grande dodecaedro estrelado 12 20 30 Estrela pentagonal
Grande icosaedro 20 12 30 Triangulos

Tabela 14.1: Poliedros estrelados
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AUTO-AVALIACAO

Consideramos importante que vocé tenha compreendido o processo de estrelar

AULA H MODULO 1

poligonos e poliedros. Esperamos também que tenha conversado com o tutor
sobre novas descobertas e relacbes feitas nas atividades, em especial na quarta,

que aprofunda elementos conceituais dos poliedros estrelados.

INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na proxima aula, vocé vai praticar a andlise de estruturas e continuaremos

propondo atividades que desenvolvam a visualiza¢ao.

SUGESTAO DE LEITURA COMPLEMENTAR PARA APROFUNDAMENTO

GUILLEN, G. Poliedros. Madrid: Sintesis, 1997.
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Analisando estruturas:
trabalhando plano e espaco

conjuntamente

Esperamos que, apos o estudo do contelido desta
aula, voceé seja capaz de:

e |dentificar estruturas simples em trés dimensdes
(3D), a partir de um modelo visual representado.

e Analisar as formas que constituem uma estrutura
técnica real.

e Relacionar caracteristicas técnicas de resisténcia
as caracteristicas morfologicas.

Meta da aula

Instrumentalizar para o ensino
de estruturas poliédricas.

Pré-requisitos

Para o bom aproveitamento desta aula, vocé deve
revisar seus conhecimentos sobre a rigidez do
tridngulo, bem como as propriedades (soma de
adngulos, paralelismo, perpendicularismo) das
principais figuras planas e espaciais. Mantenha o
seu material de Geometria Basica a mao!
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INTRODU(;,Z\O Continuamente analisamos formas, sejam elas reais e mais proximas do nosso
dia-a-dia ou ndo. Tradicionalmente, o ensino de Geometria tem priorizado a
andlise de formas no plano, isto &, o trabalho com os poligonos. No entanto,
sabemos que os objetos com que convivemos mais freqlientemente nos remetem
a uma visao de elementos do espaco, sendo, muitas vezes, mais interessante e complexa.

Nas aulas anteriores analisamos, de alguma forma, estruturas de poliedros.
No entanto, na aula de hoje, em especial, vocé verd que analisar

critica e detalhadamente estruturas oriundas de formas do espaco

ﬂ nao-plano deve ser um dos objetivos constantes da Geometria
!‘ escolar. Por exemplo, nos jornais e encartes é comum vocé encontrar
d exemplos de estruturas variadas, tais como:

L Figura 15.1: Exemplos de estruturas.

Um exemplo de estrutura muito comum em nosso cotidiano sdo as armacoes
e andaimes utilizados na construcao civil (Figura 15.2). Na Quimica, temos as

estruturas atémicas.

CANAY s\
Figura 15.2: Estruturas de andaimes

E possivel que vocé tenha percebido a presenca de triangulacdes na maioria das
estruturas. Vocé sabe por qué? Porque os triangulos sdo figuras geométricas

rigidas. Faca um teste.
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ATIVIDADES

1. Utilizando alfinetes, colchetes ou palitos para picolé, construa um
triangulo, um quadrado e um hexagono. Vocé vai perceber que os angulos
do tridangulo ndo se modificam. Para que o quadrado ou o hexagono nao
modifiquem seus angulos, uma opcao é triangula-los, o que pode ser feito
através de uma de suas diagonais. 3 £33 %5

AULA H MODULO 1

COMENTARIO

Vocé pode fazer o mesmo para um cubo construido com canudos, ou seja, se vocé
ndo colocar uma de suas diagonais em um de seus lados, perceberd que ele caird
sobre o plano. O mesmo acontecerd na construgdo de pirdmides? Eis atividades

simples para vocé desenvolver com seus alunos!

2. Desenhe a estrutura de cada imagem da Figura 15.1. Elas tém a presenca
de elementos triangulares? Analise cada estrutura. Mostre seus desenhos
ao tutor e converse com ele. £33 €35

Atividades como a anterior, embora aparentemente elementar, sdo
importantes no desenvolvimento do pensamento geométrico; o fato de
nao serem feitas desde as séries iniciais, contribue para que os alunos, no
Ensino Médio, tenham muitas dificuldades.

A professora Angela pediu a seus alunos para desenhar os sdlidos
geométricos. Veja o interessante que fizeram!

Vocé pode ver que ha confuséo entre o

\| nome de piramide e triangulo, bem como
o na nomenclatura cilindro em forma cénica.
e b

=g Enquanto na primeira, o aluno detém-se na
face da piramide, na segunda, ele nomeia o
objeto a partir da associacdo de duas formas
espaciais: cilindro e cone.

cone octdogono

paralelepipedo

= X 7
| { cilindro em
forma conica
cilindro

Figura 15.3

A professora Angela utiliza, conjuntamente, em suas aulas de Geometria: exemplos

de planificagbes dos s6lidos, os modelos montados e objetos cotidianos. Os alunos
trabalham em grupo e dispem de todos esses recursos para manipuld-los. Cada grupo
constroi e cuida dos proprios materiais. Esta é uma importante estratégia didatica.

CEDERJ 151



Instrumentacdo do Ensino da Geometria | Analisando estruturas: trabalhando plano e espaco conjuntamente

Em outra atividade, Angela pede aos alunos para identificar o
solido que sera formado em cada planificacdo e apresentar caracteristicas
dos so6lidos formados. Veja como os alunos descrevem:

S

./Pirémide:

4 faces, 4 vértices, 6 arestas.
Piramide tridngulo equilatero.
‘}/ Tetraedro.

Esta é conhecida como
piramide. Muito vista e
visitada no Egito, é usada nas
torres de igrejas e castelos;
formas decorativas, torre de
celular.

Figura 15.4.a Figura 15.4.b

O primeiro aluno (Figura 15.4.a) busca associagdes com formas
do cotidiano, enquanto o segundo (Figura 15.4.b) se fixa nos aspectos
das proprias figuras. Tais observacoes sio importantes. Mesmo sendo
trabalho em grupo, cada aluno tem seus desenhos e registros pessoais.
A socializagio e a discussdo entre eles é imprescindivel, pois o professor
vai entendendo como os alunos estruturam o seu pensamento, e pode
pensar em atividades que os auxiliem.

Nos dois exemplos apresentados, Figuras 15.3 e 15.4, os alunos
fizeram, em diferentes perspectivas, andlise de formas e estruturas.
Os primeiros, na identificagiao global dos s6lidos e os segundos, na analise
e explicitacao de elementos particulares. Em ambos os casos, o apoio
visual no material representado é importante, pois os alunos, embora no
Ensino Médio, tinham poucas experiéncias com a Geometria.

Diferentes sdo as atividades que podemos propor para realizarmos
andlise de estruturas e formas geométricas, sejam elas oriundas do

contexto cotidiano ou apenas do matemadtico.

Visualizacao e analise global de estruturas: o Atomio

Existe, em Bruxelas, capital da Bélgica, um belo monumento e

ponto turistico, denominado Atoémio.
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ATIVIDADES

3. A figura representada pelo Atdmio é plana ou espacial? Pode ser um
hexagono? Por qué? Justifique suas respostas. ¥4 o) £4

Figura 15.5

COMENTARIO
O Atémio € o simbolo da molécula do aristal. Vlocé pode obter mais informagGes
em www.atomium.be. Uma boa op¢do é tentar representd-lo utilizando
palitos e massa.
4. Analisando as figuras abaixo, o que vocé pode dizer sobre o Atomio?
O que se observa nelas, que ndo era possivel observar na anterior? Dé
exemplo de uma constatacdo que vocé fez a partir das Figuras 15.6

seguintes. Como vocé ordenaria essas figuras? Discuta com seus colegas
e com o tutor outras possibilidades.

Figura 15.6.a Figura 15.6.b Figura 15.6.c Figura 15.6.d

COMENTARIO

Um interessante trabalho a ser proposto serd investigar o Atémio. Sequem alguns de
seus dados:

Ano de construcdo: 1958

Altura: 102m

Peso: 2.400¢

Ndmero total de esferas: 9

Superficie: 240m?

Didmetro do monumento: 18m

Ndmero total de tubos: 22

Didmetro dos tubos: 3m

Comprimento: 23m

Capacidade do elevador: 16 pessoas

Velocidade do elevador: 5m/s

Tempo para chegar ao topo: 23s
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Vocé pode se questionar: A Bélgica é um pais desen-
volvido e tem condicdes de construir um monumento
imponente, como o Atdémio. Consideramos que este argu-
mento nio tem sustentagdo, pois vocé verd que podemos
analisar estruturas variadas em nossa cidade, sejam
elas esteticamente bonitas ou ndo; o que importa é que

olhemos e valorizemos nossos elementos artistico-culturais.

Figura 15.7 Por exemplo, em Paracambi (R]), havia, na entrada da drea
Foto: Marcelo Bairral, dezembro de 2002. . . .
urbana, uma interessante estrutura de uma antiga fabrica
em ruinas (Figura 15.7). Nao seria importante propor um
trabalho de analise das estruturas daquela construcio? Além
dessa andlise, que pode ter um olhar mais matematico, nio
valeria a pena resgatar a historia daquela fabrica para a regido
e estuda-la? Estes tipos de questionamentos podem resultar
em atividades geométricas muito potencializadoras!

Lamentavelmente, nem a fibrica nem sua estrutura
existem mais. Teremos de imagina-las pelas fotos e pelas imagens
mentais de quem a viu.

Além de estruturas mais comuns, também podemos
encontrar em certas cidades atragdes turisticas que podem
constituir objetos de estudo pedagdgico, como o Monumento
a Matemdtica, localizado em Itaocara (R]). Saiba um pouco

mais sobre episddios historicos desse monumento.

Figura 15.8: Praca da
Matematica, Itaocara (RJ).

Conversando sobre Historia: o Monumento a Matematica

Existe em Itaocara (R]), graciosa cidade do noroeste fluminense,
uma construgio original: 0 Monumento a Matemadtica. O autor do projeto
foi Godofredo Formenti, aluno da Faculdade Nacional de Arquitetura,
que ganhou um concurso patrocinado pela prefeitura desse municipio,
coordenado por Julio César de Mello e Souza, o famoso Malba Tahan.
O monumento foi construido em 1943. Primeiro e tinico no mundo é, em
linhas gerais, constituido por duas “pirdmides entrelagadas”, construidas
sobre trés cilindros de mesma altura e didmetros diferentes. Sobre os mesmos,
encontramos uma esfera, um cone e um cilindro. A piramide simboliza a
antiga civilizacao que floresceu no Vale do Nilo. Nas faces da piramide

superior, estdo gravados os principais simbolos e sinais matematicos.
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Virias figuras geométricas lembram teorias e conceitos famosos:
Postulado de Euclides, Teorema de Pitdgoras, Divisio Aurea, Nimero
Pi, andlise combinatéria, quadrados mdgicos, Binomio de Newton,
logaritmos, Trigonometria, raiz quadrada, séries infinitas, limites,
Derivadas, Formas Ilusorias, Geometria Analitica e outros. Nas outras
faces da primeira pirimide, podemos admirar vdrios pensamentos
que exaltam a Matemadtica. Destaca-se a seguinte frase de Leibniz:
“O matemdtico é a honra do espirito humano”. Logo abaixo,
o pensamento de Kepler: “Medir é saber”. Lemos, a seguir, esta afirmag¢io
platonica: “Deus é o grande gedmetra. Deus geometriza sem cessar”.
A direita, Pitagoras: “O Nimero domina o Universo”. Platio: “Por toda parte
existe a Geometria”. Malba Tahan: “A Matematica € a poesia da forma”.
Na restauragao do monumento (1961), esteve presente o ilustre Malba Tahan e
sua esposa. A justificativa para a existéncia do monumento naquele municipio

é a de que o prefeito da época, Dr. Carlos Moacyr de Faria Souto, era um

grande simpatizante da Matemdtica.

O interesse pelo estudo do monumento, como alternativa didatica
para aprender Matematica, foi iniciado pela Professora Rosangela
Nascimento, em 1993, e atualmente é objeto de ateng¢do do Professor
Augusto Cesar Aguiar Pimentel, respectivamente, ex-professora e
professor da UFF (Santo Antonio de Padua, R]J).

Natal, Geometria e monumentos itinerantes

Encontramos cidades que, além de investirem em monumentos
hist6ricos, também promovem a construcdo de decoracdes e '
arquiteturas que embelezam épocas especificas do ano. Por exemplo,

desde 1996, na cidade do Rio de Janeiro, a drvore de Natal erguida na

Segundo o Guinness Book, a Arvore da Lagoa é o maior enfeite de
Natal, flutuante, do mundo. Com seus 82m de altura, da base ao

topo, é do tamanho de um prédio de 27 andares.

Figura 15.9
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ATIVIDADE

5. Nesta atividade, vamos visualizar e analisar a estrutura da arvore de Natal,
da Lagoa. O que vocé observa na montagem da estrutura da arvore (Figura
15.10)? Escreva uma seqiiéncia de procedimentos para a montagem dessa
estrutura. Desenhe, se necessario, cada um deles.

HUWUEEy
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Figura 15.10 o \» ¥

COMENTARIO
Na base de 700m?, cabem 80 automdveis de porte médio. A plataforma, composta por
12 flutuadores construidos em blocos de aco naval, garante, junto com o sistema de
ancoragem, a estabilidade do conjunto. As 410 toneladas da drvore sdo sustentadas por
uma estrutura tubular cdbica, fixada por bragadeiras que permitern a montagem, como
um gigantesco brinquedo de armar. Assim, vocé deve ter percebido que triangulagdo
€ um procedimento matemdtico presente na estruturagéo da drvore. Desenhar toda a

estrutura da drvore € uma forma de entendé-la melhor.

A Figura 15.11 seguinte ilustra a iluminacdo da arvore. Da sala de controle,
no interior da estrutura, um técnico acompanha todo o espetaculo, que
é comandado via computador. Os painéis, além de possuirem desenhos
iluminados de estrelas, anjos e notas musicais, comportam 2,8 milhGes de
microldmpadas. As estrelas sao confeccionadas em néon; os anjos e as notas

Os tubos que sustentam as imagens recebem revestimento
interno de borracha e sdo isolados da estrutura por pecas de
madeira. Sdo 12 seqiiéncias de luz, projetadas por refletores
com alcance de 3km que, através de movimentos variados,
criam reflexos belissimos no espelho-d'agua da Lagoa.

Figura 15.11

COMENTARIO
Vocé percebeu que, & medida que analisamos estruturas, também podemos ir
descrevendo o objeto formado. Também viu que é possivel desenvolver um trabalho
integrado com outras disciplinas do curriculo. No caso da drvore, podemos insenir conceitos
de Fisica, Quimica, Artes, Informdtica, e Engenharia. Outro possivel desdobramento é
construir a estrutura da drvore em miniatura e montar a sua maquete. Lembre-se de

que maquetes também devem compor o seu laboratdrio de Geometria.
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Conversando sobre seu laboratorio pessoal de Geometria

Além da analise estrutural, fazendo referéncias a
forma (analise morfolOgica) das figuras e a outros de seus
elementos, podemos também elaborar e desenvolver
atividades que favoregam a andlise de elementos e suas
posi¢bes no espago (andlise topologica). Nesta
perspectiva, a utilizagdo de mapas, plantas baixas,
fotos, globo terrestre, teodolito, bussola, rosa-dos-
ventos etc. poderd enriquecer significativamente o
trabalho com a Geometria, integrando analise de
elementos do plano e do espaco simultaneamente.

Como se encontra ilustrado no quadro seguinte,
vocé verd que a andlise de estruturas pode ser feita
considerando quatro diferentes tipos de espacos
geométricos (GIMENEZ; FORTUNY, 1998). Embora

]

=T 0

N
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Figura 15.12

nao excludentes, cada espaco envolve processos cognitivos diferenciados e,

desta forma, contribui no desenvolvimento do pensamento geométrico.

Ha atividades que podem envolver processos de raciocinio

de diferentes espacos. Por exemplo, quando vocé pega o globo terrestre,

identifica e analisa determinada localiza¢do; embora esteja apoiado

no médio espago, pois estd manipulando o globo, vocé podera estar variando

e comparando distancias (macroespago), bem como imaginando movimentos

de planetas e demais deslocamentos, ja nado controlados manipulativamente

(cosmo espago).

AULA H MODULO 1

Espaco Caracteristica

Processos cognitivos

Micro (pequeno)

moléculas, virus, células etc.

Corresponde ao trabalho com as atividades
no ambito das estruturas microscopicas:

Representacional, com observacido de

detalhes em microescalas

Médio Desenvolvido através da manipulagio
de objetos que, por exemplo, podem ser

colocados sobre a mesa

Manipulativo, observacdo (em escala
normal) de um amplo espectro de

elementos caracteristicos dos modelos

Macro (grande)

o tamanho do sujeito

Trabalho com objetos entre 0,5 e 50 vezes

Variacao escalar. Observagao em escalas

com representa¢do nio-controlavel.

Movimentos variados e deslocamento do

observador

Cosmo

referéncia. Corresponde por exemplo,
ao estudo de fendmenos ecoldgicos,

Coloca em foco problemas de orientacdo e

geograficos, topograficos e astrondmicos

Orientacdo e referéncia com relagoes
e representagdes ndo-controlaveis.

Deslocamento virtual (imagens mentais)

do observador

Quadro 15.1: Espacos geométricos
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Além dos recursos anteriores, o seu laboratorio pessoal de Geometria
pode conter também os poliedros "deslocaveis".

Os esqueletos de poliedros "deslocdveis" sdo outros recursos que
devem compor o seu laboratério. Basta utilizar linhas ou eldsticos e tdbuas
em formas diversas. Por exemplo, utilizando dois circulos congruentes e
linhas, vocé pode montar um modelo de cilindro. Veja, nas ilustragdes

seguintes, diferentes piramides sendo formadas ao esticarmos os eldsticos.

Figura 15.13.a Figura 15.13.b
ATIVIDADE

6. Observe a cobertura seguinte e a representacdo plana de sua

estrutura. (1A FF U

L A4

7 -
tr

Figura 15.14
Veja, agora, o processo de construcdo de malhas em trés dimensoes (3D),

em duas partes.

COMENTARIO
Aconselhamos que vocé esteja com o Mddulo Prdtico, pois precisard de papel
[someétrico.

Estrutura A Estrutura B Estrutura C

T

{
D FlS

Figura 15.15
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Observe cada estrutura anterior e descreva, com o maior nimero
de detalhes, as grades que sdo geradas em cada caso. Sendo A (nimero de
barras ou arestas) e V (nimero de nds ou vértices), calcule o parametro
de mobilidade, m=A - (3V - 6), de cada uma. Das trés estruturas anteriores,
qual é a mais apropriada para construir coberturas? Qual delas cumpre
a formula A = 3V - 6? Justifique suas respostas.

AULA H MODULO 1

COMENTARIO
Lembre-se de que quando o resultado € nulo, a estrutura é totalmente rigida. Se o

resultado € positivo, sobram arestas, se € negativo, hd movimento, ndo é rigida.

RESUMO

O estudo das estruturas ou dos elementos que compdem uma determinada forma
oferece-nos enriquecimentos conceituais variados em Matematica. Em Geometria,
a andlise de estruturas poliédricas utilizadas em arquitetura constitui um rico
universo de aplicagdes que permite relacionar o conteido da Matematica escolar
com outras areas de conhecimento e com a vida pratica. O professor deve propor
atividades que explorem, simultaneamente, a analise morfolégica e a topoldgica.
Nesta aula, priorizamos a primeira. Para desenvolver a segunda, vocé pode pensar
em atividades que utilizem os recursos que comentamos na secdao “Conversando

sobre o laboratério de Geometria”.
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AUTO-AVALIACAO

Se realizou todas atividades e compreendeu o que significa analisar estruturas,
vocé alcangou o que esperavamos. Sobre os quatro tipos de espa¢o (pequeno,
médio, grande e cosmo), ndo se preocupe, caso ndo os tenha compreendido em
detalhes. Converse com colegas e com o tutor. Pensar em atividades e apresenta-las
ao tutor, como exemplos que busquem mostrar sua compreensao sobre a tematica

da aula, é uma estratégia auto-avaliativa potencial.

INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préoxima aula, vamos estudar os sélidos de revolucdo. Construiremos seus
modelos, para utilizar nas atividades da aula. Sera imprescindivel que vocé pegue
o seu material de desenho (compasso, esquadro, régua, lapis, borracha etc.) e
providencie o seguinte material: palitos de churrasco, cartolina colorida, arame,

alicate, acetato, areia, cola etc.
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