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Introducdo

MODULO 1 - AULA 1

Aula 1 — Introducao

SEJA BEM VINDO! Esta parte do curso de Licenciatura em Ma-

tematica é dedicada a disciplina Equagoes Diferenciais.
Para comecar, uma boa noticia:

“Vocé ja vem estudando equacoes diferenciais hd muito tempo”

De fato, no estudo de Calculo Diferencial, desde a disciplina de
Célculo I, vocé vem trabalhando com equacgoes diferenciais. Veja o seguinte

problema que vocé sabe resolver:

“Dada a funcdo continua
f: R — R, f(r)=32>+1,

determinar todas as funcgoes y: R — R tais que

d
Y (z) = % =322+ 17 (1.1)

A equagao (7.1) é uma equacao diferencial. As solugdes desta equacao
sao simplesmente as primitivas da fungao f(x) = 32°+1. Em outras palavras,
uma funcao y(z) é solugao da equacao diferencial (7.1) se sua derivada é a

fungao f(z) = 32? + 1. Do que conhecemos do Célculo,
yx) =2 +x+c (1.2)

onde ¢ € R é uma constante arbitraria, é uma representacao convencional do
conjunto de todas as fungoes derivaveis em —oo, 400, com derivadas iguais
a3z + 1.

Dizemos também que para cada ¢ € R, y(z) = 2* + x + ¢ é uma fungao

que resolve a equagao diferencial y'(x) = 3z + 1.

Usando a notacao de primitivas, podemos escrever

y(x)/f(x)dx/(3x2+1)dxx3+x+c.

CEDERJ




Introducdo

EQUACOES |

DIFERENCIAIS 3} o . -
Freqiientemente obtemos muitas informagoes tteis sobre as solucoes de

uma equacao diferencial apenas pelo exame visual de seus graficos ! . Veja a
figura (7.1) abaixo
y=a2+z+2
A y=a>+a+1
y=2+z

y:13+171

y:ac3+ac—2

/////////

Fig.1.1 Familia de solucoes y(z) =23+ 2 +¢

Uma das informagoes que podemos obter do exame dos graficos das

solucoes da equacao d—y = 32241 é a respeito do comportamento das solucoes
x

a medida que x — +o0:

Atividade 1.1

Complete: qualquer que seja o valor de c,
a medida que z — 400, y(x) — ......

a medida que © — —o0, y(x) — ......

As vezes 6 necessario particularizar uma funcao y(z) dentre todas as
outras fungoes do conjunto solucao. Uma das maneiras de conseguir isso
é especificar um determinado valor para a solucao, num ponto dado. Por
exemplo podemos estar interessados em descobrir a solugao y(x) cujo valor
em z = 0 é 1; isto é, y(1) = 0. Entao nosso problema pode ser formulado
€omo:

Encontre uma funcao y(z) tal que

d

& 32 +1

dx (1.3)
y(1) = 0.

Lquando é possivel um tal exame

cepers R |
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Olhando para a familia de fungoes y(z) em (1.2) e impondo a condicao

y(1) = 0, encontramos
y(1)=134+14+C=0=C=-2.

Logo,
y(r) =2+ -2,

é a solugao do problema (1.3).
Uma pergunta que cabe aqui é a seguinte: todas as equagoes diferenciais

sao equacoes da forma Y _ f(z)? Ou serd que existem equagoes diferenciais
diferentes daquelas que estudamos no Caélculo I?7 Se existirem,a pergunta

passa a ser: O que é uma equacao diferencial geral?

Outra pergunta: o que é uma solugao de uma tal equacao diferencial

geral?

Um dos objetivos deste curso é obter respostas para estas questoes.
Quer dizer, voce vai ter de esperar um pouquinho até poder ter uma resposta
mais completa. Por enquanto, vamos apresentar apenas algumas ponderacoes
iniciais. Por exemplo, a palavra equacdo ja é nossa conhecida. Falando ge-
nericamente, uma equacao € uma expressao representando uma igualdade
entre elementos de um conjunto fixado. Na expressao aparecem elementos
bem determinados do conjunto sobre o qual a equacao € estabelecida e apare-
cem um ou mais elementos incégnitos (isto é, desconhecidos), representados

por letras que simbolizam elementos variaveis no conjunto.

Resolver a equacao é determinar os valores das variaveis que tornam a

igualdade verdadeira.

Exemplo 1.1

Suponha que necessitamos encontrar todos os niimeros reais = tais que
2 —1=0.

As solugoes sao os numeros reais * = 1 e v = —1. No entanto, buscar a
solucao da mesma equagcao sobre os niimeros complexos fornece como solugoes

osnumeros r = 1,z = -1,z =iex = —i.

Portanto, vem a primeira licao, reforcando o que escrevemos acima
sobre equagbes: quando procuramos resolver uma equacao, temos que ter

bem definido o conjunto no qual estamos procurando as solucoes.

MODULO 1 -

AULA 1
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Dada a transformacao linear 7' : R? — R? cuja matriz na base

canodnica é representada por

2 3
1 -1

encontre (r,y) € R? tal que T(z,y) = (0,—5), ou seja, queremos definir
(x,y) € R? tais que

2 3 T
T(x7y): 1 —1 y :(07_ )

A equagao acima ¢ definida sobre R?, e a tnica solugao é o vetor (x,y) =
(_37 2) .
Mais uma vez chamamos sua atencao: dada uma equacao é preciso

estar explicito o conjunto no qual se procura as solugoes da equacao.

Mas ja demos muita volta. Consideremos novamente as questoes prin-
cipais:

“ O que é uma equacao diferencial?”,

“O que é resolver uma equagao diferencial?”

Podemos tentar algumas respostas, baseadas na nossa experiéncia com
O Célculo e a Fisica, sabendo que elas provavelmente precisarao ser aper-

feicoadas e completadas.

Uma equagao diferencial é uma equagao na qual a incégnita (o elemento
desconhecido) é uma fungao. Para ser uma equagao diferencial é preciso que

uma ou mais derivadas da incégnita ocorra na equacao.

Resolver a equacao diferencial é encontrar todas as fungoes que subs-
tituidas nas posigoes da incognita tornam a igualdade expressa na equagao

verdadeira,i.¢, uma identidade entre funcgoes.

Volte a examinar a equagao diferencial (7.1). A incognita desta equagao
é uma funcao y(x). O conjunto ao qual pertence toda solucao y(z) é o
conjunto das fungoes de R para R. A equagao estabelece que toda solugao
y(x) é uma funcio cuja derivada é 322 + 1.

A solugao da equacgao diferencial (1.3) é uma funcao funcao especial:
exatamente aquela que satisfaz a condicao (y(1) = 0). Diz-se que (1.3) é uma

equacao diferencial com valores iniciais 2.

2A denominacao valor inicial se deve a que, em diversas aplicacdes, a varidvel indepen-
dente x representa uma medida de tempo, e o problema estd especificando um valor para
a variavel y, que depende de z, correspondente a um instante inicial (normalmente, mas

nem sempre, o instante em que comecam as medigoes dos fenomenos modelados)
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Equagoes diferencias sao muito utilizadas em modelagens (construcao
de modelos) de problemas da Fisica, da Quimica, da Biologia, da Economia,
etc... e da prépria Matematica, que envolvem varidveis continuas. Dai a

importancia do estudo destas equagoes.

Por exemplo, o problema (1.3)é um modelo para um caso especial de um
antigo problema denominado “quadratura de pardbolas”. A solucao y(z) =
23 + x — 2, expressa a drea da figura plana sob a pardbola 322 + 1, definida
pelo eixo x e duas retas verticais, uma dessas retas sendo a reta x = 1. Veja

a figura 1.1 a seguir.

YA f(z) =322 +1

1 T x

Fig. 1.1 Quadratura da parabola

Temos que y(z) = / (32 +1) dx = 2®+x representa a drea hachurada.
1

Por exemplo,

y(3) =3"+3—-2=128,

expressa a area sob a parabola, limitada pelo eixo = e as retas verticais x = 1
ex =3.

Para terminar esta breve introducao, propomos a vocé um “compro-
misso de viagem”: faremos todo o esfor¢o para que esta jornada seja um
passeio agradéavel, entretanto uma vez ou outra voce tera de “subir uma la-
deira”, gastando um pouquinho de energia; mas certamente para chegar a um
patamar mais alto, onde nossa visao vai se alargar e de onde poderemos apre-
ciar melhor a beleza do panorama. A meta final é ter uma boa compreensao
do que sao equagoes diferenciais ordinarias, dominar as técnicas usuais de
resolugao das mesmas, além de estudar uma série de exemplos significati-
vos que envolvem tais equacoes. Isto é, vamos abordar diversos problemas,

vindo das varias dreas de conhecimento e cuja “traducao matematica” pode

MODULO 1 - AULA 1
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ser feita por meio de equagoes diferenciais ordinarias. Na Aula 1, iniciaremos
pela equacao que tem a forma mais simples, e que chamamos de equacao fun-
damental. E precisamente a equacao diferencial do tipo da que aprendemos
no curso de Calculo, sendo 3/ = 322 + 1, um exemplo. As outras equacoes
diferenciais que estudaremos nas primeiras aulas tém formas distintas, mas

em ultima instancia se reduzem a equacao fundamental.




A Equacio Diferencial Fundamental

Aula 2 — A Equacao Diferencial Fundamental

Objetivos

Ao terminar de estudar esta aula vocé estara capacitado a:

1) Definir solucao geral e solugoes particulares de equagoes fundamentais

em intervalos

2) Utilizar o TFC (Teorema Fundamental do Célculo) para resolver equa-

¢oes fundamentais

A Primeira Equacao

A primeira equagao diferencial de que vamos tratar ¢ uma conhecida
nossa desde o primeiro curso de Célculo. Com efeito, a parte do Célculo
chamada de Célculo de Primitivas se ocupa da determinacao de solugoes
y(z) da equagao diferencial % = f(z), onde f(x) é uma fungao real de
variavel real conhecida. Em geral f(x) é continua e definida num intervalo

aberto I C R.

Definicdo 2.1
Dada uma func¢ao continua f : I € R — R, definida no intervalo

aberto I, a equagao
dy
= 1.1
Y j@

¢ denominada de equacao diferencial fundamental de 1% ordem.

MODULO 1 - AULA 2

A qualificagdo primeira or-
dem para a equagdo fun-
damental refere-se ao fato
de que a maior ordem da
incégnita y(z) na equagao é

um.

CEDERJ
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Solugao da Equacao Fundamental

Definicdo 2.2
Uma solucao da equagao (1.1) é qualquer primitiva da fungao f(x), isto

é, qualquer funcao y(z) da familia

[ #@) ds,

obtida pelo processo de anti-derivagao.

Exemplo 2.1

Obs: Usando o Teorema Fundamental do Célculo, podemos explicitar todas
as solugoes da equacao fundamental num intervalo I. Para isto, basta fixar

um zy € I e escrever a familia de solucoes da equagao na forma

y(z) = / f(x) dz +C,

onde C' é uma constante arbitraria.

Exemplo 2.2

Considere a equacao diferencial

—= =cos T — 2.

dx

A familia de fungdes
y(x) =senz + C 1.6, y(z) = /(cos x —2) dx

representa todas as solugoes da equacdo. Neste caso a equagao possui um ntmero infinito

de solugoes.

Escolhendo o ponto zg = 0, podemos usar o Teorema Fundamental do Célculo para

explicitar todas as solugoes
x
y(x) =/ (cost —2)dt + C = sen v — 2x + C,
0

onde C' é um numero real arbitrario.

Atividade 2.1

[Veriﬁcando se uma fungao é solugao de uma equagao diferencial]
O quadro abaixo mostra equagoes diferenciais a esquerda e fungdes y(z) a
direita, candidatas a solu¢ao. Assinale V (verdadeiro) ou F (falso) segundo
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MODULO 1 - AULA 2

a funcao y(x) seja ou nao solugao.

i) % —ae* =0; y(z) =e*; xz € R, a € R (fixado)
x
L dy 1 Inz 1
i) dr ~ z[n(ex) + ] * z[In(ex) + z]? y(@) = In(ez) + 2’ ©>0
dy
91) senx + i 0 y(x) = sen z; z € (0,1)
Respostas: i)...... () i) ...

Nota Importante: Uma equacao diferencial do tipo fundamental, definida
num intervalo aberto I, possui um nimero infinito de solugoes. Qualquer
solucao da equagao determina todas as outras solugoes. De fato, se yo(x) é

uma solugao de
dy
7 — €T ,
entao qualquer outra solugao () é obtida de yo(z) adicionando a ela uma
nimero real adequado c¢. Basta observar que ¢'(z) = y,(x). Portanto se
yo(x) é solucao, ¢(x) também é. Além disso todas as solugoes sao obtidas

dessa maneira 3.

Todas as solugoes da equagao diferencial dy/dz = f(z) podem ser repre-
sentadas pela “integral indefinida” [ f(z) dz. Dizemos que y(z) é a solucao
geral da equacao. A solucao é dita geral porque contém todas as solucoes da

equacao fundamental no intervalo especificado.

Uma solucao é chamada de solucao particular quando é obtida da

solucao geral pela especificagao de um valor para a constante de integracao.

Nos cursos iniciais de Calculo, foram estudadas diversas “técnicas de
integracao” para a resolucao de integrais indefinidas. Dependendo da funcao
f usava-se substituicoes, integracao por partes, integracao de fungoes racio-
nais, etc. Todas aquelas técnicas serao muito uteis no processo de obtencao

de solugoes de equacgoes diferenciais.

Existéncia de Solucoes

Como aprendemos em Calculo I, toda funcao continua é integravel.

Além disso, a integral indefinida, / f(z) dz, de uma fungao continua, definida

3quem nos garante isso é o Teorema do Valor Médio, do Célculo I, certo?

CEDERJ
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num intervalo aberto, é uma familia de funcoes, onde duas funcoes quaisquer

desta familia diferem por uma constante real.

Em resumo, toda equacao diferencial como dada na Definicao 1.1, pos-
sui uma familia de func¢oes como solugao. Além disso, como as fungoes estao
definidas num intervalo aberto, duas quaisquer solugoes diferem por uma

constante.

Exemplo 2.3
Resolva a equagao diferencial

d
& =sen(2z) +2° +1, z € R.
dz

Solugao:
Calculando primitivas, encontramos que
3 1 x?
(sen(2z) 4+ 2° 4+ 1) do = -3 cos(2z) + 1 +x+C,
onde C' é uma constante real arbitraria. Portanto,
1 a?
y(z) = —3 cos(2zx) + 7 +x+C

é a familia de fungoes que resolvem a equacao diferencial.

Atividade 2.2
Nesta atividade pretendemos chamar a sua atengao para o conjunto de niimeros

reais onde uma equacao esta definida.
dy
dx

A=(-1,1) U(2,3).

Considere a equagao diferencial = 0 definida no conjunto

a) E correto afirmar que ¢ e v definidas por

)1, sexe(—1,1) -
S0@)_{2, se x € (2,3) ¢ Vvw=dwed

sao duas solugoes da equagao?

Resposta: ......

b) Existe alguma constante C tal que Vo € A ¢(x) = o(z)+C ?
Resposta: ......

Importante comentario sobre a Atividade 1.2:

Se o subconjunto aberto A C R onde uma equacao diferencial fundamental
estd definida nao é um intervalo, entao a equacao pode ter solucoes distintas

que nao diferem por constantes.
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Problema de Valor Inicial

Informacoes adicionais que permitam particularizagao de solugoes sao
fundamentais no estudo de problemas envolvendo equagoes diferenciais. E
como introduzir um dado da realidade ligado ao problema em estudo que

permita identificar a funcao solucao desejada e descartar todo o resto da

familia.
Exemplo 2.4
Determine uma funcao real y(z), definida no intervalo I = (=3, +00), solu¢ao da equagao
diferencial J
ﬁ = e — 322,

sabendo que seu grafico no plano R? contém o ponto (0,-1)
Solugao:

As funcoes cujas derivadas sdo iguais a e* —3z2, no intervalo especificado, sdo preci-
samente as solugoes da equagao acima.

Um célculo elementar nos mostra que qualquer fungao y(z),
y(x) =e* —2® + C (1.2),

onde C' é uma constante, é a solucao geral da equacao.

Agora utilizamos a informagao extra: o grdfico da fung¢do solugcdo passa pelo ponto
(0, —1). Tsso significa exatamente que no ponto x = 0 o correspondente valor y é igual a
-1. E essa observacao vai permitir calcular o valor da constante C. Substituindo x =0 e

y = —1 na solugao geral (1.2), encontramos
r=0=y=1.
~1=y(0)=€"-0*+C=C=-2.

Conclusao: Dentre todas as fungoes definidas em (—3,400) com derivadas iguais a e* —
322, aquela cujo grafico passa por (0,1) é y(x) = e* — 2% — 2.

Comentario: O exemplo acima é freqiientemente enunciado da forma

suscinta como: Resolva a equagao diferencial

dy
dzx

y(0) = —1.

= ¥ — 322

Na primeira linha da expressao indicada pela chave temos a equacao diferen-
cial propriamente dita. Na segunda linha esta explicitada uma propriedade

da solugao procurada.

Utilizamos também a denominacao Fquacao Diferencial com Valores

Iniciais (EDVI) ou Problema com Valores Iniciais (PVI) para indicar uma

CEDERJ
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L.A. Cauchy
1789 - 1857

Um dos maiores
matematicos de sua
época,teve atuacao decisiva
no processo de fundamentar
a Anédlise Matemaética em
bases rigorosas. Cauchy foi
um dos primeiros
matematicos a estudar os

PVTI’s.
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equacao diferencial junto com com uma informagao adicional sobre o valor

da solucao procurada em um ponto especificado.

Portanto a maneira adequada de apresentar uma equacao diferencial

com valores iniciais ¢ utilizando uma chave, como segue:

d
%zf(x), relCR
y(zo) = Yo

Repetindo o que ja foi dito, repare que na primeira linha escreve-se a equagao
diferencial cuja solucao é procurada, e na linha seguinte, os dados iniciais,

determinando em geral, apenas uma solucao.

Comentario: O tultimo exemplo acima nos dé a estratégia de obtengao de

solucoes de equacoes, satisfazendo condicoes iniciais especificadas;

19 - Obtenha a solucao geral, isto é, a familia de todas as solucoes.

20 - Substituindo os valores de zg e 1y que definem os dados iniciais, cal-

culamos o valor da constante C.

Esta estratégia em geral funciona muito bem. No entanto, ao tentar aplica-
la a algumas equagoes, podemos sofrer um certo desconforto . Expliquemos
melhor: muitas vezes nao conseguimos, por métodos elementares, resolver ex-
plicitamente certas integrais indefinidas. Nessas situagoes o remédio é indicar
a funcao por meio de uma integral definida, cujo significado compreendemos

perfeitamente.

Veja a seguinte pedra no nosso sapato:

Exemplo 2.5

Resolver a seguinte equagao diferencial com valor inicial

@ _ senz
de T
y(m) = 1 xz €I =(0,+00)

Solucao: : Vocé pode abrir sua caixa de ferramentas onde se lé a etiqueta
“calculo de primitivas” e tentar todos os truques, substituigoes, macetes, . . ..
Simplesmente nao existe nenhuma combinacao finita de funcgoes elementares

) : . sen
cuja derivada seja igual a

Quer dizer,no nosso nivel de estudo, nem sempre é possivel calcular a

familia de todas as primitivas de uma da funcao.
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E agora?
Use o sétimo pulo do gato :

Mesmo quando nao sabemos, ou ndo podemos, determinar explicita-
mente uma solu¢ao “calculando a integral” em termos de uma combinagao fi-
nita de “funcoes elementares” (racionais, exponenciais, trigonomélricas, etc,
e suas inversas) o Teorema Fundamental do Cadlculo nos permite

escrever uma solucao explicitamente .

. . . sen T , ~ ’
Veja como funciona: ja que (f(z) = ,z >0 ¢é uma fungao continua,
€X

escolha um ponto xy > 0 arbitrariamente. Temos que

v t
y(m)/ 86? dt+ C

0

é o conjunto de todas as solugoes da equacao, sendo C' uma constante ar-
bitraria.

Usando o valor inicial especificado y(7w) = 1, isto é 29 = m e yg = 1
encontramos a solucao desejada, satisfazendo o valor inicial dado.

Alternativamente, podemos expressar a solugao geral usando o valor

y(z) :/ Se?t dt + C,

e como y(m) = 1, calculamos o valor de C:

To =T

i t
1:y(7r):/ Se? dt+C=C=1

Logo

v t
y(w):/ se;z dt +1

¢é a solucao procurada.

Resumo
Nesta aula:

e Vimos que o estudo de equagoes diferenciais ordinarias nasce junto com

o Célculo, de cujso resultados e técnicas ele se utiliza amplamente

e Introduzimos as Equagoes Diferenciais Ordinarias Fundamentais de
Primeira Ordem : dy/dx = f(z) e definimos as suas solugoes

4Nio esqueca que a funcio f, na equacdo, é continua

MODULO 1 - AULA 2
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e Introduzimos a nocao de Problema de Valor Inicial para equagoes do

tipo fundamental e vimos que é possivel usar o Teorema Fundamental

do Calculo para resolveé-lo.

Avaliagao

Nesta primeira aula, além de introduzir um pouco do jargao de equacgoes
diferenciais: equacao, solucao , problema de valor inicial, etc., procuramos
chamar bastante a atencao para o importantissimo Teorema Fundamental do
Calculo, evidenciando a sua importancia, realmente fundamental. O grande
matematico, professor e historiador da Matematica Jean A. Dieudonné disse
em um de seus tultimos e mais acessiveis livros (Pour I'’honneur de ’sprit
hmain)mais ou menos assim: “a poténcia do Célculo provém justamente
da relacao expressada no TFC, entre teorias tao diversas quanto o Célculo
Diferencial e Calculo Integral”. Vale a pena meditar continuamente sobre
essa afirmacao. Acabamos de ter a oportunidade de ver o TFC em acao.

Aprecie. Nao seja moderado.

Exercicios

Os exercicios a seguir tém uma dupla finalidade:
i) Fixar as idéias novas

ii) Revisar técnicas de resolugao de algumas equagoes do tipo fundamental,
(que antes chamavamos de Técnicas de Integracao), que serao usadas

em todo o nosso curso. Nao deixe de fazé-los.

Exercicio 2.1
Calcule [f(z) dv = F(z) + ¢. Em seguida calcule ¢ para que a solugao y satisfaga &

condigao extra apresentada, para

a) f(z) =27 y(2)=0; b) f(x) =cos’z, y(m)=m/2

1
Respostas: a) y = g(a:S —8); b) y=2+ Lsen(2z)

Exercicio 2.2
Determine as solugoes gerais de:

CEDERJ |
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A e 1
a) -~ =senz cosw dr " 2T
o) dy 1 d) dy _ (4z-2)
dx \/Zl — x2) de a3 —22 -2z
dy Inzx dy
@ _nr 0 W e
) dx x ) dz ¢
Respostas: a) y(z) = 3sen’z+C;  b)y(z) =In (122)—140; ¢) y(z) = arcsenz+C;
d)y=1In ”(”ii;)zz) +C; o) ylx) =i’z +C; f) y(a) =xe® —e* + C.

Exercicio 2.3
Resolva
dy e

dr 1+ 22

(Sugestao: Vocé pode escolher um ponto zg & sua vontade.Por que?)

T —¢2
e
Resposta: y(z) = C+/ ——dl
2o V1+12

Exercicio 2.4

z € R

Usando uma substituicao trigonométrica adequada, calcule
2

a) V1—2a?dx
1
3
Resposta: i(w + \/§)

b) a drea da regido do interior da elipse de equagao

(Sugestoes:

(1): A drea da elipse é igual a quatro vezes a drea sob o grafico da curva y = gm, 0<
z < a.

(2): A mudanga de varidveis = cos 0, dx = —sen(f) df pode ser 1til na solugdo do
exercicio.)

Resposta: mwab

MODULO 1 - AULA 2
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Aula 3 — Equacoes Diferenciais Lineares de

Primeira Ordem

Objetivos

Ao final desta aula vocé sera capaz de determinar se uma equacao dife-
rencial é uma equagao linear de primeira ordem, classifica-la como homogénea
ou nao-homogénea e também a utilizar um método sistematico para obter

todas as solugoes de qualquer equacao linear de primeira ordem.

Introdugao

Uma equacao diferencial frequentemente esté associada a um fenomeno
que estamos investigando na natureza. Assim, a equacao ¢ um modelo que
criamos para investigar o fenémeno. Um bom modelo (isto é, uma boa
equagao) é aquele que, uma vez criado, é capaz de prever situagoes rela-
cionadas ao fenémeno antes insuspeitadas.

Mesmo quando criamos modelos incorretos é util. A incorre¢ao eviden-
cia idéias falsas que tinhamos acerca do fenomeno. Vamos mostrar através

de um exemplo esta ultima afirmagao.

Vamos traduzir em equacao diferencial (modelo) a seguinte crenca an-

tiga acerca da queda livre de corpos no vacuo.

Problema: Anteriormente a Galileu, acreditava-se que a velocidade
de um corpo em queda livre era diretamente proporcional a sua distancia até
a posicao inicial de repouso.

Mostremos que esta suposicao € insustentavel

Solugao: Admitamos que a suposicao é verdadeira. Designe-
p 7

A mos pot £ o tempo de queda do corpo a partir do

posigao A de repouso depois do tempo ¢t de queda.
s ---- . B Veja a figura 2.1.

e No ponto A temos t =0 e s(0) = 0.

‘ ponto A e por s(t) a distancia percorrida desde a

sy e No ponto B, corpo em queda apds um tempo
t.

Figura 3.1 Queda livre de
corpos e Distancia de A até B é igual a s(t).
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Em cada instante ¢ > 0, o valor s = s(t) > 0 marcado no eixo vertical,
mede a distancia percorrida pelo objeto ao longo da trajetéria vertical,i.é, a
distancia medida a partir do ponto A.

Seja v a velocidade instantanea do corpo depois de um tempo ¢t. Como
estamos admitindo (crenca antiga) que v é proporcional a s(t), entao existe
uma constante k € R tal que

—— =k, k = constante.

s(t)

Ou seja,
v="F-s(t) (3.1)

Na figura (3.1), que estamos usando para representar o problema, es-
colhemos um eixo s, orientado positivamente para baixo.
Lembrando da Fisica que a velocidade instantanea v é a taxa de variagao

da posigao s(t) com relagao ao tempo t, escrevemos

ds
v=—.
dt
Juntando este resultado com (7.1) acima, concluimos que
ds
— =ks.
dt

Esta é a equacao diferencial que modela o fendomeno que estamos estudando.

Indo além, vamos agregar a equacao diferencial encontrada as condigoes
iniciais. A posicao A da figura indica o inicio da contagem do tempo e o corpo
nao se deslocou ainda. Isto corresponde a s =0 et = 0. Assim, encontramos

o modelo matematico para o fenomeno:

d
d_j = ks, k=cte
s(0) = 0

Veja como se resolve esta equagao diferencial, onde a variavel é o niimero
real t > 0, representando a medida do tempo e a fungao incégnita procurada
é s(t).

d ds/dt d
d_i = ks <— Sg =k <— %[ln(s(t))] =k <=
= In(s(t)) = kt + ky <= s(t) = " = kel k e ki constantes)
Portanto
s(t) = ceM, c=¢" e k constantes
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é a solucao geral da equagao.
Com o intuito de particularizar uma solucao entre todas as solugoes

s(t) = ce* com c e k constantes, usamos os valores iniciais. Se ¢t = 0 entdo
s(0) = 0. Portanto,

0=5(0)=ce"=c=c=0.

Mas dai, substituindo ¢ = 0 na solugao geral vemos que a solu¢ao que obedece

as condicoes iniciais é identicamente nula.

A solucao obtida mostra que o corpo em queda livre ndo se movimenta.
Isso é um absurdo. Conseqlientemente a suposi¢ao nao estava correta. A
partir dos trabalhos de Galileu no século XVII, conhecemos que a velocidade
é proporcional ao tempo de queda e nao ao espago percorrido, como pensava

a antiguidade grega.

Equacoes Lineares de Primeira Ordem Homogéneas

Definicdo 3.1
Sejam I C R um intervalo e p : I C R — R, uma func¢ao continua.

Toda a equacao diferencial que pode ser posta, na forma

dy

é chamada uma equacdo diferencial linear homogénea de 1% ordem

Nota: E importante sabermos porque a equacao diferencial que acabamos
de definir se chama linear de primeira ordem, e homogénea. Bem ela é linear

porque dadas quaisquer duas fungoes y; (z) e y2(x) tais que, individualmente

d
ey =0,
d
@)y =0,

e dado qualquer nimero real «, entao, para todo x € I,

Lyldl_ 2) +p(z) (1 +y2) = (% +p(x)y1) + (% —l—p(x)yg) =0+0=0,
L(ch) +p(@)(e-y) = a- (Z—i +p(f£)y) =a-0=0,
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As duas igualdades acima mostram que somas de fungoes que verificam a
equacao e produtos de funcgoes que verificam a equacao por nimeros reais,
sao também funcoes que verificam a equacao. Esses sao os quesitos basicos
que caracterizam processos lineares. Discutiremos esses processos mais deta-

lhadamente a partir da aula 11.

A equacao é homogénea no sentido das fungoes homogéneas de duas
variaveis. Também aqui, vamos precisar esperar até a aula 8 para definir
fungoes homogeéneas. Por hora, observe que

A s pa)a ) = (4 ptow)

Finalmente é de primeira ordem porque a maior ordem de derivagao da

incognita que aparece na equacao é um.

Exemplo 3.1

A equacgao do problema de queda-livre examinado na introdugao é linear homogénea de

primeira ordem. Basta identificar p(z) com a fungdo —k, constante.

Exemplo 3.2

Af vao dois outros exemplos de equacoes diferenciais lineares homogéneas:

d
a) d—y+sen(2x)y=0 e b) y—-3xy=0
x

Solugoes de Equacoes Lineares Homogéneas

Inicialmente, observamos que a funcao identicamente nula y = 0 é uma
solucao trivial da equacao diferencial
dy

5, Tpl)y =0 (3.2)

No que se segue vamos procurar solugoes y : I — R da equagao (7.2), com
a condigao que y(z) # 0, para todo x € I. No entanto, este mesmo método
é valido em condi¢oes mais gerais. Logo depois de explicitar as solucoes
com a restricao que estamos impondo, iremos analisar situacoes em que a
fungao solugao y(x) se anula em pontos isolados do intervalo I ou se anula

em subintervalos J C 1.

Supondo, portanto, y(x) # 0, para todo z € I, encontramos a partir
de (7.2) que

j—i +p(r)y =0 = % = —p(z) = % Infy(z)] = —p(z) .
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Observe que essa tltima é uma equacao do tipo da fundamental. Portanto
admite uma solucao geral, que pode ser expressa em funcao de uma integral

indefinida. Temos a seguinte seqiiéncia de equivaléncias:

L ialy(s)] = —pla) = )] = — [ ) = 9(0) = (- [ ot i)

Portanto y(z) = e~ /7 42) & a solucao geral da equacio.
A solucao acima é dita geral porque a expressao / p(z) dz engloba

todas as primitivas da fungao p(z) no intervalo I. Conhecida uma primitiva,

qualquer outra primitiva é obtida daquela pela adicao de uma constante °.

Lembramos do Célculo que como p(x) estd definida no intervalo I,

podemos escrever, para um xg € I fixado,

x

/p(x) dx = / p(t) dt + ¢ ¢ uma constante
0

Portanto, usando um ponto zy auxiliar, escrevemos a solucao geral da

equacao (5) na forma

y(z) = e Jogp®) di—c _ —c =[5 p(t) dt

Logo,denotando e™¢ por ktemos que
y(@) = ke Jo?® (3.3)

é a solucao geral da equacao.

Problemas de Valor Inicial com Equacoes Lineares Homogéneas

Nas aplicacoes, ao resolver uma equacao diferencial, normalmente te-
mos informacoes adicionais sobre a solugao que procuramos: sao os valores
iniciais. A soluc¢ao procurada y(x) assume um valor conhecido yy quando a
variavel independente vale . Procuramos, portanto, a fungao y(z) que seja
solugao do Problema de Valor Inicial (PVI)

dy
— +px)y =0
5 TP
y(wo) = Yo
Para resolver o problema com valor inicial acima, partimos da solugao

geral da equacao diferencial, como dada em (7.3) e usamos os dados iniciais

para definir a funcao solugao procurada.

5Posteriormente veremos que é necessario aperfeicoar essa nocao de solucdo geral
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Exemplo 3.3
Obtenha wuma solugdo y(x) da equagdo diferencial Z—z = —em4y, tal que
y(l) =2.
Solugao:
N&o sabemos obter, com métodos elementares, uma primitiva de p(z) = —e". Mas,

conforme visto acima, apds a escolha de um numero real g, (6) representa a solugao geral.

Usando o valor zg = 1, encontramos que )e formar a fungao

—/ et dt
y@) =k-e

representa a solucao geral da equagao proposta.

Para determinar a constante k, impomos que y(1) = 2. Assim
4
2=y(l)=ke i M=k 1= k=2

Portanto

|
- e’ dt
() =2e Y=

y = 0

é a solugao procurada.

Atividade 3.1

Complete a tabela abaixo de modo que cada linha se converte numa frase

verdadeira:
Equagao ‘ Solugao Geral ‘ Solugao Particular Dados Iniciais
)
v +2xy=0 | ... y(@)=me 2 | mo=..., yo=...
2y =y (x>0 ... z0=—1/In 3, yo =2
T
- / et dt/\/12 +2
...... y==Ce 7-1 Ty = .,y0:2ﬂ'
/
y =3y | ... y(r) =0 xo=1, yo=...

Equacoes Lineares de Primeira Ordem Nao-homogéneas

Definicado 3.2
Dadas as funcoes reais continuas e nao nulas p,q: A C R — R, toda

equacao que pode ser reduzida a forma

Y 4 plaly = (o) (3.4)

é chamada equacao diferencial linear nao homogénea de 1% ordem
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Nota: Leia de novo a nota que aparece logo apds a definicao de equacao
diferencial linear homogénea de primeira ordem (Definigao 1). O que foi dito
14 nao se aplica as equagodes nao-homogéneas que acabamos de definir. O que
faz a diferenca é a fun¢ao nao-nula g(x) no segundo membro da igualdade.
Com todo o rigor, deveriamos chamar a equagao acima de equagao afim de
primeira ordem. Todavia a denominacao linear nao-homogénea é universal-

mente adotada para essas equagoes, e sera mantida ao longo do nosso curso.

Solucoes de Equagoes Lineares Nao-homogéneas

Para obter solucoes da equacao nao homogénea, vamos utilizar nossos
conhecimentos sobre equacoes homogéneas e mais alguns truques novos. E
evidente que nao fomos nds que inventamos esses truques na semana passada.
O assunto Equacoes Diferenciais vem sendo estudado intensivamente desde
o século XVII, a luz de velas lampioes. Portanto nao se surpreenda com a

nossa criatividade.

Uma idéia para abordar a equacdo (5.4) é procurar uma fungao pu(z)
conveniente e multiplicar ambos os lados da equagao pela fungao. O objetivo
é transformar a equacao nao-homogénea essencialmente numa equagao do

tipo fundamental.

Multiplicando ambos os membros da equagao (5.4) por uma funcao

p(x) encontramos

() ==+ p(z)p(z)y = p(z)gq(r) (3.5)

= p(a)u(z) (3.6)
Esta Substituindo (5.6) na equagao (5.5) mostra que,

v 4D, @)e(a).

M(@% du

Ou seja, a equagao original assume a forma

& (o) = gt (3.7

que é uma funcao do tipo fundamental.

MODULO 1 - AULA 3
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Mas cabe uma pergunta:

Existe alguma fungao p(x) com a propriedade (5.6)?

Bem, a relagao (5.6) diz exatamente que p é solucao da equacao linear ho-
mogenea % = p(z)y. Portanto para calcular p, basta achar uma solugao

dessa equacao linear homogénea. Do que estudamos anteriormente, sabemos

(/m@d@

que

p(r) =e
¢ uma solugao de (5.6).

Substituindo em (3.7) e integrando, obtemos

d

% <€fp(:zz) dx | y> _ efp(m) dx q(x)
de onde

efp(a:) dx y = /efp(m) dx Q(f)f) dx
Portanto

Y= e<_ /p(I) dx) /e/p(x) dxq(x) dr+C (3.8)

é a solugao geral da equagao nao-homogeénea que estamos estudando.

Obs: Quando ¢(x) é a funcdo nula, a equagao nao-homogénea se reduz a
uma equacao diferencial homogénea. Consistentemente a féormula acima se
reduz a solucao geral da homogeénea. Essa equacao homogeénea ¢é dita ser a

homogénea associada.

p(x dx)
Obs: A funcao u(z) =e </ ¢é chamada de fator de integracdo para

a equacao nao-homogenea. Note que esta fungao nunca se anula

Problemas de Cauchy com Equagoes Lineares Nao-homogéneas

Como sempre, se estivermos interessados numa solucao especifica da
equagao linear nao-homogénea satisfazendo a wuma condicao inicial

y(xo) = Yo, devemos resolver o problema de valor inicial

@ )y = q(x
5, TPy =a(z) (39)
y(wo) = Yo
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Temos dois caminhos possiveis:

- Primeiro, podemos tentar calcular explicitamente as integrais inde-
finidas que aparecem na solugao geral (3.8) da equagao nao-homogénea e
posteriormente determinar o valor da constante que se adapta a condicao
inicial.

Na impossibilidade de calcular primitivas, temos uma segunda via:

Integrando, entre x( e x, ambos os lados de

d

—(n@)y) = n()a()

obtemos
X

w(z)y — plzo)yo = / u(t)q(t) dt

0

/ p(x) dx
E ja que p(z) # 0, pois pu(x) =e para todo z, podemos explicitar

a solucao y da equagao (3.9) desejada:

T

o) = s oo + [ ut)ace) ]

() 2o

Um exercicio facil com o Teorema Fundamental do Calculo nos mostra

que esta é de fato, a solu¢ao do problema de valor inicial (3.9).

Exemplo 3.4

Resolva o problema de valor inicial

dy 22
2L — 97
dz ot
y(0)=1
Solugao:
Os dados do exemplo sdo: p(z) = —1, g(z) = 2¢%". Aplicando as férmulas acima,

x

obtemos p(z) =e*, e

xT
y:em{1'1+/ 67t2et2de}
0
x 2
y:e‘/’”<1+2/ et dt)
0

Isto é,

Exemplo 3.5
A funcao definida por

2 x
EI‘f(.’E) = ﬁ[; €_t2 dt
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é chamada de funcao erro. Mostre que
2 ]_ 2
y(z) =" + 5608 V1 Erf(x)

é a solugao de

dy

29 1
dx Y+
y(0) =1

Solugao:

Por um lado

1
y'(x) 2ze” + ze” /7 Erf(z) + 569”2\/?

=L

2ze” + ze® VTErf(x) +1
Por outro lado, é imediato que
2y + 1 = 2ze® + ze® VTErf(z) +1
Além disso, claramente
22 1 g2 02 1 (2
e’ +5e V' Erf(z) , =€ t3¢ Vv Erf(0) = 1
T=

o que conclui o exemplo.

Exercicios

Exercicio 3.1
1. Faca o que se pede:

d
a) Calcule a solugdo geral de d—y +3zy =0
i

Resposta: y = Ce(*%)mz

d
b) Determine o comportamento, quando x — +oo das solugdes da equagao d—y +
x

axy = 0, sedo a uma constante real.

Resposta: Se a > 0 as solugoes tendem a zero. Se a < 0 e C < 0 as solugoes

tendem a —o0. Se a < 0 e C' > 0 as solugoes tendem a +o00

¢) Resolva o problema de valor inicial

% + (sent)y =0
3
y(0) =3

Resposta: y
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d) Resolva o problema de valor inicial

dy o t2
a -~ €
y(1) =2

t
2
(/ e du)
Resposta: y =2¢e /1

Exercicio 3.2

Calcule a solucao geral de (%) —2zy==x

Resposta: y = ce® — 1/2

Exercicio 3.3

Calcule a solugao geral de cada uma das seguintes equacoes:
dy
) (1+t%) — +2ty=1
(i) (1+1¢) o +2ty
d
(ii) % +y VT senz =0

d
(iii) d—?Z +y cost=0

7/ Vu senu du
0

Respostas: (i) y = 115; (i) y = Ce

(V) y=Ce™™+ 62”(% — l)

23
i (iil) y = ce™ Y (iv) ce™ 3 +1;

IS

Exercicio 3.4
Resolva os PVI’s:

dy/dz+V1+22y=0 {y’+\/1+—x26_”ﬁy0
a b)
y(0) =5 y(0) =1
y+Vit+z2e y=0 Yy =—zy+x+1
¢) d)
y(0) =0 y(3)=0
Y +y= ! y’+1 !
=2 V=3
) vl f) v
y(1) =2 y(1) =1
T z ./ 2
(—/ V14 u? du) —(/ Luudu)
Respostas: a) y = /be 0 ib)y=e 0 € i)y =0;
@t

e [T ) . e ) _ Inz
dyy=e /%e (t+1)di;e)y=e <2e+/1 H—ﬁdt),f)y—l—i—?
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Exercicio 3.5

Estude o comportamento das solugoes das equagoes abaixo quando t — +oo:

d 1 sen t d 1
W) Gty ot b) T y=e L y0)=1

Respostas: (a) A solucio geral é y = Ct~1 + sen t, a qual oscila em torno de yo = 0,

quando t — 4o00.

b) A solucao do PVI é _ Lt

(b) A solugao do ey—ﬁ.

Utilizando a regra de L’Hopital, vemos que , liIE y(t) =0.
— 100

Exercicio 3.6

dy
dt

e b é um real arbitrario tende a zero a medida que t — +oc.

Mostre que toda solugao da equacao ( ) +ay = be~° onde a e ¢ sdo constantes positivas

Exercicio 3.7

Dada a equagdo % + a(t)y = f(t) com a(t) e f(t) continuas em

—00 < t < 400, a(t) > ¢ > 0, e tliin f(#) = 0, mostre que toda solucao tende a
—T 00

zero a medida que t tende a +oo.

Exercicio 3.8

Determine as solugoes gerais de :

d d

a) % —y tgx =senx b) (1+x2)£ +y = arctgx
dy =z cotgx dy 9

c) dw+y s 0 )xdx y=ux

e)y +2yx~t —23 =0 f) y? — 2ry +3)y’ =0

g) x In (x)j—i—i—(y—? Inz)=0 h) fl—z—xlny:yy

HQI

1
Respostas: a) y = secz- (se +c); b) y = arctgx+c-e” ¥¢8%; ¢) y = —[In (senx)+c;
T

4
d)y =cr+a%e)y= %4—033‘72; f)o=Cy?—1/y;e)y = lnx—i-%; h) x = y¥ (1—|—C’e’y)

Resumo

Nesta aula aprendemos a identificar e resolver as equagoes diferenciais de uma
familia importante, a familia das equacoes lineares de primeira ordem. Apresentamos

exemplos de problemas concretos envolvendo essas equagoes.

Dividimos as equagoes lineares em dois grupos, homogéneas e nao-homogéneas.
Por meio de um fator de integragao, aprendemos a resolver equagoes nao-homogéneas
reduzindo-as a equagoes do tipo fundamental.

Nosso contato com as equagoes lineares mal estd comegando. Uma boa parte do

nosso curso sera um estudo sistematico de equagdes lineares. Aguardem!
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Avaliacao

As equagoes diferenciais lineares sdo objetos mateméticos que surgem no estudo de
diversos problemas. Na préxima aula vamos ampliar nosso repertério de situagoes con-
cretas envolvendo equacoes lineares. As equagoes diferenciais lineares sao de importancia

muito grande também nos dominios da propria Matematica.

E bem importante ter uma idéia clara do processo de “montar” equagoes, resolveé-las
e interpretar suas solugoes. Voltaremos seguidamente a essa
“filosofia de trabalho”.

Para manter as turbinas aquecidas, procure resolver o maior nimero possivel de
exercicios. Procure a Tutoria a distancia para tirar dividas. O telefone 0800 esta a sua
disposicao e as perguntas pela plataforma fornecem outra ferramenta preciosa para vocé

avancar nos estudos.

MODULO 1 -
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Aula 4 — Equacao de Bernoulli

Objetivos
Ao terminar de estudar esta aula vocé vai saber

1) Identificar as equagdes de Bernoulli

2) Mostrar como as equagoes de Bernoulli podem ser “transformadas” em equagdes

lineares, e entao resolvidas explicitamente.

Introducao

A equacao de Bernoulli apareceu pela primeira vez na investigacao de um problema

bem famoso: o do cdlculo da curva isécrona.
Nota Histdrica

MODULO 1 - AULA 4

Em maio de 1690 num artigo publicado
no periédico cientifico Acta Eruditorum,
Jacob Bernoulli mostrou que o problema
de determinar a curva isécrona era equi-
valente a resolver uma certa equagao dife-
rencial de primeira ordem, nao-linear.

A isécrona, ou curva de descida constante,
é a curva ao longo da qual uma particula
deve se movimentar sob a agao da gravi-
dade, partindo de qualquer ponto até o
ponto mais baixo (da curva) sempre gas-

tando o mesmo tempo, nao

Equacao de Bernoulli

importando o ponto de partida. Tal curva
tinha sido estudada por Huygens em 1687
e Leibniz em 1689. Ela fundamenta a
construgao de relégios de péndulo. Qual-
quer que seja o balanco do péndulo, o
tempo de execugao esta fixado.

O artigo, de 1690, de Jacob Bernoulli é
importante para a histéria do Célculo |,
pois foi onde o termo integral apareceu
pela primeira vez com o significado hoje

consagrado na literatura.

Definicdo 4.1
Chama-se Equacao de Bernoulli a toda equacao diferencial de primeira
ordem que pode ser posta na forma

dy

— +p(x)y = q(x)y",

dx

onde p(z) e ¢(z) sdo fungdes continuas definidas num intervalo aberto

I e n um numero real nao nulo, diferente de zero e de um, fixado.

Solugao da equacao de Bernoulli:

Jacob Bernoulli
1654 - 1705

Jacob era o mais velho de
uma familia de talentosos
matematicos suigos,
contemporaneos de Newton
e Leibniz, e que viviam
competindo entre si,
propondo desafios e
disputando quem era
melhor. Um terceiro
Bernoulli, de uma geragao
posterior, também produziu
contribuicGes significativas a
Matematica e a Fisica de seu
tempo.

CEDERJ
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Observe a equacao de Bernoulli

n

Y+ p(x)y = q(x)y".

A funcao nula y = 0 é sempre uma solugao da equacao, chamada de solu¢ao

trivial.

Nosso objetivo agora é procurar solugoes nao triviais:

Em primeiro lugar, vamos supor que existe uma solucao y da equacao que
nao se anula em ponto algum: y(x) # 0 para todo = € I. Nesta situagao,

dividindo os dois lados da equacao por y"

Yy "+ pl@)y T =q(z) (1)

Agora olhe devagar e com atencao para a equacao encontrada. Veja

que maravilha pode produzir a mudanga de variavel
_ 1 _ 1—n.
z=y " ou z(z)=[y(z)]

Como 2’ = (1 — n)y ™y substituindo as expressoes de z e 2’ em (1), encon-

tramos uma nova equacao, equivalente a original, agora na variavel z:

/

T ple)z = qo)

Esta nova equacao é de um tipo ja estudado. Trata-se de uma equacgao
linear de primeira ordem nao-homogénea, que ja sabemos resolver. A partir
das solugdes z(z)encontradas, chegamos as solugoes y(z) da equagao original
através da substituicao inversa

y = Z1/0-n)

Vamos aplicar este procedimento de obtencao de solucoes de equacgoes de
Bernoulli num exemplo concreto:

Exemplo 4.1
Determine a solugao da equacao

d
—y—2g:3xy2, z>0
dx x
. N . 2
Solugdo: Temos uma equacao de Bernoulli, com p(z) = ——, ¢(z) =3x e n =2
T
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2

A substituiciio z = y'~2 = y~! transforma a equacio original na equacao de pri-

meira ordem nao-homogénea
dz z

—— —2— = 3x.
dx T v

Conforme aprendemos na Aula 2, a solugao geral desta pultima equacao é

1 3zt n c 4c — 32t tant
p= =y =) = = ¢ constante
x? 4 2 472

Como y = z~! entdo (fazendo 4c = k)

 4a?
Tk — 324

Atividade 4.1

Determine a solucao geral de

d
(1-— xQ)d—i =y + 2y’

Resposta:

Atividade 4.2

Modelagem na piscicultura

Hoje é muito comum encontrarmos “fazendas de criacao de peixes”,
nas quais existem grandes tanques onde determinadas espécies de peixes sao
criadas e se desenvolvem até alcancarem o tamanho e o peso comercializaveis,
seja na venda aos mercados atacadistas, seja nos pesque-e-pague (em geral
nos dois). Existem modelos matemdticos que permitem determinar o peso

ideal que os animais de uma dada safra devem ter para serem comercializados.

O peso p(t) dos peixes de uma dada espécie, em cada instante ¢, é dado

pela equagao (obtida experimentalmente)

dp

ap _ 23
i Bp,

onde « e (3 sao constantes, chamadas respectivamente de constante de anabo-
lismo e constante de catabolismo, e tém a ver com os processos de assimilacao
e de eliminagao de alimentos, representando as taxas de sintese e de dimi-

nuicao de massa por unidade de superficie do animal.

Trata-se de uma equacao de Bernoulli, a qual estabelece que o aumento

de peso dos peixes é proporcional a area de sua superficie.

i)Mostre que a equagao de Bernoulli acima, tem como solugao

p(t) = (%)3 (1 + %e—m/za) |

MODULO 1 - AULA 4
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onde ¢ é uma constante de integracao arbitraria.

ii) Assumindo que no instante inicial ¢t = 0 (quando comega a criagao)

o peso ¢ insignificante, determine o valor da constante de integracao.

Resposta:

iii) Calculando o valor de p(t) quando ¢ tende a infinito (na pratica:
quando t se torna muito grande) estabeleca o peso ideal para venda (o peso

mMAaximo).

Resposta:

Exercicios

Exercicio 4.1

Dar as solugoes gerais de:

dy _ .33
a):cdw—ky—xy
dy 4
b) = = —
) =yt avy

d
c) Qxyd—i—yZ—Fx:O

1 2
Respostas: a) —22%y*> + Ca?y? = 1, b) y = x4<§ln T+ C> ,c) y? =
C
x In (—)
x
Resumo

Nesta aula aprendemos a identificar e resolver equacoes de Bernoulli

y' +pla)y = q(x)y".
e a resolver esta equacao por meio da mudanca de varidveis

1-n

=1

Avaliacao

Esta foi uma aula relativamente simples. Entretanto a Equacao de

Bernoulli nao é apenas uma “curiosidade historica”, um daqueles desafios que
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os matematicos do século XVIII gostavam de propor a seus colegas. Além
de aparecer na modelagem de muitos problemas atuais, como exemplificou o
problema da criacao de peixes, na préxima aula, vamos ter a oportunidade
de utilizar a equagao de Bernoulli para nos ajudar a resolver um outro tipo

de equagao muito importante, a equacao de Riccati.
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CEDERJ






Equacio de Riccati

Aula 5 — Equacao de Riccati

Objetivo

Ao final desta aula vocé serd capaz de identificar as equacoes de Riccati

e calcular suas solugoes apods transformé-las em equacoes lineares

Introducao

A equacao de Riccati, como tantas outras,também surgiu ligada a um

problema bem concreto. Comecaremos esta aula relembrando sua histéria.

As equagoes diferenciais do tipo Riccati sao importantes para a cons-
trucao de modelos para monitorar fendmenos associados a linhas de trans-
missao, teoria de ruidos e processos aleatorios, teoria do controle, problemas

d difusao, etc.

Apés carcterizarmos as equagoes de Riccati, veremos, na busca de
solugoes para elas, a sua estreita relacao com as equagoes de Bernoulli. De
fato, nesta aula, com a ajuda das equacoes de Bernoulli, vamos desenvolver
técnicas para obter as solucoes de equacoes de Riccati. Em aulas posterio-
res, quando estudarmos equacoes diferenciais lineares de segunda ordem, as

equagoes de Riccati reaparecerao,
Resolver equagoes diferenciais é o objetivo maior de nosso trabalho.

Portanto quando estabelecemos relacoes entre diferentes tipos de equagoes, a

teoria se enriquece enormemente, abrindo novas portas para que avancemos.

MODULO 1 - AULA 5

Jacopo Riccati
1676 - 1754

Riccati efetuou trabalhos
sobre hidraulica que foram
muito 1teis para a cidade de
Veneza. Ele préprio ajudou
a projetar os diques ao longo
de varios canais . Ele
considerou diversas classes
de equagdes diferenciais, mas
é conhecido principalmente
pela Equagao de Riccati, da
qual ele fez um elaborado
estudo e deu solugbes em
alguns casos especiais.

CEDERJ



EQUACOES
DIFERENCIAIS

CEDERJ

Equacio de Riccati

Nota Histdrica

Na noite de ano novo de 1720,0 Conde Ja-
copo Francesco Riccati, um nobre que vi-
via na Republica de Veneza, escreveu uma
carta a seu amigo Giovanni Rizzetti,onde
propunha duas novas equacoes diferenci-

ais

de Gabriele Manfredi, impresso em Bo-
logna em 1707 (Manfredi ocupou a
Céatedra de Matematica na Universidade
de Bolonha por varios anos). Com res-
peito a equacao que leva o seu nome, ini-

cialmente a atencao de Riccati estava con-

Y = ay? + Ba™ (5.1) centrada no seguinte problema de natu-

V= ay? + Ba + 72 (5.2) reza geométrica: suponha que um ponto
de coordenadas («(z), 5(x)) descreve uma

sendo m, a, § e 7y constantes e x a varidvel  trajetéria no plano submetida as equacoes
independente.  Esse ¢ provavelmente o lineares simultaneas de primeira ordem :
primeiro documento testemunhando os

primérdios da Equacao de Riccati. (---) { dofdr =wi o +wiz- 3

Até entao,o principal interesse de Ric- dB/dz = w2 a+wza - B

cati na area de equacoes diferenciais era - . . R .
quag A questao que Riccati se propos foi a de

nos métodos de solucao por separacao de . .
§aop parag determinar o coeficiente angular m da reta

variaveis. Possivelmente seu interesse por C
tangente a cada ponto da trajetéria do

equacoes se originou com a leitura do livro
ponto

“De constructione aequationum differenti-
. . m=0/a
alium primi gradus”,

Para solucionar o problema, Riccati teve de resolver preliminarmente a
equacao de coeficientes constantes @ = ax? + bx + ¢, a qual é normalmente
referida como A Fquacdo de Riccati de coeficientes constantes. Entretanto o
proprio Riccati considerou equacgoes com coeficientes tanto constantes quanto

varidveis,com especial atengao devotada a (7.1) e (7.2), bem como a
&= atfr? + pt™ (5.3)

e apresentou diversos métodos de obtencao de solucoes para elas.

Equacao de Riccati

Definicdo 5.1

Uma equacao diferencial de primeira ordem da forma

dy _

Iz az(x)y? + a1 (z)y + ao(x) (1)

em que ag(x), ai;(x), as(x) sdo fungdes continuas num intervalo I e

as(x) # 0 em I, é chamada equacao de Riccati.
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Exemplo 5.1
Observe que as equagaoes (7.1),(7.2) e (7.3) sao exemplos de equagoes de
Riccati.

Para desenvolvermos métodos de solugao da equagao (1), comegamos por
destacar uma importante propriedade relativa a pares de solucgoes dela:

Proposicao 5.1
Se duas fungoes y; () e yo(x) sao solugoes da equagao (1), entao z = y; — yo

é solucao da equagao de Bernoulli

2 — a1 () + 2y1(7)as (7)) 2z = ax(x)2>.

Solugao: : De fato, se y;(z) e ya2(x) sdo duas solugoes da equagao

d
= a0y’ + @ (@)y + aola)
T
entao
y1 é solucdo de(1) <= 9/ = ax(2)y} + a1(x)y; + ao(x) (5.4)
Y2 6 solugao de(1) <= yh = ax(x)ys + a1(x)yz + ao(7) (5.5)

Subtraindo o lado direito do simbolo <= em (5.5) do lado direito do
simbolo <= em (5.4), obtemos

(y2 — 1) = a2(2) (3 — y7) + ar(x) (2 — 1),

isto é

(v2 —y1)" = aa2(2)[(y2 — y1) (2 + y1)] + a1 (2) (Y2 — v1) (5.6)
Fazendo 2z = y, — y1, € notando que y2 +y1 = y2 —y1 + 2y1 = 2 + 2y3, a
igualdade (5.6) se transforma em

2 =ay(x)z + ax(2)[2(2 + 2u1)]-

Ou seja,

2 — [ay(x) + 2y1as(2)]z = ag(w)2?

que é a equacao de Bernoulli na variavel z especificada. [ |

CEDERJ
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Obtencao de solugoes para a Equacgao de Riccati

A fim de resolver uma equacdo de Riccati € preciso conhecer uma solu¢ao
particular. Se nao conhecermos pelo menos uma solug¢ao particular, nao te-

remos absolutamente nenhuma chance de resolver uma tal equacado.
d
Seja y; uma solugao particular de d—y = ay(7)y? + a1 (x)y + ao(z).
x
Conforme a propriedade que acabamos de estabelecer, para qualquer
outra solucao y da equacao de Riccati tem-se que z = y — y; € solugao da

equagao de Bernoulli

Z = p(x)z +q(x)2*, p(z) = ai(z) + 2y1a2(2), q(x) = as(x)
Procurando solugoes nao-nulas da equagao de Bernoulli promovemos mu-
danca de varidveis

v=1/z.

Esta mudanca transforma a equacao de Bernoulli numa linear de 1* ordem,
para a qual sabemos calcular a solugao geral v(z). Portanto a solugao geral

da equacao de Bernoulli associada é

1
z=-
v

Conseqiientemente a solucao geral da equacao de Riccati é

1
y=wn-+-
z

Vejamos um exemplo:

Exemplo 5.2

Empregue a técnica que acabamos de desenvolver, isto é faca a mudanca de
. 1 - : .
variaveis y = y; + —, para transformar a equagao de Riccati
z

y' — x2y* + (22 — 1)y = 2 — 1 numa linear, e encontre sua a solugao geral.

Note que y;(x) = 1 é uma solugao particular

Solucao:

1
Resposta: y=1+ ————
P y + l—x+ce®

Exercicios

Exercicio 5.1

Resolva as seguintes equagoes:
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(a) v/ +xy? —22%y +2® =2 +1; solucdo particular y; = 2 — 1
(b) 2y — (y/x)* —1=10; solucdo particular y; =

(c) v +y?— (1+2e%)y +e** =0; solugao particular y; = e*

(d) y'—(sen’z)y*+—————y+cos’x = 0; solucdo particular y, = ot
senx cosw senzx
2
Respostas: (b) y =z + ‘ (d)y = w[l + (cemsen*® —1/2)]7!

c—In|x|’ sen x

Exercicio 5.2

(a) Mostre que uma equacao de Riccati com coeficientes constantes

d
—y+ay2+by+c:0
dz

tem uma solugao da forma y = m, sendo m uma constante se, e somente se,

m ¢ uma raiz da equacao do segundo grau

am?>+bm+c=0

(b) Empregue este resultado para encontrar a solugao geral de cada uma das
seguintes equagoes de Riccati
1) v +y*+3y+2=0
(ii) v +4y*—9=0
(i) ¥ +y*—2y+1=0
)

(iv) 6y +6y* +y—1=0

Resumo

Nesta aula estudamos a equacgao
dy
de

Vimos que é possivel transformar esta equagao numa equacao linear de pri-

az(2)y* + a1 (x)y + ao(x)

meira ordem mediante a mudancga de variaveis

1
y:y1+_7
z

desde que conhecamos, de antemao, uma solucao particular .

Quando a equacao de Riccati tem coeficientes constantes, podemos cal-
cular solugoes particulares através da resolucao de uma equacao polinomial.

Em seguida fazemos a mudanca de variaveis do paragrafo anterior.

CEDERJ
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Avaliacao

Com respeito a equacao de Riccati, cabe um comentario parecido com
o que fizemos ao final da aula anterior relativamente a equagao de Bernoulli:
nao é apenas uma equacao curiosa para a qual aprendemos um procedi-
mento de solugao, reduzindo-a a uma equacao linear de primeira ordem. Esta
equagao ocorre em um numero muito grande de contextos, tanto aplicados
quanto dentro dos dominios da propria Matemética. Como jé dissemos, ela
tem uma ligacao interessante com as equacoes diferenciais lineares de segunda

ordem, que vamos comecar a estudar a partir da aula 11.
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Aula 6 — Equacoes Separaveis

Objetivos

Os objetivos que vocé deve alcancar nesta aula sao

1) Ampliar o conjunto das equacoes diferenciais de primeira ordem que

vocé conhece, acrescentando a ele as equagoes separaveis

2) Estudar uma aplicagao de equagoes separaveis a um problema de geo-

metria.

Introducao

Nesta aula ampliaremos o conjunto de equacoes diferenciais de primeira
ordem introduzindo um novo tipo de equacao: as equacoes diferenciais com
variaveis separaveis.

Como voce tera ocasiao de verificar, muitas equacoes diferenciais de
primeira orde que temos estudado se enquadram como equacoes de varidveis
separaveis. Sao exemplos a equacao fundamental, as equacoes lineares de
primeira ordem homogéneas (e algumas nao- homogéneas também, mas nao
todas) e algumas equagoes de Bernoulli e Riccati. Mas certamente encontra-

reos novas equagoes, ainda nao tratadas.

MODULO 1 -
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Equacoes Diferenciais de Variaveis Separaveis

Definicdo 6.1

Sejam [, J intervalos abertos, f : I — R, e g : J — R funcoes
continuas, onde g(y) # 0 para todo y € J.

Uma equacao diferencial que pode ser posta na forma

dy  f()
dr g(y)
é chamada de equacdo de varidveis separdveis, ou simplesmente equacdo
separdvel
Exemplo 6.1

i) A equacao diferencial
y=0+y)/zy  2>0,

é uma equagao separavelem I = .J = (0, 4+00). Neste caso temos

ii) Toda equagao linear homogénea de primeira ordem 3’ + p(x)y = 0 pode
: - con P .
ser escrita como uma equagao separavel y' = —T em qualquer intervalo J
Y
onde y # 0.

iii) A equagao linear nao-homogénea y' — (1 + x)y = 1 + x pode ser escrita

1+
como a equacao separavel y = (14+z)-(1+y) = ——.
quagio sep y'=0+2) (1+y) =1 Nty
Obs: Ao escrever a equagao y' — (1 + x)y = 1 + x na forma padrao de uma
. o L I+ : o
equagao de varidveis separaveis, y' = — -, precisamos (em principio)
1/(1+y)

restringir a variavel y a pertencer a um intervalo que nao contenha -1.

Exercicio 6.1 )
+x
Resolva as equagoes ' — (1+z)y=1+2z, z€R e ¢y =———
i 1/(1+y)
x > —1 e compare suas solugoes
Atividade 6.1
Mostre que as seguintes equagoes diferenciais sao separaveis. Identifique, em
cada item, as funcoes f(x) e g(y), bem como os correspondentes intervalos

maximais I e J onde elas estao definidas




Equacbes Separdveis

MODULO 1 - AULA 6

1) j—i = 23y? — 23y — 2y’ + 2y
Respostas:

Solugao de uma equacao diferencial separavel

dy  f(x)

Uma solucao da equagao separavel dr ﬁ, caracterizada na de-
z gy
finicao 5.1, é uma funcao ¢ : I — Rcom as seguintes propriedades:

1) - Para todo x € I o(x) € J,

dip
2) - Paratodoz € 1 —(x) =
) et
Quais sao os procedimentos para encontrar uma solucao ¢ da equacao?

Acompanhe o seguinte desenvolvimento:

Inicialmente multiplicamos a equagao dada por g(y) obtendo

oL = i@ )

Em seguida observamos que se ¢ tiver uma primitiva GG definida em J, ainda

podemos escrever a equagao como

d

SGly@] =) (@)

Para ver porque (1) e (2) sao equivalentes, basta efetuar a derivagao indicada
em (2), usar a regra da cadeia e o fato de que G’ = g Portanto, reduzimos a
equacao dada a uma equagao diferencial fundamental.

A solucao agora é imediata. “Integrando” com relagao a x no intervalo [

encontramos:

Gly(z)] = / f(z) d.
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Se F' é uma primitiva de f em [, entao

onde ¢ uma constante arbitraria.

Obs: A férmula acima define implicitamente as solugoes y(x) da equagao

separavel.

Se, além disso, G for invertivel poderemos explicitar a solugao y(x), obtendo

y(z) =G (F(m) + c)

Exemplo 6.2
Calcule solugoes de 3y = —E, reR e y>0.
Y

Solucao: Identificando as fungoes que aparecem na equagao com as da forma

padrao da definicao 5.1, temos

yy' = -
ou ainda . 14
5209 = 57 ly(z)"] = —x

Integrando os dois lados com relagao a x:
y(z)? = —2* +c¢

onde ¢ é uma constante arbitraria. Portanto,
2® +y(z)* =c

A natureza da resposta impoe que a constante ¢ seja positiva. Para cada
¢ > 0, a férmula acima define de solugbes y(z), continuas em intervalos aber-
tos convenientes. Por exemplo, a figura (5.1) exibe duas possiveis solugoes

x
distintas de ¢/ = ——.
Y
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y=—Vc— a2 y=+Vc—ax2
—c<z<c —c<z<c

Figura 6.1 Solugdes de z2 + y(z)% = ¢

Para finalmente escolher a boa solucao, lembramos que a equacao é
definida para x € R e y > 0. Portanto a solu¢ao compativel é o grafico da

direita na figura (5.1).

s

Moral da histéria: Nao basta resolver tecnicamente uma equacdao. FE
sempre recomendadvel fazer uma andlise das respostas obtidas, para verificar

a compatibilidade da resposta com os dados da equacdao diferencial.
Atividade 2: Marque as afirmacoes corretas:

i) A equagao dy/dx = —y* é linear

ii) A equagao dy/dx = —y? é separdvel

iii) Uma equagao pode ser simultaneamente linear e separéavel

iv) Toda equagao linear homogénea de primeira ordem é separavel

v) A equagao dy/dx = 2y — y® é simultaneamente de Bernoulli e separavel

vi) Toda equagao de Bernoulli é separavel

Respostas: Sao corretas apenas as afirmagoes de ii) a v).

Método das diferenciais na solugcao de equacoes diferenciais se-

paraveis

Freqiientemente encontramos a seguinte “mégica” (matemadgica) sendo em-

pregada na solugao de equagoes diferenciais separaveis.
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Partindo de
dy  f(z)

dz — g(y)

operamos simbolicamente para encontrar

A seguir “integramos o lado esquerdo com relagao a x, e o lado direito com

[owis= [ sz

Isso nao 14 muito justificavel nos padroes do rigor da Matematica que estamos

relacao a y”, obtendo

praticando. Desde o Célculo I sabemos que dz nao é um ntimero; logo nao faz
sentido a multiplicacao cruzada que efetuamos acima. No entanto, o método

sempre funciona.

O detalhe agora é que tratamos x e y no mesmo pé de igualdade. In-
tegramos “um lado” com relagao a y, e, independentemente, integramos o
“outro lado” com relacao a x, sem a preocupacao de saber qual era a variavel
dependente e qual a variavel independente. Na pratica, da certo.

A pergunta é: Por qué?

A rigor, o que justifica o método utilizado é a teoria de formas dife-
renciais, um assunto avangado que foge aos nossos objetivos. Nessa teoria,

expressoes do tipo ¢g(y) dy = f(z)dz, ou, mais geralmente, do tipo
M(z,y) dx+ N(z,y) dy

sao definidas e estudadas rigorosamente. Neste curso nao vamos usar a teoria
de formas diferenciais. Fica estabelecido que uma equacao com (formas)

diferenciais do tipo :
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

corresponde a uma equacao diferencial

d

ou

dx
M(x,y)— + N(z,y) =,0
@9+ Niay)
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se for possivel expressar y em termos de x, e vice-versa.

f(x)

Observagao: Escrevendo a equacao 3y’ = ﬁ na forma
9y

f(z) dv = g(y) dy,

fica claro o porqué do nome equacdo com varidveis separdveis. As variaveis

x e y sao efetivamente separadas em lados distintos da igualdade.

Para resolver uma equacao separavel basta integrar os dois lados sepa-

radamente, tratando x e y como variaveis independentes entre si.

[lustremos a matemégica com um exemplo.

Exemplo 6.3

Resolva novamente a equacao

dy =z

dx Y
agora reescrita na forma diferencial
xdr+ydy=0

Solucao: :

rdr+ydy=0 <= wdx:—ydy:)/a:da::—/ydy

(integrando independentemente com relagdo a e a y

x2 y2 x2 y2
= =Tt T+
2 g T 5 T

=C

Isto é 22 +y? = ¢, exatamente o mesmo resultado calculado antes pelo método

do Exemplo 2.

Exemplo 6.4

Resolva a equacao diferencial

dy 1+

de — zy(l+ 22)
Solugao: A equagao dada pode ser escrita na forma

dy dx
YT+2 (1+2%2
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Integrando o lado esquerdo com relacao a y e o direito com relacao a x,

obtemos
Y 1
dy= | ————d
./1+w g /xﬂ+x% "

ou seja

L (1+y%) + / ! d tant (3)

—In c= | ————dx ¢ constante

2 Y x(1 4 2?) ’

Para resolver a integralda direita precisamos decompor o integrando em

fragoes parciais,

1 _é+Bx+C’_(A+B)x2+C’x+A
e(1+22) o 2241 z(1 4 22) ’

A B CeR

[gualando os numeradores:

A+B=0, C=0 e A=1

Assim, os valores das constantes sao

A=1, B=-1 e C =0,
e
1 1 x
o(1+22) z 1+2a?2
Portanto,

1 dx x 1
/$<1 + 22) e / x / 1+ 22 in(z) 2 (1 +a7) + e,

onde ¢; é uma constante.

Adicionando uma constante de integracao k; e substituindo em (3),

chegamos a

1 1
9 In(1+y*) = In(z) — 9 In(1+ 2°) + k.

Finalmente, observando que o contra-dominio da fungao z — In(x) é
o conjunto R, podemos garantir que k; = In(k) para algum ntimero positivo

k. Assim, a ultima igualdade pode reescrita como

; In(1+54%) = In(z) - ; In(1+ 2°) + In(k).
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Ou seja,
In(1+vy* = 2-In(x) —In(l+2?) +2-In(k),
22k?
In(1+y?) = In ( )

1+¢y* = ﬂy c = k2

Observe que nao ¢é possivel explicitar y em funcao de z de maneira tnica.

Temos
cx?

=+4/——1
y 241

Num problema especifico, precisamos de alguma informagao extra (um

dado inicial), mediante o qual possamos escolher qual das duas possibilidades

representa a solugao procurada.

Atividade 6.2

d
Desenhe o gréfico da solucao de d—y = —1? que passa pelo ponto (0, 1).
x

Aplicagdo 6.1
Um modelo geométrico com uma equacao separavel

A reta normal em cada ponto do grifico de uma func¢ao y = f(z) € a
reta que liga esse ponto a origem formam os lados de um triangulo isdsceles,

cuja base estda sobre o eixo dos x. Determine a funcao. FEla € unica?

y = f(x)
\\ .

Solucao: : Baseados na figura acima, calculemos a equagao da reta normal
ao gréafico de y = f(z) num ponto P = (xq, yo) -
Note que o gréfico é o trago de uma curva a no plano, cujas equagoes

paramétricas podem ser dadas por a(x) = (z, f(x)). Como o/ (z) = (1, f'(2)),

MODULO 1 - AULA 6
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o ponto (xg, yo), 0 vetor

vp (L, f'(20))
representa a direcao da reta tangente . Portanto vp é um vetor orotgonal a

direcao da reta normal a curva no ponto P. Estamos com a faca, o queijo e

a marmelada nas maos para encontrart a equacao da reta normal.

E a reta que passa por (x0, yo)e é ortogonal a vp = (1, f'(xg)). Portanto

a euacao da reta normal é
L (v — o) + f'(0) - (y — y0) = 0.

Seja A = (x4,0) a interse¢ao da normal com o eixo x = 0. Impondo a

condicao y = 0 na equagao da reta normal, encontramos
x—x0— f'(x0) - (y — o) =0 =>4 = 20 + f'(20) - Y0
A seguir acrescentamos a informacao de que d(P,O) = d(P, A), isto é:

\/(yof’(xo))2 + Y5 =/ + ¥

Elevando ao quadrado e simplificando,

|f (o) - yol = [0l

Essa relagao deve ser satisfeita em cada ponto (zg, f(x¢)) da curva. Pode-
mos abandonar o indice inferior, uma vez que a expressao vale para todos os

pontos.

Notamos ainda que
(o) - yo| = [zo| = |f'(w0) - f(0)| = |2o]-
Assim, abandonando indice inferior,
[f'(@) - f(@)] = || i, |y -yl = x|

Ou seja,

as fungoesy = f(x) procuradas sao as solugoes das equagoes separdveis
/ /
y-y==x ou yy=—x
- A primeira equacao tem como solugao a colecao de curvas

y* —a2*=C.

CEDERJ




Equacbes Separdveis

- A segunda equacao tem como solucgao a origem, ou a colecao de circulos

$2%_y2:zcz

conforme seja C' = 0 ou C' > 0. A hipotese C' < 0 nao corresponde a ne-

nhuma curva do plano real.

Andlise das solucoes As normais em cada ponto de cada circulo 22 +y? =
C coincidem com as retas unindo esses pontos a origem. Portanto nao podem
ser os lados de triangulos isésceles (ndo-degenerado) e temos de eliminar a
familia de circulos. As curvas da primeira familia sao as retas y = +x ou

hipérboles equilateras. Mais exatamente, as solucoes da equagao sao:

e quatro semi-retas (caso ¢ = 0)

e quatro arcos de hipérboles ( um em cada quadrante)se ¢ > 0

e dois ramos de hipérbole (um no semi-plano superior e outro no inferior),

sec<0

Atividade 4: Desenhe solucoes do problema acima correspondentes aos

casos c=0,c=1lec= -1

Solucao:

MODULO 1 - AULA 6
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Exercicios

Exercicio 6.2

Determine as solugoes das equacoes diferenciais abaixo:
a) (r—1)y' —y=0

b) y +y cos(z) =0

c) sec’z - tgy dx + sec*y - tgx dy =0

d) a- (xj—i —|—2y) xyj—i

e) (14 2?)y® doe — y*23 dy =0
£) @+ @) + )+ (& — ) — Ry =0

1
——t "=0
g)x g W)y

h) 4zy* dz + (22 + 1) dy = 0

. dy
Umy—%y—ﬁagz

0
j)xdx+ye‘l’2 dy =0
24y)de—B3—z)dy=0

m) xy dv — (1 +2%) dy =0

dy e
de 2244

n)

C
o 95 Dy =In(Cay)

e) ln(§> —%<%+%> =C; flz+a ln(ilj) +y—2b arctg(%) =C;

1 2
g) xcos (y)+C; h) ln(w2+1)2—§ =C; 1) by—a® =1In(Cy)"* j)e" +

Respostas: a) y=K(z—1); b)y=

y?=C; 1) (2+y)3-2)=C; m)y*=C(1+2?); n)er:arctg(g)—kC

Exercicio 6.3

Determinar as equagoes das curvas o = (z, f(x)), cujo comprimento do seg-
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mento da normal compreendido entre a curva e a intersecao com o eixo x
constante.

Exercicio 6.4
Dar a equagao das curvas C': y = f(x), que tém subnormal constante.

Obs: A subnormal no ponto P é a projecao, sobre o eixo OX, do segmento
da reta normal (em P) entre P e OX.

y = f(z)
\\ ,
@] N A
Resposta:
Resumo
Nesta aula:
1) Definimos as equagoes separaveis
dy  f()
dr  g(y)’

e aprendemos a calcular suas solucoes
2) Introduzimos a notagao utilizando diferenciais dz, dy
3) Estudamos um problema geométrico cuja solugao veio a ser uma aplicagao
de equacoes separaveis
Avaliacao

As equacoes separaveis, apesar da simplicidade de sua formulagao, cons-
tituem uma das classes mais importantes de equacoes diferenciais de primeira

ordem. Literalmente, centenas de problemas de naturezas as mais diversas,
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sao traduzidos matematicamente por problemas de valor inicial com equagoes

separaveis. Nas préoximas aulas teremos oportunidade de estudar mais alguns

exemplos interessantes.
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Aula 7 — Aplicacoes das Equacoes Separaveis

Objetivos

Trabalhar exercicios e modelos matematicos com equacoes diferenciais

separaveis.

Introducao

Comegamos esta aula exatamente onde parou a ultima aula do volume
um. Apresentamos alguns exemplos de equacoes separaveis e estudamos
modelos matematicos de problemas do mundo real que envolvem equacoes
separaveis. A intencao é fixar melhor o contetido e poder analisar melhor o

alcance e as limitacoes da teoria.

Exemplos

Exemplo 7.1

A equacao
dy — a?
de 2 — 2

¢é separavel.

Calculamos facilmente as solugoes, escrevendo a equagao na forma (2 —
y?) dy = 2% dz, e integrando separadamente em y e em z, o que nos da
23+ y® — 6y +c=0.

A figura 7.1 mostra algumas das curvas-solugao, correspondentes a al-
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gumas escolhas da constante ¢

Figura 7.1

Analise das solugoes corresponde4ntes a c= 0,-4,4

Todas as solucoes sao curvas nao-limitadas no plano R?.

A medida que x cresce desde —oo até +oo as curvas vao sendo percor-
ridas da esquerda para a direita, até alcancar o primeiro ponto onde a
reta tangente ¢é vertical. Dal, até o segundo ponto onde a reta tangente
é vertical, as curvas vao sendo percorridas da direita para a esquerda.

A partir de entao voltam a ser percorridas da esquerda para a direita.

Nenhuma das curvas-solucao pode ser o grafico de uma funcao definida

em todo o eixo R.

Para cada valor de ¢, estao definidos trés intervalos onde é possivel de-
terminar solugoes y como funcao de . A dica é que os pontos extremos
desses intervalos correspondem a pontos da curva-solugao que tém reta

tangente vertical.

Para qualquer escolha de ¢, as curvas-solucao tendem para a reta y =
—x quando x — +00, 0 que significa que , para valores de x muito
grandes ou muito pequenos, o valor da solugao y(z) é essencialmente

igual ao simétrico de x

Atividade 7.1
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a) Verifique que as ordenadas dos pontos “de retorno” (i.é, dos pontos onde
o sentido de percurso se inverte) sio todas iguais a v/2 (a positiva) e —v/2 (a
negativa), independentemente da escolha de c¢. As abcissas variam de acordo
com a escolha de ¢

Solucao:

b) Calcule o(s) ponto(s) de intersecao com os eixos coordenados, da curva
correspondente a ¢ = —4
Solugao:

¢) Determine os pontos extremos do maior intervalo limitado onde esté defi-
nida uma solucao y(z) da equagao proposta, correspondente a ¢ = 0.

Solucao:

Comentario: Veja como é util poder dispor de um desenho das solugoes de
uma equacgao. Nao seria nada trivial tirar todas as conclusoes que tiramos

acima diretamente e s6 a partir da expressao da familia de curvas-solucao.

Como ja chamamos a atencao antes, em geral nao basta achar o con-
junto de solugoes de uma equacao. E fundamental interpreté-las, e extrair

informagoes delas.

Exemplo 7.2

d

Consideremos agora a equagao separavel d—ey(z) = 2z. Usando a regra da
x

cadeia e uma “matemagica” bem simples, escrevemos a equagao na forma

e dy = 2z dx e calculamos as solugoes y(z) = In(z* + ¢).

A figura 7.2 mostra algumas das curvas-solugao, correspondentes a al-

gumas escolhas da constante ¢

MODULO 1 - AULA 7
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Figura 7.2

Analise das solugoes

e Ao contrario do exemplo anterior, todas as solugoes sao fungoes defini-
das explicitamente.

e Para valores negativos de ¢, as solugoes sé estao definidas nos inter-
valos (—o00,¢) e (—¢,+00). Ocorre também que lim, ... = —oo e

limr_%_c)vt = —0OQ.

e Para valores positivos de ¢ as solucoes sao continuas, definidas em todo
R, admitindo um ponto de minimo em xy = 0 (independentemente da
escolha de ¢ > 0

e Para qualquer ¢ € R tem-se lim;|—+o = +00

Atividade 7.2

Desenhe a solugao correspondente a ¢ = 0,( é uma curva logaritmica junto

com sua simétrica em rela¢ao ao eixo das ordenadas).

Usando seus conhecimentos de Célculo, verifique todas as afirmacoes prece-
dentes.

Solugao:
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Comentario: O comportamento das solucoes da equacao do exemplo 2
muda drasticamente quando a constante passa de valores menores ou iguais
a zero para valores positivos. Para todo ¢ < 0 a solug¢ao nao é definida no
intervalo (¢, —c) e “explode” para —oo a medida que x — ¢~ ou & — (—c)*.
Ja para valores positivos de ¢, por menores que sejam, a solucao é continua

em todo R, tendo um ponto de minimo absoluto em zy = 0.

Ocorre uma enorme mudanca qualitativa, uma bifurcacao catastrdfica
(no sentido matemadtico) no conjunto das solugoes. Estas nogoes (mudanga
qualitativa, bifurcagao) sdo muito importantes no estudo moderno de equagoes
diferenciais, mas estao fora dos nossos objetivos imediatos. Entretanto, ve-
mos que desde os nossos primeiros estudos em equacoes, elas ja estao presen-

tes.

Um par de modelos com equacgoes separaveis

Aplicacido 7.1
Dinamica Populacional

Passamos a andlise de alguns modelos com equagoes diferenciais criados
para descrever a variacao temporal de uma populacao. Os modelos serao

obtidos considerando a taxa de crescimento da populacao.
Se p(t) denota o tamanho de uma determinada populacao de seres vivos

no instante ¢, a tazxa de crescimento (ou tara de crescimento relativa, ou

especifica) daquela populagao é definida pela quantidade

dp/dt
Y

O modelo de Malthus

Nesse modelo supde-se que a taxa de crescimento é uma constante (po-

sitiva) A. A equacao do modelo é simplesmente

dp
L
at ~
cuja solucao é

p(t) = p(to)e* o)

Anailise da solugao: Este modelo concorda razoavelmente com a observagao,
quando temos certas populacoes de micro-organismos que se reproduzem por
mitose, e mesmo assim durante intervalos limitados de tempo. De modo

geral, em casos de superpopulacao, levando em conta os efeitos prejudiciais

MODULO 1 - AULA 7

Thomas Malthus
1766-1834)

Malthus foi um economista
politico preocupado com o
que ele via como o declinio
das condicoes de vida na In-
glaterra do século XIX.

Ele afirmava que a populagao
tendia a ter um crescimento
de ordem geométrico, ao
passo que os meios de sub-
sisténcia cresciam em ordem
aritmética. Fatalmente che-
garia o ponto onde nao ha-
veria como sustentar toda a
populagao, que definharia de-
vido a falta de alimentos,

abrigos, etc.
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Pierre Verhulst
1804-1849)

O trabalho do matemaético
belga Verhulst sobre a lei
de crescimento populacional
é importante . Verhulst mos-
trou em 1846 que existiam
forgas que impediam que o
crescimento fosse em pro-
gressao geométrica, como se
pensava até entao.
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do (ou sobre o) meio ambiente, como poluigao e alta demanda por alimen-
tos (competicao) e combustivel (no caso de populagoes humanas), freqiiente-
mente ha um efeito inibidor no crescimento populacional, pelo menos a partir

de um certo valor da populagao.

O modelo de Verhulst

J& que crescimentos exponenciais de populagoes nao sao modelos muito
realisticos devido principalmente aos recursos limitados do meio ambiente e
taxas de mortalidade (devidas a fatores variaveis), precisamos modifica-los
de tal modo que a taxa de crescimento especifica se torne decrescente a partir

de um certo ntmero limite alcancado pela populacao.

O modelo abaixo pretende levar conta esses dados inibidores. Entre-
tanto, vamos manter a hipdtese de que a taxa de crescimento especifico de-
penda somente do nimeros de individuos presentes e nao (explicitamente)
do tempo; nao sendo portanto influenciada por fenomenos sazonais. Essa

hipétese pode ser escrita como

Wit _ gy
p
] (7.1)

Suponhamos agora que o ambiente seja capaz de sustentar no maximo
um numero fixo K de individuos. K é chamada de capacidade de suporte
do meio ambiente. Assim, quando p = K, f se anula (f(K) = 0). Seja
f(0) = r. Procuramos entao uma fungao decrescente f(p) com f(0) = r e
f(K) = 0. O modelo proposto por volta de 1840 pelo matemético e bidlogo
belga P. F. Verhuslt, para predizer a populagao humana em diversos paises,

consiste em supor f(p) linear

f(p) =cap+c.

As condigoes f(0) =r e f(K) =0 nos dao f(p) =r — (r/K)p. A equagao
(7.1) torna-se

(e~ /K),

que ¢é do tipo

a:p(a—bp) a>0,b>0,
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e sob essa forma é conhecida como equagao logistica. Sua solucao é cha-

mada de funcao logistica e o grafico dessa funcao é a curva logistica.

Observagao: Esse ainda nao ¢ um modelo ideal.Por exemplo, ele nao
leva em conta que a taxa de producao de novos membros da espécie depende
da idade dos pais, i.é, membros recém-nascidos nao contribuem de imediato
para o aumento da espécie. Existem outros modelos que levam em conta

esses fatores.

Solucao da equacao logistica:

Observe que as fungoes constantes p = 0 e p = a/b sao solugoes da equagao

logistica. Separando varidveis, temos:

1

— dp—=dt
pla—tp) "

decompondo o lado esquerdo em fragoes parciais:

G&+bm)=ﬁ,

pa—bp
de onde . .
—Inp — =In(a — bp) =t +c, ¢ = constante.
a a
L.é,
In P _ + ac
a—bp
ou
p=(a—bp)ee™ (7.2)

Sendo p(0) = py
po = (1 —bpo)e*

se po # 0 e py # a/b entdo
Po
“° = 7.3
S (7.3)

Substituindo (7.3) em (7.2), e tirando o valor de p, obtemos

_ apo
bpo + (a — bpg)e—

p(t)
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Atividade 7.3

a) Faga um desenho do grafico de f(p) =r—(r/K)p = a—bp, p € [0, K]
e conclua que o intervalo em que o ambiente consegue sustentar a populagao
é [0, K], que corresponde a a — bp > 0

Solucao:

b) Desenhe agora o grafico de g(p) = p(a — bp) e conclua que dp/dt > 0 para
0<p<a/b, equedp/dt <0sep>alb.

Solucao:

Em particular, se pg > a/b entdo, por continuidade de p, p(t) > a/b

numa vizinhanga de ¢t = 0. Logo p(t) é decrescente.

d d?
¢) Verifique que d—? = Eg ) o )
Usando a regra da cadeia temos: <d—“j = agg d_lt) = d_:; p = p(a —bp)(a — 2bp)
Mostre entao que p = b/2a é ponto de inflexdo da curva logistica (no inter-

N———

valo onde o ambiente consegue sustentar a populacao).

Solucao:

d) Faca um esboco dos graficos de p(t) para os casos 0 < py < a/be py > a/b.

Solucao:
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Resumindo:
Quando t — 400, p(t) — a/b. Esse valor é chamado de populagdo limite e é

o valor assintotico da populacao , seja qual for a populagao inicial pg > 0.

e Se py > a/b, apopulacao p(t) decresce, tendendo a a/b (veja a atividade

abaixo).

e Se 0 < py < a/b, p(t) cresce tendendo assintoticamente para a/b.

Neste caso o grafico de p(t) estard entre as retas p = 0 e p = a/b,
possuindo uma inflexdo quando a populacao alcanga o valor a/2b. Isso
quer dizer que até atingir o valor b/2aa populagao cresce com derivada
positiva e a partir dai, o crescimento se dd com velocidade cada vez
menor (e nunca ultrapassa o valor da populagao limite).

Aplicagdo 7.2
Reacgoes Quimicas

Um composto C' é formado pela combinagao de duas substancias
quimicas A e B. suponha que a gramas de A sejam combinadas com b
gramas de B. Se z(t) é o nimero de gramas de C' no instante ¢, sendo cada
grama de C' constituida por M partes de A e N partes de B, introduzindo
as quantidades relativas de substancias A e B em cada grama de mistura C'

por
M N

M+ N ¢ M+ N’

respectivamente, em x gramas do composto C' teremos

M N

M+nN ¢ M+Nb

gramas das substancias A e B.

Conseqiientemente as quantidades das substancias A e B que ainda nao

foram transformadas (i.6, que sdo remanescentes) no instante ¢ sao dadas por:

M b N
a M—i—Nx M—i—Nx'

A lei de acao das massas diz que, quando nao ha mudancas na temperatura,

a taxa segundo a qual as duas substancias reagem € proporcional ao produto

MODULO 1 - AULA 7
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das quantidades de A e B remanescentes no instante t:

da M ,_ N
at S\ TN T M+N"):

O que pode ser reescrito como

de ., M (M+N > N (M+N )
=k a— b—=x

dt - "M+N\ M M+ N N
ou ainda p
T
o =Ka-o)(-a), (e
, M N M+ N M+ N
Ondek_kM—i—NM—f—N’ o= i a, (= N b.

Uma reacao cujo modelo é a equagao (**) é chamada de reagao de se-

gunda ordem.

Exemplo 7.3

Um composto C' é formado pela combinacao de duas substancias A e B, de tal forma que
para cada grama de A quatro gramas de B sao usados. E observado que 30 gramas do
composto C sao formadas em 10 minutos. Sabendo que inicialmente havia 50 gramas de
A e 32 gramas de B, determinar a quantidade de C em qualquer instante t.Quanto do

composto C se terd formado em 15 minutos? Interprete a solugao quando ¢ — o

Solugao:

Seja (t) o nimero de gramas do com posto C' apds ¢ minutos. Temos
z(0) =0 e x(10) = 30.
A equacao diferencial associada ao problema é da forma

d
d_ytc = k(o —x)(8 — ).
Como em cada grama de C' temos uma parte de A e 4 partes de B, entao

(com a notagao acima), M =1 e N = 4. Assim,

M 1 N 4
= — e — _
M+n 5 M+ N 5
de sorte que
M+ N 5 M+ N 5
o= A a—1-50—250 e N b=--32=140
A equacao do problema fica
d
d—f = k(250 — z)(40 — ). (+)
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(uma equacgao separavel).
A esta equacao devemos acrescentar as condicoes
z(0)=0 e  2(10) = 30.

Separado as variaveis da equagao (*), e utilizando fragoes parciais, ob-

temos a equacao

1210 1/210 -
_<250—$+40—x) dv =k dt,

a qual, integrada, nos da:

250 — x
l =210 kt :
n 10 — 2 +
Tomando exponenciais dos dois lados:
250 —x 210 kt

(%)

= cye
40 — x 2

e como z(0) = 0, tiramos ¢; = 25/4, de modo que

20— 25 510 ke
= — ¢

40 — x 4

E finalmente como z(10) = 30, substituindo na ltima equagao, e usando

uma calculadora, obtemos (com quatro decimais significativas)
kE=0,1258

Levando ¢y = 25/4 ¢ k = 0,1258 na equagao (*), e tirando o valor de z(t)
chega-se a

1 _ ¢—0.1258 ¢

95 — 40,1258 t

z(t) = 100

que é a resposta da primeira parte do problema.

Anilise da solugao: Para ter uma idéia do comportamento de z(t), pode-

| CEDERJ
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mos construir uma tabela e desenhar um gréafico aproximado:

T
t (min) | a(t) (gv) i

10 30 30

15 34,78

20 37.25

25 38,54

30 39,22

35 39.59 ¢
Observamos que quando t — oo, x(t) — 40, isto é, no final do

processo sao formadas 40 grs. do composto C'.

Utilizando as féormulas para os remanescentes de substancias A e B

obtidas acima, calculamos que- no final- sobram respectivamente 50— ‘f,)—o =32

4x40

= = 0 gramas da substancia B.

gramas de substancia A e 32 —

Se for o caso, os engenheiros quimicos precisarao separar o composto C
da substancia A, e adotar um procedimento para dispor do excedente de A.

Exercicios

Exercicio 7.1
Resolva o PVI
dy 14 322
dr  3y?—6y’ y(0)

e determine o maior intervalo onde a solugao é definida.
Exercicio 7.2
Resolva o PVI

dy 2 cos(2x)

drv  3+2y y(0) =0

e determine onde a solucao atinge seu valor maximo.

Exercicio 7.3

‘ ~ (o apo
Faca um esboco do grafico de da funcao logistica p(t) = .
¢ godog cao log p(t) b0+ (0 — bpo)e—
Exercicio 7.4
Uma certa empresa contratou um servigo de assessoria para ajudar a programar as vendas
de um produto. Examinando o mercado, a linha de produgao e a disponibilidade de caixa
para investimentos em propaganda, a firma de assessoria chegou aos seguintes dados: sendo

N(t) o nimero de pessoas que véem os andncios da empresa no instante ¢,

CEDERJ |
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e N(t) satisfaz a uma equagio logistica

dN
&Y — N(@a—bN
o (a —bN)

e Uma pesquisa de mercado registrou que

N(0) =500 e N(1)=1000

e A previsdo maxima para o nimero de pessoas que verao os anuncios veiculados é
50.000.

A partir dai os assessores garantiram ser possivel calcular o niimero de pessoas expostas
aos anuncios em cada instante t. Alegando problemas contratuais, a Assessoria se recusou
a concluir o trabalho

Dé uma maozinha & firma e determine uma expressao para N (t), de modo que ela possa
fazer a melhor programacao de producao e distribui¢ao do produto.

Exercicio 7.5

Dois reagentes A e B produzem uma terceira substancia C' de tal modo que a taxa ins-
tantanea de criagdo de C' é proporcional, em cada instante, ao produtos das quantidades
de A e B que ainda nao se transformaram. Inicialmente havia 40gr de A e 50gr de B.
A reac@o é de tal forma que para formar 1gr de C sao necessarias 2gr de A e 1gr de C.
Finalmente, observou-se que ao final dos primeiros 10min necessarios formam-se 10gr de

C. Qual a quantidade méxima de C' que se produzird apés um longo periodo?

Exercicio 7.6

A equagao
dA
o

fornece um modelo simplificado para a altura A(xz) > 0 de um ponto a x quilémetros

AvV4—-2A

da costa, situado sobre um tsunamsi (onda gigantesca, provocada por um maremoto ou
tempestade).

e Determine, por inspegdo (i.é, por tentativa), as solugbes constantes da equagao

acima.

e Resolva a equagdo diferencial do item anterior (se necessério, use um sistema de

computagao algébrica)

e Use um programa de computacao para desenhar o grafico da solugao que satisfaz a
condicao inicial A(0) = 2

Resumo

Esta aula nao introduziu nenhum conceito matematico novo. Em com-
pensacao foi uma aula de exploracao das potencialidades das técnicas de

calculo para a andlise geométrica de solugoes de equagoes diferenciais.

MODULO 1 -

AULA 7
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A mensagem mais importante, e que nao custa repetir, é que nao basta
resolver analiticamente uma equacao. A parte mais interessante em geral é

a andlise/interpretagao das solugoes.

Estudamos:

e Exemplos de resolugao e andlise de solucgoes de duas equacoes separaveis
e modelos populacionais de Malthus e de Werhulst

e um modelo para reagoes quimicas de segunda ordem

Avaliacao

Apesar de nao conter nenhuma matematica nova, esta aula seguramente
: < ox . .

foi uma das mais exigentes, tanto na preparacgao, quanto no estudo. Numa
primeira leitura, sugerimos que vocé procure entender os exemplos e mode-
los apresentados, buscando uma visao panoramica . Depois entao vocé pode
voltar e “divertir-se” a vontade com as contas, os desenhos das solugoes e
muitas outras questoes que podem lhe ocorrer. Se voceé fizer uma pesquisa
Internet,vai se surpreender com a quantidade de aplicagoes de equagoes dife-

renciais. E olhe que estamos s6 no comeco.

Nao deixe de consultar o seu tutor a distancia, sempre que achar ne-

cessario.

Nao desanime com o tamanho dos exemplos e problemas. Uma das ta-
refas mais importantes (e dificeis) é extrair um modelo matemético de uma
situagao concreta, resolve-lo matematicamente, e depois entender e interpre-

tar os resultados.
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Aula 8 — Equacoes de Coeficientes

Homogéneos

Objetivos

Ao final desta aula voceé sera capaz de

1) Identificar e resolver as equagoes diferenciais de coeficientes homogéneos

d
2) Resolver equagoes do tipo d—y = <

a1x + by + Cl)
X

asx + bay + c

Introdugao

Nesta aula, introduziremos as equagoes de coeficientes homogéneos e
certas equacoes que dependem de fungoes racionais de x e y. A caracteristica
comum dessas equacoes € que elas sao redutiveis a equacoes separaveis. Neste
sentido, esta aula desempenha o mesmo papel que a aula sobre equacoes de

Bernoulli e Riccati desempenhou com relagao as equagoes lineares.

Problema Calcular a equacao da curva C :y = f(x) em que o compri-
mento do segmento da perpendicular tracada da origem a reta tangente em

cada ponto € tqual ao modulo da abcissa do ponto de tangéncia.

N

y = f(z)

CEDERJ
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Solucao: :

Como o grafico da fungao y = f(x) descreve a curva C' procurada, entao
a:l—R,  ar)=(zf(z))

é uma parametrizacao da curva C', onde I é um intervalo aberto. Note que

num ponto arbitrario P = (x,y) = (x, f(z)) o vetor tangente vp é dado por
Entao um vetor normal np a reta tangente é

dy
p=(-,1).
= ()

Considere agora (X, Y') as coordenadas dos pontos da reta tangesnte a curva
no ponto P = (z,y) = (=, f(x)). Entao,

< (X —=xzY —y),np>=0,

onde a operacao acima ¢é o produto interno.

Logo
dy
—— (X = 1- (Y —y)=0
DX =) +1-( —y) =0,
ou seja, p i
Y Y
XY 2y =
e + +xd$ y=20 ()

é a equacao da reta tangente.

Recordemos agora que a férmula da distancia de um ponto (zg, o) a
reta de equagdo AX + BY +C =0¢

d_‘ACL’o—f—Byo—f—C’

VEL B

Aplicando esta férmula a equacao (*) com (xg,yo) = (0,0) e simplificando,

dy 2 dy
Jiv (Y \:] — Y.
\x!‘ * (dx) Y

Elevando os dois lados ao quadrado :

dy ? _ 2 2 (dy ? dy
1+<dx)]—y +u de —ny%

obtemos

1,2
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ou ainda

d
L T 2$y—y =0,
dx

que é a equacao diferencial do problema.

Apesar de nao ser separavel, usando uma mudanga de variaveis simples, po-
demos converter a tultima equagao numa equagao separavel. Para ver como

se faz isso, vamos manipular um pouco a equagao, escrevendo-a na forma

2

2(1_ YL
dx 2xy 2zy
ou seja,
d_y _ _1_<y/$)2 <**)
dx 2(y/x)

Considere a mudanca de varidveis v = y/z. Ela equivale a y = vz. Derivando

em relacao a x, encontramos que
/ /
Y =0+ av.

Substituindo em (**), temos uma nova equacao na variavel v:

, o 1=0?
v+ av = — 7
Simplificando,
vdv  dx
1+02 z
Esta tdltima equagao é de variaveis separaveis.
Assim,
/ 2v dv = — du
1+ x
Ou seja,

In(1 +v?) = —lnz + k, k = constante.

Fazendo k = In k, obtemos que
In(1+v*) +Inz=Ink, k = constante > 0,

ou ainda que
z(1+0%) = k.

CEDERJ
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Recordando que v = y/z, obtém-se que

2
1+ 4 ==
x i

Finalmente, escrevemos a equacao da curva solucao na forma
2?4y = ka,

a qual é facilmente reconhecivel como sendo a familia de circulos com centros
nos pontos (k/2,0) e raios = k/2.

Definicdo 8.1

(Fungdes homogeéneas / Equagoes de coeficientes homogéneos)

G:UCR?—5R

é homogénea de grau k se
V(z,y) € U, VteRtal que (tz,ty) € U G(tr, ty) = t*G(x, y).

Uma equacao diferencial

d
M@@+N@@£:Q M,N:U —R

¢ de coeficientes homogéneos quando ambas M (z,y) e N(z,y)

sao fungoes homogéneas de mesmo grau.

Exemplo 8.1
A fungdo (z,y) — /22 + y2 é homogénea em R??

Solucdo: Seja t € R t.q. (tx,ty) € R2. Se t é um nimero um real qualquer. Tem-se

V(t2)? + (ty)? = [t]V/2? + y?

Vemos entdo que a funcio ndo é homogénea em todo o R2.

Entretanto, restringindo o dominio ao primeiro quadrante é facil ver que obtemos

uma func¢ao homogénea de grau 1.

Atividade 8.1
Diga quais das fungoes abaixo sao homogéneas em todo seu dominio, indi-

cando o grau de homnogeneidade:
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a) f(z,y) =2 +32%y* +y*,  (z,y) € R%.

Resposta:

b) f(x,y) = /a3 +y3,  (v,y) € R%

Resposta:

) floy)=sen( 57 5), ()€ A={(ry) €Ra# =)

Resposta:

d) g(z,y) =y — xcosz’(g), (z,y) € {(z,y) € R*%y #0}

Resposta:

Solucao da equacao de coeficientes homogéneos

Considere a equacao de coeficientes homogéneos

d
M(z,y) +N(x,y)£ = 0.

Suponha que N(z,y) # 0 em todos os pontos do dominio de N. Podemos
escrever

dy __ Mzy)

dx N(z,y)
Dividindo o numerador e denominador do lado direito por z*, onde k é o

coeficiente de homogeneidade da equagao, resultard uma funcao de y/x.

Assim,
dy y
= =F <—> * % ok
dx x ( )
Fazemos agora a substituicao
y — U7
x
de modo que
y = vz, Yy =v+ a0
e a equagao (***) se transforma em
dv
v+ar— =F(v
g, = )

CEDERJ
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ou ainda

que é uma equacao separavel.
Exemplo 8.2

d
Determine as solugoes de (22 + y2) + (22 + )y % =0

Solugao:
y=vr .. y =v+azv

(22 + v22?) + (22 + vz)va(v + 2v') =0
(14+0%)+ 2v+v?)(v+av) =0

1402+ 2vr 402 + 02z =0

Separando as variaveis:

dx N 20402 0
r  1+3v2+03
Integrando
1
In(x) + 3 In(1+4 30 +03) =k = —Ink
3(Ink + Inz) + In(1+ 302 +v3) =0 =Inl
3in(kz) + In(1 + 30v% 4+ 03) = Inl
In[k323(1 + 302 +v3)] = Inl (substituindo v = y/x)
T
cxd <1 +35 + —3> =1 (onde fizemos k3 = c)
2
- d amx + by +c
As equacgoes W F<1—1y1>
dx asx + boy + c2

Um dos fundadores do estudo moderno de aerodinamica foi o ma-
tematico Nikolai E. Zhukovskii, nascido em 1847. Em sua tese de mestrado
(Moscou - 1876), entitulada “Cinemética de um Fluido”, ao estudar o pro-
blema das trajetorias de um fluxo bidimensinal em uma vizinhanga de um
ponto onde as componentes da velocidade se anulam, Zhukovskii se deparou
com o problema de estudar o comportamento das curvas integrais da equacao

dy  av+ by

dr — cx+dy (ad —be #0),
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em vizinhancas da origem, e deu uma classificacao dos pontos criticos de tais
equacoes.

Equacoes do tipo acima, e outras mais gerais cujos coeficientes sao
fungoes racionais de = e y, foram estudadas por Poincaré em seus artigos
fundamentais, dos anos de 1881 a 1886, que inauguraram um novo campo
de estudo de equacoes diferenciais: a chamada teoria qualitativa de equagoes
diferenciais.

Nao vamos, neste curso, penetrar nesta vasta area da Matematica. O
comentario acima serve apenas para chamar a atencao sobre a importancia
das equagoes que sao fungoes racionais (i.e, quocientes de polinémios ) nas
variaveis x e y. Poincaré, na verdade, considerou primeiramente equagoes
lineares (com coeficientes racionais e/ou algébricos), e depois equagoes nao-

lineares, para as quais - via de regra - nao sabemos calcular solucoes explicitas.

Utilizando mudancgas de coordenadas convenientes podemos transfor-

mar equacoes do tipo

@ _ F<a1x+b1y+(:1)
dr asT + boy + co

em equacoes de coeficientes homogéneos ou em equacoes separaveis.

De fato, se efetuarmos a mudanga das variaveis x e y para as varidveis X e

Y por meio das férmulas
y=Y +k, r=X+h onde h,k sao constantes,

entao, pela regra da cadeia

dy —dY dy dr d dy d dy o dy
iX " dy de dx -~ agV ) g ax KTt

Consideremos entao a equacao

@ :F<a1$+bly+cl)

dx asx + bay + o
Temos duas possibilidades:
b b
Gydet [ ™ 0 ) £0 @iydet| TN ) =0
az by az by

MODULO 1 - AULA 8
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Suponhamos que ocorre o caso (i). Entao o sistema

a1m+b1y+cl =0
a2x+b2y+02 =0

possui solucao tnica, digamos
xg = h, Yo=K
Facamos a mudanca de variaveis X =z —xpe Y =y — yo. Entao
r=X+h, y=Y + K

Substituindo x e y por X + h e Y 4+ K respectivamente, na equacao dada:
dy [al(X +h) + b (Y + K) —i—Cl}

dl['_ GQ(X+h)+b2(Y+K)+CQ
isto é

g . F[G1X+b1Y+a1h+b1K+Cl]

dX N CZQX + bQY + (Igh + sz + Co
ou ainda

@;_[mx+mq
dX  lapX +bY

que é uma equacao de coeficientes homogéneos.

Suponhamos agora que vale o caso (ii):

det(a1 b1>:0
a9 b2

Entao
a1b2 = a2b1
isto é
(05} B b2 B
o b
Assim
as = may, by = mby

e substituindo na equacao obtemos

dy_F( a1T + by + ¢ )

dr m a x + mbiy + co

Fazemos agora a mudanca de varidveis

t= a1$+b1y

CEDERJ
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de modo que

1
y:b—l(t—alx)
e
dy l(dt )
—=—(=——a
dr b \dr '

Substituindo na equagcao
1 /dt t+ C1
() o)
bl<d:x a1> mt+cy

dt t"‘Cl
£ o)
dx ! mt+co +a11

isto é

G (1)

que é uma equacao separavel.

Exemplo 8.3

Resolva
dy 2x+3y—1

dr 4z + 6y +4

det<2 3):12—12:0
4 6

Fagamos a mudanga 2z + 3y = t. Entao

Solugao: Temos

1
y= g(t*%)

Substituindo na equagao

dt 3t-3 _ Tt+5

de  2t+4 244

2t + 4

dt =d

Tt+5 v

2 187

S+ L) dt=d

(7+7t+5) *
Integrando

2 18

?t—FEln(?t—FS)—x—l—c
ou

2t + 18 In(7t +5) =49z + k
e como t = 2z + 3y,

dx + 6y + 18 In(ldx + 21y + 5) =49z + k

2y — 152+ 6 In(ldx + 21y +5) = k

MODULO 1 - AULA 8
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Exercicio 8.1

Determine as solugoes gerais de :
a) (a* —y?) —2zy y' =0
b) (z* +y*) —ay y' =0
c) (z—y)de—(z+y)dy=0
d) xdy—ydx:\/mdx
e) Z_z _ ow/e) | %

dy

f) (m sen(%)+x+y)—x£20

Respostas: a) 23—3zy% = ¢; b) cx = ¢(2:7) ¢) 23432y +13 = ¢; d) /22 + y2+y = C 2%
_ 1. _ Y Y
e)y=—xln [ln(;)}, f) in (Cx) =tg (E) — sec (E)

Exercicio 8.2

Empregue a técnica do exercicio anterior para resolver:

dy 2z —3y—1
de 3z +y—2
Resposta: 222 — 6ay —y2 — 20 +4y +C =0

2) (z+2y—4)— 2z +y—5)y =0
Resposta:(z —y — 1)3 = C(z +y — 3)

3)@ 2z —y+1
dr 6z —3y—1
Resposta: 5z — 15y + 4in(10x — 5y — 3) = C

dy x+2y+1

dr  2x+4y+3
Resposta: In(4c+8y+5)+ 8y —4e =C

Resumo

Nesta aula estudamos duas classes de equacoes cujas solugoes recaem

na solucao de equacgoes separaveis, a saber:

e As equagoes de coeficientes homogéneos

M(z,y) + N(z,y)"

Y
hCA—
dx
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tais que ambas M (x,y) e N(z,y) sao fungoes homogéneas de mesmo
—M(]}, y)

N(z,y)
variavel z = y/z, e que transforma a equagao original numa equagao

grau (o que equivale a poder ser escrita como uma funcao da

separavel)

e As equagoes
@ B F<a1x+b1y+01>
dx asx + boy + ¢/’
cujo estudo recai no das equagoes de coeficientes homogéneos, ou entao

diretamente no das equacoes separaveis.

Avaliacao

Continuamos na linha geral estabelecida desde a primeira aula, onde
o foco principal tem sido na obtencao de métodos de obtencao de solucoes
(métodos para “integrar”) equagoes. Ainda estamos em pleno século XVIII,
onde grandes sucessos foram obtidos na integracao de certos tipos particulares
de equacoes diferenciais.

Nesta aula vimos mais dois tipos de equacoes que podem ser integradas

diretamente, com auxilio de substituicoes adequadas.
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Aula 9 — Definicoes Gerais. Familias de

Curvas a um parametro

Objetivos

Ao terminar de estudar esta aula vocé estara apto a

1) Definir equagoes diferenciais gerais de primeira ordem e estabelecer
as primeiras classificagoes das mesmas, visando a estudar sistematica-

mente o conceito de solucao

2) Definir solugoes gerais e solugoes particulares de equagoes diferenciais
de primeira ordem a partir do conceito de familia de curvas planas a

um parametro.

3) Associar a uma equacao de primeira ordem a uma familia de curvas a

um parametro
4) construir, com auxilio da teoria de equagoes diferenciais, uma colegao
de curvas ortogonais a uma dada colecao de curvas planas.
Introducao

Depois dos problemas e equacoes de tipos particulares examinados nas
aulas anteriores, convém fazer uma pausa para balanco, e abordar algumas

questoes de natureza mais tedrica. Por exemplo:

-Pergunta: O que é uma equacao diferencial ordindria?

- Bem - -+ Se vocé me apresentar uma equagao que envolve fungoes, deriva-
das, e se ela for de um dos tipos que estudamos até agora (lineares, Bernoulli,
etc.) entdo eu sei dizer que estamos diante de uma equagao diferencial, mas

assim de modo geral - - -

-Pergunta: O que se entende por resolver uma equacgao diferencial ordindria?

m CEDERJ
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s

E sempre possivel calcular todas as solugoes de uma equacao diferencial or-

dindria qualquer?

- Olha, francamente isso eu nao sei. Eu acho que entendo bem o que é
uma solugao de uma equagao, mas, tirando os tipos de equacoes que estuda-

mos até agora, nao tenho idéia de como calcular solucoes.

-Pergunta: Serd que teremos de ficar definindo “tipos” de equacoes e des-

cobrindo métodos para resolver cada tipo?

- Equacoes de tipos especiais existem, motivadas pelos mais diversos tipos de
problemas e, tal como no passado, continuam merecendo estudos em sepa-
rado. Todavia nossa capacidade de inventar equagoes que nao se enquadram
em nenhum tipo visto antes parece inesgotavel. Além disso, nao foi formu-
lando equacoes abstratas e tentando resolvé-las por si mesmas o que fez a
teoria de equacoes diferenciais avancar.Ao contrario, equacoes e problemas

bem concretos foram os principais motivadores do desenvolvimento da teoria.

Por outro lado responder a certas questoes, como as perguntas acima,
¢ fundamental. Até para nos dar um balizamento, umas referéncias quando

estivermos diante de equacoes especificas.

Vamos estabelecer entao um compromisso intermedidrio: fazer uma
pausa e tentar destacar um certo nimero de conceitos gerais presentes nas
equagoes que ja estudamos, e organizar (classificar)o material visto até agora.
Entretanto continua vélida a filosofia de trabalho que temos adotado: os
modelos com equagoes devem ser o mais possivel relacionados com questoes

relevantes, tanto da matematica quanto das outras ciéncias.

A pausa que estamos propondo é muito importante para que vocé possa
organizar o material estudado e acompanhar os préximos desenvolvimentos.
Nosso “cardapio principal” serd constituido pela nogao de equagao di-
ferencial de primeira ordem (abstrata), acompanhada da respectiva nogao
de solucao de equacao diferencial. Em particular estaremos interessados em

saber se é possivel calcular todas as solucoes de uma equacao. E como fazé-lo.
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Quadro resumo: O quadro abaixo resume o nosso trabalho até agora:

Z_i _ ) Z—i + p(z)y = q(x)

g\y o
Eqs. Sepc(zm)vez's / FEquacgoes lineares

7 = Fy/2) o, T (@)y=glz)y
Coef. Homog. FEq. de Bernoulli

d7y :F(a1$+b1y+01>

dy )
dx as + bay + ¢o —= = as(2)y” + a1(2)y + ao(z)

dx
Eq. de Riccati

Diagrama 9.1

Observagoes sobre o diagrama:

1. As setas indicam que, por exemplo, as equagoes de coeficientes ho-
mogeéneos e de Bernoulli se reduzem respectivamente a equacoes se-
paraveis e a equacoes lineares de 1* ordem, as quais - por sua vez - se
reduzem a equacao Fundamental.

<a1x + by + cl>

d
Observacao semelhante vale para as equagcoes Y _
dx asx + by + ¢

e para as equagoes de Riccati.

2. ATENQAO!ATENQAO! O diagrama pode levar a pensar que, por
exemplo, o conjunto das equagoes de Riccati nao tem elementos comuns
com o conjunto de equagoes separaveis, ou que o conjunto das equagoes
separaveis é disjunto do das lineares de primeira ordem. Isso é falso!

Considere os seguintes exemplos:

Exemplo 9.1

Aequacao y =y+ay+1+z ¢é simultaneamente uma equagao separavel e uma
linear de primeira ordem.

Com efeito, fatorando o lado direito obtemos

Y =w+1)- (z+1)
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mostrando que a equacao é separavel.

Por outro lado a equagao pode ser posta na forma
y-(tajy=1+z

que estd na forma geral das lineares nao homogéneas.

O diagrama 9.1 pretende apenas representar a cadeia de dependéncias logicas
em que as equagoes foram apresentadas, ressaltando que, no fundo, tudo

acaba se rementendo ao Célculo Diferencial.
Além de - é claro! - indicar a unidade da teoria.
Atividade 9.1

Resolva a equacao do exemplo 9.1 tanto como equagao separavel quanto como

equacao linear. Vocé obteve as mesmas solucoes?

Atividade 9.2
A equacdo ¢y = o + oy? é simultaneamente uma equacao separavel e uma
equacao de Riccati. Certo ou errado? Justifique.

Caso vocé conclua que a afrimacao é verdadeira, obtenha as solugoes

da equacao por dois métodos diferentes e compare-as.

Uma outa observacao 1til para continuarmos nosso trabalho é que todas as
equagoes que estudamos podem ser englobadas numa forma padrao, a saber:
dy

onde M e N sao funcgoes diferenciaveis definidas em abertos do plano

(z,9).

Exemplo 9.2

Vejamos o caso das equagoes lineares de 1* ordem:

Y +p@)y=qx) = y' +[px)y—q(x)] =0
— 1Yt play - (@] =0

Podemos tomar N(z,y) =1 M(z,y) = [p(z)y — q(z)].

d
Por sua vez, as equagoes M (z,y) + N(x,y)—y = 0 ainda podem ser rees-

dx
d
critas na forma G(z,y, _y) = 0, que ¢é a forma mais geral de uma equacao

envolvendo uma fungao incégnita y da variavel x e sua derivada de primeira

ordem.
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Definicdo 9.1
Uma Fquacao Diferencial Ordindria de 1% ordem é uma equacao da

forma
F(x,y,y) =0

definida por uma funcao F' cujo dominio é num aberto A C R3 com

valores em R

Exemplo 9.3
Alguns exemplos de equagoes diferenciais de primeira ordem:
o mY = mg — 7 y, que € a equagao que governa o movimento de um objeto caindo

dt

na atmosfera, proximo ao nivel do mar. m é a massa, v é o coeficiente de resiténcia

do ar e g a aceleragao da gravidade.

o Vayy —3+y =32

o V¥ 22 tg(y') =2 sen(x)
o ¥ =2/

Atividade 9.3

Construa trés exemplos de equacoes diferenciais de primeira ordem, sendo que
no primeiro a derivada esta elevada a quinta poténcia, no segundo apareca
um logaritmo da fungao y(x) e no terceiro a soma das x +y seja proporcional

a raiz sétima do produto de y pelo log de xy’

Solucao:

i)

i)

iii)

Os poucos exemplos acima deixam claro que podemos inventar um nimero
infinito de equacoes de de primeira ordem. E portanto conveniente que es-
tabelecamos alguns critérios para agrupar as sequagoes em subcolegoes que

sejam malis trataveis.
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Classificagoes

Em primeiro lugar, a denominacao equagao ordindria se deve ao fato
de que nas equagao sé ocorrem derivadas ordinarias, isto é derivadas de
fungoes de uma s6 variavel. Em contraposicao as equacgoes ordindrias, temos
as equacoes a derivadas parciais, ou simplesmente equacoes parciais, onde
aparecem fungoes que dependem de duas ou mais variaveis e suas derivadas
(parciais).

Exemplo 9.4

A carga elétrica Q(t) de um circuito formado de uma tunica malha onde estao presentes
uma resisténcia R, um capacitor com capacitancia C, ema bobina com indutancia L,
alimentadas por uma bateria de f.e.m E é governada pela seguinte equagao diferencial
EQ) |, . Q)
dt? dt
Trata-se de uma equagao diferencial ordinaria.

L + 5 Q) = E)

Observagao: Apesar de s6 estarmos estudando equagbes onde a ordem
maxima das derivadas que ocorrem é UM, dai a denominagao equacao de
ordem um, ou de primeira ordem, é facil estender a definicao dada para
equagoes ordindrias (ou parciais) de ordem n > 2.

O ultimo exemplo acima é o de uma equacao ordinéaria de ordem dois

Um exemplo famoso de equacao diferencial parcial é o da equacao que
governam a distribui¢ao de temperatura u nos pontos (z,y, z) de um sélido,
num instante de tempo t:

0*u n 0*u N 0*u ,0u
J— J— —_— = —
ox?  Oy* 022 ot
Obs: Neste curso, estaremos restritos ao estudo de equacoes diferenciais or-

dinarias somente.

Outra classificagao que ¢ 1til no estudo das equagoes diferenciais é

Definicdo 9.2
O grau de uma equagao diferencial ordinaria de 1* ordem é o expoente
ao qual esta elevada a derivada da funcao incognita que aparece na

equacao

Exemplo 9.5

2

du\ >
O grau de y = 2tg(y’) —2* é um, ao passo que o grau de (d_y) —zy?'+2=0
x

é tres.
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Solugoes de Equacgoes Diferenciais Ordinarias

Como destacamos na introducao a esta aula, um conceito central no
estudo de equagoes diferenciais é o de solucao. Até agora, seguindo a linha
principal de pesquisa desenvolvida até fins do século XVIII, nossos esforcos
principais tem sido dirigidos a questao de obter todas as solugoes de uma
equacao diferencial dada, ou de todas as equagoes de um tipo especial. Na
verdade, temos sido movidos por alguma espécie de fé que nos faz acreditar
que é sempre possivel calcular todas a solugoes, englobar todas as solugoes
numa unica férmula, envolvendo constantes arbitrarias, a partir da qual -
atribuindo-se valores as constantes arbitrarias - poderemos obter todas as

solucoes especificas que desejarmos.

Tirando a equacao fundamental,onde o Calculo garante que duas solugoes
quaisquer sobre um intervalo diferem por uma constante, nao temos a menor
garantia de que seja possivel estabelecer uma relacao envolvendo todas as
solugoes possiveis de uma dada equacao.

Nosso objetivo principal é discutir criticamente o conceito de solugao
de equacao diferencial de primeira ordem. Nosso guia nessa parte da jornada
serd a Geometria, que vai nos emprestar diversas nogoes muito importantes

para o sucesso de nosso empreendimento.

Definicdo 9.3
Uma solugdo da equagao F(z,y,y’) = 0, num intervalo (o, 3) C R é
uma fungao ¥ (x) definida em (a, 3) tal que:

-V € (a, 5) (z,p(x)) €U

- F(z,¢(x),y'(z)) =0 idénticamente em x.

Inicialmente vamos testar solucoes de equagoes, sem nos preocuparmos

com a manneira com que foram calculadas.

Exemplo 9.6

( Testando as solugdes de equagoes diferenciais dadas)

1

= m é uma solugao da equagao

Mostre que a fungao ¢(x)

d 2
d—y = 1y7 Indique os intervalos onde esta solugao é valida.
i —x

MODULO 1 -

AULA 9
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Solugao: A verificagdo consiste em substitui y e suas derivadas que aparecem na equagao,
por o(z) e as correspondentes derivadas. Se obtivermos uma igualdade verdadeira para

todos os valores de z num intervalo, entao ¢ serd uma solugao naquele intervalo. Vejamos:

1 Lo 1 1
Y= iy o YW T Than <_ 12(1 :c)> (-12)
roN 1 .
= YO =g gmazasy @

Por sua vez

©0?(x) _ 1/In? (12(1 — 2)) _ 1 (if)
(I—2) (1—2a) (1—2)In2(12 (1 —2))
Claramente (i) = (#¢) de modo que somos tentados a afirmar que ¢ é uma solugao
da equagao.
Mas PEEEEY

a funca@o log s6 é bem definida para valores positivos do argumento. Além disso,
como ela estd aparecendo num denominador, devemos evitar os valores do argumento que
anulam log, isto é os valor de x tais que log(12 (1 — x)) = 0.

Assim, para que ¢ seja uma fun¢do bem definida, devemos ter 12 (1 —x) > 0 e
portanto x < 1 e, além disso, 12 (1 — z) # 1, ou seja = # 11/12.

Os intervalos onde a solucio estd bem definida sdo (—oo,11/12) e (11/12,1). Atengao:

Nao basta obter uma férmula. E preciso analisa-la.

Exemplo 9.7

( Solugdes explicitas e solugdes implicitas) Freqiientemente néo é possivel (ou é muito
trabalhoso) conseguir uma solugéo de uma equacgao diferencial que seja da forma explicita
y = ¢(x). E bem mais comum encontrar como solucao uma equagao envolvendo tanto
a varidvel independente x, como fungoes de = e a varidvel dependente y e fungoes de
y. Ja encontramos varios exemplos de tais ‘solucoes” a partir do estudo de equacoes de

Bernoulli. Por exemplo, ao procuras as solugoes da equagao de coeficientes homogéneos
2 2 —
(z°—y°) dez —2xy dy =0
chega-se a férmula
x3 — 3:ry2 =c

como sendo a férmula que define as solugoes.

Neste caso a solugao, ou melhor, as solugoes y = y(x) estao definidas implicitamente
pela equacao acima. Para determinar uma solucao e seu intervalo de validade, em geral

precisamos acrescentar uma informacao extra, um dado inicial, que nos permita escolher

um pedacinho de grafico escondido na férmula que dé a solugdo y = f(z).

Voltaremos a esse ponto.

Exemplo 9.8

(Uma solugao definida “aos pedagos”)

CEDERJ
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E f4cil verificar que p(r) = cz* é um conjunto de solugdes da equacio xy’ = 4y defi-
nida no intervalo (—o0, +00).

Mas a funcao

Também é uma solugao da equagao.

Um bom exercicio de Calculo I, para recordar, é mostrar que 1) é derivavel em x = 0

e que P é realmente uma solugao definida em todo o R.

E repare que ¥ nao pode ser obtida do primeiro conjunto de solugoes pela mera
escolha de um valor para c.

Trata-se de uma solucao “especial”.

E este exemplo ja deixa “balancando” a idéia de uma férmula que contenha todas

as solugoes de uma equagao diferencial.

Comentario: Passamos agora a investigar a possibilidade de obtencao de

todas as solugoes de uma equagao por meio de uma expressao.

Discussao do conceito de solucao geral de uma equacgao de primeira

ordem

Nas aulas anteriores usamos diversas vezes a expressao solu¢ao geral,
com o significado intuitivo de ser uma expressao que “contém” todas as

solugoes possiveis de uma dada equacgao.

Para obter uma solucao especifica, basta calcular o valor adequado do
parametro.

Também desde o inicio do estudo de equagoes diferenciais, a estratégia
de resolucao de problemas de valor inicial com equacoes diferenciais tem
sido a seguinte: primeiro, obtenha uma expressao contendo uma constante,
que engloba todas as solugoes possiveis da equacao sob exame; em seguida,
escolha a solucao apropriada para o seu problema, calculando o valor da
constante.

Algumas vezes ¢ isso mesmo o que fazemos.

Todavia veja a atividade seguinte:

Atividade 9.4

Considere a equagao de grau dois

-y
n2 __
(y)_ 2 ) y<0

MODULO 1 - AULA 9
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e a) Verifique que a func¢do constante y = —1 é solugao.
1 - (_1)2)

(Observe que y' =0 = 1)

e b) Verifique também que, para cada ¢ € R, o semicirculo y = —(1 —
(z+c)?)1/? 81tuado abaixo do eixo dos x também ¢é solucao da equacao
-y
() =
y?

e ¢) Repare que além da cole¢ao de solugoes definidas por
(r + ¢)? + ?> = 1 ainda temos uma solucio especial, y = —1, que nao

pode obtida pela simples escolha de um valor para a constante.

Solucao:

A conclusao que podemos tirar desta atividade é que nem todas as
solucoes de uma equacao tém de estar englobadas numa unica féormula en-

volvendo uma constante arbitraria.

Reforgo: E necessario examinar criticamente a nogao de solucao geral de

uma equacao diferencial

Familias de curvas planas a um parametro

Uma familia de curvas a um parametro é uma equagao

F(%QaP) =0

onde F': Q2 x I — R é uma funcao diferenciavel, 2 é um aberto do plano e

J um intervalo da reta.

Diz-se também que a familia esta indexada pelo parametro p.

Exemplo 9.9

Consideremos a famfiia de pardbolas 32 = 4px, indexada pelo parametro p.
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Para cada p € R tem-se uma pardbola de diretriz z = —p e foco F' = (p,0).

g |
(p,0)
X=-p
y? = dpx
Figura 9.1
Todas as parabolas dessa familia definem solugoes da mesma equagao diferencial.
Com efeito,
y? = dpx
2yy’ = 4p

Substituindo o valor 4p da segunda equagao na primeira:
v’ =2yy'e
ou seja
y=2y'x.
Resolvendo esta equacao separdvel, tira-se:

2dy  dx

y x

de onde
In(y?) = In(Kx)

E portanto , fazendo K = 4p, segue-se a afirmagao.

Uma classe particular de conjunto de curvas planas contendo um parametro

é obtida por segoes de graficos de fungoes reais de duas variaveis.

Muitas das equacoes que definem implicitamente solugoes de equagoes

diferenciais de primeira ordem sao da forma

p(z,y) =c.

A interpretagao geométrica dessas solugoes é a seguinte :

Dada
p:UCR* =R

CEDERJ
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diferencidvel, a formula

o(r,y) =

define o conjunto de nivel da funcao ¢, o qual é o conjunto das curvas obtidas

pela intersecao do gréafico de ¢ com planos z = c.

Exemplo 9.10
A figura 9.2 mostra uma parte do grafico da funcéo ¢(z, y) = (22+3y2)e! =" ~v’.

Figura 9.2

A figura 9.3 mostra o grafico da funcio p(x,y) = (22 + 3y2)e! *" v

seccionado por alguns planos horizontais z = ¢

Figura 9.3

As projecoes dessas curvas no plano xy serao referidas simplesmente

como curvas ¢(zr,y) =

O mapa de contorno de ¢ é a colecao das projecoes das curvas de nivel
de ¢ no plano zy e define um conjunto de curvas planas indexado por um

parametro.

No caso, o parametro é o nivel c¢. A figura 9.4 mostra algumas das

CEDERJ




Definicées Gerais. Familias de Curvas a um pardmetro

MODULO 1 - AULA 9

curvas de nivel correspondentes a funcao ¢ da figura 9.2.

Figura 9.4

Exemplo 9.11

A tabela abaixo mostra que as solugoes das principais equagoes que estudamos até agora
cabem no “formato” ¢(x,y) = c:

Equagao Solugoes Solugoes na forma (i7)
y = f(z) yZ/f(x)dsc—l-c y—/f(w)dx—c:()
H(z,y,c)=0

vy =a@) | v=n@) (a0 de+0) | i) - [ uteae) do-e=0

H(z,y,¢)=0

dy/ds = f@)/sw) | Glota) = [ Fla) dot Glo) ~ [ 1) do—c=0

H(z,y,c)=0

Tabela 10.1

Solugao geral e solugoes particulares de uma equacgao diferencial de

primeira ordem

Dispondo da nocao de familia de curvas planas, podemos propor uma

defini¢ao para solucao geral de uma equagao diferencial de primeira ordem.
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Definicdo 9.4

Uma solugao geral de uma equagao diferencial de primeira ordem
F(z,y,y) =0

definida em um aberto I x Q C R?, onde I é um intervalo real e
Q é um aberto do R?, é uma colecao de fungoes {©,}pen, defini-
das (explicita ou implicitamente) pelas curvas de uma familia a um
parametro G(x,y,p) = 0 (no sentido de que, para cada p fixado,
G(z,pp(x),p) = 0) e tal que, para cada p,

{ (2, op(@), ¢h(2)) € Q

F(x, pp(), @, () = 0

Obs: E, sem duvida, uma definicao complicada. No entanto procuremos

lembrar que solucoes de equacoes sad funcoes . Dizer, por exemplo, que
22 +y? = ¢ é a solucao geral da equacao x +yy’ = 0 realmente nao é correto.
Esta férmula (mesmo fixando um valor para ¢) nao representa o grafico de

enhuma funcao. O que podemos dizer que as solugoes da equacao estao

definidas implicitamente pela familia definida pela férmula.

Definicdo 9.5

Uma solugao particular de uma equagao diferencial de primeira ordem
F(z,y,y) =0

¢ qualquer uma das fungoes ¢, pertencentes a uma solucao geral

{¢p}pen da mesma.

Exemplo 9.12

A solugao geral da equagao fundamental

dy _
dr

onde f é continua sobre (a,b), é

f(z),x € (a,b) C R,

F(x) = c+/xf(t) dt,

xo sendo um ponto qualquer de (a,b)
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Comentario: Calcular uma solucao geral para uma equagao pode ser uma
questao bem dificil. Os exemplos anteriores mostram que pode ser que nao
exista uma férmula que abarque todas as solucoes de uma dada equacao.
Por outro lado, ao estudarmos equacgoes lineares, veremos que uma mesma
equagao pode ter uma infinidade de solugbes gerais (todas equivalentes num

sentido a ser precisado).
Nao vamos nos aprofundar nestas questoes.

Esta claro que existe uma correspondéncia entre equacoes diferenciais

ordindrias e familias de curvas planas indexadas por um parametro.

Nos exercicios, examinaremos a questao inversa de determinar uma

equagao diferencial que corresponda a uma familia de curvas planas dada.

Vamos investigar agora um problema famoso na histéria da Matematica,

envolvendo equagoes diferenciais e familias de curvas planas.

Trajetorias ortogonais

Nota Histérica

O problema das trajetérias ortogonais foi
proposto pela primeira vez por Johann
Bernoulli no ano de 1694, quando ele pe-
diu a Leibniz que considerasse a seguinte

questao

“Conhecidas as posicoes de
um numero infinito de cur-
vas dadas, ache a curva
que intersecta todas elas se-

gundo angulos retos.”

Bernoulli afirmou que o problema lhe era
familiar hd muito tempo, e comentou que
tinha recomegado a pensar nele ao depa-
rar com um artigo de Leibniz, de 1694, a
respeito da envoltéria de familias de cur-
6

vas Ele motivou o problema das tra-

jetorias ortogonais referindo-se a teoria

ondulatéria da luz de Huyghens de-
senvolvida no livro Traité de la lumiére
(1690); 14 os raios de luz s@o vistos como
as trajetérias ortogonais as frentes de
onda, e assim, Johann Bernoulli suge-
ria que métodos de calcular trajetdrias
ortogonais a familias de curvas seriam
importantes para determinar os raios de
luz. Bernoulli s6 tinha conseguido resol-
ver o problema para alguns casos parti-
culares, como por exemplo o de algumas
familias de pardbolas, e assim ele estava
pedindo a Leibniz que descobrisse uma re-
gra analitica geral para calcular tais tra-
jetorias , exatamente como ele havia aca-

bado de desenvolver para as envoltorias.

Vejamos a versao de Lagrange para o algoritmo geral que Leibniz pro-

duziu para resolver a questao. Hoje em dia, a questao é considerada como
um exercicio, cuja primeira parte é exatamente o de formar uma equacao di-

ferencial apropriada, a partir de uma familia de curvas, (nao sera a equagao
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da prépria familia, mas sim uma outra) num processo analogo ao que temos
feito nesta aula. A segunda parte do exercicio é de certa forma mais sutil,
qual seja, a de resolver a equacao que construimos, o que pode ser expressado
como associar uma familia de curvas a equagao,i.é, resolvé-la. Voltaremos a
esse ponto, sistematicamente, a partir da préxima aula.

O método de Leibniz/Lagrange pode ser ilustrado da seguinte maneira:

Se duas curvas C e (5 se intersectam ortogonalmente em um ponto P
e se ambas possuem retas tangentes com inclinagdes m e m’ respectivamente,

entao sabe-se da Geometria Analitica que
m-m' = —1.

Utilizaremos essa propriedade para calculara a familia de curvas (trajetérias)

orotognais a todas as curvas de uma famiia dada. Dada uma familia de curvas

Gl(iﬂ, yvp) = 07

obtemos primeiramente a equagao diferencial satisfeita por todas as curvas

dessa familia:
F(z,y,y") = 0.

A seguir, constroi-se a equacao diferencial
F(‘/L.:y? _1/y/> =0
e calcula-se uma solugao geral para ela, digamos

GQ(:E? yap) =0.

Todas as curvas desta familia G5 intersectam ortogonalmente as curvas da

familia G;.

Exercicios

Exercicio 9.1 )

1—y
2

Refaca a atividade considerando a equagéo y' = definida para y > 0. Mostre que

y = 1 é uma solucdo. Mostre que os semicirculos superiores (x +¢)? +y? = 1 também sdo
solugoes.

Exercicio 9.2

Determine a ordem de cada uma das equagoes abaixo :

&y (dy\*
N (& -
)xdx?’ <dm) ty=0
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d*y dy\?
9 LY 14 (Y
) da? + <dx>
d* d?
s Y Y g0
Respostas: 1) Ordem 3. 2) Ordem 2.
3) Ordem 4.

Exercicio 9.3
Mostre que y = g( 1 — e~2%) ¢ uma solucdo explicita para a equacdo diferencial linear de

d
primeira ordem d—y + 20y = 24.
x

Determine o maior intervalo de validade dessa solugao.

Resposta: O maior intervalo de validade é (—oo, +o0) =R

Exercicio 9.4
Podemos afirmar que a férmula 222 — 62y +y? + 2y + ¢ = 0 define implicitamente solucdes
da equagao diferencial

(2 —-3y)der—Bzr—y—1)dy=0

sem resolver a equagao?

Resposta: Sim. Basta calcular dy/dx derivando implicitamente a férmula dada e verificar

que obtemos a solucao apresentada.

Exercicio 9.5
Mostre que a expressao x + /@2 + y2 — ¢ = 0 define implicitamente solugoes da equagao

dx dy zdy

—_— +} =
N N

< dy y
Sugestao: Mostre que a equagao apresentada é equivalente a —— = ————. De-
dx z — /22 + 12
pois, derivando implicitamente a férmula z+ /22 4+ y2 —c¢ = 0 obtenha a mesma expressiao
d
para Y

dr

Exercicio 9.6

2

(a) Verifique que ¢; (z) = 22 e ¢o(z) = —2? sdo solugdes da equacio diferencial 2y’ —2y = 0

no intervalo (—oo, +00).

(b) Verifique que a fungéo definida por partes

—22, <0
Yy= 9
x°, x>0
também ¢é solugdo de xy’ — 2y = 0 no mesmo intervalo (—oo, +00).

Exercicio 9.7
Mostre que a fungao indicada é solugao da equagao diferencial dada e indique um intervalo

de defini¢ao dessa solugao:

MODULO 1 - AULA 9
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(a)y' =25+y%  y=tgbx
(b) 2y’ — y? cos(x) = 0; Yy =

Respostas:

(a) Um dos intervalos de validade da solugao é (7110’ 110)

(b) Um dos intervalos de validade da solugao é (0, )

Exercicio 9.8
Obtenha uma equagao diferencial para a familia de retas passando pelo ponto (a,b), ex-
cetuando a reta vertical.

Resposta: y — b= y'(z — a).

Exercicio 9.9 ) )

x
Obtenha uma equagao diferencial correspondente a familia — + % =1
p -Dp
2 _ /
Resposta: z(x — yy') + y(xi/yy)Q =1
x—yy —x

Exercicio 9.10
Obtenha as equacoes diferenciais que admitem como solugoes as familias
a) y = ax +tgh(a) (b) y? = 2ax + a?
Respostas: (a) y = zy’ + tgh(y’) (b) y =22y + (yy')?
Exercicio 9.11
Determine todas as curvas ortogonais a cada uma das seguintes familias:
(a)y = \a™ (b)a3 — 3ay® = \.
Respostas:(a) 22 — y? = axyy’ (b) zy' = ny.
Exercicio 9.12
Achar as trajetérias ortogonais das familias seguintes:

a) > +y?=p | R : feixe de retas y = kx

b) vy =p \ R : familia de hipérboles 22 — 3% = ¢

¢) a2/3 4+ y?/3 = p2/3 | R :yl/3 — g4/3 = (A3
Resumo

Nesta aula:

e Vimos a definigao formal de uma equacao diferencial de primeira ordem:

F(z,y,y)=0
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e Aprendemos a definicao do que vem a ser uma solucao de uma equagao

de primeira ordem

e Apresentamos o conceito de familia de curvas planas indexada por um

parametro.

e Definimos solugoes gerais e solugoes particulares de equagoes diferenci-
ais ordinarias de primeira ordem com a ajudo da nocao de familia de

curvas indexadas por um parametro.

e aprendemos a calcular familias orogonais a familias de curvas planas

dadas.

Avaliacao

Procuramos nesta aula, comecar a “arrumacao da casa”, percebendo
que diversas nogoes que estivemos empregando mais ou menos livremente
carecem de uma definicao adequada. Nao examinar criticamente as nogoes
envolvidas pode nos deixar sem o necessario embasamento teérico,o que pode
inclusive acarretar erros no processo de analise de equacoes e busca de suas

solugoes.

Estamos s6 no comeco dessa tarefa de fundamentacao. E uma parte
bastante béasica na nossa formacao como profissionais da Matematica.
A aula prosseguiu em torno da questao das solugoes gerais de equagoes

diferenciais ordindrias de primeira ordem.

Foi introduzido de maneira coerente o tépico classico das familias de
curvas indexadas por um parametro e estabelecida sua relagao com as equacoes

diferenciais de primeira ordem.

Ao contrario do que nossa intuicao e nossos primeiros exemplos po-
deriam sugerir, uma equagao diferencial pode ter outras solugoes além da

solucao geral. Como pode também ter muitas solucoes gerais.

O melhor ¢ falar em uma solucao geral de uma equagao.
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Aula 10 — Equacoes Exatas e Fatores de

Integracao

Objetivos

1) Definir equagoes diferenciais fechadas e exatas e dar uma condigao

necessaria e suficiente para que uma equagao seja exata em uma regiao
2) Obter solugoes de equagoes exatas

3) Transformar equagbes que nao sao exatas em equagoes localmente

exatas através da multiplicacao por fungoes convenientes.

Introdugao

Sob condigoes apropriadas, utilizando o Teorema da Fungao Implicita,
podemos destacar trés classes no conjunto das equagoes de primeira

F(x7 Y, y/) =0
y=f(z,y) (I)
F(z,y,y) =0 z=[f(y,y) (I1)
y' = fw,y) (I11)

Intuitivamente a classe (1) corresponde as equagoes, obtidas da equagao
geral, ao tirar o valor de y em termos de z e de 3'. Nem sempre podemos
fazer isso; e mesmo quando podemos, em geral s6 é possivel numa vizinhanca
limnitada’.

Observagoes semelhantes valem para as equagoes dos tipos (1) e (I11).

Podemos aplicar as duas primeiras sub classes de equagoes o método de
substituicao e derivacao, que consiste em fazer a substituicao y’ = p e derivar

as equacoes resultantes, ora com respeito a x, ora com respeito a y)

Assim,

"vocé é convidado a rever o Teorema da Funcdo Implicita
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- derivando a equacao (I) com relagao a z, obtivemos

of ofdp
ot pas =P (10.1)

Apo6s uma manipulacao simples, chega-se a

af af\ dp
(o) ()i, 0o
—_—

- derivando a equacao (/) com relagdo a y, obtivemos

af 1) af dp
(8y p dp dy (10:3)
——

M(y,p) N(y,p)

Nesta aula, vamos nos dedicar as equagoes da forma

dy
M N — =0.
(z,y) + N(z,y) -
Observagao: até as equagoes de tipo (/1) podem ser postas nesse formato.
Atividade 10.1
Mostre como uma equacao da classe (I11) pode ser escrita sob a forma

dy
M N 2 =0
(@,9) + N(z,y)
Solugao:
Equacoes Fechadas e Exatas
Suponha que
p(z,y)=C
define solucoes de
M(z,y) + N(z,y)y’ =0 (10.4)
implicitamente.
Isto é, para toda solugao v,
p(z,y(x)) =C.
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Dai J p
P y(e)) = —C=0.
Mas entao,
dp  Opdy
—+—=——=0 10.5
Oor  Oydx ( )

Comparando (9.5) com (9.4), vemos que ¢, =M e 0y, = N.

Definicao 10.1

A equacao
M(z,y)+ N(z,y)y =0 M,N:UCR*—R

é ezata na regiao U se existe uma fungao ¢(x,y) definida em U tal que

para todo (z,y) € U

ou(r,y) = M(z,y) e @u(z,y) = N(z,y).

A fungao ¢ é chamada de funcao potencial para a equagao.

Exemplo 10.1
A equacdo 3z2y + 8xy? + (23 + 822y + 12y2)3—i = 0 é exata, pois existe p(r,y) = 23y +
4x%y? + 4y3 tal que
0r =32%y +8xy? e ¢, =2+ 8z%y + 12y?
Exemplo 10.2

Toda equagao diferencial separavel dy/dz = f(x)/g(y), é exata.
Tome p(x,y) = — [ f(x) dz + [ g(y) dy.

Mas como saber se existe existe uma tal funcao ¢?

A resposta mais direta seria: exiba uma ¢(z,y). Mas issso ja seria
resolver a equagao, e o que estamos querendo saber é se é possivel saber se a

equacao tem solugoes (sem ter de resolve-la a priori).

Defini¢do 10.2
A equacao

M(z,y) + N(z,y)y =0 M,N:UCR*—R
é fechada na regiao U se em todo ponto (z,y) € U

My(xa y) = N:c(xv y)
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O seguinte resultado é facil de constatar :

Teorema 10.1

Se uma equacao
M(z,y)+ N(z,y)y’ =0  onde M, N :U C R* — R

sao duas vezes continuamente derivaveis, é exata na regiao U entao ela

é fechada em U.

Demonstragao: Usando o teorema de Schwarz sobre a igualdade de deriva-
das parciais mistas de func¢oes duas vezes continuamente derivaveis, sempre
que as solucoes sao dadas por ¢(z,y) = C valem ¢, = M e ¢, = Ne
como a fungao ¢ é duas vezes continuamente diferenciavel, entao

My = Pay = Pyz = N,.

Assim,

3 ¢ e as solugoes sao definidas por

o(r,y) =C

V(z,y) My(x,y) = Nao(z,9)

Para nés, a reciproca é especialmente importante:

Teorema 10.2

Se uma equagao
M(z,y)+ N(x,y)y =0 M,N:UCR? —R

¢ fechada em todos os pontos de uma regiao U entao ela é localmente

exata naquela regiao.

Questao: O que significa localmente exata?

Significa que, dado qualquer ponto (zg,yo) € U, existe um retangulo
R(zo,y0) C U e uma funcao ¢, 4,) que € solucao da equacao naquele retangulo
Ro.y0)-

Dizendo de outro modo: Podemos ter uma equagao

dy
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com M(z,y) e N(x,y) definidos numa certa regido U C R? sendo que a
condigao M, = N, vale em todos os pontos de U.

Para um certo ponto (xg,yo) € U, existe um retangulo retangulo Ry C
U e uma fungao g definida em R que é solugao da equacao.

Para um outro ponto (x1,y;) € U, existe um outro retangulo retangulo
Ry C U e uma fungao ¢; definida em Ry que também é solucao da equagao.

Mas nao é obrigatério que g = 1.

as solucoes podem variar de retangulo para retangulo

Comentario: O problema é que a regiao U pode conter lacunas que impe-

dem a definicao de uma funcao ¢ em todos os seus pontos.

Digressao:
Usando um pouquinho de Célculo podemos entender porqué é importante que nao

haja lacunas na regiao U:

d
Partindo da equagéo diferencial M (z,y) + N(z,y) dy = 0 constréi-se o campo de

i
vetores F(r,y) = (M(z,y), N(z,y)). Podemos calcular a integral de linha do campo F
ao longo de qualquer curva (continuamente derivével) contida em U.

Pois bem, fixado um ponto qualquer (x,yo) € U, para cada outro ponto (x,y) € U
podemos calcular a integral de linha de F' ao longo de uma curva ligando (o, yo) a (z,y):
(w,y)
/ F -ds O fato importante a lembrar é que se a regiao U nao contém lacunas, entao
(

Z0,Y0)
a integral de linha ndo depende da curva escolhida para ligar (zo,y0) a (z,y).

(2,y)
Conseqiientemente podemos definir uma funcao ¢(x,y) por ¢(x,y) = / F-ds
(z0,y0)

Esta fungao ¢ satisfaz & equagao diferencial M (z,y) + N(z,y) Z—z =0.

Mas veja, a propria ¢ sé fica bem definida se a regiao nao possuir “buracos”

Quando a regiao possui lacunas, o maximo que podemos fazer é, para cada ponto
(z0,y0) € U, escolher um pequeno retangulo R, contendo (xo, yo), € que esteja totalmente
contido em U (sem faltar um s ponto). Af, dentro deste retangulo, poderemos construir

uma solucao ¢.

Comentario: O préximo teorema afirma que equacoes fechadas sao exatas
em regioes “equivalentes” a retangulos. (R? pode ser pensado como um

retangulo de lados infinitos)
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Teorema 10.3

- Toda equacao fechada em um semiplano aberto é exata nele.
- Toda equacao fechada em R? ¢ exata (em R?)
- Toda equacao fechada em uma bola aberta é exata

- Toda equagao fechada em uma faixa infinita (veritcal ou hori-

zontal) é exata

Obtendo solugoes de equagoes exatas

Nota: Os resultados precedentes, nos dao condigoes (dependendo dos coefi-
cientes da equagao, e - em particular - da regiao onde eles estao definidos)

para sabar se uma equagao é exata, ou nao.

E como uma espécie de teste que realizamos com os coeficientes da
equacao.
Resta ainda calcular as fungoes potenciais para as equagoes que tiverem

passado no teste.

Neste curso, nao vamos utilizar integrais de linha para construir fungoes

potenciais.

Os exemplos a seguir nos dao um procedimento alternativo para obter

@. 8

Exemplo 10.3

dy x—y
de  x —y?

Solugao: M(z,y) = —(z —vy), N(z,y) =z —y>.

Entao

M,=1=N,

de modo que a equacao é fechada em R2. Portanto é exata.

Existe uma ¢(z,y) tal que p, = M e p, = N.

8Quando nao for definida explicitamente, a regido U é a maior regido onde as funcoes

M e N estao bem definidas e sao continuamente diferencidveis.
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pr=M=—-a+y = w(x,y):/[*w+y]dw+h(y)
.’L'Q
— w(m,y)=—7+yrr+h(y)

Ora, ¢, = N =z — %

d 2
Isto é = % + yx + h(y)} é igual a x — y2. Assim,
Y
a+h(y) = o~y
de onde concluimos que h/(y) = —y? e portanto
3
h(y) = —% +C
Entao ) 5
T
plr,y) = -5 +y - % +C

E as solugoes da equacao dada sao definidas por
2 Y
- - = +C=C
2 +yx 3 +Ch 2

ou (englobando as duas constantes numa s6)

22 v
_z 4 _c
3 T
Exemplo 10.4
Resolva
(2z sen y + e®cos y) dx + (2% cos y — e® sen y) dy = 0, y(0) =7/4

Solugao: M(x,y) = 2x sen y+ e*cos y e N(z,y) = 2% cos y — €% sen y
M, =2z cos y — e®sen y = N,, portanto a equagao é fechada em R?, logo é exata.
Existe uma p(x,y) tal que o, = M e ¢, = N.

¢y, =N = 2? cos y — €” seny:><p(x,y)=/[x2 cos y — e” sen y| dy + g(x)

o(x,y) = 22 sen y + e® cos y + g(x)

Ora, v, = M = 2x sen y + e*cos y.

d
Isto é . [xz sen y+e* cos y+ g(x)] é igual a 2z sen y + e"cos y. Assim,
T
21 sen y + e“cos y + ¢'(x) = 2x sen y + e*cos y
de onde concluimos que ¢'(xz) = 0 e portanto

g(z) = C1
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Entao as solucoes ficam definidas por

z? sen y+e® cos y=C

E como y(0) = w/4,
02 sen m/4 4 e%cos T/4 = C

logo C' = 2/v/2 E assim a solugao ¢
2% sen y + e® cos y = 2/V2
Obs.: No primeiro exemplo partimos de ¢, = M e integramos com relagao

a z. No segundo, partimos de ¢, = N e integramos com relagao a y. Os dois

procedimentos sao equivalentes.

Fatores de Integracao

Reconsideremos por um instante a equacao linear de 1* ordem, nao

homogeénea: y' + f(x)y = g(r), que vamos reescrever como

[f(x)y — g(2)] +\]1('y’ =0

Temos
M, = f(x) ao passo que N, =0

e a equacao nao ¢ exata.

Todavia, multiplicando-a por

p(x) = el I@) d

a equagao se torna

e 1) 4 ([f(x)y — gl@)| + /1D 2y =0
N

/

M

a qual , como se vé facilmente, é exata.

Entao 3 p(z,y) tal que

po= el B ([f@)y - g(o)]  (+)

o= T4 ()
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Dai ,
o) = [T S fw)y - o)) do+ by
= /e-f f@) de f(2) da — /ef 1@z (1) da 4 h(y)
4 of f(@)dz
= yel I@dz _ /ef 1@ g(2) dz + h(y)
Logo

d ,
™ [yef flads _ / el 1% () du + h(y)] — el 7@ b (y)

E como, de acordo com a eq. (**), ¢, = el 1) dr “entdo b/ (y) = 0.

Assim
p(x,y) = yel 1% — / el 0% g(2)de + Cy

e as solucoes sao dadas por

p(x,y) = yel /= — / el 1O g(z)de = C,

isto é

y = oI @) [ / e 1 g () g 4 C}

exatamente como antes.

Questao: Dada a equagao
M(z,y) +N(z,y) y' =0,
existe p(x,y) ndo identicamente nula tal que

p(x,y) - M(z,y) +p(e,y) - N(z,y) y' =0

seja exata?

2X8 CEDERJ
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Resposta: Caso exista uma tal funcao, que chamamos de fator de inte-

gracao, teremos
ou seja

1
= (N = Mpy) = M, - N, (10.6)
1

Comentario: A equacao acima é uma equacao diferencial parcial, pois en-
volve derivadas parciais de p(z,y). Nem sempre sua solugao é simples. En-
tretanto, em muitas situacoes, é possivel obter um fator de integracao, como

mostram os exemplos a seguir:

Exemplo 10.5

Suponha que p seja funcdo de x somente. Neste caso p,, =0, e a equacdo (14.6) se reduz

a
1
_N,U/r:My_Nr
m

Dai
P My - N:L
—_— =" 10.7
m N (10.7)
o que nos mostra que o lado direito é fungao sé de x.

M, — N

Reciprocamente, se £ é fungdo somente de z Entdo a equagio M (z,y) +

N(z,y)y" =0 tem fator integrante dependente s6 de x, dado por

M, — N.
:ef yN - dzx

()

Prova:Basta verificar que

My—Ng

My —Ng
of TR M(a,y) el TR Nz, y)y =0

é exata. Com efeito:

0 My Ny g My Ny 4o
8_y<ef N d .M((L'7y)):ef N d My

(pois o expoente é fun¢ao somente de z).

Por sua vez

15 My —Ng My —Ng M. — N, My —Ng
%(efdezN(x’y))zefdez%Nﬁ»e‘r yN dz._]\/vm

My—Ng
— oS TF A g

y |
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Exemplo 10.6
Considere a equagao
(2®y —2)y +y =0
Temos M (z,y) =y, N(x,y)= 2%y —z. Logo
M, - N, -2

N x

—2 dx 2

Entdo p(z) = el =5 =272
De fato, multiplicando a equagao por p obtemos uma equagao exata (exercicio).

Exemplo 10.7

N, — M,
Se —= Y ¢ funcdo somente de y, a equacio M (z,y) + N(x,y)y’ = 0 tem um

fator integrante fungao somente de y, dado por

Ng — M,
J = dy.

ply) =e
Exemplo 10.8

Suponha que p seja fungao de z = zy . Entao

p(z, y) M (z,y) + p(z, y)N(z,y)y" =0

¢é exata se e sO se
pyN + pNy = paM + pM,
ou seja
He _ M, — N,
m yN —aM
o que mostra que o lado direito é fungao de z = xy.

revertendo o raciocinio:

M, — N,
Se —¥ %

yN —aM
integrante fungao de z, dado por

¢ fungao de z = zy a equacao M(z,y) + N(z,y)y’ = 0 tem um fator

My —Ng
w(z) = o v —anr 47
Exercicios

Exercicio 10.1

Resolva;
d
362y + 8ty? + (13 + 8%y + 12y2)d% =0  y@2)=1
Resposta: t3y + 4t2y? 4 493 = 56

Exercicio 10.2

Resolva;
483V et L2t 4 (e TV £ 2y)y =0 y(0) =1

Resposta: tte!™ +2 492 =1

2% CEDERJ
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Determine se as equacoes abaixo sao exatas ou nao. Calcule as solucoes das

exatas:
) dy ar+by
VA _— =

de  br+cy

. x dx y dy
it) 2 23/2+ 2 213/2
(22 +y?) (22 +y?)

it1)  (ye™cos 2x — 2e™sen 2x + 2x) dx + (ze™cos 2z — 3) dy

Exercicio 10.4

Determine o valor de b para o qual a equagao
(zy? + br*y) dx + (z + y2®) dy = 0

¢ exata. Resolva a equagao para aquele valor de b.

Exercicio 10.5

Determine as solucoes de :

a) 2e—y+1)der—(x+3y—2)dy=20
Resposta: 212 — 2zy + 22 —y* + 4y = k

1
b) ycosxy—i—l} dzr + [I cos zy + 2\/x + —Big| dy =0
Vi Y

Resposta: sen zy + 2y/z +Iny=C

¢) (3z% + 6xy?) dx + (62%y + 4y®) dy = 0
Resposta: 23 + 322y + y* = C

2 2_32
d) = de+ L= dy =0
Y )
2
1
Resposta: r _l_¢
Y Yy
x dy+y dx
d dy =
e)xdr+ydy 2y

Resposta: (22 +y?)* —dry =k

f) 1+ysenx)de+ (1 —cosx)dy=0
Resposta: © —y cos x +y =C

CEDERJ




Equacbes Exatas e Fatores de Integracdo

MODULO 1 - AULA 10

g) [sect-tgt—w]dt+[secw-tgw—t+2] dw=0
Resposta: sec t — wt + sec w + 2w = C'

d
h) 2t sen y + yPet + (t* cos y + 3y26t)d—g; =0
Resposta: t?sen y + y3et = C

Exercicio 10.6

Determine fatores integrantes para as seguintes equagoes:

a)(zdy —2*) + 2y =0

Resposta: p = 1/zel™)/3

by dx + (yelz — y*) dy =0
Resposta:y = 1/ye®’

o)y cos v —tg x| dv + sen x dy =0

Resposta: p = cossec® x

Exercicio 10.7

Verifique que p(z,y) = — € um fator de integragao para
x

22y3 + (1 +y?)y = 0.
A seguir “integre” a equagao.
Resposta: 22 — 1/y* +in y* =C

Exercicio 10.8

Resolva:

dy 3z%Inaz+22—vy
A 1) =5
T y(1)

T
Resposta: x(3y — 2* In 2 + 2?) = 16

Exercicio 10.9

Determine as solugoes das equagoes
(3z* —y*)y — 22y = 0

(2 —ay)y' + (xy —1) =0

Exercicio 10.10

Calcule uma fungao f tal que A(z,y) = zy seja um fator integrante da
equagao (2y? — 6zy) dz + (3zy + f(z)) dy =0

Resposta: f(z) = —42” + C= constante
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Resumo

Nesta aula abordamos as equagoes diferenciais da forma M (z,y) +

d
N(z,y) d_y = 0, para as quais procuramos solucoes determinadas por fungoes
x
potenciais o(x,y).
Quando tais fungoes potenciais existem, dizemos que a equagao M (x, y)+

d
N(z,y) % = (0 é exata. Existem procedimentos padronizados para construir

fungoes potenciais para equagoes exatas.
Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que uma equagao M (z,y) +

d
N(z,y) Yo seja exata num retangulo é que M, (x,y) = N,(z,y) em todos

os pontos do retangulo.

Se vale a condicao My(x,y) = N,(z,y) em todos os pontos, a equagao

¢é dita ser fechada.

Em muitos casos, multiplicando uma equacao que nao é fechada por
uma funcao conveniente u(z,y), ela se torna uma equagao fechada. Nestes
casos, se a regiao é um retangulo (ou uma bola aberta, ou o plano todo) a
equacao multiplicada é uma equacao exata. Se a regiao contém lacunas, a

equacao se torna apenas localmente exata.

Avaliacao

Para encerrar esta aula, precisamos responder as seguintes perguntas:
“Toda equagao M (x,y) + N(z,y)y = 0 admite um multiplicador?”

“Existe algum procedimento pratico para calcular multiplicadores para
uma equagao?”

Repare que, se as respostas forem afirmativas, entao, pelo menos em
principio, temos um técnica geral para resolver equagoes diferenciais local-
mente: basta calcular o multiplicador adequado e achar a funcao potencial

correspondente.

Todavia o melhor resultado que temos ¢é o seguinte:

Teorema 10.4
Se as fungoes M e N possuem derivadas parciais continuas em todos
os pontos da regiao U, e se N(zg,y0) # 0 em U entao existe um fator

integrante numa vizinhanga de (g, yo).

No préoximo médulo, iniciaremos o estudo de uma classe de equacoes -
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as lineares -, para as quais (usando o Teorema de Cauchy, é claro) pode-se
mostrar que sempre existem solucoes gerais, nao existem solucoes singulares,
e todas as solugbes gerais sao equivalentes entre si (qualquer solug¢ao parti-
cular de uma das solugoes gerais ¢ também solucao particular de qualquer
outra solugao geral, com outras constantes.Isto é, no minimo, supreendente).
Para culminar, tais equacoes sao extremamente freqiientes e de enorme im-

portancia nas aplicacoes.

MODULO 1 -
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