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Modulo 1

A Integral Definida

O principal objetivo deste médulo é o estudo da integral definida de
fungoes reais definidas em intervalos fechados e limitados, com énfase no
caso em que as fungoes consideradas sao continuas. O resultado central aqui
apresentado é o Teorema Fundamental do Calculo para fungoes continuas, o
qual permite a obtencao da integral definida de certas fungoes de maneira
automatica. Enfatizamos também como a integral definida é uma ferramenta

importante para o célculo de areas de regides planas.

Usamos a integral definida para introduzir, de maneira rigorosa, a

funcao logaritmica, cujas propriedades basicas sao discutidas detalhadamente.

Finalmente, definimos a funcao exponencial como a inversa da funcao lo-

garitmica e discutimos detalhadamente as suas propriedades basicas.
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A integral definida. Motivacdo.

| MODULO 1 - AULA 1

Aula 1 — A integral definida. Motivacgao.

Referéncias: Aulas 1 e 2 de
Célculo 1.

Objetivos
Compreender um argumento, de carater geométrico, que permitira cal-

cular a area de certas regioes planas.

Consideremos uma fungao f : [a,b] — R continua em [a,b] e tal que
f(z) > 0 para todo = € [a,b]. Vamos discutir a seguinte pergunta:
Como calcular a area da regiao R compreendida entre o grafico de f, o

eixo das abscissas e as retas x = a e x = b7 (Ver a Figura 1.1).

Figura 1.1

Por exemplo, se f : [0,2] — R é definida por f(x) = 1 para todo
x € [0, 2], entao os nossos conhecimentos de Geometria Plana nos dizem que
a area da regiao compreendida entre o grafico de f, o eixo das abscissas e as

retas v =0 e x =2 ¢é2 (ver a Figura 1.2).

Figura 1.2

Os nossos conhecimentos de Geometria Plana também nos garantem
que se f:[—1,1] — R é definida por f(x) = |z| para todo x € [—1, 1], entao

CEDERJ
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a area da regiao compreendida entre o grafico de f, o eixo das abscissas e as

retas t = —l ex =1¢1 (ver a Figura 1.3).

A

-1 1

Figura 1.3

No entanto, a Geometria Plana é insuficiente para responder a nossa
pergunta no caso geral. Por exemplo, seja f : [0,1] — R definida por
f(z) = 2* para todo x € [0,1] e consideremos a regiao compreendida en-

tre o grafico de f, o eixo das abscissas e a reta x = 1 (ver a Figura 1.4).

Figura 1.4

Nao ha, na Geometria Plana, ferramenta que nos permita calcular a
area da regiao indicada. Para tentar atacar o problema, vamos usar o pro-

cedimento que passaremos a descrever a partir de agora.

Para cada inteiro n > 1, dividamos o intervalo [0, 1] em n subintervalos

n—1
[ n ’1:|’
cada um deles possuindo comprimento % Observemos que se n = 2 teriamos

iguais, obtendo assim os intervalos [0, ﬂ, [%, %},..., [”7_2, ”T_l}

os intervalos [0, %} e [%, 1}, se n = 3 teriamos os intervalos [O, %}, [%, %} e
[%, 1}, se n = 4 terfamos os intervalos [0, ﬂ, [i, ﬂ, [%, %] e [%, 1}, e assim

por diante.




A integral definida. Motivacdo.

Para cada inteiro n > 1, vamos definir trés numeros, T,,, U, e V,,, da

seguinte forma:

N IO I Y )
n n n ~ n
1 n
s IE) IG) m )
n n n —~ n
e
oo ) J) | fe) S §S)
n n n n —~ n
onde t; € [0,%], ly € [%,%}, vy tp1 € [%,%} et, € ["T_l,l} sao

tomados de maneira arbitraria.

Antes de prosseguir, observemos que os numeros 71, U, e V,, tém um

significado geométrico bastante simples. De fato, para cada k = 1,...,n,

f (5 k1

o numero ——"~ representa a area do retangulo de base [— —} e altura

k
M representa a area do retangulo de base [ L ﬂ
n
f(tx)
n

altura f(t). Assim, cada um dos nimeros T}, U,, e V,, representa a soma das

f (%), 0 numero

representa a area do retangulo de base [*=1, £]

altura f (%) e 0 numero
areas dos retangulos que acabamos de mencionar. Por exemplo, os niimeros
Ty, Uy e V, representam as areas das regioes hachuradas nas Figuras 1.5a,
1.5b e 1.5¢, respectivamente, enquanto os nimeros Ty, Ug e V5 representam as
areas das regioes hachuradas nas Figuras 1.6a, 1.6b e 1.6¢, respectivamente.
E f4cil observar que Ty, Ug e Vg sao uma melhor aproximacao para o valor
da area procurada do que Ty, Uy e V4. Veremos, a seguir, que esta afirmacao

é menos ingénua do que possa parecer.

| MODULO 1 -

AULA 1
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CALCULO Il |

. y

t t t t 1
1 1/4 > 12 3 3/4 4

()

Figura 1.5

18 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 1 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 1

(a) (b)

O T us ty 28 1338 iy 48 (558 ig68 78 tg 1

(c)

Figura 1.6
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MODULO 1 -
Notemos que, como t; € [%, %] para k = 1,...,n e como f é cres-
cente, entao
k—1 k
() e =s ()
n n
para k = 1,...,n. Conseqlientemente,

isto é,

Notemos ainda que, para cada inteiro n > 1,

3 IO S (S )

k=1 k=1

=
I
3
~
—~
S =
~
I
(]
2y

2 1 n )
e <Z’“ '
k=1 k=1 k=1

Facamos agora um parénteses para provar que

ik2:12+22+-~-+n2:n(n+1)(2n+1)
6
k=1

para todo inteiro n > 1.

Para isto, vamos usar o principio de inducao finita. E claro que a
afirmacao acima é valida paran = 1. Seja m um inteiro positivo e admitamos

a afirmacao verdadeira para m, ou seja, suponhamos que

D(@2m + 1
12492 4o o2 = P é(mJ“ ),

AULA 1

CEDERJ
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Entao

1)(2m+1
24224+ +m?+ (m+1)?2 = mim + >(m+ )+(m+1)

m(2m + 1

L 1)) =

2m? +m+6m—|—6)

(m+1) (
(m+1) (

_ (m+1) (Qm +7m+6)
(m+1) (

(m+2)( 2m—|—3))

(m+1)(m+1)+1) 2(m+1)+1)
G .

Isto mostra que a afirmacao é valida para m + 1. Pelo principio de

inducao finita a nossa afirmacao é valida para todo inteiro n > 1.
Em vista do que acabamos de provar, segue que
1 - 2 L 2
T, = — (D (k=12 = Z(12+ - +((n-1)?) =

n3 n
k=1

m=1((n—1)+1)2(n—-1)+1) _
6n3

n(n—1)(2n—1) _
6n3

on® —3n2+n

6n3
e
ZkQ nn+1)(2n+1)  2n®+3n%+n
6n3 B 6n3

para todo inteiro n 2 1. Logo,

2n3 — 3n? 2 1
1ian:hmm:_:_

n—00 n—00 6m3 6 3
¢ 2n3 4+ 3n? 2 1
lim U, = hmw:_:_‘
n—oo n— oo 67”L3 6 3
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| MODULO 1 - AULA 1
E, como T,, <V, < U, para todo n > 1, podemos também afirmar que

lim V,, =

3
!
3
Ll =

Em resumo, acabamos de mostrar que

lim 7,, = lim U, = lim V,, = 1
n—oo n—oo n—od 3

Isto significa que, para n suficientemente grande, os nimeros 7,,, U,, e V,,
estao bem proximos de % Ou, em outras palavras, se dividirmos o intervalo
[0, 1] em subintervalos de comprimento % bem pequeno, as somas das areas
dos retangulos obtidos das trés maneiras mencionadas anteriormente, que
sao precisamente os numeros 1), U, e V,,, estarao bem préximas de % Seria
natural admitir que a area procurada valesse % Na proxima aula veremos que
é este precisamente o caso e que, a bem da verdade, o argumento utilizado
se aplica a qualquer fun¢do continua f : [a,b] — R tal que f(z) > 0 para
todo = € [a, b].

Finalmente, cabe mencionar que nesta aula também tivemos a oportu-
nidade de preparar o terreno para introduzir a nocao de integral definida, a
ser estudada a partir da préoxima aula.

Resumo

Nesta aula voce foi apresentado a um argumento que permitira calcular

a area de certas regioes planas.

Exercicios

1. Mostre, por inducao, que
4 3 2
n n n
13 23 L. 3 - o o
+2 4t = b

para todo inteiro n > 1.

2. Seja f(x) = 2 para todo x € [0, 1] e considere as seqiiéncias (T},), (U,)
e (V,,), onde

O At IS o F BN o (U3

k=1 k=1 k=1

(e [0.1] tae [12]. o tay €[22, 2] et € [221]).

CEDERJ
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CALCcULOll |

Mostre que
lim 7, = lim U,, = lim V,, =

1
n—oo n—oo n—~o0 4

2

Sugestao: Raciocine como fizemos para a fungao f(x) = x*.

Auto-avaliagao

Nesta aula discutimos a idéia na qual repousa a nog¢ao de integral defi-
nida. Como esta nocao desempenha um papel central em tudo o que veremos
a seguir, sO passe para a proxima aula apos fazer o segundo exercicio pro-

posto.

CEDERJ
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MODULO 1 - AULA 2

Aula 2 — A integral definida.

Referéncias: Aulas 2 de
Objetivos Caleulo T e 1 de Céleulo IL.

e Compreender a nocao de integral definida.

e FEstudar algumas propriedades da integral definida.

Nesta aula, apoiados no germe lancado na aula passada, vamos intro-
duzir a nogao de integral definida de uma funcao real cujo dominio é um

intervalo fechado e limitado e cuja imagem é um conjunto limitado.

Inicialmente, lembremos que um subconjunto nao vazio T' C R é limi-
tado quando existem m,M € R (ndo necessariamente em T') tais que
m<t< M paratodot eT.

O teorema de Weierstrass, visto na aula 7 de Célculo I, nos garante que
se f : [a,b] — R é continua em [a, b], entao sua imagem f([a,b]) = {f(x); = €
[@,b]} € um conjunto limitado. Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866),
notavel matematico alemao,
Defini¢do 2.1 Suponhamos a < b e seja f : [a,b] — R tal que f([a,b]) é professor em Géttingen, foi

uma das figuras centrais da

um conjunto limitado. Para cada inteiro n > 1, consideremos os pontos Matemdtica 1o séeulo XIX

a=T0 <1 < Ty < < Tpog<xp_q1 <z, =>btals que x —xp_1 = ”’T‘l Riemann foi um dos
A . 3 fundadores da Teoria das
para k = 1,...,n e tomemos arbitrariamente pontos ty,ts,...,t,_1 e t, tais Funcdes Analiticas, mas
que t, € [z, x1], t2 € [x1, 23], ... , th1 € [Tn_2,Tn_1] € ty € [Tp_1, 2] também fez importantes
. ~ contribuicoes & Geometria, a
Consideremos entao a soma Teoria dos Nimeros & &
Fisica Matematica. Ele
Sn = f(tl)(xl - 1'0) + f(tg)([[’g - .1'1) et formulou a hipdtese de
4.+ f(tn—l)(xn—l _ xn—?) + f(tn)(xn _ xn—l) — Riemann, conjectura a

respeito da funcao zeta que

n n b—a b—a n . PR
_ Z f(tk)(xk: _ xk:—l) _ Z f(tk) _ (Z f(tk:))u continua em aberto até hoje
k=1 k=1 k=1

n n e que, se provada, daria
informagoes importantes

usualmente conhecida como uma soma de Riemann de f em [a, b]. sobre a distribuigdo dos

numeros primos.

Notemos que, se f(z) > 0 para todo = € [a, b], entdo S, representa a
soma das areas de n retangulos (o primeiro de base [z, z1] e altura f(t1), o
segundo de base [x1, 23] e altura f(ts), ..., o penultimo de base [z, _2, T, 1]
e altura f(t,_1) e o ultimo de base [z,_1, z,] e altura f(t,)), como indicamos

na Figura 2.1.

CEDERJ
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Pode-se provar que S, caso
exista, é tnico.

As notagoes f; f(t)dt,

f: f(s)ds, ff f(u)du, ... sdo
também usadas para
representar a integral de f
em [a, b].

CEDERJ
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\/

Xnz trHX n-1 tn b

Figura 2.1

Se existir um ntmero real S tal que lim S,, = S, para toda seqiiéncia

n—oo

(Sp) assim construida, diremos que a funcdo f é integrdavel em |a,b] e escre-

vemos ,
S = / f(z)dz.

b
O ntmero [ f(x)dz é dito a integral (ou a integral definida) de f em

la,b]. Ele também ¢ conhecido como a integral de Riemann de f em [a,b].

b a
Se a > b, definimos / flx)dx = — / f(z)dz. Definimos, ainda,
a b

/a " f@)de = 0.

Na aula anterior consideramos as somas

/) ~ /()
=1 k=1

n
J(tx : L es . :
e V, = E Q as quais, como é facil notar, sao somas de Riemann da
n
k=1

fungao f(x) = z? no intervalo [0, 1]. Admitindo, por um instante, a integra-

bilidade de f em [0, 1] (ver o teorema a seguir), terfamos

n—oo n—oo n—oo

1
/ 2?dr = lim T, = lim U, = lim V,,
0

em vista da Definicao 2.1. Por outro lado, vimos na referida aula que os
nimeros 7T,,, U, e V,, se aproximam da area compreendida entre o grafico de
f, o eixo das abscissas e a reta x = 1 a medida que n cresce. Isto motiva a

definicao a seguir.




A integral definida.

Defini¢do 2.2 Seja f : [a,b] — R uma fungao integravel em [a,b] tal que
f(z) > 0 para todo x € [a,b]. Definimos a drea da regido compreendida

entre o grafico de f, o eixo das abscissas e as retas © = a e x = b como sendo

b
onﬁmero/ f(z)dz.

Por outro lado, se f : [a,b] — R é uma fungao integrével em [a,b] e
f(z) <0 para todo = € [a, b], definimos a drea da regiao compreendida entre

o grafico de f, o eixo das abscissas e as retas © = a e x = b como sendo o

néimero — < / ’ f(x)dx).

Um resultado muito importante, cuja demonstragao sera vista na dis-
ciplina de Anélise, é o seguinte
Teorema 2.1
Se f : [a,b] — R é continua em [a, b], entao f ¢ integravel em |a, b].

Mais geralmente, é possivel provar que se f : [a,b] — R possui imagem
f([a,b]) limitada e é continua, exceto em um ndmero finito de pontos de

[a, ], entao f é integravel em [a, b].

Exemplo 2.1
Seja f : [0,1] — R definida por f(x) = x* para todo x € [0,1]. Como f ¢é

continua em [0, 1], o Teorema 2.1 nos garante que f é integravel em |0, 1].

Logo, pela Definicao 2.1,

1
/ z?dr = lim S,,
0

n—o0o

para qualquer seqiiéncia (S,) de somas de Riemann de f em [0,1]. Em

particular, como lim V,, = %, segue que

1
1
/ 22dr = =.
0 3

Portanto, a drea da regiao compreendida entre o grafico de f, o eixo

1

das abscissas e a reta v = 1 ¢ 3, respondendo assim a pergunta formulada

na aula anterior.

Exemplo 2.2
Seja f : [a,b] — R definida por f(z) = ¢ para todo = € [a,b]. Entao

/abf(x)dx ~(b—a).

MODULO 1 -

AULA 2

CEDERJ
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Notemos que a integrabilidade de f segue imediatamente do Teorema
2.1. Mas, neste caso, ela pode ser provada facilmente, como veremos a seguir.

De fato, para cada inteiro n > 1, sejam a

= Ty < 1 < Iy <
v < Tpog < Tpoq < xp, = b como na Definigdo 2.1 e ty € [zx_1,zx] para
k=1,...,n. Entao

n

Su =Y flte)(m —a1) = Y e (w —ap1) = c (Zm —xH)) =

(21— @)+ (22— 22) &+ (Eat — n2) + (b— ) =

=c(b—a).

Portanto,

lim S, = ¢(b—a).

n—oo

Isto mostra que f é integravel em [a,b] e

/abf(x)dx _ /abcdx —(b—a).

No caso em que ¢ > 0, ¢(b — a) é precisamente a drea do retangulo de
lado [a, b] e altura ¢, que coincide com a &rea da regiao compreendida entre o
grafico de f, o eixo das abscissas e as retas x = a e z = b (ver a Figura 2.2).

Figura 2.2

Vejamos, agora, um exemplo de uma funcao que nao é integravel.

CEDERJ
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Exemplo 2.3

Seja f : [0,1] — R definida por f(z) = 0sez € QNI0,1] e f(x) = 1 se
z € (R—Q)NJ0,1]. Mostremos que f nao é integravel em |0, 1].

Com efeito, para cada inteiro n > 1, sejam 0 g < 1 < Tg <

< Tpeg < Ty < T, = 1 tals que z, —x,_, = % para k = 1,...,n

e tomemos pontos ty,tx’ € [xrp_1, x| tais que ty € QN [zp_1,zx] €ty €

(R—Q)N[zg_1, x| para k = 1,...,n (aqui estamos usando o fato importante
segundo o qual entre dois niimeros reais ha sempre um ntimero racional e um
nimero irracional). Como f(tx) =0 e f(tx') = 1 para k = 1,...,n, obtemos
1 n
= (3 7) =0
k=1
e
1 n
Sy = — te) ] =1
(X s
k=1
Portanto,

lim S, =0 e¢ lim S, =1.

n—oo n—oo

Assim, f nao ¢ integravel em [0, 1].

Na proposicao a seguir veremos algumas propriedades elementares da

integral definida.

Proposi¢ao 2.1
Sejam f, g : [a,b] — R duas fungoes integraveis em [a, b] e & um nimero real.

Valem as seguintes propriedades:
b
(a) se f(x) > 0 para todo z € [a,b], entao / f(z)dx > 0;

(b) a funcao af é integravel em [a,b] e

[@neie= [ as@a=a [ @

¢) a fungdo f + g é integravel em [a,b] e

/ab(f + g)(z)dx = /ab(f(x) +g(z))dx = /abf(w)dw + /abg(x)dx.

CEDERJ
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Demonstragdo: Provaremos (a) e (b).

Inicialmente, provemos (a). Com efeito, para cada inteiro n > 1, sejam
a4 =290 <X < Ty <+ < Tp_og<Tp_1<ax,=>como na Definicao 2.1 e

ty € [rx_1,zx] para k =1,... ,n. Entao

S, = b;“(éf(tk)) >0,

pois f(tx) > 0 para k = 1,...,n. Portanto, pelo Exercicio 2(a), da aula 11

de Calculo I, obtemos

n—oo

b
lim S, >0, ouseja, / f(z)dx > 0.

Agora, provemos (b). Com efeito, para cada inteiro n > 1, sejam

a4 =290 <X < Ty <+ < Tp_og<Tp1<ax,=>0como na Definicao 2.1 e
ty € [Tg—1,zx] para k =1,...,n. Definamos
L ob—a (<
S =—( D_(af)(ts) ).
k=1
Entao
b—a (< b—a [ <
S, = ( af(tk)) = a( (Zf(tk))) = as,,
" k=1 " k=1
onde S,, = b-a zn:f(t ) | . Portanto
n — n e k . ;

lim S, =« < lim Sn> = a/b f(z)dx.

n—oo n—o0

Isto mostra que af é integravel em [a,b] e

/ab(af)(af)da: = /ab af(z)dr = Oé/abf(x)dx.

Fagamos, agora, um comentario a respeito da nocao de area. Para uma
fungao f : [a,b] — R integravel e tal que f(z) > 0 para todo = € [a, b], defini-

mos a area da regiao compreendida entre o grafico de f, o eixo das abscissas

b
e as retas ¢ = a e x = b como sendo o nimero / f(z)dz. Acabamos de ver,
a

b
na Proposigao 2.1(a), que, sob as condi¢bes mencionadas, / f(z)dz > 0.
a
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Assim, a referida area é um numero maior ou igual a zero, como seria de

se esperar.

Por outro lado, para uma fungao f : [a,b] — R integravel e tal que
f(z) <0 para todo z € [a, b], definimos a drea da regiao compreendida entre

o grafico de f, o eixo das abscissas e as retas r = a e x = b como sendo

b
— (/ f(x)dx). Mas, pela Proposigao 2.1(b), —f ¢ integravel em [a,b] e

[ cowar=—([ ).

Como (—f)(x) = —f(z) > 0 para todo = € [a,b], a Proposicao 2.1(a)

nos garante que
b
| hn@as o
a
Assim, a referida area é um numero maior ou igual a zero, como seria
de se esperar. Como conseqiiéncia imediata do Exemplo 2.2 e da Proposicao
2.1(c), obtemos:
Exemplo 2.4

Se f:[a,b] — R é integravel em [a,b] e ¢ € R, entdo a funcdo g : [a,b] — R,

definida por g(z) = f(z) + ¢ para todo z € [a, b], é integravel em [a,b] e
b b b
/ g(x)dr = / (f(x) +c)dx = / f(z)dx + c(b—a).

Exemplo 2.5

Se f, g : [a,b] — R sao integréveis em [a, b] e f(x) > g(z) para todo = € [a, ],

[ rwar [ g

De fato, pela Proposigao 2.1(b),(c), f —g = f 4+ (—g) é integravel em
la,b]. E, como (f —g)(z) = f(z) — g(x) > 0 para todo x € [a,b], segue da

Proposigao 2.1(a) que

entao

/ (f — g)(x)d > 0.

Mas,
b
a

o< [ o= [0 - gwpar = [ e~ [ g

Portanto,
b b
/f(w)dxz/ g(x)dx.

| MODULO 1 -
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Na proxima proposi¢ao enunciaremos um resultado que nao sera demons-

trado neste curso.

Proposicao 2.2
Sejam f : [a,b] — R integrdvel em [a,b] e a < u <b. Entao f|, , (arestrigao

de f a[a,u]) é integravel em [a, u], f |[u7b] (arestricao de f a [u, b]) é integravel
b u b
/ @)z = / f(a)de + / f(w)de.

Definamos f [072] — R por f(.%') =2>+1sex € [0,1] e f(x) = 2 se

em [u,b] e

Exemplo 2.6

2
x € [1,2] (o gréfico de f é esbogado na Figura 2.3). Calculemos / f(z)dz.
0

Figura 2.3

De fato, como f é continua em [0,2], entdo f é integravel em [0, 2].

Além disso, pela Proposicao 2.2,

/02 f(x)dx = /01 f(z)dx + /12 f(z)dx.

Mas, pelo que vimos nesta aula,

4

1 1 1 1
/Of(x)dx:/o(ar2+1)dx:/o xde+1(1—0):§+1:§

2 2
/ f(z)dz = / 2dr=2(2-1)=2.
1 1
Portanto,

/2f(x)dx:é+2:—.
; 3

CEDERJ
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Resumo

Nesta aula voceé foi apresentado a nocao de integral definida e viu al-
gumas propriedades elementares da integral definida. O fato importante
segundo o qual toda fungao continua de [a,b] em R é integrével em [a, b] foi

também mencionado.

Exercicios

1
1. Calcule/ |x|dx .

1

2. Seja f(x) = —x? para todo z € [0,1]. Calcule a drea da regiao com-

preendida entre o grafico de f, o eixo das abscissas e a reta z = 1.

3. (a) Mostre, por inducao, que 1+ --- 4+ n = w para todo inteiro
n>1.
b bQ CL2
(b) Mostre que / xdr = PR

Sugestao: Vocé ja sabe que a funcao f(x) = = é integrdvel em [a,b],

pois ela é continua em [a, b]. Para cada inteiro n > 1, considere a soma

de Riemann S,, = b;&(gf(aJr@))

b a?
e mostre que lim S, = 53

4. Raciocine, como na aula 1, para mostrar que
b b3 3

a
2?dr = — — —.

a 3 3

b
5. Calcule/(x2+x+1)dx.

6. Seja f:[—1,1] — R definida por f(z) = —a?sex € [-1,0] e f(x) = 2?
1
se z € [0, 1]. Mostre que / f(z)dx = 0.
-1

7. Seja f : [a,b] — R uma fungao integravel tal que m < f(z) < M para
todo = € [a,b]. Mostre que

m(b—a) < / F@)dz < M(b—a).

CEDERJ
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Auto-avaliagao

Nos exercicios desta aula vocé teve a oportunidade de fixar a nocao de
integral definida e algumas de suas propriedades. Caso nao tenha conseguido
fazer todos os exercicios, releia a aula e depois tente novamente. Caso persista

alguma duvida, consulte o tutor no pdlo.

CEDERJ
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Aula 3 — O Teorema Fundamental do

Calculo.

Referéncias: Aulas 6, 7, 9,

Ob .eti o 10, 12 de Célculo I, e 2 de
J Vv Calculo II.

Iniciar o estudo do Teorema Fundamental do Calculo, que fornece uma
maneira simples de se calcular a integral definida de fungoes continuas defi-

nidas em intervalos fechados e limitados.

Na aula anterior vocé aprendeu que toda funcao continua f : [a,b] — R
é integravel. Entretanto, tendo em vista a complexidade da definicao, cal-
b
cular o nimero / f(z)dz pode nao ser simples, como ji ficou claro nas
a
duas aulas anteriores. Nesta aula iniciaremos o estudo de um teorema im-
b
portante que, em certos casos, nos levara ao nimero f(z)dz de maneira
a

automatica: o Teorema Fundamental do Célculo.

Comecemos enunciando uma proposicao cuja demonstragao sera vista

na disciplina de Analise.

Proposi¢ao 3.1
Se f : [a,b] — R ¢ integravel em [a,b], entao a fungao |f| : [a,b] — R é

integravel em [a, b]. Além disso,

/ab f(z)dz

Lembremos que, por
definicao, [f|(z) = |f(z)]

b b
S/ | f|(z)dx :/ |f(z)|dx. para todo € [a, b].

Exemplo 3.1
A reciproca da Proposicao 3.1 nao é verdadeira em geral, ou seja, podemos
ter | f| integravel sem que f seja integravel.

Realmente, consideremos a fungao f : [0.1] — R definida por f(z) = —1
sex € QN0,1] e f(z) =1sez € (R—Q)N][0,1]. Raciocinando como no
Exemplo 2.3, concluimos que f nao ¢ integravel em [0, 1] (faca os detalhes).
Entretanto, como |f|(z) = |f(x)| = 1 para todo z € [0, 1], entao a fungao |f|

¢ integravel em [0, 1].

Sejam a < be f:[a,b] — R uma fungado continua em [a, b]. Para cada

x € [a,b] definamos
Flz) = / F(t)dt.
CEDERJ
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Notemos que, como f é continua em [a, b, entao f é continua em |[a, x],
logo integravel em [a, z] para todo = € [a, b]; assim, faz sentido considerar a

funcao F'.
Notemos ainda que, se f(z) > 0 para todo = € [a,b], entdao F(x)
representa a area da regiao compreendida entre o grafico de f, o eixo das

abscissas e as retas t = a e t = x; ver a Figura 3.1.

o

Figura 3.1

Teorema 3.1
[12 forma do Teorema Fundamental do Calculo] Se a < be f : [a,b] — R é

continua em [a, b], entdo F é derivivel em |a, b] e

para todo z € [a, b].

Demonstragdo: Fixemos x € (a,b). Mostremos que F é derivdvel em z e
F'(z) = f(z). Os casos em que z = a ou x = b sdo tratados de maneira

analoga. Devemos provar que

. F(t)—F(z)
o que equivale a provar que
. F() - F(r) F(t) — F(x)
tl—lgl— t—x J(x) e tl—1>132‘ t—x /().
Provaremos que

. F(t) - F(x)

1 =

gt t—ux f(@),
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sendo o caso do limite lateral a esquerda tratado de maneira analoga.
Tomemos entdo uma seqiiéncia (t,) arbitraria tal que x < t, < b para
todo n e lim t, = x. Verifiquemos que
- F(tn) — F(x)
lim ————= = )
Jim ——— f(z)
Com efeito, segue da Proposicao 2.2 que
tn T tn
Pt~ F@) = [t~ [ soa= [ s
tn
Como, pelo Exemplo 2.2, / f(z)dt = (t, — z)f(x) (como z estd
fixado, f(z) faz o papel de uma co%stante), obtemos
Fltn) = F(a) _ oy L f@dt [ fa)dt
t, — t, — T I
Por outro lado, pela Proposigao 2.1(c),
L f@de [ fa)de [ — f@)dt
t, — T t, — T t, — T ‘
Logo,
tn
F(tn) — F(x) L) = f)dt
= ) = .
n—I t, — T
Assim, pela Proposicao 3.1, obtemos
tn
F(t,) — F(x) [0 = D] i) — paar
t, — T Y= t, — T - t, — T ’
Pelo teorema de Weierstrass, visto na aula 7 de Calculo I, para cada n
existe
Zn € [z,t,] tal que
1f(t) = f(@)] < [f(20) — f(2)]
para todo t € [z,t,] (estamos aplicando o teorema de Weierstrass a fungao
continua t € [z,t,] — |f(t) — f(z)| € R).
Pelo Exemplo 2.5, segue que
tn tn
[ 10 = s@lde < [ 715G - f@ldt = (- 1) - Flo)]
Conseqlientemente, temos
F(t,) — F(z
FEL=HD )| < 116 - f0)
n—1=x
para todo n.

AULA 3
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Finalmente, como f é continua em z e lim z, = x (pois « < z, < t,

n—o0o

e lim t, =z ), temos que lim f(zn) = f(x), isto é, lim (f(zn) — f(x)) =0,

n—~o0

isto é, lim |f(z,) — f(x)| = 0. Portanto, em vista da desigualdade acima,

lim F(t,) — F(z)

n—00 tn — X

= f(x).

Como (t,) é arbitraria, acabamos de mostrar que

lim F(t) — F(x)

t—xt t—2x

= f(x),

concluindo assim a demonstracao do teorema.

Sejam a < be f: [a,b] — R continua em [a, b]. Definamos

Fi(z) = / o

para todo x € [a,b]. Pela Proposigao 2.2, temos

/:f(t)dt—l—/:f(t)dt:/abf(t)dt

para todo x € [a, b], isto é,

para todo x € [a, b].

Exemplo 3.2

Seja f : R — R continua em R e seja @ um ntimero real arbitrario. Definamos
xX

F :R — R por F(x) :/ f(t)dt para todo x € R. Afirmamos que F é
derivavel em R e F'(x) = ]%(ZL’) para todo x € R.

De fato, seja b > a arbitrdrio. Como f é continua em [a,b], o Teo-
rema 3.1 nos garante que F' é derivavel em [a,b] e F'(x) = f(z) para todo
x € [a,b].
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Por outro lado, seja ¢ < a arbitrario. Entao, para todo = € [c, a], temos
F(z) = / ft)dt = —/ f(t)dt = —Fi(x),

onde

R = | " f(tdt

para todo z € [c, a]. Como vimos logo apds o Teorema 3.1, F é derivavel em
[c,a] e Fi'(z) = — f(x) para todo x € [c,a]. Conseqlientemente, F' é derivdvel
em [c,a] e F'(z) = —F{(x) = —(—f(z)) = f(z) para todo z € [c, al.

Em vista do que acabamos de observar segue que, para quaisquer
¢,b € R, com ¢ < a < b, afuncao F é derivavel em (c,b) e F'(z) = f(z) para
todo x € (¢,b). Finalmente, como todo x € R pertence a algum intervalo
(¢,b) (com ¢ < a < b), concluimos que F' é derivavel em R e F'(z) = f(z)

para todo x € R.

Como conseqiiéncia imediata do Exemplo 3.2, obtemos:

Exemplo 3.3

A fungao F(z) = / sen (t?) dt é derivdvel em R e F'(x) = sen (2?) para

0
todo # € R. Em particular, F'(,/3) =sen 5 = 1.

O préximo exemplo também decorre do Exemplo 3.2, apesar de exigir

um raciocinio adicional.

Exemplo 3.4

3

A fungao H(z) = /$ costdt é derivavel em R e H'(x) = 3z cos(z?) para
todo z € R. ’

De fato, definamos h(z) = 2% e F(x) = /9«“ costdt para todo z € R.
Entao F'oh = H, pois "

3

(Foh)(x) = Flh(z)) = F(z*) = /0 " costdt = H(z)

para todo x € R. Como F' e h sao derivaveis em R, a regra da cadeia nos

garante que H é derivavel em R e
H'(z) = (Foh)(x) = F'(h(z))h(x) = 32* cos(x*)

para todo x € R.

MODULO 1 -
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Resumo

Nesta aula vocé comecou a estudar o Teorema Fundamental do Calculo,

um dos pilares do nosso curso.

Exercicios

sen x
1. Defina G(x) = t"dt para todo x € R, onde n é um nimero inteiro

0
positivo. Mostre que G ¢é derivavel em R e G’'(z) = (cos x) (sen"x) para
todo z € R.

11?3
2. Defina G(z) = / Vtdt para todo x € [0,400). Mostre que G é
0

derivavel em [0, +00) e G'(z) = 32>V/23 para todo z € [0, +00).

3

3. Defina G(z) = / costdt para todo z € R. Mostre que G é derivavel

em R e G'(z) = 32% cos(x?) — 2x cos(z?) para todo = € R.

0 z3
Sugestao: Defina G1(z) = [ costdt, Ga(x) = / costdt e note que
0

G() = Go(z) + Ga(z).

Auto-avaliagao

Os exercicios desta aula visam, essencialmente, fixar a 1% forma do Teo-
rema Fundamental do Célculo. Trata-se, portanto, de uma boa oportunidade
para assimila-la. Caso tenha sentido dificuldades ao tentar faze-los, releia as
aulas 7 e 12 de Célculo I, e depois volte a eles. Se, porventura, persistirem

as davidas, procure o tutor no pélo.




O Teorema Fundamental do Calculo. Continuacio.

MODULO 1 - AULA 4

Aula 4 — O Teorema Fundamental do
Calculo. Continuacgao.

Referéncias: Aulas 9, 10,

Objetivo 12,16, 17 de Célculo I, 2 e 3
de Célculo II.

Estudar uma formulacao do Teorema Fundamental do Calculo que é

bastante eficaz no que diz respeito ao calculo de integrais definidas.

Nesta aula usaremos a 1% forma do Teorema Fundamental do Célculo
para obter a 2¢ forma do Teorema Fundamental do Célculo, esta tltima uma
ferramenta importante para calcularmos integrais definidas, como ficara claro
no decorrer da aula.

A 1% forma do Teorema Fundamental do Calculo nos garante que se
f : [a,b] — R é continua, entdao existe F' : [a,b] — R derivavel tal que

f O préximo resultado nos fornece uma maneira simples de calcular

Teorema 4.1
[2¢ forma do Teorema Fundamental do Célculo] Sejam a <be f:[a,b] - R

continua em [a,b]. Se G : [a,b] — R é derivavel em [a,b] e G’ = f, entdo

/f@mx:m@—amy

Demonstragdo: Seja F(z / f(t) € [a,b]) como na aula passada.
Pelo Teorema 3.1, F' é derivavel em ,b] e " = f. Logo, G — F é derivavel

em [a,b] e
(G = F)(z) = G'(x) = F'(x) = f(z) = f(x) = 0

para todo = € [a,b]. Pelo Coroldrio 17.1, a fungado G — F' é constante, isto
é, existe ¢ € R tal que G(z) — F(z) = ¢ para todo = € [a,b]. Mas, como
F(a) =0, segue que ¢ = G(a). Portanto, fazendo = = b, obtemos

Q@—Q@zG@—@zﬂ@z/f@ﬁ

concluindo assim a demonstracao do teorema.

Observemos que, para aplicar o Teorema 4.1, basta encontrar uma
funcao derivavel G : [a,b] — R tal que G'(x) = f(x) para todo = € [a,b].
Vejamos alguns exemplos.

| CEDERJ
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Exemplo 4.1

Para quaisquer a,b € R, com a < b, e para todo inteiro n > 1, temos

b bn-l—l &n—l—l
/ x"dx = — )
a n+1 n+1

$n+1
n+1
f(z) = x™. Logo, pelo Teorema 4.1,

De fato, a fungao G(z) = tem por derivada a funcao continua

b b bn+1 an—f—l
"dx = dr = G(b) — G(a) = — .
[ arae= [ rae = 60) - ) = 7 - 25
Exemplo 4.2
Para quaisquer a,b € R, com a < b, temos
b
/ sen x dr = cosa — cosb.
De fato, a fungao G(z) = — cosz tem por derivada a func¢ao continua

f(z) = sen z. Logo, pelo Teorema 4.1,

b b
/senxdx:/ f(z)dz = G(b) —G(a) = —cosb— (—cosa) = cosa—cosb.

Exemplo 4.3

Para quaisquer a,b € R, com a < b, temos
b
/ cosx dr = sen b — sen a.
a

De fato, a fungdo G(z) = sen x tem por derivada a funcdo continua

f(z) = cosx. Logo, pelo Teorema 4.1,
b b
/ cosx dr = / f(z)dz = G(b) — G(a) = sen b — sen a.

Exemplo 4.4

jus

4
/ sec’rdr = 1.
0

De fato, consideremos a fungao continua f(r) = sec’x (x € [0, ﬂ)

Sendo G(z) = tg z, temos G'(z) = f(z) para todo z € [0,%]. Logo, pelo
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Teorema 4.1,
% 2 1 n s
sec’rdr = f(z)dx = G(Z) —G0) = tgh —tg0=
0 0
_oseny  sen(
N cosh  cos0 N
V2
- 2 _
= 5= 1.
2
Exemplo 4.5
. o b dx
Sejam 0 < a < b e n um inteiro, com n > 2. Calculemos —.
a xn
Com efeito, a fungao f(z) = =™ é continua em [a, b]. Além disso, sendo
:L.fnJrl
G(z) = , temos
—n+1
— 1
G'(x) = %x =" = f(x)
para todo x € [a,b]. Portanto, pelo Teorema 4.1,
b b
d
v _ / e = [P fe)de = G(b) —Gla) =
a xn a “
— 1 ( —n+1 &7n+1)‘
—n+1
Em particular,
4
d_l' — ]‘ (4744’1 o 2744’1) —
5 at —4+1
1/ Ly
o3\43 23]
1/ 7
3\8 64) 192
Raciocinando como no exemplo acima, obtemos:
Exemplo 4.6
Sejam a < b < 0 e n um inteiro, com n > 2. Entao
b d 1 1 1
o _ (5 — Y
o T —n+1

AULA 4
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Exemplo 4.7

Sejam 0 < a < b e n um inteiro, com n > 2. Calculemos / xda.

Com efeito, a funcao f(x) = {/x é continua em [a, b]. Além disso, sendo
n . T n ntl

G(x):n—l—l = , temos
, _on n—+1 I
G(a:)—n+1. — =z" = f(2)

para todo x € [a,b]. Portanto, pelo Teorema 4.1,

/ab Vade = /abf(a:)da: — G(b) - Gla) =

Em particular,

/ \/_dx—z (Vie-1).

Exemplo 4.8

Sejam a,b € R, com a < b, n um inteiro positivo e p um polinémio arbitrario.

b
Calculemos / p'(x)(p(z))"dx.

Com efeito, observemos inicialmente que a fungao f(x) = p'(x)(p(z))"

¢ continua em R (justifique esta afirmacdo). Além disso, sendo G(z) =

(p(x)"

n , entao G é derivavel em R e
n

&) = "L (o)™ () = o (@) ()" = (o)

n—+1

para todo x € R. Pelo Teorema 4.1,

/abp'm( V" / fa)z = G(b) — Cla) =

(p(®)""  (p(a)"

n—+1 n—+1

1
Vamos usar o que acabamos de ver para calcular / o(x? + 3)4dx. Re-

almente, fazendo p(r) = 2? + 3, temos p'(z) = 2z.
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Portanto,

/le(IQ +3)'dz = /O1 P(z) (p(z))*dx = %/Olp'(a:) (p(z))*dx =

Exemplo 4.9

Sejam a,b € R, com a < b, p um polindmio arbitrario e calculemos

/ p'(x) cos(p(z)) dx

Com efeito, observemos inicialmente que a funcao f(z) = p'(x) cos(p(z))
¢ continua em R (justifique esta afirmac@o). Além disso, sendo G(z) =
sen (p(x)), a regra da cadeia nos garante que G é derivavel em R e G'(z) =
p'(z)cos(p(z)) = f(x) para todo x € R. Pelo Teorema 4.1,

/ '(x) cos(p(z)) dz = / f(x G(b) — G(a) = sen (p(b)) — sen (p(a)).

2
Vamos usar o que acabamos de ver para calcular / 2% cos(r%)dx. Re-
0
almente, fazendo p(r) = x3, temos p'(z) = 322

Portanto,

/02 2” cos(z”)dr = /02 @ cos(p(x))dr = %/OZp/(x) cos(p(z))dr =

1

= 3 (sen (p(2)) —sen (p(0))) =

sen &
5

Exemplo 4.10

Seja f(x) =sen x, x € [— o g] Calculemos a area da regiao compreendida
entre o gréfico de f, o eixo das abscissas e as retas # = —F e v = 7 (a referida

regiao estd hachurada na Figura 4.1).
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Figura 4.1

™

E facil ver que a &drea em questao é 2 / sen xdx. Como, pelo

0
Exemplo 4.2,

H T
/ senxdx:cOSO—cosgzl,
0

a area procurada vale 2.

Por outro lado,

/

mostrando que, neste caso, a area da regiao em questao e a integral definida
us

ISE]

sen x dxr = cos (g) — COoS <—g) =0,

us
2

3
/ sen z dx nao coincidem.

us
2

Exemplo 4.11

Vamos provar a Proposigao 2.1(c) no caso particular em que f,¢g: [a,b] — R
sdo continuas em [a, b|.

Com efeito, como f e g sdo continuas em [a, b], entdao f + g é continua
em [a, b]. Pelo Teorema 2.1, f + g é integrével em |a, b].




O Teorema Fundamental do Calculo. Continuacio.

Agora, sejam G, H : [a,b] — R duas fungoes deriviveis em [a,b] tais
que G' = f e H = g. Pelo Teorema 4.1,

/ @)z = G(b) — G(a) o / g(x)dx = H(b) — H(a).

Por outro lado, pela Proposicao 10.2, a funcao G+ H é derivavel em
[a,0] e (G + H)'(z) = G'(z) + H'(x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x) para todo
x € [a,b]. Aplicando novamente o Teorema 4.1, obtemos

‘/u+mWMx:«m4mm—w+Hmw=
— (G() + HB) — (Cla) + H(a)) =

= (G(b) — G(a)) + (H(b) — H(a)) =
b b

~ [ @+ [ gy,

provando o que desejavamos.

Como ja observamos, a aplicabilidade do Teorema 4.1 depende de co-
nhecermos explicitamente uma funcao derivavel G tal que G’ = f (uma tal
fungao G é dita uma primitiva de f). E claro que se G é uma primitiva de f
e ¢ ¢ um numero real arbitrario , entao G + ¢ também é uma primitiva de f.

Na disciplina de Célculo II voceé estudara métodos de integracao que

permitem a obtencao de primitivas de certas fungoes.

Resumo

Nas duas ultimas aulas vocé aprendeu o Teorema Fundamental do
Calculo, um resultado muito importante que desempenhara um papel central

em tudo o que veremos a seguir.

(a0 |
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Exercicios

1. Calcule as seguintes integrais definidas:

(a) / (z* + |z| +2)dz ; (b) /02(5 sen  — 2cosx)dx ;

1

© [ vadr @ [ (5e) i

o [ (Yo 0 [ (e vsne)ae
@ (e @) [Ceostenir @ em— (o)
W [Cennw s 0 [ e @ @R o)

o [ v ) [ @+

(Sugestao para (h): Se G(z) = 1 sen (ax), entdo G'(z) = cos(ax)).

a
(Sugestao para (1): Se G(z) = ?, entdo G'(x) = 3 = V).
3

. Sendo f(x) = sen (3x), calcule a drea da regiao compreendida entre o

. . . s
grafico de f, o eixo das abscissas e as retas t =0e z = 3

. Sendo f(x) = /z, calcule a area da regido compreendida entre o gréfico

de f, o eixo das abscissas e as retas x = —1 e x = 0.

1 3
. Calcule / ( / t* sen xdt) dz.
0 2

. Seja f :[0,1] — R uma fungao continua tal que z? < f(z) < 222 + 1

para todo x € [0, 1]. Mostre que
1 ! 5
- < de < =.
3< [ f@ar<s

Sugestao: Use o Exemplo 2.5.

. Argumentando como no Exemplo 4.11, prove a Proposi¢ao 2.1(b) no

caso particular em que f é continua em [a, b].

. Sejam [ um intervalo nao trivial, f : I — R e G;,G2 : I — R duas

primitivas de f (isto é, G e Gy sao derivdveis em [ e G’ = G5’ = f).

Prove que existe ¢ € R tal que G, = G1 + c.
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MODULO 1 - AULA 4
Auto-avaliagao

Nos exercicios desta aula vocé teve a oportunidade de assimilar o sig-
nificado do Teorema Fundamental do Célculo. Trata-se de uma etapa
importante do curso. Caso tenha sentido dificuldade nos exercicios,
releia a aula e, em seguida, volte aos exercicios. Caso permanecam

duvidas, procure o tutor no pdlo.
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Cdlculo de dreas. O teorema do valor médio para integrais.

Aula 5 — Calculo de areas. O teorema do

valor médio para integrais.

Objetivos
e Aprender como usar a integral definida para calcular a area de regioes

planas.

e Aprender o teorema do valor médio para integrais.

Nesta aula discutiremos uma das aplicacoes da integral definida, a sa-
ber, o calculo de dreas de regioes planas. Discutiremos, ainda, o teorema do
valor médio para integrais.

Consideremos duas fungdes continuas f, g : [a,b] — R tais que f(x) <
g(x) para todo x € [a,b]. O nosso objetivo ¢ calcular a area da regido
compreendida entre os graficos de f e g e as retas x = a e v = b, regiao esta

hachurada na Figura 5.1.

Figura 5.1

Como, pelo teorema de Weierstrass, o conjunto f([a,b]) é limitado,
podemos encontrar um numero real « tal que f(x) + « > 0 para todo
x € [a,b]. Entao temos 0 < f(z) + a < g(z) + « para todo = € [a,b].
E claro que a area procurada coincide com a area da regiao compreendida
entre os graficos de f+a e g+« e as retas ¢ = a e x = b, sendo esta tltima

regiao hachurada na Figura 5.2.

MODULO 1 - AULA 5

Referéncias: Aulas 7 de
Célculo I, 2, 3 e 4 de Célculo
11.
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g+«

§f+04

Figura 5.2

Mas a area desta ultima ¢é a diferenca entre a area da regiao compreen-
dida entre o grafico de g + «, o eixo das abscissas e asretasxr =aex =be
a area da regiao compreendida entre o grafico de f + a, o eixo das abscissas

e as retas © = a e x = b, ou seja,

/ (o) )i / (o) +a)dr = / g(a)d— / " fla)de = / ' (6(0)— (@)

Assim, a area procurada é

/ (9(2) — f(a))d.

Notemos que, se f(x) > 0 para todo z € [a,b] ou f(z) < 0 para todo
x € [a,b], entdo a drea da regiao compreendida entre o grafico de f, o eixo
das abscissas e as retas x = a e x = b é igual a area da regiao compreendida
entre os graficos de f e g (onde g(x) = 0 para todo = € [a,b]) e as retas x = a

erx==0.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 5.1

Calculemos a area da regiao limitada pelas retas =0, x = 1, y = 2 e pelo

grafico de f(z) = 23 (a regido em questdo estd hachurada na Figura 5.3).

Sendo g(x) = 2 para todo x € [0, 1], a drea procurada é a &rea da regiao

compreendida entre os gréficos de f e g e as retas x = 0 e x = 1 (notemos

CEDERJ |
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Figura 5.3

que f(z) < g(x) para todo z € [0, 1]). Portanto, a drea em questao é

/Ol(g(x)—f(m))dx = /01(2—x3)dx _ /012d$—/01x3dg;:

Exemplo 5.2

Calculemos a area da regiao limitada pelos graficos das fungdes f(x) = z e

g(z) = 2? (a regiao em questdo estd hachurada na Figura 5.4).

1
0 1
Figura 5.4

Com efeito, como f(x) = g(x) se, e somente se, z =0 ou z = 1 e como

45
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g(x) < f(z) para todo x € [0,1], a drea em questao é

/0 (f(x) - g@))dr =

Exemplo 5.3

/Ol(x _Ndr =

1 1
/xdx—/ 22dr =
0 0
1

1 1
= (-0 —=(1*-0%) = =.
(17 =07 = 2(1° = 0%) = -

Calculemos a area da regiao compreendida entre os gréaficos das funcoes

f(x) = zeg(x) = Jreasretas v = 0 e v = 2 (a regido em questao

estd hachurada na Figura 5.5).

Figura 5.5

Com efeito, como f(x) < g(z) para todo = € [0,1] e g(z) < f(z) para

todo x € [1,2], a drea em questao é

/0 (9(2) — f(x))dz

_ /Ol(ﬁ_ )da

1 1
:/ \/de—/ xdx
0 0

2 3 3 1 2 2
:g(\/l_—\/o_)—§(1 —07)

[GVRN )
N —

+ [0 - gwar =
.

+ /12xdx—/12\/5dx:
b1 - S(WE - VD) =

3 4v2 1
§_T:§(5_4‘/§)‘
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MODULO 1 - AULA 5

Exemplo 5.4

Calculemos a drea da regiao compreendida entre o grafico de f(z) = z°, o
eixo das abscissas e as retas © = —1 e x = 1 (a regido em questao esta

hachurada na Figura 5.6).

Figura 5.6

Com efeito, como f(z) < 0 para todo = € [—1,0] e f(z) > 0 para todo
x € [0,1], a drea em questao é

0 1 9
—/ 22dx +/ 2dr = =,
1 0 6

Obviamente, poder-se-ia ver diretamente que a drea procurada é

1
2/ zodz,
0
ja que f(—x) = —f(x) para todo = € R.

Exemplo 5.5

Calculemos a area do conjunto
9 1
D=1 (z,y) eR*;1<2<2,0<y< — o,
x
o qual hachuramos na Figura 5.7.

Com efeito, como % > 0 para todo x # 0 e, em particular, para todo
x € [1,2], a drea procurada é

LIPS O A S U WY O S N AN N
AT T3\ T 3) T U3 8) 2
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1/16

\

Figura 5.7

Exemplo 5.6

Calculemos a area do conjunto

D ={(z,y) e R*; 2 <y < V/x},

o qual hachuramos na Figura 5.8.

Figura 5.8
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Notemos, primeiramente, que para (z,y) pertencer a D devemos ter
x > 0. Além disso, z = {/x se, e somente se, z =0 ou x = 1. Como = < /x
para todo x € [0, 1], a drea de D é

/Ol(s/i—x)dx :/Olﬁdx—/olxdx:

4 4 4 1 3
= (VD — V0P — = = —
5(\/_ \/0_) 2 10
Exemplo 5.7
Calculemos a érea da regidgo compreendida entre o grafico de f(z) = 2

(x > 0) easretas y = x e y = 4 (a regido em questao esta hachurada na
Figura 5.9).

Figura 5.9

Para x > 0, ;:yse,e
Para explicar este exemplo vamos trabalhar com uma funcao “da variavel somente se, T = %
y”, diferentemente do que vinhamos fazendo. Poderiamos, também, argu-
mentar como antes mas, neste caso, o raciocinio utilizado é efetivamente
mais simples (certifique-se de que esta afirmagao é verdadeira raciocinando

como nos exemplos anteriores).

Como f(x) = z se, e somente se, v =1, f(1) =1 e como y > ﬁ para
todo y € [1,4], a drea em questao é

[ (o=Tg) = [ 5
1 1

s 15 1
:5(4—1)—2(\/1—\5)—7— =<
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Exemplo 5.8

Calculemos a area da regiao hachurada na Figura 5.10, determinada pelos

graficos das fungoes f(x) = x® — x, g(x) = 2 — 2® e pelo circulo de centro

(0,0) e raio 1.

Figura 5.10

Inicialmente, notemos que f(z) = g(z) se, e somente se 23—z = x — 3,
isto é, se, e somente se, t =0,z = —1 ou x = 1.

A drea em questao é o quadruplo da area da regiao hachurada que esta
acima do eixo das abscissas e a direita do eixo das ordenadas (justifique esta

afirmagao). Logo, basta achar esta tltima.

Para faze-lo, basta observar que a area mencionada é

lembrando que a area de cada quadrante do circulo de centro (0,0) e raio 1

1 1 1 1
/ (x—x3)dx:/ xdx—/ dr == —
0 0 0 2
podemos finalmente afirmar que a area procurada é
T 1
4({—-—-)=7n—-1
(-3

Vamos terminar a aula discutindo a seguinte pergunta: dada uma
fungao continua f : [a,b] — R tal que f(z) > 0 para todo = € [a,b], é

T
é —. Como
4

1
4’

N
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possivel encontrar um ponto u € [a, b] tal que a drea da regiao compreendida

entre o grafico de f, o eixo das abscissas e as retas © = a e z = b (que é preci-
b

samente / f(x)dz) coincida com a érea do retangulo de base [a, b] e altura

f(u) (que% precisamente f(u)(b—a))? A Figura 5.11 ilustra a situagao.

[

f(u)

Figura 5.11

Provaremos que a resposta a pergunta formulada é afirmativa, como

segue imediatamente do seguinte

Teorema 5.1
[teorema do valor médio para integrais| Se a < be f : [a,b] — R é continua

em [a, b, existe u € [a, b] tal que

/ F@)dz = Fu)(b— a).

Demonstracao: Pelo teorema de Weierstrass, visto na aula 7 de Calculo I,

existem xq,xy € [a, b] tais que
fla1) < f(z) < flaz)
para todo z € [a,b]. Pelos Exemplos 2.2 e 2.5,
-0 = [ st < [ s [ =)o,
isto é,

f(z1) < =—— < f(x2).

—a

f; f(x)dx
b
Se x1 = x5, [ é constante em [a, b] e qualquer u € [a, b] serve.

| MODULO 1 -
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Suponhamos, entdao, x; # 3 (digamos x; < z3). Como f é continua
em [z1,xs], 0 teorema do valor intermedidrio, visto na aula 7 de Calculo I,

garante a existéncia de u € [z1, z»] (C [a,b]) tal que

_ fab f(z)dz

flu) = 2

isto é,
b
/ f(@)dz = f(u)(b - a).

Isto conclui a demonstragao do teorema.

Exemplo 5.9

Seja f(z) = 23 para todo z € [0,1]. Pelo Teorema 5.1, existe u € [0, 1] tal
que

/01 Pz = fu)(1— 0) = ub.

1

1 1
Como / 23dr = 7 concluimos que u = —
0

V4
Assim, a area da regiao compreendida entre o grafico de f, o eixo das

abscissas e a reta x = 1 (que é i) coincide com a area do retangulo de base

[0, 1] e altura f(%ﬂ) = 1; ver a Figura 5.12.

1
1/4
0 5 1 -
Vi
Figura 5.12

Evidentemente, s6 foi possivel encontrar u explicitamente, no exemplo

acima, por se tratar de uma situacao bastante favoravel.

CEDERJ |
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MODULO 1 - AULA 5
Resumo

Nesta aula vocé aprendeu a fazer uso da integral definida para calcular
a area de regioes planas. O teorema do valor médio para integrais também
foi discutido.

Exercicios

1. Esboce a regiao e ache a area da regiao compreendida entre:

a) os graficos de f(z) = 2% e g(x) = % + 2;
b) os gréaficos de f(z) =% e g(z) =1 — 2%
c) os graficos de f(x) = 2% e g(z) =1— 2% e a reta y = 2

d) os graficos de f(x) =2 e g(x) = 2% — 22 + 4 e areta z = 0;

(
(
(
(
(
(

e) os gréaficos de f(r) =2? e g(zv) = —z® easretas v = —1 e x = 1;
f) o gréfico de f(z) = y/z e asretas y = 0 e x = a, onde a € (0, +00)
¢ arbitrério;

, 1 a? 2
g) os graficos de f(z) = =t g(x) = 6 © h(xz) = x*, para x > 0;
h) os gréaficos de f(z) =2? —x — 2 e g(x) = z + 6;

i) os gréficos de f(x) =1+ senz, g(x) =1+ cosz e a reta x = 0;

— ~—

=1+senz, g(x) =1+ cosz e aretaxr =m;
1) o gréfico de f(z) =cosx easretasx =0,z =7 e y = 0;

T
m) os graficos de f(z) =senz e g(x) =coszxeasretasx =0ex = 5

(

(

(i)

(j) os graficos de f(x
()

(

(

n) a pardbola x = y? e a reta x = 4.
2. Esboce o conjunto D e ache a area de D, nos seguintes casos:
a) D ={(z,y) e R?*; 2> —1 <y <0}
b)D {(z,y) e R*; 0 <y <9 —2?};
={(z,y) eR*; 0<x <1, o <y <3}
d) D={(z,y) eR*; 2* + 1<y <z + 1}
)

= {(z,y

se o teorema do valor médio para integrais para mostrar que

2
1 2

/ der < —.
o 243 3

(b) Chegue & mesma conclusao usando o Exemplo 2.5.

ER*; 2* -1 <y<z+1}

< D

CEDERJ
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4. (a) Use o teorema do valor médio para integrais para mostrar que
™
/ sen () do < .
0

(b) Chegue & mesma conclusao usando o Exemplo 2.5.

Auto-avaliagao

Nos Exercicios 1 e 2 vocé usou o Teorema Fundamental do Céculo para
determinar a area de regioes planas. Em caso de duvida, releia esta aula e
a aula 4, e tente novamente. Caso persista alguma duvida, consulte o

tutor no pdlo.
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MODULO 1 - AULA 6

Aula 6 — Exercicios resolvidos.

Referéncias: Aulas 7, 10,
12 e 17 de Célculo 1, e 2, 3, 4

ObJ ethO e 5 de Célculo II.
Amadurecer o contetido sobre integral definida visto nas aulas 2, 3, 4 e

5, notadamente o Teorema Fundamental do Calculo.

Exercicio 1: Seja f : R — R uma funcdo continua e defina H(z) =

/ xf(t) dt para todo x € R. Mostre que H é derivavel em R e
0

=A5ﬂww+xﬂ@

ara todo =z € R.
p € Nos Exercicios 1, 2, 3, 4, 5

usamos o Exemplo 3.2: se
f:R — R é continua, a € R

Solugao: Sejam g(x) =x e F(x / f(t) dt para todo = € R. Entao e F(z) = [* f(t) dt (z € R),
entao F' é derivavel em R e
F'(z) = f(z) para todo

()Z/xf dt_a:/f (2)F(z) = (gF)(x) zER.

para todo x € R. Como g e F' sao derivaveis em R, entao H é derivavel em

R (como produto de duas fungoes derivaveis em R) e
H'(5) =g @)F (@) + y@)F'@) = [ f0)dt +f(z)
0
para todo x € R.

Exercicio 2: Seja h(z) = 3z + 2 [ sen?(Zt?)dt, + € R. Determine os

coeficientes o, 3 e v do polindémio p(x alr —1)%+ B(z — 1) + v para que

p(1) = h(1), p'(1) = K'(1) e p"(1) =

)

Solugao: Como p(1) = v e h(1l) = 3, devemos ter v = 3. Como p'(z) =
2a(x—1)+ [ para todo = € R, entdo p/'(1) = . Por outro lado, como h'(z) =
3+2sen?(Z2?) para todo = € R, entao h/(1) = 3+2sen?(Z) = 3—1—2(‘[)2 4.
Logo, devemos ter 3 = 4.

Finalmente, como p”(z) = 2a para todo = € R, entao p”(1) = 2a .
Por outro lado, h"(x) = 27rx(sen (212)) ( cos ( )) para todo € R. Logo,
W'(1) = 2m(sen T)(cos T) = 2w x ‘[ ‘[ = 7. Logo, devemos ter 2a = 1,
isto é, a = %

CEDERJ
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xr
Exercicio 3: Seja g(x) = /0 tsentdt, x € (g, 37“) Mostre que g possui

apenas um ponto de maximo local em (g, 37)

T 3w

272
T € (g, 37“) Temos ainda que ¢'(x) = 0 se, e somente se, sen x = 0; portanto,

g'(z) = 0 se, e somente se, x = 7. Além disso, como ¢"(z) = sen = + z cos x

Solugao: A funcao g é derivavel em ( ) e ¢'(r) = xzsen x para todo

para todo x € (%, 37”), vem

g'(m) =mcosm = —m < 0.

Logo, 7 é o tinico ponto de maximo local de g em (%, 37)

Exercicio 4: Determine f (%), sendo f : R — R uma funcao continua

tal que

/Ox f(t)dt = x’sen (27)

para todo x € R.

Solugao: Definamos F(z) = / f(t)dt para todo z € R. Como F(z) =
0
r3sen (2x) para todo z € R, entao

f(z) = F'(z) = 32%sen (2z) + 22° cos(27)

para todo x € R. Em particular,

3

T ™ 2 ™\ 3 T
f<2) 3(2) sen m + 5 ) cosT 1

Exercicio 5: Mostre que a fungao

3+ 1
G(z) = ——dt R
(z) /1 1 + cos*t (z€R)

¢ crescente.

v 1
Solugao: Defi = a3 F(z) = ——dt tod
olugao: Definamos g(z) = z° + z e F(x) /1 [ ooty U para todo

r € R. Entao é claro que G = F o g. Pela regra da cadeia, G é derivavel

emReG'(z)=(Fog)(z)=Fl(g(x)g(z)=F(2*+x) ¢ (z)= mis#é%m

para todo x € R. Assim, G’(x) > 0 para todo = € R, e daf resulta que G é

crescente em R.




Exercicios resolvidos.

3
Exercicio 6: Calcule / |z* — 1| dx.
0

Solugao: Inicialmente, observemos que como a funcao x € [0, 3] — |z%—1|€R
é continua (justifique esta afirmacdo), entdo ela é integravel em [0, 3]. Além

disso, como 2> — 1 <Opara0 <z <lea?—1>0paral <z <3, temos

1—22 se 0<zx<1,
o 1] =
?2—-1 se 1<x<3.

Portanto,

3 1 3
/|x2—1|dac :/ \x2—1|dac+/ |22 — 1| dx =
0 0 1
1 3
:/(l—xQ)dx+/(x2—1)d =
3
/dx—/ 2dx+/ de—/ do =

1 3_ _ 22
=1 3+3(3 1) — 2==

Exercicio 7: Sejam a < be f : [a,b] — R uma fungdo continua. Mostre que

U b
existe u € [a, b] tal que / f(t)dt :/ f(t)dt.

Solugao: O resultado é claro se / f(z)dz = 0 (basta tomar u = a ou

u = b). Suponhamos entao / f(z)dz # 0, digamos / f(z)dz > 0. Consi-

deremos a funcao
0= [ s [ 1o

definida para x € [a,b]. Como vimos na aula 3, as fungdes

E[a,b]H/xf(t)th]R e xe[a,b]H/bf(t)dteR

sao derivdveis em [a,b], logo continuas em |[a,b]. Conseqiientemente, G é

continua em [a, b]. Além disso,

= [* f(t)dt — [* f()dt=— [* f(t)dt <0 < [V f(8)dt — [} f(t)dt=G (D).

Pelo teorema do valor intermedidrio, existe u € (a, b) tal que G(u) = 0,

/a " fydt = / Y

isto é,
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Exercicios resolvidos.

Exercicio 8: Mostre que

3 3 T
< 1 2 < .
24_/%( +senx)dx_48

Solugao: Pelo teorema do valor médio para integrais (justifique a aplicabi-

lidade do mesmo), existe u € [%, %} tal que
%
/E (14 sen’z)dx = (1 + sen®u) (g - %) = 1—7;(1 + sen’u).

Por outro lado, como

V2 s VA

— =sen — <senxr <sen — = —
2 4 — - 3 2

para todo x € E, g], segue que

3 1 3 7
§:1+§§1+S6H2U§1+Z:Z

Logo,

37 ™ 3 5 T ™ 7 Tm
T o xI< 1 2 = (1 20) < — x — = =
51— 13~ 3 _/E (1 +sen“x)dx 12( + sen“u) < TR =

4

provando o que desejavamos.

Exercicio 9: Calcule a area da regiao compreendida entre o grafico de

f(x) = (secz)(tg ), o eixo das abscissas e as retas t = —Z e v = I,
1 1

Solugao: Primeiramente, notemos que secx > 0 para todo z € [— T ﬂ,

tg x < 0 para todo = € [— %,O} e tg x > 0 para todo x € [0, ﬂ Portanto,
f(z) <0 para todo = € [— %,0] e f(x) > 0 para todo x € [0, ﬂ Assim, a

area em questao é

— /0 (secz)(tg z)dx + /%(sec x)(tg x)dz.

0

el

Tomemos agora G(z) = secx para z € [0,%]. A fungao G é derivével
em [0, ﬂ e
—(—sen x) 1 senzx

G'(z) = = = (secr)(tg x)

cos?x COS T COS T




Exercicios resolvidos.
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para todo x € [0, ﬂ Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

/OZ(Secx)(tg r)der =G <%) - G(0) = sec% —sec( = % —1=v2-1.

De modo anélogo, verifica-se que

/ (secz)(tg x)dr = —(v/2 — 1)

s
4

(ma verdade, este fato decorre facilmente do que vimos acima, j& que f(—z) =
—f(z) para todo x € [ — %,0]).

Podemos entdo finalmente afirmar que a drea procurada é 2(v/2 — 1).

Resumo

Esta aula é dedicada, essencialmente, a exercicios nos quais o Teorema
Fundamental do Célculo esta envolvido. Outros resultados importantes, vis-

tos no decorrer do curso, também foram utilizados.
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Aula 7 — A funcao logaritmica.

Referéncias: Aulas 40, de

ObJetIVOS Pré-Calculo, 5, 8, 12, 16, 17,
18, 26 de Célculo I, e 2,3 e 4
e Compreender o significado da funcao logaritmica. de Calculo 11.

e FEstudar propriedades basicas da funcao logaritmica.

No médulo 4, de Pré-Calculo, fez-se uma primeira apresentacao da
funcao logaritmica. Nesta e na proxima aula, faremos uma apresentacao

rigorosa da funcao logaritmica, usando como ferramenta a integral definida.

Definicdo 7.1 Para cada x > 0, definamos

1
logx:/ —dt.
1t

O ntmero real logz é dito o logaritmo de z e a fungao x € (0, +00) —

logx € R é dita a funcdao logaritmica.
xr
Observemos que a existéncia de / n dt, para cada x > 0, decorre da
1
continuidade da funcao ¢ € (0,+00) — 1 € R.
1
1
Tem-se log1 = / n dt = 0. Além disso, para = > 1, logz é a area da
1
regiao hachurada na Figura 7.1a; e, para 0 < x < 1, logx é o simétrico da

“1 "1
area da regiao hachurada na Figura 7.1b, pois logx = / n dt = —/ n dt.
1 T

Figura 7.1

Como, para = > 1, a drea do retangulo de base [1,x] e altura % é

L(z — 1), segue da Figura 7.1a que logz > <(z — 1) > 0. Por outro lado,

T
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para 0 < z < 1, a area do retangulo de base [z, 1] e altura 1 é 1 — z; logo,

1
1
resulta da Figura 7.1b que / gdt > 11—z, isto é,

1
1
logx:—/ gdtg—(l—x):x—1<0.

Justifiquemos analiticamente a validade das desigualdades log x > %(x—
1) paraz > 1eloge <x—1para0 <z < 1. Com efeito, para cada = > 1,

tem-se que se 1 <t <z, entao % > % Logo,

"1 1 1 [ 1
logx:/ —dtZ/ —dt:—/ dt = —(x —1).
1t 1 T Jq x

Por outro lado, para cada 0 < x < 1, tem-se que se z < t < 1, entao

> 1. Logo,
1q 1
o que implica

“1 '
logx = —dt=— | -dt<—-(1—-2z)=x-1.
1 l T l

Um fato importante, que decorre do Teorema 3.1, é o seguinte:

Proposicao 7.1 -
A funcao logx = / n dt é derivavel em (0, +00) e
1

1
log'(z) = =
T

para todo z € (0,+00), onde log'(z) representa a derivada da fungao lo-

garitmica no ponto x.

Exemplo 7.1

2z
1+22

A fungao g(z) = log(1+2?) é derivavel em R e ¢'(z) = para todo z € R.
De fato, seja f(x) = 1 + 2% para todo * € R (notemos que f(r) =
1+ 22 > 1> 0 para todo x € R ). Entdo g = logof (onde log denota a
fungao logaritmica), pois (logof)(x) = log(f(z)) = log(1 + z?) = g(x) para
todo x € R . Pela regra da cadeia, g é derivavel em R e
2x
14 a2

g'(z) = (logof)'(x) = log'(f(2)) f'(z) = 2zlog/(1 + 2?) =

para todo x € R.




A funcio logaritmica.

Exemplo 7.2

Para quaisquer a,b € R, com 0 < a < b, tem-se

1
/ —dx = logb — loga.
o T

De fato, seja f(x) = + para todo x € [a,b]; entao f é continua em [a, b].
Seja G(z) = log z para todo z € [a,b]. Pela Proposicao 7.1, G é derivavel em
[a,b] e G'(x) = L = f(x) para todo z € [a,b]. Pelo Teorema Fundamental do

Calculo,

/ab % dr = /ab f(z)dz = G(b) — G(a) =logb —loga.

Portanto, a drea da regiao compreendida entre o gréfico de f(z) = 1, o

eixo das abscissas e as retas = a e x = b (ver a Figura 7.2) é logb — log a.

Figura 7.2

A préxima proposicao expressa a propriedade fundamental da fungao

logaritmica.
Proposicao 7.2
Para quaisquer x,y € (0, +00), tem-se

log(zy) = log x + log y.

Demonstragdo: Fixemos z € (0, +00) e consideremos a funcao g : (0, +00) —

R definida por g(y) = log(zy) para todo y € (0, +00).
Seja f(y) = xy para todo y € (0,400); entdo g = logof, pois
9(y) = log(zy) = log(f(y)) = (logof)(y) para todo y € (0,+00). Como
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f elog sao derivaveis em (0, +00), segue da regra da cadeia que g é derivével
em (0,+00) e

g'(y) = (logof)(y) = (og'(f(y)) f'(y) =

para todo y € (0,+00). Pelo Corolario 17.1, visto em Célculo I, a fungao
g — log é constante, isto é, existe ¢ € R tal que ¢g(y) — logy = ¢ para todo
y € (0,+00). Fazendo y = 1, obtemos ¢ = g(1) = log z. Portanto,

log(zy) = logx + logy

para todo y € (0,+00). Finalmente, como z é arbitrario, a demonstragao

estd concluida.

Fazendo x = y na Proposicao 7.2, segue que
log(z?) = log(xx) = logz + logz = 2log x.
Conseqiientemente,
log(z®) = log(2*x) = log(2?) + logx = 2logz + logz = 3logx.

Usando a Proposicao 7.2 e o principio de inducao finita podemos afirmar
que
log(z™) = nlogz

para todo x € (0,400) e para todo inteiro n > 1.

Seja = € (0,400) arbitrario. Entao

1 1
0=logl =log (x —) = logz + log (—) ,
x x
1
log (—) = —logx.
x

Usando a Proposicao 7.2 e o que acabamos de ver segue que, para

ou seja,

quaisquer z,y € (0, 4+00),

1 1
Yy Yy Yy

Vejamos mais algumas propriedades importantes da funcao logaritmica.




A funcio logaritmica.

Proposicao 7.3
(a) A funcdo logaritmica é crescente.

(b) O gréfico da fungao logaritmica tem concavidade para baixo.

(¢) A imagem da funcao logaritmica é R, isto é,
{logz; z € (0,+00)} =R.

(d) A fungao logaritmica é bijetora.

Demonstracdo: (a): Como log'(z) = L > 0 para todo z € (0,+00) (Pro-

posigao 7.1), (a) decorre da Proposigao 17.1(b), vista em Célculo 1.
(b): Como log”(z) = —=5 < 0 para todo z € (0, +0), (b) decorre da

Proposicao 18.1(b), vista em Célculo 1.

(c): Como 2 > 1, log2 > 0. Logo,

lim log(2") = lim (nlog2) = +oc0

n—~o0 n—oo

lim log (2%) = lim (—log(2")) = —oc.

n—oo n—~o0

Seja y € R arbitrario. Entao, em vista do que acabamos de observar,
podemos encontrar um inteiro m > 1 tal que log (2%) <y < log(2™). Como
a funcao logaritmica é continua em [Q%n, 2’”], podemos aplicar o teorema do
valor intermediario para obter x € (2%,1,2"‘) tal que logx = y. Portanto,
{log z;z € (0,+00)} = R, provando (c).

(d): A funcao logaritmica é injetora em vista de (a) e sobrejetora em

vista de (c). Portanto, a referida funcao é bijetora, provando (d).

Levando em consideracao as informacoes obtidas na Proposicao 7.3,

podemos garantir que o grafico da funcao logaritmica é como na Figura 7.3.

-

Figura 7.3
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Uma demonstracao do fato
de que e é irracional pode
ser encontrada em M.
Spivak, Calculus, W. A.
Benjamin, Inc. (1967).
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A funcio logaritmica.

Pela Proposigao 7.3(d), existe um tinico nimero real pertencente a
(0, +00), denotado por e, tal que loge = 1. E possivel mostrar que o ntimero
e é irracional (sendo 2,71828183 uma boa aproximagao para €), mas nao o
faremos aqui. Veremos apenas que 2 < e < 4. Realmente, como a &area
da regiao compreendida entre o grafico de f(z) = %, o eixo das abscissas e
as retas = 1 e x = 2 é menor do que 1 (ver a Figura 7.4a), log2 < 1.
Por outro lado, como a area da regiao compreendida entre o grafico de
f(z) = %, o eixo das abscissas e as retas © = 1 e x = 4 é maior do que

1 (ver a Figura 7.4b), 1 < log4.

N 1 -
12 12 — | ——
1/4 [ I
. - 1 0 1 2 3 4
(a) Figura 7.4 (b)

Logo, log2 < 1 < log4, ou seja, log2 < loge < log4. Como a funcao

logaritmica é crescente, concluimos que 2 < e < 4.

J& sabemos que lim logx = +o00. Concluiremos esta aula mostrando
T—+00

que a fungao f(x) = x cresce muito mais rapido do que a fungao logaritmica.

Proposicao 7.4
Para todo z € (0, +00),

logx < x.

Demonstragdo: A assergao é clara se z € (0,1), pois logz < 0 se z € (0,1).

Vamos provar a asser¢ao para x € [1,+00). Com efeito, consideremos
a fungao g(z) = logx — x, definida para x € [1, +00). Entao g é derivdvel em
[1,400) e ¢'(x) = + —1 = £=2 para todo = € [1,+00). Logo, ¢'(x) < 0 para
todo = € (1,+00), e dai resulta que g é decrescente em [1, +00). Portanto,
paratodo z € (1,+00), g(z) < g(1) =logl—1 = —1 < 0, isto é, logz—z < 0,
isto é, logz < z. Finalmente, como logl = 0 < 1, a demonstracao esta

concluida.




A funcio logaritmica.

Proposicao 7.5

logr

lim

Tr—-+00 €T
Demonstra¢do: Para todo = € (0, +00), temos que v/z € (0,+00); logo, pela
proposigao anterior, log+/z < /x, isto é, levz 1 Por outro lado, pela

JT
Proposicao 7.2,

logz _ log(vzvz) _,logva 1

para todo x > 0.

Conseqiientemente, podemos afirmar que

1 1
og T <o L

z VT

0<

para todo = € [1,+00). Como lim ﬁ = 0, segue da desigualdade acima

r—-+00

= 0, como queriamos demonstrar.

que lim 8%

r—+o00 T

Decorre da Proposicao 7.5 que hI_P l‘ff = 0 para todo inteiro n > 1.
T—>T00

Realmente, temos

log < log x

0<
ks x

para todo z € [1, +00).

Resumo

Nesta aula voce foi apresentado a funcao logaritmica e estudou algumas

propriedades basicas da mesma.

Exercicios

1. Dé o dominio e esboce o grafico das seguintes funcoes:

(a) f(z) =log(x+1) 5 (b) fz)=loglz|
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2. Dé o dominio e derive as seguintes funcoes:

(a) f(z) =log(z +1) ; (b) f(x) =log|x|;

(c) f(z) =log(z* —dz +5) ; (d) f(z) =log(-2) ;

(e) f(x) = sen (logz) ; (f) f(x) = log(sen @) ;

(8) f(z) = cos(logz) ; (h) f(x) =log(cos z) ;

(i) f(z) = log(logz) ; (3) f(z) =log(1 + sen’z) ;
0 flo) =tog (125

3. Mostre, usando o principio de indugao finita, que log(z™) = nlog x para
1

todo z € (0, +00) e para todo inteiro n > 1. Conclua que log(xﬁ) =
logx

—— para todo z € (0, +00) e para todo inteiro n > 1.
n
4. Obtenha a Proposicao 7.5 a partir da regra de L’Hopital, estudada na
aula 26 de Célculo I.

5. Use a regra de L'Hopital para calcular os seguintes limites:

1 ) —a+2 1 )—z+2
mog(:ﬂ—i—) T+ 3 ; (b) lim og(x +1)—x+ %5

z—0 2 z—0 3

I

2 3

log(z +1) —o+ % — %
m .
z—0 $3

6. Mostre, usando a Proposicao 7.1, que

lim log(1 + z)
x—0 x

=1.

7. Use o exercicio anterior para mostrar que
. 1

lim zlog(1+4+—)=1.
T——+00 €T

8. Determine a érea da regiao compreendida entre os gréficos de f(z) = —,
x

g(z) = 2% e a reta y = 2, para x > 0.

9. A funcao derivavel y = f(z) estd definida implicitamente pela equacao
22—z logy + y® = 2z + 5. Encontre a equacao da reta tangente ao

grafico de f no ponto (2,1).
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Auto-avaliagao

Nos exercicios desta aula vocé pode perceber se entendeu os fatos
bésicos sobre a funcao logaritmica que acabamos de discutir. Tendo em
vista a importancia dos referidos fatos, sé passe para a proxima aula apds

fazer todos os exercicios propostos.
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Aula 8 — A funcao logaritmica. Continuacao.

Referéncias: Aulas 10, 12,

Objetivos 16, 17 ¢ 18 de Caleulo I, e 7
de Calculo II.

e FEntender a nocao de logaritmo de um nimero maior do que zero em

uma base dada.

e FEstudar propriedades basicas a respeito desta nocao.

Na aula anterior, introduzimos a funcao logaritmica e estudamos algu-
mas de suas propriedades basicas. Nesta aula, nos apoiaremos no que vimos
na anterior para definir o logaritmo de um nimero maior do que zero em

uma base dada e estudar propriedades bésicas acerca desta nocao.

Defini¢do 8.1 Seja a € (0,+00), a # 1. Para cada = € (0, +00) definimos

O numero log,x ¢é dito o logaritmo de x na base a.

No caso particular em que a = e, temos

log

log,x = =logx

loge

para todo x € (0,+00), ou seja, o logaritmo de x na base e coincide com o

logaritmo de  para qualquer x € (0, 4+00).

Proposi¢ado 8.1
Seja a € (0,+00), a # 1. Entao valem as seguintes propriedades para quais-
quer z,y € (0, 400):
(a) log,z = 0 se, e somente se, z =1 ;
(b) log,z = 1 se, e somente se, x = a ;
(c) log,(zy) = log, + log,y ;
(d) log, () = —log,a;
(e) log, (%) = log,z — log,y ;
(

)
f) log, (™) = nlog,z para todo inteiro n > 1.

CEDERJ




CALCULO II

CEDERJ

A funcdo logaritmica. Continuac3o.

Demonstracao:

a): log,xr = 0 se, e somente se, logz _ ) se, e somente se, logz = 0 se,
a loga
e somente se, r = 1.
(b): log,x = 1 se, e somente se, igéz =1 se, e somente se, logz = loga
se, e somente se, r = a.
(c):
log, (zy) — log(zy) _ log z + log y _
“ log a log a
logx  logy
= = log,x + log,y.
loga loga
(d):
oo L log (1) —logx log = o
i f— 7 = — = - xZ.
Ba\ 2 loga loga log a Ba

n log(z™
log, (") = lo(ga) =

para todo inteiro n > 1.

Proposicao 8.2
A funcao

1
log, = + log,, (—) =
Y

nlogx

loga

log,x — log,y.

log x
n =
loga

nlog,x

log, : z € (0,+00) — log,x € R

é bijetora.

Demonstragdo: De fato, vimos na Proposigao 7.3(d) que a fungao logaritmica

é bijetora. Dal resulta facilmente que a fun¢ao log, é bijetora, pois

log,x =

para todo z € (0, +00).

loga

log x
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Proposicao 8.3

A funcao log, é derivavel em (0, +o0) e

1
log,,(7) = Tloga

para todo x € (0,+00), onde log, (x) representa a derivada da fungao log,

em x.

1
loga

Demonstracao: Como log,z = logz para todo x € (0,+00), segue
da Proposigao 7.1 que a fungao log, ¢ derivdvel em (0,+o00) e log)(z) =

L_log'(z) = -+ para todo z € (0, +0c0).

loga zloga

Exemplo 8.1
Seja a € (0,+00), a # 1. Entao a fungao f(z) = loga(x%ﬁ) ¢é derivavel em
R e
2 T
fl(x) = Tloga 2243
para todo x € R.
De fato, definamos h(x) = $21+3 para todo x € R; entao h(z) > 0

para todo z € R. Como f = log, o h (pois (log,oh)(x) = log,(h(z)) =
log, (gg%ﬁ) = f(x) para todo x € R) e como h é derivavel em R e log, em

(0, +00), segue da regra da cadeia que f é derivavel em R e

f') = (log,0h)(x) = log,(h(x))h'(x) =

log;, (x21+3) ' <(x2_im3)2) B

1 1 -2z 2 T

loga.ajg—l+3 (z2+3)2 loga 22+3
para todo x € R.
Em particular,
2 0
"0) = — - =0
10) loga 3
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Exemplo 8.2

Seja a € (0,1) e consideremos f como no Exemplo 8.1. Entao f é decrescente
em (—o0,0) e crescente em (0, +00).

2 .z
loga 243"

temos f'(z) < 0 para z € (—00,0) e f'(z) > 0 para x € (0,400). Logo, a

nossa afirmagao segue da Proposigao 17.1(c), (b), vista no Célculo 1.

De fato, loga < 0, pois a € (0,1). Portanto, como f'(x) =

Analogamente, temos:

Exemplo 8.3

Seja a € (1,+00) e consideremos f como no Exemplo 8.1. Entao f é crescente

em (—o0,0) e decrescente em (0, +00).

Proposicao 8.4

Seja a € (0,1). Entao valem as seguintes propriedades:

(a) a fungao log, é decrescente;
(b) o gréfico da fungao log, tem concavidade para cima;

lim 1 = lim 1 = —00.
(c) lim log,z +ooe lim log,x o0

Demonstracdo: Como 0 < a < 1, loga < 0. Conseqiientemente, log, (z) =

1
zloga

I, temos (a).

< 0 para todo z € (0,+00). Pela Proposi¢ao 17.1(c), vista em Célculo

Como log)l(z) = —71oga > 0 para todo z € (0,+00), (b) segue da

Proposigao 18.1(a), vista em Célculo 1.

Finalmente, lim log,z = lim }oﬂ = 400, pois lim logx = —o0. E
z—0t z—0+ 08¢ z—07t
lim log,x = lim iz% = —o00, pois lim logz = +o00. Isto prova (c).
r—+00 r—+00 r—+00

Em vista do que acabamos de ver, podemos esbogar o gréafico da funcao

log, quando 0 < a < 1; ver a Figura 8.1.

Proposicao 8.5
Seja a € (1,+00). Entao valem as seguintes propriedades:
(a) a fungao log, é crescente;
(b) o grafico da funcao log, tem concavidade para baixo;

lim 1 = — lim 1 = .
(c) lim log,x coe lim log,a = +00
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Figura 8.1

Demonstracao: Como a > 1, loga > 0. Basta, entao, raciocinar como na

demonstracao da proposigao anterior para provar (a), (b) e (¢) acima.

Em vista do que acabamos de ver, podemos esbogar o gréafico da funcao

log, quando a > 1; ver a Figura 8.2.

A

Figura 8.2

Vimos, no final da aula passada, que

log x
lim & =0
r—+4oo M

para todo inteiro n > 1.

Consideremos a € (0, +00), a # 1. Entao

. log,x ) 1 logx
lim — = lim . —
z—+oo " z—+o00 \ loga ™

1 ( . log x)
= lim =
loga \&—+o0c zn

para todo inteiro n > 1.

CEDERJ
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Resumo

Nesta aula vocé estudou o logaritmo de um ntimero maior do que zero
em uma base a € (0,+00) — {1}, bem como algumas propriedades bésicas a

respeito desta nogao.

Exercicios

1. Dé o dominio e esboce o grafico das seguintes funcoes:
() f(x) = logy(w —1) 5 (b) f(x) = 1+ log. |20 — 1.

2. Dé o dominio e derive as seguintes funcoes:

(a) f(z) = logg(x — 1) ; (b) f(z) =1+logs|2z — 1| ;
(c) f(z) =logy(z* +x +1) ;  (d) f(z) = log s(log) ;

(e) f(x) = log(log 57) ; (f) f(z) =log.(2* + 2 —2);
(g) f(z) =log 5 <log%:r> i (h) f(2) =logy (log 52) ;
(i) f(2) = logs (557) () f(w) = log1 (=5) .

3. (a) Mostre que a fungao f(x) = log, (&), definida para z € R — {0},
é decrescente em (—o0,0) e crescente em (0, +00).

(b) Mostre que (a) continua vélido se substituirmos % por qualquer

aec(0,1).

¢) O que ocorreria se substituissemos % por qualquer a € (1, +00)?
7

log,x
4. Seja H(z) = / costdt para todo x € (0,400). Mostre que H é
1:2
derivével em (0, 400) e

~ cos (log,)

H'(z) — 2z cos(z?)

xlog4

para todo = € (0, +00).

5. Calcule os seguintes limites:

. log sz .
(a) $1—1>I-11—100 2 ) (b) :UILI(I){ logﬂ(_‘r) )
(c) lim log.,z2° ; (d) lir% log,, (sen’z) ;
z—0~ 2 T—

(e) lim log 5 (sen®z).

z—0

CEDERJ
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Auto-avaliagao

Os exercicios desta aula dependem, fundamentalmente, do que acabou
de ser visto, das regras de derivacao e do conteudo das aulas 17 de Calculo
I e 3 de Célculo II. Trata-se, portanto, de mais uma oportunidade para
fixar fatos importantes estudados no decorrer do curso. Em caso de duvida

consulte essas aulas ou procure o tutor no pédlo.
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Aula 9 — A funcao exponencial.

Referéncias: Aulas 8, 10,

ObJetIVOS 12, 16, 17, 18, 26 e 27 de
Célculo I, 3, 4 e 7 de Calculo
e Compreender o significado da funcao exponencial. IL.

e FEstudar propriedades basicas da funcao exponencial.

No moédulo 4, de Pré-Calculo, fez-se uma primeira apresentacao da
funcao exponencial. Nesta e na proxima aula, faremos um estudo rigoroso da

funcao exponencial baseado no que ja estudamos sobre a fun¢ao logaritmica.

Vimos, na aula 7 de Célculo I, que a funcao logaritmica é uma funcao
bijetora de (0,+0c) em R. Portanto, ela possui uma fungao inversa, cujo
dominio é a imagem da fungao logaritmica (isto é, R) e cuja imagem é o

dominio da fungao logaritmica (isto é, (0, +00)).

Definicdo 9.1 A inversa da funcao logaritmica é dita a funcao exponencial. A

imagem de cada x € R pela funcao exponencial sera denotada por e*.
Pela definicao de inversa de uma funcao podemos afirmar que

log(e®) =« para todoz € R

e
8% = para todo z € (0, +00).
Em particular, €® = e8! =1 e e! = el8¢ = ¢,
A proposigao a seguir expressa a propriedade fundamental da funcao
exponencial.

Proposi¢do 9.1

Para quaisquer x,y € R, tem-se

Y = % e,

Demonstragdo: Sejam z,y € R. Entao existem u,v € (0,+00), necessari-
amente Unicos, tais que logu = z e logv = y. Conseqiientemente, pela

Proposicao 7.2,

Ty _ e1og u+logv log(uv)

e =e =uv =e*eY,

como queriamos demonstrar.

Vejamos outras propriedades importantes da funcao exponencial, algu-

mas das quais dependem fortemente da proposicao anterior.
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|
Proposicao 9.2
(a) A func@o exponencial é crescente.

(b) Para quaisquer x,y € R, tem-se

e = i e 7Y = i.
er ey
(c) Para todo x € R e para todo inteiro n > 0, tem-se "™ = (e*)".
(e")".
)P

Demonstragdo: (a): Basta lembrar que a inversa de uma fungao crescente é

(d) Para todo x € R e para todo inteiro n, tem-se e

Q=

(e) Para quaisquer inteiros p e ¢, ¢ # 0, tem-se eq = (e

uma fungao crescente.

1
(b): Como 1 = €® = ™77 = 7% segue que e ¥ = —. Logo,
e
exfy e eer(*y) — ex efy — i

ey
(c): Seja x € R arbitrdrio. Vamos usar o principio de inducao finita

para mostrar que " = ()" para todo inteiro n > 0.

E claro que a afirmacao é satisfeita para n = 0. Seja k& > 0 e supo-
nhamos a afirmagdao valida para k, ou seja, admitamos que e = (e¥)*.
Entao

6(k+1)x _ ekarx _ ekx e = (e:t)k e — (623)k+17

provando que a afirmacao é valida para k 4+ 1. Pelo principio de inducao
finita, e"* = (e*)" para todo inteiro n > 0.
Finalmente, como x é arbitrario, a demonstragao de (c) esta concluida.
(d): Seja x € R arbitrario e seja n um inteiro, com n < 0. Como

—n > 0, segue de (c) que e(=™% = (e*)~". Logo, por (b), obtemos

1 1
et — e—((—n).t) _ _ _ (633)71

- e(—n)z - (623)771

Como, em vista de (c), a igualdade " = (e*)" é satisfeita para todo
inteiro n > 0, acabamos de mostrar a validade de (d).

(e): Sejam p e g dois inteiros arbitrarios, com ¢ # 0. Entao, por (d),

provando (e).

A proxima proposicao diz respeito a derivabilidade da funcao
exponencial.
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Proposicao 9.3
A funcao exponencial é derivdavel em R e (e”) = e para todo « € R, onde

(e*)" denota a derivada da fungao exponencial em z.

Demonstracdo: Para facilitar a compreensao da demonstracao escrevamos
f(x) = logz, z € (0,+00); logo, f~!(z) = €%, x € R. Pelo teorema da

funcao inversa, estudado na aula 27 de Célculo I, f~! é derivdvel em R e

1 1 1
FY(F) = i = o = 1 =1
SOV =56 " g T
para todo ¢ € (0, +00).
Seja x € R arbitrdrio. Entdao x = logt = f(t) para um tnico

t € (0,+00). Portanto,

concluindo assim a demonstracao.

Pela proposicao acima, a fungao exponencial é duas vezes derivavel em
R e (") = ((e*)) = (e*) = ¢” para todo z € R. Mais geralmente, segue
da referida proposicao e do principio de inducao finita que, para todo inteiro
n > 1, a funcdo exponencial é n vezes derivavel em R e (%)™ = ¢® para
todo z € R.

Exemplo 9.1
Seja f(z) = €*** para todo z € R. Entdo f é derivavel em R e f'(z) =
2(sen x)(cos x)e*™* para todo x € R.

Com efeito, seja h(z) = sen’x para todo x € R; h é derivavel em R e

h'(x) = 2(sen z)(cos z) para todo z € R (justifique esta afirmagdo). Como

f(z) = @ para todo 2 € R, segue da regra da cadeia que f é derivdvel em
Re

F/(z) = 2(sen z)(cos z)e™™
para todo x € R.
Proposicdo 9.4
(a) O grafico da funcdo exponencial tem concavidade para cima.

(b) lim €*=0 e lim €* = +o0.

T——00 r—-+00
Demonstracao:

(a): Como (e*)"” = e” > 0 para todo x € R, (a) segue da Proposi¢ao
18.1(a), vista em Calculo I.

MODULO 1 -

AULA 9

CEDERJ



CALCULO II

CEDERJ

A funcdo exponencial.

(b): Para cada x € R existe um unico ¢ € (0,400) tal que = = logt.
Além disso, r — —oo se, e somente se, t — 07 e x — +00 se, e somente se,
t — +o00. Portanto,

lim e® = lim €8 = lim t =0
T——00 t—0t t—0t

lim ¢® = lim €°8' = lim t = +oo,
T——+00 t—-+o0 t—-+o0

como queriamos demonstrar.
Usando o que vimos até agora, podemos garantir que o gréafico da funcao

exponencial é como na Figura 9.1.

A

Figura 9.1

Exemplo 9.2

Para quaisquer a,b € R, com a < b, tem-se

b
/ dr = e — e
a

Com efeito, seja G(x) = e”. Pela Proposi¢ao 9.3, G'(z) = e* para todo

x € R. Portanto, pelo Teorema Fundamental do Calculo,
b
/ e*dr = G(b) — G(a) = e’ — e
Logo, a drea da regiao compreendida entre o grafico de f(x) = €*, o

eixo das abscissas e as retas z = a e 7 = b é ® —e® (na Figura 9.2 hachuramos

a regido mencionada).
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Figura 9.2

Exemplo 9.3

Para quaisquer a,b € R, com a < b, tem-se
b
/ cos T 8 Ty = esenb —esena
a

Com efeito, consideremos a fungao G(z) = ¢**"*. Pela regra da cadeia,

G ¢é derivavel em R e tem por derivada a funcéo continua f(x) = cosx e*"”.

Portanto, pelo Teorema Fundamental do Calculo,
b b
/ cosx " “dx = / f(2)dz = G(b) — G(a) = &™P — s,

A préxima proposicao nos diz que a fungao exponencial cresce muito

mais rapido do que qualquer polinémio 2™ (n = 1,2, ...). Mais precisamente:

Proposicao 9.5

Para todo inteiro n > 1,

e:D

lim — = +o0.
z——+oo ™

Demonstracao: Vamos provar a assercao acima usando o principio de

inducao finita.

No caso em que n = 1, devemos mostrar que

e:D

lim — = +o0.
r——+00 I

De fato, argumentando como na demonstracao da Proposi¢ao 9.4(b),

obtemos
T elogt t
lim — = lim — = lim —.
z—too x  t—toologt  t—toologt

Mas, pela Proposicao 7.5,
logt

lim

0,
t—+oo

CEDERJ
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logt

%= > 0 para todo t € (1,+00). Conseqiientemente,

sendo

. ) t . 1
lim — = lim — = lim w7 | = too.
T—400 T t——+o00 logt t——+o0 %t

Seja k um inteiro, k > 1, e admitamos que

k+1

Entao, como lim e* = 400 e lim x = 400, podemos aplicar a

r—-+00 T—+00

regra de L’Hopital para obter

i e’ I e’ 1 i ’ L
11m ——-m = 1m = 11m — = o0,
g—too gkl a—too (k4 1)k k+ 1 \a—+oo 2k

provando que a assercao € valida para k+ 1. Pelo principio de inducao finita,
a assercao ¢ valida para todo inteiro n > 1, isto é,

ev
lim — = +o0
x——+oo "

para todo inteiro n > 1.
Ja sabemos que a funcdo derivavel f(x) = e é tal que f(0) = 1 e
f'(z) = f(z) para todo x € R. Concluiremos esta aula mostrando que tais

propriedades caracterizam a funcao exponencial. Mais precisamente, temos

a seguinte

Proposicao 9.6

Seja f : R — R uma fungao derivavel tal que f(0) =1 e f'(x) = f(z) para
todo z € R. Entao f(z) = e® para todo x € R.

f(=z)

er

Demonstragdo: Consideremos a fungao g : R — R, definida por g(x) =
para todo z € R (notemos que faz sentido considerar a fungao g, pois e # 0
para todo € R). Como tanto f quanto a fungao exponencial sdo derivaveis
em R, segue da Proposicao 10.4, vista no Célculo I, que g é derivavel em R e

oy f@et = f@)(en)  fix)e — fx)e”
g(a:) - (6‘”)2 - (633)2 o

@ - fwe

(e7)?

para todo x € R. Logo, pela Proposicao 17.1(a), vista em Célculo I, existe

¢ € R tal que g(z) = ¢ para todo x € R, isto é, f(z) = ce” para todo x € R.
Fazendo x = 0, obtemos 1 = f(0) = ce” = c. Assim, f(z) = e® para todo

r € R, como queriamos demonstrar.
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Resumo

Nesta aula voce foi apresentado a fungao exponencial e aprendeu algu-

mas de suas propriedades bésicas.

Exercicios

1. Esboce o gréfico das seguintes funcoes:
(a) flz)=e5  (b) flz) =€s  (c) fla) =€,

2. Dé o dominio e derive as seguintes funcoes:

(a) f(z) = e Hot (b) f@) = ey (c) fla) = 7 ;
(d) f(x) = 757 ; () fl@)=e7T5 () fla) =
@@=y W= 0=
(j) f(z) = cos?(e”) ; (1) f(z) = cos () ;

(m) f(x) = log(e” + sen’z)

3. Seja p um polindmio arbitrario. Mostre que a funcio f(z) = @) &
derivavel em R e f'(z) = p/(z) e?™® para todo z € R. Conclua que, se

a € R é uma raiz de p, entdo f'(a) = p'(«v).

et —e* e+ e " et —e "
4. Defina senhx = ——— | coshr = —— etgher = —— =
2 2 er 4+ e ?
T para todo x € R. Mostre que, para quaisquer z,y € R,
tem-se: A funcao
2 2 . . z €R—senhz e R é
(a) cosha —senh"z = 1 ’ conhecida como a fungdo
9 1 seno hiperbdlico, a funcao
(b) tghl‘—i— h2 :1; rz € R+ coshx € R é
coshr conhecida como a fun¢do
(c) senh (z +y) = (senh x)(cosh y) + (cosh z)(senh y) ; cosseno hiperbélico e a
funcdo x € R+— tghx € R é
(d) cosh(x + y) = (cosh z)(coshy) + (senh x)(senh y) . conhecida como a fungdo

tangente hiperbdlica.

5. Mostre que as fungoes senh, cosh e tgh sao derivaveis em R e, além

disso, tem-se
(a) senh’(x) = cosh z,

(b) cosh’(x) = senh z e

CEDERJ
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1
teh’ = —
(c) teh'(z) cosh’x

para todo x € R.

6. Use a regra de L’Hopital para calcular os seguintes limites:

e —1—o— %
2 .
(a) lim . ;
Tl
- 2 6 .
(b) lim p ;
L
- 2
(c) lim -

b
7. Para a,b € R, com a < b, calcule / sen x e“®“dx.
a

Sugestao: Raciocine como no Exemplo 9.3.

b
8. Calcule e*dx, onde a e b sao dois nimeros reais quaisquer, com

a<b,eaa€R—{O}.

9. Determine a concavidade do gréfico da fungao F(z) = / e~ dt, defi-
0
nida para x € R.

2 e
10. Calcule / dx.
. e +5

el

et +5

Sugestao: Considere G(z) = log(e® + 5) e mostre que G'(z) =
para todo z € [1,2].

11. Considere a fungao f(z) = e** + 2¢” + 3, definida para r € R.
(a) Mostre que f é bijetora.

(b) Determine a equagao da reta tangente ao gréafico de f~! no ponto
(6,0).

Auto-avaliagao

Nos exercicios desta aula vocé aliou fatos importantes, estudados no
decorrer do curso, ao que acabou de aprender a respeito da funcao exponen-
cial. Tendo em vista a importancia da funcao exponencial, s6 passe para a
proxima aula apés fazer todos os exercicios propostos. Caso tenha sentido
dificuldades, releia a aula. Permanecendo as duvidas, consulte o tutor no

polo.
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Aula 10 — A funcao exponencial.
Continuacao.

Referéncias: Aulas 10, 12,
16, 17, 18 e 27 de Calculo 1,
4 e 8 de Célculo II.

Objetivos

e Compreender o que se entende por a®, onde a € (0,400) e z € R.

e FEstudar propriedades basicas a respeito desta nocao.

Na aula 8 estudamos as fungoes log,, onde a € (0, +00) — {1}, as quais
sao bijetoras em vista da Proposicao 8.2. Nesta aula nos dedicaremos ao
estudo das inversas das funcoes log,. No caso particular em que a = e, ja
sabemos que a inversa da funcao log, ¢ a fungao exponencial, que foi discutida

detalhadamente na aula anterior.

Defini¢do 10.1 Seja a € (0, +00). Para cada x € R definimos

a® = exloga'
Como e” > 0 para todo z € R, segue que a” > 0 para todo x € R.
Se a = 1, temos a® = e*!°¢! = ¢ = 1 para todo = € R.

Se a = e, temos a® = e*1°8¢ = ¢ para todo = € R; isto significa dizer
que, neste caso, a funcao r € R — a” € (0,400) é precisamente a fungao

exponencial.
Suponhamos a € (0, +00) — {1}. Entao temos:
(a) para todo z € R,

1 zloga
log, (%) = log, (e*8%) = == (e"'5?) _ wloga _

loga loga
e
(b) para todo x € (0, 4+00),
log z
&logazr _ e(logazr) (log a) _ 6(%)(1%(1) _ elogax =

Segue de (b) que, para cada a € (0, +00) — {1}, afuncdo z € R — a” €

(0,400) é a inversa da funcao log,,.

Vejamos algumas propriedades importantes das fungoes x € R — a” €

(0, +00) que decorrem de propriedades j& provadas para a fungao exponencial.

CEDERJ
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Proposicao 10.1
Seja a € (0,+00). Para quaisquer z,y € R, tem-se:

(a) a®t¥ =a”.a¥ ;

(b) (@) = a™

Além disso, se a # 1, a® = 1 se, e somente se, x = 0.

Demonstracdo: (a): a*¥ = e(@t¥)loga — grlogatyloga _ grloga pyloga — gz gy,

(b): Inicialmente, notemos que a afirmacao a ser provada faz sentido,

ja que a® > 0. Temos entao

(&x)y _ (exloga)y _ 6y10g(ez loga) _ 6y(z10ga) _ e(xy) loga _ axy7

como queriamos provar.
(C): a~% = el-¥)loga _ —(zloga) _ —ezéga = aLT

T

(d): a* v =a"t ¥ =qa® a7V =%,

Finalmente, se a # 1, a® = 1 se, e somente se, e?'°8% = 1 = €0 se, e
somente se, xloga = 0 se, e somente se, x = 0.

Fazendo a = e na Proposigao 10.1(b), obtemos (e*)¥ = ¢™¥ para quais-
quer z,y € R, estendendo o que haviamos visto na Proposigao 9.2(e).
Proposicao 10.2
Seja a € (0,4+00). Entéo a funcdo 2 € R +— a” € (0, +00) é derivavel em R e

(a")" = (loga)a”
para todo x € R, onde (a”)" denota a derivada desta func¢do em .

Demonstracdo: Ja sabemos que a funcao exponencial é derivavel em R e
() = €® para todo x € R. Conseqiientemente, a fungdo = € R — a” €

(0, +00) é derivavel em R e (a®) = (loga)e®*8® = (log a)a® para todo z € R.

Exemplo 10.1

Sejam a € (0, +00) e p um polinémio. Entdo a funcio f(z) = a?® é derivavel
em R e
f'(x) = (log a)p'()a"™

para todo x € R.
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Com efeito, pela regra da cadeia, a funcao f é derivavel em R e
f'(x) = p'(2) (@) = (log a)p/ (z)a"™

para todo x € R.
Em particular, se f(z) = 7784 antdo f'(z) = (log 7)(3x2+8)71’3+8$—4,

Exemplo 10.2
Seja a € (0, +00). Entao a fungao f(x) = a®* é derivdavel em R e

Cos T

f'(z) = —(loga)sen x a

para todo x € R.

Com efeito, pela regra da cadeia, a funcao f é derivavel em R e
f(z) = —(senx) (a°**) = —(log a)sen x a°**

para todo x € R.
Em particular, f'(0) = —(loga)sen 0a®=% =0 .
Proposicao 10.3

Se a € (0,1), valem as seguintes propriedades:
(a) a fungao z € R — a” € (0,400) é decrescente;
(b) o gréfico da funcao z € R — a” € (0, +00) tem concavidade para cima;

(¢) lim a®*=+o00 e lim a®=0.

r——00 T—+00
Demonstragdo: (a): Segue do Teorema 27.1(b), visto no Calculo I, ji que a
fungao x € (0, +00) — log,z € R é decrescente (Proposigao 8.4(a)).

(b): Pela Proposi¢ao 10.2, a fungdo x € R — a* € (0,+00) é duas

vezes derivavel em R e
(a™)" = ((a®)") = (loga)(a®) = (loga)(loga)a” = (loga)*a”

para todo z € R. Dalf resulta que (a*)” > 0 para todo z € R. Logo, pela

Proposicao 18.1(a), vista no Célculo I, temos (b).

(c): Comoa € (0,1),loga < 0. Por outro lado, sabemos que lim e* =0

T— —00

e lim €' = +o0.

r—-+00
Portanto,
lim a® = lim €% =400 e lim a® = lim e*!%% =0.
T——00 T——00 T——+00 T— 400

A Proposigao 10.3(a) também segue da Proposicao 10.2 e da Proposicao
17.1(c), vista no Célculo I, lembrando que loga < 0 se a € (0, 1).

|
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Raciocinando como na demonstracao da proposigao anterior, obtemos:

Proposicdo 10.4
Se a € (1,+00), valem as seguintes propriedades:

(a) a fungdo x € R — a® € (0,400) é crescente;
(b) o gréfico da funcao z € R +— a” € (0, +00) tem concavidade para cima,;

(¢) lim a®*=0 e lim a"=+4o0.
T——00 T—+400

A Proposicao 10.4(a) também segue da Proposicao 10.2 e da Proposicao
17.1(b), vista no Célculo I, lembrando que loga > 0 se a € (1,400).

Nas Figuras 10.1a e 10.1b esbocamos os graficos das funcoes x € R —
a® € (0,400) quando a € (0,1) e a € (1,+00), respectivamente.

Figura 10.1

Proposicao 10.5
Sejam [ um intervalo nao trivial, f : I — R uma funcao derivavel em I tal
que f(x) > 0 paratodox € I e g: I — R uma fungao derivavel em /. Entao

a funcao h(z) = f(z)"™ ¢é derivével em I e

W(x) = h(z) |g'(x)log(f(x)) + g()
para todo x € I.

Demonstracdo: Seja v(z) = log(f(x)) para todo x € I. Pela regra da cadeia,

v ¢ derivavel em [ e

V(@) =log/(f()). f'(z) =

CEDERJ m
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para todo x € I.
Seja w(x) = g(z)v(z) para todo x € I. Pela Proposigao 10.3, vista no

Calculo I, w é derivavel em I e

w'(z) = g'(x)o(x) + g(x)v'(x) = ¢'(z) log(f (x)) + g(z)

para todo x € I.
Finalmente, como h(x) = ed@108lf(2) — eg@v@) — v para todo

x € I, segue da regra da cadeia que h é derivavel em [ e

f'(x)

K (z) = "' (z) = h(z) |g'(z)log(f(z)) + g(x) )

para todo x € I.

Exemplo 10.3

Sejam r um numero real arbitrério e h(x) = 2" (x € (0,+00)). Entao h é
derivdvel em (0, +00) e h'(x) = rz"~! para todo x € (0, +00).

9()

De fato, tomemos f(z) = x e g(x) = r; entao h(z) = f(z)”*" para todo

x € (0,+00). Pela Proposigao 10.5, h é derivavel em (0, +00) e

W) =)o) los(1(0) + o) - | -

1
:a:’"[Oxlogx—i-rx—] =
x

para todo = € (0, +00).

Lembremos que, no caso particular em que r é um ntimero racional nao

nulo, o Exemplo 10.3 jé era conhecido (ver a aula 12 de Célculo I).

Resumo

Nesta aula vocé aprendeu o que se entende por a® (a € (0,400) , z € R)

e estudou propriedades bésicas acerca desta nocao.

Exercicios

1. Esboce o gréfico das seguintes funcgoes:

wiw=3)" ow=a @rw=(5)""

|
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2. Dé o dominio e derive as seguintes funcoes:

(a) f(x) = 250, (b) f(z) = gsen’z : (¢) f(z) = 2%n (22) :
@@= (3)  @r@=(5)" " 0=

(8) f(z) = log(3") ; (h) f(z) = 3'e®; (i) f(z) = mlos@) .
(4) f(x) = logy(37) ; (1) f(x) =logs(27) ; (m) f(x) = 2'°8:" .

(n) f(z) = 307

||
1
3. (a) Esboce a regidao compreendida entre o gréfico de f(z) = (?) , 0

eixo das abscissas e asretas x = —1 ez = 1.

(b) Determine a drea da regiao mencionada em (a).

b
4. Calcule / 7**dz, onde a,b € R e a < b. Sugestdo: Se G(v) =

210g772"3, entao G'(z) = 7**.

b
5. Calcule / x7x2d;1:, onde a,b € Rea <b.

Sugestao: Se G(z) = 7 entdo G'(z) = z 7%

2log7

b 1 cos T 1 1 cosa 1 cosb
6. Mostre que / (sen x) (—) dx = - (—) — (—) :
o 6 log (§) \ \6 6

7. Derive as seguintes funcoes:

(a) f(z) =2", x € (0,+00) ; (b) f(z) = 2%~ +62 2 € (0, 400);

(c) f(z) = (2 + )% zeR; (d) f(z) = (sen?z + 1)" ! z e R,

Auto-avaliagao

Os exercicios desta aula dependem, fundamentalmente, do contetido
da mesma, das regras de derivacao e do Teorema Fundamental do Calculo.
Por esta razao, se vocé teve duvidas nos exercicios propostos, releia as aulas
pertinentes e tente novamente. Caso persista alguma duvida, consulte o tutor

no podlo.
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Aula 11 — Exercicios resolvidos.

Referéncias: Aulas 5, 7, 8,
Obieti 9, 16, 17, 18, 26 e 27 de
Jetivo Célculo 1, 3,4, 5, 7 e 9 de
Fixar o contetido das aulas 2 a 9, notadamente aquele referente as aulas Caleulo II.

7e.

Exercicio 1: Seja R a regiao compreendida entre os graficos de
1 9 x
fla) = gla) =a* ¢ hz) =7
(a) Esboce a regiao R.

(b) Ache a area da regiao R.

Solugao: (a): Evidentemente, a regiao R em questao estd contida no con-
junto {(z,y) e R*; x> 0ey > 0}.

Notemos que, como g(z) — h(z) = a* — % = x(x — i), temos
g(z) < h(z) para z € [0,1] e h(z) < g(x) para z € [1,400] . Além disso,

)
g(z) = h(z) se, e somente se, z = 0 ou = 1. Por outro lado, f(z) = g(x)
e

somente se, % = z? se, e somente se, z = 1; f(x) = h(x) se, e somente

se, e somente se, r = 2; e, como f(z)—h(z) = %—% = 4;;”2, temos

1
z 4
h(z) < f(z) para x € [1,2]. Assim, a regido R é como na Figura 11.1.

se,

-z

se,

12—
Ua{—

Figura 11.1

(b): Juntando as informagoes obtidas em (a), concluimos que a drea de

/g(ﬁ—%)dxjt/i(é—Z)dx.

Ré
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163 1 15 21 15 27

364 816 64 128 128

e
/j(i_%)dw _ /fidx_i/l?xdx = log2—log1—%(22_12):
= logQ—g
Portanto, a area deRé%_10g2+§:%_10g2'

Exercicio 2: Seja f : (0, 4+00) — R, definida por f(x) = x+log z para todo
z € (0,+00).

(a) Mostre que f é inversivel em (0, +00).

(b) Mostre que a inversa f~! de f estd definida em R, é derivdvel em

Re (f1)(x)= 1}:}1,(1%) para todo € R. Forneca f~1(1) e (f~1)(1).

Solucgao:

(a): A fungao f é derivavel em (0, +00), como soma de duas fungoes
derivéveis em (0,+00), e f'(z) = 1+ 1 para todo = € (0,400). Assim,
f'(z) > 0 para todo = € (0,+00). Logo, f é crescente em (0,+00) e, con-

seqiientemente, f é inversivel em (0, 400).

(b): Como lim+ r=0e¢ 1im+ log x = —o0, entao lim+ f(z) = —o0. Por
x—0 xz—0 x—0
outro lado, como lirf r=+4o0e lirll log x = 400, entao lirf f(z) = +oc.
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Como f é continua em (0,400) (ja que é derivavel em (0,+00)), pode-
mos garantir que f((0,+o00)) = R (justifique esta afirmacdo usando o te-
orema do valor intermediario). Portanto, o dominio de f~! ¢ R. E, como
f(1)=1+1logl =1, entao f~1(1) = 1.

Finalmente, pelo teorema da funcao inversa, f~! é derivdvel em R e

—1\/ o 1
= Fa)
para todo x € R. Como f'(f~1(z)) =1+ f_ll(x) = 1;2{1(1()96 obtemos
oy @)
(f ) () = m

para todo r € R. Em particular, (f~!)(1) = %_(11()1) =7 =3
Exercicio 3 (Exercicio 5, da aula 7): Use a regra de L’Hopital para calcular
os seguintes limites:

log(:v—l—l)—31:—1—“””2—2 log(x+1)—x+%2‘

(a) lim e ; (b) lim 3 ;
Cologlz 1) —z+ L -2
(C) 21711{%] p 2 3 )

Solugao: (a): Temos que

z—0

22
hm (log(aj—l—l)—x—l— 2) =0 e limz*=0.

Logo, pela regra de L’Hopital,

log(z +1) —z + % = -1+
lim & ) 2 _ lim &t
z—0 [L‘2 x—0 21‘

caso o limite da direita exista. Mas, como

1
lim( —1—}—:5):0 e lim2z =0,
z—0 [L‘—|—1 z—0

segue da regra de L’Hopital que

—— —1+x = 1
hmxﬂi — limL,
x—0 2x z—0 2

caso o limite da direita exista. Como

lim — e T 1 _—l+1
z—0 2 2

=0,
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podemos finalmente concluir que

log(x + 1 —x+x—2
m g( ) 2 —0.

x—0 [L‘2
(b): Raciocinando como em (a), podemos garantir que

o log(z+1)—z+ —:”22 . (;U—:1)2 +1
lim = lim —————,
z—0 [L‘3 z—0 6x

caso o limite da direita exista. Mas, como

. 1 .
Clclif(l)(—m—f‘l)zo e :1621(1)61‘20,

segue da regra de L’Hopital que

1 2
i @t G
z—0 61‘ z—0 ’

caso o limite da direita exista. Como

2

z 2 1
lim D7 7
z—0 6 6 3

podemos finalmente concluir que

_ log(x+1)—x+%2 1
1m = —.
x—0 [L‘3

(¢): Raciocinando como nos itens anteriores, podemos garantir que

_loglz+ 1) —z+ o -2 25 —2
lim =

xz—0 x3 z—0 6 ’

caso o limite da direita exista. Mas

=0.
z—0 6 6
Portanto,
lo 1) — o _ o
G R Sl
z—0 3
Exercicio 4: (a) Seja f : R — R uma fun¢do continua e defina

G(z) = elo 0% para todo z € R. Mostre que G é derivavel em R e
G'(z) = f(z)G(z) para todo x € R.

cepers IEER |
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(b) Suponha que f seja como em (a) e que, além disso, se tenha f(z) > 0

para todo z € R ( respectivamente f(x) < 0 para todo x € R). Mostre que
G é crescente em R ( respectivamente decrescente em R ).

v 1
(c) Mostre que a funcao G(x) = elo AT ¢ crescente em R.

Solugao: (a): Sejam f(x) =e® e F(z) = f(t)dt (z € R). Ja sabemos
0
que f e I sao derivaveis em R e f'(z) = e® e F'(x) = f(z) para todo x € R.

Como G = f o F, a regra da cadeia nos garante que G é derivavel em R e

G'(z) =

(fo F)(z) = f'(F(2)F'(z) = " f(2)

para todo z € R.

f(2)G(x)

(b): Se f(z) > 0 para todo = € R, entao G'(x) = f(x)G(z) > 0 para

todo x € R, j4 que G(z) > 0 para todo = € R. Portanto, G é crescente
em R.

Analogamente, se f(x) < 0 para todo z € R, entao G'(z) < 0 para
todo x € R. Portanto, G é decrescente em R.

(c): Como f(z) = -

—ir7 > 0 para todo z € R, segue de (b) que a fungao
x 1
G(z) = eJo #51% ¢ crescente em R.

1
e a2

Exercicio 5: (a) Mostre que a fungdo f: R — R, definida por f(z)
se x #0e f(0) =0, é derivavel em R.

(b) Esboce o grafico de f.

Solugao: (a): Pela regra da cadeia, f ¢é derivdvel em R — {0} e
f'(z) = Fe~

Tz

2 para todo x € R — {0}.

Mostremos que f é derivavel em 0. Realmente, devemos verificar que

1
. z)— f(0 . T e 22
z—0 xr — O x—0 z—0
existe.
Mas
e 2 z 1 t
lim = lim % = lim —%= lim —.
z—0t T z—0F o2 xz—07F (%) t—-+oo et

. t
Como lim £

et2 t
7 = +00 e como =
t——4o0

vV
H-lm

para todo t € [1,+00) (justifique
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2
et

esta afirmacao), segue que lim %- = +oo . Logo,
t—+o00
o t 1
. e @ ) .
lim = lim — = lim — =0.
a—0t T t—+4o0 et t—o0 €7

Por outro lado,

~ Tt %
. € = . e (=@ . et
lim = —| lim = —( lim =0.
z—0- X z—0— —X t—0t

1
2

[
8

Conseqiientemente, lim = 0. Isto prova que f é derivavel em 0 e

x—0
11(0) =0,

Em resumo, temos f'(z) = %e “sex#0e f(0)=0.

(b): Inicialmente, notemos que f é par, isto é, f(—z) = f(z) para todo
x € R. Assim, para conhecer o gréfico de f, basta conhecer o grafico de f
quando z varia em [0, +00).

Como f'(z) = %e_m% > (0 para todo = € (0,+00), segue que f é
crescente em [0, +00); logo, f é decrescente em (—o0, 0] (este fato também
decorre do fato de que f'(z) < 0 para todo z € (—00,0)).

1
. _ . =7 — ., . _L _ ~
Como xEIJPoo f(z) xEIJPooe 1 (ja que xEIJPoo( %) = 0, a fungao
exponencial é continua em 0 e e? = 1), areta y = 1 é uma assintota horizontal
ao grafico de f.
Facamos um estudo da concavidade do grafico de f.

2
Com efeito, como f'(z) = —36_1% para todo x € R — {0}, podemos
T

afirmar que

para todo z € R — {0}.

Por outro lado,

f@ -0 )

" O = ]_lm _— = =
f ( ) x—0 x —O x—0 €x
_ 1
= lim%6 - = lim % =
x—0 €T x—0 e 12
2
2 (% 212
= lim (f”) = lim — =0
x—0 Lg t——+o00 et
e




Exercicios resolvidos.

MODULO 1 - AULA 11

Em resumo, f é duas vezes derivavel em R, f”(x) = (— % + %)e_z% se
x € R—{0}e f’(0) =0. Como f"(z) = le_%(—S—i—%) para x € R — {0},

1:4
conclui-se que f”(z) > 0 para todo x € (0, %) e f"(x) < 0 para todo z €

(%, +oo). Portanto, o grafico de f tem concavidade para cima em (0, %) e

concavidade para baixo em (%, +oo).
A partir das informagoes obtidas, esbogamos o grafico de f na Figura
11.2.

(@)
v

Figura 11.2

Resumo

Nos exercicios resolvidos desta aula voce fixou, principalmente, o contetido
a respeito das funcoes logaritmica e exponencial, estudado nas aulas 7 e 9.
Eles também podem ter contribuido para dirimir eventuais dividas sobre as
referidas funcgoes.
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Qutras indeterminacées da regra de L'Hépital.

Aula 12 — Outras indeterminacoes da regra
de L’Hopital.

Objetivo
Estudar algumas outras indeterminagoes onde a regra de L’Hopital

se aplica.

Na aula 26 de Calculo I, vimos quatro formas de indeterminagao onde

a regra de L’Hopital se aplica: as formas %, >, 00.0 e 00 — 0o. Nesta aula

veremos trés outros tipos de indeterminacao, a saber, 0°, oo? e 1°°.
Iniciemos pela forma indeterminada (V.

Imagine que queiramos determinar o lim (47 —4x)*"*. Vocé pode per-
ceber que, até aqui, nehuma das técnicas pxz;rg calcular limites sao aplicaveis
neste caso. Observe que, escrevendo f(z) = 4m — 4z e g(x) = senz, temos
xhrfrl— (Adr —4x)=0¢e xlirfrrl_ senz = 0, o que justifica a seguinte

Defini¢cdo 12.1 Sejam I um intervalo nao trivial, f : I — R tal que f(z) >0

para todo z € I e a € R tal que lim f(x) = 0. Se g : I — R é uma funcao tal

que lim g(z) = 0, dizemos que a funcdo f(z)® tem a forma indeterminada

r—a

0° em a.

Para determinar o lim f(2)?® quando f(x)?®) tem a forma indetermi-

nada 0°, vamos transforma-la na forma 2 ou = antes de aplicar a regra de

L’Hopital. ’

Para fazer isso, lembre inicialmente que f(x)9® = e9@ef@) > ( para
todo = € I. Portanto, escrevendo y(z) = f(x)9®) (z € I), segue que logy(z)
estd bem definida e logy(z) = log e9®198/(@) = ¢(x).logf(z) para todo z € I.
Assim,

lim y(x) = lim €' Y(@) — i e9(@)-log f(z)

r—a r—a r—a

Como a fungdo exponencial é continua, segue que lim e9(®)108f (@) —

lim g(z).logf(x)
et , desde que exista lim g(x).logf(z). Se este for o caso e
lim g(x).logf(z) = L, segue que
lim g(z).logf (x)
lim y(z) = lim f(z)9® =" = el

r—a r—a

MODULO 1 - AULA 12

Referéncias: Aulas 26 de
Célculo I, 7, 8, 9 e 10 de
Célculo II.

Lembre que o dominio da
funcao logaritmica é o
intervalo (0, 400).

101 CEDERJ



CALCULO II

CEDERJ

Qutras indeterminagées da regra de L'Hépital.

Acabamos de ver que, para determinar o lim f (x)g(x), basta determinar
o lim g(z).log f(z). Ora, como lim f(z) = 0 e limg(x) = 0, segue que
g(x)Jog f(x) tem a forma indeterminada 0.0c0 em a.

Vocé viu, na aula 26 de Calculo I, que para transformar esta forma

indeterminada na forma § ou 2 usamos o artificio de escrever g(z).log f(z) =

0
9@ que tem a forma indeterminada % em a, ou g(z).log f(x) = log J(@)
Tog J(®) ey

que tem a forma indeterminada 22 em a. Lembremos que a escolha entre as

Y

duas formas devera ser feita levando-se em conta qual delas torna mais facil

a aplicacao da regra de L’Hopital. Vejamos um exemplo.

Exemplo 12.1

Vamos determinar o lim (47 — 4z)%"*

T—T

todo z € (—oo, ), entdo log(4m — 4x) estd bem definida para tais valores de

. Note que, como 47 — 4z > 0 para

x.

Pelo que acabamos de ver, devemos determinar o lim (senz).log(4m —
4x).

Escrevamos (senz).log(4r — 4z) = loelir=e) _ losln—dv) "5 ] tem a

cossecx

senx

forma indeterminada % .

Aplicando a regra de L’Hopital duas vezes, temos:

—4

g;ligrl* (senx).log(4m — 4x) = gglffrl, (_Coss::;x(cotgﬂﬁ) B
_ 4sen’z
= lm —m—— =

e—r— (47 — 4x)cosx

_ 8(senz)(cosx)
= lim =
e—r— (4 — 4m)senz — 4cosx

0
= —-=0.
4
Obtemos, portanto, que

lim (47 — 42)*™ =€ = 1.

T—T

Vejamos, agora, a forma indeterminada oo®.

Defini¢do 12.2 Sejam I um intervalo nao trivial, f : I — R tal que f(z) >0
para todo x € I e a € R tal que lim f(z) = +o00. Se g : I — R é uma

funcdo tal que lim g(z) = 0, dizemos que a funcdo f(z)?® tem a forma

indeterminada oc® em a.
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Analogamente ao caso anterior, devemos determinar o lim g(z)logf(x).
Como lim logf(z) = +oo, segue que g(z)logf(z) tem a forma indetermi-
9(z)
1
log f (z)
g(z)Jogf(z) = “8I®) para, em seguida, aplicar a regra de L'Hopital.

@

g(x

nada 0.co. De novo, usamos o artificio de escrever g(z).logf(x) = ou

Exemplo 12.2

Vamos determinar o lim (%2)33_2. Como —L5 > 0 para todo z € (2, +00),
z—2+ 7 T

segue que log(%) estd bem definida para tais valores de x.

Pelo que acabamos de ver, devemos determinar o lim (w 2).Jog(-55).

z—21

op (L
Escrevendo (z — 2).log(ﬁ) = M e aplicando a regra de L’Hopital,

obtemos

z—2+t x—2

1 log (L=
lim (z — 2). log(—) = lim M =

Assim,

lim

xr—2

. 1
(1 >“ Jimg, (@ Q)IOg(x—Q) .
=e

Vejamos, para finalizar, a forma indeterminada 1°°.

Defini¢do 12.3 Sejam I um intervalo nao trivial, f : I — R tal que f(z) >0
para todo x € I e a € R tal que lim f(z) = 1. Se g : I — R ¢é uma
funcdo tal que lim g(x) = 400, dizemos que a funcdo f(z)9® tem a forma

indeterminada 1% em a.

Da mesma maneira, devemos determinar o lim g(z).logf(z). Como
lim logf(z) = 0 e lim g(z) = £o00, segue que g(x)logf(x) tem a forma inde-
9(z)
9@

log f (x)

ou g(z).logf(x) = &L loe/(®) hara, em seguida, aplicar a regra de L Hopital.

9(1)

terminada 00.0. De novo, usamos o artificio de escrever g(z).logf(x) =
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Exemplo 12.3

1
Vamos determinar o 1im+(cosx)sen(x). Como cosz > 0 para todo = € (0, 7),
z—0

segue que log(cosx) estd bem definida para tais valores de x.

1
senx

Pelo que acabamos de ver, devemos determinar o lim+( ).log(cosz).

z—0

Escrevendo —*—.log(cosr) = M e aplicando a regra de L’Hopital, obte-
senx oz ’
mos
. 1 . log(cosz
lim log(cosz) = lim M =
z—01t \ senx z—07t
sen x
—Senx
— lim COST —
—COST
z—0% sen2zg
3
. sen’x
= lim = 0.
z—0t COS2x
Assim,
) 1
lim Jog(cosz)
. oy L z—01T \ senx 0
lim (cos®)senz = ¢ =e = 1.
z—0t
Resumo

Nesta aula vocé constatou a importancia das fungoes logaritmica e ex-

ponencial para o calculo de certos limites.

Exercicios

1. Determine os limites abaixo:

a) lim+;1:(1/1°g%) b) lim (cosz)*" 2  ¢) lim (x — g)
z=0 T=5T s

d) lim 5a®™ e) lim wze™® f) lim 2®
z—0t T——+00 z—0t

g) lirr(1)(2x + )T ) lim+(1 + x)le” i) lier(eaC + 2x)%/®
r— x—0 z—0

i) lim (e*/2cosz)Y*" k) lim (e* + z)V/*

rz—0 r——00

2 x
lim (cotg2z)"” lim (€)' '
m) ILI(I)I+(CO g2x)®  n) $_1>+OO(6 )
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. 1/x . e’ +1 . -
p) lim(1+¢g @) q) lim —Z——3 r) Jim (senz)™*
r—2 12
s) lim (e!/*)® t) lim ! u) lim !
x—0 -2+ \ 272 — 2 z—0— \ 1 — e”
, . cx+1\"
2. Encontre o ntimero real ¢ para o qual hrf 1) = 9.
z—+o0 \ Cx —

) . r+c\”
3. Encontre o ntmero real ¢ para o qual hrf ( ) =4.
z—to0 \ T — C

Auto-avaliagao

Entre os exercicos propostos, vocé encontrara nao somente aqueles en-
volvendo as formas de indeterminacao estudadas nesta aula, como também
algumas formas de indeterminacao estudadas na aula 26 de Calculo 1. Para
resolve-los, voceé deve demonstrar dominio das regras de derivacao e a iden-
tificacao, em cada caso, da forma de indeterminagao da regra de L’Hopital
a ser aplicada. Caso persista alguma duvida, releia a aula com atencao ou
procure o tutor no seu pélo.
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Aula 13 — Graficos de funcoes.

Referéncias: Aulas 16 a 29

Objetivos de Céleulo I, 7, 8, 9 e 10 de

- - Lo Caleulo I1.
Estudar algumas funcoes envolvendo as fungoes logaritmica e exponen- oo

cial e esbocar seus graficos.

Para cada uma das funcoes f dos exemplos que se seguem, estudaremos:
(i) o dominio e a derivabilidade de f,

(ii) as assintotas verticais e horizontais ao gréfico de f,

(ili) o crescimento e o decrescimento de f,

(iv) a concavidade do grafico de f,

(v) os extremos relativos e absolutos de f e

(vi) os pontos de inflexao do gréfico de f.

Finalmente, esbogaremos o grafico de f.

Exemplo 13.1

Considere a funcio f(z) = ze 2.

T

Claramente, vemos que o dominio de f é R. Agora, como h(z) = e

e g(x) = —Z% sdo fungdes derivéveis em R, segue que (ho g)(z) = e™2 é

derivavel em R. Assim, f é derivavel em R, pois é um produto de funcoes
derivaveis em R, a saber, u(z) =z e (hog)(x) = e 3.

Vejamos as assintotas verticais e horizontais. Como f é continua em R
(pois é derivavel em R), nao existe assintota vertical ao gréfico de f, visto

que, para todo a € R, lim f(z) = f(a). Vimos, naaula 9, que lim e* = +o0
T—a T——+00
e lim ¢® =0. Assim, lim e 2 = lim — = 0, donde concluimos que f
T——00 T—+00 r—+00 @2

tem a forma indeterminada 0o.0. Aplicando a regra de L’Hopital, obtemos

x T 1
lim f(r)= lim ze 2 = lim — = lim +— =0.
xr——+00 xr——+00 r—+00 €2 r——400 565
Como lim 2= —occe lim e 2 = +o0, segue que lim f(z) = —o0.
r——0Q0 r——00 r——0Q0
Assim, concluimos que a reta y = 0 é a Unica assintota horizontal ao gréafico
de f.
Derivando f, obtemos
! x 1 x x x
f(z) :xe_i(—i) +e 2 26_5(1—§>
para todo z € R. Sendo e"2 > 0 para todo z € R, 1 — 5 > 0 para todo

x € (—00,2)el— 5 <0 para todo = € (2, +00), segue que f é crescente em
(—00,2) e decrescente em (2, 4+00).
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!, . ’
Claramente, [ é derivavel e

para todo r € R. Como §—1 > 0 para todo x € (4, +00), —1 < 0 para todo
r € (—00,4) e e73 > 0 para todo x € R, segue que f () > 0 em (4, +00)
e f'(r) <0 em (—o0,4), ou seja, o gréfico de f tem concavidade para cima

no intervalo (4, +00) e concavidade para baixo no intervalo (—oo,4).

Para obter os extremos de f, devemos determinar seus pontos criticos.
Sendo f derivivel em R e visto que f'(z) = 0 somente se 2 = 2, segue
que este é o tnico ponto critico de f. Como f”(2) < 0, segue do teste da
derivada segunda que f possui um maximo relativo em x = 2. E, dado que
f € crescente em (—o00,2) e decrescente em (2, +00), concluimos, na verdade,

que f possui um maximo absoluto em z = 2.

Finalmente, o gréfico de f possui reta tangente no ponto (4, ;%) e dado
que f" muda de sinal somente em z = 4, obtemos que o ponto (4, ;%) é o

tnico ponto de inflexao do grafico de f.

Reunindo todas as informacoes obtidas, estamos, agora, aptos a esbogar

o gréfico de f (ver a Figura 13.1).

2/e

Figura 13.1

Exemplo 13.2
Considere a fungao f(z) = zlog(z?).

Claramente, vemos que o dominio de f é R—{0}. Agora, como h(z) =
logx ¢ derivavel em (0,+00) e g(x) = x? é derivavel em R, segue que (h o
g)(z) = log(x?) é derivavel em R — {0}. Assim, f é derivdvel em R — {0},
pois é um produto de fungoes derivdveis em R — {0}, a saber, u(z) = z e
(h o g)(x) = log(z?).
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Vejamos as assintotas verticais e horizontais. Como f é continua em
R—{0} (pois é derivavel em R—{0}), para todo a € R—{0}, lim f(z) = f(a).
Assim, a reta x = 0 ¢ a Unica candidata a assintota vertical. Note que f(z)
tem a forma indeterminada 0.00 em x = 0, pois ilir(l)a: =0e llir(l) log(z?) =

—o00. Escrevendo f(x) = e aplicando a regra de L’Hopital, obtemos

8

. 2\ 15
}Ell% Ilog(‘r ) - }EIE% % —0 _1/1'2 z—0

Concluimos, portanto, que nao existem assintotas verticais ao

grafico de f.

Vimos, na aula 7, que lim logz = +o00. Assim, lirf log(x?) = +o0,

T—+00 0

donde lim zlog(z?) = +oo e lim xlog(2z?) = —oo, ou seja, ndo existem

T——+00

assintotas horizontais ao grafico de f.

Derivando f, obtemos
fi(z) = x(i—g) + log(z?) = 2 + log(x?)

para todo z € R — {0}. Como log(z?) < —2 se, e somente se, z € (—1,1) —
{0}, segue que f'(z) <Oem (—211) —{0} e f(z) >0em (—o0,—1)U

(%, +oo). Assim, f é crescente em ( — o0, —1

(- L1) - {0} e

Sendo f* derivavel em R — {0} e f"(z) = 2, segue que f (z) < 0 para

) U (é, +oo) e decrescente em

z € (—00,0) e f'(¥) > 0 para @ € (0,+00), ou seja, o grafico de f tem
concavidade para baixo em (—o0,0) e concavidade para cima em (0, 400).

! "
Como f'(z) = 0 se, e somente se, x = —% ouxr = é, f (—%) <0
" . . ’ .
ef (é) > 0, segue do teste da derivada segunda que f possui um méaximo
relativo em # = —1 e um minimo relativo em z = £. Como lim f(z) = —o0
r——00

e lim f(x) =400, concluimos que f nao possui extremos absolutos.
r—+00

Finalmente, dado que f'(z) < 0 se 2 € (—00,0) e f'(z) > 0 se
x € (0, 400), temos que o grafico de f nao possui ponto de inflexdao (lembre

que f nao estd definida em 0).

Reunindo todas as informagoes obtidas, podemos, agora, esbocar o

grafico de f (ver a Figura 13.2).
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2/e

1/e

21 1 \ /1
—2/e

Figura 13.2

Exemplo 13.3

1
1—e*”

O dominio de f é R — {0}. A funcado f é derivavel em R — {0}, pois a
funcao g(x) = 1 — e* é derivavel em R (logo, em R — {0}) e g(z) # 0 para
todo z € R — {0}.

Vejamos as assintotas verticais e horizontais. Como f é continua em

R—{0} (pois é deriviavel em R—{0}), para todo a € R—{0}, lim f(z) = f(a).
r—a

Assim, a reta x = 0 é a unica candidata a assintota vertical. Note que, como

Considere a fungao f(x) =

e*<lsex<0ee®”>1sex>0,entdo lim f(z)=+oce lim+f(x):—oo.
z—0~ z—0

Assim, a reta x = 0 é uma assintota vertical ao grafico de f.
Agora, dadoque lim e®* =0 e lim e® =400, segue que lim f(z) =
T——00 T—+00 T——00

le lirf f(z) = 0, donde concluimos que as retas y = 1 e y = 0 sao as

assintotas horizontais ao grafico de f.

x

Derivando f, obtemos f'(z) = (1f7)2 para todo x € R — {0}. Assim,

f'(x) > 0 para todo € R — {0} e, portanto, f é crescente em R — {0}.

A funcdo f' é derivavel em R—{0} e f"(2) = (efje‘f); Como e”+¢e* > 0

para todo z € R, o sinal de f" fica determinado pelo sinal de (1 — %),
Assim, f'(z) >0sexz <0e f'(z) <0sex >0, ouseja, o grafico de f tem

concavidade para cima em (—o0,0) e concavidade para baixo em (0, 400).

Note que, como f é crescente em R —{0}, entdo f nao possui extremos.
Analogamente, como f(z) > 0 para todo z € R — {0}, o grafico de f nao

possui pontos de inflexao.

Reunindo todas as informacoes obtidas, temos que o gréafico de f é como
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na Figura 13.3.

Figura 13.3

Exemplo 13.4

z2

= logz
O dominio de f é (0,1) U (1, +00). Como f é um quociente de fungoes
derivéveis em (0,1) U (1,400), f é derivavel em (0,1) U (1, +00).

Considere a funcao f(x)

Vejamos as assintotas verticais e horizontais. Como f é continua em
(0,1)U(1, 4+00) (pois é derivavel em (0, 1)U(1, +00)), segue que as retas z = 0
e x = 1 sao as unicas candidatas a assintotas verticais ao grafico de f. A reta

2
. , . .. : 1
x = 0 ndo é uma assintota vertical, pois lim —— = lim ——.2> = 0.0 = 0.
z—0t logx z—07t lOg.T
2 2
. x . € ’
Como lim —— = —oo e lim —— = +o00, segue que a reta x = 1 é uma
z—1- logx a—1+ logx

assintota vertical ao gréfico de f.

Note, também, que f tem a forma indeterminada % (em +oo). Apli-

cando a regra de L’Hopital, obtemos
2
. X .
lim — = lim 22% = +o0.
T—+00 logx T—+00
Assim, nao existem assintotas horizontais ao grafico de f.

Derivando f, obtemos f' () = %
Como logz < 4 paraz € (0,1)U(1, e%) e logz > 5 para x € (e%, +00), segue
que f'(z) < 0 para = € (0,1) U (1,(3%) e f(r) > 0 para z € (e%,+oo), ou
seja, f é decrescente em (0,1) U (1,6%) e crescente em (e%, +oo).
Note que f* é derivavel em (0, 1)U(1, +oo) e f" (z) = %#
todo o € (0,1) U (1, +00). Para determinar o sinal de f", devemos estudar

para todo z € (0, 1)U(1, 4+00).

para
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os sinais do numerador e do denominador de f”. Como (logz)® < 0 para
z € (0,1) e (logx)® > 0 para z € (1, +00), resta estudar o sinal do numerador
2(logx)? — 3logr + 2. Mas vocé pode observar que 2y* — 3y + 2 > 0 para
todo y € R (justifique esta afirmagao). Portanto, 2(logr)? — 3logz +2 > 0
para todo x € (0,1) U (1, 4+00). Vemos, assim, que f (z) < 0 se z € (0,1)
e f'(z) > 0sex € (1,4+00), ou seja, o grifico de f tem concavidade para
baixo em (0,1) e concavidade para cima em (1, 400).

Agora, sendo f derivavel no seu dominio (0,1)U(1, +o0) e f (z) = 0 se,
e somente se, r = e%, 0 Unico ponto critico de f é x = e3. Além disso, visto

1

1 . . . .
que e~ > 1, segue que f”(ei) > 0, ou seja, f possui um minimo relativo em

[SEEN|

x = e” (note que isto também segue do fato, visto acima, de f ser decrescente
em (1, e2) e crescente em (e2, +00)). B, como xligl* f(z) = —o0, f nao possui
extremos absolutos.

Finalmente, como f"(v) < 0se x € (0,1) e f () > 0 se z € (1, 400),
segue que seu grafico nado possui pontos de inflexdo (lembre que f nao estd

definida em 1).

Agora, podemos esbogar o grafico de f, como indicado na Figura 13.4.

Figura 13.4

Resumo

Nesta aula, aplicamos todo o ferramental estudado no médulo 2 de
Calculo I para esbocar graficos de funcoes envolvendo as fungoes logaritmica

e exponencial.
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Exercicios

Para cada uma das funcoes abaixo, estude:
(i) o dominio e a derivabilidade de f,

(ii) as assintotas verticais e horizontais ao gréfico f,

(iii) o crescimento e o decrescimento de f,

(iv) a concavidade do gréfico de f,

(v) os extremos relativos e absolutos de f e

(vi) os pontos de inflexdo do grafico de f.

Finalmente, esboce o grafico de f.

a) f(z) = 22ex b) f(x) =2zlogz  c¢) f(x) = z%e”
Q) £(z) = 3z ~ log(a?).

Auto-avaliagao

Os exercicios propostos envolvem todo o conteiido do médulo 2 de
Calculo I, mais as aulas 7 a 12 . Se tiver divida em alguns dos conceitos
envolvidos ou técnicas utilizadas na solugao dos mesmos, releia com atencao
a aula correspondente. Caso persista alguma duvida, procure o tutor no

seu pélo.
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Aula 14 — Exercicios resolvidos.

Referéncias: Aulas 1 a 12.
Objetivo

Fixar o contetudo do moédulo 1 de Célculo 11

r—

Exercicio 1: Defina H(x) = / Vi3 + 1 dt para x € [—1,400). Mostre

23
que H é derivavel em [—1,400) e determine H (z) para z € [—1, +00).

r—

0 x2
Solugao: Defina Fi(x) = / V41 dt e Fp(x) = Vi3 + 1 dt para
x3 0
x € [—1,+400). Note que H(z) = Fi(x) + Fy(z) para todo x € [—1, +00).
Mostremos que F e Fy sdo derivaveis em [—1, +00). Com efeito, defina

0
g(x):x3eG1(I):/ \/t3+1dt. Entéo FlZGloga pOiS

(G109)a) = Gily@) = Gr(a*) = [ VEFTdt = Fi(a)

para todo x € [—1, +00).

Analogamente, defina p(r) = r — 2% e Go(z) = / Vi3 +1 dt. Entao
0
Fy = G4 o p, pois

(Gy0p)(z) = Ga(p(x)) = Gy(z — %) = /Oﬂﬂ—iv ViIE 4+ 1 dt = Fy(x)

para todo = € [—1, +00).

Como /13 + 1 é continua em [—1, +00), segue do Exemplo 3.2 que G4
e Gy sio derivéveis em [—1,+00), Gy (z) = —V2® +1 e Gy (z) = V2 + 1
para todo z € [—1,400). Sendo g e p derivaveis em R, segue da regra da

cadeia que Fj e Fy sao derivaveis em [—1,400),

’

Fi(z) = (Giog)(z) = Gi(g(x)).g(x)=
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Fy(z) = (Grop)(z) = Ga(p(x))p ()=
= (1-22)Gy (z —2°) =

= (1-2z)\/(z—2?)3+1
para todo x € [—1,+00). Assim, H' (z) = F} (z) + F (2) = —322V29 + 1 +
(1 —2x)y/(z — 22)3 4+ 1 para todo x € [—1, +00).

1

Exercicio 2: Determine / 23 (62" — 5)1°% dz.
-1

Solugao: Vamos usar o que vimos no Exemplo 4.8. Escrevendo p(z) =

62* — 5, temos que p (x) = 2423, Portanto,

/_1 2?62 — 5)1% dy = /_l p/Q(Z) (p(x))'* dz =

1 1

_ L (@)t (p(=1))M NN
B ﬂ( 1001 1001 )_

1 1 1 0
24\ 1001 1001/

Exercicio 3: Sejam p um polinémio arbitrario e a, b niimeros reais tais que
b
a < bep(z) >0 para todo x € [a,b]. Determine / p (2) V/p(x) dz, onde n

¢ um inteiro maior ou igual a 2 (observe que a condi¢ao “p(z) > 0 para todo

x € [a, b]”sé precisa ser imposta no caso em que n é par).

Solugdo: A funcio f(x) = p'(z)¥/p(x) é continua em [a,b]. Além disso,
sendo G(z) = nLH(p(x))nTH, G é derivavel em [a,b] e

’ n n+1 ’ n+1

G (1) = ——— =7 (@) 7 =p @)pla)7 = f(2)

para todo x € [a,b]. Portanto, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

| P @ V) e = [ f@) do = G0)-Gl@) = - (00) T - pla) ).
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Exercicio 4: Calcule / (27 + 3)V/322 + 97 + 6 du.
-1
Solugdo: Se tomarmos p(z) = 322 +92+6, temos que p (x) = 62+9. Assim,
1 1! 1
/ (27 + 3)V322 + 92+ 6 dx = / @\S/p(x) dx = §/ p (x)v/p(x) do.
~1 —1 —1
Pelo exercicio anterior, segue que
! 5 13 4 4 s
/ (20 4+ 3)V322 + 92 + 6 dr = gz((p(l))§ — (p(—1))3) = —(18)s
-1
1 4
Exercicio 5: Calcule / ( / t3cosx dt) dx.
0 2
4
Solugao: Na integral definida t3cosx dt, a varidvel de integracdo é t.
2
Assim, como cosz nao depende de t, segue que
4 4
/ ticosr dt = (cosx)/ t3 dt.
2 2
Note que G(t) = % é tal que G'(t) = t3. Portanto, pelo Teorema
Fundamental do Calculo,
4 4
/ ticosy dt = (cosa:)/ 3 dt =
2 2
4t 2t
= (cosz) (Z - Z) = (cosr)(4® — 2?) = 60cosz.
Logo,
1 4 1
/ (/ t3cosx dt) de = / 60cosz dxr =
0 2 0
= 60(senl — sen0) = 60senl.
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2x
1
Exercicio 6: Seja F(z) = / n dt para todo x > 0. Mostre que F' é uma

funcao constante.

Solugao: Para todo z € (0, +00), temos

2x 1 2x
ro = [ae [Ta [Tha

= log (22) —log = =

= log 2+ log z — log = = log 2.

Portanto, F' ¢ uma funcao constante.

Exercicio 7 (Exercicios 1(h) e 1(1), da aula 5): Esboce a regiao e ache a

area da regiao compreendida entre:

(a) os graficos de f(x) = 2> —x —2 e g(z) = = + 6;

(b) os gréficos de f(z) =cos xeasretasx =0,z =7 ey =0.

Solugao: (a): Note que f(z) = g(x) se, e somente se, t = =2 ou z = 4, e
que f(z) < g(x) para todo = € [—2,4]. Assim, a regidao em questao é como
indicado na Figura 14.1.

Figura 14.1

CEDERJ
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A area da regiao é, portanto,

/4(g(x) — f(x)) dz = /4(—x2+2x+8) dr =

-2 —2

4 4 4
= / —x2dx+/ 2$dl’+/ 8 dx =
—2 —2 -2

= (-5 + 58 (5 - ) s

108

5

(b): A regiao em questao é como indicado na Figura 14.2.

Figura 14.2

Vé-se, facilmente, que a area da regiao é duas vezes a area da regiao
compreendida entre o gréfico de f(x) = cos z, para z € [0, 5], e areta x = 0,

ou seja,

us

2 ™
2/ cosz dx = 2(sen§ — senO) = 2.
0

Exercicio 8: Mostre, usando o teorema do valor médio para integrais, que

P
31= J, a* 14 T4

1

—57 ¢ continua em [0, 3]. Pelo teorema do valor

Solugao: A fungao f(x) =
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médio para integrais, existe u € [0, 3] tal que

/0 Lo = f(u)(3 - 0) = 3f(u).

3+ 4

Por outro lado, como 4 < z3 4+ 4 < 31 para todo x € [0, 3], entao

< $31+4 < i para todo x € [0, 3]. Portanto, 3% <3f(u) = u33+4 < %, isto é,

3 /3 1 3
— < daj<—,
31 = Jp x3+4 T 4

como queriamos demonstrar.

L
31

Exercicio 9: Vamos usar as propriedades da funcao logaritmica e sua deri-
. ’ R

vada para determinar f (x), onde f(x) = M%m para x € [0, +00).

Solugao: Como f(z) > 0 para todo x € [0, 4+00), temos que g(x) = logf(z)

estd bem definida em [0, +o00). Aplicando as propriedades da fungao lo-

garitmica, obtemos
1 1
g(x) = glog(x +1) —log(z + 2) — Elog(x +3).

Sendo f e log derivaveis em (0, 400), segue da regra da cadeia que g é
derivével em [0, +00) e
/ 1

/ 1 1 1
A Rl TP R Ty s s Rk provay

para todo z € [0, +00).

Multiplicando ambos os lados da igualdade por f(x), obtemos
fla) =

Ve+1  2x+2)(x+3)—6(x+1)(z+3)—-3x+1)(z+2)
(4 2Vr+3 (6(z +1)(z 4+ 2)(x + 3)

Finalmente, desenvolvendo o numerador e simplificando a expressao,

obtemos )
, —Tx* — 23z — 12
f (x) - 2 3
6(z + 1)3(z +2)%(z + 3)2

para todo = € [0, +00).
z* +2r+3
23+ 3224+ 92+ 1

1
Exercicio 10: Calcule /
0




Exercicios resolvidos.

Solugao: A fungao f(x) = 23 + 322 + 9z + 1 é tal que f(x) > 0 para todo
x € [0,1]. Assim, G(x) = logf(x) estd bem definida para todo x € [0, 1].
1

Pela regra da cadeia, G é derivavel em [0,1] e G'(z) = m.f/ (x) para todo

x € [0, 1], ou seja,

G () 322 + 6z + 9 3(z* + 2z + 3)
x) = = )
23 +3224+9rx+1 234+3224+9x+1

para todo = € [0, 1].

1 2242243 _ 1 1 _3(@=+22+3)
Como [ =igarerT dv = 3 [y 7mrreers d, segue do Teorema Fun-

damental do Célculo que

V2242243 1 1 log14
dr = = 1) — = —(logl4 — logl) = .
/0 s on p10r 30— G0) = 3(logld —logl) = =3
Resumo

Esses exercicios avaliam todo o conteido visto neste médulo. A partir
dessas resolugoes vocé pode, inclusive, tirar duvidas de exercicios de aulas
anteriores nos quais tenha tido divida. Nesse caso, retorne a(s) aula(s) em

questao e refaga-os. Se persistir a duvida, procure o tutor no pdlo.

MODULO 1 -

121

AULA 14

CEDERJ






Exercicios resolvidos.

MODULO 1 - AULA 15

Aula 15 — Exercicios resolvidos.

Referéncias: Modulos 1, 2
Ob . t. de Célculo I e o Médulo 1 de
Je VO Célculo II.

Fixar os principais conceitos e resultados estudados durante o curso.

Exercicio 1 (Exercicio 5, da aula 4 de Calculo I): Mostre que
_ 1—cos® 3
lim —m = —.
e—0 2xsen x cos x4

sen x
=1

(a) Usando o limite fundamental lir%
T— x

(b) Usando a regra de L’Hopital.

1 — cos®z 1 — cos’x cos’x cos>x

2xsenx cosx 2rsenx cosr  2rsenx cosr  2xSenr cost

sen?x COST cosx

2rsenx cosx  2xsenx  2xseny

2r cosx 2xsenx
_ senz 1 cost  ( (1 — cosz)(1+ cosz) B
21 cosz 1+ cosz 2xsenx N
_ senz 1 COST sen’z \
21 cosxr 1+ cosz \2xsenx )
senr 1 COoSr Ssen x
= +
2¢r cosx 1+ cosx 2z
Portanto,
_ 1 — cos®z . senx 1 i{% cosT . senx
lim ——— = lim - + | — lim =
z—0 2xsenx cost z—0 21 1111(1] COST 1+ l1rr(1] COST z—0 2%
1 W14 1 " I 3
2 272 4

(b): Lembrando que sen(2x) = 2senx cosz, temos

1 — cos3x 1 — cos’z

2rsens cosr  wsen(2x)
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Como liH(l)(l — cos’r) = lirr(l)(xsen(Qx)) = 0, segue da regra de
L’Hopital que
, 1 — cos®z , 3cos?r senx
lim — = lim ,
z—0 2zsenx cosr  =—0 sen(2x) + 2zcos(2x)

caso o limite da direita exista. Mas, como
lir% 3cos’x senx = lir%(sen(2x) + 2zcos(2x)) = 0,
Tr— Tr—

segue da regra de L’Hopital que

3cos’x senx _ 3(—2cosz sen’z + cos>z)

li = =
220 sen(2x) + 2xcos(2x) 20 2co0s(2x) 4 2cos(2x) — 4xsen(2x)

y 3(—2cosz sen’z + cos’r)
= lim
=0 4cos(2x) — 4xsen(2z1)

caso o limite da direita exista. Finalmente, como

3(—2cosz sen’z + cos’r) 3

- dcos(2x) — dxsen(2z) 4

concluimos que
, 1 — cos®x 3
lim — = —.
z—0 2xsenr cosr 4
Exercicio 2: Use o teorema do valor intermedidrio para mostrar que o

polinémio p(x) = 2 + 72® — 9 tem pelo menos duas raizes reais.

Solugao: Como p(0) = —9 < 0 e p(2) = 63 > 0, segue do teorema do valor
intermedidrio que existe o« € (0,2) tal que p(a) = 0. Logo,
p(r) = q(x)(z — «) para todo x € R, onde ¢ é um polinémio de grau 3.
Pelo Exercicio 3, da aula 8 de Calculo I, ¢ possui pelo menos uma raiz
real 3. Escrevendo ¢(z) = az® + ba? + cx + d, temos z* + 72® — 9 =
(az® + ba? 4+ cx + d)(x — @), e daf resulta que a = 1, b =T+ a, c = %
ed= %. Portanto, ¢(z) = 23+ (7 + a)z? + %x + %; em particular, g(a) > 0.
Conseqiientemente, 3 # «, sendo p(5) = q(8)(8 — «) = 0. Assim, acabamos

de mostrar que p tem pelo menos duas raizes reais, a saber, a e (.
log(z°+1) ,

Exercicio 3: Seja D = {W’ z € [1,2]}. Use o teorema de Weierstrass

para mostrar que existem z,w € D tais que z <t < w para todo t € D.

log(z®41)
z44+1
(justifique esta afirmacdo). Pelo teorema de Weierstrass, existem x,xs €

[1,2] tais que f(z1) < f(z) < f(x2) para todo z € [1,2]. Entao, tomando
z=f(z1) € Dew= f(xg) € D, tem-se que z < t < w para todo t € D (j&
que todo t € D é da forma ¢t = f(z) para algum z € [1,2]).

Solugao: Consideremos a fungao f(x) = , que é continua em [1, 2]
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MODULO 1 -
Exercicio 4: Seja f(z) = |z|> para todo z € R. Mostre que f é duas vezes
derivével em R e trés vezes derivével em R — {0}. Mostre que f~ é continua
em 0, mas que f nao é trés vezes derivavel em 0.
Solugao: Como f(z) = —2* para todo x € (—00,0) e f(z) = 2* para todo
z € (0, +00), segue que f (x) = —32% para todo = € (—00,0) e f (z) = 322
para todo z € (0, +00). Por outro lado,
— f(0 —3
lim J) = 1(0) = lim — = lim (—2*) =0
z—0~ z—0 z—0- X z—0~
e
— f(0 3
lim M: lim 2 = lim 2 = 0.
z—0t xr — z—0t T z—0t
— 0 ’
Logo, hH(l) L(J)C() = 0, provando que f é derivavelem O e f (0) = 0.
T— xTr —

Em resumo, temos f (r) = —3x% para todo z € (—00,0), f(0) = 0
e f(z) = 322 para todo z € (0,+00). Portanto, f (x) = 62 para todo
r € (—00,0) e f' () = 62 para todo = € (0, +00). Por outro lado,

’ . ’ 0 _3 2
i L@ SO T3 (Ce) = 0
z—0~ r—0 z—0- X z—0~
e
/ o / 2
tim LSO gy 3T s
z—0t z—0 z—0t T z—0t
(z) = (0 :
Logo, lir%Lg() = 0, provando que f ¢é derivavel em 0 e
T— xr —
f(0)=0.

Acabamos de mostrar que f é duas vezes derivavel em R, sendo
f'(z) = —6z para todo 2 € (—00,0), f(0) = 0 e f'(z) = 6z para
todo 2 € (0,+00). Portanto, f"(z) = —6 para todo x € (—o00,0) e
f"(¥) = 6 para todo = € (0, +00), mostrando que f é trés vezes derivével
em R — {0} = (—00,0) U (0, +00).

Finalmente, como

lim f"(z) = lim (—62) =0
z—0~ z—0~
e
xli%l“' f (-1') - xlir(r)l‘*‘ b = 07
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CALCULO 1l |
segue que hH(l) 1 (x) =0 = 1 (0), mostrando que f* é continua em 0. Por
outro lado,
lim M: lim __63::_6
z—0~ z—0 z—0- T
e " "
lim M: lim 6_95:6’
z—07F z—0 z—0t T
f// (x) . f// (0)

mostrando que lim nao existe. Assim, f nao é trés vezes de-

z—0 x—0
rivédvel em 0.

Exercicio 5: Seja f : R — R tal que | f(x) — f(y)| < (x —y)? para quaisquer

x,y € R. Mostre que f é uma funcao constante.

Solucgao: Fixemos = € R. Entao, para todo t € R, t # x, temos

£~ f@)| _ 15(0) ~ f()]

t—x |t — x|

< |t—l’|,

pois [t — z|? = (t — z)?. Como lim |t — x| = |x — 2| = 0, concluimos que

o 0 = 1)

t—x t—uxo

=0.

Isto prova que f é derivavel em x e f/(x) = 0. Como z é arbitrario, se-
gue que f é derivavel em R e f’(x) = 0 para todo = € R. Conseqiientemente,

f é uma funcao constante.

Exercicio 6: Mostre, usando o teorema do valor médio, que % < V66—8 < %.

Solugao: Consideremos a funcao f(z) = 1/ restrita ao intervalo [64, 66]. Ja
sabemos que o teorema do valor médio é aplicavel a funcao f. Pelo referido
teorema, existe ¢ € (64,66) tal que f(66) — f(64) = f (c)(66 — 64) = 2f (c),
isto é,

1
\/%—8:22—\/5:%.

Mas, como 64 < ¢ < 66 < 81, entao
1 1 1 1 1

- = < < = —.
9 V81 e V64 8
Portanto, % < V66 —8 < %, como queriamos demonstrar.

Exercicio 7: Seja f(z) = ¢ % para todo z € R.

(a) Mostre que f é crescente e Imf = {f(x);x € R} = (0, 400).

CEDERJ
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(b) Use o teorema da fungao inversa para mostrar que a inversa f~!
de f é derivével em (0, +00) e (f1) (f(2)) = =5——— para todo = € R.

T (3z241)exS e
Forneca (f~1)'(1).

Solugao: (a): Para quaisquer z,y € R, com x < y, temos z° + = < y> + .
Logo, como a fungao exponencial é crescente, f(x) = et tT < Uty — f (y).

Isto mostra que f é crescente. Como lim (z° 4+ z) = —o0, lim (z° +z) =

+00, tli{noo el=0e tEEloo e = 400, se;ue o(;ue IEIPOOf(x) = 5 ezoirfoof(x) =
+00. Como f é continua em R e Imf C (0,+00), o teorema do valor
intermediario garante que Imf = (0, 4+00).

(b): Pela regra da cadeia, f é derivavel em R e f'(z) = (322 + 1)e*’t*
para todo z € R. Logo, f'(z) > 0 para todo z € R (o que também mostra que
f é crescente). Pelo teorema da funcio inversa, f~! ¢ derivavel em (0, +00)

e
/ 1 1

U@ = 315 = Gy pe®

para todo x € R. Em particular, como f(0) = 1, temos que

/ 1

(M) =) (f(0) = Bx g Do !

Exercicio 8: Sejam a,b € R, a < b, e f,g : [a,b] — R duas fungoes
derivéveis em [a, b] tais que as funcdes f e ¢’ sdo continuas em [a, b]. Mostre,

usando o Teorema Fundamental do Calculo, que

/ f(x)g(x)dx +/ f(x)g (x)dx = f(b)g(b) — f(a)g(a).

Solugao: Definamos h(x) = f(z)g(x) para todo x € [a,b]. A fungao h é
derivavel em [a,b] e

W(x) = f(2)g(x) + f()g (2)

para todo z € [a,b]. Além disso, a funcao = € [a,b] — f (2)g(x)+f(2)g () €
R é continua em [a, b]. Portanto, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

I
=
~
<
~—
|
=
—~
S
N~—
I
~
—~
<
S~—
Q
—~
<
SN~—
|
-
~
S
S~—
<
—~
S
}./

| @yt + £ (2))ds
isto é,

/ f ()g(x)dz + / J(@)g (2)dx = F(D)g(b) — f(a)g(a).
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Exercicio 9: Use o Exercicio 8 para mostrar que, para quaisquer a,b € R,

com 0 < a < b, tem-se

b
/ logx dx = b(loghb — 1) — a(loga — 1).

Solugao: Definamos f(z) = = e g(z) = logz para todo = € [a,b]. Como
fx)=1leg(z)= % para todo x € [a, b], segue que f e ¢’ sdo continuas em

[a, b]. Podemos, entao, aplicar o Exercicio 8 para concluir que
b b
/ logx dx + / dz = blogbh — aloga,
isto é,

b
/ logx dx = blogh — aloga — b+ a = b(logh — 1) — a(loga — 1).

Resumo

Concluimos nosso curso procurando, mais uma vez, realgar a importancia
dos conceitos e resultados fundamentais que tivemos a oportunidade de es-

tudar.
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