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Aula

MATRIZES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

reconhecer matrizes reais;

identificar matrizes especiais e seus principais
elementos;

estabelecer a igualdade entre matrizes.
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MATRIZES

Consideremos o conjunto de alunos do CEDERJ, ligados ao
polo Lugar Lindo, cursando a disciplina Algebra Linear I. Diga-
mos que sejam 5 alunos (claro que se espera muito mais!). Ao
longo do semestre, eles fardo 2 avalia¢Oes a distancia e 2 presen-
ciais, num total de 4 notas parciais. Para representar esses dados
de maneira organizada, podemos fazer uso de uma tabela:

Aluno AD1 | AD2 | AP1 | AP2
1. Ana 4,5 6,2 | 70 | 55
2. Beatriz | 7,2 6,8 | 80 | 10,0
3. Carlos 8,0 75 | 59 | 7,2
4. Daniela | 9,2 85 | 70 | 8,0
5. Edson 6,8 72 | 68 | 75

Se quisermos ver as notas obtidas por um determinado aluno,
digamos, o Carlos, para calcular sua nota final, basta atentarmos
para a linha correspondente (8,0; 7,5; 5,9; 7,2). Por outro lado,
se estivermos interessados nas notas obtidas pelos alunos na se-
gunda verificacdo a distancia, para calcular a média da turma,
devemos olhar para a coluna correspondente (6,2; 6,8; 7,5; 8,5;
7,2). Também podemos ir diretamente ao local da tabela em que
se encontra, por exemplo, a nota de Carlos na segunda avaliacdo
a distancia (7,5).

E esse tipo de tratamento que as matrizes possibilitam (por
linhas, por colunas, por elemento) que fazem desses objetos
matematicos instrumentos valiosos na organizag¢do e manipula-
¢do de dados.

Vamos, entdo, a definicdo de matrizes.

Definicao 1.1.

Uma matriz real A de ordem m x n & uma tabela de mn
nimeros reais, dispostos em m linhas e n colunas, onde m
e n sd@o nimeros inteiros positivos.

Uma matriz real de m linhas e n colunas pode ser represen-
tada por Amxn(R). Neste curso, como so trabalharemos com



matrizes reais, usaremos a notacdo simplificada Amxn, que se
I& “A m por n”. Também podemos escrever A = (ajj), onde
i€ {l,..,m} éoindice de linhae j € {1,...,n} & o indice de
coluna do termo genérico da matriz. Representamos o conjunto
de todas as matrizes reais “m por n”por My.n(R). Escrevemos
os elementos de uma matriz limitados por parénteses, colchetes
ou barras duplas.

| Exemploll. |

2 -3
a. Umamatriz3 x2: 1 0
V2 17

. _ 5 3
b. Uma matriz2 x 2: (_1 1/2>

—4
c. Umamatriz3 x1: 0
11

De acordo com o nimero de linhas e colunas de uma matriz,
podemos destacar 0s seguintes casos particulares:

e m = 1: matriz linha

e N =1: matriz

e M = n: matriz quadrada. Neste caso, escrevemos apenas

A, e dizemos que “A é uma matriz quadrada de ordem n”.

Representamos o0 conjunto das matrizes reais quadradas de
ordem n por M, (R) (ou, simplesmente, por Mp).

( Exemplo12. |

a. Matrizlinhalx4: [ 2 -3 4 1/5 |

4
b. Matriz coluna3 x1: | 17
0

Os elementos de
uma matriz podem
ser outras
entidades, que nao
nlmeros reais.
Podem ser, por
exemplo, nimeros
complexos,
polindmios, outras
matrizes etc.

As barras simples
sdo usadas para
representar
determinantes,
COMO veremos na
Aula 5.

CEDERJ 9
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c. Matriz quadrada de ordem 2: { é _g }

Os elementos de uma matriz podem ser dados também por
formulas, como ilustra o proximo exemplo.

| Exemplo13.

Vamos construir a matriz A € Mo,4(R), A = (ajj), tal que
— iZ4+j,sei=]
U7 i-2), sei# ]

a1 a2 aiz au4

A matriz procurada é do tipo A = )
dp1 Az A3z ax

Seguindo a regra de formacdo dessa matriz, temos:

811:12—{—1:2 8.12:1—2(2):—3

322:22—{-2:6 8.13:1—2(3):—5

a14:1—2(4):—7 8.21:2—2(1):0

ap=2-203)=-4 au=2-2(4)=-6
2 -3 -5 -7

Logo, A= 06 _4 —6

IGUALDADE DE MATRIZES

O proximo passo é estabelecer um critério que nos permita
decidir se duas matrizes sdo ou ndo iguais. Temos a seguinte
definicdo:

Duas matrizes A,B € Mnxn(R), A = (aij),B = (bij), sdo
iguais quando a;j = bjj,Vi € {1,...,m}, Vj € {1,...,n}.

| Exemplol4.

Vamos determinar a,b,c e d para que as matrizes
2a  3b 4 -9
c+d 6 © 11 2
igualdade de matrizes, podemos escrever:

sejam iguais. Pela defini¢do de



2a=4
2a. 3b| |4 -9 N 3b=-9
c+d 6 | |1 2 c+d=1
6=2c
Dai, obtemosa=2,b=-3,c=3 e d = -2.
Numa matriz quadrada A = (ajj), i, j € {1, ...n}, destacamos
0s seguintes elementos:
e diagonal principal: formada pelos termos aj; (isto &, pelos

termos com indices de linha e de coluna iguais).

e diagonal secundaria: formada pelos termos a;j tais que
i+j=n+1.

| Exemplo15. |

Seja
3 -2 0 1
A 5 3 -2 7
| 12 -3 & 14
-5 0 -1 6

A diagonal principal de A é formada por: 3,3, 7,6
A diagonal secundaria de A é formada por: 1,—2,—-3,-5

MATRI1ZES QUADRADAS ESPECIAIS

No conjunto das matrizes quadradas de ordem n podemos
destacar alguns tipos especiais. Seja A = (ajj) € Mn(R). Dize-
mos que A & uma matriz

e triangular superior, quando aj; = 0 se i > j (isto &, possui
todos os elementos abaixo da diagonal principal nulos).

e triangular inferior, quando ajj = 0 se i < j (isto &, possui
todos os elementos acima da diagonal principal nulos).

e diagonal, quando ajj = 0 se i # j (isto &, possui todos 0s
elementos fora da diagonal principal nulos). Uma matriz

CEDERJ 11
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No nosso curso nos
referimos aos
nlmeros reais
como escalares.
Essa denominagédo
é especifica da
Algebra Linear.

12 CEDERJ

diagonal é, a0 mesmo tempo, triangular superior e trian-
gular inferior.

0,sei+# ]
k,sei=] "’
Isto €, uma matriz escalar é diagonal e possui todos 0s
elementos da diagonal principal iguais a um certo escalar
k.

escalar, quando ajj = { para algum k € R.

0,sei+# ]
1, sei=]j
tidade & uma matriz escalar e possui todos os elementos
da diagonal principal iguais a 1. Representamos a matriz
identidade de ordem n por Ip,.

identidade, quando ajj = . Isto &, a iden-

Exemplo 16. |
matriz classificagdo
[ 4 1 2]
0 6 3 triangular superior
|0 0 9
2 0 0]
0 0 3 triangular superior
| 0 0 0
(1 0 0] : . : L
040 triangular superior, triangular inferior,
(00 0| diagonal
0 0 triangular inferior
30 g
[0 0] triangular superior, triangular inferior,
10 0 diagonal, escalar
(5 0] triangular superior, triangular inferior,
1 0 5 diagonal, escalar




| Exemplol7. |

Sao matrizes identidade:

1000
_ 1 0|. L 00 _ 0100
h=[ik=|q { [i=]010ik=|7 4 1,
001 0001

De modo geral, sendo n um nimero natural maior que 1, a

matriz identidade de ordem n é

o -
= O
o O
o O
o O

Definigdo 1.2.

A matriz nula em Mpx«n(R) & a matriz de ordem m x n que
possui todos 0s elementos iguais a zero.

( Exemplo18. |

Matriz nula 2 x 3: {

o o
[

Matriz nula 5 x 2:

oo o0co0oo ©o
oOoocooo ©o

CEDERJ 13
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Definig¢éo 1.3.

Dada A = (ajj) € Mmxn(R), a oposta de A & a matriz
B = (bij) € Mmxn(R) tal que bjj = —ajj, Vi € {1,...,m},
Vj e {1,...,n}. Ou seja, os elementos da matriz oposta de
A sdo os elementos opostos aos elementos de A. Representa-
mos a oposta de A por —A.

( Exemplo19. |

3 -1 0
A oposta da matriz A = i \/g _g’ € a matriz
-6 10 -2
-3 1 0
2 V3 -4
A= 0 8
6 —-10 2

Resumo

Nesta aula, vimos o conceito de matriz e conhecemos seus
tipos especiais. Aprendemos a comparar duas matrizes, a
identificar a matriz nula e a obter a oposta de uma matriz.
Também vimos algumas matrizes quadradas que se destacam
por suas caracteristicas e que serdo especialmente (teis no
desenvolvimento da teoria.

1. Escreva a matriz A = (a;j) em cada caso:

. o J Bt sei=]
a.Aedot|p02><3,ea.,_{ i 2j sei ]
2i,sei < j
b. Aéquadradade ordem4eajj=< i—j,sei=]j
2], sei> ]

14 CEDERJ



4 do [0 sei#]
C. Aedot|p04><2,ea.1_{ 3 sei=j
d. A& quadrada terceira ordem e ajj = 3i — j+ 2.

2. Determine x e y tais que
a 2x+y | |11
2=y | | 9

AR R

" Autoavaliacgo A

\Vocé ndo deve ter sentido qualquer dificuldade para acom-
panhar esta primeira aula. S&o apenas defini¢cbes e exemplos.
Se achar conveniente, antes de prosseguir, faca uma segunda
leitura, com calma, da teoria e dos exemplos. De qualquer
maneira, vocé sabe que, sentindo necessidade, pode (e deve!)
entrar em contato com o tutor da disciplina.

\Até a proxima aula!!

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1 a 4 -3 -5
' 0 8 —4|
[0 2 2 2]
b2044
12 4 0 6
| 2 4 6 0 |
(3 0
c 0 3
100
100
[ 4 3 2
d. 7 6 5
| 10 9 8
2. a x=5y=1
b. x=y=-1

CEDERJ 15
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F

Aula

OPERACOES COM MATRIZES: TRANSPOSICAO,
ADICAO E MULTIPLICACAO POR NUMERO REAL

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

obter a matriz transposta de uma matriz dada;
identificar matrizes simétricas e antissimétricas;
obter a matriz soma de duas matrizes;

obter o produto de uma matriz por um ndmero
real;

aplicar as propriedades das operac¢des nos calculos
envolvendo matrizes.
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OPERACOES COM MATRIZES

Na aula passada, definimos matrizes e vimos como verificar
se duas matrizes sdo ou ndo iguais. Nesta aula, iniciamos o es-
tudo das operagBes com matrizes. E através de operacdes que
podemos obter outras matrizes, a partir de matrizes dadas. A
primeira operacdo com matrizes que estudaremos - a transposi-
¢ao - € unaria, isto é, aplicada a uma (nica matriz. A seguir,
veremos a adi¢cdo, que é uma operacao binaria, ou seja, € apli-
cada a duas matrizes. Finalmente, veremos como multiplicar
uma matriz por um nimero real. Por envolver um elemento ex-
terno ao conjunto das matrizes, essa operacao é dita externa.

TRANSPOSICAO

Dada uma matriz A € Mim«n(R), A= (ajj), a transposta de A
€ a matriz B € Myum(R), B = (b;) tal que
bji = aij,Vi e {1,...,m},Vj € {1,...,n}. Representamos a ma-
triz transposta de A por AT.

Note que para obter a transposta de uma matriz A, basta es-
crever as linhas de A como sendo as colunas da nova matriz (ou,
equivalentemente, escrever as colunas de A como as linhas da
nova matriz.)

( Exemplo2.1. ]

1. Seja A = {i _5 g} A transposta de A é a matriz
31
AT=| -2 7
50
| -3 4 ~ T | =3 4|
2. SeM_{ 4 9},entaoM _{ 4 9}_M.

Comparando uma matriz com sua transposta, podemos definir
matrizes simétricas e antissimeétricas, como segue:

18 CEDERJ



Definigdo 2.1.
Uma matriz A é:
e simétrica, se AT = A

e antissimétrica, se AT = —A

Segue da definicdo anterior que matrizes simétricas ou antis-
simétrica sdo, necessariamente, quadradas.

[ Exemplo2.2. |

1. As matrizes
3 -2 43

2 s ] (9o,
V3 1 8
1 -2 1/5 0
-2 7 9 -1 | . . .
1/5 9 0 8 sSao simetricas.
0 -1 8 4

2. A matriz M, do Exemplo 2.1, é simétrica.

Note que, numa matriz simétrica, os elementos em posicdes
simétricas em relacdo a diagonal principal sdo iguais.

| Exemplo23. |

As matrizes /
0 2 —1/2
((1) _(1)), -2 0 5|, e
1/2 -5 0
0 -2 1/5 0
2.0 9 -1 sd0 antissimétricas
-1/5 -9 0 8 '
0O 1 -8 0

Note que uma matriz anti-simétrica tem, necessariamente,
todos os elementos da diagonal principal iguais a zero.

CEDERJ

19
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ADICAO

\Vocé se lembra do exemplo que demos, na Aula 1, com a
relacdo de nomes e notas da turma de Lugar Lindo? Cada aluno
tem seu nome associado a um nimero (o nimero da linha). As-
sim, sem perder qualquer informac&o sobre os alunos, podemos
representar apenas as notas das avaliagbes numa matriz 5 por 4:

45 6,2 7,0 5,5
7,2 6,8 8,0 10,0
A= |80 7,5 59 7,2
9,2 85 7,0 8,0
6,8 7,2 6,8 7,5

Vamos supor que as provas tenham sido submetidas a uma
revisao e que as seguintes alteracBes sejam propostas para as
notas:

0,5 0,0 0,0 0,2
~0,2 0,5 0,5 0,0
R=| 00 02 06 -0,1
0,0 0,5 0,0 0,2
0,2 0,0 0,0 0,3

A matriz N, com as notas definitivas, & a matriz soma das
matrizes A e R, formada pelas somas de cada nota com seu fator
de correcdo, isto é, cada termo de A com seu elemento corres-
pondente em R:

4,54+0,5 6,24+0,0 7,0+0,0 5,540,2
7,2+(-0,2) 6,84+0,5 8,0+0,5 10,040,0

N=A+R= 8,0+0,0 7,5+0,2 59+0,6 7,2+ (-0,1)
9,240,0 8,54+0,5 7,040,0 8,040,2

6,84+0,2 7,240,0 6,840,0 7,540,3

50 6,2 7,0 5,7
7,0 7,3 8,5 10,0
Logo,N=| 8,0 7,7 6,5 7,1
9,2 9,0 7,0 8,2
7,0 7,2 6,8 7.8

20 CEDERJ



Definigdo 2.2.

Dadas as matrizes A = (ajj),B = (bij) € Mmxn(R), a matriz
soma de A e B & a matriz C = (Cij) € Mmxn(R) tal que

Cij = ajj+bij, Vie{1,...,m}, Vje{1,...,n}

Representamos a matriz soma de A e B por A+B. Em
palavras, cada elemento de A+ B & a soma dos elementos cor-
respondentes das matrizes A e B. A diferenca de A e B, in-
dicada por A — B, é a soma de A com a oposta de B, isto é:
A—B=A+(-B).

| Exemplo24. |

L[5 4 [ 2] [ 42

21 0 3|7 | 24

[ 38 2 -1 3 8 2 1
2. -1 4a|—| 7 2|=|-14|4|-7 2|=
72 -3 6 7 2 3 —6
T 19

-8 2

| 10 —4

MULTIPLICACAO POR UM NUMERO REAL

SejaA:{g _i}.QueremosobterZA:
3 1 3 1 2x3 2x1
ZA_A“LA_{z —4}*[2 —4}_{2><2 2% (—4)

Em palavras, o produto da matriz A pelo nimero real 2 é a
matriz obtida multiplicando-se cada elemento de A por 2.

\oltemos a nossa tabela de notas dos alunos do CEDERJ.
Suponhamos que, para facilitar o calculo das médias, queiramos

CEDERJ 21
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trabalhar numa escala de 0 a 100 (em vez de 0 a 10, como agora).
Para isso, cada nota devera ser multiplicada por 10. Teremos,
entdo, a seguinte matriz:

50 62 70 57
70 73 85 100
ION= | 80 77 65 71
92 90 70 82
70 72 68 78

Podemos, entdo, definir a multiplicacdo de uma matriz por
um namero real (ou, como € usual dizer no &mbito da Algebra
Linear, por um escalar).

\/océ vera que, em
Algebra Linear,
lidamos com dois
tipos de objeto

matematico: 0s Definigdo 2.3.

escalares (que,

nest(f curso, ser'a?lo Dada A = (aij) € Mmxn(R) e o € R, a matriz produto de A
0s nimeros reais) e por ¢ & a matriz C = (Cij) € Mmxn(RR) tal que

0s vetores.

Cij=aajj, Vie{l,...m}, Vje{l,..n}

Representamos a matriz produto de A por o por o A.

| Exemplo25.

-5 2 0 6 6 -1
DadasA:[ 1 ],B:[_S 8}6C2{3 51,
temos:

1. 2A:[_10 4}

2 8

1w [ 0 2
2 33_[—1 8/3

onzmoson[ 5 2]y 0 2] [ 2]

1 4
-23 17
-14 5

22 CEDERJ



PROPRIEDADES DAS OPERAQGES COM
MATRIZES

\océ talvez ja tenha se questionado quanto a necessidade
ou utilidade de se listar e provar as propriedades de uma dada
operacdo. Comutatividade, associatividade... aparentemente
sempre as mesmas palavras, propriedades sempre validas... No
entanto, sdo as propriedades que nos permitem estender uma
operacdo que foi definida para duas matrizes, para o caso de
somar trés ou mais. Elas também flexibilizam e facilitam os
calculos, de modo que quanto mais as dominamos, menos tra-
balho “mecanico” temos que desenvolver. Veremos agora as
propriedades validas para as operacdes ja estudadas.

PROPRIEDADE DA TRANSPOSICAO DE
MATRIZES

(t1) Para toda matriz A € Mpy«n(R), vale que AT — A,

A validade dessa propriedade é clara, uma vez que escreve-
mos as linhas de A como colunas e, a seguir, tornamos a escrever
essas colunas como linhas, retornando a configuracdo original.
Segue abaixo a demonstracdo formal dessa propriedade:

SejaA= (ajj) € Mmxn(R). Entdo AT =B = (bji) € Mnxm(R)
tal que bj; = a;j, ( ou, equivalentemente, bjj =aj;), Vie {1,..m},
Vje{1,..,n}. Dai, AT" =BT =C = (cij) € Mmnxn(R) tal que
Cij = bji = ai,Vi € {1,..m}, Vj € {1,...,n}. Logo,
C=BT=AT =A

PROPRIEDADES DA ADICAO DE MATRIZES

Para demonstrar as propriedades da adi¢do de matrizes, usa-
remos as propriedades correspondentes, validas para a adi¢do de
nameros reais.

Sejam A = (ajj),B = (bij) e C = (cjj) matrizes quaisquer em
Mmxn(R). Valem as seguintes propriedades.

(al) Comutativa: A+B=B+A

De fato, sabemos que A+ B = (sjj) & também uma matriz
m x n cujo elemento genérico é dado por: sjj = ajj + bjj, para
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todoi=1,....metodo j=1,...,n. Como a adicdo de nimeros
reais € comutativa, podemos escrever sjj = bjj + ajj, para todo
i=1,...,metodo j=1,...,n. Isto é, A+ B =B +A.

Em palavras: a ordem como consideramos as parcelas nao
altera a soma de duas matrizes.

(a2) Associativa: (A+B)+C=A+(B+C)

De fato, o termo geral sijj de (A+B)+C & dado por
Sij = (a+Db)ij+cij = (ajj +hbij) +cij, paratodo i=1,...me
todo j =1,...,n. Como a adi¢do de nUmeros reais é associativa,
podemos escrever sjj = ajj + (bij + Cij) = ajj + (b +¢)ij, para
todoi=1,....metodo j=1,....,n. Ouseja, sjj & também o termo
geral da matriz obtida de A+ (B+C). Isto & (A+B)+C =
A+ (B+C).

Em palavras: podemos estender a adicdo de matrizes para
0 caso de trés parcelas, associando duas delas. A partir dessa
propriedade, podemos agora somar trés ou mais matrizes.

(a3) Existéncia do elemento neutro: Existe O € My «n(R) tal que
A+O=A.

De fato, seja O a matriz nula de Mmxn(RR), isto &, O = (0jj),
onde 0jj =0, paratodoi=1,....metodo j =1,...,n. Sendo sjj
o termo geral de A+ O, temos sjj = ajj + 0jj = ajj +0 = ajj, para
todoi=1,...metodo j=1,...,n. Ouseja, A+0O =A.

Em palavras: na adicdo de matrizes a matriz nula desem-
penha o mesmo papel que o zero desempenha na adi¢do de nd-
meros reais.

O elemento oposto  (a4) Da existéncia do elemento oposto : Existe (—A) € Mmxn(R)
é também chamado  tal que A+ (—A) =O.
elemento simétrico

ou inverso aditivo. De fato, sabemos que cada elemento de —A & o oposto do

elemento correspondente de A. Entéo, sendo s;;j o termo geral de
A+ (—A), temos sijj = ajj + (—aij) = 0 = 0jj, para todo
i=1,...metodo j=1,...,n. Istoé, A+ (—A)=0.

Em palavras: Cada matriz possui, em correspondéncia, uma
matriz de mesma ordem tal que a soma das duas & a matriz nula
dessa ordem.

(a5) Da soma de transpostas: AT +BT = (A+B)T

De fato, seja sij o termo geral de AT +BT. Entdo, para todo
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i=1,..,metodo j=1,...n,sij=aji+bji=(a+b)ji,queéo
termo geral de (A+B)T. Ou seja, AT +BT = (A+B)T.

Em palavras: A soma das transpostas é a transposta da soma.
Mas, vendo sob outro angulo: a transposicdo de matrizes é dis-
tributiva em relacdo a adicao.

PROPRIEDADES DA MULTIPLICACAO DE UMA
MATRI1Z POR UM ESCALAR

\Vocé vera que, também neste caso, provaremos a validade
dessas propriedades usando as propriedades correspondentes da
multiplicacdo de nimeros reais.

Sejam A = (&j),B = (bij) € Mmxn(R), a, B,y € R. Valem
as seguintes propriedades:

(mn1) (aB)A = a(BA)

De fato, seja pij o termo geral de (off)A, isto ¢,
pij = ((@Pf)a)ij = (af)aij = a(faij) = (a(Ba))ij, para todo
i=1,...,metodo j=1,...n. Ou seja, pjj &€ também o termo
geral de o(BA). Logo, (o)A = a(BA).

| Exemplo26. |

Dada A € Mnyxn(R), 12A = 3(4A) = 2(6A).
(mn2) (a+B)A= oA+ BA

De fato, seja pjj o termo geral de (a + B)A, isto &,pij =
((a+B)a)ij = (a+P)aij = caij+ Baij = (aa)ij+ (Ba)ij, para
todoi=1,..,metodo j=1,...n. Ou seja, pjj & também o
termo geral de oA+ BA. Logo, (o + B)A = oA+ BA.

| Exemplo2.7. |

Dada A € Mnxn(R), 12A =7A+5A = 8A+4A.
(mn3) a(A+B) = A+ aB

De fato, seja pij o termo geral de «(A+B). Entdo, para
todoi=1,...metodo j=1,...,n, temos pijj = (a(a+b))ij =
o(a+b)ij = a(aij +bij) = aaij + abjj = (0a)ij + (ab)ij. Ou
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seja, pij & também o termo geral de cA+aB. Logo, a(A+B) =
aA+ aB.

| Exemplo28.

Dadas A,B € Mmxn(R), 5(A+B) = 5A +5B.
(mn4) 1A=A

De fato, sendo pjj o termo geral de 1A, temos pij = (1a)ij =
lajj = ajj, paratodoi=1,...,metodo j=1,...,n. Isto &, 1A=
A.

(mn5) AT = (aA)T

De fato, seja pjj 0 termo geral de aA'. Entdo Pij = aaji =
(c:a)ji, ou seja, pij € também o termo geral de (:A)T.

| Exemplo29.

DadasA:<2 l)eB:( 4 O),vamosdeter-

0 -1 -2 6

minar 3 (2AT — %B)T. Para isso, vamos usar as propriedades
vistas nesta aula e detalhar cada passo, indicando qual a pro-
priedade utilizada.

3(a7-38)" 2 3)(2AT)" ~(38)"|
" 3(2(AT)" - 187
£ 3(2a-18")

45 E claro que vocg, ao efetuar operac¢des com matrizes, nao
precisara explicitar cada propriedade utilizada (a ndo ser
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que o enunciado da questdo assim o exija!) nem resolver
a questdo passo-a-passo. O importante é constatar que sao
as propriedades das operacdes que nos possibilitam rees-
crever a matriz pedida numa forma que nos pareca mais
“simpatica”.

Resumo

Nesta aula, comecamos a operar com as matrizes. Vimos
como obter a transposta de uma matriz e a reconhecer ma-
trizes simétricas e antissimétricas. A seguir, aprendemos
a somar duas matrizes e a multiplicar uma matriz por um
escalar. Finalizamos com o estudo das propriedades das
operacdes vistas. A aula ficou um pouco longa, mas é impor-
tante conhecer as propriedades validas para cada operacao
estudada.

1. Obtenha a transposta da matriz A € Ma,4(R), A = (aij),

[ 2i4j,sei=]
talquea.J_{ 2_ i seis]
2 4 2a-Db
2. Determinea e bparaqueamatriz | a+b 3 0
-1 0 5

seja simétrica.

3. Mostre que a soma de duas matrizes simétricas € uma ma-
triz simétrica.

4. Determine a,b,c,x,y,z para que a matriz
2x a+b a-—2b

-6 y? 2c seja antissimétrica.
5 8 z—1
2 1 01
5. SendoA=| 0 -1 e B= 7 3 |, determine
3 2 -4 5
A+B.
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6. Determine a,b, e c para que
a 3 2a n b -3 -1
c 0 -2 1 4 3

7. Dada A = _j _g , determine a matriz B tal que

A+ B & amatriz nula de My(R).

I
1
w N
~ O
= oo
—_

5 1
8. Considere as matrizesA=| -1 [, B=| 2 |, e
2 3
C=[0 —2 1 |. Determine a matriz X em cada caso:

a. X =2A-3B
b.X+A=B-CT —2X
c. X+BT =3AT +1C

9 4 2 -8 7 -9
% Se”dOA:{e 12 11] ¢ BZ{—lZ ~19 —21’

2X+Y = A

determine as matrizes X e Y tais que { X_2Y — B

10. Sendo A,B € Mnxn(R), use as propriedades vistas nesta
aula para simplificar a expressao

.
3(2aT -B)" +5( 18T AT °B) .
5 5

(Autoavaliacdo N

\océ deve se sentir a vontade para operar com matrizes nas
formas vistas nesta aula: transpor, somar e multiplicar por
um escalar sdo operacdes de realizacdo simples que seguem a
nossa intuicdo. Além disso, & importante que vocé reconheca
a utilidade das propriedades no sentido de nos dar mobili-
dade na hora de operarmos com matrizes. Propriedades de
operacgOes ndo sdo para serem decoradas, mas apreendidas,
assimiladas, utilizadas ao por a teoria em pratica!

Se vocé sentiu qualquer dificuldade ao acompanhar a aula ou
ao resolver os exercicios propostos, peca auxilio ao tutor da
teoria. O importante & que caminhemos juntos nesta jornada!
\Até a proxima aula!! )
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

|
[HEN
O Fr O W

10. A+B
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Aula

OPERACOES COM MATRIZES:
MULTIPLICACAO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

reconhecer quando é possivel multiplicar duas
matrizes;

obter a matriz produto de duas matrizes;

aplicar as propriedades da multiplicagdo de ma-
trizes;

identificar matrizes inversiveis.
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O caso 0° & mais
delicado do que
parece. Se vocé
tem interesse nesse
problema, vai
gostar de ler o
artigo de Elon
Lages Lima, na
Revista do
Professor de
Matematica
(RPM), n. 7.
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OPERACOES COM MATRIZES: MULTI-
PLICACAO

Se vocé j& foi “apresentado” a multiplicacdo de matrizes,
pode ter se perguntado por que a definicdo foge tanto daquilo
que nos pareceria mais facil e “natural”: simplesmente multi-
plicar os termos correspondentes das duas matrizes (que, para
IS0, deveriam ser de mesma ordem).

Poderia ser assim? Poderia!
Entdo, por que nao &?

Em Matematica, cada definicdo é feita de modo a possibilitar
o desenvolvimento da teoria de forma continua e coerente. E por
essa raz&o que definimos, por exemplo, 0! =1e a® =1, (a#0).

N&o iriamos muito longe, no estudo das matrizes, caso a
multiplicacdo fosse definida “nos moldes” da adi¢do. Vocé vera,
nesta aula, o significado dessa operac¢ao, no modo como é defini-
da. Mais tarde, quando estudarmos transformacdes lineares (no
Maodulo 2), ficara ainda mais evidente a importancia de multi-
plicarmos matrizes da maneira como veremos a seguir.

Venha conosco!

Vamos voltar aos nossos alunos de Lugar Lindo. Ja é tempo
de calcular suas notas finais!

A (ltima matriz obtida (na Aula 2) fornecia as notas numa
escala de 0 a 100:

50 62 70 57
70 73 85 100
N'=1|80 77 65 71
92 90 70 82
70 72 68 78

Lembrando: as duas primeiras colunas indicam as notas das
avaliagOes a distancia e as duas Gltimas, as notas das avaliacdes
presenciais dos alunos Ana, Beatriz, Carlos, Daniela e Edson,
nessa ordem.

Vamos supor que as avaliagdes a distancia tenham, cada uma,
peso 1, num total de 10. Isto &, cada uma colabora com 1—10 (ou
10%) da nota final.



Para completar, cada avaliacdo presencial tera peso 4, ou
seja, representara 14—0 (ou 40%) da nota final.

Entdo, a nota final de cada aluno sera dada por:

10 10 40 40
NF = mADl + mADZ + mAPl + mAPZ

Em vez de escrever uma expressdo como essa para cada um
dos 5 alunos, podemos construir uma matriz-coluna P contendo
0s pesos das notas, na ordem como aparecem no calculo de NF:

10/100
10/100
40/100
40/100

e efetuar a seguinte operacao:

50 62 70 57 10/100
70 73 85 100 10/100
NP =|80 77 65 71 |. =
40/100
92 90 70 82 40/100
| 70 72 68 78

504 A0 .62+ 40 70 + 40 57 62

%80 %80 e |
1%704-1(1%7%- %85+- %100 88
= 80+11 5. 77+ 75565+ 105 = | 70
ﬁ 92+ 4o 904—39 704—f0 .82 79
L d00-70+ 1000 72+ 10% 68 + 10% 8 73

O que fizemos: tomamos duas matrizes tais que o nimero de
termos em cada linha da primeira é igual ao nimero de termos
de cada coluna da segunda. Ou seja, 0 nUmero de colunas da
primeira coincide com o nimero de linhas da segunda (4, no
nosso exemplo).

Dessa forma, podemos multiplicar os pares de elementos,
“varrendo”, simultaneamente, uma linha da 1% matriz e uma
coluna da 2&. Depois, somamos 0s produtos obtidos.

Note que, ao considerarmos a i-ésima linha (da 1 matriz) e
a j-ésima coluna (da 2#), geramos o0 elemento na posicao ij da
matriz produto.
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Formalmente, temos a seguinte defini¢do:

Defini¢éo 3.1.
Sejam A = (aik) € Mmxp(R) & B = (byj) € Mpxn(R). A

matriz produto de A por B & a matriz AB = (Cij) € Mmxn(R)
tal que

p
cij:Zaik.bkj, i=1..m; j=1,..n
k=1

( Exemplo3.1. |

1310 2
SejamA:[f1 é _” eB=|-15 0 5
2 6 4 -2

Como A é do tipo 2 x 3 e B é do tipo 3 x 4, existe a matriz
AB e é do tipo 2 x 4:

- 1 3 10 2
AB:jg_” 15 0 5]|=
L 26 4 -2

3—-2-2 9+10-6 30+0-4 6+4+10+2 |
_4—1—0—1—14 124+0+42 40+0+28 8+0-14 |

[ -1 13 26 18
| 18 54 68 —6

Observe que, neste caso, ndo é possivel efetuar BA.

A seguir, veremos alguns exemplos e, a partir deles, tirare-
mos algumas conclus@es interessantes a respeito da multiplica-
¢do de matrizes.

( Exemplo32. ]

. 2 4 3 2 ~
SejamA_{3 _1}e8_{5 6}.Entao
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o=l )15 6 =[5 ][5 %)

3 -1 5 6 9-5 6-6 4 0

(2 2][3 4)-[ut 5205 )

5 6 3 -1 10+18 20-6 28 14

Note que o produto de duas matrizes quadradas de mesma
ordem n existe e & também uma matriz quadrada de ordem n.
Assim, a multiplicacdo pdde ser efetuada nos dois casos, isto é,
nas duas ordens possiveis, mas as matrizes AB e BA sdo dife-
rentes.

| Exemplo33. |

. 1 2 1 4
SejamA:<3 4)68:(6 7).Temosque
AB — 1 2 1 4 a 1+12 4+14 '\
-\ 3 4 6 7 N 3+24 12+28 )
B 13 18
N 27 40
BA — 1 4 1 2 B 1+12 2+16 \
-\ 6 7 3 4 N 6+21 12+28 )
B 13 18
N 27 40 )

Neste caso, AB = BA. Quando isso ocorre, dizemos que as
matrizes A e B comutam.

( Exemplo34. |

32 1 4
Consideremos as matrizes A = eB=| —19
-4 6 5 26

Efetuando AB, obtemos a matriz [ 8 1 )

Note que, diferentemente do que ocorre com 0s nimeros
reais, quando multiplicamos matrizes, o produto pode ser a ma-
triz nula, sem que qualquer dos fatores seja a matriz nula.
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Matrizes
inversiveis também
sao chamadas de
invertiveis ou de
ndo-singulares.
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| Exemplo35.

Vamos calcular AB, sendo A = (1 2) e

-2 1
B= ( 3/2 —1/2 ).Temosque

(243 1-1\ (10 _
AB_(—6+6 3—2)_(0 1)_'2'

Quando isso ocorre, isto &, quando o produto de duas ma-
trizes A e B quadradas, € a identidade (obviamente, de mesma
ordem das matrizes), dizemos que A é inversivel e que B é a sua
inversa.

Uma matriz inversivel sempre comuta com sua inversa. Vocé
pode verificar isso, calculando BA. Na proxima aula, estudare-
mos um método bastante eficiente para determinar, caso exista,
a matriz inversa de uma matriz dada.

PROPRIEDADES DA MULTIPLICACAO DE
MATRIZES

(AB)C — A(BC), VA E men(R), B 6 MHXD(R)7
C € Mpxq(R). Isto & a multiplicagdo de matrizes é as-
sociativa.

De fato, sejam A = (ajj), B = (bjx) e C = (cx). O termo
de indices ik da matriz AB & dado pela expressdo
>.]_1aijbjk. Entdo, o termo de indices il da matriz (AB)C
édadoporyf , (er':l aijbjk> c =X aij (X1 bjkcur)
que é o termo de indices il da matriz A(BC), pois

>r_,bjkCu € o termo de indices jl da matriz BC. Logo,
(AB)C =A(BC).

ii. A(B4+C)=AB+AC, VA € Mnxn(R), B,C € Mnxp(R).

Isto &, a multiplicacdo de matrizes é distributiva em rela-
¢ao a adicdo de matrizes.

De fato, sejam A = (ajj),B = (bjx) € C = (cjx). O termo
de indices jk de B+ C & dado por (bjk +cjx). Entdo, o
de indices ik da matriz A(B+C) & X}_; aij(bjx +cjk) =
14 [(@ijbjk) + (aijcj)] = Xi_1(aijbje) + X1 (aijcik),



que é o termo de indices ik da matriz dada por AB + AC.
Isto &, A(B+C) =AB+AC.

De forma analoga, prova-se que (A+B)C = AC+BC.
A(AB) = (AA)B
VB € Mnxp(R).
De fato, sejam A = (ajj) e B = (bjx). O termo de indices
ik de A (AB) & dado por A (2” 18 ,k> Yl 1A(aijbj) =

ijl(la.,)bjk, que & o termo de indices ik de (AA)B.
Isto &, A(AB) = (AA)B. De forma analoga, prova-se que
A(AB) = A(AB). Logo, A(AB) = (AA)B = A(AB).

— A(AB),YA € R,VA € Mnun(R),

Dada A S men(R), ImA - Aln - A

De fato, sejam A= (ajj) e In= &j, onde & :{ 1 sei=]

Ent&o, o termo de indices i j de I A & dado por Y}_; djaxj =
Oia1j+ dipazj + ... + Gjiajj + ... + dinanj = 0.a1j + 0.apj +
...+1.ajj+...+0ayj = ajj, que & o termo de indices ij de
A. Logo, InA = A. Analogamente, prova-se que Al, = A.
Isto &, IhA = Al, = A.

Dadas A € Mmxn(R), B € Mnxp(R), (AB)T =BTAT.

De fato, sejam A = (ajj) e B = (bjx). O termo de indices
ik de AB é dado por er‘:laijbjk, que é, também, o termo
de indices ki da matriz (AB)T. Sendo BT = (by;) e AT =
(a ), ondeka_kae ajl_a.J,Vi_l m;j=1,...,n,
podemos escrever ZJ 18ijbj = ZJ 1kaa“, que é o termo
de indices ki da matriz BTAT. Logo, (AB)" =BTAT.

POTENCIAS DE MATRIZES

Quando multiplicamos um nimero real por ele mesmo, efe-
tuamos uma potenciacdo. Se a € um namero real, indicamos por
a" o produto a x a x ... x a, onde consideramos n fatores iguais

aa.

Analogamente, quando lidamos com matrizes, definimos a
poténcia de expoente n (ou a n-ésima poténcia) de uma matriz
quadrada A como sendo o produto A x A x ... x A, onde ha n
fatores iguais a A.

0,sei#j °

A fungdo &;j assim
definida & chamada
delta de Kronecker nos

indices i e j.

CEDERJ
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| Exemplo3.6.

Dada A = [ > —4 },temos

3 1

5 —47[5 —4 13 —24
2 _ _ —
A_AXA_{s 1“3 1}_{18 —11}

13 241[5 4] [-7 76
3 _ A2 _ _
AT=A XA_[18 —11H3 11_{57 —83]

Quando calculamos sucessivas poténcias de uma matriz, po-
dem ocorrer 0s seguintes casos especiais:

e A" = A paraalgum n natural.
Nesse caso, dizemos que a matriz A é periodica. Se p
€ 0 menor natural para o qual AP = A, dizemos que A é
periodica de periodo p. Particularmente, se p = 2, a ma-
triz A é chamada idempotente.

e A" =0, para algum n natural.

Lé-se nilpotente. A Nesse caso, dizemos que a matriz A & nihilpotente. Se p &
palavra nihil significa 0 menor natural para o qual AP = O, a matriz A é dita ser
nada, em latim. nihilpotente de indice p.

| Exemplo3.7.

Efetuando a multiplicacdo de A por ela mesma, vocé podera
constatar que a matriz A, em cada caso, € idempotente:

[ 4]
St

( Exemplo38. |

5 -1
25 -5

5 -1 5 -1 00 : L.
AxA= [ o5 _5] {25 5 } = [ 0 0 } Ou seja, A é ni-
hilpotente de indice 2.

Seja A= } . Calculando A2, temos
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Resumo

Nesta aula, vimos como multiplicar duas matrizes. Trata-
se de uma operacdo que se distingue das que vimos ante-
riormente, tanto pela maneira pouco intuitiva pela qual é
definida, quanto pelo fato de ndo ser comutativa. Ela repre-
senta um papel muito importante no desenvolvimento de toda
Algebra Linear, permitindo, por exemplo, uma representacéo
simples da composicdo de funcdes especiais, que estudare-
mos no Modulo 2. Além disso, fomos apresentados as ma-
trizes inversiveis e vimos que estas sempre comutam com
suas matrizes inversas.

1. Calcule AB em cada caso abaixo:

2
cac[d 2 4] 8
10

4 —6 2 0
na=| 3 5]e=| 23

3
¢ A=| -1|,B=[6 5 —3]
2
2. Determine ABT —2C, dadas
1 2 4 2 7 9 1
A=|2 5|B=| 21|Cc=| 6 42
0 -3 -1 7 -8 —-10 3

3. Verifique, em caso, se B é a matriz inversa de A:

SRR

15 6 —5
oas| 2 5]enn] 8 %]

4. Resolva a equacdo matricial

2 os)ledl=ls 5
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5. Determine a e b para que as matrizes A = [ _S 2 } e

a —1
B= { 3 b } comutem.

6. Determine todas as matrizes que comutam com A, em
cada caso:

1 2
wa-[12]
0 1
a- 91
) 1 -3 1 4
7. Dadasasmatrlzes,A:{2 S}eB:{O 2},cal-
cule:
a. A?
b. B3
c. A2g3
010 3 _
8. AsmatrizesA=| 0 0 1 eB:{1 _3]séoni-
0 0O

hilpotentes. Determine o indice de cada uma.

Autoavaliacao

E muito importante que vocé se sinta bem & vontade diante de
duas matrizes a multiplicar. Assimilada a definicdo, repita os
exemplos e 0s exercicios que tenham deixado alguma davida.
Caso haja alguma pendéncia, nao hesite em contactar o tutor
da disciplina. E essencial que caminhemos juntos!!

Até a proxima aula.




RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1.

no

e

1S

~

a. AB=

c.AB =

—6
6
10

30} b.AB:{ 14 —24}

20 -7 12
18 15 -9
6 -5 3
| 12 10 -6
~14 11
129
17 27

a. sim (pois AB = I,); b. ndo

23]

—a+b=-1

.{X Z/Z],x,zeR b.[x y
Z X+12 3y X+vy

a—5—18b128C—5

S 12 19 10 8 12

a. 3;b 2

} X,y eR.

—284
488

|
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Aula 4

OPERACOES COM MATRIZES: INVERSAO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

obter a matriz inversa (caso exista), pela definicao;

aplicar operacOes elementares as linhas de uma
matriz;

obter a matriz inversa (caso exista), por operacoes
elementares;

conhecer matrizes ortogonais.
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OPERACOES COM MATRIZES: INVERSAO

Na Aula 3, vimos que, dada uma matriz A € Mp(R), se existe
uma matriz B € My(R), tal que AB = I,, a matriz A é dita in-
versivel e a matriz B & a sua inversa, e podemos escrever
B = A~1. Uma matriz inversivel sempre comuta com sua in-
versa; logo, se AB = I, entdo BA =I,, e A é a inversa de B.

Dada uma matriz quadrada A, ndo sabemos se ela é ou ndo
inversivel até procurar determinar sua inversa e isso ndo ser
possivel. Para descobrir se uma matriz € ou ndo inversivel e,
em caso afirmativo, determinar sua inversa, s6 contamos, até o
momento, com a defini¢gdo. Assim, dada uma matriz A de ordem
n, escrevemos uma matriz também de ordem n, cujos elementos
sdo incognitas a determinar, de modo que o produto de ambas
seja a identidade de ordem n. Vamos a um exemplo:

| Exemplo4.1.

Em cada caso, vamos determinar, caso exista, a matriz in-
versa de A:

2 5
1. A= [ 1 3
versa de A, entdo

RN

2x+5z 2y+5t | |10
10 1"

. SejaB = { )z( i’ } a matriz inversa de in-

X+3z y-+3t

Essa igualdade gera um sistema de 4 equacdes e 4 incog-

nitas:
2Xx+5z2=1

2y+5t=0
Xx+3z=0
y+3t=1

Note que esse sistema admite dois subsistemas de 2 equa-
¢Oes e 2 incognitas:

2x+5z=1 2y +5t=0
X+32=0 y+3t=1
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Resolvendo cada um deles, obtemos
x=3,y=-5z=-1t=2.

Logo, a matriz A & inversivel e sua inversa é
1 3 -5
=[]

2. A= { g 2 } Procedendo com no item anterior, escreve-

mos:
|63 xy| |10
f = leallii)=lon]-
6x+3z 6y+3t | |1 0
8x+4z 8y+4t | |0 1|

Obtemos, entdo, os sistemas

6x+3z=1 by +3t=0
8x+4z=0 8y+4t=1

Ao resolver esses sistemas, porém, vemos que ndo ad-
mitem solucdo (tente resolvé-los, por qualquer método!).
Concluimos, entdo, que a matriz A ndo é inversivel.

\Vocé viu que, ao tentar inverter uma matriz de ordem 2,
recaimos em dois sistemas, cada um de duas equacdes e duas
incognitas. Se a matriz a ser invertida for de ordem 3, entdo o
problema recaira em trés sistemas, cada um com trés equacdes e
trés incognitas. Ja da pra perceber o trabalho que teriamos para
inverter uma matriz de ordem superior (nem precisamos pen-
sar numa ordem muito grande: para inverter uma matriz 5 x 5,
teriamos que resolver 5 sistemas, cada um de 5 equacdes e 5
incognitas!).

Temos, entdo, que determinar uma outra maneira de abordar
0 problema. Isso sera feito com o uso de operagdes que serao re-
alizadas com as linhas da matriz a ser invertida. Essas operacoes
também poderiam ser definidas, de forma analoga, sobre as co-
lunas da matriz. Neste curso, como s6 usaremos operacoes ele-
mentares aplicadas as linhas, nos faremos referéncia a elas, sim-
plesmente, como operacdes elementares (e ndo operacgdes ele-
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mentares sobre as linhas da matriz). Vamos a caracterizacao
dessas operagdes.

OPERACOES ELEMENTARES

Dada A € Mnxn(R), chamam-se operagdes elementares as
seguintes acoes:

1. Permutar duas linhas de A.
Indicamos a troca das linhas Lj e Lj por Lj < Lj.

2. Multiplicar uma linha de A por um nimero real ndo nulo.
Indicamos que multiplicamos a linha L;j de A pelo nimero
real A escrevendo Lj < AL;.

3. Somamos a uma linha de A uma outra linha, multiplicada
por um namero real.
Indicamos que somamos a linha L; a linha L; multiplicada
pelo nimero real A por: Lj < Li +AL;j.

( Exemplo42. ]

Vamos aplicar algumas operacdes elementares as linhas da

-3 2 5
matriz A = 01 ©
8 4 -2
_—3 2 5 L1<—>L3 8 4 -2
1. 01 6 = 01 6
| 8 4 -2 | -3 2 5
[ -3 2 57 -3 2 5]
2. 01 6| Ly+ -3 = 0 -3 -18
| 8 4 2] 8 4 -2 |
[ -3 2 57 -3 2 5]
3. 01 6| Ly«+L+2l3 =| 16 9 2
| 8 4 2| 8 4 -2 |

Consideremos o conjunto My n(R). Se, ao aplicar uma se-
quéncia de operacOes elementares a uma matriz A, obtemos a
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matriz B, dizemos que B é equivalente a A e indicamos por
B ~ A. Fica definida, assim, uma relacdo no conjunto Mpyn(RR),
que é:

1. reflexiva: A~ A

2. simétrica: se A~ Bentdo B ~ A

3. transitiva: se A~BeB~Centdio A~C

Isto &, a relacdo ~ & uma relagdo de equivaléncia no con-
junto Mmx«n(R). Assim, se A ~ B ou se B ~ A podemos dizer,
simplesmente, que A e B sdo equivalentes.

Lembremos que nosso objetivo é determinar um método para
encontrar a inversa de uma matriz, caso ela exista, que seja mais
rapido e simples do que o uso da definicdo. Para isso, pre-
cisamos do seguinte resultado:

Teorema 4.1.

Seja A € Mp(R). Entdo A é inversivel se, e somente se,
A ~ I,. Se A é inversivel, a mesma sucessdo de operacdes ele-
mentares que transformam A em Iy, transformam I, na inversa
de A.

Este método permite determinar, durante sua aplicacdo, se a
matriz & ou ndo inversivel. A ideia é a seguinte:

1. Escrevemos, lado a lado, a matriz que queremos inverter e
a matriz identidade de mesma ordem, segundo o esquema:

Al
2. Por meio de alguma operacdo elementar, obtemos o nmero
1 na posicédo 11.

3. Usando a linha 1 como linha-pivd, obtemos zeros nas ou-
tras posi¢cdes da coluna 1 (para isso, fazemos uso da ter-
ceira operacdo elementar).

4. Por meio de uma operagdo elementar, obtemos o nimero
1 na posicéo 22.

\océ podera
encontrar a
demonstracdo
desse teorema no
livro Algebra
Linear e
Aplicagdes, de
Carlos Callioli,
Hygino Domingues
e Roberto Costa, da
Atual Editora,
(Apéndice do
Capitulo 1).
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5. Usando a linha 2 como linha-pivd, obtemos zeros nas ou-

tras posi¢cdes da coluna 2 (para isso, fazemos uso da ter-
ceira operagdo elementar).

. Passamos para a terceira coluna e assim por diante.

. Se, em alguma etapa do procedimento, uma linha toda

se anula, podemos concluir que a matriz em questdo nao
é inversivel - nesse caso, nenhuma operacdo elementar
igualaria essa linha a uma linha da matriz identidade!

. Se chegarmos a matriz identidade, entdo a matriz a direita,

no esquema, serd a matriz inversa procurada.

\eja os dois exemplos a seguir:

| Exemplo43.

31 2
A=| -1 0 3 |.Escrevemos naformaesquematica:
4 2 -5

31 2100

-1 0 3] 010 Ly+«—-Lp

4 2 -5 001

31 2|1 00 L+l

10 -3 ]0-10

4 2 5|0 01

10 -3 ] 0 -10

31 2|1 00 Ly«Ly-3

42 -5 0 01 Lg+Lz—4L

10 -3 ]0-10

01 11 |1 30

02 7|0 41 Lg«+Lz—2L

10 -3] 0-10

01 11| 1 30

00 —15 | -2 =2 1 Lg+ —ils

10 -3 | 0 -1 0 L« Li+3Ls3
01 11 | 1 3 0 Lp+Ly—11L3
00 1| 2/15 2/15 —1/15



2.

1.

2.

100 | 6/15 —-9/15 -3/15
010 | —7/15 23/15 11/15
001 2/15 2/15 —1/15
6 -9 -3
Logo,amatrizAéinversiveIeA—lz1—15 -7 23 11
2 2 -1

\océ podera verificar que essa é, realmente, a inversa de
A, efetuando a multiplicacdo dela por A e constatando que
0 produto é Is.

2 4 -1

A= 0 -3 2 |.Escrevendo naforma esquematica:
4 11 -4

2 4 -1 ] 100 L+ 3l

0 -3 2010

4 11 -4 | 00 1

1 2 -1/2 | 1/2 0 0

0 -3 2 | 010

4 11 —4 | 0 0 1 L3+ L3z—4L4

1 2 -1/2 | 1/2 0 0

0 -3 2 | 010 Ly« —iL

0 3 -2 | -2 01

12 -1/2 | 1/2 0 0 Ly« L;1—2Ly

01 -2/3 | 0 -1/3 0

0 3 -2 | -2 01 L3<—L3—3L2

10 5/2 | 1/2 2/30

01 -2/3 | 0 -1/3 0

00 0| -2 11

Como a terceira linha se anulou, podemos parar o pro-
cesso e concluir que a matriz A ndo é inversivel.

PROPRIEDADES DA INVERSAO DE MATRIZES

Se A € My (R) & inversivel, entdo (A1)t = A

De fato, como A~1A = |, temos que A é a inversa de A~1.

Se A,B € M(IR) sdo inversiveis, entdo AB é inversivel e
(AB)"1=B"1A"L.
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De fato, temos
(AB)(B'AY) =ABB AL = A A T = AA L = .
Logo, B~*A~1 é ainversa de AB.

3. Se A € Mp(R) & inversivel, entdo (A7)~ = (A~1)T,

De fato, como AT(A~1)T = (A=1A)T = (I,)" = I,, temos
que (A~1)T é aiinversa de AT,

(| Exemplo4.4.

Supondo as matrizes A e B inversiveis, vamos obter a matriz
X nas equacdes a seguir:

1. AX=B
Multiplicando os dois membros da igualdade, a esquerda,
por A~1, temos:

AY(AX)=A"1B
ou
(A~1A)X =A1B,
IX=A"!B
Logo, X = A~1B.
2. (AX)T =B
Temos:
(AX)T = B=[(AX)T]T =BT = AX =BT =

AtAX)=A"1BT = (A lAX =A"1BT =

=
= IX=A1BT = x=A"1BT.

Para finalizar esta aula, vamos definir um tipo especial de
matriz quadrada inversivel, que é aquela cuja inversa coincide
com sua transposta.

MATRIZES ORTOGONAIS

Dizemos que uma matriz A € M, (RR), inversivel, & ortogonal,
quando A~1 = AT,
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Para verificar se uma matriz A é ortogonal, multiplicamos A
por AT e vemos se 0 produto & a identidade.

| Exemplo45. |

1/2 /3/2

MODULO 1

AULA

—/3/2  1/2

cando essa matriz pela sua transposta, temos:
1/2 V/3/2 1/2 —v3/2]1 [1 0
—/3/2  1/2 || V3/2 12| |01
Veremos mais tarde que as matrizes ortogonais represen-

tam um papel importante na representacdo de funcdes especiais,
chamadas operadores ortogonais. Chegaremos la!!!!

A matriz { 1 é ortogonal. De fato, multipli-

Resumo

O ponto central desta aula & inverter matrizes, quando isso
é possivel. Como a defini¢do, embora simples, ndo fornece
um método pratico para a inversdao de matrizes, definimos
as operacOes elementares, que permitem “passar”, gradativa-
mente, da matriz inicial, a ser invertida, para outras, huma
sucessdo que nos leva a matriz identidade. Trata-se de um
método rapido e eficiente, que resolve tanto o problema
de decidir se a inversa existe ou ndo, como de obté-la, no
caso de existir. Esse & o método implementado pelos “pa-
cotes”computacionais - aqueles programas de computador
que nos dado, em questdo de segundos, a inversa de uma ma-
triz.
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1. Em cada caso, verifique se a matriz B € a inversa de A.

(3 4 3 -4
a.A:_2 3} e B:{_2 3}
7 -3 -28 1 3 4
b.A=| -2 1 8| e B=|2 70
| 0 0 1 0 01
1 -3 4 3
c.A__1 4} eB_{_1 1}
31 47 PR
2. DadasA_{5 z]eB_[l 21,determ|ne.A ,B
e (AB)~1,
3. Supondo as matrizes A, B e C inversiveis, determine X em
cada equacao.
a. AXB=C
b. AB=CX

c. (AX)"'B=BC
d. [(AX)"1B]T =C

4. Determine, caso exista, a inversa da matriz A, em cada

Caso.
(3 2
a.A__14
1 —2 3
b.A=|10 6 10
| 4 5 2
[2 0 0
c.A=|4 -1 0
2 3 -1
1 0 0 0
2100
d.A=135 10
4321
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5. Que condigdes A € R deve satisfazer para que a matriz

- Q
11 1
2 1 2 | sejainversivel?
12 A

(Autoavaliacdo h

\océ devera treinar bastante a aplicagdo do método estudado.
Faca todos os exercicios €, se possivel, resolva outros mais -
vocé mesmo(a) podera criar matrizes a inverter e descobrir
se sd0 ou ndo inversiveis. E facil, ao final do processo, ve-
rificar se a matriz obtida &, de fato, a inversa procurada (isto
é, se ndo houve erros nas contas efetuadas): o produto dela
pela matriz dada tem que ser a identidade. Caso haja alguma
davida, em relacdo a teoria ou aos exercicios, entre em con-
 tato com o tutor da disciplina.

/

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. a. sim
b. sim
C. nao
2 -1 2 -7
-1 __ .p—1__ .
BRI
39 -23
-1 _
(AB) _{—22 13}
3. a X=AlcB!
b. X =C1AB
c. X=A1BCc1B!
d X =A"!B(CT)!
_ 2/7 17
1 _
Ao A= { ~1/14 3/14}
b. Nao existe a inversa de A
/2 0 0
c. A l= 2 -1 0
7 -3 -1
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d A 1=

O, N K
|
N RO

5. A1
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Aula

DETERMINANTES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

calcular determinantes pelo método da triangularizagéo.
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Pré-requisitos:
Aulas 1 a 4.
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DETERMINANTES

Determinante € um nimero associado a uma matriz quadrada.
Como estamos lidando, neste curso, apenas com matrizes reais,
os determinantes que calcularemos serdo todos nimeros reais.
Os determinantes tém inimeras aplica¢bes, na Matemaética e
em outras areas. \eremos, por exemplo, que o determinante
fornece uma informacado segura a respeito da inversibilidade ou
ndo de uma matriz. A énfase desta aula estad na aplicacdo de
um método réapido para calcular determinantes, fazendo uso de
algumas das suas propriedades e de operacBes elementares, ja
estudadas na Aula 4. Antes, porém, de nos convencermos de
quanto o método que estudaremos & mais eficiente do que 0 uso
direto da definicdo, vamos recordar a definicdo de determinante,
devida a Laplace.

DETERMINANTE

Dada uma matriz A = (ajj) € Mn(R), representamos o deter-
minante de A por detA ou escrevendo os elementos de A limita-
dos por barras simples:

ail aio ain
azq an? aon
SeA=| CooE
dn-11 ap—12 ... Qan-1n
i an1 an? adnn ]

representamos o determinante de A por:

ail aio din
a1 aso aon
det : : I : ou
an-11 @n-12 ... dn-1n
| an1 an2 ... @m |




ail aio adin

azq ao?2 adon
an-11 dp—12 ... dn—1n

an]_ an2 e ann

A definicdo de determinante é dada de maneira recorrente,
em relacdo a ordem da matriz. Assim, definimos o determi-
nante de ordem 1, a seguir, o de ordem 2 e, a partir da ordem
3, recaimos em calculos de determinantes de ordens menores.
\amos ver como isso é feito:

Seja A = (ajj) € Mn(R).

n=1

Neste caso, A = [aj1] e detA = ay;.
n=2

a;g a . .
Neste caso, A= | -1 “12 | @ sey determinante é dado por:
a1 a2

detA = ajia —appan

( Exemplo5.1. |

Vamos calcular os determinantes das matrizes abaixo:

1A=} g}:>detA:3.8—4.6:24—24:0
2 A=| 2 ﬂ;»dem:e—(—ls):m

sena.  —CoSs o
3. A= = detA =sen?a +cos? o = 1
cosa  seno

31

4. A= 0 41:>detA:6—12:—6

Note que 0
determinante de
uma matriz de
ordem2éa
diferenca entre o
produto dos termos
da diagonal
principal e o
produto dos termos
da diagonal
secundaria. Esses
produtos se
chamam,
respectivamente,
termo principal e
termo secundéario
da matriz.
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n=3

ajxp a2 ais
SejaA= | a1 azxp az3 |. Neste caso, escolnemos uma

_ dz1 dazz ass _
linha (ou uma coluna) para desenvolver o determinante.

Desenvolvendo o determinante pela 12 linha, obtemos:

az a3
detA = ag.(—1)L +
1-(=1) az2 as3

142 | Q21 az3
+ ap.(—-1 . +
(=1) az1 ass

143 | Q21 ax
+ ags. (=1
az1 az2

( Exemplo52. ]

2 5 -3
det 045
31
5 0 5
= o~ 1)1+
I 2+5 3_2‘+
0 4
B 143
eI

— 2(—8-5)—5(0—15)—3(0—12) =85.

5 Existe uma regra pratica para o calculo do determinante de
) ; ordem 3, conhecida como Regra de Sarrus. Ela afirma
Lé-se “Sarri”. .
que:

aj;p ary a3
a1 A ags
dz; Az 4ass

= (aj1dp@33 +ajpapsasy + ajzdxasy)

—(a13a2a31 + a11823832 + a12a21833).

Desenvolvendo os produtos indicados na defini¢do de deter-
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minante de ordem 3, vocé podera ver que as expressdes coinci-
dem.

| Exemplo53. |

Vamos calcular, novamente, o determinante do exemplo an-
terior, agora usando a Regra de Sarrus:

2 5 -3
04 5| = [24.(-2)+(55.3)+(—3.0.1)]
31 -2

—[(—3.4.3)+ (2.5.1) + (5.0.(—2))]
= (—16+75) — (—36+10) = 85.

n=4

a1z alz a1z s

. a a a a
Seja A = 21 QA2 A3 A4
dz1 Az Aazz azg
dq1 A4z 43 aAgq

Desenvolvendo o determinante pela 12 linha, obtemos:

detA = a11.(—1)1+1.detA_17_1+
a12.(—1)1+2.detA_17_2+
a13.(—1)1+3.detA_17_3+
ag.(—1 1+4.detA_17_4,

onde A_j _j representa a matriz obtida a partir de A, com a reti-
rada da i-ésima linha e da j-ésima coluna. Observe que recaimos
no calculo de 4 determinantes, cada um de ordem 3.

Paran =5, a definicdo é analoga: iremos recair no calculo de
5 determinantes, cada um de ordem 4. Logo, teremos que calcu-
lar 5 x 4 = 20 determinantes de ordem 3. Como vocé pode ver,
os célculos envolvidos na obtencdo de determinantes crescem
rapidamente, a medida que a ordem do determinante aumenta.

Temos, entdo, que encontrar um método alternativo para cal-
cular determinantes: a definicdo ndo fornece uma saida rapida
para isso. Antes, porém, de estudarmos um método mais efi-

Um determinante
de ordem 10 exige
a realizacdo de
9.234.099
operagdes!

CEDERJ
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ciente para aplicar, usando as propriedades dos determinantes
e, mais uma vez, operacdes elementares, damos a defini¢cdo do

determinante de ordem n, desenvolvido pela i-ésima linha:

an a2 ain
azy az? azn n
det : : : = z aij(—1)".detA_i _j
~
an-11 an-12 an—1n J
| anl an2 ann |
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PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES

Na medida do possivel, daremos uma ideia da demonstracédo
dessas propriedades. Para verificar a validade de cada uma delas,
precisariamos definir determinantes pelo uso de permutaces, 0
que alongaria demais a nossa aula. Caso voce tenha interesse em
conhecer essa abordagem, ira encontra-la em Algebra Linear e
Aplicacdes, de Carlos Callioli, Hygino Domingues e Roberto
Costa.

D1 O determinante de uma matriz & Gnico. Isto é, ndo importa
por qual linha ou coluna o determinante seja desenvolvido, o
resultado final & sempre 0 mesmo.

D2 Dada A € My(R), detA = detAT

Em palavras: o determinante da transposta € igual ao deter-
minante da matriz.

De fato, a expressdo do determinante de A, desenvolvido
pela i-ésima linha, coincidira, termo a termo, com a expressao
de detAT, desenvolvido pela i-ésima coluna.

D3 Se A € Mp(R) possui uma linha (ou uma coluna) nula, entéo
detA=0.

De fato, basta desenvolver detA por essa linha (ou coluna)
nula.

D4 Se escrevemos cada elemento de uma linha (ou coluna) de
A € Mjy(R) como soma de 2 parcelas, entdo detA & a soma de
dois determinantes de ordem n, cada um considerando como ele-
mento daquela linha (ou coluna) uma das parcelas, e repetindo



as demais linhas (ou colunas).

D5 O determinante de uma matriz triangular & o seu termo prin-  Lembrando: o termo
cipal. principal de uma matriz

quadrada é o produto

D6 Se multiplicamos uma linha (ou coluna) de A € My(RR) por
um namero real A, o determinante de A fica multiplicado por A.

dos elementos de sua
diagonal principal.

D7 Se permutamos duas linhas (ou colunas) de A € Mp(RR), ent&o

o determinante de A fica multiplicado por —1.

D8 Se A € M(RR) tem duas linhas (ou colunas) iguais entéo
detA=0.

D9 Se A € Mp(R) possui uma linha (ou coluna) que é soma de
maltiplos de outras linhas (ou colunas), entdo detA = 0.

D10 Se somamos a uma linha (ou coluna) de A € M,(R) um
maltiplo de outra linha (ou coluna), o determinante de A ndo se
altera.

D11 Se A,B € Mp(R), entdo det(AB) = detA. detB.

D12 Se A € My (R) & inversivel, entdo detA—! = (detA) 2.
De fato, se A & inversivel, existe A~ tal que AA"1 =1.
Entdo det(A.A1) = det .

Pela propriedade D11, detA.detA~! =det I, e pela proprie-
dade D5, temos que det | = 1. Logo, detA=1 = ﬁ = (detA)L,

Uma conclusdo importante pode ser tirada a partir da pro-
priedade D12: uma matriz € inversivel se, e somente se, seu
determinante é diferente de zero. Destaquemos esse resultado:

Seja A € Mp(R).

A é inversivel < detA#0

D13 Se A € My(R) & ortogonal, ent&o detA=* =1 ou — 1.
De fato, se A é ortogonal, A~1 = AT. Pela propriedade D2,
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detA = detAT = detA~L. Entdo, pela propriedade D12,
detA.detA~! =1 = detA.detAT = 1 = detA.detA=1
= (detA)? =1 = detA = +1.

CALCULO DE DETE~RMINANTES POR
TRIANGULARIZACAO

Observe o0 que diz a propriedade D5. Calcular o determi-
nante de uma matriz triangular é, praticamente, imediato. Dado
um determinante, a ideia, entdo, é aplicar operacdes elementares
sobre suas linhas, de modo a triangulariza-lo. Para isso, temos
que observar os efeitos que cada operacdo elementar pode ou
ndo causar no valor do determinante procurado. Vejamos:

1. Permutar duas linhas.
Pela propriedade D7, essa operagdo troca o sinal do deter-
minante.

2. Multiplicar uma linha por um nimero real A ndo nulo.
A propriedade D6 nos diz que essa operacdo multiplica o
determinante por A.

3. Somar a uma linha um maltiplo de outra.

Pela propriedade D10, essa operagéo nao altera o determi-
nante.

Diante disso, para triangularizar um determinante, basta que
figuemos atentos para “compensar”’possiveis alteracdes provo-
cadas pelas operagOes elementares utilizadas. Vamos a um exem-
plo.

(| Exemplo54.

2 5 13
) o 0 -1 4 2
Calcular, por triangularizacdo, det 6 o 5 1
1 3 -3 0
2 5 l 3 Li<Ly
0 -1 4 2 B
6 -2 5 1 o
1 3 -3 0
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1 3 -3 0
o -1 42 B
6 —2 5 1| LgLlz-6Ly
2 5 1 3 L4<—L4—2L1
1 3 -3 0
o -1 42 B
o O —20 23 l L3%L3—20L2 -
O —1 7 3 L4<—L4—L2
1 3 -3 0
_ |0 1 4 2 B
- 0 0 —57 —39 | Ly-1/57L5
0 O 3 1
1 3 -3 0
0 -1 4 2
LA 39/57 -
0O 0 3 1| LyLs—3L3
1 3 -3 0
0 -1 4 2
==l o 1 39/57
0 0 0 -—-20/19
= —(-57).1.(-1).1.(—20/19) = 60.
45 j. Nao ha uma Gnica maneira de se triangularizar um

determinante: as operacfes elementares escolhidas
podem diferir, mas o resultado é Unico.

ii. O método de triangularizacao é algoritmico, ou seja,
é constituido de um ndmero finito de passos sim-
ples: a cada coluna, da primeira a pendltima, de-
vemos obter zeros nas posi¢des abaixo da diagonal
principal.

Calcule o determinante do proximo exemplo e compare com
anossa resolucdo: dificilmente vocé optara pela mesma sequéncia
de operagOes elementares, mas (se todos tivermos acertado!) o
resultado sera 0 mesmo.
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| Exemplo55. |

2 —4 8
Vamos calcular | 5 4 6 | por triangularizagéo:
-3 0 2
2 —4 8| Liein 1 -2 4
5 4 6 =2 5 4 6| LylLy,-5,, =
-3 0 2 -3 0 2| Lg+L3+3L
1 -2 4
=210 14 —14 | Lk =
0 -6 14
1 -2 4
=214/0 1 -1 =
0 -6 14 L3<L3+6L7
1 -2 4
=214 0 1 —1|=214.1.1.8=224.
0O 0 8

| Exemplo5.6.

Vamos aplicar as propriedades estudadas nesta aula para dar
os determinantes de AT, A~1 e 3A, sabendo que A é uma matriz
quadrada inversivel de ordem 2 e que detA = D.

1. detAT = D, pois o determinante da matriz transposta &
igual ao determinante da matriz dada.

1 . . . ,
2. detA=1 = = pois o determinante da matriz inversa é o
inverso do determinante da matriz dada.

3. det3A = 32D = 9D, pois A possui 2 linhas e cada linha
multiplicada por 3 implica multiplicar o determinante por

3.
Exemplo57. |
Determine x tal que E); X;:Z ‘ =14
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Temos 2x.x — (—4)(x+2) = 14 = 2x° +4x—6 =0
=Xx=1loux=-3.

| Exemplo58. |

X

Determine x para que a matriz A = { 20— x

1 L
seja in-

X

versivel.

Sabemos que A é inversivel se, e somente se, detA # 0. Que-
remos, entéo,

X2 —(20—X) A0=x°+x—20£0=x#4ex+# 5.

Resumo

Nesta aula, recordamos a definicdo de determinante e vimos
gue ndo se trata de um método pratico para calcular deter-
minantes de ordens altas. Vimos as propriedades dos de-
terminantes e, com o uso de quatro delas, pudemos facilitar
o célculo de determinantes, aplicando operacdes elementa-
res e “transformando”o determinante original num triangular.
Tal método, chamado triangularizacao, permite que determi-
nantes de ordens altas sejam obtidos sem que tenhamos que
recair numa sequéncia enorme de determinantes de ordens
menores a serem calculados. Veja que esta aula ndo apresen-
tou nenhuma grande novidade em termos de teoria: foi uma
aula mais préatica, que apresentou uma técnica (til de calculo.
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1. Calcule, por triangularizacado, os seguintes determinantes:
3 2 24 2 -3 1 7
-2 3 0 4
a| -1 0 2 b
5 g 2 -1 5 4 -3
2 4 -5 0
10 -2 -6
c|] 2 1 6
5 4 2

2. Dada A € Mp(RR), tal que detA = D, determine:
a. detAT
b. detA~1
c. det2A

ab c
3. SejadetA=| d e f ] = 10. Calcule, usando as pro-
g h i
priedades dos determinantes:

a b ¢ ab c
a.| —d —e —f b.l g h i
g h i d e f
a b c a dg
c.|d/2 e/2 f/2| d.|b e h
g h i c f i
2a 2b 2c a b C
el g h i f.lg+d h+e i+f
d e f d e f
X+2 2 —X
4. Calcule x paraque| 4 0 5 |=14
6 2x X

5. Sejam A,B € Mp(RR) tais que detA =4 e det B = 5. Deter-
mine:

a. detAB
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b. det3A

c. det(AB)~?
d. det(—A)
e. detA—1B

X X+2

Determine x para que a matriz A = { 1

} seja in-

versivel.

" Autoavaliacgo

\Vocé deve estar bem treinado para calcular determinantes
pelo método da triangularizagdo. Veja que se trata de um
calculo “ingrato”: ndo ha como verificar se estamos certos,
a ndo ser refazendo e comparando os resultados. Por isso,
embora se trate de uma técnica simples, algoritmica, exige
atencdo. Caso vocé tenha sentido davidas, procure o tutor da
\disciplina.

~

J

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

6.

a. -84 b. -1.099 c. -290
a.D b.1/D ¢ 2".D
a.-10 b.-10 c¢.5 d.10 e.-20 f. -10

x=1loux=—%

Sejam A, B € M, (R) tais que detA = 4 e detB = 5. Deter-
mine:

a. detAB = detA.detB =4 x5=20

b. det3A =3".detA =3"x4=4.3"

c. det(AB)~! = [det(AB)| "t =20"1 =1/20

d. det(—A) = (—1)" x 4 (sera 4, se n for par e -4, se n for
impar)

e. detA~'B=detAl.detB=1/4x5=5/4
X#£—-1lex=#2
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Aula

SISTEMAS LINEARES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

resolver e classificar sistemas lineares, usando o
método do escalonamento.



Algebra Linear I | Sistemas Lineares

Pré-requisitos:
Aulas 1 a 4.

Uma equacdo é
uma sentenca
matematica aberta,
isto &, com
variaveis, onde
duas expressdes
sdo ligadas pelo
sinal “=".

Ex: 2x—1=0;

X2 — 2x = 6 etc.

O grau de um
termo - ou
mondmio - é a
soma dos
expoentes das
variaveis.

Ex: xy tem grau 2;
x2y® tem grau 5; 16
tem grau zero.
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SISTEMAS LINEARES

Grande parte dos problemas estudados em Algebra Linear
recaem na resolucdo ou discussdo de sistemas de equacgdes linea-
res. O mesmo acontece com muitos problemas das demais areas
da Matematica, da Fisica e da Engenharia. Vocgé, com certeza, ja
tomou conhecimento de diferentes técnicas de resolucdo desses
sistemas - substituicdo, adicdo, comparagdo, entre outras. Nesta
aula e na proxima, estudaremos um método que permite um
tratamento eficiente de sistemas de equagOes lineares, seja para
obter seu conjunto-solucdo, seja para classifica-lo ou mesmo
para impor condi¢Bes quanto a existéncia ou quantidade de so-
lucdes.

EQUACOES LINEARES
Uma equacdo linear € uma equacdo do tipo
aixXy +agXo+...+apXn =D

Isto é, trata-se de uma equacdo na qual cada termo tem grau,
no maximo, igual a 1.

Os elementos de uma equacéo linear sdo:

e Vvariaveis (ou incognitas): X, ..., Xn
e coeficientes: a,...,an € R

e termo independente: b € R

| Exemplo6.1.

Sdo equac0es lineares:

X1 —2% +17=0

2x—3y+4z=1

4a—5b+4c—d =10

e X=2



Sdo equacdes ndo-lineares:

e x> —5x+6=0
o 3Xy—x+4=0
e 2\/x—3y=1
° §—9:0

X

Uma solucdo de uma equagdo com n variaveis & uma
n-upla ordenada de nimeros reais 0s quais, quando substituidos
no lugar das variaveis respectivas na equacdo, fornecem uma
sentenca matematica verdadeira.

Resolver uma equagdo & encontrar o conjunto de todas as
suas solucBes, chamado conjunto-solugdo da equacao.

| Exemplo6.2. |

1. O par ordenado (3,2) é uma solucédo da equagdo (ndo li-
near) x> —4y =1, pois 32 —4(2) =9 -8 = 1.

2. O conjunto-solucdo da equagdo linear 3x —1 =5 é {2}.

3. A equagdo linear x +y = 10 possui infinitas solugcdes. Os
pares ordenados (2,8),(—3,13),(0,10),(1/5,49/5) sdo a-
penas algumas delas.

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Um sistema de equagdes lineares (ou, simplesmente, um sis-
tema linear) € um conjunto de equagdes lineares que devem ser
resolvidas simultaneamente. Isto &, uma solucdo do sistema é
solucdo de cada equacdo linear que o compde. Resolver um sis-
tema de equagdes lineares & determinar o conjunto formado por
todas as suas solugdes, chamado conjunto-solucéo do sistema.

Um sistema linear, com m equacdes e n incognitas, tem a
seguinte forma:
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[ a11Xg +a12X2 + ... +ainXn = by

A21X1 +a22X2 + ... +anXn = b2

[ @m1X1 +amaX2 + ... +amnXn = bm

| Exemplo6.3.

Sdo sistemas de equacdes lineares:

X+2y—3z=1
2Xx—y=3 . —2X+5y—z=5 |
{4x+5y:0 ' 3x—6y=10 '
A4 —y+2z1=-1
2a-3b=1 [ X1 —2X+5x3=0
atb=5 {2x +xp =2
5a—2b =8 1R

CLASSIFICACAO DE UM SISTEMA LINEAR
QUANTO A SOLUCAO

Um sistema linear pode ter ou ndo solugdo. Se tem solucdo,
pode ter uma s6 ou mais de uma. Podemos, entdo, classificar um
sistema linear, quanto a existéncia e quantidade de solugGes, em
trés tipos:

e Compativel (ou possivel) e determinado: quando possuli
uma Gnica solucdo.

e Compativel e indeterminado: quando possui mais de uma
solucdo.

e Incompativel (ou impossivel): quando ndo possui solucao.

Podemos pensar num sistema de equacOes lineares como
sendo um conjunto de perguntas a responder (qual o valor de
cada incognita?). Cada equacdo fornece uma informacdo, uma
“dica”a respeito dessas incognitas. Se tivermos informagdes co-
erentes e em quantidade suficiente, encontraremos uma solugéo,
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que sera Unica. Se essas informagOes forem coerentes entre si,
mas em quantidade insuficiente, ndo conseguiremos determinar,
uma a uma, cada solugdo, mas poderemos caracterizar o con-
junto delas. Finalmente, se as informacdes ndo forem coerentes
entre si, ou seja, se forem incompativeis, o sistema nao tera
solucdo.

Resolver um
sistema & um pouco
como brincar de
detetive...

| Exemplo6.4. |

Sem ter que aplicar regras de resolugdo, podemos ver que

1. O sistema { ifi zi possui uma Unica solugdo: o par
(2,1).

. X+y=3 . .

2. O sistema 2%+ 2y — 6 possui mais de uma solugdo.
os pares (1,2),(0,3),(3,0),(2,1),(3/2,3/2) sdo algumas
delas;

. X+y=3 . . ~
3. O sistema { X4y =4 ndo possui solucdo (A soma de

dois nimeros reais é nical).

SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS

Dizemos que um sistema linear & homogéneo quando os ter-
mos independentes de todas as equag¢Oes que 0 compdem Sao
iguais a zero.

(| Exemplo65. |

Sdo sistemas lineares homogéneos:

{ 2x—3y =0 { 3% —Xp +7x3 =0 )2(1_5)5/3’:00
X+5y=0 X1 —2X2+3%x3 =0 Xty =0

Observe que um sistema linear homogéneo em n incognitas

CEDERJ 73

MODULO 1

AULA



Algebra Linear I | Sistemas Lineares

A solucdo trivial
também é
conhecida como
solucdo nulaou
ainda solucdo
impropria.
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sempre admite a solucdo

(0,0,...,0)
——
n elementos,

chamada solucéo trivial. Logo, um sistema linear homogéneo
é sempre compativel. Quando é determinado, possui somente a
solucdo trivial. Quando é indeterminado, possui outras solucdes,
além da trivial, chamadas (obviamente!) solugBes ndo-triviais.

Ja é hora de resolvermos sistemas lineares. Dissemos, no
inicio da aula, que fariamos isso usando um método eficiente.
Esse método lida com matrizes associadas ao sistema a ser tra-
tado. Vamos, entdo, caracterizar essas matrizes.

MATRIZES ASSOCIADAS A UM SISTEMA LINEAR

Dado um sistema linear com m equag®es e n incognitas:

a11X1 +a12X2 + ... +a1pXn = b1
a1X1 + 822X + ... + AgnXn = by

[ @m1X1 +am2X2 + ... +amnXn = b

destacamos as seguintes matrizes:

e matriz (m x n) dos coeficientes:

di; di2 ... Adin
dp; dp2 ... 4dzp
am]_ amz cee amn

e matriz (ou vetor) (m x 1) dos termos independentes:



e matriz aumentada (ou ampliada) (m x (n+1)) do sistema:

di; di2 ... Adin b1
A axp .. axn b
am]_ amz cee amn bm

[ Exemplo 6.6.

N

2x—3y+4z=18
O sistema linear ¢ x+y—2z= -5 possui

—X+3z=4
matriz de matriz
- ] de termos matriz aumentada:
coeficientes: . .
independentes:
2 -3 4 18 2 -3 4 18
1 1 -2 -5 1 1 -2 -5
-1 0 3 4 -1 0 3 4

RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES POR
ESCALONAMENTO

Observe o sistema linear a seguir:

2Xx 4y -z = 3
+3y +z = -1
2z = 4

Note que, para resolvé-lo, basta:

e determinar o valor de z na terceira equacao
e substituir o valor de z na segunda equacdo e obter y

e substituir y e z na primeira equagao e obter x

num processo chamado método das substitui¢cOes regressivas.
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Neste caso,
dizemosquel;éa
linha pivé.
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A resolucdo do sistema ficou bastante facilitada. Vejamos a
matriz aumentada desse sistema:

2 1 -1 3
03 1 -1
00 2 4

Observe que, a partir da segunda linha, o nimero de ze-
ros iniciais sempre aumenta. Quando isso acontece, dizemos
que a matriz esta escalonada. Sistemas com matrizes associ-
adas na forma escalonada podem ser resolvidos pelo método das
substituicOes regressivas, como vimos anteriormente. O proble-
ma, entdo, é:

Dado um sistema linear, como transformar sua matriz asso-
ciada em uma escalonada?

E como fazer isso sem alterar seu conjunto-solucdo?

Dizemos que dois sistemas lineares sdo equivalentes quando
possuem 0 mesmo conjunto-solucdo. Nosso objetivo, portanto,
€ migrar de um sistema para outro que lhe seja equivalente, e de
resolugcdo mais simples.

Nos ja estudamos, na Aula 4, as operacdes elementares que
podemos efetuar sobre as linhas de uma matriz. Vamos recordar
quais sdo elas:

1. Permutar duas linhas.
Notagao: Lj <> L;j

2. Multiplicar uma linha por um nimero real ndo nulo.
Notacdo: Lj <+ AL;

3. Somar a uma linha um maltiplo de uma outra.
Notacdo: Lj < Lij+ AL;

Pode-se mostrar que: Seja S um sistema linear com matriz
aumentada A. Se aplicamos as linhas de A operacdes elementa-
res, obtemos uma matriz A', tal que o sistema linear S', de matriz
aumentada A, é equivalente a S.

A ideia, entdo, é: dado um sistema S de matriz aumentada A,
aplicar operagdes elementares as linhas de A, obtendo uma ma-



- ! . . !/
triz escalonada A, e resolver o sistema associado S, conforme Vocé pode

mostra o esquema a segulr: encontrar essas

passagens, em
detalhes, no livro
Algebra Lineare

equivalentes
~

Sistema linear S Sistema linear S’

' T Aplicacds, de
. operacOes elementares ] , Collioli,
matriz A “ matriz escalonada A pomingues e

) o Costa, da Atual
Vamos ver uma série de exemplos para vocé se familiarizar ggitora.

com o método. Em vez de, simplesmente, ler o exemplo, efetue
cada operacao elementar indicada, para depois comparar com a
matriz apresentada na sequéncia:

| Exemplo6.7. |

Vamos resolver, por escalonamento, o sistema linear
X +2y +5z =28

S:¢ 2x 43y -z =-1
4y +z =13

Vamos escrever a matriz aumentada desse sistema:

12 5 28
A=|2 3 -1 -1
04 1 13

Vamos obter “zeros”na primeira coluna, da segunda linha
em diante. Para isso, aplicaremos a terceira operacédo elementar,
usando a primeira linha como piv6. Note que, neste caso, como
0 elemento da terceira linha ja é zero, precisamos apenas obter
zero na segunda linha. Para isso, vamos multiplicar a primeira
linha por —2 e somar o resultado com a segunda linha:

12 5 28
2 3 -1 -1 | Ly«L-24 =
04 1 13

1 2 5 28
= |0 -1 —-11 -57
0 4 1 13
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Passemos, agora, para a segunda coluna (ndo usaremos mais
aprimeira linha - ela esta “pronta”). Queremos obter zero abaixo
da segunda linha. Para isso, multiplicamos a segunda linha por
4 e somamos a terceira:

1 2 5 28
0 -1 -11 -57
0 4 1 13| L3+ Ls3+4L, =

1 2 5 28
= 0 -1 -11 -57
0 0 —-43 -215

Pronto: a matriz esta escalonada. Vamos, agora, escrever o
- ! -
sistema S, associado a ela:

X +2y +5z =28
S': —y —11z =-57
—437 =-215

Da terceira equacdo, obtemos z = (—215)/(—43) = 5.
Substituindo na segunda, obtemosy = 2.

Finalmente, substituindo os valores ja obtidos na primeira
equagdo, temos x = —1.

Como S’ e S sdo sistemas lineares equivalentes, essa também
e a solucdo do sistema S dado. Logo, o conjunto-solucdo procu-
rado é {(—1,2,5)}. Além disso, podemos classificar o sistema
S: ele & compativel e determinado.

| Exemplo6.8.

Vamos resolver o sistema linear:

2x 4y +bz =1

X +3y 44z =-7
5y -z =-15

—X +2y +3z =-8

Sua matriz aumentada é:

21 5 1
13 4 -7
05 -1 -15
-1 2 3 -8
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\océ deve ter notado que, quando o elemento na linha pivo,
na coluna em que estamos trabalhando, é 1 (ou -1), os calculos
ficam facilitados. Entdo, vamos aproveitar o fato de ter 1 na
primeira posi¢do da segunda linha, e permutar as linhas 1 e 2:

21 5 1| Ll = 13 4 -7
13 4 -7 2 1 5 1
0 5 -1 -15 05 -1 -15
-1 2 3 -8 -1 2 3 -8

Vamos obter zeros na primeira coluna, abaixo da primeira
linha, usando a primeira linha como pivo:

13 4 -7
21 5 1| L«Ly—-2L1 =
0 5 -1 -15

-1 2 3 8| La+Ls+L4

1 3 4 7
0 -5 -3 15
0 5 -1 -15
0 5 7 =15

=

Passemos para a segunda coluna. Para obter 1 na posicao
pivo, dividimos toda a segunda linha por -5:

1 3 4 -7
0 -5 -3 15 | Ly« —1/5L, =
0 5 -1 —15

0 5 7 —15

13 4 -7
L 0135 -3
05 -1 —15
05 7 -15

Agora, usando a linha 2 como liha pivd, vamos obter zeros
na segunda coluna, abaixo da segunda linha:

13 4 -7 13 4 -7
0135 -3 = 0135 -3
05 -1 —15| Lg+Lz—5L, |0 0 —4 0O
05 7 —15| Ly«Ls4—5L, |00 4 0

Para finalizar o escalonamento, precisamos obter trés ze-
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ros inicias na quarta linha, ou seja, obter um zero na posicao
i =4, ) = 3. Nas passagens acima, usamos a segunda operacado
elementar par obter 1 na posicao pivé e, com isso, ter os calculos
facilitados na obtencdo dos zeros. Devemos, porém, estar aten-
tos a posssiveis vantagens que um sistema em particular pode
oferecer. Neste exemplo, se simplesmente somarmos a linha 3 a
linha 4, ja obteremos o zero procurado:

13 4 -7 13 4 -7
01 3/5 -3 = 01 3/5 -3
00 -4 0 00 -4 0
00 4 0| Ly<Llg+ls |00 0 0

A matriz esta escalonada. VVamos escrever o sistema associ-
ado:

X +3y +4z =7
S : y +3z/5 =-3
-4z =0

~

Resolvendo por substitui¢des regressivas, obtemos: z =0,
y = —3, x = 2. Logo, o sistema S & compativel e determinado e
seu conjunto-solucdo é {(2,—3,0)}.

| Exemplo6.9.

Vamos resolver o sistema linear

3a +2b +c +2d =3
S: a -3c +2d =-1
—a +5b +4c =4

Acompanhe a sequéncia de operacdes elementares que apli-
cremos para escalonar a matriz aumentada de S:

32 12 3| Lielk
10 -3 2 -1 =
S 40 4

1
1 0 -3 2
= 32 12 3| Ly+Ly—3L
-1 5 4 0 4 L3+ L3+

Ly < 1/2L2 =
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1 0 -3 2 -1
=101 5 -2 3 L3+ L3—5L, =
(05 1 2 3
1 0 -3 2 -1
= |01 5 =2 3| =
|00 —24 12 -12
a -3¢ +2d =-1
=S b +5¢ -2d =3

—24c +12d =-12

Na terceira equagdo, vamos escrever d em funcdo de c :
d = —1+2c. Substituindo na segunda equagdo, obtemos
b=1-c. E naprimeira equagdo: a =1—c. Temos, neste
caso, um sistema compativel, porém indeterminado: ele possui
infinitas solucdes.

Fazendo ¢ =k, seu conjunto-solucdo é

{(1—k,1—kk,—1+2k);k € R}

| Exemplo 6.10. |

2x +y -3z =3
Vamos resolver o sistema S : X =y +z =1
33X 43y 7z =2

2 1 33| L+l (1 -1 11
1 —l 1 1] = 2 1 3 3|=
3 -7 2 3 -7 2

L3<—L3—3L1 1 L3<—L3—2L2

-1
:>03—51
O 0 0 -3

1 —1 1
Lo+ Ly— 2L1 = 0 1
0 —10 —
1

Observe que, ao escrever o sistema associado a essa matriz,
a terceira equacdo serd: 0x+0y+0z = —3, ou seja, 0 = —3, 0
que é falso, para quaisquer valores de x,y e z. Logo, o sistema S
é impossivel e seu conjunto-solucdo é 0.
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| Exemplo6.11.

Vamos resolver o sistema linear homogéneo

a —-b +c =0

S:{ a +b =0
2b —c =0

1 -1 10 1 -1 10
1 1 00| Ly«Ly—-L |0 2 —-10
0O 2 -1 0 0O 2 -10

1 -1 10

0 2 -10 :>S’:{a _22 +g :8
L3+ L3—Ly 0 0 00 v =

O sistema & compativel (TODO SISTEMA HOMOGENEO
E COMPATIVEL!) e indeterminado. Resolvendo a segunda
equacdo para c, substituindo na primeira, e fazendo b = k, vocé
podera conferir que o conjunto-solucdo é {(—k,k,2k)k € R}.

Resumo

Nesta aula, estudamos o método de escalonamento para
resolver e classificar sistemas lineares. Trata-se de um
método seguro, que “revela”’a estrutura do sistema, expli-
citando as redundancias ou incongruéncias das equacoes.
Apbs o escalonamento, as equagdes que nao acrescentam
informacdo ao sistema tém seus termos todos anulados e
aquelas que sdo incompativeis com as demais se transfor-
mam numa sentenca matematica falsa (algo como 0 = a, com
a diferente de zero). Continuaremos a usar esse método, na
proxima aula, para discutir sistemas lineares, isto &, para im-
por ou identificar condigdes sobre seu conjunto-solugéo.




1. (Provéo - MEC - 2001)
O nUmero de solugbes do sistema de equacdes
X +y -z =1
2X 42y -2z =2 @&
59X +5y -5z =7
(A)O (B)1 (C)2 (D)3 (E) infinito
2. Classifique e resolva os seguintes sistemas lineares:
2x =y =-71
a. ¢ —3x +4y =13
X +2y =-1

33X —y =1
2y —52 =-11
z -t =-1
X +y 4z +t =10
a +b —-2c =1

|
|

d. X =y 43z =21
3x +2z =15
([ x -y =3
e ! 2x +3y =16
' X 42y =
| 5 —dy 17
([ x -y =3
f 2x +3y =16
' X +2y =
| 5x -4y =17
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( Autoavaliacdo A

N&o se preocupe se vocé ainda hesita sobre qual operacdo li-
near usar, no processo de escalonamento. A familiariza¢do
vem com a pratica. Se necessario, refaca os exemplos e exer-
cicios. Se sentir davidas, procure a tutoria. Os sistemas line-
ares aparecerdao ao longo de todo o curso e & bom que vocé
esteja agil no processo de escalonamento, para ndo perder
muito tempo com eles!

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. (A) 0 (Ao escalonar, concluimos que o sistema é incom-
pativel)

2. a. Sistema compativel determinado.
Conjunto-solucdo = {(—3,1)}

b. Sistema compativel determinado.
Conjunto-solucdo = {(1,2,3,4)}

c. Sistema compativel indeterminado.
Conjunto-solucdo = {(—1+Kk,2+k,k);k € R}

d. Sistema compativel indeterminado.
Conjunto-solucdo = {(5 —2k/3,—16 4+ 7k/3,k);k € R}

e. Sistema compativel determinado.
Conjunto-solugdo = {(5,2) }

f. Sistema incompativel. Conjunto-solucao = 0

g. Sistema compativel indeterminado.
Conjunto-solucéo = {(k/4,7k/4,k);k € R}.

h. Sistema compativel determinado.
Conjunto-solucéo = {(0,0)}



Aula

DISCUSSAO DE SISTEMAS LINEARES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

discutir sistemas lineares, usando o método do
escalonamento.
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Pré-requisito:
Aula 6.

Pode-se provar que
um sistema linear
que possui mais de
uma solucdo
possui, de fato,
infinitas solucdes.
Note que 0 mesmo
pode ndo ocorrer
com um sistema
ndo linear. Por
exemplo, o sistema
x—y=0
{ X2 =4
possui exatamente
duas solucdes, a
saber, 0s pares
ordenados (2,2) e
(—2,-2).
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DISCUSSAO DE SISTEMAS LINEARES

Discutir um sistema & analisar sob quais condi¢des ele ad-
mite solucdes e, quando estas existem, quantas sdo. Na aula
passada, vimos que, ao final do processo de escalonamento da
matriz associada a um sistema linear, excluindo as equacdes do
tipo 0 = 0, chegamos a uma entre trés situacdes possiveis:

1. Existe alguma equacgdo do tipo 0 = a, com a # 0. Isto &,
uma equacao impossivel de ser satisfeita.

Nesse caso, 0 sistema é incompativel e, portanto, seu con-
junto solugdo é vazio.

2. Ndo ha equagBes impossiveis, mas obtemos uma quanti-
dade de equagBes menor do que o nimero de incognitas.

Nesse caso, 0 sistema & compativel e indeterminado e seu
conjunto-solucdo admite infinitas solugdes.

3. Ndo h& equagdes impossiveis e obtemos uma quantidade
de equagdes igual ao de incognitas.

Nesse caso, 0 sistema & compativel e determinado e seu
conjunto-solugdo é unitario.

Nesta aula, iremos analisar sistemas lineares, segundo os va-
lores assumidos por pardmetros presentes nas equagdes, assim
como impor valores a esses parametros para que uma desejada
situacdo ocorra.

A sequir, para formalizar os procedimentos explorados ao
longo dos exercicios, definiremos a caracteristica de uma matriz
e apresentaremos 0 Teorema de Rouché-Capelli.

Finalmente, veremos a Regra de Cramer, que se aplica a sis-
temas lineares com quantidade de equacdes igual a de incognitas.

Acompanhe os exemplos a seguir.

| Exemplo7.1.

X+y+z = 6
Vamos discutiro o sistema ¢ x+2y—z = —4 ,segundo
X+ 3z = a

os valores do parametro a.



Escalonando sua matriz aumentada, obtemos:

11 1] 6 1 1 1 | 6
12 1| 4|~|0 1 —2] —10|~
|10 3| a 0 -1 2 | a-=6
(11 1 | 6
~|01 -2 ] =10

00 0| a—16

Assim, o sistema dado é equivalente ao sistema

X+y+z = 6
y—2z = =10 ,
0 = a—16

cuja terceira equacdo sO serd satisfeita se 0 segundo membro
também for igual a zero. Logo, temos:
e a =16 = sistema incompativel.

e a = 16 = sistema compativel e indeterminado, pois pos-
sui trés incognitas e apenas duas equacdes.

| Exemplo7.2. |

) . . X+ ay = 2

Vamos dlscut|r05|stema{ axt2ay — 4°

. 1 a | 2 1 a |2
"la 2 | 4 0 2a—a® | 4—2a |

Vamos determinar os valores de a para 0s quais 0 primeiro
lado da segunda equacgdo se anula:

2a—a’=0=a(2—a)=0=a=0oua=2. Entdo, haas
seguintes possibilidades:

o a:0:>osistemafica{ é B i = incompativel.
e a=2= osistemaficad Xt = 2 _compativel e
0 =0 indeterminado.
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X+ay = 2
by = ¢
b=2a—a’+#0ec=4—2a= compativel e determinado.

° a7é0ea7é2:>osistemafica{ , com

(| Exemplo7.3. ]

X+y+z2 = 0
Vamos analisar o sistema { x+2y+kz = 2 ,segundo
kx4+2y+z = -2
os valores do parametro k:
1 11| O 1 1 1 | O
12 k] 2|~1]0 1 k=11 2|~
k 2 1 | =2 0 2—k 1-k | -2
1 1 1 | 0
~10 1 k—1 | 2 | ~
|0 0 (1-k)—(k=1)(2—-k) | —2-2(2—k)
(11 1 | 0
~10 1 k—1 | 2 |.
| 0 0 (k=1)(k—=3) | 2(k—-3)

Dai, temos (k—1)(k—3) =0=-k=1ouk = 3. Ha, entdo,
as seguintes possibilidades:

X+y+z = 0
ek=1=<(Yy = 2 = sistemaincompativel.
0 = —4
X+y+z = 0
e k=3=<¢ y+2z = 2 = sistema compativel e in-
0 =0
determinado.
X+y+z = 0
e k#1lek#3=( y+az = 2 ,coma=k—-1,
bz = C

b=(k—1)(k—3)#0ec=2(k—3) = sistema com-
pativel e determinado.
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| Exemplo7.4. |

Vamos determinar para que valores de a e b o sistema

X—y+z = a
2x—y+3z = 2 admite infinitas solugcdes. Temos:
X+y+bz =0
1 -1 1] a 1 -1 1 | a
2 -1 3| 2|~|0 1 1 | 2-2a |~
1 1 b | O 0 2 b-1 | —a
1 -1 1 | a

~l0 1 1 | 2-2a
0 0 b-3 | 3a—14

Para que o sistema admita infinitas solucBes (isto é, seja
compativel e indeterminado), devemosterb—3=0e 3a—4=0.
Istoé,b=3ea=4/3.

| Exemplo75. |

Que condicdes a,b e ¢ devem satisfazer para que o sistema

3X—2y = a
4x+y = b admitasolu¢do?
X = C
Solucéo:
3 -2 | a 1 0] ¢ 1 0 | c
4 1 | b|~|4 1| b|~|0 1| b-dc|~
1 0| ¢ 3 -2 | a 0 -2 | a—3c

1 0 | c
~10 1 | b—4c .
0 0 | (a—3c)+2(b—4c)
Logo, o sistema tera solugcd@o apenas se (a—3c) +2(b—4c) =0,
isto &, se a+2b—11c =0.

( Exemplo76. |

X+2y = 0

x+ky = 0%

Vamos discutir o sistema homogéneo {

gundo o parametro k.
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Temos | L 2 |0 1 2 |0
13k |0 0 k—6 | 0]

Entao:

e k =6 = sistema compativel e indeterminado.

e k # 6 = sistema compativel e determinado.

Vamos, agora, formalizar o procedimento que vimos ado-
tando para resolver e discutir sistemas lineares. Para isso, pre-
cisamos da seguinte definicdo:

CARACTERISTICA DE UMA MATRIZ

Na Aula 4, vimos que, ao passar de uma matriz para outra,
por meio de uma sequéncia de operacdes elementares, defini-
mos uma rela¢do de equivaléncia no conjunto dessas matrizes.
Assim, se podemos obter a matriz B, a partir da matriz A, pela
aplicacdo de uma sequéncia de operacdes elementares, dizemos
que A e B sdo matrizes equivalentes. Nos exemplos anteriores,
usamos esse fato e indicamos que A e B sdo equivalentes es-
crevendo A ~ B (ou B ~ A).

« - / .
Seja A uma matriz qualquer e A uma matriz escalonada,
equivalente a A. Chamamaos de caracteristica de A, e indicamos
7 - ~ !
por c(A), ao nimero de linhas ndo nulas de A

| Exemplo7.7. |

. 15 o 1 5

1. SejaA:{2 3}.EntaoA:{0 _7]ec(A):2.
2 5 -1 2 5 -1

2.%A=|2 3 0|,entioA =0 -2 1]e
6 13 —2 0 0 O

c(A) =
1111 1111

3. SendoA=|2 2 2 2|, temosA=| 0 0 0 O
555 5 0000
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O raciocinio que usamos para resolver ou classificar os sis-
temas lineares se constitui num resultado conhecido como Teo-
rema de Rouché-Capelli. N6s o enunciamos a seguir.

Teorema 7.1 (Teorema de Rouché-Capelli).

Seja um sistema linear S de representacdo matricial AX = b,
com A € Myxn. Indiquemos por Alb a matriz aumentada de
S. Entdo S serd compativel se, e somente se, c(A) = c(A|b).
Quando for compativel, ser& determinado se c(A) = n e indeter-
midado, se c(A) < n.

Quando um sistema linear S : AX = b possui nimero de
equacdes igual ao nimero de incognitas, a matriz A é quadrada e
podemos calcular seu determinante, que vamos representar por
D. Neste caso, vale o seguinte teorema:

Teorema 7.2 (Teorema de Cramer).

Seja S um sistema linear com nimero de equacdes igual ao
de incognitas. Se D # 0, entdo o sistema & compativel e deter-
minado e sua Unica solugdo (oy, oy, ..., o) € dada por

onde Dj é o determinante da matriz que se obtém, a partir de
A, substituindo-se a i-ésima coluna pela coluna dos termos inde-
pendentes do sistema.

Quando D # 0 (isto &, quando a matriz A & inversivel), o
sistema é chamado sistema de Cramer.

( Exemplo7.8. |

X+2y—3z = -15
Sejaosistema< 2x—y+z = 10 .
3X—12 = 1
1 2 -3
TemosD=|2 -1 1 |=23#0. Logo, 0 sistema tem
3 0 -1

solucdo Gnica. Vamos determinar essa solugdo.

As demonstracoes
dos teoremas de
Rouché-Capelli e
de Cramer podem
ser encontradas,
por exemplo, em
Fundamentos de
Matematica
Elementar, vol. 4,
dos autores Gelson
lezzi e Samuel
Hazzan, editado
pela Atual.
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-15 2 -3

D1 = 10 -1 1 |=4
1 0 -1

1 -15 -3
D=2 10 1|=-2

3 1 -1

1 2 -15
Ds=|2 -1 10 |=10.

3 0 1
Logo,

D; 4 D, -2 D; 10
X=p T ¥ pT b IEpT 7

Portanto, a Unica solucéo do sistema é (2,—1,5).

Do teorema de Cramer, podemos concluir que:

e D £ 0= sistema compativel determinado.

sistema incompativel ou

*b=0= compativel indeterminado.

Ja vimos que um sistema linear homogéneo sempre admite
solucdo, isto é, € sempre compativel. No caso particular de S ser
homogéneo, podemos concluir, entdo, que:

e D £ 0= sistema compativel determinado.

e D =0 = sistema compativel indeterminado.

| Exemplo7.9.

ax+2ay =

Ixtay — 12° usando o

Vamos discutir o sistema {
teorema de Cramer.

a 2a
4
Unica. Assim, os valores de a para os quais D = 0 tornam o
sistema indeterminado ou impossivel. Esses valores sao:

Sabemos que se D = # 0, 0 sistema tem solucdo

D=0=a’-8a=0=a(a—8)=0=a=0oua=8.
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0
Ix — 12 = Xx=3eypode

assumir qualquer valor real. Logo, o sistema admite in-
finitas solucdes.

e Se a=0, osistema fica:

B . .. J 8+16y = O )
e Se a = 8, o sistema fica: { Ix+8y = 12 Escalo
nando, obtemos o sistema { 3X+8y z _;i , que é

incompativel.

Resumindo, temos:

e a#0ea+# 8= sistemacompativel e determinado.

e a = 0= sistema compativel indeterminado.

e a = 8 = sistema incompativel.

| Exemplo 7.10. |

Vamos determinar o valor de k para o qual o sistema

X—y—1z =0
2Xx+ky+z = 0 admite solucdo propria.
X—2y—2z = 0

Trata-se de um sistema homogéneo de matriz de coeficientes
quadrada. Pelo teorema de Cramer, para que existam solucdes
ndo-triviais (ou seja, para que o sistema seja indeterminado), o
determinante dessa matriz deve ser igual a zero. Isto &,

1 -1 -1
2 k 1|=0=k=1
1 -2 -2
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Resumo

Esta foi uma aula pratica: discutimos sistemas lineares
usando os resultados dos teoremas de Rouché-Capelli e de
Cramer. Note que a regra de Cramer so se aplica a sistemas
lineares cuja matriz dos coeficientes é quadrada e inversivel.
(MVocé se lembra? Uma matriz quadrada é inversivel se, e so-
mente se, seu determinante é diferente de zero.) Com esta
aula, encerramos a parte introdutoria do curso. Vocé aplicara
0S conceitos e técnicas vistos até aqui ao longo das proximas
aulas. A partir da Aula 8, vocé estard em contato com 0s
conceitos da Algebra Linear, propriamende dita. Seja bem-
vindo!

1. (Provéo - MEC - 1998)

ax+ 3y

nao tem solucdo se e so
3X4+ay = -a ¢

O sistema {
se:

(A)a#-3 (B)a#*3 (C)a=0 (D)a=-3 (E)a=3

: . X +Kky
2. Discuta o sistema { x4ty — 2 segundo os valores
de k.
X+y+mz = 2
3. Para que valores de m o sistema ¢ 3x+4y+ 2z m
2Xx+3y+z = 1

admite solugédo?

4. Determine os valores de a e b que tornam o sistema

X—T7y = a
X+y = b
X+2y = a+b-1

5x+3y = 5a+2b
compativel e determinado. Em seguida, resolva o sistema.

5. Determine os valores de a e b que tornam o sistema

6x+ay =12 . )
{4X+4y —b indeterminado.



mx+y—-z = 4

6. Discutaosistema< x+my+z = 0
X—Yy = 2
X+ky+2z = 0
7. Para que valores de k o sistema ¢ —2x+y—4z = 0
x—3y—kz =0
admite solucdes ndo triviais (ou seja, é indeterminado)?
—4X+3y = 2
8. Determine k, para que o sistema ¢ 5x—4y = 0
2X—Y = k

admita solug&o.

9. Encontre os valores de p € R tais que o sistema homogéneo
2x—5y+2z = 0
X+y+z =0
2X+ pz =0
tenha solugdes distintas da solucdo trivial.

10. Que condicOes a e b devem satisfazer para que o sistema
abaixo seja de Cramer?

ax+by =0
a’x+b% = 0

" Autoavaliacdo

Embora a teoria usada resolver e discutir sistemas lineares
seja simples e pouca extensa, cada sistema & um sistema!
Quanto mais exercicios vocé puder resolver, melhor sera,
no sentido de deixa-lo mais seguro e rapido nesse tipo de
operagdo. Se possivel, consulte outros livros de Algebra Li-
near para obter mais op¢Oes de exercicios. E ndo deixe de
trazer suas dUvidas para o tutor da disciplina.
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

10.

(E)a=3

k= 1 ek # —1 = sistema compativel e determinado;
= 1 = sistema compativel e indeterminado;
k = —1 = sistema incompativel.

Param £ 1. Neste caso, o sistema & compativel e determi-
nado.

a=2b=4;{(3,1)}
a=6eb=38

m # —1 = sistema compativel e determinado;
m = —1 = sistema incompativel.

1
k=-2ouk=—3

k=-6
p=2
ab#AQea#b



Aula

ESPACOS VETORIAIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

definir espacos vetoriais e estudar alguns dos prin-
cipais exemplos dessa estrutura;

identificar propriedades dos espagos vetorialis.
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INTRODUCAO

Imagine um conjunto V em que seja possivel somar e multi-
plicar os elementos por nimeros reais, e que o resultado dessas
operacdes esteja no conjunto V. Imagine ainda que essas o-
peracdes tém boas”’propriedades, com as quais estamos acos-
tumados a usar quando somamos e quando multiplicamos por
nGmeros reais:

e podemos somar o0s elementos trocando a ordem, ou agru-
pando-0s como quisermos, sem gue o resultado seja alte-
rado;

e existe um elemento que, quando somado a outro, resulta
sempre nesse outro;

e feita uma soma, é possivel desfazé-la com uma subtracdo,
e todo elemento de V pode ser subtraido de outro;

e multiplicar por um n&o faz efeito;

e multiplicar seguidamente por varios reais & 0 mesmo que
multiplicar pelo produto deles;

e multiplicar o resultado de uma soma por um nimero real
€ 0 mesmo que multiplicar cada parcela e depois somar;

e multiplicar por um elemento de V uma soma de reais é 0
mesmo que multiplicar cada real pelo elemento em questédo
e depois somar os resultados.

Existem varios conjuntos em que a adicdo e a multiplicacdo
por nimeros reais que fazemos usualmente gozam dessas pro-
priedades. Os conjuntos R, R? e R? s&o exemplos. Os conjuntos
de matrizes de mesma ordem (M243(IR), M3x4(RR) etc.) também
sao exemplos (veja Aula 3). Na verdade, ha muitos exemplos de
conjuntos com essa mesma estrutura. Chamamos a esses con-
juntos, munidos dessas opera¢Ges com as propriedades acima,
de espacos vetoriais.

A vantagem de se estudar os espacos vetoriais de forma mais
abstrata, como faremos a partir de agora, & que estaremos estu-
dando propriedades e leis que sdo validas em qualquer espago
vetorial, em particular nos exemplos que acabamos de destacar.



Ou seja, veremos o0 que existe de comum entre conjuntos de ma-
trizes, R, R?, R® e varios outros espacos vetoriais.

DEFINICAO DE ESPACO VETORIAL

Considere um conjunto V no qual estdo definidas duas
operacdes: uma adicdo, que a cada par de elementos u e v de
V associa um elemento u+v de V, chamado soma deuev, e
uma multiplicacdo por escalar, que a cada nimero real o e a
cada elemento v de V associa um elemento av de V, chamado
produto de o por v. Dizemos que o conjunto V munido dessas
operacdes € um espaco vetorial real (ou um espacgo vetorial
sobre R, ou ainda, um R-espac¢o vetorial) se sdo satisfeitas as
seguintes condicOes, para todos os elementos de V, aqui desig-
nados pelas letras u, v e w, e todos 0os nimeros reais, aqui desig-
nados pelas letras o e f3:

e U+V=V-+uU (comutatividade);

e U+ (V+Ww) = (u+vV)+w (associatividade);

e existe um elemento em V, que designaremos por e, que
satisfaz v+ e = v para qualquer vemV (existéncia de ele-
mento neutro para a adi¢do);

e paracadav €V, existe um elemento de V, que designare-
mos por —v, que satisfaz v+ (—v) = e (existéncia de in-
verso aditivo, também chamado de simétrico ou oposto);

e a(Bv) = (af)v (associatividade);
o (oo+B)v= av+ v (distributividade);

e 0(u+V) = au+ av (distributividade);

1-v =v (multiplicagdo por 1).

De acordo com essa definicdo, podemos concluir que nao
sao espacos vetoriais 0 conjunto N dos nimeros naturais, € 0
conjunto Z dos nimeros inteiros, para comegar. Em nenhum
dos dois, por exemplo, a operacdo multiplicacdo por escalar esta
bem definida: ao multiplicar um nimero inteiro ndo nulo por
V2, que & um nimero real, a resposta certamente n&o sera um
namero inteiro.
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Isso nos diz que alguns dos conjuntos que conhecemos ndo
sdo espacos vetoriais. Para nos certificarmos que um determi-
nado conjunto é de fato um espago vetorial, & necessario veri-
ficar se as operagOes estdo bem definidas, e se valem todas as
condicdes da definicdo! Qualquer uma que ndo se verifique in-
dica que o conjunto em questdo ndo & um espago vetorial.

EXEMPLOS DE ESPACOS VETORIAIS

Para verificar se um conjunto & ou ndo um exemplo de espaco
vetorial, partimos do principio de que no conjunto dos nimeros
reais a adicdo e a multiplicacdo tém todas as propriedades dadas
na definicdo de espaco vetorial (na verdade, estaremos usando o
fato de que R & um Corpo, que & uma outra estrutura estudada
nos cursos de Algebra). Sdo varios os exemplos de espacos ve-
toriais. Listamos alguns deles a seguir.

( Exemplo8.1. |

a. R2eR3

Provaremos que IR? & espaco vetorial, sendo que a prova
para IR3 é analoga. Aqui as operacdes consideradas sao as
usuais, ou seja, aquelas que estamos acostumados a fazer:
se (X1,%2) e (y1,Y2) sdo elementos de R?, e oz € um n(imero
real, (xi,X2) + (Y1,Y2) = (X1 +Y1,X2 +Y2) € &t(X1,X2) =
(0Xq, 0XX2).

Considere u = (X1,X2), V= (Y1,Y2) € W = (21,22), todos
em R?, o e B nimeros reais. Entdo temos:

Lou+v=(Xt+y1,X2+Y2) = (Y1 +X1,y2+X2) =U+V;
2. U+ (V+W) = (X1 + (Y1 +21),X2+ (Y2 +122)) =
= ((xe+y1) +21, (X2 +Y2) +22) = (U+V) +W;
3. o par e = (0,0) satisfaz u+e = (xg +0,x2+0) =
(Xlaxz) =Uu;
4. tomando —u = (—X1, —X2), temos
U+ (—u) = (X1 —X1,X2 —x2) = (0,0) = €;
5. a(Bu) = a(Bxi, Bx2) = (afix1, afxz) = (ap)u;

6. (o+pB)u=((a+P)x,(a+P)xe) =
= (axy + Bxg, o2 + Bx2) = au+ Bu;



7. a(U+V) = (X1 +Y1,X +Y2) =
= (a(x1+y1),0(x2+Y2)) =
= (oX1 + ay1, ax2 +oy2) = au+ av;

8. 1u= (Ix1,1x2) = (X1,X2) = u.

b. R", com n natural ndo nulo qualquer

O conjunto R" é formado pelas n-uplas (lé-se “&nuplas™)
de nUmeros reais:

R" = {(X1,X2, .-, Xn) : X1,X2, ..., ¥n € R}.

Em R", as operac¢@es usuais sdo definidas da seguinte ma-

neira: considerando u = (X1,X2,...,Xn) €V =(Y1,Y2,...,Yn)
elementos de R", e oo em R, temos u+Vv = (Xg +Y1,X2 +

Y2,....Xn+Yn) € oU = (0Xq, 00X, ..., 0Xn). A prova de

que R" & um espaco vetorial & analoga as provas para R?

e R3, que sdo casos particulares onde se consideran =2 e

n=3.

. Mpxm(R)

J& vimos na Aula 3 que o conjunto My« (IR) com as ope-
racOes definidas na Aula 2 satisfazem a todas as condicdes
dadas na definicdo de espaco vetorial real.

. C

Aqui, apenas recordaremos as opera¢des de soma e pro-
duto por escalar no conjunto dos nimeros complexos (con-
ceitos vistos no curso de Pré-Célculo), deixando a prova
como exercicio.  Considere 0s nimeros complexos
Z1 = aj +byqi e zp = ax + boi, e 0 nlmero real o.. Temos
entdo z; +zp = (a1 +az) + (b1 +bp)ie azy = aas + absi.

. Polindmios de grau < n (n natural ndo nulo), com coe-
ficientes reais, a uma variavel, acrescidos do polindmio
nulo.

Os polindmios sdo muito estudados em diversos ramos
da Algebra. Os conjuntos de polindmios de grau < n
(acrescidos do polindmio nulo), para os diversos valores
de n, tém estrutura muito rica (no sentido da quantidade
de operacdes e propriedades que sdo validas nesses con-
juntos), e o fato de serem espagos vetoriais & apenas uma

O grau do
polindmio nulo ndo
esté definido.
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de suas caracteristicas. VVamos fazer a prova para o con-
junto dos polindmios de grau < 2, sendo que a prova para
0 caso geral é inteiramente analoga.

Usaremos a notacdo P,(t,IR) para indicar o conjunto dos
polindmios de grau < 2 a uma variavel t, com coeficientes
reais, acrescido do polindmio nulo. Nesse caso,

P,(t,R) = {at?+bt+c:a,b,c € R}.

A expressao “grau < 2” é traduzida matematicamente
pelo fato de que a pode ser qualquer nimero real, inclu-
sive zero: caso a seja 0, e b # 0, o polindmio em questao
tem grau 1. Para o polinémio nulo, temosa=b =c=0.

Lembre-se de que um polindmio é um objeto abstrato, ao
trabalhar com uma expressdo do tipo 2t2+t + 1 ndo es-
tamos interessados em “encontrar t”(nem seria possivel,
pois ndo se trata de uma equagao). No nosso curso estare-
mos interessados em somar tais expressoes, ou multipli-
ca-las por escalares, obtendo outras do mesmo tipo. Para
iSs0, sejam p1 = ayt? + byt +cq e pr = at? + bot + ¢y
elementos de P»(t,R), e @ € R. Entdo,

P+ P2 = (a1 +a2)t* + (b + ba)t + (c1 +C2),
opy = OCa]_tZ + obg + ocy.

Vamos as propriedades das operacdes:

L p1+p2=(ar+a)t?+ (b1 +bo)t+ (c1+¢2) =
= (ag +an)t? + (bp +b1)t + (C2 +€1) = p2 + pa1;

2. p1+(p2+p3) =
= (a1 + (ag+a3))t2+ (b1 + (bp +bs) )t + (c1 + (C2 +C3)) =
= (g + a) + a)t? + ((by + by) + ba)t +
+((c1+¢2) +¢3) = (p1+ p2) + P3;

3.0 polindmio 0 = 0Ot> + Ot + 0 satisfaz
p1+0 = (a1 +0)t2+ (b1 +0)t + (c1 +0) = art? +
bt +Cy;

4. tomando —p; = (— al)t + (—bg)t + (—c1), temos
pL+(—p1) = (a1 —a)t?4 (by —by)t+(c; —c1) =
0t +0t+0=0;

5. a(Bp1) = a(Bat?+ bt + ey ) = afart? +afbit +
afcr = (off)p1;
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6. (a+B)p1=(o+B)ast’+ (o +B)bat+ (e +B)er =
oca1t2 +[3a1t2+ obqt —I—ﬁblt —+ OCq —I—ﬁCl = op1+
Bpa;

7. a(p1+ p2) = o(ag +a)t? + (g + bp)t + e(cy +
Co) = oart? + oast? + abit + byt 4 ey + ocy =
op1+op2;

8. 1p1 = 1a1t2 +1bit+1c1 = a1t2 +bit+c = P1.

O conjunto dos polindmios de grau exatamente 2 nao é
um espaco vetorial. De fato, a soma ndo esta bem definida
nesse conjunto: somando t? +t+1 e —t24-2t —3, que tém
grau 2, obtemos o polindmio 3t — 2, que tem grau 1.

f. Polindbmios de qualquer grau, com coeficientes reais, a
uma variavel

Considerando o conjunto de todos os polindmios a uma
variavel, com coeficientes reais, as operacdes soma e pro-
duto por escalar usuais (analogas as que definimos para
P,(t,R)) estdo bem definidas e satisfazem a todas as pro-
priedades que caracterizam 0S espagos Vvetoriais,
tratando-se, portanto, de um exemplo de espaco vetorial.

#5 Os elementos de um espaco vetorial sdo chamados ve-
tores. O elemento neutro da soma & chamado vetor nulo,
e denotado por 0 ou 0. Note que, segundo essa convencao,
vetores podem ser polindmios, matrizes, etc. , e o simbolo
0 serad usado também para matrizes nulas, n-uplas de ze-
ros, etc.

Veremos ao longo deste modulo que muitos dos conceitos
aplicaveis aos “antigos” vetores (como modulo, angulo, etc)
também fazem sentido para os vetores da forma que estamos
definindo agora.

PROPRIEDADES DOS ESPACOS VETORIAS

Vamos considerar um espago vetorial V, e usar as letras u, v
e w para designar elementos desse espaco. Usaremos as letras
gregas (o, B, A, etc) para designar nimeros reais. Para facilitar
as referéncias futuras as propriedades, vamos numera-las.
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1. Existe um Gnico vetor nulo emV, que é o elemento neutro

da adicdo.

Em todos os exemplos que listamos na Gltima aula, é bas-
tante claro que existe apenas um elemento neutro em cada
espaco, mas existem varios outros espacgos vetoriais que
ndo vimos ainda. VVamos entdo provar que a existéncia de
um @nico elemento neutro &€ um fato que decorre apenas
da definicdo de espaco vetorial (e, portanto, vale em qual-
quer um). Vamos entdo provar essa propriedade, e todas
as outras, usando a defini¢do e as propriedades que ja te-
nhamos provado.

Ja sabemos da definicdo que existe um elemento neutro
no espaco V. Suponhamos que 0 e 0 sejam elementos
neutros de V, e vamos mostrar que 0 =0.

De fato, temos que ter 04+0 = 0, pois 0 & elemento neu-
tro, mas também temos 0+0 =0, pois 0 também & ele-
mento neutro. Logo tem-se 0 =0

. Para cada v € V, existe um Unico simétrico —v € V.

Novamente, suponhamos que algum v de V admitisse dois
e, . /i ,
simétricos, —v e —v . Nesse caso, teriamos

/

V+(=V) =v+(—V),

pois o0s dois lados da igualdade resultam no vetor nulo.
Somando (—Vv) aos dois membros, obtemos

/

(V) + (V+ (V) = (=V) + (v+ (V).

Pela associatividade da soma, podemos escrever

/

((=V) +V) + (=) = ((=V) +V) + (=V).

Usando o fato de que —v é simétrico de v, e 0 & o elemento
neutro da soma, obtemos

0+ (—v) =0+ (—V)

—V=-V.

. Seu+w=v+wentdou=v.

Somando —w aos dois membros da equagdo u+w =v-+w,



obtemos
(U+W) + (—wW) = (V+W) + (—w).

Pela associatividade da soma e pelo fato de que —w é o
simétrico de w e 0 é o neutro da soma, obtemos

U+ (w4 (—w)) =v+ (w+(—w))

u+0=v+0

u=Ww.

. —(—=v) = v (ou seja, o simétrico do vetor —v & 0 vetor v).

Como o simétrico de um vetor qualquer de V é Gnico (pro-
priedade 2), e como v+ (—v) = 0, entdo o simétrico de —v
sO pode ser v.

. FixadosuevemV, existe uma (inica solugdo para a equagdo
U+X=Vv.
Somando —u aos dois membros da equacdo u+Xx =,
obtemos

(—u)+(u+x)=(—u)+v

((—u)+u)+x=(—u)+v

0+x=(—u)+v
X=(—=U)+V,

ou seja, a equacdo u-+ x = v tem pelo menos uma solugéo,
que é (—u) +v. Supondo que X e X sejam solucBes da
referida equacdo, ou seja, que u+x=veu +x =V, tere-
mos

UtX=U+X,

e, pela propriedade 3,

X=X.

. SeveV satisfaz v+v =v, entdo v =0 (s0 o elemento
neutro satisfaz a essa equacéo).

Note que, se v+ Vv =, entdo v é solucdo da equacao v+
x =Vv. Como 0 também & solugdo, visto que v+0 =, pela
propriedade anterior, tem-se v = 0.

7. 0v=0
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10.

11.

Basta verificar que, pela propriedade distributiva,
Ov+0v=(0+0)v=0v.
Pela propriedade anterior, Ov = 0.

o0 = 0, qualquer que seja o real o considerado.
De novo usando a propriedade distributiva da adicdo, € o
fato de que 040 = 0, temos
00=0(0+0) = a0+ 0.
Pela propriedade 6, o0 = 0.

Seav=0entdloa=00uv=0

Note que essa propriedade nos diz que a equagdes das pro-
priedades 7 e 8 representam as (nicas formas de obter o
vetor nulo como produto de escalar por vetor. Para pro-
va-la, vamos supor que ov =0e o # 0 (0 caso ¢ =0 ja
nos da a conclusdo desejada). Nesse caso, podemos mul-
tiplicar os dois membros da igualdade ov = 0 por a1,
obtendo
o ov) = a0

Usando a propriedade associativa da multiplicacdo por es-
calar, e a propriedade 8, obtemos

(a ta)v=0

lv=0
v=_0,

onde a Gltima passagem utiliza a propriedade da multipli-
cacdo por 1 dos espagos vetoriais.

(=1)v=—v

Como 1v = v, podemos escrever
(=v+v=(-1)v+1lv=(-1+1)v=0v=0,

considerando a propriedade distributiva e a propriedade 7.

Dai, concluimos que (—1)v & o simétrico de v, ou seja,

(=1)v=—v.

(mo)v = —(av) = a(~v)



Na prova dessa propriedade, deixaremos como exercicio
a identificacdo das propriedades utilizadas em cada pas-
sagem. Siga o raciocinio das provas das propriedades an-
teriores.

(—a)v+av=(—a+a)y=0 =0,
portanto (—o)v = —(av).
o(—V)+ov=a(—v+Vv)=a0=0,

portanto ot(—v) = —(av).

Com essas propriedades que demonstramos, podemos con-
cluir que grande parte das contas que fazemos com vetores de
R? e R? s&o validas em qualquer espaco vetorial.

A partir de agora, escreveremos u— Vv no lugar de u+ (—v),
u+Vv+w no lugar de u+ (v+w) ou (u+v)+we ov no lugar
de a(Bv) ou (ofB)v.

1. Julgue verdadeiras ou falsas as afirmativas a seguir. Justi-
fique!

a. O conjunto Q dos nimeros racionais € um espaco
vetorial real.

b. O conjunto Q? = {(a,b):a, b€ Q}, com as operagdes
usuais, & um espaco vetorial real.

c. O conjunto unitario {0}, com as operacdes usuais, é
um espaco vetorial real.

d. RT ={xeR:x >0} com as operagdes usuais ndo
€ espaco vetorial real.

e. O conjunto dos nimeros complexos com parte real
ndo negativa é um espaco vetorial real.

2. Mostre que R® com as operagBes usuais & um espago ve-
torial real (siga os passos da demonstracdo para R? feita
no exemplo 1).

3. Mostre que C2 = {(z1,22) : 21,22 € C} & um espaco veto-
rial real, com as operacOes definidas abaixo:
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Adigdo: (21,22) +(2,2,) = (21 +72;, 22+ 7,)
Multiplicacdo por escalar: o(z1,22) = (oz1,022)

onde (21,22) e (z;,2,) sdo elementos de C? e o € R.

4. Mostre que, no conjunto A= {0,1}, as operacdes definidas
abaixo satisfazem a todas as condi¢Bes da definicdo de
espaco vetorial real, exceto a lei associativa para a mul-
tiplicacdo por escalar e as leis distributivas.

Adicédo: 060=0,061=1,190=1el1l®1=0

Multiplicacéo por escalar: c©x=xsea >0ea®x=
Oseax <0,onde x e RexeA.

5. Também definem-se espagos vetoriais sobre o conjunto
dos nimeros racionais (o corpo dos racionais), apenas fa-
zendo com que a operag¢dao multiplicacdo por escalar con-
sidere apenas escalares racionais, e mantendo o restante
da defini¢do inalterado. Mostre que o conjunto Q2 & um
espaco vetorial sobre os racionais.

Autoavaliacao

O conteGido desta aula envolve conceitos muito abstratos.
Para obter alguma seguranca nesses conceitos, talvez seja
necessario reler varias vezes algumas partes. N&o se pre-
ocupe se vocé nao conseguiu fazer alguns dos exercicios de
imediato, retorne a esta aula depois de estudar a probxima, que
trata dos Subespacgos Vetoriais, e vocé estara mais familiari-
\zado com 0s conceitos aqui apresentados.

J

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

Falsa.
Falsa.
Verdadeira.
Verdadeira.

T 2 o T @

Falsa.



Aula

SUBESPACOS VETORIAIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

caracterizar subespacos vetoriais;

identificar subespacos vetoriais, demonstrando
que atende as condicdes de subespaco.
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INTRODUCAO

Nesta aula, veremos um tipo muito importante de subcon-
juntos de espacos vetoriais: 0s subespacos vetoriais. Nem todo
subconjunto S de um espacgo vetorial V & um seu subespaco: é
necessario que o subconjunto em questdo tenha a mesma estru-
tura de V, como estabelece a defini¢do a seguir.

Definicdo 9.1.

Considere um espago vetorial V. Um subconjunto S de V &
dito um subespaco vetorial de V se S for um espaco vetorial
com respeito as mesmas operagdes que tornam V um espago
vetorial.

Como primeira consequéncia dessa definicdo, um subespaco
vetorial S deve ser ndo vazio, ja que uma das condi¢des que
devem ser satisfeitas para que S seja um subespaco vetorial de
V € a existéncia em S de um elemento neutro para a adicdo de
vetores: com isso, obrigatoriamente 0 € S.

De acordo também com a defini¢cdo acima, para verificar se
um dado subconjunto S de um espaco vetorial V € um subespaco
vetorial de V, deve-se checar se as operagOes de adicdo e multi-
plicacdo por escalar estdo bem definidas em S, e se elas satisfa-
zem a todas as condic¢Oes dadas na definicdo de espaco vetorial.

Se observarmos melhor, no entanto, veremos que ndo é ne-
cessario verificar cada uma das condi¢fes: uma vez que a adi¢ao
em S esteja bem definida (ou seja, que a soma de dois elementos
quaisquer de S seja também um elemento de S), ela ndo deixara
de ser comutativa (por exemplo) apenas porque estamos con-
siderando elementos de S, pois a adicdo em V tem essa pro-
priedade. O mesmo se verifica para a multiplicacdo por escalar.

A seqguir, entdo, listamos trés condi¢Bes que, se satisfeitas,
garantem que um subconjunto S de um espaco vetorial V & um
subespaco vetorial de V:

e SHN0.

e Dados u e v quaisquer em S, a soma u +V esta em S.



e Dadosu e Se <R, oproduto ou esta em S.

Uma vez que S C V satisfaca tais requisitos, todas as outras
propriedades listadas na definicdo de espago vetorial serdo auto-
maticamente “herdadas” pelo conjunto S.

( Exemplo9.1. |

Dado um espaco vetorial V qualquer, os conjuntos {0} (con-
junto cujo Gnico elemento & o vetor nulo) e V sdo subespagos
vetoriaisde V.

De fato, é claro que {0} # 0. Além disso, dados dois ele-
mentos de {0}, a soma deles pertence a {0} (0 Gnico elemento
que existe para considerarmos é 0!) e o produto de um nimero
real qualquer por um elemento de {0} resulta no vetor nulo, per-
tencendo, portanto, a {0}.

Para verificar que V & subspaco vetorial de V, basta aplicar
diretamente a definicdo de subespaco vetorial, e observar que
V CV e é obviamente um espago vetorial com respeito as mes-
mas operacoes.

Por serem 0s subespagos mais simples do espago vetorial V,
{0} eV s@o chamados subespacos triviais de V.

| Exemplo9.2. |

Seja S = {(x,2x) : x € R}. O conjunto S & um subespaco
vetorial de R?.

#5 Na secdo seguinte, veremos quais sdo todos 0s subespacos
de R2. Neste momento, estudaremos este exemplo par-
ticular, para nos familiarizarmos com o procedimento de
verificacdo de que um dado conjunto & um subespago ve-
torial. Ao nos confrontarmos com um “candidato” S a
subespaco, temos que nos fazer trés perguntas:

i, S+£07

ii. SeueSeveS, entdou+veS (aadicdo esta bem
definida em S)?

iii. SeaeReues, entdo au € S (a multiplicagdo por
escalar esta bem definida em S)?
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Vamos, entdo, responder a essas perguntas para 0 caso de
S={(x,2x) : x € R}:

i. S#0, porque (0,0) € S, por exemplo. Basta considerar
x=0.

ii. SeueSeves,digamosqueu = (x,2x) ev = (y,2y) com
X,y € R (precisamos usar letras diferentes para designar
elementos diferentes!), entdo

U+v=(X+Yy,2x+2y) = (X+VY,2(X+Y)).

Logo, u+v € S, pois &€ um par ordenado de nimeros reais
onde a segunda coordenada é o dobro da primeira, que é
precisamente a regra que define os elementos de S neste
exemplo.

iii. SeaeReu=(x,2x) € S entdo
ou = o(X,2x) = (ax,a2x) €S,

pois 02X = 2o € o dobro de ax.

Como a resposta as trés perguntas formuladas foi positiva,
podemos concluir que S & um subespaco vetorial de R2.

Observe que, para responder a primeira pergunta, exibimos
um elemento de S, concluindo que S # 0. Escolhemos exibir o
vetor nulo de R2, embora qualquer outro elemento servisse para
esse proposito. Tal escolha ndo foi por acaso: se o vetor nulo
ndo fosse um elemento de S, entdo S ndo seria um subespaco
vetorial (pois ndo seria ele mesmo um espago vetorial). Sem-
pre que tivermos a nossa frente um candidato a subespaco ve-
torial, podemaos verificar se o vetor nulo do espaco vetorial que
0 contém pertence ao candidato, para responder a primeira das
perguntas. Caso a resposta seja afirmativa, passamos a verificar
as outras duas perguntas e, se a resposta for negativa, ja pode-
mos concluir que o candidato ndo é um subespaco vetorial, sem
nenhum trabalho adicional.

| Exemplo9.3.

Seja V. =R2 e S= {(x,x+1) :x € R}. Observe que
(0,0) ¢ S. Logo, S ndo & um subespaco vetorial de V.



| Exemplo9.4. |

Seja’V um espaco vetorial e w um elemento de V. Ent&o, o
conjunto S = {Aw: A € R} & um subespaco vetorial de V.

#5 Neste exemplo, os elementos de S sdo caracterizados por
serem todos produto de um namero real qualquer por um
elemento fixo de V. No caso desse elemento ser o vetor
nulo, temos um subespaco trivial.

i. S#0,pois0O=0weS;

ii. se ueSeves, digamos, U= AW e Vv = Aow com
M, A2 € R, entdo

U+v=2A4wW+Aw= (A1 +A)w € S;
iii. seaeReu=AweS,entdo

ou=0a(A)w=(ai)weS.

| Exemplo95. |

O conjunto solucdo do sistema

X+2y—4z+3t = 0
X+4y—-2z+3t = 0
X+2y—2z+2t = 0

& o subconjunto de R* dado por {(0,—t,t,2t);t € R}. Vocé
pode verificar que esse conjunto satisfaz as trés condicdes de
subespaco.

( Exemplo9.6. |

O conjunto-solucgdo de um sistema linear homogéneo de m
equag0es e n incognitas € um subespaco vetorial de R",

O exemplo anterior € um caso particular deste. Considere o
sistema escrito na forma matricial,
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AX =0, (9.1)

onde A € Mpxn(R), X & o vetor-coluna (de n linhas) das incog-
nitas do sistema, e 0 & o vetor nulo de R™ representado como
coluna. Vamos verificar que o conjunto S de todos os vetores X
de R" que, se representados por vetores-coluna, que satisfazem
a equagdo matricial (9.1), formam um subespaco vetorial de R":

S £ 07

Como sabemos, um sistema homogéneo qualquer tem sem
pre a solugdo trivial, portanto (0,0,...,0) € R" & um ele-
mento de S (podemos também verificar que A0 = 0, to-
mando o cuidado de notar que o simbolo O representa uma
coluna de n zeros do lado direito da equac@o, e uma coluna
de m zeros do lado esquerdo da equagdo).

ii. SeUeSeV €S, entdoU +V €S (a adigdo estd bem

definida em S)?

Sejam U e V duas solugdes do sistema (9.1), ou seja,
vetores-coluna de R" ge satisfazem aquela equagdo ma-
tricial. Entdo, temos

AU+V)=AU+A/ =0+0=0,

onde a primeira igualdade vem da propriedade distributiva
da adicdo de matrizes, e a segunda do fato de que, como
U eV sdo solugbes do sistema (9.1), AU =0e AV =0.
\Vemos, portanto, que U +V satisfaz a equagdo matricial
(9.1), representando, portanto, uma solugdo do sistema.

SeacReUE€S, entdo aU € S (a multiplicagdo por
escalar esta bem definida em S)?

Novamente, considere U um vetor coluna de R" que satis-
faz a equacdo (9.1). Seja o € R. Entdo, temos

A(oU) = aAU = a0 = 0.

A primeira igualdade utiliza a propriedade mn1, de multi-
plicacdo de matrizes por nimeros reais, vista na Aula 2.

Acabamos de verificar, usando representaces matriciais, que
a soma de duas soluc¢des de um sistema linear homogéneo tam-
bém é solucdo desse sistema e que qualquer maltiplo real de uma
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solucdo também o é. Logo, o0 conjunto-solucdo de um sistema
linear homogéneo com n incognitas & um subespaco vetorial de
R".

| Exemplo9.7. |

O conjunto S = { { S 8 1 ;a+c= d} é subespaco vetorial
de ngz(R).

| Exemplo98. |

O conjunto S = {a+bx+cx’;a,b,cc Rea=b+c} &
subespaco vetorial de V = P,.

Observe que R e R? s30 espacos vetoriais, € R ndo & um
subespaco vetorial de R2. Isso porque R n&o esta contido em
IR?, assim como R? n#o esta contido em R3. A confusdo cos-
tuma acontecer, em parte, porque a representacdo geométrica de
RR? (plano cartesiano) parece incluir a representacdo geométrica
de R (reta). Na verdade, porém, R € um conjunto de nUmeros,
enquanto R? & um conjunto de pares ordenados de nlimeros,
e esses dois objetos sdo completamente distintos. Veremos mais
tarde que R? contém apenas “copias” de R, assim como R3
contém “copias” tanto de R como de R?.

Os SUBESPACOS VETORIAIS DE R?

Ja conhecemos alguns dos subespacos de R?:

e {(0,0)} e R?, que sdo os subespagos triviais;

e {ow: o € R}, ondew € R & um elemento de R2.

Esses subespacos foram vistos nos exemplos anteriores. Note
que, variando w no segundo item, existem infinitos exemplos
de subespacos. Veremos, nesta sec¢do, que esses sao 0s Unicos
subespacos de R?: sdo em ndmero infinito, mas sdo todos de
algum dos tipos anteriores. Para isso, vamos considerar o plano
cartesiano, que & a representacdo geométrica do conjunto R2.

Lembrando: P, é 0
conjunto de todos
0s polindmios a
variavel e
coeficientes reais,
de grau menor ou
igual a 2, acrescido
do polinbmio
identicamente nulo.
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A cada vetor do
plano com origem
no ponto (0,0) e
extremidade no
ponto (X,Y)
fazemos
corresponder o
ponto (x,y) de R?,
e vice-versa.
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Cada elemento (x,y) € R? & representado como um vetor com
origem no ponto (0,0) e extremidade no ponto (x,Y).

Considere um subespago S de R? que no seja {(0,0)}. Entgo,
nesse subespaco existe um vetor w que ndo € o vetor nulo. Como
S é fechado para a multiplicagdo por escalar, todos os maltiplos
de w também sdo elementos de S. Com isso, como vemos na
Figura 9.1, a reta que contém w deve estar toda contida em S.
Ou seja, se S é nao trivial, ele contém pelo menos uma reta (in-
finitos pontos!). Observe que essa mesma reta também contém
a origem.

Figura 9.1: Reta que contém w.

Suponhamos agora que, além de conter w, S também con-
tenha algum outro vetor v de R?, que ndo esteja na reta que
contém w. Nesse caso, S também deve conter a reta dos maltiplos
de v. Observe as duas retas na Figura 9.2.

Figura 9.2: Retas contidas em S.



Note que o subespaco S ndo pode consistir apenas das duas
retas da Figura 9.2. Isso porque a adicdo nao esta bem definida
no conjunto formado pela unido das duas retas; se considerar-
mos, por exemplo, o vetor w+ v, veremos que ele ndo pertence
a nenhuma das duas retas.

VW

Figura 9.3: Somadewev.

Observe, agora, que qualquer vetor de R? (com origem em
0 = (0,0)) pode ser obtido pela soma de vetores das duas retas,
e isso significa que, nesse caso, S = R2. Na Figura 9.4, vemos
alguns exemplos de vetores em diversas posi¢des, obtidos como
soma de vetores das retas, e vocé pode procurar mais exemplos
para se convencer desse fato.

2w-v w/

Figura 9.4: Vetores de R?.

Lembre-se de como
somar vetores
geometricamente
no plano!
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Até agora, resumindo, temos o0s seguintes fatos para um sub-
espaco S de R?:

e se S ndo contém vetores ndo nulos, S = {0};

e se S contém um vetor ndo nulo, S também contém a reta
que contém esse vetor;

e se S contém dois vetores ndo nulos, que ndo estejam sobre
Uma reta de R2 uma mesma reta, entdo S = R?.

que ndo contém a

origem (ponto Com isso, 0s (inicos subespagos Vetoriais de R? sdo {0}, R?

(0.0)) pode serum ¢ a5 retas de R2 que passam pela origem.
subespaco vetorial

de R?? Por qué?

Os SUBESPACOS VETORIAIS DE R3

Os subespacos vetoriais de R? sdo do seguinte tipo:

e {0} e R3 (triviais);
o retas do R® que contém a origem (0 = (0, 0,0) neste caso);

e planos de R3 que contém a origem.

N&o faremos aqui uma demonstracao desse fato, como fize-
mos na se¢do passada. Os motivos que fazem com que esses
sejam 0s Unicos possiveis subespagos sdo inteiramente analogos
ao caso de R?. Nas proximas aulas, vamos estudar conceitos que
permitirdo uma demonstracdo bem simples desse fato.

Resumo

Nesta aula, vimos a definicdo de subespaco: trata-se de
subconjuntos de espacos vetoriais que sdo, por Si mes-
mos, espacos vetoriais também, considerando as mesmas
operacdes definidas no espaco que os contém. Vimos que,
para comprovar que um subconjunto de um espago vetorial &
um subespaco, basta verificar trés condi¢des: ser ndo-vazio,
e ser fechado para as operacdes de adi¢do e multiplicacdo por
nimero real. Vimos também que, embora sejam em nimero
infinito, os subespacos de R? e R® sdo facilmente identifica-
dos.
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1. Verifique quais dos seguintes subconjuntos sdo subespacos
de R3:
a. todos os vetores da forma (a,0,0).
b. todos os vetores da forma (a,1,0).
c. todos os vetores da forma (a,b,c),comc=a-+h.

d. todos os vetores da forma (a,b,c),coma+b+c=1.

2. Verifique quais dos seguintes subconjuntos sdo subespacos
de ngz(R)I

a. todas as matrizes 2 x 2 com elementos inteiros.

b. todas as matrizes da forma { 2 g } coma-+b+

c+d=0.

c. todas as matrizes 2 x 2 inversiveis.

d. todas as matrizes da forma { 8 8 }

3. Verifique quais dos seguintes subconjuntos sao subespacos
de P3(R):

a. todos os polindmios da forma a;x+ax? +azx®, onde
aj, a» e az sS40 nimeros reais quaisquer.

b. todos os polindmios da forma ag+aj X+ axx? +azx?,
onde a soma dos coeficientes é igual a zero.

c. todos os polindmios da forma ag +a;x+ apx2 +azx®
para 0s quais a soma dos coeficientes & um nimero
inteiro.

d. todos os polindmios da forma ag + ai1x, ag € a; reais
quaisquer.

Lembrando: uma
matriz & inversivel
se, e somente se,
seu deteminante é
diferente de zero.
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/Autoavaliacdo I

\océ devera ter seguranga quanto ao conferir se um subcon-
junto & ou ndo subespaco de um espaco que o contenha.
Lembre-se de que o primeiro passo é verificar se o ele-
mento nulo do espaco pertence ao subconjunto: a resposta
negativa ja garante que nao se trata de um subespaco, mas
a resposta afirmativa so mostra que o subconjunto ndo é
vazio. E preciso, ainda, verificar se a soma de dois ve-
tores quaisquer, genéricos, do subconjunto, também pertence
a ele, e se um mdaltiplo real qualquer de um vetor genérico
do subconjunto também pertence ao subconjunto. Procure
fazer essa verificacdo nos exemplos da aula. Quando o
espaco vetorial for R? ou R3, basta verificar se o candidato
a subespago & uma reta passando pela origem ou, no caso
do espaco, um plano passando pela origem. Além desses,
apenas o subespaco nulo e todo o espaco dado sdo subcon-
juntos também. Se vocé tiver qualquer divida na resolucao
dos exercicios ou na compreensdo dos exemplos, procure o
\futor da disciplina. -

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. S&o subespecos a, C.
2. Sao subespecos b, d.

3. Sdo subespacos a, b, d.



Aula 1 O

COMBINACOES LINEARES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

caracterizar combinacao linear e subespaco ge-
rado por um conjunto de vetores;

determinar o subespaco gerado por um conjunto
de vetores;

encontrar geradores para um subespaco vetorial
dado.
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Pré-requisitos:
Aulas 6 e 7, sobre
resolucdo de
sistemas lineares
por escalonamento,
e Aulas 8 e 9.
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INTRODUCAO

Iniciaremos o estudo do importante conceito de combinagao
linear. Através das propriedades das combinacgdes lineares, €
possivel dar uma descri¢dao simples e completa de cada espaco
vetorial, como veremos a partir desta aula.

Definicdo 10.1.

Considere um espaco vetorial V, e vq,Va, ..., Vv, elementos de
V. Uma combinacdo linear desses vetores € uma expressao
do tipo

ai1Vi +agVa +...+anpVp,

onde az,ay,...,an S0 nUmMeros reais.

Se é possivel descrever um vetor v € V através de uma ex-
pressdo como essa, dizemos que v & combinacgdo linear de
V1,V2,...,Vn, OU Que V Se escreve como combinagdo linear de
Vi,Vo,...,Vp.

(| Exemplo10.1.

a. O vetor v = (2,—4) € R? & combinagio linear de
vi = (1,1)evy =(1,-1), poisv = —1v; + 3vy.

b. O vetorv=2+3t € P,(t,R) & combinacdo linear dos ve-
tores vi =t +2t2 vo = 1412 e vz = 2t2, pois
vV = 3Vy + 2vo —4vs.

2 -3 4
c. Ovetorv= 1 1 -2 | €Msy3(R)écombinacdo
-1 0 3
2 -3 4
linear dos vetores v, = 1 1 -2,
-1 0 3
4 -6 8 00O
Vo = 2 2 —4]levyz=|00 0],
-2 0 6 00O

pois v = vi + Ovyp + 257vs. Temos ainda que



vV = 3vi — Vo + @vg, ou ainda, Vv = —5vq + 3vy + v/2v3,
ou seja, v & combinacdo linear de vy, vo e v3 de varias
maneiras diferentes.

d. Para que o vetor (0,m) de R? seja combinag&o linear dos
vetores (1,—2) e (—2,4), é necessario que existam a e b
em R tais que (0,m) =a(1,—2)+b(—2,4). Para isso, de-
vemos ter (0,m) = (a — 2b,—2a + 4b), ou seja,
a—2b =0e —2a+4b = m simultaneamente. Tal sistema
de duas equacdes nas variaveis a e b tem solucdo apenas
para o caso em que m = 0.

SUBESPACOS GERADOS

No Exemplo 9.4, da Aula 9, vimos que, se V & um espaco ve-
torial e w um elemento de V, entéo o conjunto S= {Aw: A € R}
€ um subespaco vetorial de V. Agora que definimos combinacao
linear, podemos observar que tal S & o conjunto formado por to-
das as combinagdes lineares do vetor w.

Esse exemplo pode ser generalizado para um nimero qual-
quer de vetores da seguinte maneira: se wi,Wo,...,Wn S40 Ve-
tores do espago vetorial V, entdo o conjunto de todas as com-
binacBes lineares desses vetores & um subespaco vetorial de V
(vamos provar isso!), chamado subespaco gerado pelos vetores
W1,Wo,...,W,, Ou ainda subespaco gerado pelo conjunto
{wq,Ws,...,wn}. Denotamos esse espago por [wi, Wy, ..., Wy,
ou [{wg,Wz,...,Wy}], e dizemos que wy, Wy, ..., W, sdo gerado-
res de [wy,Wo, ..., Wp]. Assim, temos

[Wl,Wz,...,Wn] :{a1w1+a2W2+---+anwn .dp,ap,...,an ER}.

Vamos agora mostrar que (w1, Ws, ..., Wn] € um subespaco veto-
rial de V.

i. S#0, pois 0 = 0w + 0wy +---+0wp € [Wy,Wa,...,Wy);
ii. seueSeveSs, digamos,

U=aiWi +apWp + - - - + anWp

v =Dbywi +bowy +---+bpwy

Observe que se 0s
geradores
W1, Wz, ..., Wy NAO0
sdo todos nulos, o
conjunto
[w1,Wo,..., Wy é
infinito. Jao
conjunto
{wy,Wy,...,wp} &
finito: possuli,
exatamente, n
elementos.
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Lembre-se de que
os vetores de

P, (R,t) séo
polinémios!
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comap,ay,...,an € Reby,by,...,by € R, entdo

u+v = (agwi+aWwo+---+anwp)
+ (bawi +bawa + - -+ +bpwy)
= (a1+b1)wi+ (az+b2)wa+ -+ (an -+ bn)wp,

ou seja, U+ Vv é também uma combinagéo linear dos ve-
tores wi,Wo,...,Wp, sendo, portanto, um elemento de
(W1, Wa, ..., Wp];

iii. sex € Reu=ajw; +aywy+---+apw, € S entdo

ou = oa(ajwi+agWy+---+apnwp)
= (oa;)wi+ (aaz)wz + - -+ (oan)Wn,

ou Seja, oU € [Wq,Wa, ..., Wp].

De acordo com os itens i, ii e iii, Wy, Wp,...,Wy] & um sub-
espaco vetorial de V.

| Exemplo10.2. ]

Veremos agora alguns exemplos de subespacos gerados.

a. No Exemplo .2, da Aula9,S = {(x,2x) : x € R} CR?é0
subespaco gerado pelo vetor (1,2) € R?, ou seja,
$=[(1,2)].

b. O subespago de R? gerado pelos vetores u = (1,2,0),
v=(3,0,1) e w=(2,—-2,1) & o plano de equagdo
2x—y —6z = 0. Note que os vetores dados satisfazem
a equacdo obtida para o subespago gerado por eles.

c. O conjunto {at +bt?:a,b € R} & o subespago de P;(R,t)
gerado pelos vetores t e t2.

d. O conjunto R3® & o (sub)espaco gerado pelos vetores
i =(1,0,0), j=(0,1,0) e k = (0,0,1) de R3. Os vetores
(1,2,0), (0,—1,2) e (1,1,3), juntos, também geram o R3.

e. O conjunto de todos os polindmios (de qualquer grau) com
coeficientes reais, a uma variavel t, denotado por P(t,R),
& gerado pelo conjunto infinito de vetores {1,t,t?,t3...}.



Ao longo deste curso serdo dados inimeros outros exemplos
de subespacos gerados. Nas proximas se¢Oes, veremos como
determinar o subespaco gerado por um conjunto de vetores e
como encontrar geradores para um subespaco vetorial dado.

DETERMINACAO DO SUBESPACO GERADO POR
UM CONJUNTO DE VETORES

Ha& vérias maneiras de se descrever um mesmo subespago
vetorial S de um espaco V. Eis algumas delas:

e através de um conjunto de geradores
(ex: S=1(1,1),(1,2)] c R?);

e através de uma equagdo ou conjunto de equacdes
(ex: S & o plano de equagdio x+y —z = 0 em R3);

e através de uma propriedade de seus elementos
(ex: S={a+bt+ct? cP,(t,R):a+b—c=0}.

No Exemplo 10.2 da se¢do anterior, cada subespaco foi des-
crito por duas dessas formas. Determinar o subespaco gerado
por um conjunto de vetores significa passar da descricdo por ge-
radores (a primeira acima) para outras descricdes que permitam
melhor entendimento do subespacgo. Veremos como isso é feito
através de alguns exemplos.

| Exemplo 10.3. |

Considere 0 subespago de R® gerado pelos vetores u = (1,2,0),

v=(3,0,1)ew=(2,—2,1). A descri¢cdo de S como espacgo ge-
rado ndo deixa claro, por exemplo, se S é trivial, ou uma reta que
passa pela origem, ou um plano que passa pela origem. Ajuda
bastante saber que S € o plano de equagdo 2x —y — 6z = 0. Como
fazer para encontrar essa outra descri¢do?

Como S = [u,v,w], cada elemento de S & uma combinacao
linear de u, v e w. Se denotarmos por (X,y,z) um elemento
genérico de S, teremos entdo que (x,y,z) = au+ bv + cw, onde
a, b e ¢ sdo nimeros reais. Dai, temos

(x,y,2) =a(1,2,0) +b(3,0,1) +c(2,-2,1),
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ou seja,
(x,y,z) = (a+3b+2c,2a—2c,b+c).

Para que a igualdade anterior se verifique, & necessario que
as coordenadas correspondentes dos ternos ordenados de cada
lado da equacdo coincidam, ou seja, devemos ter

= a+3b+2c
y = 2a—2c
Zz = b+c

Para que um dado vetor (x,y,z) € R3 seja um elemento de
S, € preciso que existam valores para a, b e ¢ de forma que as
trés equacdes anteriores se verifiguem simultaneamente (com-
pare com o0 Exemplo 10.2.d, desta aula).

Vamos, entdo, resolver por escalonamento, o sistema linear
(nas variaveis a, b e ¢)

a +3b +2c =x
S: 2a —2c =y
b +c =z

Passando a matriz ampliada, e escalonando, temos

13 2 x 1 3 2 X
2 0 -2y 0 6 -6 y—2x
01 1 Leele=2hi= 14, 1 17,
1 3 2 X
01 1 4=
Ly« —1/6L,= |0 1 1
132 X
011 Y=
L3eLs—Lo= [0 0 0 z4 &

O sistema em questdo tem solucdo se, e somente se, 0s valo-
res de x, y e z sdo tais que se tenha z + % =0, ou, equivalen-
temente, se 2x —y — 6z = 0. Essa é precisamente a equagdo de
um plano em R2 contendo a origem.

Os calculos para determinar o subespaco gerado sdo sempre
analogos ao que acabamos de fazer. Sempre que ocorrerem li-



nhas de zeros, podemos obter equacdes que descrevem o espaco.
Quando tais linhas ndo ocorrerem, isso significa que ndo existem
restricbes para que o elemento genérico esteja no subespaco ge-
rado, ou seja, 0 subespaco em questdo coincide com o0 espago
todo. Isso é o que acontece no proximo exemplo.

| Exemplo 10.4. |

Considere o subespago de R? gerado pelos vetores (1,1) e
(1,—1). Para que (x,y) seja combinacdo desses vetores, devem
existir a e b em R tais que a(1,1) +b(1,—1) = (x,y). Isso sig-
nifica que o sistema

| a +b =x
sfs o

deve ter solugdo. Escalonando, obtemos

10 %X
o1 ]

que tem sempre solucdo, para quaisquer valores de x e y (ndo
ha restricBes sobre x e y para que (X,Yy) esteja no espaco gerado
pelos vetores em questdo). Dai [(1,1),(1,—1)] = R?.

<
N[N
<

| Exemplo 10.5. |

Considere o subespaco S, de P;, gerado pelos polindmios
pL =2 —t+t%e pp =t+3t3. Um polindmio x + yt + zt2 4+ wt?,
para pertencer a S, deve poder ser escrito como uma combinagao
linear de p1 e po, isto &, queremos que existam escalares a e b
tais que X +yt +zt> +wtd = a(2 —t +t2) + b(t +3t3).

2a = X
Ou seja, queremos que o sistema linear —a+b i z
3b = W
possua solucdo. Escalonando esse sistema, chegamos ao siste-
a =z
: b = y+z
ma equivalente 0 — 7-9x
0 = w—3y—-3z
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Logo, para que o sistema seja compativel, devemosterz—2x=0
ew—3y—3z=0, ou seja, z=2x e w = 3y + 6x. Concluimos,
entdo, que S = {x+yt +zt2 + wt3 € P3|z = 2x e w = 3y + 6x}.

DETERMINACAO DE GERADORES DE UM
SUBESPACO VETORIAL

Vimos que, dado um conjunto de vetores de um espaco ve-
torial V, o conjunto de todas as suas combinacdes lineares & um
subespaco vetorial de V. E natural pensarmos se o contrario
também acontece: sera que todo subespaco S de V é gerado por
um conjunto de vetores? A resposta a pergunta nesses termos é
simples: é claro que S é o subespaco gerado por S (verifique!).

Facamos a pergunta de outro modo: seré que todo subespaco
S de V, incluindo o proprio V, é gerado por um conjunto finito
de vetores? A resposta & sim para alguns espagos, entre eles
R", ou My«n(R). Existem também espagos que ndo tém essa
propriedade, como é o caso do Exemplo 10.2.e de subespacos
gerados. Em nosso curso, estudaremos mais a fundo os espagcos
que sdo finitamente gerados, ou seja, que admitem um conjunto
finito de geradores, o0 mesmo acontecendo para todos 0s seus
subespacos.

\Veremos agora como encontrar geradores para subespagos
através do estudo de alguns exemplos.

| Exemplo 10.6.

Retornemos ao Exemplo 10.2, da Aula 9,
S = {(x,2x) : x € R} ¢ R2. Para verificar que de fato S é o
subespago gerado pelo vetor (1,2) € R?, basta notar que os ele-
mentos de S sdo todos da forma (x,2x) = x(1,2): variando o
valor de x, obtemos diferentes elementos de S. Ora, x(1,2) é a
expressdo de uma combinacdo linear de (1,2), portanto todos os
elementos de S sdo combinacdes lineares de (1,2).

| Exemplo10.7.

Seja S = {(x,x+V,y) : x,y € R} € R3. Raciocinando como
anteriormente, vemos que o elemento genérico de S é da forma



(X, Xx+V,y) = (X,x,0) + (0,y,y) = x(1,1,0) +y ( ,1,1), ou seja,
é combinac@o linear dos vetores (1,1,0) e (0,1,1). Podemos
escrever, entdo, S =[(1,1,0),(0,1,1)].

| Exemplo 10.8. |

SejaS = {(x,y,z) € R®:x+y—z =0}. Para encontrar gera-
dores para esse subespaco do R3, devemos procurar escrevé-lo
conforme o exemplo anterior, colocando nas coordenadas do ve-
tor genérico a(s) equacao(Bes) que define(m) o espaco. No caso
em questdo, como temos uma equagao e trés variaveis, pode-
mos escrever 0 conjunto solucdo da equacao (que é exatamente
0 subespago S!) em funcdo de duas variaveis livres. Nesse
caso, temos S = {(—y+2,y,2) :y,z € R} (apenas escrevemos
a variavel x em fungdo de y e z). Assim, como no exemplo
anterior, temos (—y+z,y,z) =y(—1,1,0) +2z(1,0,1), ou seja,
S=1[(-1,1,0),(1,0,1)].

| Exemplo 10.9. |

Seja S = {a+bt+ct? € P;a—b—2c=0}. A condigio
que define S pode ser escrita como a = b+ 2c. Inserindo essa
condicdo na expressdo do vetor genérico de P,, temos:
a+bt+ct?=b+2c+bt+ct? =b(1+t)+c(2+12). Logo,
escrevemos o polinémio de S como combinacgéo linear dos poli-
ndmios 1+t e 2 +t2, que sdo, assim, os geradores de S.

( Exemplo 10.10. |

SejaS:{{i gleMgR;aan—c:Oechd:O}.

As equacbes que definem S podem ser escritas como
c=—-dea=—b—d. Logo, uma matriz de S é do tipo

—b—-d b -1 1 -1 0
PR |
e o conjunto gerador de S é formado por essas duas Gltimas ma-
trizes.
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Resumo

Nesta aula, vimos duas importantes técnicas envolvendo
subespacos gerados:

1. Como determinar o subespaco gerado por um conjunto
de vetores: Neste caso, escrevemos um vetor genérico
do espago como combinacdo linear dos vetores gera-
dores. Isso fornece um sistema linear o qual quere-
mos que seja compativel. Assim, apds o escalona-
mento, se alguma equacdo tiver o primeiro membro
nulo, o segundo membro também tera que se anular,
fornecendo uma equacéo do subespaco. Caso nenhuma
equacdo tenha seu primeiro lado anulado, significa que
0 subespago gerado é todo o espaco.

2. Como determinar os geradores de um subespaco dado:
“embutimos”as condi¢Oes dadas pelas equagfes do
subespaco num vetor genérico do espaco e o decom-
pomos como uma combinacdo linear.

Exercicio 10.1.

1. Em cada caso, escreva 0 vetor v como combinacdo linear
devy,...,Vn.
a. EmR?, v=(1,3),vi=(1,2) evy = (—1,1).
b. Em R3, v=(2,1,4), vi = (1,0,0), v = (1,1,0) e
vz =(1,1,1).
c. EmR? v=(1,3),v; = (0,0) e vy = (3,9).
d. EmR3, v=(2,-1,6),v; = (1,0,2) e v, = (1,1,0).
e. EmP,(t,R),v=12—2t,vi =t+1, v, =t?e vz = 2t.
2. Determine m € R tal que o vetor v = (1,—m, 3) seja com-

binacdo linear dos vetores v; = (1,0,2), v = (1,1,1) e
vz = (2,-1,5).

3. No exercicio anterior, substituindo o valor de m que vocé
encontrou, escreva v.como combinacdo linear de vq, vo e
V3.

4. Determine o subespaco S do espaco V, gerado pelos ve-
tores de A, em cada caso.



a V=R}A={(1,21),(2,1-2)}.
b. V= M2><2<]R), A= {Vl,Vz,Vg}, onde

2 -3 4 —6 0 2
=l 10272 2|71 0"
c. V=P (t,R),vi =t+1lev, =t

5. Determine um conjunto de geradores para 0s seguintes
subespacos:

a. S={(x,y,2) eR%x=5yez=—2y}
b. S={(x,y,z) €R%x—y+z=0}

C. S:{{i g}eszg(R);a:—dec:Zb}

d. S={at?+at+b:abec R} CPt,R)

("Autoavaliacio h

Ao final desta aula, vocé devera dominar as duas técnicas
estudadas: i. como determinar o subespaco gerado por um
conjunto de vetores e ii. como determinar um conjunto de
geradores de um subespaco dado. Este segundo tipo de pro-
blema é resolvido rapidamente, enquanto o primeiro sempre
recai num sistema linear sobre o qual imporemos a condi¢ao
de ser compativel. Os vetores geradores ndo sdo Unicos, por
iss0 as respostas dadas aqui podem nao coincidir com as suas.
Para verificar se acertou, basta testar se cada vetor, candidato
a gerador, satisfaz a condicdo do subespaco. Se houver qual-
quer davida, consulte o tutor da disciplina... e vamos em
\ frente! Y,

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. a v=4/3vi+1/3vy.
b. v=v; —3vy+4vs.

c. Varias respostas possiveis. Uma delas &
V:45V1+1/3V2.

d. v=23v; —Vvy.
e. v=0vy +Vp —va.
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2. m=1
3. v=(1,-1,3)=(2—3a)v1+ (a—1)vp +avs, onde a € R.
4. a [Al={(x,y,z) € R%5x —4y+3z =0}

W={[3 2% eMam

a

=

c. [A]={a+at+bt?cPy(t,R)}

5. a {(51,-2)}
b. {(1,1,0),(~1,0,1)}

Al o] o™V}

C{t+t2,13.

(@]

o
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BASE E DIMENSAO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

definir independéncia linear e mostrar como ve-
rificar se um conjunto & linearmente indepen-
dente;

definir base de um espaco vetorial e dar alguns
exemplos;

mostrar a base canonica do R".
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No Exemplo 10.3,

da Aula 10, vimos,

com detalhes, a
determinacdo do
subespaco de R3
gerado por

u, v, e w.
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INTRODUCAO

Na Aula 10, estudamos subespacos gerados por um conjunto
de vetores em um espago vetorial V.

Veremos, agora, que alguns conjuntos de vetores geram um
subespaco de maneira mais “eficiente”. Vamos comegar com um
exemplo.

| Exemplo11.1. ]

O subespago de R® gerado pelos vetores u = (1,2,0),
v=(301 e w=(2,—-2,1) &€ o plano de equacdo
S=2x—y—6z=0. Dizemos que {u,v,w} & um conjunto de
geradores para o plano S. No entanto, como veremos a segulir,
os vetoresu = (1,2,0) e s = (12,—6,5) juntos geram o plano S.

Solucdo: Para ver isto, vamos usar o método explicado no Exem-
plo 10.3, da Aula 10.

Se W é o subespaco gerado por u e s, entdo (x,y,z) € W
quando existem a, b € R tais que (x,y,z) =a.u+b.s. Mas

au+bs=a(1,2,0) +b(12,—6,5) = (a-+12b,2a — 6b,5h).

Assim, (x,y,z) € W, quando existe solu¢do para o sistema
a + 12b = x

2a — 6b =y
50 = z

Vamos colocar este sistema em forma matricial e resolvé-lo:

(1 12 | x

2 -6 |y Ly « Lpy—2L4

|0 5 | z Ls «  &.ls

1 12 ‘ X L, « L1—12L3

0 -30 | y—2x L, <« L»+30L3

o 1] ¢

(1 0 | x-1Z 10| x-—1&
0 0| y-2x+3¢| — |01 | L

| 0 1 | : 0 0 | y—2x+6z



Isto mostra que o sistema tem solucdo se, e somente se,
—2X+Yy+ 6z = 0 (linha nula) e que, neste caso, a solucdo é
a=x—1Zeb=1_

Como —2x+Yy+6z € aequacgdo do plano S, entdo u e s geram
o plano S.

Portanto, o conjunto {u,v,w} gera o plano S e o conjunto
{u,s} também gera 0 mesmo plano S.

O segundo conjunto gera 0 mesmo subespa¢o com um nimero
menor de vetores geradores.

INDEPENDENCIA LINEAR
A chave para entendermos o que esta acontecendo no exem-
plo anterior esta no conceito de independéncia linear.

Um conjunto de vetores {v1,Va,...,Vy} €m um espago veto-
rial V & chamado linearmente independente se a equacgdo vetorial

C1V1+CoVo +...4+Chvp =0, (11.1)

admite apenas a solugdo trivialc; =cy =... =¢, =0.

O conjunto {vi,Vvy,...,vy} & chamado linearmente depen-
dente quando a equagdo (11.1) admite alguma solugdo n&o tri-
vial, isto &, se existem escalares c1,...,Cn, Nd0 todos iguais a
zero, tais que (11.1) seja valido.

E comum usar a abreviacdo L.I. para conjuntos linearmente
independentes e L.D. para os linearmente dependentes.

| Exemplo11.2. |

Um conjunto contendo um @nico vetor v é linearmente inde-
pendente se, e somente se, v # 0.
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| Exemplo11.3.

O conjunto {vy, vo} contendo apenas dois vetores vi, Vo
ndo-nulos é linearmente dependente quando um é multiplo do
outro.

Solugdo: De fato, se c1vi + Covo = 0 possui solugé@o ndo trivial
entdoc; #0ecy #0(poisc; =0=cy#0ecvy =0=Vv, =0,
analogamente, ¢, = 0= vy =0).

C2
ClVi+Cvo =0=vy = — C—-vz.
1

Portanto, v1 &€ maltiplo de v».

Exemplo 11.4.
[ )

Seja C[0, 1] o conjunto das fungdes reais, continuas com do-
minio [0,1]. Esse conjunto forma um espacgo vetorial com as
operacOes usuais de soma de funcdes e multiplicacdo por es-
calar.

O conjunto {sent, cost} é linearmente independente em
C[0,1], ja que sent e cost sdo ndo-nulos e ndo sdo mualtiplos um
do outro enquanto vetores de C[0, 1].

Isto &, ndo ha c € R tal que sent = ccost, paratodot € [0,1].
Para ver isso, basta comparar os graficos de sent e cost.

O conjunto {sen2t, sentcost} & linearmente dependente em
C|[0, 1], pois

sen2t = 2sentcost, Vt € [0,1].

Exemplo 11.5.
[ )

Seja P, 0 espago vetorial formado por polindmios de grau
< 2. Sejam py =1, p2 =x—1, p3=5—x, entdo {p1, p2, Ps}
forma um conjunto linearmente dependente, pois

—4p1 + p2 + p3=0.



CoMO DETERMINAR SE UM CONJUNTO E L.1I.

Para determinarmos se um conjunto de vetores {vi, Vo, ..., Vo }
é linearmente independente em um espaco vetorial V, devemos
verificar se a equagdo c1v1 + ... + CpVy = 0 possui ou n&do
solugdo ndo-trivial.

| Exemplo11.6. |

Mostre que o conjunto {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} & L.I.
em R3

Solugdo: Vamos resolver a equagdo,
c1(1,0,0) +¢»(0,1,0) +¢3(0,0,1) = (0,0,0)
(€1,0,0)+(0,c2,0) +(0,0,c3) = (0,0,0)
(c1,C2,c3) =(0,0,0)

=C =C=0Cc3=0

Portanto, a Gnica solugdo é a trivial, ¢; = ¢, = ¢z = 0, 0 que mostra
que o conjunto é L.I.

| Exemplo11.7. |

Determine se o conjunto {u,v,w}, onde u = (1,2,0),
v=(3,0,1)ew=(2,-2,1)éL.I.em R3,

Solugdo: Voltamos aos vetores do Exemplo 11.1 que, como vimos,
geram o plano S dado por 2x —y —6z = 0.

Vamos resolver a equagdo
C1U+cov+cgw = (0,0,0) (11.2)
Substituindo os valores de u, v e w:

Cl(l,Z,O) +C2 (3707 1) + C3(27 -2, 1) = (07070)
(c1,2¢1,0) + (3c2,0,¢2) + (2¢3,—2¢3,¢3) = (0,0,0)
(€14 3¢+ 2¢3,2¢1 — 2¢3,C2 +¢3) = (0,0,0),
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0 que leva ao sistema

ct + 3¢, + 2c3 = 0
2C1 — 2C3 =0
cc + ¢ =0

Colocando na forma matricial e reduzindo:

(13 2|0
20 -2 ] 0 Lo« Lry—2L4
01 10
[1 3 2|0
0 6 —6 |0 L, « Lp+6Lg
(0 1 1]0
(132 |0 Ly + L;—3Ls
0000 Lo«  Ls
(0110 Ls « L
(10 -1 |0 e e — 0
01 1|o—>{cl+c3:o
(00 0] O 2 P

Esse sistema possui solu¢do ¢; = c3, ¢, = —C3 € C3 = C3, para
qualquer valor de cs.

Ou seja, a equacdo (11.2) possui infinitas solu¢des ndo triviais.

Por exemplo, cg =1resultaemcy =1, c, =—1 e c3=1. Veri-
figue que, com esses valores, ciu -+ oV 4 c3w = 0.

Exemplo 11.8.
[ )

Determine se o conjunto {u,s}, onde u = (1,2,0) e
s=(12,—6,5) é L.l

Solugdo: Como o conjunto {u,s} tem dois vetores, ele & L.D. apenas
guando um dos vetores &€ maltiplo do outro. Claramente, este ndo é o
caso de {u,s}. Portanto, {u,s} é L.I.

Comparando os Exemplos 11.7 e 11.8, vemos que 0S conjuntos
{u,v,w} e {u,s} geraram 0 mesmo subespaco S. No entanto, {u,v,w}
é L.D., enquanto {u,s} é L.l.

\Veremos, posteriormente, que se um subespaco W é gerado por
um conjunto de n elementos, entdo qualquer conjunto de m elementos,
onde m > n, é necessariamente linearmente dependente.



No exemplo anterior, como {u,s} gera o subespacgo S, entdo qual-
quer conjunto com mais de 2 elementos é L.D.

BASE DE UM SUBESPAQO VETORIAL
SejaW um subespago de um espago vetorial V. Um conjunto
de vetores B = {v1,...,v,} &€ uma base de W se
i. B &€ um conjunto linearmente independente.
ii. O subespaco gerado por BéW.

Observe que a defini¢do de base se aplica também ao proprio
espaco vetorial V, pois todo espaco vetorial & subespaco de si
mesmo.

Observe também que se B = {v1,...,vn} é base de W, entdo
Vi,...,Vn pertencemaW.

(| Exemplo11.9. |

Sejam os vetores i1 = (1,0,0), ip = (0,1,0) e i3 = (0,0,1).
Considere o conjunto {i1,i»,i3}, ja vimos que o conjunto é L.1.
e claramente gera R®, pois (x,y,z) € R® = (X,y,2) = Xig +Vis +
ziz. Logo {i1,ip,i3} & base de R3. Essa base & chamada base
candnica do R3.

X

Figura 11.1: Base candnica do R3.
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( Exemplo 11.10. |

Sejam os vetores:

1 = (1,0,...,0)
i, =(0,1,...,0)
in=(0,0,...,1)

O conjunto {iy, ..., In} € umabase do R", chamada base canonica.

[ Exemplo 11.11. ]

O conjunto {u,s}, onde u={1,2,0} e s = {12,—6,5}, é
uma base do subespago S, onde S : 2x—y —6z =0. (Veja 0s
Exemplos 11.7 e 11.8.)

[ Exemplo 11.12. ]

Seja P" o0 espaco dos polindmios de grau < n. Entdo, o con-
junto B = {1, t, ..., t"} forma uma base de P". Essa base &
chamada candnica de P".

Solugdo: De fato, B claramente gera P". Para provar que B é
L.I., sejam cg, ..., Cp tais que

Co.l+cCit+Cot?+ ... +cpt"=0.

A igualdade significa que o polindmio da esquerda tem os
mesmos coeficientes que o polindmio da direita, que & o po-
lindmio nulo. Mas o polindbmio da esquerda deve ter infinitas
solugdes, pois seu valor é zero vt € R, logo deve ser nulo. Por-
tanto,co =c1 =...=cy=0eassim, {1, t, ..., ty} € L.I.



Resumo

Nesta aula, estudamos conjuntos linearmente independentes
(L.1.) e linearmente dependentes (L.D.). Vimos que um con-
junto B gerador de um subespaco W e linearmente indepen-
dente & uma base de W. Vimos alguns exemplos.

As bases sdo conjuntos geradores “minimos” para um
subespaco, no sentido de que se um conjunto tem mais ele-
mentos que uma base, entdo ele é L.D., e se tem menos ele-
mentos que uma base de W, entdo ndo gera W. Essas pro-
priedades das bases serdo vistas na proxima aula.

Exercicio 11.1.

1. Determine uma base para o espago das matrizes

a b
MZXZ(R):{{C d} ’a7 b7cad€R}‘

2. Sejam u, v e w os vetores do Exemplo 11.7. Vimos que
{u,v,w} & L.D. Mostre que os conjuntos {u,v}, {u,w} e
{v,w} séo linearmente independentes.

3. Determine uma base para o subespaco

S={(x,x+Y,2y)| x,y e R} Cc R3.

1 -1 -1
4. Sejamvy=| 2 |, Vo= 2 | evy=| 10 |. Seja
3 -3 -3

H o subespaco de R® gerado por {vi,Vz,v3}. Mostre que
{v1,Vv2,v3} & linearmente dependente e que {v1,V,} & uma
base para H.

5. No espaco vetorial de todas as funcOes reais, mostre que
{t,sent,cos2t,sentcost} & um conjunto linearmente in-
dependente.

6. Determine uma base para os subespacos a seguir (veja
Exercicio 5 da Aula 10).

a. S={(xy,2) eR% x=5y e z= -2y} .
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b. S={(x,y,2) €R% x—y+z=0}.
C. S:{{i 3} € Max2(R); a=—d e c=2b}.

d. S={at?+at+b; a,b € R} C P,(t,R).

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

TRIFIERIHI

2. Sejam a e b tais que au + bv = 0. Substituindo os valores
deuev:

a(1,2,0)+b(3,0,1) = (0,0,0)
(a+3b,2a,Db) = (0,0,0).

O que leva ao sistema:

a+3b = 0
2a =0
b =0

Portanto, a GOnica solucdo é a trivial, a=b =0, o que
mostra que o conjunto {u, v} é LlI.

Sejam a e b tais que au + bw = 0. Substituindo os valores
deuew:

a(1,2,0)+b(2,-2,1) = (0,0,0)
(a+2b,2a—2b,b) = (0,0,0).

O que leva ao sistema:
a+2b = 0
2a—2b = 0
b =0

Portanto, a GOnica solucdo é a trivial, a=b =0, o que
mostra que o conjunto {u, w} é LI.

Sejam a e b tais que av + bw = 0. Substituindo os valores
devew:

a(3,0,1)+b(2,—2,1) = (0,0,0)
(3a+2b, —2b,a+b) = (0,0,0).
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6.

O que leva ao sistema:

3a+2b = 0
—-2bh =0
at+tbh =0

Portanto, a Gnica solugdo é a trivial, a=b =0, 0 que
mostra que o conjunto {v, w} é L1I.

B=1{(1,1,0),(0,1,2)}

O conjunto H = {(x, Y, 3x);x,y € R} & o subespaco ge-
rado tanto por {vi, vz, v3} como por {vi,v2}. Logo, a
dimensdo de H é 2 ,{vy, vo, v3} & linearmente dependente
e {vi, v} @ uma base para H.

Sejam a, b, ¢ e d tais que
at +bsen(t) +ccos(2t) +dsen(t)cos(t) =0 (*)

Fazendot=0,t=7,t=m,t= 7 em (*), obtemos como
a Unica solugdo a solugdo trivial,a=b=c=d =0, o que
mostra que o conjunto {t, sent, cos2t, sentcost} & LI.

a. B={(5,1, —2)}

b. B={(1,0, 1),

PRICR IR |

d. B={(1,t+t?)}.
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Aula 12 1 <

DIMENSAO DE UM ESPACO VETORIAL

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

apresentar o sistema de coordenadas determinado
por uma base em um espaco vetorial V;

mostrar que se um espaco vetorial V tem uma
base com n elementos, entao todas as bases de V
tém n elementos;

definir dimensao.
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INTRODUCAO

Uma vez que esteja especificada uma base B para um espaco
vetorial V, podemos representar um vetor v € V por suas coor-
denadas na base B. Por isso, dizemos que uma base B de V
estabelece um sistema de coordenadas em V.

Veremos, com mais detalhes, o que isso tudo quer dizer mais
adiante. Observaremos que, se a base B tem n vetores, entdo um
vetor v € V fica representado por uma n-upla (az, az, ..., an).
Isto faz o espago vetorial V “se parecer” com R". Exploraremos
esta relac@o para mostrar que todas as bases de um mesmo espaco
vetorial V tém o mesmo nimero de elementos.

SISTEMA DE COORDENADAS

A existéncia de um sistema de coordenadas esta baseada no
seguinte teorema.

Teorema 12.1 (Representacio Unica).

Seja B = {by, ..., by} uma base para um espaco vetorial V.
Entdo, para cada x € V, existe um Unico conjunto de escalares
Ci, ..., Cp, tal que

X==C1by + ... + cpbn.

Demonstracédo

Como B = {by, ..., by} & uma base de V, entdo gera V,
logo todo x €V & combinacdo linear dos vetores em B. Portanto,
existemcy, ..., Cy € R tais que:

Vamos agora provar a unicidade. Suponha que x também
tenha a representacédo



Subtraindo (1) e (2), obtemos:
OZX—X:(Cl—dl)bl ‘I— ‘I— (Cn—dn)bn. (3)
Como B é linearmente independente, os coeficientes ¢, —dj,

Cy—dy, ..., cn—dp, naequacdo (3), devem ser todos nulos, logo
ci=di, i=1, ..., n,0que mostra que a representacao é Unica.

Defini¢do 12.1.

Sejax eV esejaB={by, ..., by} umabase deV. Se
X:C]_b]_ —|— + Cnbn,

entdo os escalares ¢, ..., ¢y s80 chamados coordenadas de
X na base B e escrevemos

C1
X]g =
Ch

| Exemplo12.1. |

Seja a base B = {by,b,} do R? dada por b; = { 1 } e
by, = { g } Sejam x,y € R?. Se [x]g = { é } . determine x

e sey= { g },determine V]B-

Solugdo: Como xg = { :1,)

R HER

Sey= [ § ] e[y}B:{ﬁ },entﬁo,

] , entao

2| b by — 1 0
5 =Y101 +Y202 =VY1 1 +VY2 2
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e
yi+2y2 |’

0 que resulta em
y1=2 ;
Y1+2yp=5= 2+2y,=5 = Y2 =5 '

| Exemplo122. ]

Portanto, [y]g = [

Nlw N

A base candnica b = {iy, i} é a base em que x = [x|g, para

todo x € R?, pois, se [x|g = , entdio

a
b

x:a.i1+b.i2:a.[ﬂ+b.[ﬂz [ b}:[x]g.

| Exemplo123.

SejaB = {2, 1—t, 1+t+1t%} uma base de P?[t], 0 espago
dos polindmios em uma variavel de grau < 2 (verifique que B &
uma base de P?[t]). Determine as coordenadas de x = t?> — 1 na
base B.

C1
Soluc@o: Se B = {by, by, bz} e [X|g = [ Co ] , entdo

C3
X = cC1by + coby + c3bs, isto &
—1+t?2 = 1.2 + Co.(1—t) + c3.(L+t+t?)
—1+4+t2 = 2c; + Cp — Cot + C3 + Cgt + cat?
—1+t2 = (2c; + Cp + C3) + t(—Cy+cC3) + cat?

Comparando os coeficientes, obtemos

—C + C3 = 0 , oquelevaa C2

C3 = 1 C3 =

1
= Nl
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Portanto, [x|g = [

} |

| Exemplo12.4. |

SejaV um espaco vetorial e B = {by, ..., by} uma base de
0
V. A representacdo do vetornuloemB & [0]g = | : |, pois, se
0
0
V= 1| : |,entdlov=0.b + ... + 0.b, =0.
0

BASE DE UM ESPACO VETORIAL

Nesta secdo, provaremos que todas as bases de um espaco
vetorial V tm o mesmo nimero de elementos. Vamos iniciar
como R".

O conjunto B = {iy, i, ..., in} € uma base de R" (ver exem-
plo 11.10, da Aula 11). Esta é a base candnica do R". No teo-
rema a seguir, veremos que qualquer conjunto com mais de n
elementos é L.D.

Teorema 12.2.

Seja S = {u1, ..., up} um subconjunto do R". Se p > n,
entdo S é linearmente dependente.

Demonstracao
X11 X1p
. X12 X22
Sejauy = ) yeee s Up = .
Xn1 Xnp
A equacdo
C]_U]_ + + CpUp :O (1)
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pode ser escrita como

X11 X1p 0

X21 X2p 0 n
ca| . |+-+cp| | =1 . | — vetornulodoR

Xn1 Xnp 0

0 que resulta no sistema

X11€1 + -+ +X1pCp = 0
X1C1 + -+ +XopCp =0

: (2)
Xn1C1 + -+ +XgpCp = 0

O sistema (2) & um sistema homogéneo, nas variaveis
C1, ..., Cp, COM n equagdes. Como p > n, entdo trata-se de um
sistema homogéneo com mais variaveis que equagdes. Segue-se
que ha solugdes ndo-triviais de (2), logo (1) tem solucdes ndo-
triviais e, portanto, S = {uy, ..., up} € linearmente dependente.

O proximo teorema generaliza este resultado para qualquer
espaco vetorial.

Teorema 12.3.

Se um espaco vetorial V tem base B = {by, ..., by}, entdo
todo subconjunto de V. com mais de n vetores é linearmente de-
pendente.

Demonstracao
Seja {ug, ..., up} um subconjunto de V, com p > n. Os ve-
tores das coordenadas [ui]g, [Uz]g, ..., [Up]g fOrmam um sub-

conjunto do R" com p > n vetores. Pelo teorema anterior este é
um conjunto L.D.

Portanto, existem escalares c1, ..., Cp, nem todos iguais a
zero, tais que

Ciluilg + ... + CplUplg =



Como a transformacdo de coordenadas € uma transformacao
linear, temos

[Caug + ... + cpup]B = :
0
Portanto, a representagdo do vetor ciu; + ... + Cplp, na base
B&[0---0],istoé,

CiUy + ... + Ccpup = 0.b1+...+0.by =0 (3)

A equagdo (3) mostra que ug, ..., Up & um conjunto linear-
mente dependente.

Teorema 12.4.

Se um espaco vetorial V tem uma base com n vetores, entao
toda base de V também tem exatamente n vetores.

Demonstracao

Seja By uma base com n vetores e seja B, uma outra base de
V.

Como B; € base e By € linearmente independente, entdo B,
ndo tem mais que n vetores, pelo teorema anterior.

Por outro lado, como B, é base e B; € linearmente indepen-
dente, entdo B, ndo tem menos que n vetores. Disto resulta que
B, tem exatamente n vetores.

Um espaco vetorial pode ndo ter uma base com um namero
finito de vetores. Por exemplo, o espac¢o vetorial dos polindmios
na variavel t, denotado R[t], ndo tem base finita. Uma base para
este espaco é

{1,t,t2, 3, ..}

Como este conjunto é infinito, entdo R[t] ndo pode ter base finita
(se tivesse uma base com d elementos, entdo qualquer conjunto
com mais de d elementos seria L.D., logo ndo poderia ter uma
base infinita).

O teorema anterior mostra que, se um espaco vetorial V tem
base finita, entdo todas as bases ttm o mesmo nimero de ele-

Verifique que se B
€ uma base de um
espaco vetorial

V, a,beVe

C1 € Cp S0
escalares, entao
[cla + Czb}B =
c1[afg +C2[bJg.
Isto mostra que a
transformacdo de
coordenadas € uma
transformacdo
linear.
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mentos. Isto motiva a seguinte definicdo:

Definig¢éo 12.2.

Se V tem uma base finita, entdo V é chamado espaco vetorial
de dimensdo finita e chamamos de dimens&o de V, denotada
dim V, o nimero de vetores de uma base de V. Caso V ndo
tenha uma base finita, dizemos que V & um espago vetorial
de dimens&o infinita. A dimensdo do espago vetorial trivial
[0] & definida como sendo igual a zero.

| Exemplo125.

dim R" = n. Basta notar que a base candnica do R" tem n
vetores.

| Exemplo12.6.

dim P"=n+1, onde o P" & o0 espaco vetorial dos polindmios
de grau < n. Uma base de P" & o conjunto

{1,t,t2, ..., t"},

que tem n+ 1 vetores.

(| Exemplo12.7.

Determine a dimenséo do subespaco H de R? geral do pelos

1 0
vetoresvi = | 2 | evp = 1
1 -1

Solugdo: Como v; e v, ndo sdo maltiplos um do outro, entdo o
conjunto {vi, vo} & L.1, portanto & uma base de H. Logo dim H = 2.

TEOREMA DO CONJUNTO GERADOR

Um problema comum & o de encontrar uma base para um
subespaco gerado por um certo conjunto de vetores. Se este con-



junto é L.1., entdo é base do subespaco que ele gera, se ndo for
L.1., entdo possui “excesso” de vetores, como mostra o teorema
a sequir.

Teorema 12.5 (Teorema do Conjunto Gerador).

Seja S = {v,...,vp} um conjunto em V e seja H o conjunto
gerado por {vy,...,Vp}

a. Se um dos vetores de S, digamos v, & combinacgdo linear
dos outros, entdo S — {vk} ainda gera o subespaco H.

b. Se H # {0}, entdo algum subconjunto se S & uma base de
H.

Demonstracao

a. Reordenando os vetores, se necessario, suponha que vp €
combinagdo linear dos vetores vy, ...,vp_1. Entdo existem
escalares cg,...,Cp_1 tais que

Vp=1C1V1 + ... + Cp_1Vp_1. (1)
Seja x um vetor em H. Entéo existem x1, ..., Xp tais que

X=X1V1 + ... + Xp—1Vp—1 + XpVp. (2)
Substituindo o valor de vy de (1) em (2) resulta que

X = XVi+...+Xp_1Vp—1+Xp(CV1+...+Cp_1Vp_1)
= (Xl + C]_Xp)V]_ +...+ (Xp_l + Cp_1Xp)Vp_1.

Portanto, todo x € H & combinagdo linear dos vetores
Vi, V2, ..., Vp—1.

b. Se o conjunto gerador inicial S é linearmente indepen-
dente, entdo é base do subespaco H que gera. Caso con-
trario, é linearmente dependente, o que implica que algum
vetor em S é combinacdo linear dos demais. Excluindo
este vetor, obtemos um subconjunto S; C S, que também
gera H. Se S; é linearmente independente entdo é base de
H. Caso contrario, algum vetor em S; & combinagéo li-
near dos outros. Excluindo este, obtemos S, que também
gera.
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Como H # {0} e o conjunto inicial S & finito, entdo o
processo acima deve parar, isto &, existe um subconjunto
Sj de S, tal que S; gera H e S; é linearmente independente.

| Exemplo12.8.

Determine uma base para o subespaco

a + b — ¢

B 2a + d
H= b — ¢ — d ,talquea, b, c e d e R}
5d

Solugdo: Claramente H C R*. Note que

a + b — c
2a + d B
b — ¢ — d|
5d
a b —C 0
| 2a n 0 n 0 n d
|0 b —C —d
0 0 0 5d
1 1 -1 0
2 0 0 1
=a 0 +Db 1 +C 1 +d 1
0 0 0 5
Portanto, H & gerado pelos vetores
1 1 -1 0
v 2 v 0 v 0 v 1
I 0 9 2 = 1 9 3 = _1 9 4 — _1
0 0 0 5

Devemos checar se estes vetores formam um conjunto L.I. Clara-
mente, v3 & maltiplo de v,. Portanto, podemos excluir v3. O conjunto
{v1,Vv2,v3} &, pelo teorema anterior, gerador de H.

Para checar se {vi,vp,v3} €& L.l., vamos resolver a equagao
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C1V1 + CoVo + Cavq = 0

1 1 0 0
o 2 re|? e o B
o 211 1] o
0 0 5 0
O que resulta no sistema
ci+¢c = 0
2c1+c4 = 0
c,—¢c4 = 0~
5¢a =0

esse sistema implicac, =c4 =0e c; =0e ¢, =0, 0 que mostra que
{v1,V2,v4} € L.1. e, portanto, base de H.

Resumo

Nesta aula, vimos a defini¢do de dimens&o de um espago ve-
torial. A definicdo dada faz sentido apenas porque, como
estudamos, se um espaco vetorial V tem uma base com n ele-
mentos, entdo todas as bases de V tém também n elementos.
Vimos também que, dado um conjunto B, linearmente de-
pendente, gerador de um subespaco H de um espaco vetorial,
podemos ir retirando certos vetores de B até que o conjunto
resultante seja uma base de H.

Exercicio 12.1.

Para cada subespago H nos exercicios 1 a 6, determine uma
base de H e sua dimenséo.

1. H={(s—2t, s+t, 4t); s,t e R}.

2. H={(3s, 2s, t); s,t € R}.

3. H={(a+b, 2a, 3a—b, 2b); a,b € R}.

4. H={(a,b,c);a—3b+c=0,b—2c=0 e 2b—c=0}.
5. H={(a, b, c,d); a—3b+c=0}.

6. H={(x,y, X); x,y € R}.
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7.

10.

11.

12.

Determine a dimensdo do subespaco de R3 gerado pelos
vetores

1 3 9 —7
0O, 1], 41,1 -3
2 1 -2 2

Os quatro primeiros polindmios de Hermite sdo 1, 2t,
—2+4t2 e —12t + 8t

Mostre que esses polindmios formam uma base de P2,

Encontre as coordenadas do polindmio
p(t) = 7 — 12t — 8t? 4 12t3 na base de P? formada pelos
polindmios de Hermite (\Ver Exercicio 8).

Mostre que o espaco C(R) formado por todas as funcdes
reais € um espaco de dimensdo infinita.

Mostre que uma base B de um espaco vetorial de dimensao
finita V & um conjunto gerador minimal. Em outras pa-
lavras, se B tem n vetores, entdo nenhum conjunto com
menos de n vetores pode gerar V.

Mostre também que a base B & um conjunto linearmente
independente maximal, no sentido que qualquer conjunto
com mais de n vetores ndo pode ser L.1.

Mostre que se H é subespaco deV e dimH = dimV, entdo
H=V.



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1.

2.

3.

10.

11.

O conjunto & uma das bases de H e dimH = 2.
O conjunto & uma das bases de H e dimH = 2.
O conjunto & uma das bases de H e dimH = 2.
O conjunto é base de H e dimH = 0.

O conjunto & uma das bases de H e dimH = 3.

O conjunto & uma das bases de H e dimH = 2.

. Como os vetores (1,0,2),(3,1,1)e (—7,—3,2) sdo LI,

0 espaco gerado pelos vetores dados & o RS.

Eles geram o IP? | pois

a+bt+ct?+dt® = (4a1—2c) +2 (2b44_3d)t+
C

+ (Z) (—2+412) + <g) (—12t +8t3).

E sdo LI, se

a+2bt+c(—2+4t*)+d(—12t+8t3)=0=>a=b=c=d =0.

[p(t)] = (3, 3, -2, 2) .

O espaco vetorial dos polindmios na variavel t, R[t], pos-

sui base infinita e € um subespaco vetorial do espago. Logo,

C(RR) é um espaco de dimensao infinita.
Considere dimV =n.

a. Suponha que vi,---,Vvh_1 geram dimV. Entdo,
Vi, -+, Vh_1 € LD e um dos vj, por exemplo, vp_1, €
combinagdo linear dos outros. Dai, 0s vetores
Vi, - -+, Vh_» ainda gerariam dimV . Poderiamos con-
tinuar eliminando vetores dessa maneira até chegar a
um conjunto gerador linearmente independente com
elementos. Mas isso contradiz o fato de que
dimV = n. Portanto, um conjunto com menos de
n vetores ndo pode gerar V.

CEDERJ 157

AULA E MODULO 1



Algebra Linear I | Soma de Subespacos

158 CEDERJ

b. Suponha B = vy, ---,Vvy_1 Uuma base de V e sejam
Uy, -+, Vm, COM m > n, m vetores em V. Entdo,
Ui = @j1V1 +ajV2 + - - +ajnVp, COM i =1,2,--- m.

Considere a combinacéo linear

bius +boUz + - -+ +bplm =

n n n
= blzalej—l—bzzaz]‘Vj—l—---—l—bm Zamjvj
=1 =1 =1

Agora considere o sistema de equacdes
n
Zaijbi :Oa j:O, 1a27 ey N
=1

Este sistema & um sistema homogéneo com mais equacoes
do que incognitas. Portanto, o sistema possui uma solugdo
ndo trivial (b}, b5, ---, by,). Mas, entdo,

n
bauz + b2y + -+ -+ bjum = Y 0vj =0,

j=1

logo uy, ---, Uy séo LD.
12. Seja B =wy, ---, W, uma base de H. Sendo n =dimV,
de acordo com o exercicio anterior, B =wz, ---, W, € um

conjunto maximal de elementos linearmente independentes
de V. Logo, BéumabasedeV eH =V.



Aula 1 3

SOMA DE SUBESPACOS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

mostrar um método pratico para obter uma base
de um subespaco vetorial a partir de um con-
junto gerador deste subespaco;

provar o teorema do completamento, que afirma
que, dado um conjunto L.l. em um subespaco
vetorial vV, podemos completa-lo para tornar uma
base de V;

definir soma de subespagos e ver o teorema da
dimensao da soma.
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SOMA DE SUBESPACOS

CoOMO OBTER UMA BASE A PARTIR DE UM
CONJUNTO GERADOR

Seja S = {b1,b,bs,...,by} um conjunto e U o subespago
gerado por S. Seja M a matriz obtida escrevendo os vetores
b1,...,by como linhas de M, isto &, b; é a i-ésima linha de M.

by
M= | 2

bn
As operacdes elementares nas linhas de M sdo:

e Multiplicacdo de uma linha por uma constante: L « c.L;.
e Troca de uma linha por outra: Lj <+ L;.

e Substituir uma linha por uma combinac&o linear dela por
outra: Lj < Lj+a.L;j.

Estas operacOes levam os vetores bq,...,b, a vetores
bi’,...,by’ que pertencem ao espago gerado por {by,...,bn}.
Como estas operagdes sao invertiveis, isto é, posso passar de
{by’,...,by'} a {by,...,bn} aplicando operagBes elementares,
entdo o espago gerado por {bs,...,by} & 0 mesmo gerado por
{by/,...,by}.

Podemos usar esta propriedade para reduzir a matriz

b,/
by .
b2 . g
M= | " | auma matriz na forma M’ = | b,/ | ; onde os
: 0
bn .
L 0 ]

bi’,by,...,b,/ sdo L.I..

Neste caso, {b1’,b,’,...,b/} & um conjunto L.I. e gera o
mesmo subespaco U gerado por {by,...,bn}. Em outras palavras,



obtivemos uma base a partir do conjunto gerado.

( Exemplo13.1. |

Obtenha uma base do subespaco U do R* gerado pelos ve-
tores {(1,1,0,-2), (2,0,—-1,-1), (0,1,-2,1), (1,1,1,-3)}.
Determine a dimensdo de U.

Solucéo:

Vamos formar a matriz M dos vetores acima e reduzi-la:

11 0 -2 1 1 0 -2
M — 2 0 -1 -1 . 0 -2 -1 3
01 -2 1 0o 1 -2 1
11 1 -3 0O 0 1 -1
1 1 0 -2 11 0 -2
. 0o 1 -2 1 . 01 -2 1
0 -2 -1 3 00 -5 5
0o 0 1 -1 00 1 -1
11 0 -2 11 0 -2
. 01 -2 1 01 -2 1
00 1 -1 00 1 -1
00 -5 5 00 0 O

Vemos que o subespaco U tem base {(1,1,0,—2), (0,1,—-2,1),
(0,0,1,—1)}. Portanto, dimU = 3.

Observe que, claramente, vetores na forma

X1
0 X2
0 0 x3 - - - | onde as entradas marcadas - podem ter

0 0 0 x4

qualquer valor e x; # 0,x2 # 0, etc. sdo necessariamente L.1.

TEOREMA DO COMPLETAMENTO

Vimos, na secdo anterior, como obter uma base de um con-
junto gerador. Se este conjunto ndo é L.I., temos que “diminui-
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lo” para conseguir uma base.

Nesta se¢do veremos o inverso. Como obter uma base de um
conjunto L.I.. Se este conjunto ndo é gerador, entdo temos que
“aumenta-lo” de forma que continue L.I. e que se torne gerador.

Teorema 13.1.

Seja {by,...,br} um conjunto L.I. em um espaco vetorial de
dimensdo finita V.  Entdo existem by.1,...,bn, tal que
{bq,...,br,brs1,...,by} formam umabase deV, onden=dimV.

Demonstracao
Se {b1,...,br} gera o espaco V, entdo nada temos a fazer.

Se {by,...,br} ndo é gerador, entdo existe by 1 €V tal que
br1 ndo & combinacdo linear de by, ...,by. Portanto,

{by,...,br,br41} & um conjunto L.1I.

Se este conjunto agora é gerador, obtivemos uma base. Se nao,
ha um vetor by, €V tal que by » ndo é combinacdo linear de
b1,...,bry1. Portanto,

{b17 SRR br; bl’-i—l; bl’+2} eL.l

Se este conjunto for gerador, obtivemos uma base, caso contrario
continuamos com o processo, obtendo by, 3,by.4, etc. Como
V tem dimensao finita, digamos dimV = n, quando chegarmos
a {b1,...,by}, teremos obtido uma base, pois o processo leva
sempre a conjuntos L.I. e um conjunto L.I. com n (= dim(V))
elementos deve ser uma base.

SOMA DE SUBESPACOS

Dados subespacos U e V de um espago vetorial W, podemos
obter um subespaco maior que inclui U e V como subconjuntos
(e como subespacos). Ja que este subespago contem todo u € U
e todo v € V, entdo deve conter todos os u+v, comu €U e
v e V. (Lembre-se de que subespagos séo fechados para a soma
de vetores!)

Portanto, qualquer subespaco que contenhaU eV deve con-



ter as somas u+v, comu €U ev e V. Isto motiva a seguinte
definicdo:

Definicdo 13.1.

Sejam U e V subespacos de um espaco vetorial W.
Chamamos de soma de U e V o conjunto

U+V={u+v,ueV eveV}.

NotequeU cU+V eV CU+V.

Na discussao acima, vimos que qualquer subespago que con-
tenha U eV deve conter o conjunto U +V definido acima.

A proxima proposi¢dao mostra que o conjunto U +V ja é um
subespaco vetorial.

A SOMA DE SUBESPACOS E UM SUBESPACO

Proposicao 13.2.

Se U e V sdo subespacos de um espaco vetorial W, entdo
U +V é subespago de W.

Demonstracao

Basta provar que U +V é ndo vazio, fechado para a soma de
vetores e produto por escalar.

e U+V #0, pois U eV sdo ndo vazios. Em particular,
0eU+V, pois

0OcU e0eV = 0=0+0 € U+V.

e Sexy, XoeU+Ventdoxy =uUp+Vy € Xo =Ux+ Vo, para
certos vetores uq, U, € U e vy, Vo €V, entdo

X1 +Xo = (Ul —{—Vl) + (Ug —I—Vg) = (U1+U2) —I—(Vl —{—Vz).

Comou;+upeUevi+voeVentdoxs+x €U +V.

Note que, nesta
definicdo, U +V &
s6 um conjunto.
Mostraremos em
seguida que &
subespaco de W.
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e Sex=u+veU+V,comueceU eveV, entdo
ox=oa(u+Vv) =oau+av; Ya € R. Como oucU e
oveV,entdoaxeU +V.

CQD

Como U +V & subespaco e, como observamos acima, todo
subespaco de W que contenha U e V deve conter U +V, enté&o,
podemos dizer que U +V é o menor subespago de W contendo
UeV.

(| Exemplo13.2.

U =U + {0}, onde {0} & o espaco vetorial nulo.

(| Exemplo133.

SejaU = {(x,0,0); xe R} eV ={(0,y,2); y,z € R}, subes-
pacos vetoriais do R3. Entdo, temos que

U+V = {(x0,0)+(0y,2); x,y,z€ R}
= {(x,y,2); X,y,2€ R} =R®.

Isto &, asomade U eV &todo o R3.

Agora observe o seguinte: U & uma reta, o eixo OX, en-
quanto que V é o plano dado por x = 0.

Neste caso, a soma de um plano e uma reta é o espaco R3.

U+V =R3
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| Exemplo13.4. |

SejaU = {(x,0,0)} e R3eV = {(x,y,0)} € R3, entdoU CV
eU+V =V.

Neste caso, a soma de um plano e uma reta é o proprio plano.
O que diferencia os Exemplos 13.3 e 13.4?

No Exemplo 13.3, somamos um plano e uma reta ndo con-
tida nele, o que resulta no espaco, enquanto que no Exemplo
13.4 somamos um plano e uma reta contida no plano, resultando
no proprio plano. Voltaremos a este topico quando falarmos so-
bre a base da soma.

| Exemplo 135. |

Claramente, seU c V entdioU +V =V.

SomMA DIRETA

Intuitivamente, quanto menor U NV, mais “ganhamos” quan-
do passamos de U e V para U +V. Em um caso extremo, se
U CV entdo U +V =V e ndo ganhamos nada.

Lembre-se de que U 4V deve sempre conter o vetor nulo 0.

Definicdo 13.2.

Sejam U eV subespacos vetoriais de W taisque U NV = {0}.
Entdo dizemos que U +V é a soma diretadeU e V.
Denotamos a soma direta por U &V.

No caso que U &V =W, entdo dizemos que U e V séo com-
plementares e dizemos que V & o complementar de U em relagdo
aW (e vice-versa).

Veremos que dado subespaco U de W, sempre existe o0 espaco
complementar de U em relagdo aW, isto &, sempre existeV C W
tal queU &V =W.

CEDERJ
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Na proxima proposi¢do, veremos como a soma direta esta
relacionada a decomposi¢do Unica de cada vetor como soma de
vetores nos subespacos.

Proposicao 13.3.

Sejam U eV subespacos vetoriais de um espaco vetorial W.
Entdio W = U @V se, e somente se, cada vetor w € W admite
uma Unica decomposicdo w =u+v,comucUeveV.

Demonstracédo

(=) Suponha, por hipotese, que W =U @ V. Entdo, dado
weW, existemueU ev eV, tais que w = u+v. Temos que
provar apenas a unicidade. Suponha que exista outra decompo-
siciow=Uu"+Vv‘,comu’ eUeV eV.

Entao

W=u+V

T v = =y
weuty = u—u)+v-v)=0 = u-u=v-vw

Masu—u eUeV —veV.ComoUNV = {0} (poisasomaé
direta), entdo

u—u'=vV-v=u-u=vV-v=0=u=uvev=V.
Portanto a decomposicdo é Gnica.

(<) Suponha que exista decomposicdo Unica.

Como todo w € W se escreve comow =u+Vv,comueU e
veV,entdoW =U +V. Resta provar que a soma é direta.

Sejax € UNV. Entdo podemos escrever
X = x + 0 = 0 4+ X
eu eV eU eV

A unicidade da decomposicao implicaem que x = 0, ou seja,
unvVv ={0}.

| Exemplo 136.

Seja {b1,...,bn} uma base para um espaco vetorial. Vimos



que todo v € V tem uma Unica decomposic¢do na forma

V:(le1++anbn

Cada o;b; pertence ao subespaco [bj] gerado pelo vetor b;.
Portanto, vale que

V =[b1]&[b2]&...&[bn].

O exemplo anterior leva a questdo de como obter uma base
de umasomaU @V, tendo abase deU e de V.

BASE E DIMENSAO DA SOMA DE SUBESPACOS

Seja W um espaco vetorial de dimensdo finita, e sejam U e
V subespacos de W. Vimos que U NV e U +V sdo subespacos de
W. A proposicdo a seguir relaciona a dimensdo destes subespacos.

Proposicao 13.4.

dim(U +V)+dimUNV) = dimU 4 dimV

Demonstracdo

Seja By = {x1,..,Xr} uma base de U NV, onde
r=dimUnV).

Vamos agora completar esta base B; de forma a criar uma
base de U e uma base de V.

Pelo teorema do completamento, existem vetores ug, ..., Us
emUevy,...,vyemV tais que

B2 = {x1,...,%r,U1,...,Us} @uma base de U e

Bz = {x1,...,%r,V1,...,Vt} € uma base de V.

Note que r+s=dimU e r+t = dimV. Mostraremos, a seguir,
que

B ={X1,...,Xr,Ug,...,Us,V1,...,Vt} € uma base de U +V.

a. oconjuntoBgeralU +V.

CEDERJ
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SejaweU+V. Entdo w=u+v, para certosu € U e
veV. Como B, e B3 sdo bases de U eV, respectivamente,
entdo podemos escrever,

U= oqXy+ ...+ oxXr + Prus + ... + BsUs

V=o0n'X1+ ...+ 0% +71ve + ...+ wVe

onde as letras gregas sdo escalares. Somando u e v encon-
tramos

W=Uu+V = (og+oq')xg+...+ (o + o)X + Brug +
+...o 4 BsUs + 71V1 + ...+ RVt

Portanto, o conjunto B geraU +V.

. 0 conjunto B é linearmente independente.

Suponhamos que

(1) ouxs+...+ 04X+ Prur+...+BsUs+nvi+...+#vy =0

entdo,

0qX1+ ...+ opXp + BrUs + ...+ BsUs = — 7V — ... — fVk.

O vetor do lado esquerdo da igualdade esta em U, logo

—nVi—...— %Vt € U. Masvy,...,v; estdo em V, logo
—nvi—...—pw eUnV.

Como X1, ..., X, formam uma base de U NV, segue-se que
existem escalares o4, . .., O tais que

—’)/1V1—...—’){Vt:51X1+...—|—6rXr

O1X1+...+ X +nvi+...+pvt =0.

A equacdo anterior € uma combinacdo linear dos vetores
em B3, que é base de V, portanto L.l.. Segue-se que

o=...=6=n=...=%=0.
Substituindo 1 = ... = = 0 em (1), obtemos
OC]_X]_—{—...—{—OCrXr—{—ﬁlul—l—...—l—ﬁsUS:O

que é uma combinagdo linear nos vetores em Bq, que é



base de U, logo
og=...=ox=P1=...=B=0.

Com isto, provamos que todos os coeficientes em (1) s@o
nulos, ou seja, o conjunto B é L.I.

Concluimos que B é base de U +V. Como B tem r +s+t
vetores, entdo dim(U +V) =r +s—+t, segue-se que

dimU +V)+dimUNV) = r+s+t+r=

= (r+s)+(r+t)=
= dimU +dimV

CQD

No caso em que a soma é direta, U NV = {0}, logo
dimunV =0e

dim(U®V) =dimU +dimV.

Além disso, na demonstracao do teorema acima, vimos que,
no caso de soma direta, se B; € base de U e B, é base de V, entdo
B1UBy é base deU @ V.

Em geral, se U NV # {0}, entdo B; UB; & um conjunto ge-
rador de U +V, mas ndo é L.I.

| Exemplo 13.7. |

SejaU = {(0,y,2); y,ze R} eV =[(1,1,0)]. Vamos deter-
minar U +V. Comecaremos determinando U NV.

Observe que:

X = o
Sew=(x,y,2) €V, (x,y,2)=a(1,1,0)0=< y = «
z = 0

=w=(X, Y, 0). Ouseja,sew=(x,y,z) eV =x=yez=0,
entdo, V = {(x, X, 0);x € R} edimV = 1.

Por outro lado, se w = (x, y, z) € U = x = 0. Logo, se
w=(x,y,z2)eUNV=welUeweV =x=0,x=y,ez=0.
Dai,UNV ={(0, 0, 0)}.
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Se uma reta r ndo
est4 contida em um
plano o, entdo
rNa pode ser
vazio (reta
paralela) ou um
ponto, quando a
reta corta o plano
(ver figura acima).
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Sendo dimV =1 e dimU = 2 temos, pela Proposicdo 13.4,
que dim(U +V) = dimU +dimV —dim(UnNV) = 3. Como
U +V & um subespaco de R3, U +V = RS,

Poderiamos também justificar que U +V = R3, observando
que todo vetor de w = (x, y, z) € R3 é a soma de u € U com um
v eV, escrevendo (X, Y, z) = (0, y—X, z) + (X, X, 0).

Neste caso, o espaco R® & a soma do plano U com a reta V
ndo contida no plano U. Se a reta V estivesse contida no plano
U,ouseja,V CcU,entdoU +V =U.

| Exemplo138.

Seja U subespago de R* gerado por {(1,1,0,0),(0,0,1,0)}
eV ={(x,y,z,t); y+z = 0}. Vamos determinar U +V.

Agora vamos determinar esta soma sem primeiramente cal-
cular a intersecdo U NV. O conjunto {(1,1,0,0),(0,0,1,0)}
é linearmente independente. Esse conjunto é uma base para U.
Observe que todo vetor v = (x,y,z,t) € V & tal que
v=(xYy,—y,t)=x(1,0,0,0)+y(0,1,—-1,0) +t(0,0,0,1).

Logo, o conjunto B = {(1,0,0,0),(0,1,-1,0),(0,0,0,1)}
gera V. Sendo este, um conjunto L.I, ele &€ uma base para V.

Sabemos que o conjunto AUB & um conjunto gerador de
U +V. Mas, para determinar uma base para U +V, precisamos
encontrar um conjunto que, além de gerar este espaco, seja tam-
bém LI. E facil constatar que o conjunto ndo & L1.(Verifique!)

Entdo, vamos encontrar uma base para U+V a partir deste
conjunto gerador:

1 1 0 0
1 1 0 O
base de U 0 0 1 o0 0 0 1 0
1 0 0 0 L3<—L3—L1 0 -1 0 0
0 1 -1 0
base de V 0 1 -1 0 — 0 0 0 1
0 0 0 1
1 1 0 O 11 0 O
Ly < Ly 0 1 -1 0 01 -1 0
— 0 -1 0 O L3+ L3+Ly 00 -1 0
0 O 1 0 — 00 1 O
0 0 0 1 00 0 1



11 0 0 11 0 0

01 -1 0 01 -1 0

Ly« L3 | 00 1 0 — 00 1 O
Ly < Ls 00 0 1 00 0 1
— 00 1 0/ LseLs—Lsg \O O 0 O

Isto mostra que 0 conjunto
{(17 1a070)7 <O7 1a _1a0)7 (0707 170)7 (070307 1)}

também gera U +V e este € um conjunto LI(Verifique!). Logo, é
uma base para U +V, ou seja, sua dimensdao é 4. Dai,
U+V =R4

Poderiamos também justificar U +V = R*, observando que
todo vetor dew = (x, y, z, t) € R* € a soma de um vetor de u € U
comv €V, escrevendo (X,y,z,t) = (0,0,y+2,0) + (X,y, —V,t).

Observe que sendo a dimU =2edimV =3,
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U +V) =1.

Vamos complementar o exemplo calculando o conjunto U NV.
Se (x,y,2,t)eU,

I
ST o w

(x,y,z,t)=4a(1,1,0,0) +b(0,0,1,0) =

- N < X
I

=x=Yy,z=bet=0.

Por outro lado, se (x, y, z,t) eV =z = —y.
Logo,se (x,y,z,t)eUNV,entdlox=y,t=0ez=—y.

Concluimos, entdo, que U NV = {(x,x,—x,0);x € R} e
dim(UNV) =1, como visto acima.
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Resumo

Iniciamos esta aula vendo um processo de obter uma base
a partir de um conjunto gerador para um espaco Vvetorial,
usando operacOes elementares nas linhas da matriz formada
pelos vetores deste conjunto gerador.

Em seguida, vimos o teorema do complemento, que afirma
que dado um conjunto L.I., em um espaco vetorial V se ele
ndo for uma base de V, nos acrescentamos vetores até que se
torne uma base de V.

Passemos, entdo, ao estudo da soma U +V dos subespagos
U eV de um espaco vetorial W. Quando U NV = {0} entdo,
a soma é chamada direta e denota por U &V.

O conjunto unido das bases de U e V forma um conjunto
gerador de U +V que, no caso de soma direta, & uma base de
U @®V. Adimensdo de U +V é dada por:

dim(U +V) = dim(U) +dim(V) — dim(U NV).

Exercicio 13.1.

1. SejaU c R* o subespago gerado pelo conjunto
{(1,1,2,0),(0,1,3,1),(2,—-1,-5,-3)}.
Encontre uma base de U e determine dimU.

2. Para os subespacos U e V de R® nos itens abaixo, deter-
mineUNV eU +V.

a. U=1[(1,0,1),(0,1,1) eV = [(1,1,1)].

b. U=1(1,0,1),(0,1,1) eV = [(1,2,3)].

c. U={(x,y,2)eR®|z=0}eV =[(0,0,1)].

d. U={(xy,2) eR3|x+y=0}eV =[(2,-2,1)].

3. Em qual dos itens do exercicio anterior a soma é direta?

4. Se U eV sdo subespacos vetoriais do R4, dimU =2 e
dimV = 3, determine o0 menor e 0 maior valor possivel
paradimU NV e paradimU +V.



5. Seja Max2 0 espaco vetorial das matrizes reais de ordem
2x2. Seja U o subespaco de My, dado por

o={[2 8] beexl.

Determine um subespaco V. C Max» tal que Moxo =U &V.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. BasedeU éB=1{(1,1,2,0),(0,1,3,1)}, dimU = 2.
2. a uUnVv={0}eU+V =R3

b.VcU, logpUNV =VeU+V =U.

c. UnV ={0}eU+V =R3.

d. VcU, logpUNV =V eU+V =RS.
3. A soma é direta nos itens a e C.

4. Temos max{dimU,dimV} <dim(U +V) < dim(R*),

=3<dimU+V) <4
Como dim(UnNV)=dimU +dimV —dim(U +V)
dim(UnNV)=5-dimU +V)

entdo
1 <dimuUnVv <2.

sv={[3 2]iasex).
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Aula 1 4

ESPACOS VETORIAIS
COM PRODUTO INTERNO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

reconhecer produtos internos;

determinar a norma de um vetor e o angulo entre
dois vetores;

identificar vetores ortogonais;

aplicar as propriedades dos produtos internos na
resolucdo de exercicios.
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Pré-requisitos: Aulas 8,

1lel2.

Neste curso trabalhamos
apenas com espagos
vetoriais reais, isto é,
considerando o conjunto
dos nmeros reais como
0 conjunto de escalares.
No entanto, poderiamos
considerar o conjunto
dos nimeros complexos.
Nesse caso, o resultado
do produto interno seria
um nimero complexo, e
a definicdo, ligeiramente

diferente.
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ESPACOS VETORIAIS COM PRODUTO
INTERNO

Nesta aula, vamos definir uma operacdo entre vetores cujo
resultado € um nimero real: o produto interno. Varios exem-
plos, com destaque para o chamado produto interno, serdo vis-
tos, estudaremos as principais propriedades dos produtos inter-
nos e suas aplicagdes na determinacdo de grandezas geométricas
associadas a vetores de R? e R3.

PRODUTO INTERNO

SejaV um espaco vetorial (real). Um produto interno definido
emV é uma relacdo

<.,.>:VxV—=>R

que, a cada par de vetores (u,v) €V xV, associa um nimero real
representado por < u,v >, e que satisfaz as seguintes condicdes:
L <UV>=<V,Uu>
. <u,V+w>=<u,v>-+<uw>
ii. <ou,v>=oa<u,v>

v. <uu>>0 e
Ya € R.

<uu>=0<«<u=0y, YuvwevV,

Chamamos de espaco euclidiano a um espaco vetorial real
munido de produto interno.

Podemos definir diferentes produtos internos num mesmo
espaco vetorial. Vamos ver alguns exemplos.

| Exemplo14.1. ]

Vamos mostrar que a relagdo < u,v >= 2x1x2 + 3y1y2, onde
U= (X1,Y1) € V= (X2,¥2), & um produto interno definido em RR?.
Para isso, temos que mostrar a validade das quatro condi¢des da
defini¢do de produto interno:

. < U,V >=2X1X2 + 3Y1Y2 = 2XoX1 + 3y2y1 =< V,U >.



ii. Sejaw = (x3,y3) € R?. Entfo

<UVHW> = 2X1(X2+X3) +3y1(y2+y3) =
= 2X1Xp + 2X1X3 + 3y1Y2 + 3y1Y3 =
= (2x1X2 4+ 3y1Y2) + (2x1X3 + 3y1y3) =
= <UV>+<UW>.

iii. Seja oo € R. Entéo

<ouv> = 201X + 30y1y2 = o (2X1X2 + 3y1Y2) =
= o<uyv>.

iv. <u,u>=2x?+3y?>0. Além disso, se < u,u >=0
entdo 2x2 + 3y2 = 0, que implica x2 =0 e y2 = 0. Dai,
X1 =0ey; =0, isto & u=(0,0) = vpz. Finalmente, se
u=vg2 = (0,0), segue que < u,u >=2.0+3.0=0.

[ Exemplo14.2. |

Na Aula 12, vocé determinou o vetor-coordenadas de um
vetor em relacdo a uma certa base. Viu que, fixados a base e 0
vetor, as coordenadas sdo (nicas. Sejam V, um espago vetorial
real de dimensdo n, e B = {uz,up,...,un}, uma base de V.

A relacdo definida em V xV que, a cada par de vetores u
e v, de V, associa o namero real a;b; +asb, + ... +apbp, onde
ulg = (a1,az,...,an) e vlg = (by,by,...,by) sdo os vetores-coor-
denadas dos vetores u e v, de V, em relacdo a base B, respecti-
vamente, & um produto internoem V.

Importante: Tendo em vista 0 exemplo anterior, podemos
concluir que TODO espaco vetorial admite produto interno. As-
sim, quando nos referimos a um espago vetorial munido de pro-
duto interno, ndo significa que existem espacgos que ndo satisfa-
zem essa propriedade, mas sim que estamos querendo enfatizar
o fato de que usaremos o produto interno na argumentacdo ou
nas aplicacdes que forem o objeto de estudo, naquele instante.

Quando a base considerada & a candnica, o produto interno
assim definido chama-se produto interno usual. Particularmente,
nos espacos vetoriais R? e R®, o produto interno usual & também
conhecido como produto escalar.

\oce ja estudou o
produto escalar na
disciplina de Geometria

Analitica.
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| Exemplo 14.3.

Em My(R), sendo u = [ ui 2 } ev= [ ViVa },arelagéo
uz Uz V3 Vg

< U,V >= U1V1 + UpVp + U3V3 + UgV4 € um produto interno (é
produto interno usual em M,). Vocé pode verificar isso, como

exercicio. Segundo esse produto interno, sendo u = { é _1 }

ev= { g g ],temos<u,v>: 2.3+1.6+5.0+(—1).2=10.

| Exemplo 14.4.

Dados p = ap + ast +ayt? 4 ast® e q = by + byt + byt? 4 bat, a
relagcdo < p,q >= aghg +aib; +azby +asbz define um produto
interno em P3 (& o produto interno usual em P3).  Dados
p=2+3t—t?eq=2t+t>—5t3 temos < p,q >=2.0+3.2+
(—=1).1+0.(-5)=5.

PROPRIEDADES DO PRODUTO INTERNO

Seja V um espago vetorial real e < .,. >:V xV — R um
produto interno. Valem as seguintes propriedades:

1. <oy,v>=<v,oy >=0,YWeV

De fato, como Ov = oy, para todo vetor v em V, podemos
escrever

i
< oy,Vv>=<0v,v >(:) O<vv>=0.

Além disso, por (i), temos < oy,v >=<Vv,0y >=0. Logo,
<O0y,Vv>=<V,oy >=0.

2. <v,au>=a<Vv,u>vVaeRVWueV.
De fato,

ii i
<v,ou> = <ocu,v>(:)oc<u,v>goc<v,u>

= <ov,u>.

3. <U+V,W>=<UW>+ <V,w>VYuvweV.



De fato,

—
=

i
<u+v,w> <w,u+v>(:)<w,u>+<w,v>:

—
=

<UW >+ < VW >,

4, <oqUp+opUz+...4+0pUp,V>=< 01Uy, V> + < opUa,V >
+...-F < opUp, V>, Vninteiro ,n > 1. Vu,vi eV,i=1,...,n.

A prova desta propriedade usa inducao e as condicdes (ii)
e (iit) da definicdo de produto interno. De modo mais

sucinto, podemos escrevé-la usando o simbolo de somatério:

n n
Zaiui,v :Zoq<ui,v>.
i=1 i=1
n n
5. (U, Y aivi )= <uvi>.
i=1 i=1

A prova desta propriedade usa inducdo e as propriedades
2 e 3 javistas.

6. Generalizando, podemos provar que

<2iociui, Zlﬁjvj> =Y > aifj <uj,vj>.
1= =

i—1j=1

Veremos a seguir aplicagOes préaticas do produto interno.

APLICACOES DO PRODUTO INTERNO

NORMA DE VETOR

Sejam V um espaco euclidiano e v € V. Chama-se norma de

v 0 nimero real
V]| = vV< Vv,V >.

Note que, pela condicdo (iv) da definicdo de produto interno,
esse nimero esta bem definido, pois < v,v > & ndo negativo,
para qualquer vetor v considerado. Assim, a norma de um vetor
é sempre um ndmero real ndo negativo e o vetor nulo € o Gnico
vetor de V que tem norma igual a zero.
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| Exemplo 145.

Em R?, com o produto interno usual, a norma de um vetor

Vv = (X1,X2) € dada por ||v|| = y/x2 +x3. Assim, temos:
) =+/(-3)2+42=/9+16=+/25=5.

3,4
H@imz%%:ﬂzl

| Exemplo 14.6. |

Em R3, com o produto interno usual, a norma de um vetor

V= (X1,X2,X3) & ||V|| = /X2 +X5 +X3. Por exemplo:

”(_17273)“:\/(—1)2—{—22 32 =\/1+4+49=+14.
12~2,1)|| = VATATI = Vo

Na Figura 14.1, podemos ver gque, no plano, a norma do ve-
tor v coincide com a medida da hipotenusa do tridngulo retangulo
determinado por x; e X2 (compare a expressao a norma com a
conhecida formula de Pitagoras...). No espaco, a norma de v co-
incide com a medida da diagonal do paralelepipedo formado por
X1,X2 € X3.

Devido a essa interpretacdo geométrica que podemos dar a
norma de um vetor de R? ou R3, a norma de um vetor v é
também conhecida como sendo o mobdulo, tamanho, ou ainda,
comprimento de v.

XS

Figura 14.1: Norma de vetores em R® e R,



#5 A ndo ser que se diga algo em contrario, o produto interno
considerado sera sempre o usual.

| Exemplo 14.7. |

Em My (R), com o produto interno definido no Exemplo 14.3,

a norma da matrizv = 3 6 é
10 2

V]| = V< V,V>=19+36+4=149=7.

| Exemplo 14.8. |

Usando o produto interno de P3, definido no Exemplo 14.4,
a norma do polindmio p =2+ 3t —t? é

Ipll=v<p,p>=vV4+9+1=14.

A norma de vetores possui importantes propriedades que lis-
tamos a seguir; suas demonstragfes sao propostas como exerci-
cios, ao final da aula.

PROPRIEDADES DA NORMA DE VETORES

SejaV um espaco euclidiano. Entdo:

L |[ov|[ = [e] ]|, Vo € R, WV € V.
2. ||v][>0,weVell||=0sv=oy.

3. | <u,v> | <|ul|||v]|,Yu,veV. (Desigualdade de Cauchy
Schwarz)

4. |lu+Vv|| <|Ju||+]|v|],Vu,veV. (Desigualdade triangular)

Usando o conceito de norma de vetor, podemos também
definir a distancia entre dois vetores: dados u e v.em um espaco

CEDERJ
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euclidiano V, a distancia entre eles, representada por d(u,v), é
dada por:
d(u,v) = [Ju—vll.

A Figura 14.2 ilustra o caso em que V = R?.

Figura 14.2: Distancia em R?.

| Exemplo14.9.

Em R3, a distancia entre u = (3,-2,1) e v = (4,1,-3) é
d(u,v) = |lu—v|]| = [[(~1,-3,4)|| = V1+9+16 = V26.

ANGULO DE DOIS VETORES

Sejam V, um espaco vetorial euclidiano, e u,v € V, ndo nu-
los.

A desigualdade de Cauchy Schwarz: | < u,v > | <||ul| ||v]],
sendo modular, se desdobra na dupla desigualdade:

—[Jull vl < <u,v > < [uf|[]v]].

Como os vetores u e v sao ndo nulos, suas normas sao nime-
ros reais positivos e podemos dividir cada termo dessa desigual-
dade por ||ul| ||v]]:
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Na disciplina de Pré-Calculo, vocé estudou as funcdes trigo-
nométricas. Deve lembrar-se, entdo, de que a cada nimero real
a no intervalo [—1, 1] corresponde um GUnico arco 6, 0 < 6 < r,
tal que cos 0 = a, conforme ilustra a Figura 14.3.

~
Cd

Figura 14.3: Angulo entre dois vetores de R2.

Podemos, entdo, definir o &ngulo entre os vetores u e v.como

sendo 6 tal que
<u,v >

€SO = ————.
[Hul[]]v]]

Em R2 e R, 0 &, de fato, 0 dngulo geométrico determinado
pelos vetores u e v. A formula fornece o cosseno do angulo.
Ao final da aula, ha uma tabela com os cossenos dos angulos
notaveis no intervalo [0, ].

( Exemplo 14.10. |

Vamos determinar o &ngulos entre os vetores u = (4,—2) e
v=(3,1), de R?:

cosG:<u’V> _ 12—-2 _ 10 _ 10 _

[ul[ [|v]] VI6+4/9+1 2010 /200
100 1 V2
102 V2 2°

Um caso particularmente interessante & quando 6 = 90°, ou
seja, quando os vetores formam um angulo reto, ou, em outras
~ . 0 <u,v>
palavras, quando sdo ortogonais. Como c0s90° =0 = W,
concluimos que

u e v sdo ortogonais << u,v>=0.
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( Exemplo 14.11.

Em M2(R), com o produto interno definido no Exemplo 14,
0 3

. 2 S| « . .
as matrizes u = ev= ) Sao ortogonais, pols

15 | 4

<u,v>=234+05+14+5(-2)=0.

Resumo

Nesta aula, definimos produto interno: uma importante
relacdo definida em espacos vetoriais, que associa um
namero real a cada par de vetores do espaco. A partir da
definicdo de produto interno, podemos determinar a norma
de um vetor e o angulo definido por dois vetores. Podemos
definir diferentes produtos internos em um mesmo espago ve-
torial; cada um deles determinarda uma norma e um angulo
entre vetores. O produto interno mais estudado, mais til
para nos, é o usual; a partir dele, a norma de um vetor
do plano ou do espago corresponde ao seu comprimento
geométrico, 0 mesmo acontecendo com o angulo entre eles.
Vimos, também, o conceito de ortogonalidade de vetores. Na
proxima aula retomaremos esse assunto, estudando impor-
tantes subespacos de um espaco euclidiano.

Exercicio 14.1.

1. Prove a validade das propriedades do produto interno, isto
e, sendo V um espaco euclidiano,
a. ||ov|| = |a|||V|]|,Yo e R,V e V.
b. |[v|][>0,WweVellv|=0sv=o0y
c. (Desigualdade de Cauchy Schwarz)

| <u,v> | < |[[uf[[|v[]|,Yu,ve VX

Sugestdo: Primeiramente, mostre que no caso em que v é
o vetor nulo, vale a igualdade.  Suponha, entdo,
v £ 0. Nesse caso, sendo o um real qualquer, é verdade
que ||u+ av||? > 0. Desenvolva essa expressdo, obtendo
um trindbmio do segundo grau, em ¢, sempre positivo.



Entdo seu discriminante tem que ser menor ou igual a
zero. Dai segue a desigualdade procurada.

d. (Desigualdade triangular)
[u+v[| < [Jull +[lv]],vu,v e V.

Sugestdo: Desenvolva a expressdo ||u+v||?> e use a de-
sigualdade de Cauchy Schwarz.

. Considerando o espaco euclidiano R3, calcule < u,v > em
cada caso:

a. u=(2,-1,00ev=(-3,4,1)
b. u=(1/2,3,2)ev=(-1,1,5)
. Seja 0 espaco euclidiano R?. Determine o vetor w tal que
<uw>=18r¢e <vw >= 10, dados u = (2,1) e

v=(-1,3).
Sugestdo: Represente o vetor w pelo par (X,y).

. Calcule anormade v €V, em cada caso:
a v=(-3,4), V=R?

b. v=(1,1,1), V =R3
c. v=(-1,0,4,v/19), V =R*

. Em um espaco euclidiano, um vetor é dito ser unitario
quando sua norma é igual a 1.

a. Entre os seguintes vetores de 1'R?, quais so unitarios:

u= (1,1 ; v = (=10 ; w = (1/2,1/2);
t=(1/2,/3/2)

b. Determine a € R? tal que o vetor u = (a,1/2), de
I'R? seja unitario.

. Obtenha o angulo entre os seguintes pares de vetores de
R2:

a
b.
c
d
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7. Considere o espaco euclidiano Ma(R).

-1 3

a=lao]ie=lia] s e=00]

o [2, 2],

b. Calcule a norma da matriz M, do item anterior.

a. Quais das matrizes abaixo sdo ortogonaisa M = { 2 1 } :

c. Determine o angulo entre as matrizes My = 2 4 }

-1 3
-3 1
eM2:{4 2]

d. Calcule adistanciaentre as matrizes My e M, do item
anterior.

8. No espaco vetorial Py,
a. Defina o produto interno usual (analogo ao definido
em P3, no Exemplo 14.4).

b. Calcule a norma do polindmio p = 3 — 4t + 2t2, de
Po.

("Autoavaliacdo N

O assunto tratado nesta aula € muito importante, no desen-
volvimento de toda a teoria. Note que os conceitos de norma,
distancia, angulo, ortogonalidade, tdo naturais, quando pen-
samos em vetores do plano ou do espaco, foram estendidos
para espagos vetoriais quaisquer. Expressdes, como “norma
de polinémio”, “distancia entre matrizes”, “polindbmios or-
togonais”, ndo devem mais causar estranheza. Vocé ndo deve
ficar com nenhuma davida, antes de seguir em frente. Refaca
os exemplos, se julgar necessario. E lembre-se: encontrando
qualquer obstaculo, peca ajuda ao tutor da disciplina. Até a
\préxima aulal! )
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

llav]] = V<av,ov>=+/02<Vv,v>= Note que, dado a € R,

) ) VaZ = |al.
= /o[ V][> = [e].[|v]].

b. [lv|| > 0, pela propria definicdo de norma.
V][ =0=/<VWw>=0=<VvVv>=0=V=o0y.
Finalmente,
V=0y =<V,V>=0=,/<V,v>=0=||v||=0.

c. Sev=oy,entdo ||v]|=0e <u,v>=0=|ullv|].
Portanto, vale a igualdade (e, em consequéncia, a de-
sigualdade). Supondo v # oy, e sendo o € R, ar-
bitrario, podemos afirmar que ||u+ cv||? > 0. De-
senvolvendo essa expressdo (usando a definicdo de
norma), chegamos a ||v||?a?+2 < u,v > o +||u|? > 0,
para todo « real. Isto &, obtemos um trindmio do
segundo grau, em o, sempre positivo. Entdo seu
discriminante tem que ser menor ou igual a zero,
isto &: 4 < u,v >2 —4||v||? ||u||? < 0. Separando os
termos da desigualdade, simplificando e extraindo a
raiz quadrada de cada termo, concluimos que

| <u,v > [ < |Jul[{]v]].

d.
u+Vvl]? = <u+vuftv>=
= <UU>+<UV>+<VU>+ VY >=
= |l +2 <u,v> 4[|V
Usando a desigualdade de Cauchy Schwarz,
2 2 2 2
[u=+v[[= < [[ul[=+2{[uf V[ VI = Cul]+[vI])*
Logo, [[u-+ V[ < [Juf[+]]v[],Vu,veV.
2. a -10
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3.
4.

b. 25/2
w=(2,4)
a. 5
b. V3
c. 6
a. v, t
b. [u|=1=||ul=1=a’+1/4=1=a==+3/2

a. 00

b. 450

c. arccos 2v/5/5

d. 1359

a. A/C,D

b. ||M]| =15

c. 90° - as matrizes M; e M, sdo ortogonais.
d. d(Mg,Mp) = ||My — My|| = v/60 = 21/15.

a. Sendo p = ag+ait +ast? e q = by + byt +bot?, em
P,, 0 produto interno usual é dado por:

< p,q >= aghg +azb; +azb;

b. V29
Tabela do cosseno:

0: | 0(0° | #/6(30°) | m/4(45°) | =/3(60°) | ®/290°)

|
cos6: | 1 | VB2 | v2/2 | 12 | 0

Para os angulos do segundo quadrante (compreendidos no
intervalo /2, 7], basta lembrar que
cos(m—0) =—cos O (ou: cos(180—6) = cosh). Por
exemplo, cos120° = —cos (180° — 120%) = —cos60° = —1/2.



Aula 1 5

CONJUNTOS ORTOGONAIS
E ORTONORMAIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

reconhecer conjuntos ortogonais e ortonormais;

aplicar o método de ortogonalizacdo de Gram-
-Schmidt;

reconhecer bases ortonormais;
projetar vetores ortogonalmente em subespacos.
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CONJUNTOS ORTOGONAISE
ORTONORMAIS

Pré-requisitos: Aulas

11,12e14. Nesta aula, vamos caracterizar subconjuntos especiais de es-
pacos euclidianos. Na Aula 14, vimos que, num espaco euclidi-
ano, dois vetores sao ortogonais quando o produto interno deles
se anula. Isto &, sendo V um espaco euclidiano,

Espacos vetoriais reais,
com produto interno e

dimensao finita.

ulv & <uv>=0, Yuvev.

\Vejamos, agora, as duas definicGes importantes desta aula:

Seja V. um espaco euclidiano. Um subconjunto
S={vy,..,vp} CVE

e ortogonal, quando seus elementos sdo ortogonais dois a
dois, isto é:

<vVi,vj>=0, Vi,je{l,..,n}, i#].

e ortonormal quando é ortogonal e todos os seus elementos
S&0 unitarios, isto é:

S éortogonal e ||vi|| =1, Vie {1,...,n}.

| Exemplo15.1.

a. O conjunto S = {2,-3,1),(5,4,2)} C R® & ortogonal. De
fato, < (2,-3,1),(5,4,2) >=10—-12+2=0. Sndo é
ortonormal pois, por exemplo,

12,-3.1)]| = VA+9+1 = Vid £ 1.

b. OconjuntoS = {(1,0,0),(0,—+/3/2,1/2)} c R3& ortonor-

mal, pois,
<(1,0,0),(0,—-+/3/2,1/2) >=0,
1(1,0,0)[|=v1=1e

100,-v3/2,1/2)|| = /3/4+1/4=V1=1.

c. Se S & um conjunto ortogonal num espaco euclidiano V,
entdo o conjunto resultante da unido SU {oy } também é
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ortogonal, pois o vetor nulo & ortogonal a qualquer outro
vetor. E claro, também, que nenhum conjunto em que 0
vetor nulo comparece & ortonormal, pois a condi¢do de
todos os vetores serem unitarios ndo é satisfeita.

Na Aula 14, vimos que, num espago euclidiano, o cosseno
do angulo 6, formado por dois vetores u e v, ndo nulos, é:

<u,v>
cosg = ———.
[ul[ []v]]

No caso de os dois vetores serem unitarios, a formula se re-
sume a
cosO =< u,v>.

Agora, num conjunto ortornomal S, s6 ha duas possibili-
dades para a medida do angulo formado por quaisquer dois de
seus vetores:

I. se 0s vetores sdo distintos, entdo formam angulo reto e,
entdo, o produto interno é igual a zero (pois vimos acima
que o cosseno do angulo se iguala ao produto interno);

Ii. se consideramos duas vezes 0 mesmo vetor, entdo o angulo
é nulo e seu cosseno é igual a 1; logo, o produto interno
também é 1.

Dai, podemos concluir que:

Sendo S = {vj,Vz,...,Vn} um subconjunto ortonormal de um
espaco euclidiano, entdo

e i#]j=0=90°=c0s0 =0=<Vj,Vj>.
e i=]=60=0°=c0s0 =1=<Vj,Vj>.

Podemos, entdo, caracterizar um conjunto ortonormal
{Vv1,V2,...,Vn} usando o simbolo de Kronecker:

<Vj,Vj>=0ij, Vi,je {1,...,n}.

\Veremos, a seguir, um importante resultado envolvendo con-
juntos ortonormais.

Lembrando: A funcao

delta de Kronecker nos
indices i e j é definida
por:

5”:{ 0,sei#]j

1,sei=j °
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Lembrando: um
conjunto de vetores é LI
quando, ao escrevermos

0 vetor nulo como uma

combinacdo linear deles,

obtemos todos 0s

coeficientes nulos.

192 CEDERJ

Proposicao 15.1.

Um conjunto ortonormal & linearmente independente.

Demonstracédo

SejamV um espaco euclidianoe S = {vs,...,vq} C V, ortonor-
mal. Sejam o, ..., o, € R tais que oV + 0oVs... + oV = Oy .
Como o produto interno de qualquer vetor pelo vetor nulo é igual
a zero, podemos escrever:

0 =< Oy,V1 >=
=< 0qV1+ 0V + ... + 0nVp,V1 >=
=01 <V1,V1 >+00p< V2,V >+...+0n< Vp,V1 > =
— — —

1 0 0
=0.

Logo, a3 = 0. Procedendo de forma analoga com os vetores

Va,...,Vp, iremos concluir que o = o = ... = ot = 0. Logo, 0

conjunto S é L.

CQD

Ja vimos, na Aula 10, que todo subconjunto de um espaco
vetorial V gera um subespaco de V. Quando o conjunto consi-
derado é LI, alem de gerar, ele forma uma base do subespaco
gerado. Assim, a Proposi¢do 15.1 permite concluir que um con-
junto ortonormal & uma base do subespaco que ele gera. Nesse
caso, dizemos que a base & ortonormal. Bases ortonormais sao
particularmente interessantes por simplificarem os calculos e per-
mitirem uma representacdo grafica mais clara e facil de se cons-
truir. Surge, entdo, a questdo: como obter bases ortonormais de
subespacos dados?

Mas vamos com calma. O primeiro passo para chegar a res-
posta procurada é saber obter a proje¢do de um vetor na dire¢ao
de outro.

PROJECAO DE UM VETOR NA DIRECAO DE
OUTRO

SejamV um espaco euclidiano, u,v € V,v = oy. Vamos obter
0 vetor projecdo de u na dire¢do de v. Em outras palavras, vamos
decompor u em duas componentes: uma na dire¢do de v - que



sera a projecdo mencionada, e outra, ortogonal a v, como mostra
a Figura 15.1.

proj U
v

Figura 15.1: Projetando u na direco de v.

Os célculos ficam mais simples se o vetor sobre o qual se
projeta & unitario. Caso ele ndo seja, podemos “troca-lo”por
outro, de mesma direcdo e sentido, e de tamanho 1. Esse vetor
se chama versor do vetor dado. Para isso, basta dividir o vetor v
pelo seu modulo:

\'

versor de v = )
v

E facil verificar que, de fato, o versor de v & unitario:

[ vl
<V,V>=
‘ || I¥ ||V|| \/II 12 [JvI[2

| Exemplo15.2. |

||V||

Consideremos o vetor v = (3,4), de R2. Seu modulo é
Iv]| = V/9+16 = v/25 = 5. Seu versor & o vetor %= — 34

HVH -
(3/5,4/5). Vamos verificar que esse vetor é realmente unitério:

\/(3/5)2+ (4/5)2 = /925 1 16/25 = \/25/25 = 1.

A Figura 15.2 ilustra esse caso.
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Num tridngulo
retangulo, o cosseno de
um angulo agudo é igual
a medida do cateto
adjacente dividida pela

medida da hipotenusa.
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W=

Figura 15.2: O vetor (3,4) de R? e seu versor.

Assim, ao projetar um vetor na direcdo de v, ndo nulo, pode-
mos sempre considera-lo unitario. Na Figura 15.3, vemos que a
projecdo de u na direcdo de v &€ um vetor paralelo a v e, portanto,
pode ser escrito como um multiplo de v, isto &,

projyu = kv, paraalgumk € R.

Figura 15.3

Entdo ||projyu|| = [|kv|| = |k|||v|| = |k|, uma vez que esta-
mos supondo ||v|| = 1. Para conhecer o vetor projecdo, entdo,
temos que determinar k. No triangulo retangulo da Figura 15.3,
0 vetor projecdo é o cateto adjacente ao angulo 6, formado pe-
los vetores u e v, e a hipotenusa mede ||u||. Logo, lembrando
da expressao do cosseno do angulo formado por dois vetores e
usando o fato de v ser unitario, temos:

[[projuul| = |cos 6. ||uf[| =

Assim, ||projwu|| =| < u,v > | = |k|, donde podemos con-
cluir que k = + < u,v >. Ocorre, porém, que k e < u,v > tém
0 mesmo sinal, como indica a Figura 15.3. No caso em que
6 = 90°, temos k = 0, ou seja, a projecdo & o vetor nulo (a
projecdo reduz-se a um ponto).



Concluimos, entdo, que

projyu =< u,v>\v.

Nesse processo, a partir de um vetor u, qualquer, de um
espaco euclidiano V, obtivemos a componente u — pro jyu, que
é ortogonal a direcdo de v. Isso fica claro na Figura 15.1, mas
podemos verificar algebricamente, calculando o produto interno
dos vetores u — projyu e v:

<U=<UV>VV> =<UV>— << UV>VV>=
=<UV>—<UV>VV>=
=<u,v>(1-<vv>)=
=<uv> (1-[|v[2) =
=<u,v>.(1-1)=0.

| Exemplo 15.3. |

No espaco euclidiano R3, a projecdo ortogonal do vetor
u=(0,1,—4) na diregdo do vetor v = (1/2,0,+/3/2) & o vetor
< u,v >V (note que v é unitario). Ou seja, & o vetor
—2v/3v=(—+/3,0,—3). O vetor

U =u—projyu=(0,1,—-4) — (—/3,0,—-3) = (v/3,1,—1)

é ortogonal a v. (Verifique!)

Ao projetar u na direcdo de v, o que fizemos foi projeta-lo
ortogonalmente no subespaco de V gerado pelo vetor v (a reta
suporte de v). Vamos estender esse método para o caso em que
0 subespaco sobre o qual projetamos & gerado por n vetores:

Sejam V, um espaco euclidiano, S = {vi,v2,...,vp} C V,
ortonormal, e v € V. A projecdo ortogonal de v sobre o subes-
paco gerado por S é o vetor

< V,V1 > Vi+ < V,Vp > Vo 4.4 < V,Vp > Vp.

| Exemplo 15.4. |

SejaS = {(1,0,0),(0,—1,0)} no espago euclidiano R3, Va-
mos projetar o vetor v = (5,2,—3), ortogonalmente, sobre o
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plano [S]. Primeiramente, notamos que os vetores de S sdo
ortogonais e unitarios. Podemos, entdo, usar a expressao da
projecao:

projy,v=<v,v; > vy =5v; = (5,0,0).
projy,v=<V,vp > vy = —2vp = (0,2,0).
Entdo projigv = (5,0,0) +(0,2,0) = (5,2,0).

Além disso, de forma analoga a que ocorre quando projeta-
mos sobre a direcdo de um Unico vetor, a diferenca entre o vetor
projetado e a projecdo & um vetor ortogonal ao subespago de
proje¢do, como mostramos na

Proposicao 15.2.

Sejam V um espaco euclidiano, S = {vi,va,...,vo} CV, um
conjunto ortonormal, e v € V. O vetor

U=V— <V,V] >Vi— <V,Vp >Vp—...— < V,Vp > Vp

é ortogonal a todo vetor de S.

Demonstracédo

\VVamos mostrar que u é ortogonal a v;:
< u,Vvi >=
=< V=< V,V1 >Vi— < V,Vp > Vo —...— < V,Vpy > Vp, Vg >=
=<V > — << V,Vp > V1,V > — <<V, Vo >V, Vg > —...
— << V,Vn > Vn,V]_ >=
=<V,V1 > —<V,V1 > < V1,V >— < V,Vp > < Vo,V >—...

— ——

1 0
— < V,Vp > < Vp,Vp > =
———

0
=< V,V1 > — <V,vy >=0.

Procedendo de maneira analoga, com os demais vetores de
S, concluiremos que

Ulvy,ulvy, ....oul vy



| Exemplo155. |

No exemplo anterior, o vetor
V— proj[S}V = (57Za _3) - (572a0) = <O7Oa _3)
é ortogonal a (1,0,0) ea (0,—1,0), vetores de S.

Proposicao 15.3.

Sejam V um espaco euclidiano, S = {vi,va,...,va} CV, um
conjunto ortonormal e v e V. O vetor

U=V—<V,V] >Vi— <V,Vp >Vp —...— < V,Vp > Vp

é ortogonal a todo vetor do subespaco de V gerado por S. Ou
seja, u é ortogonal a todo vetor de V que pode ser escrito como
uma combinacao linear dos vetores de S.

Demonstracao

Pela Proposicdo 15.2, ja sabemos que u é ortogonal a cada
vetor de S, ou seja,

< UV >=< U,V >=..=<U,vy >=0.

Vamos calcular o produto interno de u por um vetor genérico do
subespaco gerado por S:
Sejam oq,0p,...,0n E R € W= 0qV1 + 0Vo + ... + 0V € V.

Entdo
<UW> =< U,0qVi+ 0pVo+ ...+ 0nVp >=

=0 <UVy>4op<UVo>—+..+0on,<Uvy,>=0.
N— N—— —

) 0 0 0
Logo, u é ortogonal a w.

CQD

| Exemplo 15.6. |

Retomando o exemplo anterior, podemos afirmar que o vetor
V—projgVv = (5,2,-3) - (5,2,0) = (0,0,-3) & ortogonal ao
plano [S].
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Estamos, agora, em condicBes de responder a pergunta: uma
vez que temos que ter bases ortonormais para poder efetuar a
projecdo, como obter bases ortonormais para espagos dados?
Vamos fazer isso usando o chamado Método de ortonormalizagdo
de Gram-Schmidt, que nada mais é do que a aplicag¢do do resul-
tado demonstrado na Proposic¢do 15.3. Vamos a ele:

METODO DE ORTONORMALIZACAO DE
GRAM-SCHMIDT

Todo espaco euclidiano admite uma base ortonormal

Demonstracao

dimV = 1. Seja {v} uma base de V. Entdo o conjunto
{u} = {ﬁ} é uma base ortonormal de V.

dimV = 2: Seja {v1,v,} umabase deV. Sejau; = H\V/—iH Pela
Proposicao 15.3, 0 vetor g2 = Vo — projy,V2 = Vo— < Vo,Ug >

up & ortogonal a u;. Entdo o vetor u, = versor de g, = ﬁ e

unitario e também é ortogonal a u;. Logo, o conjunto {ug,uy} é
uma base ortonormal de V, pois possui dois vetores ortogonais
e unitarios e a dimensdo de V é dois.

dimV = n: Prosseguindo de forma anéaloga, dada uma base
de V, vamos construindo, um a um, os vetores de uma outra
base, esta sim, ortonormal. O primeiro &, simplesmente, o versor
do primeiro vetor da base original. A partir do segundo, a ideia
& decompor cada vetor em duas componentes: uma na direcado
do subespaco gerado pelos vetores ja obtidos e outra ortogonal a
primeira. E o versor dessa segunda componente que ira se reunir
aos vetores ja obtidos, para formar a base ortonormal.

| Exemplo15.7. ]

Vamos aplicar o método de Gram-Schmidt para obter uma
base ortonormal de R3, a partir da base B = {v1,Vv2,v3}, com
vi=(1,1,1);vo=(1,—1,1)evz=(0,1,1). SejaB = {uz,up,us}
a base ortonormal procurada. Entao



U = o = B = (1/V3,1/V3,1/V3).

g2 = V2—projy,Vo =
= Vp— <Vo,Up >Up =
= (1,-1,1)—
<(1,-1,1),(1/v3,1/v3,1/v3) > (1/v3,1/V/3,1/V/3) =
(1,-1,1)-1/v3(1/v/3,1/v/3,1/V3) =
(1,—1,1) - (1/3,1/3,1/3) —
(2/3,-4/3,2/3).

O wvetor g € ortogonal a wuj. De fato,
< Qo,Up >= ﬁ — 34\4@ + 32% = 0. Entfo o segundo vetor da

nova base é o versor de gy, isto é:

o _
[192]]
(

_ (2/3,-4/3,2/3) _

- \/4/9+16/9+4/9

_ (2/3,-4/3,2/3) _

B 24/9
(2/3,-4/3,2/3)

26
3

U =

3
= g (213.-4/3.2/3) =

= (1/\/67 _2/\/67 l/\/é)

g3 =V3—Projy,Va — proju,vs =
=V3— <V3,U; > U;— <V3,U2 > U2 =
=v3—2/v3u1 — (=1/V6)up =
=(0,1,1)-2/v3(1/v3,1/v3,1/V3)
—(~1/v6)(1/v6,~2/V6,1/V6) =
—(0,1,1)—(2/3,2/3,2/3) +(1/6,-2/6,1/6) =
= (~1/2,0,1/2).

Logo, o terceiro vetor da base B & o versor de gs, isto é:

Ug =& = LR — 2.(_1/2,0,1/2) = (~1//2,0,1/v/2).

\/g

Logo, a base ortonormal de R3 é
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B/ = {(1/\/571/\/§>1/\/§)>(1/\/67_2/\/67 1/\/6)7 (_1/\/27071/\/2)}'

| Exemplo15.8.

Em R3, vamos projetar o vetor u = (1,2, —3), ortogonal-
mente, na direcdo do vetor v = (1,2,2).

Observe, primeiramente, que v ndao & unitario, pois
V|| = V1+44+4 = 3. O seu versor & o vetor

/

vV =3 =1(1/3,2/3,2/3). O vetor projecéo &

projyu = proju =< u,v/ >V = (—=1/3)(1/3,2/3,2/3) =
(—=1/9,-2/9,-2/9).

Além disso, o vetor

u—projyu = (1,2,-3)—(-1/9,-2/9,-2/9) =
= (10/9,20/9,—25/9)

é ortogonal a v.

| Exemplo159. |

VVamos projetar o vetor u = (1,2, —3), do exemplo anterior,
sobre o plano P de R® gerado pelos vetores v; = (1,0,2) e
vo = (0,1,0). Precisamos de uma base ortonormal do subespaco
gerado por v1 e vo. Note que esses dois vetores sao ortogonais;
precisamos, apenas, tomar o versor de vy, uma vez que Vv, ja é
unitario:

V) = “% = (1/+/5,0,2/+/5)  Entio
projpu = projy, U+ projy,u =
= <u,v/1 >v'1+< u,v'2 >v/2:

= (=5//5)(1/V/5,0,2/v/5) +2(0,1,0) =
= (-1,2,-2).

Note que a projecdo & um vetor de P. Por outro lado, a
diferenca:

u—(-1,2,—-2) = (2,0,—1) é um vetor ortogonal a P.
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( Exemplo 15.10. |

Vamos obter uma base ortonormal do subespago de R3:
U ={(x,y,2) € R®]x —y+z = 0} e, em seguida, projetar o vetor
u = (5,3,2), ortogonalmente, sobre U.

Primeiramente, vamos obter uma base para U. Note que um
vetor de U é da forma (x,x+z,z) =x(1,1,0) +2(0,1,1). Logo,
vi=(1,1,0) evp, =(0,1,1) formam uma base de U. Precisamos
ortonormalizar essa base. Seja B = {u1,uz} a base ortonormal
procurada. Entdo:

Vi (13170)
up = = =(1/V2,1/v/2,0
Ml = vz - WVELV20)
02 = V2—Pprojy,Voa=Vvo— <Vp,U1 > U =

(0,1,1) —1/v2(1/v/2,1/v/2,0) = (=1/2,1/2,1).

Logo,

Uy = % —2/vB(~1/2,1/2,1) = (~1/v/6,1/v/6,2/V/8).

Entdo B' = {(1/v/2,1/v/2,0),(—1/v/6,1/6,2//6)}.

Agora podemos obter a projecao de u sobre U:

projuu = Pprojy,u+ projy,u =< u,u; > Ui+ < U,up > Uy =
_ i(iio)+i<—_lii)_
V2 \V2'V2 VB \V6 V6 V6

_(uwme
B 3'3'3)°
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Resumo

Nesta aula, vocé aprendeu um método pratico de obter
uma base ortonormal, a partir de outra base dada. Isso é
necessario, pois aprendemos como projetar ortogonalmente
um vetor sobre um subespaco, desde que conhegcamos uma
base ortornormal desse subespaco. Vimos, também, que a
diferenca entre o vetor projetado e sua projecdo ortogonal
sobre um subespaco & um vetor ortogonal ao subespaco.

Exercicio 15.1.

1. Em R?, obtenha o vetor projecio ortogonal de u = (4,5)
na direcdo de v = (1,2).

2. EmR3, obtenha o vetor projec#o ortogonal de u = (1,1,3)
na direcdo de v = (0,1,1).

3. D& a componente de u = (2,—1,1), em R3, ortogonal ao
vetorv = (1,2,1).

4. Determine a projecdo ortogonal do vetor u = (2,—1,3) so-
bre o subespaco de R gerado por S= {(1,0,1),(2,1,-2)}.

5. Projete, ortogonalmente, o vetor u = 3,2,1) sobre o sub-
espaco W = {(x,y,z) € R3;x+y—z = 0}.

6. Use o método de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt para
obter uma base ortonormal de RS2, a partir da base
B =1{(1,0,0),(0,1,1),(0,1,2)}.

7. Obtenha uma base ortornormal de R?, a partir da base

8. Obtenha uma base ortornormal para o seguinte subespaco
vetorial de R*: U = {(x,y,z,t) € R*x —y =0ez = 2t}.
A seguir, projete o vetor u = (1,3,4,2) ortogonalmente
sobre U.



/Autoavaliagdo I

\Vocé deve estar familiarizado com a expressdo que fornece
a projecdo ortogonal de um vetor sobre um subespaco.
Lembre-se de que isso s6 pode ser feito quando temos uma
base ortonormal. Entdo, o que devemos fazer é:

Vferificar se a base do subespaco sobre o qual vamos projetar
é ortonormal:

e Se sim, usar a formula da projecdo ortogonal.

e Se ndo, usar primeiramente o Método de
ortonormalizacdo de Gram-Schmidt para obter
uma base ortonormal e ai sim, aplicar a formula da
projecao.

Nao resta davida de que € um método trabalhoso, envolvendo
muitos calculos, mas o importante é que vocé compreenda o
significado geométrico do que o processo realiza. A ideia
é “desentortar”’os vetores, trocando cada um deles pela sua
componente que é ortogonal & dire¢do de cada subespaco ge-
rado pelos anteriores. Ao final do método, obtemos vetores
ortogonais, dois a dois, todos unitarios. A utilidade de se
lidar com bases ortonormais ficara mais evidente quando es-
tudarmos representacdes matriciais de transformacdes linea-
res. N&o se assuste com o nome - tudo a seu tempo!!! Até
I1a! Em tempo: havendo qualquer davida, procure o tutor da

\disciplina!! Y
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. (14/5,28/5)
2. (0,2,2)
3. (11/6,-8/6,5/6)

4. Observe, primeiramente, que os vetores geradores sdo ortogo-
nais. A resposta é (11/6,—1/3,19/6).

5. Veja o exemplo feito em aula: primeiramente obtenha uma base
de W; em seguida, apliqgue o método de Gram-Schmidt para
obter uma base ortonormal. Al, sim, use a expressao que fornece
a projecdo ortogonal. A resposta é (5/3,2/3,7/3).

6. {(1’070)7 <071/\/§7 1/\/2)7 <O7_1/\/Z 1/\/2)}
7. (v5/5,2v5/5),(~2v5/5,v/5/5)}
8. {(1/v2,1/4/2,0,0),(0,0,2//5,1/v5)}; (2,2,4,2)
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Aula 16 :f g

COMPLEMENTO ORTOGONAL

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

obter o complemento ortogonal de um subespaco.
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Pré-requisitos: Aulas
13 (Soma de
subespagos);

14 (Espacos
euclidianos) e

15 (Conjuntos
ortonormais/projecado

ortogonal).
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COMPLEMENTO ORTOGONAL

Esta aula é curta - nela completaremos a teoria iniciada na
aula anterior. Destacaremos um subespacgo especial, que é defi-
nido a partir de um outro subespacgo, usando a nogédo de ortogo-
nalidade. Recordaremos também o conceito de soma direta de
subespacos. Iniciamos com a principal defini¢do desta aula.

COMPLEMENTO ORTOGONAL

Sejam V um espaco euclidiano e U C V um subespaco ve-
torial de V. Vamos representar por U+ o subconjunto formado
pelos vetores de V que sdo ortogonais a todo vetor de U, isto é:

Ult={veV|<vu>=0,YueU}

O subconjunto U+ & chamado complemento ortogonal de U
e & também um subespaco vetorial de V.

De fato,

i. UL =0, pois < oy,u>=0,YueV;logo, oy €U

ii. Sejam vi,v, € UL, isto & < vi,u >= 0 e
<V2,u>=0,Vu e U. Entdo
<V1+Vo,U>=<V,U>+<Vo,u>=04+0=0,YueU.
Logo, vi +Vvo e UL,

iii. SejamocReveU', istoé, <v,u>=0,YueU. Entdo
<ov,u>=o <V,u>=.0=0,YueU. Logo, ov e U,

( Exemplo16.1.

Em RR2, o complemento ortogonal do subespaco gerado pelo
vetor (3,0) é o subespaco gerado pelo vetor (0,1). De fato,
sendo U = [(3,0)], um vetor u € U é da forma (3c,0), para
algum o € R. Queremos identificar os vetores de R? que sdo
ortogonais a todo vetor de U. Isto &, os vetores v = (x,y) € R?
tais que < v,u >=0,Vu € U. Ou seja, queremos (x,y) tais que
3ox = 0. Como essa igualdade tem que se verificar para qual-
quer « real, concluimos que x = 0. Logo, todo vetor de U+ & da



forma (0,y), comy € R. Assim, qualquer vetor dessa forma, ndo
nulo, gera U+, e podemos escrever U+ = [(0,1)]. Note que U é
0 eixo das abscissas e U+, o eixo das ordenadas, como indica a
Figura 16.1.

UJ.

Figura 16.1: Um subespaco de R? e seu complemento ortogonal.

Na Aula 13, vocé estudou soma e soma direta de subespacos.
Recordando:

e Sendo U e W subespagos vetoriais de um mesmo espaco
vetorial V, asomade U e W é o subconjunto deV formado
pelos vetores que podem ser escritos como a soma de um
vetor de U com um de W, isto é:

U4+W={veVlv=u+wueUewecW}.

e A soma de dois subespacos de V é também um subespaco
deV.

e A soma direta de U e W, representada por U &W, é a
soma de U e W no caso em que UNW = {oy }.

e SendoV de dimensao finita, a dimensao da soma direta de
U eW & asoma das dimensdes de U e W e a unido de uma
base de U com uma base de W & uma base da soma direta.

e Além disso, quando a soma é direta, s existe uma maneira
de decompor cada vetor de V numa soma de um vetor de
U com um vetor de U+, o que significa dizer que esses
dois vetores sdo Unicos.
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Vimos, na Aula 15, que
todo espaco euclidiano
admite uma base

ortonormal.
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Proposicao 16.1.

Sejam V um espaco euclidiano e U, subespago de V. Entdo
V=UaU".

Demonstracao

Temos que mostrar duas coisas: i. V é soma de U e do com-
plemento ortogonal de U, e ii. essa soma é direta.

i. Queremos mostrar que, Vv € V,v = u+w, para algum
ucUealgumwe U=,

Sejam B = {uy,...,un} uma base ortonormal de U , e
v € V. Pela proposicdo 15.3 da Aula 15, o vetor

W=V—<V,U >U— <V,Up >Up—...— < V,Upn > Un

é ortogonal a todo vetor de B e, assim, ortogonal a todo
elemento de U. Logo, w € U. Podemos, entfo, escrever

V=_W +(<V,U; > Ui+ <V,Up > Up+ ...+ < V,Upn > Upy),

cu+ cu

o que provaqueV =U +U ",

ii. SejaveUnNU*. ComoveUt <vu>=0YueU"'
Em particular, como v € U, temos < v,v >= 0, 0 que im-
plicav =oy.

Logo, UNU+ = {oy }.

Como ja vimos na Aula 15, todo vetor v € V pode ser de-
composto em duas parcelas, uma sendo a projecdo ortogonal do
vetor sobre um subespaco de V e a outra, um vetor ortogonal a
esse subespaco. Considerando os subespacos U e U+, podemos
entdo, decompor cada vetor v de V, de forma Gnica, na soma:

V=w+4u,

onde

e U cU: uéaprojecdo ortogonal de v sobre o subespaco U,
e

e wecU'L: weéortogonal aU.



E importante lembrar que para determinar a projecdo de um
vetor v de V sobre U, € necessario conhecer uma base ortonor-
mal de U. Para isso, estudamos o método de Gram-Schmidit.

Em resumo:

Sendo

e U um subespaco vetorial do espaco euclidiano V;
e {V1,...,vm} base ortonormal de U;

eveV,

entdo v =w-u, onde

m
U=projuv= > <V,\V>V

i=1

| Exemplo 16.2. |

SejaW o eixo z de R3, isto &,
W = {(x,y,2) e R¥x =y =0} = {(0,0,2);2 € R}.
W & o plano xy, isto é:
W ={(x,y,z) e R®|z=0} = {(x,y,0);x,y € R}.

Temos, entdo, que R3 =W @W -+, pois, dado (x,y,z) € R®, pode-
mos escrever

(%,¥,2) = (x,y,0)+(0,0,2)
—— ——
ew L ew
e

W NW* ={(0,0,2);z € R} n{(x,y,0);x,y € R} = {(0,0,0)} = 0Ops.

Essa situacdo esta ilustrada na Figura 16.2.
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\océ se lembra? Este
método para determinar
um conjunto de
geradores sempre
fornece uma base do

subespaco.
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Wi

Figura 16.2: Um subespaco de R® e seu complemento ortogonal.

(| Exemplo16.3.

Seja W o subespago de R* gerado por u = (1,2,3,-1) e
w = (2,4,7,2). Vamos encontrar uma base para W .

Para um vetor v = (x,y,z,t) de R* pertencer a W, deve ser
ortogonal a u e a w, simultaneamente, isto é:

<V,W>=0 XAy +Tz42t=0

{ <Vv,u>=0 {x+2y+3z—t:0
X+2y+3z—t=0
z+4t=0

Um vetor de R* & solucdo desse sistema quando & da forma
(—2y + 13t,y,—4t,t), com vyt € R. Como
(—2y+13t,y,—4t,t) =y(—2,1,0,0,)+t(13,0,—4,1), temos que
o subespago W' & gerado pelos vetores (—2,1,0,0,) e
(13,0,—4,1), que sdo LI . Logo, {(-2,1,0,0,),(13,0,—4,1)}
& uma base de W .

Exemplo 16.4.
[ )

DadoU = {(x,y,z) € R®;x+y+2z = 0}, vamos

a. escrever o vetor (3,2,5), de R® como uma soma de um
vetordeU eumdeU+;

b. obter o vetor projecdo ortogonal de v = (a,b,c) € R3 sobre
Ue



C. escrever o vetor v = (a,b,c), de R, como soma de um
vetor de U e um ortogonal a U.

Vamos obter uma base para U: um vetor de U pode ser es-
crito na forma (x,y, —x—y) =x(1,0,—1) 4+y(0,1,—1). Logo, 0s
vetores (1,0,—1) e (0,1,—1) geram U e sdo LI. Logo, formam
uma base de U. Precisamos ortonormalizar essa base. Para isso,
aplicamos o método de Gram-Schmidt:

Sejam vi = (1,0,—1) e v, = (0,1,—1). Seja {ug,uz} a base
ortonormal procurada. Entdo:

Y \V2 V2 )

Wy = Vop— <\Vp,U1 >U1 =

- oo (Ge-E)- (D)

U_Wz_2<11 1)_(12 1)
2T wll Ve \ 2777 2) \ e ve e/

Podemos, agora, resolver o exercicio:

a. proju(3,2,5) = proju1(3 2,5) 4 projy,(3,2,5) =

4
RS
2 f(z 7).

) 3’3
(1 45
~\ 3 3’3

(3,2,5) —proju(3,2,5) = (3,2,5) - (_1 4 §) =

Dai, temos

37 3’3

_ (1010 10
N 3’3’3 )°

1 45 10 10 10
(3,2.5)= (‘3"3’3) ! (3’3’3)-

- -

-
—~ —~

eu eut
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b. proju(a,b,c) = projy,(a,b,c)+ projy,(a,b,c)=

a—c (—a+2b—c)
= — W+ U=

V2 NG
_(2a-b-c —a+2b—-c —a—-b+2c
N 3 ’ 3 ’ 3 )

2a—b—c¢c —a+2b—c —-a—b+2c

c.(a,b,c):( 3 ) 3 ) 3 )+
cu
(a+b+c at+b+c a+b+c)
3 ' 3 ' 3
cut

| Exemplo16.5.

Em P,(R), definimos o produto interno

Vamos obter uma base ortonormal do subespaco [3,1 —t]*.
Seja p(t) = at?+bt +c € [3,1 —t]*. Entdo

< f(t),p(t) >= [13(at? +bt+c)dt =0=2a+3b+6c=0 (1).

<g(t),p(t) >= fi(1—t)(at? +bt+c)dt =0=a-+2b+6c=0 (2).

O sistema linear formado pelas equagdes (1) e (2) possui so-
lucdes (a,b,c) tais que a = 6c ; b = —6c. Logo,
p(t) = 6ct? — 6t +¢c = c(6t2 — 6t +1), c € R.

O vetor {6t?> — 6t + 1} & uma base de [3,1 —t]* mas ainda
ndo é uma base ortonormal, para isso precisamos normalizar

p(t):

1
Ipt) [[=v<pt),pt)> = \//O (6t2 — 6t +1)2dt =

= /1/5.
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2_
P G -6trl V5(6t2 — 6t +1).

I'p(t) |l V1/5

Logo, {v/5(6t> — 6t 4 1)} & uma base ortonormal de
3,1 —t]4.

Resumo

Nesta aula estudamos o subespaco que é o complemento or-
togonal de um outro. Na verdade, podemos definir o com-
plemento ortogonal de qualquer subconjunto de um espago
euclidiano e provar que & um subespaco, mas quando parti-
mos de um subsconjunto U que é, ele proprio, um subespaco,
0 caso fica muito mais interessante porque podemos escrever
0 espago como soma direta de U e seu complemento ortogo-
nal. Podemos, também, decompor um vetor do espago em
duas parcelas, sendo cada uma delas a projecdo ortogonal do
vetor em um dos subespacos: U e U+,

Exercicio 16.1.

1. Dado U = {(x,y,z) € R%y—2z =0},

a. Escreva o vetor (1,2,4), de R como uma soma de
um vetor de U e um de U+,

b. Obtenha 0 vetor projecdo ortogonal de
v=(a,b,c) € R®sobre U.

2. Seja W o subespago de R* gerado por u = (1,2,3,-1),
v=(2,4,7,2)e =(1,1,1,1). Encontre uma base ortonor-
mal para W .

3. Considere o seguinte produto interno em R*:

< (a,b,c,d), (x,y,z,w) >= 2ax+ by +cz+dw,

para (a,b,c,d), (x,y,z,w) € R* Determine uma base do
subespaco ortogonal de U =[(1,2,0,—1),(2,0,—1,1)].

4. Em Mz2(R), a relacdo
< A,B>=ayibi1 +aipbip +azi by +axnhy,
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onde A= (a1j), B=(bjj), i, j=1,2, &€um produto interno.
Considere o0 seguinte subespaco de My (R):

| (3o}

a. Determine uma base de W.
b. Determine uma base de W .

5. Sejam R* e U = {(x,y,z,w) € R*;x +y —z+ 2w = 0}.
Determine uma base ortonormal de U de uma de U+,

Autoavaliacao

Bem, chegamos ao final do primeiro modulo. A proxima aula
revé a teoria apresentada ao longo das 16 primeiras aulas,
em forma de exercicios. Antes de partir para ela, porém,
certifique-se de ter apreendido a técnica e, principalmente,
o significado do que estudamos nesta aula. Se sentir qual-
quer dificuldade ao resolver os exercicios ou ao estudar 0s
\exemplos, entre em contato com o tutor da disciplina.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

L a (124=017.9+0-5%)
b. projuy(a,b,c) = (a,%,%)

1. g(=710,-41)

2. Umabase de W-—: { N }

3. (Atencdo para o produto interno, diferente do usual!!)
Umabase deU+: {(—1,1,-4,0),(1,0,6,2)}

a3 () ()
o {(173))

5. Uma base de
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Uma base de

-5
-5

i,ﬁ
N———
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Aula 1 7

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Fazer uma revisao do primeiro modulo, através
da resolucao de exercicios variados.
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Pré-requisito:
Aulas 1 a 16.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

Nesta aula, damos uma pequena pausa na apresentacdo da
teoria para exercitar o contetido ja estudado. Vocé tem uma lista
de exercicios para tentar resolver e conferir com as resolucdes,
que se encontram apds 0s enunciados.

A ideia & que voceé primeiro tente resolvé-los, recorrendo, se
necessario, as anotagdes de aula, e sd depois de resolver, com-
pare sua solugdo com a que apresentamos aqui.

Caso haja alguma discordancia ou davida, procure o tutor. O
objetivo principal & que vocé siga em frente, iniciando o segundo
modulo bem seguro do conteldo estudado no primeiro.

EXERCICIOS
1 -1 0o 2
1. Sendo Azyo = 2 0 |, B3 = 3 4|,
3 1 -5 -1
2 a -3 2 :
Cova = ( 0 -1 b 6 , determine a e b para que a
4 2 -6 4
matriz (2A+B)C sejaiguala [ 14 3 —1 38
2 0 2 8
1 2 _
2. Dada A = {4 3 },calcule.
a. A? b. AT
c. detA d. det AT
e. A1 f. (AT)L
g. detA~? h) f(A), onde f(x) =x%+2x—11
3. Classifique em V (verdadeira) ou F (Falsa) cada sentenca
abaixo:
a. (A+B)T =AT +BT
b. (AB)T =ATBT
c. (A+B)"t=A"1p"1
d. (AB)"1=B"1A"!
e. detA:detAT



f. detA=1 = —detA
g. SeAce My(R),x € R, det A = nodet A

4. Determine a € R para que exista a inversa da matriz

1 0 2
A=1| 4 1 a |.Casoexista calcule A~ paraa=8.
2 -1 3

. (Provéo - MEC - 2002)

A e B sdo matrizes reais n x n, sendon > 2 e o, um nmero
real. A respeito dos determinantes dessas matrizes, é cor-
reto afirmar que:

(a) det (AB) =detA.detB

(b) det(A+B)=detA-+detB

(c) det(xA) = adetA

(d) detA > 0, se todos os elementos de A forem posi-

tivos
(e) se detA =0 entdo A possui duas linhas ou colunas
iguais
2 -1 30
2 135 . N
. Calcule det 5 045 por triangularizagéo.
1 013

. Classifique e resolva, por escalonamento, cada um dos sis-
temas lineares abaixo:

X+y—z=0
S1:¢ 2X+4y—-z=0
3X+2y+22=0

2Xx—y+z=0
Spid X+2y—-z=0
X+y=0

X—y+3z=2
S3:¢ X+y+z=1
X—3y+52=5

2x+3y+az=3

. Discutaosistemalinear ¢ x4+y—z=1 , segundo os
X+ay+3z=2

valores do parametro real a.

CEDERJ
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Determine as condi¢des sobre a,b e ¢ que tornam com-
X—=2y+7z=a

pativel, o sistema < x+2y—3z=Db
2Xx+6y—1lz=c

Dado um espaco vetorial V, mostre que W C V, ndo vazio,
e subespaco vetorial de V se, e somente se,
au+bveW,vu,veW,va,b e R.

Verifique se os seguintes vetores de R sdo LD ou LI:

a. (1,1,-1),(2,1,0)e (~1,1,2)
b. (1,2,0),(3,1,2) e (2,—1,2)

Obtenha um conjunto de geradores do subespaco U, de V,
em cada caso:

a. V=R? U={(x,y) € R%x=23y}
b. V=R3 U={(xy,2) € R%x =3y}
c. V=R* U={(xy,z,t)cR*x=3yez—t =0}

Determine 0 subespaco de R3 gerado pelos vetores
vi=(1,-1,1),vo=(2,-3,1)ev3=(0,1,1).

Encontre uma base e dé a dimens&o do subespaco de Mz (RR)
{ 1 -2 } { 3 2 }
gerado por u = ,V o= e

3 1 -1 5
w_| 310
o7

Dados U = {(x,X,z);x,z € R} e W = {(x,0,x);x € R},
subespacos de R3, encontre uma base e determine a di-
mens&o dos subespacos U "W e U +W, de R3.

Determine a sabendo que o vetor v = (1,-2,a,4) € R4
tem modulo igual a v/30.

Considere os vetores u = (1,—2,1) e v= (0,—3,4), de
R3. Determine:

a. 2u—v

b. {|ul|

C. oversordev

d <uyv>



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

e. d(u,v) (adistdncia de u e v)

Determine a € R tal que os vetores u = (a,a+2,1) e
v=(a+1,1,a), de R3, sejam ortogonais.

Dadas as matrizes u = a, by evV= a b, , em
C1 d1 Co d2

M2 (IR), a expressdo < u,v >= ajay + biby +c1¢p +d1ds
define um produto interno no espaco Mz (RR).

-1 2 2 1
Dadososvetoresu:[1 318\/:[3 4],deter—

mine
a. [u+v||
b. odanguloentreuev

Em P,(R), definimos o produto interno de dois vetores
p(t) = ast? + byt +¢1 e q(t) = axt? + byt + ¢, como
< p,t >=ajay + biby +c1c. Calcule < p(t),q(t) > no
caso em que p(t) =2t —3t+1eq(t) = t> 45t — 2.

Determinar o versor de um vetor v &€ um processo também
conhecido por normalizag¢éo de v. Normalize cada um dos
vetores abaixo, no espaco euclidiano R3:

a. u=(1,2,-1)
b. v=(1/2,2/3,1/2)

Em P;(R), considere o produto interno

1
< f(t),g(t) >:/O f(t)g(t)dt.

a. Calcule o produto interno de f(t) =t—1 por
g(t) =3t3+ 2t + 1.

b. Calcule ||p(t)]], onde p(t) =t> —t.

c. Determine a € R para que f(t) = at®>+ 1 e
g(t) =t — 2 sejam ortogonais.

Mostre que se u é ortogonal a v entdo todo multiplo escalar
de u também é ortogonal a v.

Encontre um vetor unitario, ortogonal, simultaneamente,
avy =(2,1,1)evy =(1,3,0), em R3,
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25

26.

27.

28.

29.

. Sejam u, v vetores de um espaco euclidiano V, com v ndo

>
nulo. Mostre que o vetor w = u — ||\;| 2 v & ortogonal a

v. (O vetor w é a projecdo ortogonal de u na direcdo de v,
obtido sem a hip6tese de v ser unitario.)

Determine a € R tal que os vetores u = (a,a+2,1) e
v=(a+1,1,a), de R®, sejam ortogonais.

Obtenha uma base ortonormal de R® a partir da base
B = {vi1,Vvo,v3}, onde vi = (1,1,-1),v, = (1,-1,0),
V3 = <_1a171)

Em R3, com o produto interno usual, determine a projecio
ortogonal do vetor u = (1,2,—3) sobre 0 subespago ge-
rado pelos vetores v = (1,0,2) e v, = (0,1,0).

Considere U = {(x,y,2) € R3;x —y —z = 0}, subespago
de R3.

a. Determine uma base ortonormal de U.
b. Determine uma base ortonormal de U-.

c. Escreva o vetor v = (a,b,c) € R® como soma de um
vetordeU eumde Ut

RESOLUCAO DOS EXERCICIOS

(2A+B)C) =
[ /2 =2 0 2
— {4 o)+ 3 4 ((2) N _g §>—
\6 2 5 —1
(2 (2 a -3 2)_
11 0 -1 b6
4 2a -6 4
— | 14 7a—4 —21+4b 38

2 a-1 —-3+b 8



Entao,
a=2
7Ta—4=3
=1
a—1=0 :>{ b5
—21+4b=-1 B
—-3+b=2
a.

e - (5 3)( 2)-

(148 2-6)\_ [ 9 4
~ \4-12 849 )\ -8 17 )

1 4
T _
'A_(2—3>

c. detA=-3-8=-11

(o

d. detAT =detA=—11
e. A1
1 2 | 1 0
4 -3 ’ 0 1 L2<—L2—4L1
|
1 2 | 1 0
0 —-11 | -4 1 Ly —1/11L,
| .
1 2 | 1 0 L1+ Li—2Ly
0 1| 4/11 —1/11
|
1 0| 3/11 2/11
0 1| 4/11 —1/11
_ 3/11  2/11
1_
Logo. A _<4/11 —1/11)'

sy (38 44)

0. detA~ = (detA) 1= (-11)"t=-}
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f(A) = A42A—11l, =
B 9 4 N 2 4 (110
a -8 17 8 —6 o 11 )
(00
N 0 0/
Neste caso, dizemos que a matriz A & um zero da
funcéo f.

3. a (V)
b. (F): (AB)T =BT AT
c. (F): ndo ha formula para a inversa da soma
d. (V)
e. (V)

f. (F): detA~! = (detA)~1 = .1 . Justamente porque
0 determinante da matriz A aparece no denominador
€ que so existe a inversa de A se seu determinante for
diferente de zero.

g. (F): A cada linha de A que & multiplicada pelo es-
calar o, o determinante fica multiplicado por oc. Uma
matriz quadrada de ordem n possui n linhas. Logo,
0 determinante de A multiplicada por o & igual ao
determinante de A multiplicado por «, n vezes.

Ou seja, det A = a"det A.

4. Para que exista a inversa de A, o seu determinante ndo
pode ser nulo. Vamos calcular det A, pelo método de Sar-
rus:

1 0 2
4 1 a|=(3-8)—(4—a)=a—-9.
2 -1 3

Queremos detA #£0, istoé,a—9#0=a#9.
Podemos calcular a inversa de A para a = 8:



[EEN

N

o

o

O -

1
0
0

Logo, A~1 = (

5. A opcdo correta é a letra (a).

o O o

O O O

A~ owow

O OO

_ O Fr O

w o1 01 O

R O F O

N O -

1 0 O
0 1 0 L2 <— L2 —4L1
0 0 1 L3 — L3 — 2L1
1 0 O
-4 1 0
-2 0 1 L3+ L3+Lp
1 0 O
-4 1 0
—6 1 1 L3 — —L3
1 0 0 L]_ <— Ll — 2L3
-4 1 0
6 -1 -1
-1 2 2
-4 1 0
6 -1 -1
-1 2 2
-4 1 0 |.
6 -1 -1

L1HL4

Wb Wk
O o1 01 W

L2<—L2—2L1 .

L3+ L3+2L4 o
L4%L4—2L1

Ly < La+Lo

L3%%L3 -
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101 3
011 —1
0 0 2 —7 L4%L4—2L3
101 3
011 -1
64
000 —%
() ®)WW)Q) (-F) =64,
11 -1
2 4 -1 | Ly+Ly—-27 —
32 2| Lyg«L3—3L
1 1 —1]
=10 2 1| L+«L+&ely —
|0 -1 5]
[ 1 1 —1 ]
—-10 -1 5 —
_O 2 1_ L3+ L3+2L>
[ 1 1 -1
—- 10 -1 5
|0 0 11 |
X+y—z=0
Obtemos o sistema equivalente: —y+52=0 ,
11z=0

que é compativel determinado, com conjunto-solucao

{(0,0,0)}.

2 -1 1 L]_(—)Lg

1 2 -1 —
3 1 0

1 2 —1]

— 12 =1 1] Ly« Ly—2L7 —
|3 1 0] Lg«Ls—3Ls
(1 2 —1]

— 10 -5 3 —
_O -5 3 L3« L3—L




1 2 -1
— 10 -5 3
0O 0 O

X+2y—2=0
—5y+3z=0 "’
que é compativel e indeterminado. Fazendoy = %z,
na segunda equacao, e substituindo na primeira, obte-
mos X = —%z. Logo, as solucbes do sistema sdo 0s
vetores de R® da forma (—z/5,3z/5,2), paraz € R.

1 -1 3] 2

1 11 |1 Lo« Ly—L;y —

1 -3 5 | 5 L3 — L3 — L]_

Obtemos o sistema equivalente: {

10 2 —2 | 41 -
0 -2 2 | 3_ L3+ L3+Ly

X—y+3z=2
Obtemos o sistema equivalente 2y—2z=-1,
0=2

que é incompativel. Logo, o conjunto-solucdo do
sistema dado é vazio.

3 a

1 -1 1 L1 & Lo

a 3| 2

11 -1 |1

23 a| 3| L+«L-2; —

1a 3| 2| LyeLls—Ly

1 1 -1 |1

0 1 a+2 | 1 —
0 a—1 4 | 1 L3<—L3—(a—1)L2
11 —1 | 1
01 a+2 | 1
00 4—(a—1)(a+2) | 1-(a—1)
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10.

11.

A terceira equacao pode ser escrita
—(a—2)(a+3)z=—(a—2). Note que a expressao do
primeiro membro se anula paraa = 2 ou a = —3. Entdo,

Se a =2, a terceira equacdo fica 0 = 0 e o sistema &, nesse
caso, compativel e indeterminado.

Se a = —3, a terceira equacdo fica 0z = 5, 0 que torna o
sistema incompativel.

Finalmente, se a # 2 e a # —3, a terceira equagcdo nem
é eliminada nem é impossivel. Nesse caso, 0 sistema é
compativel e determinado.

1 -2 7] a

1 2 -3 | b Lo+ L—L; —

L 2 6 —11 | c L3« L3 —2Lg

(1 -2 7 | a

0 4 —-10 | b-a —

|0 10 25 | co2a| 214k
[1 -2 7 | a

— 10 1 -5/2 | (b—a)/4 —
|0 10 -25 | c¢-2a | Lz« L3—10L,
(1 -2 7 | a

—~ |10 1 —5/2 | (b—a)/4
0 0 0 | c—2a-10("?)

Para que o0 sistema seja compativel é necessario ter
c—2a—10(°;2) =0, ou seja, a—5b+2c = 0.

Vimos que um subconjunto W de um espaco vetorial V é
subespaco vetorial de V se (i) W £ 0; (ii) av e W,
YweW,VaeRe (ii)u+veW,YuveW.

(=) Vamos supor que W & subespaco. Entdo W é ndo-
-vazio. Além disso, dados a,b € R, u,v € W, por (ii),
temos que au € W e bv € W. Por (iii), au+bv e W.

(<) Vamos supor, agora, que W & ndo-vazio e
au+bv e V,vu,v € V,Va,b € R. Fazendo b = 0, temos
a validade da propriedade (ii) da definicdo de subespaco.
Fazendo a = b = 1, temos a validade de (iii).

a. a1(1,1,-1)+a»(2,1,0)+a3(—1,1,2) = ops = (0,0,0) =



a;+2a—az3=0
= ait+a+a3=0 =

—ai;+2a3=0
[ 1 2 —1]

= 11 1] Ly«Ly—L1 —
| -1 0 2] LyLa+ly
(1 2 —1]

-0 -1 2 —
_0 2 1 L3 < L3+2L>
(1 2 —1]

- 10 -1 2
(0 0 5

Obtemos, assim, o sistema equivalente:

a;+2a,—az3=0
—ap+2a3=0
5a3 =0

cuja solucdo é dada pora; =a, = a3 =0.
Logo, os vetores vq,Vo, e v3 sdo LI.

b. a1(1,2,0)+a»(3,—-1,2)+a3(2,—1,2) = ogs = (0,0,0) =

a;+3ax+2a3=0
=< 2a3+ap—a3=0 =

2a,+2a3 =0

[1 3 2
=121 -1 Lo+ Ly—2L; —

| 02 2

[1 3 2
— 10 -5 -5 L+ —1/5L, —

0 2 2

[1 3 2 1 3 2
- 1011 — 1011

_0 2 2 L3<—L3—2L2 0 00O

Obtemos, assim, o sistema equivalente

a;+3ap+2a3=0
a+az3=0"
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12.

13.

que é indeterminado. Logo, os vetores vi,V; € V3 Sa0
LD.

a.veU =v=(3yy) =Yy(3,1);y € R. Um conjunto
gerador de U é {(3,1)}.

b. veU=v=(3y,y,2)=Y(3,1,0)4+2(0,0,1);y,z€ R.
Um conjunto gerador de U é {(3,1,0),(0,0,1)}.

c. veU=v=(3yytt)=y(3100)+t(0,0,1,1);
y,t € R. Um conjunto gerador de U &
{(3,1,0,0),(0,0,1,1)}.

Um vetor v = (x,y,z) de R3 pertence ao subespago gerado
pelos vetores vi,V, € v3 se v pode ser escrito como uma
combinacdo linear desses vetores. Isto €, queremos que
existam a, b, ¢ reais tais que

(x,y,z) =a(1,-1,1)+b(2,-3,1)+¢(0,1,1).
Em outras palavras, queremos que o sistema linear

a-+2b=x
—a—3b+c=y
at+b+c=z

seja compativel. Vamos escalonar o sistema:

1 20 | x
-1 -3 1] y| L+L+L —
1 11 | z L3+ L3—1L4
1 2 0] «x
=10 =1 1 | y+x —
_0 -1 1 | Z—X L3+ L3—Ly
1 2 0 | X
— 10 -1 1 | y+X
|0 00 | z—x—=(y+X)

Para que o sistema admita solugcdo devemos ter
z—x—(y+x) =0, isto &, o subespago de R? gerado pelos
vetores vy, Vo e v3 € {(x,y,2) € R%;2x+y—z=0}.

14. Queremos caracterizar as matrizes de Mz(R) que podem



ser escritas como combinacdo linear de u,v e w:

Xy _ _
{z t} = au-+bv+cw=

a-+3b+3c —2a+2b+10c
3a—b—-11c a+5b+7c |’

Em outras palavras, queremos que seja compativel o sis-
tema:

a+3b+3c=x
—2a+2b+10c =y
3a—b—-1lc=z '
a+5b+7c=t

Escalonando esse sistema temos:

1 3 3| x
-2 2 10 | y| Ly«Ly+2,
3 -1 11 | z | Ly+Lz—3L4
1 5 7]t L+ Lg—1L1
1 3 3| x ]
0 8 16 ’ Y+ 2X Ly <> Lg
710 -10 —20 | z—3x -
0 2 4| t—x |
[ 1 3 3 | X ]
Lo 2 4] tex R
0 —-10 —-20 | z—3x | L3« L3+5L,
_0 8 16 | y+2x_ Ly Lsg—4L
[1 3 3 | X
N 0 2 4 | t—x
0 00 | z—3x+5(t—x)
0 0 0 | y+2x—4(t—x)

Temos que ter, entdo:
z—3x+5(t—x) =0ey+2x—4(t—x) =0. Escrevendoye
z em funcdo das variaveis livres x e t, temos:
y = —6x+4t e z=8x—5t. Logo, uma matriz do subespaco
procurado é da forma
X —6x + 4t 1 -6 0 4],
8—5t  t }:X{s o}“{—s 1]’
X,t eR.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Concluimos, entdo, que L =6 0 4 é uma
» ntdo, g 8 0| -5 1

base do subespacgo e sua dimensao é 2.

a=>hb
Seja v = (a,b,c) € UNW. Entdo a=¢c
b=0
Logo, a=Db =c =0, o que implicaUNW = {(0,0,0)}.

Entdo dim(U NW) = 0. Como dimU = 2, pois
{(1,1,0),(0,0,1)} & uma base de U e dimW = 1, pois
{(1,0,1)} é uma base de W, temos

dimU +dimW = 3 = dimR®.

Logo, R3 & a soma direta dos subespacos U e W. Como
base de R? podemos considerar a candnica ou a unido das
bases mencionadas acima, de U e W.

21+a2=30=a2=9=a=+3.

a. 2u—v=(2,—4,2)—(0,-3,4) = (2,—1,-2).
b. [Jul| =v1+4+1=6.

_ v _(0-384 _ 1 _
c. versor de v = iy = "7 = (0,

d <uv>=0+6+4=10.

e. duyv) = llu-vl[=[l(1,1,-3)| = v1+1+9 =
=V/11.

alw

gl

).

bl

<uv>=0=a(a+1)+(a+2)+a=0=a?+3a+2=
=0=a=-loua= -2

13
a. Hu+v||:m4 7}H:\/1+9+16+49:\/7_:

—5v3.
_o<uv> —2+42+3412 — 1
b) COSO = [T = ViTarirova Lroris — Visva0 —
V2 - g = 45°,
<p(),q(t) >=2-15-2= —15.
_u (1727_1) — L L _L
&M= — (mwé’ ¢6)
b, v (/22312 _ 321 2 1) _
[V V/17/18 17227372
_ (ﬂ 2v2 &)
2177 177 2\/17 )



1
22. a./)a—1X$3+2t+lMt:
0

1
:/ (3t* =33+ 2t —t —1)dt =
0
1

IS N
5 43 2 |,
3 3 2 1 59

=Tl —T—1=—
5 4'3 2 60

b. [[p(t)[| = /< (1), p(t) > = 1/ Jg (p(t))2dt =

a<ﬁa%mw>:m¢47ungmmu:m¢

1
:>/ (at® —2at? +t—2)dt =0 =
0

t4 2at3 12 !
i(?—61+—mﬂ —0=
0

4 3 2
a 2a 1 18
:>Z—§+§—2—0:>a——€.

23. Se u é ortogonal av entdo < u,v>=0. Seja o € R. Entéo
< ouVv>=a<uyVv>=a0=0. Logo, au também é
ortogonal a v, para qualquer escalar o.

24. Queremos um vetor v = (a,b,c) tal que
<V >=0=<vV,vp >.

Isto leva a
2a+b+c=0
a+3b=0

A solucdo desse sistema & qualquer vetor de R® da forma
(—3b,b,5b), parab € R.

Fazendo b = 1, temos o vetor (—3,1,5). Normalizando

3 1 5
este vetor, obtemos uma resposta: | — .

V35 /35 /35

25. <u— %v,@ =<u,v> —<%v,v> =

=< U,V > — %HVHZ =<Uu,v>—<uyv>=0.
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27.

28.
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a(a+1)+(a+2)+a=0=a*+3a+2=0=a=-1ou
a=—2.

Seja {uy,uz,u3} a base ortonormal procurada. Entdo:

— Vl — (1717_1)
U = —— =
1= TvaT] V3

W2 = Vp — Projy, Vo = Vo— < Vo,U1 > U1 = Vo — 0.U1 = Vo,

0 gue indica que 0s vetores u; e vy sdo ortogonais. Basta
normalizar o vetor vy:

v, (1,-1,0)
2=m,r="7 -
W3 = V3—Pprojy,Vs—projy,vas =
= V3— <V3,U1 > U1— <V3,U2 > Uy =

- Coan () G-

(2)(a9-63D)

u_ﬁ_i(llﬁ)_(iii
3T wall V6 \3'3'3)  \ /6’6 V6

Resposta:
{(sdo=ds) (=0) (B 50}

w]

Sendo S o subespaco de R? gerado pelos vetores vi e vy,
sabemos que projsu = pro jy,u+ projy,u, onde {uy,uy}
€ uma base ortonormal de S. Verificamos que o0s vetores
Vi € Vo sdo LI (um ndo é mdltiplo do outro) e, portanto,
formam uma base de S. Além disso, o produto interno de-

les é zero, logo, formam uma base ortogonal. Precisamos
Vi (17072)

nas normaliza-la. L = = =V
ap(.a as no a, a. <,’:l. 090, U1 = 1y e 2,
pois vetor vy & unitario.
Entao:

projsu = < U,U; > Ui+ <U,Up >Up =

—-5/1 2

_ ﬁ(ﬁ’o’ﬁ)ﬂ(o’l’o):
= (-1,0,-2)+(0,2,0)= (-1,2,-2).



29.

a. Um vetor de U é da forma

(y+2,y,2) =y(1,1,0)+2(1,0,1).

Assim, {vi,v2} com vy = (1,1,0) e v, = (1,0,1) é
uma base de U. Vamos aplicar o método de Gram-
Schmidt para ortonormalizar essa base. Seja {u,uz}
a base ortonormal procurada. Entédo

ol \v2ive )

Wy =Vo— <Vp,U; > U1 =

“a00- 5 (50
~a0- (--2o) - (3-1a).

Logo, {(%,\%,O) , <%,—%,%)} & uma base
ortonormal de U.

. Um vetor v = (x,y,z) de R® pertence a UL se

_ _ x+y=0
< V,v1 >=<V,Vp >=0. Isto leva a { X+7—0 °
Logo,
v=(X,—Xx,—X) =x(1,—1,—1), para x € R. Vamos

normalizar o vetor (1,—1,— ), obtendo o vetor

o= () e (4, 4)
& uma base ortonormal de U .

. Queremos escrever (a,b,c) =u+w, comueU e

w € U+, Para isso, temos que determinar o vetor u,
projecdo ortogonal de v = (a, b, c) sobre o subespaco
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U:
U = Pprojyv= projy,V+proj,,Vv=
= <V,U1 > Ui+ <V,Up2 >Up =
at+b/ 1 1
= — | —,—=,0 )+
V2 (ﬂ V2 )
a—b+2c/ 1 1 2\
V6 (Jé’ 6’ 6)_
2 7 27
a—-b+2c —a+b—-2c 2a—2b+4c)
+< 6 ' 6 ' 6 )_
_ (2a+b+c a+2b—-c a-b+2c
N ( 3 ’ 3 ’ 3 )
Calculando

v—projU = (ab,c)—
<2a+b+c at+2b—c a—b+20) _
3 > 3 7 3

—a+3b+c> .

(a—b—c —a+b+c
3 3

Y

Logo, a decomposi¢do do vetor (a,b,c) numa soma
de um vetor de U com um de U+ & dada por

(abc) — (2a+b+c a+2b—c a—b+20)
Y A 3 ’ 3 ’ 3
U
a—b—-c —a+b+4+c —a+b+c
* ﬂ 3 3 ' 3 )J
eIJri



