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Aula

AUTOVETORES E AUTOVALORES"
DE MATRIZES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender os conceitos de autovalor e autovetor;
reconhecer um escalar como autovalor de uma matriz;
reconhecer um vetor como autovetor de uma matriz.
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Lembre que Mp(R)
denota o conjunto
das matrizes
quadradas de
ordem n com
elementos reais.
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AUTOVETORES E AUTOVALORES
DE MATRIZES

Bem-vindo ao seu proximo curso de Algebra Linear. Ele se desen-
volvera em torno de conceitos fundamentais como autovalor e autove-
tor de uma matriz. Esses conceitos sdo de fundamental importancia na
Matematica pura e aplicada e aparecem em situacBes muito mais gerais
que as consideradas aqui. Os conceitos de autovalor e autovetor também
sdo usados no estudo das equacBes diferenciais e sistemas dinamicos:
eles fornecem informacdes criticas em projetos de Engenharia e surgem
de forma natural em &reas como a Fisica e a Quimica.

Neste mbédulo vamos continuar os estudos iniciados no curso de
Algebra Linear I, sobre as matrizes quadradas A = (ajj) € Mn(R) e as
transformacdes lineares definidas pela matriz A.

O objetivo principal desta aula & apresentar os conceitos fundamen-
tais de autovalor e autovetor de uma matriz A.

Definicao 1.1.

Dada uma matriz A € My (R), o nimero real A & chamado autovalor
de A se existe um vetor ndo-nulo v € R" tal que

Av = Av. (1.2)

Todo vetor ndo-nulo v que satisfaca (1.1) & chamado um autovetor
associado (ou correspondente) ao autovalor A. Os autovalores também
sdo chamados valores proprios ou valores caracteristicos, e 0s autove-
tores sdo chamados vetores proprios ou vetores caracteristicos. Verifica-
se que para todo vetor w = av, a € R*, temos Aw = Aw, isto &, qual-
quer maltiplo escalar ndo-nulo de v também é um autovetor de A asso-
ciado ao autovalor A. De fato,

Aw = A(av) = aA(V) = o(AV) = A(ov) = Aw.

Vale também observar que na equagdo (1.1) estaremos sempre con-
siderando o vetor v na forma de uma matriz coluna n x 1.

E facil determinar se um vetor é autovetor de uma matriz e também
é facil decidir se um escalar € autovalor de uma matriz. Vejamos como
isso é feito nos seguintes exemplos.



| Exemploll. |

Se | é a matriz identidade n x n, entdo o Gnico autovalor é A = 1.
Qualquer vetor ndo-nulo v de R" & um autovetor de A associado ao
autovalor A = 1, pois

Ilv=v=1v.

| Exemplo12. |

Vamos verificar se 0s vetores u e v sdo autovetores de A, onde
A= -3 1 u= L ev= L
~\ -5 3 )" {1 S\ 2

Solucéo:

Para identificarmos se u € autovetor de A devemos verificar se existe um
escalar A € R tal que Au = Au. Temos que

we(22)(1)-(3) ()=

Assim, u = (1,1) é autovetor de A com autovalor correspondente A = —2.

No caso do vetor v, temos
-3 1 1 -1 1
e (Ga) (2)= () (2)

Assim, ndo existe escalar A € R tal que Av = Av e, consequentemente,
v = (1,2) ndo & um autovetor da matriz A.

Na Figura 1.1, podemos ver os vetores u = (1,1), v=(1,2) e a
acdo geométrica da transformacdo w — Aw em cada um deles, onde

W= (X,Y).

AULA n MODULO 1

CEDERJ 9
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, ...‘i u ) H 5 >

Figura 1.1: Agdo geométrica da transformagiio w — Aw.

| Exemplo13.

Verifique se 0 escalar 5 € um autovalor para a matriz

50 . )
A= ( 5 1 ) e determine 0s autovetores associados a esse autovalor.

Solugéo:

Usando diretamente a definicdo de autovetor e autovalor de uma matriz,
temos que o escalar 5 é autovalor de A se e somente se a equagao

Av = 5v (1.2)
possui uma solugdo ndo-nula v = (x,y) € R%. Mas a equagdo (1.2) é equiva-
lente & equagdo

AvV—5lv = (A—5l)v=0. (1.3)

Assim, precisamos achar uma solucdo ndo-nula para esse sistema linear
homogéneo. Primeiramente, calculemos a matriz

50 50 5-5 0 0 O
A_S'_<2 1)‘(0 5)‘( 2 1—5>_<2 —4>'
Portanto, o sistema linear homogéneo (1.3) pode ser escrito como

(2_2)(;)=<8> (1.4)

Para resolver esse sistema linear, use as técnicas de escalonamento de ma-
trizes desenvolvidas no curso de Algebra Linear I. Escreva a matriz ampliada

10 CEDERJ



do sistema linear (1.4)
0 0 0
(9 20 @9

Aplicando as operacdes elementares em linhas, vemos que a matriz esca-
lonada correspondente a matriz (1.5) é

1 -2 0
(s & o) (16)

e o sistema linear homogéneo correspondente a essa matriz é

x—2y=0. 2.7

Como todo vetor da forma (2t,t) € R?, com t € R, & uma solugio para
o sistema (1.7), temos que esse sistema possui infinitas solucdes e, assim, &
possivel e indeterminado. Portanto, todo vetor da forma v = (2t,t) € R?, com
t € R*, € um autovetor associado ao autovalor A = 5. De fato, verifica-se que

50 2t 10t 2t
(2 0) (5)- ()5 (%) -
paratodo t € R*.

No exemplo anterior, podemos observar que a equivaléncia entre
as equacdes (1.2) e (1.3) vale, claramente, para qualquer escalar A no
lugar de A =5 e para qualquer matriz A. Assim, A € R é um autovalor
da matriz A € My (R) se e somente se o sistema linear homogéneo

(A— A1)V =0 (1.8)

possui uma solugdo ndo-nula v € R". O conjunto de todas as solucdes
do sistema (1.8) é o nicleo (ou espago-nulo) da matriz A— Al. Portanto,
pelo visto no curso de Algebra Linear I, este conjunto solucdo & um
subespaco vetorial de R" chamado autoespaco da matriz A associado
ao autovalor A, denotado por E(A).

g 2 ) do Exemplo 1.3, o autoespaco

associado ao autovalor A =5 é a reta formada por todos os maltiplos
escalares do autovetor v = (2,1). Geometricamente, esse autoespaco é
a reta que passa por (2, 1) e pela origem. No Exemplo 1.2, vemos que 0
autoespaco associado ao autovalor A = —2 é a reta que passa por (1,1)
e pela origem, como mostra a Figura 1.2.

No caso da matriz A = (

AULA n MODULO 1

CEDERJ 11
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Autoespago para 4=—2
Mult. por 5

-
R
-
10 ¥
Autoespaco para A=5
Figura 1.2: Autoespagosparal =5e A = —2.
| Exemplol4.
4 -2 -3
SejaamatrizA=| -1 5 3 |. Verifique que A =3 é um
2 —4 -3

autovalor de A e determine uma base para o0 autoespago associado.

Solucéo:

Para verificar que A = 3 & um autovalor de A, devemos encontrar uma
solugdo ndo-nula v = (x,y,z) € R® do sistema linear homogéneo

(A—31)v=0. (1.9)

Para ver isso, consideremos primeiramente a matriz

4 -2 -3 100 1 -2 -3
A=-3l = -1 5 3|-31 010 |=-1 2 3
2 -4 -3 0 01 2 -4 -6
Assim, o sistema (1.9) pode ser escrito como
Xx—2y—3z=0
—X+2y+3z=0 (1.10)
2x—4y—6z=0

12 CEDERJ



Novamente, resolvemos este sistema linear usando os métodos e as técnicas
estudados na Aula 7 do curso de Algebra Linear I. A matriz ampliada do sis-
tema linear (1.10) é

1 -2 -3 0
-1 2 3 0
2 —4 -6 0

e é facil ver que a matriz escalonada equivalente a essa matriz ampliada é

1 -2 -3 0
0 0 o o |,
0 0 0 0

cujo sistema linear homogéneo é dado por

Xx—2y—3z=0. (1.11)

Sabemos que as solugdes dos sistemas (1.10) e (1.11) sdo as mesmas. Ve-
mos que o sistema (1.11) possui duas variaveis livres, logo, possui infinitas
solugdes e, portanto, A = 3 & um autovalor da matriz A. Expressando x em
termos das variaveis y e z obtemos que

X=2y+3z.

Escrevendoy =k e Rez =t € R, temos que todo vetor ndo nulo na forma
(2k+3t,k,t) comk,t € R
& um autovetor associado ao autovalor A = 3. Assim, 0 conjunto
S={(2k+3t,k,t);k, t € R} = {k(2,1,0) +t(3,0,1);k, t € R} c R®

€ 0 autoespago associado ao autovalor A = 3. Vemos que esse subespago &
gerado pelos vetores
u=(2,1,0)ev=(3,0,1)

e, sendo linearmente independentes, formam uma base para o subespaco S.
Geometricamente, o subespaco S representa o plano do R® que passa pela
origem e é gerado pelos dois autovetores u = (2,1,0) e v = (3,0,1).

AULA n MODULO 1

CEDERJ 13
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Multiplicag&o
por A

) 7

H10-e5paco parg ;_4

A““"espago e A

Figura 1.3: A age como uma expansio no autoespago S.

Observe, neste exemplo, que a imagem de qualquer elemento ndo-nulo
w € S pela acdo da matriz A & novamente um elemento do autoespago S, isto
é, um autovetor de A associado ao autovalor A = 3. De fato, sendo {u, v} base
do autoespacgo S, temos que existem escalares a, b € R tais que

W = au + bv

Como u e v sdo autovalores de S, associados ao autovalor A = 3, temos

Av = A(au+bv)=A(au)+A(bv)
aA(u) +bA(v) = 3au -+ 3bv
= 3(au+bv)=3weS.

Como Aw € S paratodo w € S, diz-se que 0 autoespaco S é um autoespaco
invariante pela acdo da matriz A.

14 CEDERJ



. Verifique se v = ( (1) ) eu= < 2 > sdo autovetores da matriz

00 .
A= ( 01 > Determine os autovalores correspondentes. Este

exercicio mostra que, apesar de o vetor nulo ndo poder ser autove-
tor, & possivel ter autovalor igual a zero.

. Verifiqgue se v = 411 € autovetor da matriz
A= ( :g Elg > Caso seja, determine o autovalor corresponden-
te.
4
. Verifiguesev= | —3 | éautovetor da matriz
1
3 79
A=1| -4 -5 1 |. Caso seja, determine o0 autovalor corres-
2 4 4
pondente.
. 4 -2
. Dada a matriz A = _3 g Jcom autovalor A = 10, deter-
mine uma base para 0 autoespaco associado a esse autovalor.
4 -1 6
. SejaamatrizA=| 2 1 6 |. Verifiquese A =2 & um au-
2 -1 8

tovalor de A e determine uma base para o autoespaco associado a
esse autovalor.

. Mostre que se A & um autovalor correspondente ao autovetor v,
entdo ele € Gnico, isto &, ndo existe escalar o € R, o # A, tal que
Av = av.

AULA ' MODULO 1

CEDERJ 15
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Aula

AUTOVETORES E AUTOVALORES DE
MATRIZES — CASOS ESPECIAIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

reconhecer casos especiais de autovalores;
caracterizar a existéncia de autovalor zero;

familiarizar-se com demonstra¢des envolvendo auto-
valores e autovetores.
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AUTOVETORES E AUTOVALORES DE
MATRIZES — CASOS ESPECIAIS

Na Aula 1, vimos os conceitos de autovalor, autovetor e autoespaco.
Nesta aula, vamos continuar a explorar essa conceituagdo em exemplos
e casos particulares muito importantes.

No primeiro exemplo, a matriz A é triangular superior e veremos
que os autovalores sdo facilmente calculados.

| Exemplo2.1.

Calcule os autovalores da matriz

16 2
A= 0 21
0 0 3

Novamente, pela defini¢do, temos que o escalar A € R & um auto-
valor da matriz A se e somente se o sistema linear homogéneo

(A=Al =0 (2.1)

possui uma solugio ndo-nula v = (x,y,z) € R3. O sistema linear (2.1)
pode ser rescrito como

(1-A)x+6y+22=0
(2—-A)y+z=0 (2.2)
(3—21)z=0.

Sabemos que o sistema (2.2) possui uma solugdo ndo-nula
(x,y,z) € R® se e somente se existe uma variavel livre. E facil ver que
iSS0 acontece se e somente se pelo menos um dos coeficientes contendo
A € igual a zero (um dos elementos da diagonal principal da matriz as-
sociada é zero). E isso, por sua vez, acontece se e somente se A for
igual a 1, 2 ou 3, que sdo exatamente os valores da diagonal principal
da matriz A.

Na verdade, este procedimento também & valido no caso em que a
matriz A € My(IR) & matriz triangular inferior. Assim, temos o seguinte
teorema:

18 CEDERJ



Teorema 2.1.

Os autovalores de uma matriz triangular (superior ou inferior) séo
os elementos de sua diagonal principal.

No proximo teorema, veremos em que condi¢cBes uma matriz possui
algum autovalor igual a zero.

Teorema 2.2.

Uma matriz A de ordem n tem autovalor igual a zero se e somente
se A & uma matriz ndo-inversivel.

Demonstracao

Usando as defini¢cdes de autovalor e autovetor, sabemos que 0 & um
autovalor da matriz A se e somente se existe um vetor ndo-nulo v tal que

Av = Ov. (2.3)

O sistema linear (2.3) & claramente equivalente ao sistema homogéneo
nxn

Av =0. (2.4)

Do curso de Algebra Linear I, o sistema (2.4) possui solucdo ndo- Lembre que det(A)
nula se e somente se det(A) = 0. E det(A) = 0 se e somente se a matriz denota o
A é ndo-inversivel. determinante da

matriz A.

| Exemplo22. |

Calcule os autovalores da matriz

1
A=1 0
0

OO N
o~ Ww

Solugéo:

Pelo Teorema 2.1, os autovalores de A sdo os elementos da diagonal prin-
cipal, ou seja, os autovalores sdo 0, 1 e 5. Observe também que, sendo 0 um

CEDERJ 19
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autovalor de A, pelo Teorema 2.2 a matriz A & ndo-inversivel.

Teorema 2.3.

Se A & um autovalor de uma matriz A, entdo A X é autovalor da matriz

AK para todo k € N*.

Demonstracédo

Pela definicdo, se A é autovalor da matriz A, entdo existe vetor ndo-

nulo v tal que
Av = Av.

Multiplicando a equagéo (2.5) por A, temos
A(Av) = A(Av),

0 que nos da
A%y = LAV = A (AV) = A%V,

ou seja,
Ay = A2v.

(2.5)

(2.6)

Obtemos, assim, que A2 & um autovalor da matriz A% com autovetor

correspondente v. Analogamente, de (2.6), obtemos que

Ay = )3y,

e isso significa que A2 & autovalor da matriz A% com autovetor corres-

pondente v. Continuando esse procedimento, obtemos que

Akv = Akv para todo k € N*.

Assim, 1K & autovalor da matriz AX com o mesmo autovetor associ-

ado v.

| Exemplo23.

Calcule os autovalores de uma matriz A que satisfaz A2 = 0, isto &,

A2 & a matriz nula.

20 CEDERJ



Solucéo:

Se A & um autovalor da matriz A, entdo, pelo Teorema 2.3, 12 & um auto-
valor da matriz A? e, portanto, existe vetor ndo-nulo v tal que A%v = A%v. Mas
A% =0 & a matriz nula, entdo

A%v =0,

e, como v & um vetor ndo-nulo, entdio & necessario que A2 = 0 e, portanto,
A =0. Assim, obtivemos o resultado que afirma que, se uma matriz A é tal que
A? = 0, entdo seu Unico autovalor &€ A = 0.

Uma das propriedades mais importantes dos autovalores é apresen-
tada no proximo teorema e sua demonstracdo ilustra um célculo que é
tipico de autovalores e autovetores.

Teorema 2.4.

Sejam vq,Vo,...,Vk autovetores de uma matriz A, associados aos
autovalores distintos A1, A2, . .., Ak, respectivamente. Entdo, o conjunto
{v1,Va,..., vk} & linearmente independente.

Demonstracao

[}

Sendo v; vetor ndo-nulo, é claro que o conjunto unitério {vi}
linearmente independente. Vamos estabelecer que {vi,v,} também
linearmente independente. Sejam c; e ¢, constantes tais que

D>

C1Vv1+Covo =0. (2.7)

Vamos mostrar que ¢; = ¢ = 0 e, consequentemente, que {v1,v2}
€ um conjunto de vetores linearmente independentes.

Multiplicando a equacdo (2.7) por Ay, obtemos

C1A2V1 +CoApvy = 0. (2.8)

Multiplicando também a equacdo (2.7) por A, e usando que
Avi; = A1v1 e Avy = Apvp, obtemos, para o lado esquerdo da equagdo,
que

A(clvl + 02V2) = A(C1V1) +A<02V2)
= ClA(Vl) + CzA(Vg)
= CiAvi+CoAova,

enquanto para o lado direito, temos A0 = 0. Assim, o resultado de se

AULA ! MODULO 1

Este teorema sera
empregado em
outras aulas mais a
frente.

CEDERJ 21
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multiplicar a equacdo (2.7) por A é

C1AMV1 +CoAovy = 0.

Subtraindo a equacéo (2.9) da equagéo (2.8), vemos que as segundas

parcelas se cancelam, sobrando

Cl(lz — ll)Vl =0.

Como v é vetor ndo-nulo, entdo é necessario que c1(A; — A1) = 0.
E como A1 # Ay, segue que ¢; = 0. Substituindo esse valor de volta
na equacgdo (2.7), obtemos covo = 0 e, como v, também é vetor ndo-
nulo, entdo & necessario que c; = 0. Assim, concluimos que {vq,v2} é

linearmente independente.

Vamos agora dar 0 passo seguinte, isto é, estabelecer que {v1,Vv2,v3}
é conjunto linearmente independente. Sejam ¢y , C, € c3 constantes tais

que
C1V1 +CoVo +C3v3 =0.

Se mostrarmos que ¢; = ¢, = ¢3 = 0, concluimos que {v1,vz,Vv3} é

conjunto de vetores linearmente independentes.

Multiplicando a equagdo (2.10) por Az, obtemos

C1A3V1 + CoA3Vo +C3A3v3 = 0.

Multiplicando a equacdo (2.10) também por A, e usando que
Av; = A1v1, Avo = Apvo e Avs = Azvs, obtemos, para o lado esquerdo

da equacdo, que

A(civi+cCova+C3v3) = A(civi) +A(Cav2) +A(Cavs)
= C1A(V1) +CoA(V2) +C3A(V3)
= clllvl + C2)~2V2 + C3)~3V3 ,

enquanto para o lado direito temos A0 = 0. Assim, o resultado de se

multiplicar a equacdo (2.10) por A é

C1A1V1 +CoApVyp + C3A3v3 = 0.

Subtraindo a equacdo (2.12) da equacdo (2.11), vemos que as ter-

ceiras parcelas se cancelam, sobrando
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C1(A3 — A1)v1 +C2(A3 — A2)v2 = 0.

Como v; e vy sdo linearmente independentes, entdo é necessario
que c1(A3— A1) =0 e cy(A3—A2) =0. E como Az # A1 e A3 # Ay,
segue que ¢, = ¢ = 0. Substituindo esses valores de volta na equacédo
(2.10), obtemos c3v3 = 0 e, como v3 também é vetor ndo-nulo, entdo
é necessario que cz = 0. Assim, concluimos que {vi,V2,v3} & linear-
mente independente.

Assim, sabendo que {vi,...,vn} & linearmente independente, va-
mos mostrar, da mesma forma como foi feito nos casos anteriores, que
{V1,...,Vn,Vny1} também & linearmente independente. Sejam
C1,...,Cn,Cnr1 CONStantes tais que

C1V1i+...+CVn+Cnhi1Vnr1 =0. (2.13)

Multiplicando a equacdo (2.13) por An.1, Obtemos

CiAn1Vi+... +CnAnr1Vn +Cny1An1Vn1 = 0. (2.14)

Multiplicando a equagdo (2.13) também por A, e usando que
Avi = A1V1,...,AVpi1 = An11Vne1, Obtemos, para o lado esquerdo da
equacao, que

A(C1Vi+...+ChVn+Chi1Vnr1) = A(Civi)+...+
+A(CnVn) +A(Chi1Vni1)

= C1A(V1) +...+
+CnA(Vn) 4 Cnt1A(Vny1)

= CMVi+...+
+CnAnVn + Cnp1An+1Vned,

enquanto para o lado direito temos A0 = 0. Assim, o resultado de se
multiplicar a equacdo (2.13) por A é

C]_)L]_V]_ +...+ Cn)LnVn + Cn_|_1)L,n+1Vn+1 - O (215)

Subtraindo a equagdo (2.15) da equacdo (2.14), vemos que as Ultimas
parcelas se cancelam, sobrando

Cl(ln+1 — ll)Vl +...+Cp ()VrH_l — An)vn =0.

AULA ! MODULO 1
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Como vy, ...,Vy sdo linearmente independentes, entdo & necessario
que Ci(Any1 — A1) = 0,...,cn(Ans1 — An) = 0. E como
Ant1l # M, ..., Ane1 # An, SEQUE QUE C1 = ... = €, = 0. Substituindo
esses valores de volta na equacéo (2.13), obtemos cp. 1V 1 = 0 €, como
Vn.1 também & vetor ndo-nulo, entdo é necessario que ¢, 1 = 0. Assim,
concluimos que {Vv1,...,Vn,Vnt1} € linearmente independente.

. 5 .
1. Dada a matriz A = < , determine seus autovalores e uma

2 1
base para 0 autoespaco associado a cada autovalor.

1 00
2. DadaamatrizA=| —3 1 0 |, determine seus autovalores
4 -7 1
e uma base para o autoespago associado a cada autovalor.

-1 3 5
3. Dada a matriz A = 0 2 4 |, calcule os autovalores das
0 01
matrizes A2 e A3,

4. Mostre que A e At ttm os mesmos autovalores.

5. Dada a matriz A, n x n, mostre que se A2 & um autovalor ndo-
negativo de A%, entdo A ou —A & um autovalor para A.



Aula

POLINOMIO CARACTERISTICO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender o conceito de polinémio caracteristico de
uma matriz;

compreender a relagdo entre as raizes do polindomio
caracteristico e os autovalores de uma matriz;

desenvolver habilidades para calcular autoespagos as-
sociados a autovalores de uma matriz.
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POLINOMIO CARACTERISTICO
Pré-requisito
Sistema linear Nesta aula, apresentaremos uma formula sistematica de calcular os
homogéneo autovalores de uma matriz quadrada de ordem n. A cada matriz
(Algebra Linear ). A € M, (IR) associaremos um polindmio que tem a propriedade de suas
raizes serem exatamente os autovalores de A. Antes de apresentarmos
formalmente esse polindmio, vejamos, através de um exemplo, como
ele surge naturalmente.

| Exemplo3.1.

. 11 i
Determinar os autovalores de A = ( 52 ) e Seus respectivos
autovetores associados.

Solugéo:

Queremos encontrar 0s nimeros reais A e todos os vetores ndo-nulos
v = (X1,%2) € R? satisfazendo a equagao

Av = Av, (3.1)

(o) ()=2(%) (32

A equacdo (3.2) representa o sistema linear

ou seja,

X1 +Xo = AXq
—2X1 + 4%y = AXo,

ou ainda,
{ A—1)x1—X%=0 (33)

2X1+ (A —4)x2 =0.

As equagbes anteriores (3.3) formam um sistema linear homogéneo de
duas equacdes e duas incognitas. Como ja foi visto no curso de Algebra Li-
near |, o sistema linear homogéneo (3.3) possui solugdo ndo-nula (x1,X2) se
e somente se 0 determinante de sua matriz associada for nulo, ou seja, se e
somente se .

-1 -1
’ 5 /1_4‘_0. (3.4)
Isto significa que
(A-1)(A—-4)+2=0,
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ou ainda,
A% —BA+6=0, (3.5)

ou também,
(A—=2)(A—-3)=0.

Portanto, quando esta Gltima equagao é satisfeita A assume os valores 2 ou
3. Assim, A1 = 2 e A, = 3 s30 os autovalores da matriz A.

Para encontrarmos 0s autovetores v = (X1,Xz) € R? associados ao auto-
valor A; = 2, formamos o sistema

Av = 2v,

(2a)(e)=200)

0 que nos da o sistema linear

X1+ X = 2X1
—2X1 + 4% = 2X

ou ainda,

X1 —X2 =0
{ 2X1 — 2X2 =0. (36)

Observe que poderiamos ter obtido este Gltimo sistema linear homogéneo
substituindo simplesmente A = 2 na equacdo (3.3). Escalonando o sistema,
obtemos que as solugdes do sistema homogéneo (3.6) sdo

X1 =X exp =t, sendot qualquer valor real.

Portanto, todos os autovetores associados ao autovalor A; = 2 sdo dados
por v = (t,t), sendo t um nimero real ndo nulo qualquer. Assim, todos esses
autovetores sdo maltiplos do vetor (1, 1). Em particular, v; = (1,1) € um
autovetor associado a A; = 2.

Analogamente, para encontrarmos 0s autovetores associados com o auto-
valor A, = 3 obtemos, de (3.3), o sistema linear homogéneo

(3—1)x1—x2=0
21+ (3—4)x, =0

ou, equivalentemente,

{ 2X1 — X2 = 0 (37)

2X1 — X2 = 0.

AULA E MODULO 1

CEDERJ 27



Algebra Linear 11| Polindmio Caracteristico

Todas as solucdes deste sistema linear homogéneo sao dadas por

1
X1 = §X2 e xo =t qualquer valor real.

Portanto, os autovetores de A associados ao autovetor A, = 3 sdo dados por
(%,t) sendo t um ndmero real nao nulo qualquer. Assim, todos esses autove-
tores sdo maltiplos do vetor (1, 2). Em particular, v, = (1,2) é um autovetor
associado ao autovalor A, = 3.

Observe que o determinante (3.4), do exemplo anterior, transformou
a equacdo matricial (A1 —A)v =0, que contém duas incognitas, A e v,
na equagao polinomial 2 — 51 +6 = 0, que tem uma variavel s6. Nos
exemplos apresentados na aula anterior, calculamos os autovalores de
uma matriz por inspecdo, enquanto no exemplo acima procedemos de
uma forma mais sistematica. Usaremos 0 processo apresentado neste
exemplo como o0 método padrdo para determinar os autovalores de uma
matriz A € Mp(R).

Definicao 3.1.

Seja A = (ajj) € My(R). O determinante

X—ay —aio e —ain
= X— so0 =
p(x) = det(xly —A) = | 2 ez & (3.8)
_anl _an2 T S ann

é chamado de polindmio caracteristico da matriz A.

No Exemplo 3.1, o polindmio caracteristico da matriz A = ( _; 411 )

é

p(x) = det(xl; —A) = 5 x_4

’:x2—5x—|—6.

Como p(x) = (x—2)(x—3), vemos que 2 e 3 sdo as raizes do
polindmio caracteristico e, também, os autovalores da matriz A.
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| Exemplo3.2. |

Determine o polindmio caracteristico e os autovalores da matriz

NN O Ol
N D O1 O
O W oo
wW o o o
AULAE MODULO 1

Solucéo:
Temos que o polindmio caracteristico de A é dado por

x—=5 0 0 0
0 x-5 0 0
-2 -4 x-3 0
2 2 0 x-3

p(x) = det(xly —A) =

Como a matriz xl, — A & triangular superior, sabemos que seu determinante é
igual a

p(X) = (x—5)(x~ 5)(x~ 3)(x— 3) = (x— 3)°(x~ 5)%.

Portanto, as raizes do polinémio caracteristico de A sdo 3, 3, 5 e 5, que sdo
exatamente os autovalores da matriz A. Dizemos, nesse caso, que o autovalor
5 tem multiplicidade algébrica 2, pois o fator (x—5) aparece duas vezes como
fator do polinémio p(x). Analogamente para o autovalor A = 3.

Definigdo 3.2.

Seja A uma matriz de ordem n com autovalor A.

1. A multiplicidade algébrica do autovalor A & a sua
multiplicidade como raiz do polinbmio caracteristico
p(x) = det(xl, — A).

2. O autoespaco associado ao autovalor A, denotado por E(1), &
0 subespago gerado por todos 0s autovetores associados a A.

3. A multiplicidade geométrica do autovalor A é a dimensao do
autoespaco E(1).

No Exemplo 3.1, vimos que o polindmio caracteristico de uma ma-
triz 2 x 2 &€ um polindmio de grau 2 e, no Exemplo 3.2, o polinémio ca-
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racteristico de uma matriz 4 x 4 € um polindmio de grau 4. Em geral, é
verdade que para uma matriz de ordem n o polinémio caracteristico tem
grau n. Vemos isso facilmente quando desenvolvemos o determinante
(3.8); observe que o termo do polindmio caracteristico de A contendo
x" provém do produto dos elementos da diagonal principal, ou seja, de

(x—all)(x—agz)...(x—ann).

Observe que o coeficiente do termo de mais alto grau, aquele con-

tendo x", & igual a 1 e, por isso, dizemos que o polindmio &€ monico.

Pela forma como foi definido o polindmio caracteristico, podemos
concluir o resultado a seguir.

Teorema 3.1.

Um escalar A é autovalor de uma matriz A de ordem n se e somente
se A & umaraiz do polinémio caracteristico de A, isto &, se e somente se
A satisfaz a equacgdo det(Al, —A) = 0.

Sendo assim, para encontrarmos os autovalores de uma matriz A de-
vemos encontrar as raizes do seu polindmio caracteristico. E, como no
Exemplo 3.1, os autovetores correspondentes sdo obtidos substituindo
o0 valor de A na equacdo Av = Av e resolvendo o sistema linear ho-
mogéneo

(Alh—A)v=0.

( Exemplo33. ]

Determine bases para 0s autoespacos da matriz A do Exemplo 3.2,
e obtenha a multiplicidade geométrica de cada autovalor.

Solucéo:

Vimos que o polinémio caracteristico da matriz

NN O Ol
N B~ 01O
O w oo
w o O o



é dado por
p(x) = (x—5)*(x —3)°.

Portanto, os autovalores de A sdo A; =5 A, =5 A3 =3 e
A4 = 3. Neste caso, os dois autovalores distintos tém multiplicidade algébrica
2. Vamos determinar os autovetores associados a cada um deles.

Para obter os autovetores associados ao autovalor A = 5, resolvemos o
sistema linear homogéneo
(514 —A)v=0.

Considerando v = (X,Y,z,t), 0 sistema anterior pode ser reescrito como

0 000 X 0
0 000 y | | o
2 —4 20 z |7 o
2 20 2 t 0

Escalonando a matriz ampliada do sistema, obtemos o sistema linear equi-
valente

oo or
ocor o
|
o
|
ok
- N < X
oo oo

e a solucdo geral deste sistema é dada pelos vetores da forma

v=(—z-2t,z+t,z,t) comz,t e R.

Observe que, neste caso, 0 autoespaco associado ao autovalor A =5 tem
duas variaveis livres, z e t, e, portanto, tem dimensdo 2. Considerando z = —1
et =0e¢, depois,z=0et = —1, vemos que os vetores v; = (1,—1,—1,0) e
v, = (2,—1,0,—1) pertencem ao autoespago associado a A =5 e, como sao
linearmente independentes, formam uma base para esse autoespago. Assim,
a multiplicidade geométrica do autovalor A =5 também & igual a 2, ou seja,
igual & multiplicidade algébrica.

Agora, para determinarmos os autovetores v = (X,Y,z,t) associados ao au-
tovalor A = 3, devemaos resolver o sistema homogéneo

(3l4— AV =0.

Novamente, este sistema homogéneo é equivalente ao sistema

AULA E MODULO 1
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—2 000 X 0
0 —2 00 y | | o
2 —4.0 0 z [T | o
2 200 t 0

e, escalonando a matriz ampliada desse sistema, obtemos o sistema linear
equivalente

O O O
O O O
O O O o
O O O o
— N < X
O O O o

Vemos, facilmente, que a solucdo geral deste sistema é dada pelos vetores
da forma
v=(0,0,z,t) comz,teR.

Outra vez, 0 autoespago associado ao autovalor A = 3 tem dimensao 2. Os
autovetores
vz =(0,0,1,0) evq =(0,0,0,1)

sdo linearmente independentes e, portanto, formam uma base do autoespacgo
associado ao autovalor A = 3. Logo, a multiplicidade geométrica de A = 3
também é igual a 2, coincidindo mais uma vez com a multiplicidade geométrica.



. Determine os autovalores e bases para 0s autoespagos correspon-

. 3 0
dentes da matriz ( 8 _1 )

. Determine os autovalores e bases para os autoespacos correspon-
. 3 2
dentes da matriz ( 41 >

. ConsidereamatrizA=| —

NN A
o o
=l

a. Determine os autovalores e bases para 0s autoespagos cor-
respondentes da matriz A.

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada

autovalor.
2 -1 -1
. Considere a matriz A = 1 0 -1
-1 1 2

a. Determine os autovalores e bases para 0s autoespagos cor-
respondentes da matriz A.

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada
autovalor.

. Determine os valores de a, b, ¢, d, e e f, de modo que
vi=(1,1,1),vo=(1,0,—1) e v3=(1,—1,0) sejam autovetores

111
damatrizA=| a b c |,edéosautovaloresassociadosa vy,
d e f

Vo € V3.

AULA E MODULO 1
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Aula 4

CALCULO DE AUTOVALORES E
AUTOVETORES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

obter autovalores a partir do polindmio caracteristico;

observar que nem sempre a multiplicidade algébrica de
um autovalor coincide com sua multiplicidade geomé-
trica e que, geralmente, a multiplicidade geométrica é
menor ou igual a multiplicidade algébrica;

observar que existem matrizes que ndo possuem auto-
valores nem autovetores.
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Pré-requisito
Aula 3; Teorema
2.4 da Aula 2.

36 CEDERJ

CALCULO DE AUTOVALORESE
AUTOVETORES

No Exemplo 3.3, da Aula 3, vimos o caso de autovalores com multi-
plicidade algébrica igual & multiplicidade geométrica, isto &, 0 nUmero
de vezes que o autovalor comparece como raiz do polindbmio carac-
teristico & igual a dimensdo do autoespaco correspondente. Conse-
quentemente como a multiplicidade algébrica e a multiplicidade geo-
métrica eram iguais a 2, pudemos obter, em cada um dos dois casos,
dois autovetores linearmente independentes, formando uma base do au-
toespago correspondente. Infelizmente, isso nem sempre & possivel,
como mostra o proximo exemplo.

( Exemplo4.1. ]

Determine os autovalores e 0s autovetores da matriz

5 -2 1 2
0 3 -6 3
A= 0 0 &5 -5
0O 0 0 O

Verifique a relagdo entre a multiplicidade algébrica e a multiplici-
dade geométrica para cada autovalor.
Solucéo:

Como a matriz é triangular, vimos que seus autovalores sdo exatamente 0s
elementos da diagonal principal ou, analogamente, observe que o polinbmio
caracteristico de A é

Xx—5 2 -1 -2
0 x-3 6 -3

p(x) =det(xly —A) = 0 0 x_5 5|
0 0 0 X

ou seja,
p(X) = x(x—3)(x—5)%.

Portanto, os autovalores da matriz A séo 0, 3, 5 e 5. Os autovalores 0 e 3
tém multiplicidade algébrica 1 enquanto o autovalor 5 aparece com multipli-
cidade algébrica 2. Vamos, agora, calcular os autovetores associados em cada
caso.

Para 0 autovalor A = 0, temos que 0s autovetores associados v = (X, v, z, t)



satisfazem o sistema linear

(0l — A)v = 0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

100 1/5 X 0
010 -1 y | | o
001 -1 z |7 | o
000 O t 0

Assim, 0s autovetores associados ao autovalor A = 0 sdo da forma

—t
V= <?, t, t, t),comte]R*.

Logo, o autoespaco associado a A = 0 tem dimensdo 1, sendo gerado pelo
autovetor v; = (%%, 1, 1, 1). Ou seja, a multiplicidade geométrica também &
igual a 1.

Analogamente, os autovetores associados ao autovalor A = 3 satisfazem o
sistema homogéneo
(3l —A)v=0,

que é equivalente ao sistema linear homogéneo

0
0
1
0

O O O R

O OO

O O L O

— N < X
|

O O O o

cujas solugdes sdo da forma
v=(X, X, 0, 0), comx € R.
Portanto, o autoespaco associado ao autovalor A = 3 tem dimensdo 1 e

é gerado pelo autovetor v, = (1, 1, 0, 0). Aqui, também, a multiplicidade
geomeétrica é igual a 1, coincidindo com o valor da multiplicidade algébrica.

Finalmente, resolvendo o sistema linear homogéneo
(5l —A)v =0,

obtemos os autovetores associados ao autovalor A = 5. E facil ver que este
sistema é equivalente a

AULA ' MODULO 1
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0100 X 0
0010 y | | O
0 001 z | [ o)’
0 00O t 0

de onde obtemos solucdes da forma

v=(x, 0,0, 0), comxeR.

Assim, 0 autoespaco associado ao autovalor A =5 tem dimensdo 1, sendo
gerado pelo autovetor vs = (1, 0, 0, 0). Portanto, embora o autovalor A =5
tenha multiplicidade algébrica 2, sua multiplicidade geométrica & 1. A mul-
tiplicidade geométrica de um autovalor é sempre menor ou igual a sua
multiplicidade algébrica.

Observe que os autovetores v1,V; e V3, associados aos autovalores 0, 3 e 5,
respectivamente, sdo linearmente independentes, como afirma o Teorema 2.4
da Aula 2.

Vimos que para obtermos os autovalores de uma matriz A € M, (RR)
precisamos encontrar as raizes do seu polinémio caracteristico. O pro-
blema de encontrar raizes de um polindmio de grau n ndo & um proble-
ma facil. Existem muitos métodos para se obter aproximagfes numé-
ricas das raizes reais de um polindmio, alguns deles mais eficientes do
que outros.

Enunciaremos dois resultados gerais a respeito de raizes reais de
polindmios.

Teorema 4.1.

Dado o polindmio p(x) = X" +an_1x""* +a,_ox"? ... +ai;x+ao,
podemos afirmar que:

1. Asomadas raizes de p(x) é igual a —a,_1 € 0 seu produto & igual
a (—1)"ag.

2. Seag,ay,...,an_1 € Z, entdo toda raiz racional do polindmio p(x)
é inteira. Mais ainda, se r € uma raiz inteira de p(x) entdo r é
divisor de ag.

Assim, para encontrarmos as possiveis raizes racionais de um poli-
ndémio monico p(x) com coeficientes inteiros, é suficiente procurar entre
os divisores inteiros do termo constante ag. E claro que p(X) pode muito
bem ter apenas raizes irracionais ou complexas. No entanto, como este
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€ um primeiro curso sobre autovalores, todos os polindmios caracteris-
ticos considerados terdo apenas coeficientes inteiros e suas raizes reais,
quando existirem, serdo inteiras. Portanto, cada uma dessas raizes sera
um divisor do termo constante de p(x).

( Exemplo4.2. |

AULA ' MODULO 1

Determine os autovalores de uma matriz A, de ordem 3, cujo poli-
ndmio caracteristico & p(x) = x3 — 6x? + 11x — 6.

Solugéo:

Sabemos que os autovalores de A sdo as raizes de p(x). Mas, pelo que
vimos, os candidatos a raizes inteiras, ou mesmo racionais, de p(x) sdo os
divisores do termo constante, que é -6, ou seja, sdo +1, +2, +3 e +6. Agora, é
preciso testa-las para saber quais de fato s&o raizes. Como p(—1) = —24 # 0,
entdo -1 ndo é raiz de p(x). Como p(1) =0, temos que 1 é raiz de p(x) e,
portanto, o polindmio (x — 1) divide p(x). Efetuando a divisdo de p(x) por
(x—1), obtemos

p(x) = (x—1)(x* — 5x+6).

As outras duas raizes de p(x) sdo as raizes do polindmio quadratico x> —
5x+ 6, a saber, 2 e 3. Observe que sdo mais dois divisores de -6. Assim, 1,2 e
3 sd0 as raizes de p(x) = x3 — 6x> + 11x — 6 e, portanto, s&o os autovalores da
matriz A.

| Exemplo43. |

Determine os autovalores e uma base de autovetores para cada autoespaco
correspondente da matriz

2 -1 1
A= 0 3 -1
2 1 3

Verifique, também, para cada autovalor, se a multiplicidade algébrica
é igual & geomeétrica.

Solugéo:

Primeiramente, obtemos o polindmio caracteristico da matriz A:
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p(x) =det(xlz—A)=| 0 x—3 1 |=x3—8x2+20x—16.

Os candidatos & raiz inteira, ou mesmo racional, desse polindmio sdo
os divisores de -16: +1, +2, +4, +£8 e +£16. Agora, para saber se algum
desses valores é raiz do polindmio caracteristico, & preciso testa-los. Como
p(—1) = —45, entdo -1 ndo é raiz de p(x). Como p(1) = —3, entdo 1 também
ndo é raiz. Agora, p(2) =0, logo 2 é raiz do polindmio caracteristico. Di-
vidindo p(x) por (x — 2), obtemos

p(x) = (x—2)(x*>—6x+8)

I
—
>
[
N
~—
N~ —
>
[
N
~—
—
>
|
SN
~—

Portanto, os autovalores da matriz A sdo 2, 2 e 4. O autovalor 4 tem mul-
tiplicidade algébrica 1, enquanto o autovalor 2 tem multiplicidade algébrica 2.
Vamos, agora, calcular os autovetores associados em cada caso.

Para o autovalor A = 4, temos que 0s autovetores associados v = (X, Y, 2)
satisfazem o sistema linear

(413 — A)v =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

10 -1 X 0
01 1 y |=120
00 O z 0

Assim, 0s autovetores associados ao autovalor A = 4 sdo da forma

V= (z, -z, z), comze R"

Logo, 0 autoespaco associado a A = 4 tem dimensdo 1, sendo gerado pelo
autovetor v; = (1, —1, 1). Ou seja, a multiplicidade geométrica também &
igual a 1.

Analogamente, para o autovalor A = 2, temos que 0s autovetores associa-
dos v = (x, Y, z) satisfazem o sistema linear

(2 I3 —A)V =0.



Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

10 1 X 0
01 -1 y |=1020
00 O z 0

Assim, os autovetores associados ao autovalor A = 2 sdo da forma

v=(-z2,12), comzeR"

Logo, 0 autoespago associado a A = 2 tem dimens&o 1, sendo gerado pelo
autovetor v, = (1, —1, —1). Portanto, a multiplicidade geométrica desse au-
tovalor é igual a 1, ou seja, menor que sua multiplicidade algébrica.

No entanto, observe que os autovetores v; e v, sdo linearmente indepen-
dentes.

| Exemplo4.4. |

Determine os autovalores e uma base de autovetores para cada autoespaco
correspondente da matriz

1 2 -1
A=| -2 -3 1
2 2 2

\erifique, também, se as multiplicidades algébricas e geométricas
coincidem.

Solugao:

Primeiramente, obtemos o polindmio caracteristico da matriz A:

x—1 =2 1
p(x) =det(xl3—A)=| 2 x+3 —1 |[=x>+4x%+5x+2.
2 -2 x+2

Os candidatos a raiz inteira, ou mesmo racional, desse polinbmio sdo os
divisores de 2: +1 e +2. Como os coeficientes de p(x) sdo todos positivos,
podemos descartar os candidatos positivos 1 e 2. Agora, é facil verificar que
p(—1) =0, ou seja, -1 & raiz de p(x). Dividindo p(x) por (x+ 1), obtemos
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p(x) = (X+1)(x>+3x+2)
— (X4 L)X+ 1)(x+2)
= (x+1)%(x+2).

Portanto, os autovalores da matriz A sdo -1, -1 e -2. O autovalor -2 tem
multiplicidade algébrica 1 enquanto o autovalor -1 tem multiplicidade algébrica
2. Vamos, agora, calcular os autovetores associados em cada caso.

Para 0 autovalor A = —2, temos que 0s autovetores associados v = (X, Y, z)
satisfazem o sistema linear

(—2|3 —A)V =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

1 0 -1 X 0
01 1 y |=1020
00 O z 0

Assim, os autovetores associados ao autovalor A = —2 sdo da forma
V= (z, —z,z) comz e R".
Logo, o0 autoespago associado a A = —2 tem dimensdo 1, sendo gerado

pelo autovetor v; = (1, —1, 1). Ou seja, a multiplicidade geométrica também
éigual a 1.

Analogamente, para o autovalor A = —1, temos que 0s autovetores asso-
ciados v = (x, y, z) satisfazem o sistema linear

(—1l3— AV =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

2 2 -1 X 0
00 O y |=10
00 O z 0

Assim, os autovetores associados ao autovalor A = —1 sdo da forma

V= (XY, 2x+2y)comx € R* ouy € R".

Logo, 0 autoespago associado a A = —1 tem dimensdo 2, sendo gerado
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pelos autovetores v, = (1, 0, 2) e v3 = (0, 1, 2). Portanto, a multiplicidade
geomeétrica desse autovalor é igual a 2, ou seja, igual & sua multiplicidade
algébrica.

Observe que os autovetores vi, v, e v3 sd0, mais uma vez, linearmente
independentes.

Também € interessante observar que uma matriz ndo precisa ter nenhum
autovalor (real) e, consequentemente, nenhum autovetor. \eja o proximo exem-
plo.

| Exemplo45. |

Verifique que a matriz A = < (1) _é ) ndo possui autovalores.

Solugéo:

O polindmio caracteristico dessa matriz &

p(x) = det(xl, —A) = ’ _X L

2
1 X’_x+1.

Como o polindmio p(x) = x> + 1 ndo possui raizes reais (suas raizes sio i
e -i), entdo, pelo Teorema 3.1 da Aula 3, segue que a matriz A ndo possui auto-
valores. Nao havendo autovalores, entdo ndo ha também autovetores. Porém,
se considerarmos o conjunto dos escalares como sendo 0s niUmeros complexos,
entdo esta matriz teria dois autovalores complexos, a saber, i e -i. No entanto,
ndo trataremos de autovalores complexos neste curso introdutorio.

AULA ' MODULO 1
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01

. Considere a matriz A = < 11 )

a. Determine os autovalores e bases para 0s autoespagos cor-
respondentes da matriz A.

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada
autovalor.

. Considere a matriz A = < 42 )

-2 8

a. Determine os autovalores e bases para 0s autoespagos cor-
respondentes da matriz A.

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada

autovalor.
5 —6 —6
. ConsidereamatrizA=\| -1 4 2
3 -6 -4

a. Determine os autovalores e bases para 0s autoespagos cor-
respondentes da matriz A.

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada

autovalor.
1 00
. ConsidereamatrizA=| -3 10
4 -7 1

a. Determine os autovalores e bases para 0s autoespacos cor-
respondentes da matriz A.

b. Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada
autovalor.

. Seja A uma matriz de ordem n. Prove que A e sua transposta Al

tém o mesmo polindmio caracteristico.



Aula

DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender a conceitua¢ao de matrizes semelhantes;
compreender a conceituacdo de matriz diagonalizavel;

observar a relacdo entre matriz diagonalizavel, auto-
valores e autovetores.
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Pré-requisitos

Matriz mudanca de

base (de Algebra

linear I); Teorema

2.4,da Aula 2;
Teorema 4.1, da
Aula 4.
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DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

Existe uma relagdo entre matrizes que & muito importante no estudo

de operadores lineares e que, também, se torna importante no estudo de
autovalores. Trata-se da relacdo de semelhanca de matrizes.

Definigéo 5.1.

Sejam A, B € My(R). As matrizes A e B sdo semelhantes se existe
uma terceira matriz inversivel P € My (R) tal que B = P~1AP ou
A=P1BP,

| Exemplo5.1.

. i 11 2 1 1
Considere as matrizes A= ( 52 ),P_ ( 11 ) eB=P*AP.
Determine o polindmio caracteristico, os autovalores e os autovetores

das matrizes A e B.
Solugéo:
Inicialmente, observe que A e B sdo matrizes semelhantes. Para a matriz

A, temos

pa(x) = det(xl —A) =

= X2 -5Xx+6=(x—2)(x—3).

Portanto, a matriz A possui dois autovalores distintos: 2 e 3.

Para o autovalor A = 2, temos que 0s autovetores associados v = (X, Y)
satisfazem o sistema linear

(21, — AV = 0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

1 -1 x\ (0
0 O y ) \0 /)"
Assim, os autovetores associados ao autovalor A = 2 sdo da forma

vV = (X, X) com x € R*.



Logo, 0 autoespaco associado a A = 2 tem dimensdo 1, sendo gerado pelo
autovetor v; = (1,1).

Para o autovalor A = 3, temos que 0s autovetores associados v = (X, Y)
satisfazem o sistema linear

(3l, — AV =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

2 -1 x\ (0
0 O y ) \0)°
Assim, os autovetores associados ao autovalor A = 3 sao da forma
V= (X, 2x) com x € R*.
Logo, 0 autoespaco associado a A = 3 tem dimensdo 1, sendo gerado pelo

autovetor vy = (1, 2).

Quanto a matriz B, temos

s (-

Sendo B uma matriz triangular inferior, seus autovalores s@o os elementos
da diagonal principal, a saber, 2 e 3. Seu polindmio caracteristico & dado por

pe(X) = det(xlg—B):’X_3 0 ’

3 X—2
= (x-3)(x-2)
= X2—5x+6.

Para o autovalor A = 2, temos que 0s autovetores associados v = (X, Y)
satisfazem o sistema linear

(21, —B)v =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

(356)-(2)

AULA E MODULO 1
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Assim, os autovetores associados ao autovalor A = 2 sdo da forma
v=(0,y)comyeR"
Logo, 0 autoespaco associado a A = 2 tem dimensdo 1, sendo gerado pelo
autovetor v; = (0, 1).

Para o autovalor A = 3, temos que 0s autovetores associados v = (X, Y)
satisfazem o sistema linear

(3|2 — B)V =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo
31 x\ [0
00 y ) \0)°
Assim, os autovetores associados ao autovalor A = 3 sao da forma
v = (X, —3x) com x € R".
Logo, o0 autoespago associado a A = 3 tem dimensdo 1, sendo gerado pelo
autovetor v, = (1, —3).

Observe que as duas matrizes, A e B, tém os mesmos autovalores e o
mesmo polinémio caracteristico. Isto & uma propriedade geral de matrizes
semelhantes. No entanto, 0s autoespacos ndo precisam coincidir, como este
exemplo mostra.

Teorema 5.1.

Sejam A e B matrizes semelhantes. Entdo A e B tém o mesmo
polindmio caracteristico e, consequentemente, 0s mesmos autovalores.

Demonstracédo

Sendo A e B matrizes semelhantes, existe uma matriz inversivel P
tal que B = P~1AP. Assim,

pe(x) = det(xl —B)
= det(xP~1IP —P~!AP)
det(P~1(xl — A)P)
det(P~1) det(xI — A) det(P)

I
—~~



Sendo os polindmios caracteristicos iguais e como 0s autovalores
sao as raizes desse polindmio, segue que A e B tém 0s mesmos autova-
lores.

\Vejamos, agora, o conceito de diagonalizacdo de matrizes.

Definigdo 5.2.

Uma matriz A € Mp(R) é dita diagonalizavel se for semelhante a
uma matriz diagonal. Nesse caso, também dizemos que a matriz A
pode ser diagonalizada.

| Exemplo52. |

Mostre que a matriz A = ( _; 411 ) do Exemplo 5.1 é diagonali-
zavel.
Solugéo:

. . 11
Vimos que a matriz A = > tem como autovetores vi = (1,1),

-2 4
associado ao autovalor A = 2, e v, = (1,2), associado ao autovalor A = 3.
Como os vetores vi e v, s@o linearmente independentes, veja o Teorema 2.4
da Aula 2, eles formam uma base de autovetores do R?. Considere a base
candnica, e; = (1,0) e e; = (0,1), e observe que

v1:(1,1):1-e1—|—1-ez
V2:(1,2):1'81—|—2'82,

11
=(12)

cujas colunas s@o formadas pelas componentes de v; e v,, & a matriz mudanga
de base, da base de autovetores {v;,v,} para a base candnica {e1,e;}.

o e (2 1) (21)(21)
-(573)02)
(5

ou seja, a matriz

Agora, temos que a matriz
2
1

AULA E MODULO 1

E hora de rever a
matriz mudanca de
base, do curso de
Algebra Linear I.

CEDERJ 49



Algebra Linear Il | Diagonalizacdo de Matrizes

50 CEDERJ

€ uma matriz diagonal semelhante a matriz A, isto é, a matriz A é diago-
nalizavel. Veja que a matriz diagonal D obtida tem os autovalores da matriz A
em sua diagonal principal.

Observe que também podemos expressar a matriz A em func¢do da matriz
diagonal D. Multiplicando a equacdo D = P~1AP por P~ do lado direito,

obtemos
DPt=PIA(PP ) =P lAI=P 1A

e multiplicando DP~ = P~1A por P & esquerda, obtemos

(PP-HA = pPDP!
IA = PDP!
A = PDPL

Uma das vantagens de termos uma matriz A semelhante a uma matriz di-
agonal D é que as poténcias de A se tornam mais faceis de serem calculadas.
De fato, da equagdo A = PDP~! obtida anteriormente, temos

A2 = (PDP1)2
= (PDP~1)(PDP?)
= PD(P~'P)DP!
= PD?P1,

A = A’A
= (PD?P~1)(PDP?)
= PD?(P~'P)DP!
= PD3PL

De um modo geral, temos A¥ = PD¥P~1 para qualquer inteiro positivo k.
E sendo a matriz diagonal D dada por

M 0 .00
0 % ... 0
D= : ,
0 0 ... 4
temos que
A0 0
k
o 0 A 0
0 0 ... 2

O teorema a seguir fornece condigdes suficientes para que uma ma-
triz A seja diagonalizavel.



Teorema 5.2.

Se uma matriz A € M,(R) tem n autovalores distintos, entdo ela é
diagonalizavel.

No Teorema 5.2, a matriz diagonal D, semelhante a A, é formada
pelos autovalores de A em sua diagonal principal,

A0 ... 0
0 A ... O
0 0 ... A&

sendo cada autovalor Ay associado ao k-ésimo vetor v da base de au-
tovetores {vi,...,vn}. A matriz P, em D =P~APouA=PAP 1 éa
matriz que realiza a mudanca de base, da base de autovetores {vi,...,Vn}
para a base candnica do R", e cujas colunas sdo formadas pelas com-
ponentes dos autovetores, ou seja, a k-ésima coluna de P é formada
pelas componentes do k-ésimo autovetor vy dessa base. Denotamos
essa relacdo entre a matriz P e 0s vetores vy, ..., Vv, por

P=[vi v2 ... vyl
E muito importante observar que a ordem dos vetores da base de

autovetores {v1,...,Vn} determina a ordem das colunas da matriz P e a
ordem dos elementos da diagonal da matriz D.

(| Exemplo53. |

Mostre que a matriz

2 -1 0
A= 9 4 6
-8 0 -3

é diagonalizavel. Determine uma matriz diagonal D e uma matriz P tais
que D = P1AP.

Solucéo:

Vamos verificar se a matriz A tem trés autovalores distintos, o que garante,
pelo Teorema 2, que A é diagonalizavel. Seu polindmio caracteristico é dado

CEDERJ

51



Algebra Linear Il | Diagonalizacdo de Matrizes

por
x—2 1 0
p(x) =det(xlz—A)=| -9 x—4 —6 |=x2—3x®—x+3.
8 0 x+3

Pelo Teorema 4.1 da Aula 4, os candidatos a raizes racionais de p(x) sdo
os divisores de -3: +1 e +3. Verificamos rapidamente que p(—1) = p(1) =
p(3) =0, isto &,

PO = (x+1)(x=1)(x=3),
ou seja, os autovalores da matriz A sdo -1, 1 e 3. Portanto, pelo teorema
anterior, a matriz A é diagonalizavel e semelhante & matriz diagonal

D=

o O -

0
1
0

w o o

Para obter uma matriz P tal que D = P~1AP, precisamos encontrar uma
base de autovetores. Para o autovalor A; = —1, temos que 0s autovetores as-
sociados v = (x, Y, z) satisfazem o sistema linear

(—1l3—A)v =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

3 -1 0 X 0
4 01 y |=1|01],
0 00O z 0

cujas solucdes sdo da forma

v = (X, 3x, —4x), com x € R.

Logo, um autovetor associado ao autovalor A3 = —1é vy = (1, 3, —4).

Para o autovalor A, = 1, temos que 0s autovetores associados v = (X, Y, z)
satisfazem o sistema linear

(13— AV =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

1 -1 0 X 0
2 01 y |=10],
0 0O z 0
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cujas solucdes sdo da forma
v= (X, X, —2X), comx € R.
Portanto, um autovetor associado ao autovalor A, =1évy, = (1, 1, —2).

Finalmente, para o autovalor A3 = 3, 0s autovetores associados vz = (X, Y, z)
satisfazem o sistema linear

(3|3 —A)V: 0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

110 X 0
4 0 3 y |=101],
0 0O z 0

cujas solucdes sdo da forma

V= (X, =X, —4x/3), comx € R.

Logo, um autovetor associado ao autovalor A3 =3 évs; = (3, —3, —4).

Como foi observado antes deste exemplo, a matriz P é obtida posicio-
nando em suas colunas os autovetores vi = (1,3,—4), vo = (1, 1, —2) e
V3 = (3, -3, —4)2

1 1 3
P=( 3 1 -3
—4 —2 -4

AULA E MODULO 1
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6 -1

. Considere a matriz A = < 10 )

a. Mostre que a matriz A é diagonalizavel e determine uma
matriz diagonal D correspondente.

b. Determine uma matriz P tal que D = P~1AP.

. Considere a matriz A = < 5 4 )

1 2

a. Mostre que a matriz A é diagonalizavel e determine uma
matriz diagonal D correspondente.

b. Determine uma matriz P tal que D = P~1AP.

2 1 1
. Considere a matriz A = 2 2 4
-1 -1 -2

a. Mostre que a matriz A é diagonalizavel e determine uma
matriz diagonal D correspondente.

b. Determine uma matriz P tal que D = P~1AP.

. Mostre que se A e B sdo matrizes semelhantes, entdo det(A) =

det(B).



Aula

CALCULO DE MATRIZES DIAGONALIZAVEIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

apresentar um critério geral de diagonaliza¢do de ma-
trizes;

observar a existéncia de matrizes diagonalizaveis com
autovalores repetidos;

observar a existéncia de matrizes ndo diagonalizaveis
com autovalores reais.



Algebra Linear 11 | Célculo de Matrizes Diagonalizaveis

56 CEDERJ

CALCULO DE MATRIZES
DIAGONALIZAVEIS

Nos exemplos da Aula 5, tratamos de matrizes diagonalizaveis
A € My (R) que apresentavam n autovalores distintos. Nesta aula, vamos
considerar matrizes A € M,(IR) com autovalores repetidos. No caso de
a matriz A apresentar n autovetores linearmente independentes, entdo a
matriz continuara sendo diagonalizavel. Caso contrario, a matriz A ndo
sera diagonalizavel. E o que afirma o proximo teorema.

Teorema 6.1.

Uma matriz A € Mp(RR) & diagonalizavel se e somente se a matriz A
tem n autovetores linearmente independentes.

Neste teorema, a matriz diagonal D, semelhante a A, é formada pelos
autovalores de A em sua diagonal principal,

A0 ... 0
0 A ... O
0 0 ... A&

sendo cada autovalor Ay associado ao k-ésimo vetor v, da base de au-
tovetores {vy,...,Vy}. AmatrizP,em D =P !APouA=PDP! éa
matriz que realiza a mudanca de base, da base de autovetores {v1,...,vn}
para a base candnica do R", cujas colunas sdo formadas pelos autove-
tores {v1,...,Vn}, OU seja, a k-ésima coluna de P é formada pelas com-
ponentes do k-ésimo autovetor vy dessa base. Denotamos essa relagdo

entre a matriz P e 0s vetores vy, ..., Vv, por

P=[vi V2 ... V]

E muito importante observar que a ordem dos vetores da base de
autovetores {v1,...,V,} determina a ordem das colunas da matriz P e a
ordem dos elementos da diagonal da matriz D.

Observe, no Teorema 6.1, que a existéncia dos n autovetores line-
armente independentes é equivalente a existéncia de uma base de au-
tovetores para 0 R". Observe, também, que o Teorema 6.1 afirma que,
caso a matriz A ndo admita uma base de autovetores, ou seja, ndo pos-
sua n autovetores linearmente independentes, entdo a matriz A nao sera



diagonalizavel.

| Exemplo6.1. |

\erifigue que a matriz

A—

oo
= e
= O O

é diagonalizavel. Determine uma matriz diagonal D e uma matriz P tais
que D =P 1AP.

Solugéo:

Primeiramente, devemos calcular o polinbmio caracteristico de A. Esse
polindmio caracteristico é dado por

x -1 0
p(x) = det(xlz—A)=|0 x—1 0
1 -1 x-1
x -1
= (=1 0 x—l‘
= X(X_l)za

ou seja, o polindmio caracteristico da matriz A é

p(x) =x(x—1)%,

e, portanto, seus autovalores sdo 0 e 1, o primeiro com multiplicidade algébrica
1 e 0 segundo com multiplicidade algébrica 2. Contando as multiplicidades,
seus trés autovalores sdo Ay =0e Ay = A3 = 1.

Para concluir que a matriz A é diagonalizavel, precisamos verificar se e-
xistem trés autovetores linearmente independentes, ou seja, se existe uma base
de autovetores para R®.

Para o autovalor A; = 0, ndo é dificil ver que o sistema linear
(013 —A)v=0, (6.1)

comv = (X, Y, z) & equivalente ao sistema linear

y=0
X—z=0.

CEDERJ
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Assim, todas as solugdes do sistema (6.1) sdo da forma

(x, 0, x) =x(1, 0, 1), com x € R.

Portanto, vi = (1, 0, 1) & um autovetor associado ao autovalor A; = 0.
Em particular, a multiplicidade geométrica desse autovalor € igual a 1, ou seja,
igual a sua multiplicidade algébrica.

Analogamente, para o autovalor A, = A3 = 1, o sistema linear
(1I3—A)v=0 (6.2)

€ equivalente ao sistema
x—y=0

Assim, todas as solugdes do sistema (6.2) sdo da forma

(x,x, z) =x(1, 1, 0)4+2(0, 0, 1), para todo X, z € R.

Portanto, v, = (1, 1, 0) e v3 = (0, 0, 1) sdo dois autovetores linearmente
independentes associados ao autovalor A, = Az = 1. Aqui, também, a multi-
plicidade geométrica do autovalor 1 é igual a sua multiplicidade algébrica, ou
seja, igual a 2.

Pelo Teorema 2.4 da Aula 2, autovetores associados a autovalores distintos
sdo linearmente independentes. Dai, concluimos que o conjunto de autovetores
{v1,V2,Vv3} tem que ser linearmente independente, garantindo que a matriz A
é, de fato, diagonalizavel. Observe que {Vv1,Vv,v3} & uma base do R® formada
por autovetores da matriz A.

A matriz diagonal D, semelhante a A, é dada por

000
D=(01 0],
001

o -

enquanto uma matriz P tal que D = P~1AP & dada por
110
P=1010
101

Observe que os elementos da diagonal principal de D sdo os autovalores
da matriz A e que as colunas de P sdo os autovetores associados v, Vo € V3.
Observe, também, que a ordem em que autovalores e autovetores aparecem
esta correta: a primeira coluna de P € o autovetor correspondente ao autovalor
A1 =0, enquanto as duas G(ltimas colunas de P sdo os autovetores correspon-



dentes ao autovalor A, = A3 = 1.

\ejamos, agora, um exemplo de matriz ndo diagonalizavel.

(| Exemplo62. |

\erifique que a matriz

A—

O O O
o O
Y

ndo é diagonalizavel.
Solucéo:

Como a matriz A é matriz triangular superior, seus autovalores sdo os ele-
mentos da diagonal principal, ou seja, 0, 1 e 1. Para o autovalor A; = 0, temos
que os autovetores associados vV = (X,Y,z) satisfazem o sistema linear

(0l3—A)v =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

010 X 0
00 1 y |=10],
000 z 0

portanto, os autovetores associados ao autovalor A; = 0 sdo da forma
v=(x, 0, 0), comx € R".

Logo, um autovetor associado ao autovalor ;1 =0 é vy = (1, 0, 0). Observe
que a multiplicidade geométrica do autovalor A; = 0 é igual & sua multiplici-
dade algébrica, que é igual a 1.

No caso do autovalor A, = 1, temos que 0s autovetores associados
v = (X, Y, z) satisfazem o sistema linear

(1l3—A)v =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

CEDERJ
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100 X 0
001 y | =10,
000 z 0

portanto, os autovetores associados ao autovalor A, = 1 sdo da forma

v=(0,y, 0), comy e R".

Em particular, v, = (0, 1, 0) & um autovetor associado ao autovalor A, = 1.
Observe, também, que a multiplicidade geométrica do autovalor A, =1 € igual
a 1, enquanto sua multiplicidade algébrica é igual a 2.

Como a multiplicidade geométrica do autovalor A, = 1 & igual a 1, ndo
existem dois autovetores linearmente independentes associados a esse auto-
valor. Podemos obter, no maximo, dois autovetores da matriz A que sao linear-
mente independentes: um associado ao autovalor A; = 0 e outro associado ao
autovalor A, = 1, por exemplo, os autovetores vi = (1, 0, 0) e vo = (0, 1, 0),
respectivamente. Logo, ndo é possivel formar uma base de autovetores para
R3. Portanto, pelo Teorema 6.1, a matriz A n3o é diagonalizavel.

\Vejamos mais um exemplo do caso de matriz diagonalizavel.

( Exemplo63. ]

\erifigue que a matriz

N el SR
W
oN OO

é diagonalizavel. Determine uma matriz diagonal D e uma matriz P tais
que D = P~1AP.

Solucéo:

Primeiramente, devemos calcular o polindmio caracteristico de A. Este
polindmio caracteristico & dado por

x—4 -1 0 0
-2 x-3 0 0
p(x) = det(xly —A) = 1 1 x_2 3

-1 1 0 X—5

Resolvendo o determinante acima, temos



p(x) = (x—=2)| -2 x—-3 0
-1 1 x-5

— (x-2)(x—5) _;'X_g‘

= (X=2)(x=9)[(x-4)(x-3) 2]
= (x—=2)(x—5)(x? 7x+10)

Assim, o polindmio caracteristico da matriz A é

p(X) = (x—2)*(x—5)?,

e, portanto, seus autovalores sdo 2 e 5, ambos com multiplicidade algébrica
2. Contando as multiplicidades, seus quatro autovalores sdo A3 = A, =2 e
Az =A4 =5.

Para concluir que a matriz A é diagonalizavel, precisamos verificar se exis-
tem quatro autovetores linearmente independentes, ou seja, se existe uma base
de autovetores para R?.

Para 0 autovalor 43 = Ay = 2, temos que 0s autovetores associados
v = (X, Y, z, t) satisfazem o sistema linear

(2l4—A)v=0, (6.3)
gue é equivalente ao sistema
{ X+t=0
y—2t=0.
Assim, todas as solugBes do sistema (6.3) sdo da forma
(—t, 2t,z,t)=t(-1,2,0,1)+2(0, 0, 1, 0), paratodo t,z € R.

Portanto, v = (=1, 2, 0, 1) ev, = (0, 0, 1, 0) sdo dois autovetores line-
armente independentes associados ao autovalor A; = A, = 2. Em particular,
a multiplicidade geométrica desse autovalor é igual a 2, ou seja, igual a sua
multiplicidade algébrica.

Analogamente, para o autovalor A3 = A4 = 5, 0s autovetores associados
v = (X, Y, z, t) satisfazem o sistema linear

(514 —A)v =0, (6.4)
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gue é equivalente ao sistema
X—y=0
z+t=0.
Assim, todas as solucGes do sistema (6.4) sdo da forma

(X, X, z, =z) =x(1, 1, 0, 0)4+2(0, 0, 1, —1), para todo x, z € R.

Portanto, v3 = (1, 1, 0, 0) evs = (0, 0, 1, —1) s&8o dois autovetores linear-
mente independentes associados ao autovalor A3 = A4 = 5. Aqui, também, a
multiplicidade geométrica do autovalor 5 & igual a 2, novamente coincidindo
com o valor de sua multiplicidade algébrica.

Pelo Teorema 2.4 da Aula 2, autovetores associados a autovalores distintos
sdo linearmente independentes. Dai, concluimos que o conjunto de autovetores
{v1,V2,V3,v4} tem que ser linearmente independente, garantindo que a matriz
A &, de fato, diagonalizavel. Observe que {Vvi,V2,V3,Vv4} & uma base de R*
formada por autovetores da matriz A.

A matriz diagonal D, semelhante a A, é dada por

o

Il
coonwN
co N o
ouloo
U1o oo

enquanto uma matriz P tal que D = P~1AP & dada por

O OO
O O
= = OO

Observe que os elementos da diagonal principal de D s@o os autovalores
da matriz A e que as colunas de P sdo os autovetores associados V1, Vo, V3 € Vg.
Observe, também, que a ordem em que autovalores e autovetores aparecem
estd correta: as primeiras duas colunas de P sdo os autovetores correspon-
dentes ao autovalor A; = A, = 2, enquanto as duas (ltimas colunas de P sdo os
autovetores correspondentes ao autovalor A3 = A4 =5.



2 -1 -1
. Considere a matriz A = 1 0 -1
-1 1 2

a. Determine se a matriz A é diagonalizavel e, caso seja, deter-
mine uma matriz diagonal D semelhante a A.

b. Determine uma matriz P tal que D = P~1AP.

12 0 O

_ : 21 0 0

. Considere a matriz A = 00 1 -2
00 -2 1

a. Determine se a matriz A é diagonalizavel e, caso seja, deter-
mine uma matriz diagonal D semelhante a A.

b. Determine uma matriz P tal que D = P~1AP.

4 00

. ConsidereamatrizA=| 1 4 0 |. Determine se a matriz A
0 05

é diagonalizavel e, caso seja, determine uma matriz diagonal D

semelhante a A.
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Aula

PROCESSO DE DIAGONALIZA(;,Z\O’;
DE MATRIZES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

descrever o processo de diagonalizacdo de uma matriz
através de um procedimento formal;

aplicar o procedimento de diagonalizacdo de matrizes
apresentado.
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Pré-requisitos
Determinantes de
matriz (Algebra
linear 1); Teorema
6.1 da Aula 6;
Teorema 4.1 da
Aula 4; Teorema
2.4 da Aula 2.
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PROCESSO DE DIAGONALIZAQ&O DE
MATRIZES

Durante as Aulas 5 e 6, desenvolvemos um processo de diagonaliza-
cdo de matrizes que queremos, agora, formalizar. As condigdes exigi-
das devem satisfazer as condi¢des do Teorema 6.1 da Aula 6, ou seja,
consideremos uma matriz A € Mp(R) com n autovetores linearmente
independentes. Entdo, sabemos que a matriz A é diagonalizavel.

O processo de diagonalizar uma matriz A consiste em encontrar uma
matriz diagonalizada D, semelhante a A, D = P~1AP, e a matriz diago-
nalizante P. Descrevemos esse processo nos quatro passos seguintes.

Passo 1: Determinar os autovalores da matriz A.

\erifique se a matriz A &€ uma matriz triangular. Caso seja, entao
seus autovalores ja sdo os elementos de sua diagonal principal.

Se a matriz A ndo é triangular, entdo precisamos calcular seu poli-
ndmio caracteristico, que é dado por

p(x) = det(xln— A),

onde I, é a matriz identidade de ordem n. Para o calculo do polinémio
caracteristico, é preciso lembrar do processo de calculo de determinante
de matriz visto no curso de Algebra Linear I.

Como ja sabemos, os autovalores de A sdo exatamente as raizes do
polindmio caracteristico, ou seja, as solucdes da equacao

p(x) = det(xl, —A) =0.

Como ja foi observado anteriormente, o calculo das raizes de um
polinémio & muito dificil se o grau do polinémio for maior que dois. E
preciso salientar que esse método de obter os autovalores de uma ma-
triz, por meio das raizes do seu polindmio caracteristico, ndo é muito
pratico devido a necessidade de se calcular um determinante e devido a
dificuldade de obter as raizes de um polinémio de grau n > 2. No en-
tanto, no decorrer deste curso, todos os polindmios caracteristicos en-
contrados terdo coeficientes inteiros e, na maioria das vezes, suas raizes
serdo racionais ou mesmo inteiras. Em particular, poderemos aplicar o
Teorema 4.1 da Aula 4 para ajudar a encontrar as raizes do polindbmio
caracteristico.



Sejam A1, A2, ..., A, 0s nautovalores da matriz A, ou seja, as n raizes
do polindmio caracteristico. Cada autovalor A comparece nesta relacdo
tantas vezes quanto for sua multiplicidade algébrica, isto &, 0o nimero
maximo de vezes que o fator (x — A ) aparece na fatoracdo do polindmio
caracteristico p(x).

Passo 2: Determinar uma base de autovetores da matriz A.

Para cada autovalor Ay, de multiplicidade ng, nk < n, devemos obter
uma base de autovetores para seu autoespaco E(Ax) que, como j& foi
visto, coincide com o espac¢o-solucdo do sistema linear homogéneo

(A ln— AV = 0.

Devemos, assim, obter ny autovetores linearmente independentes
associados ao autovalor Ax. Observe que a dimensdo deste subespaco
deve ser igual a ny, isto é, a multiplicidade geométrica do autovalor Ay
deve ser igual a sua multiplicidade algébrica. Lembre que, se ndo exis-
tirem ny autovetores linearmente independentes associados ao autovalor
Ak, entdo a matriz A ndo é diagonalizavel.

Procedendo dessa forma, obtemos uma base de autovetores
{v1,...,vn} para 0 R", onde cada autovetor vy est& associado ao au-
tovalor Ay.

Passo 3: Montar a matriz diagonalizada D.

A matriz D & uma matriz diagonal e sua diagonal principal consiste
exatamente dos autovalores A1, A, ..., A, da matriz A,

A0 ... 0
0 A ... 0
0 O An

Passo 4: Montar a matriz diagonalizante P.

A matriz P, que satisfaz D = P~1AP, & a matriz que realiza a mu-
danca de base, da base de autovetores {vi,...,V,} para a base candnica
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de R", e cujas colunas sdo formadas pelas componentes dos autovetores
{v1,...,vn}, Ou seja, a k-ésima coluna de P é formada pelas compo-
nentes do k-ésimo autovetor vy dessa base. Denotamos essa relagdo
entre a matriz P e os vetores v1,...,V, por

P=[vi V2 ... Vol
E muito importante observar que a ordem dos vetores da base de

autovetores {v1,...,vp} determina a ordem das colunas da matrizP e a
ordem dos elementos A1, Ay, ..., A, da diagonal principal da matriz D.

| Exemplo7.1.

\erifigue que a matriz

1 3 3
A=| -3 -5 -3
3 3 1

é diagonalizavel. Determine uma matriz diagonalizada D e uma matriz
P tais que D = P~1AP.

Solugéo:

Vamos detalhar cada um dos passos sugeridos anteriormente.
Passo 1: Determinar os autovalores da matriz A.

Como a matriz A ndo é matriz triangular, devemos calcular seu polindmio
caracteristico para obter os autovalores de A. O polindmio caracteristico da
matriz A é dado por

p(x) =det(xlz3—A)=| 3 x+5 3 |,

cujo calculo nos leva a
p(x) = x> +3x* — 4.

Observe que, pelo Teorema 4.1 da Aula 4, os candidatos a raizes racionais
do polinémio p(x) sdo os divisores de -4: +1, +2 e +4. \erificamos rapi-
damente que p(1) =0, logo, o polinémio (x — 1) divide p(x). Efetuando a
divisdo polinomial, obtemos



p(x) = (x—1)(x>+4x+4)
— (x—1)(x+2)2.

Portanto, os autovalores da matriz A sdo 1 e —2, o primeiro com multipli-

cidade algébrica 1 e o0 segundo com multiplicidade algébrica 2. Contando as
multiplicidades algébricas, seus trés autovalores sdo A1 =1e A, = A3 = —2.

Passo 2: Determinar uma base de autovetores da matriz A.

Para o autovalor A; = 1, temos que os autovetores associados v = (X,Y,z)
satisfazem o sistema linear

(113—A)v=0,
ou seja, 0 sistema
0 -3 -3 X 0
3 6 3 y |=1020
-3 -3 0 z 0

Este sistema é equivalente ao sistema escalonado

ou seja, ao sistema

Todas as solugdes desse sistema sdo da forma
(X,—x,X) =x(1,-1,1), comx € R.

Portanto, v; = (1,—1,1) & um autovetor associado ao autovalor A; = 1, logo,
uma base do autoespaco correspondente. Em particular, a multiplicidade geo-
métrica desse autovalor é igual a 1, ou seja, igual a sua multiplicidade algébrica.

Analogamente, para o autovalor A, = A3 = —2, 0s autovetores associados
v = (X,Y,z) satisfazem o sistema linear

(=213—A)v=0
ou seja, 0 sistema
-3 -3 -3 X 0
3 3 3 y |=120
-3 -3 -3 z 0
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Este sistema é equivalente ao sistema escalonado

111 X 0
0 0O y |=10],
0 0O z 0
0u seja, ao sistema
X+y+z=0.

Assim, todas as solucBes desse sistema sdo da forma
(X7y7 _X_y) = X(l,O, _1) +y(0717 _1)7 com X, y eR.

Portanto, v, = (1,0,—1) e v3 = (0,1,—1) séo dois autovetores linearmente
independentes associados ao autovalor A, = A3 = —2, formando uma base do
autoespaco correspondente. Assim, a multiplicidade geométrica do autovalor
A2 = A3 = —2 € igual a sua multiplicidade algébrica, ou seja, igual a 2.

Pelo Teorema 2.4 da Aula 2, autovetores associados a autovalores distintos
sdo linearmente independentes. Dai, concluimos que o conjunto de autovetores
{v1,V2,v3} tem que ser linearmente independente, garantindo que a matriz A
é, de fato, diagonalizavel. Observe que {v1,V2,Vv3} & uma base do R3 formada
por autovetores da matriz A.

Passo 3: Montar a matriz diagonalizada D.

A matriz diagonal D, semelhante a A, é dada por

1 0 O
D=0 -2 O
0 0 -2

Observe que os elementos da diagonal principal de D s@o os autovalores
da matriz A.

Passo 4: Montar a matriz diagonalizante P.

A matriz P tal que D = P~'AP & dada por

1 1 O
P=1 -1 0 1
1 -1 -1

Observe que as colunas de P sdo os autovetores associados vi, vy € Vs.
Observe, também, que a ordem em que autovalores e autovetores aparecem



esta correta: a primeira coluna de P € o autovetor correspondente ao autovalor
A1 =1, enquanto as duas Gltimas colunas de P sdo os autovetores correspon-
dentes ao autovalor A, = A3 = —2.
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Aula _ 4

DIAGONALIZA(;AO DE OPERADORES
LINEARES

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender os conceitos de autovalor e autovetor de
um operador linear;

compreender o conceito de operador linear diagonali-
zavel,

reconhecer quando um operador linear é diagonalizavel.
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Pré-requisito
Aula 5.

Lembre que a base
canbnicade R" &
composta pelos
vetores
€1,6€2,...,en Onde
cada ey =
(0,...,0,1,0,...,0)
tem como Unica
componente
ndo-nula a k-ésima
componente com
valor 1.
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DIAGONALIZAQ,&O DE OPERADORES
LINEARES

Vamos comecar lembrando alguns conceitos do curso de Algebra
Linear 1. Uma transformacdo linear de R" em R™ é uma funcdo
T :R" — R™ que satisfaz

T (C1V1 + C2V2) =T (Vl) +CoT (Vz)

para todo vi, v» € R" etodo ¢y, ¢ € R.

Chamamos operador linear uma transformagdo linear de R" em
R", T : R" — R". Observe que, neste caso, tanto o dominio quanto
0 contra-domimio tém a mesma dimensdo n. Lembre que, fixando a
base candnica de R", o operador linear T : R" — R" fica representado
pela matriz A = (ajj) € Mqy(R), chamada matriz candnica, através de
multiplicacdo de matrizes da seguinte forma:

Vi— Av,
\%1 a1z a2 -+ ain Vi
V2 a1 az - A V2
. = . . . . )

Vi dnl an2 - dm Vi
\%1
Vo |, . .

onde . é o vetor v = (vq, Va,..., Vy) descrito na base candnica.

Vn

Denotando esta base por {e1,ez,...,en}, entdo as colunas da matriz A
sdo as componentes dos vetores T(e1), T (e2),...,T(en) na base cand-
nica:

A=[T(e1) T(e2) T(en) |.

Vamos trocar a base candnica de R" para uma outra base
{ug,uz,...,un}. Seja P € Mp(IR) a matriz que realiza a mudanca da
novabase {u1,Us,..., Uy} paraabase candnica {ej,es,...,ey}. Lembre
que a matriz P é obtida de modo que suas colunas sdo as componentes
de ug, Uz, ..., Uy cOm respeito a base canonica {eg,ey,...,en}:

P=[u; u Un .



Sabemos também que, com respeito & nova base {us,uz,...,un}, 0
operador linear T : R" — R" fica representado pela matriz B € Mp(R)
através de multiplicacdo de matrizes da seguinte forma: para cada vetor
ai

v € R", escreva v = ajuj +azUs + ... +apUp, entdo VIg=1| @ | €o
an

vetor v descrito na base 8 = {ug,up,...,un} e

[Vlg — B[V,

ag b11 b2 -+ Dby ap
az bo1 bao -+ b2 az
dn bri bn2 -+ b dn

Lembre também que as colunas da matriz B sdo as componentes dos
vetores T (u1), T (u2),...,T(u,) com respeito a base f3:

B=[T(u1) T(uz) --- T(un) ]
Por fim, também sabemos que a relacdo entre as matrizes A e B, que

representam o operador linear T : R" — R" na base canonica
{e1,e2,...,en} e nanovabase {uy,uy,...,uy}, édada por:

B=P AP,

Ou seja, as matrizes A e B sdo semelhantes.

| Exemplo8.1. |

Em IR, consideremos as seguintes bases:
oo={e1=(1,0),ep=(0,1)} e B={u1=(1,-2),u, = (2,-5)},
e o operador linear T : R? — R? dado por

T(Xay) = (2X_3y74x+y)

Determine as matrizes A e B, que representam o operador linear T,
com respeito as bases « e 3, respectivamente.
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Lembre que, se a
matriz A

a ,
A= ( c d ) €
inversivel com
determinante
detA =ad — b,
entdo sua matriz

inversa é dada por
-1 _

1 d —b
detA \ —cC a
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)

Solucéo:

Para obtermos a matriz A € Mp(IR) que representa o operador linear T na
base can6nica, calculamos:

T(e1)=T(1,0)=(2,4) =2e1+4e
T(e2)=T(0,1) =(—3,1) = —3e;+1ey;

portanto, a matriz A, tendo como colunas T (e1) e T (e»), & dada por

A:<j‘f>.

As colunas da matriz P s8o os vetores u; = (1,—2) e u, = (2,-5):

p:<_§_§)

Dai, obtemos facilmente que

L (5 2
(5 1)

e, portanto, a matriz B, que representa o operador linear T na base 3, é dada
por

e [ 5 2\ (2 -3 1 2\ [ 44 101
B=P AP_(—z -1 )\4 1 —2 -5 )"\ 18 —41 )

Temos o seguinte resultado geral.

Teorema 8.1.

Duas matrizes A, B € Mp(R) definem o mesmo operador linear
T :R" — R" se e somente se A e B sdo matrizes semelhantes, isto &,
se e somente se existe matriz inversivel P tal que B = P~1AP.

Se A € Mp(RR) é a matriz candnica do operador T : R" — R", isto
€, a matriz que representa este operador com respeito a base candnica,
entdo, pelo Teorema 5.1 da Aula 5, toda matriz B, semelhante a A, tem
0 mesmo polindmio caracteristico e 0s mesmos autovalores que A. E
em vista do Teorema 8.1 acima, como todas as matrizes B, semelhantes
a A, representam o mesmo operador linear T : R" — R", podemos con-
siderar as seguintes definicdes de polindmio caracteristico e autovalor
do operador linear T:



Definigdo 8.1.

1. Um ndmero real A & chamado um autovalor do operador li-
near T : R" — R" se existe um vetor ndo-nulo v € R" tal que

T(v) = Av. (8.1)

Todo vetor ndo-nulo v que satisfaca (8.1) & chamado autovetor
associado (ou correspondente) ao autovalor A. Os autovalores
também sdo chamados valores proprios ou valores caracte-
risticos, e 0s autovetores sdo chamados vetores proprios ou
vetores caracteristicos. Observe que, se A € M,(R) é a matriz
que representa o operador T numa base qualquer de R", isso
equivale a dizer que A é autovalor da matriz A, pois

T(v) =Av=Av.

2. Chamamos autoespaco do operador linear T, associado ao au-
tovalor A, ao subespago vetorial de R" gerado por todos os
autovetores de T associados a A. Denotamos este autoespaco
por

E(A)={veR"|T(v)=Av}.

3. O polindmio caracteristico do operador linear T : R" — R"
é o polindmio caracteristico de qualquer matriz A € Mp(R)
que representa o operador linear T com respeito a uma base
qualquer de R",

4. O operador linear T : R" — R" é diagonalizavel se existe uma
base {us,Us,...,u,} de R" com respeito & qual o operador T
é representado por uma matriz diagonal D € M, (R).

Temos agora o0s seguintes resultados, consequéncias dos resultados
analogos vistos para o caso de matrizes.

Teorema 8.2.

1. Sejam vy, Vo, ..., Vy, autovetores do operador linear T : R" — R"
associados aos autovalores distintos A1, Ay, ..., Am, respectiva-
mente, entdo os autovetores vi,Va,...,Vy Sd0 linearmente inde-
pendentes.
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2. O escalar A & um autovalor do operador linear T : R" — R" se e
somente se A € uma raiz do polindmio caracteristico de T.

3. O operador linear T : R" — R" & diagonalizavel se e somente se
existe base {ug,uy,...,un} de R" formada por autovetores de T.
Nesse caso, se a matriz diagonal

MM 0 ... 0
0 A ... O
0 0 ... A&

representa o operador T com respeito a base {uy,us,...,un}, en-
td0 T (ux) = Ax U paratodo k =1,...,n, ou seja, os elementos da
diagonal principal da matriz D s&o os autovalores do operador T.

4. Seja A € M,(R) a matriz que representa 0 operador linear
T : R" — R" numa base qualquer de R". Entdo o operador linear
T é diagonalizavel se e somente se a matriz A é diagonalizavel.

Esse Gltimo resultado reduz a investigacdao da diagonalizagdo de o-
peradores lineares T : R" — R" ao estudo da diagonaliza¢do de matrizes
A € Mjy(RR), que foi discutido em detalhes nas aulas anteriores. Vejamos
mais alguns exemplos.

( Exemplo82. |

Determine todos os autovalores e autovetores do operador linear
T : R? — R? dado por

T(Xay) = (6X_y73X+2y)

Determine se o operador T & diagonalizavel e, caso seja, determine
uma representacdo diagonal, ou seja, uma matriz diagonal D € M(R)
que representa o operador T.

Solugéo:

Primeiramente, vamos calcular a matriz A € M, (IR) que representa o ope-
rador T com respeito & base canénica de R?. Como

T(e1) =T(1,0) = (6,3) = 6es + 3es
T(EZ) = T(O,l) = (—1,2) =—le;+2ey,



a matriz A, tendo como colunas T (e1) e T (e2), é dada por
6 —1
a=(573).

O polindmio caracteristico de T serad o polinémio caracteristico da matriz
A que é dado por
p(x) = det(xl—A)

| x=6 1
N -3 x—2‘
= x2-8x+15
= (x—=3)(x—5).

Assim, os autovalores de T sdo A; = 3 e A, =5. A essa altura, ja podemos
concluir que o operador T : R? — R? & diagonalizavel, pois, como ele tem
dois autovalores distintos, entéo, pelo Teorema 8.2, qualquer par de autove-
tores correspondentes é linearmente independente e, portanto, forma base de
autovetores para o R?.

Vamos determinar os autovetores. Para o autovalor A; = 3, temos que 0s
autovetores associados v = (x,y) satisfazem o sistema linear

(3l, — AV =0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo
3 -1 x\ (0
0 0 y /) \0)°
Assim, os autovetores de T associados ao autovalor A; = 3 sdo da forma
v = (x,3x) com x € R".
Em particular, vi = (1,3) & um autovetor de T associado ao autovalor
A =3.

Analogamente, os autovetores v = (X,y), associados ao autovalor A, = 5,
satisfazem o sistema linear

(5, — A)v = 0.

Escalonando a matriz desse sistema, obtemos o sistema homogéneo

(0 ) (5)-(5)

AULA n MODULO 1
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Assim, os autovetores de T associados ao autovalor A, = 5 sdo da forma

v = (X,x) com x € R".

Em particular, v = (1,1) & um autovetor de T associado ao autovalor
A2 = 5. Assim, B = {v1,v,} & uma base de R? formada por autovetores de T,
e a representacdo diagonal de T é a matriz diagonal de ordem 2 cuja diagonal
principal é formada pelos autovalores A, =3 e A, =5:

o (20).

| Exemplo83.

Seja T : R? — R? o operador linear que reflete pontos com respeito
a reta pela origem y = kx, onde k € R. Veja a Figura 8.1.

Figura 8.1: Reflexdo com respeito & reta'y = kx.

Mostre que:
a) vi = (1,k) e vo = (—k, 1) sdo autovetores de T;

b) T é diagonalizavel e encontre uma representacdo diagonal D de
T.

Solugéo:

a) Como ndo conhecemos as equagdes que definem a transformacéo T,
procedemos geometricamente como segue.

Observe que o vetor vi = (1,k) pertence a reta y = kx, logo ele & mantido
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fixo pela acéo do operador T, isto &, T (v1) = vi. Assim, v, & um autovetor de
T associado ao autovalor A; = 1.

Por outro lado, observamos que o vetor v, = (—K, 1) & ortogonal ao vetor
V1, POIS
vi-vp=1-(=k)+k-1=0,

e, consequentemente, v, é perpendicular a reta y = kx. Assim, o operador T
transforma o vetor v, em seu negativo —Vvy, isto é, T(v2) = —Vvy. Logo, v, é
um autovetor de T associado ao autovalor A, = —1.

b) Como os vetores v; = (1,k) e v, = (—k, 1) sdo linearmente indepen-
dentes, temos que B = {vi,V,} & uma base ordenada de R? formada por au-
tovetores de T. Portanto, o operador T & diagonalizavel com representacdo

diagonal dada por
1 0
o- (1 9)

(| Exemplo84. |

Determine todos os autovalores e autovetores do operador linear
T : R® — RR3 dado por

T(X,y,Z) = (2X+y,y—z,2y+42)

Determine se o operador T é diagonalizavel e, caso seja, determine
uma representacdo diagonal, ou seja, a matriz diagonal D € M3(R) que
representa o operador T e a base de autovetores correspondente.

Solugéo:

O procedimento é semelhante ao do Exemplo 8.2. Primeiramente, vamos
calcular a matriz A € M3(IR) que representa o operador T com respeito a base
candnica de R3. Como

T(e1) =T(1,0,0) = (2,0,0) = 2e; +0e, +0es3
T(ez) :T(O,l,O) = (1,1,2) = 1e1+1e2+263
T(e3) =T(0,0,1) = (0,—1,4) =0ey + (—1)ex +4es,

a matriz A, tendo como colunas T (e1), T(e2) e T (e3), é dada por

21 0
A= 0 1 -1
02 4

AULA n MODULO 1
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O polinbmio caracteristico de T sera o polindmio caracteristico da matriz
A que é dado por

p(x) = det(xl3—A)
x—2 -1 0
= 0 x-1 1
0 -2 x—4

x—1 1‘

= (x-2) —2 x—4

X—2)
X—2)
2)

)

(X—=1)(x—4)+2]
x2 — 5X+6)
X—2)(x—3)
(x=3).

X —

( [
( (
( (
(x—2)?

X —
Assim, os autovalores de T sdo A; = A =2 e A3 = 3. Como temos apenas

dois autovalores distintos, ainda ndo podemos decidir se T é diagonalizavel.
Vamos, primeiramente, determinar uma base do autoespago

EQR)={veR®|T(v)=2v}

associado ao autovalor A; = A, = 2. Sabemos que um vetor v = (X,Y,z) per-
tence ao autoespacgo E (2) se e somente se ele é solugdo do sistema linear

(2|3 — A)V =0,
isto &, de
0 -1 0 X 0
0 1 1 y |=1]1020
0o -2 -2 z 0

Escalonando a matriz associada desse sistema, obtemos o sistema

010 X 0
001 y | =0,
000 z 0

cujas solugdes sdo v = (x,0,0), x € R. Como a solugdo geral depende ape-
nas de uma variavel independente, entdo o autoespaco E (2) & unidimensional.
Temos que v; = (1,0,0) é um autovetor de T associado ao autovalor A; =2 e,
portanto, forma uma base de E(2).

Vamos agora procurar uma base do autoespaco
E(3)={veR®|T(v)=3v},

associado ao autovalor A3 = 3. Sabemos que um vetor v = (X,Y,z) pertence ao
autoespacgo E (3) se e somente se ele é solu¢do do sistema linear



(3l3— AV =0,

isto &, do sistema

1 -1 0 X 0
0 2 1
0 -2 -1 z 0

<<
Il
(e]
AULA n MODULO 1

Escalonando a matriz associada desse sistema, obtemos o sistema

10 1/2 X 0
01 1/2 y |=1{0 [,
00 0 z 0

cujas solugdes sdo v = (—z,—2,2z), z € R. Como a solucdo geral depende,
novamente, apenas de uma variavel independente, entdo o autoespaco E(3)
também é unidimensional. Nesse caso, v, = (—1,—1,2) é um autovetor de T
associado ao autovalor A3 = 3 e, portanto, forma uma base de E(3).

Como T possui apenas dois autovetores linearmente independentes, entdo
n3o existe base de autovetores de T para o R® e, portanto, pelo Teorema 8.2, 0
operador linear T n&o é diagonalizavel.

Autoavaliacdo

Terminamos o primeiro modulo do curso de Algebra Linear 11. N&o
deixe de fazer uma boa revisdo dos conceitos vistos neste primeiro
modulo antes de iniciar o segundo. Faca 0s exercicios desta aula
e reveja os das aulas anteriores. Se vocé ficar com alguma davida,
procure o tutor no seu polo.
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. SejaA=

_1 é edefinaT :R? — R? por T (V) = Av. Mostre
que v1 = (1,1) é autovetor de T e que o operador linear T ndo é
diagonalizavel.

. Verifique se o operador linear T : R® — RR? dado por

T(xY,2) = (2,¥:X)

é diagonalizavel e, caso seja, determine uma representacdo dia-
gonal, ou seja, uma matriz diagonal D € M3(IR) que representa o
operador T e uma base de autovetores correspondente.

. Verifique se o operador linear T : R* — R* dado por

T(x,y,z,t) = (3x —4z,3y+ 5z, —z,—t)

é diagonalizavel e, caso seja, determine uma representacdo dia-
gonal, ou seja, uma matriz diagonal D € M4(IR) que representa o
operador T e uma base de autovetores correspondente.

. Mostre que 0 é autovalor do operador T : R" — R" se e somente

se T é ndo-inversivel.



Aula 4

MATRIZES ORTOGONAIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

fazer uma revisao de conceitos importantes de ortogo-
nalidade;

compreender o conceito de matriz ortogonal;
praticar calculos com matrizes ortogonais.
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Pré-requisitos
Produto interno
entre dois vetores.
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MATRIZES ORTOGONAIS

Neste modulo, estaremos considerando o espaco vetorial R" munido
do produto interno usual, também chamado de produto escalar. Ou seja,
dados os vetores u=(us, ..., Uy)ev=(Vvy, ..., Vn), 0 produto escalar
de u e v é dado por

U‘V:u1V1+...+UnVn,

que também denotamos por (u, V).

Na linguagem de matrizes, consideramos u e v como matrizes colu-
nas n x 1, que denotamos por

ui Vi1

uz V2
u= ) e v=

Un Vn

Denotando por u' a matriz transposta de u, o produto interno de u e
Vv pode ser expresso na forma:

\%1
V2
(u,v) = u'v = (Ug, Uy, ..., Up) © | =uvit.. 4 Unva,

Vn

Vamos relembrar algumas definicdes.



Definig¢do 9.1.

1. A normade um vetor v = (vy,...,Vvy) € R" é dada por

V]| = V/{V,V) = \/V2+V3+ ...+ V2,

e 0 vetor v & unitario se ||v|| = 1.

2. Dado um vetor ndo-nulo v, o vetor unitario na direcao e sen-
tido de v é o vetor dado por

Vv

=
]|’

e dizemos que o vetor v foi normalizado.

3. O angulo 6 € [0, ] entre os vetores ndo-nulos u e v é dado

por
(u,v)

cosO = .
[l vl

4. Dois vetores ndo-nulos u e v sdo ortogonais se 0 angulo entre
eles & de 90°. Pela formula anterior, isso equivale a dizer que
(u,v) =0.

\eremos que muitas matrizes possuem propriedades geométricas
especiais que sdo caracterizadas pela forma como sua agdo em vetores
se comporta com respeito ao produto interno. Por exemplo, quando a
acdo da matriz preserva a norma dos vetores ou quando a a¢ao preserva
o0 angulo entre dois vetores.

Na discussdo que se segue, um papel central € desempenhado pelos
conjuntos de vetores ortogonais de R".

CEDERJ

87

MODULO 1

AULA



Algebra Linear Il | Matrizes Ortogonais

Defini¢éo 9.2.

1. Um conjunto {v1,Vz,...,Vvp} de vetores ndo-nulos de R" &
dito conjunto ortogonal se cada par de vetores distintos é or-
togonal, isto &, se (vj,vj) = 0 para todo i # j. Chamamos de
base ortogonal a toda base que também & conjunto ortogonal.

2. Um conjunto {v1,Vz,...,vp} de vetores ndo-nulos de R" é
dito conjunto ortonormal se é conjunto ortogonal e se todos
0S Seus vetores 3o unitarios, isto &, se (Vvj,Vj) = 0 para todo
i # jese|vi|| =1 paratodo i. Chamamos de base ortonormal
a toda base que também é conjunto ortonormal.

O conjunto mais simples de base ortonormal de R" é a base candnica
{el, e2,...,en} de R". Os seguintes resultados foram vistos no curso de
Algebra Linear I:

Teorema 9.1.

1. Todo conjunto ortogonal de vetores é linearmente independente.

2. Todo conjunto ortogonal de n vetores de R" forma uma base (or-
togonal) de R".

| Exemplo9.1.

Mostre que {v1,V2,V3} é uma base ortonormal de R3, onde

3/V11 -1//6 —~1/1/66
Vi = 1/\/ﬂ , Vo = 2/\@ e V3= —4/\/@
1/V11 1/v6 7/./66

Solugéo:

Calculando os produtos internos:

(v v)—_3+ 2 Ly
luz_mm\/@_v

<vv>—_3— I
LY 726 V726 /726

0;
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(Vo,V3) = . 8 + T _ 0

20T /396 V396 V396
temos que {v1,V2,Vv3} & conjunto ortogonal formado por 3 vetores em R3. Pelo
Teorema 9.1, antes apresentado, {vi,v»,v3} € base ortogonal de R3. Além
disso,

1 1
<V17Vl>:ﬁ+ﬁ+ﬁ:1,

1 4 1
<V2aV2>—6+6+6—1,

1 16 49
<V3,V3>—%+@+%—1,

0 que mostra que V1,V € V3 S0 vetores unitarios. Logo, {v1,Vv2,Vv3} é conjunto
ortonormal e, portanto, base ortonormal de R2.

Vale a pena destacar que, quando os vetores de um conjunto orto-
gonal sdo normalizados, o conjunto permanece ortogonal, sendo, agora,
também, conjunto ortonormal. Portanto, quando uma base ortogonal
é normalizada, obtemos uma base ortonormal que preserva as mesmas
direcOes dos vetores da base ortogonal original.

( Exemplo9.2. |

Obtenha uma base ortonormal de R? na qual um dos vetores tenha
a direcdo do vetor v = (3,4).

Solugéo:

Precisamos encontrar um vetor w = (X,y) que seja ortogonal a v = (3,4).
Assim, temos que

((3,4),(x.y)) =0

3x+4y =0,
isto &,
3x = —4y,
ou,
__3
y_ 4 .

Assim, todo vetor da forma w = (t,—3t/4), com t € R*, é ortogonal a
v = (3,4). Em particular, os vetores w = (—4,3) (t=—4) e w = (4,-3)
(t =4), como mostra a Figura 9.1.

CEDERJ
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(3,4)
(—4,3)

Figura 9.1: Vetores ortogonais.

Como {(3,4),(—4,3)} & um conjunto ortogonal formado por 2 vetores de
RR?, entdo, pelo Teorema 9.1, & uma base ortogonal de R?. Normalizando esta
base, obtemos

% 1
w 1
Vo = M = g (_473) = (_4/573/5)

Assim, o conjunto {vi,v,} & uma base ortonormal de R? em que o vetor
v1 = (3/5,4/5) preserva a direcdo de v = (3,4).

De um modo geral, dado um vetor ndo-nulo v = (a,b) € R?, o vetor
w = (—b,a) & um vetor ortogonal a v, representado por uma rotacdo em v
de 90° no sentido anti-horario, como ¢é ilustrado na Figura 9.1 pelos vetores
v=(3,4) ew=(-43).

O proximo exemplo descreve a construcdo de uma base ortonormal
para R3.

| Exemplo9.3.

Obtenha uma base ortonormal de R® na qual um dos vetores tenha
a direcdo do vetor v =(—1,2,1).

Solugéo:

Um vetor u = (X,Y,z) € ortogonal av = (—1,2,1) se e somente se

<(_1a2a 1)7 (X7y7 Z)> =0,



ou seja,
—X+2y+z=0,
0 que nos da
Z=X—-2y.

Assim, todo vetor da forma
u= (x,y,x— 2y) = (17071) X+ (0717_2) Y,

X,Yy€R (x#0 ou y=#0), éortogonal a v. Em particular, escolhendo x = 1,
y = 0, obtemos o vetor u = (1,0,1) ortogonal av = (—1,2,1).

Queremos, agora, um vetor w = (a,b,c) que seja ortogonal av = (—1,2,1)
eau=(1,0,1). Assim, queremos que sejam satisfeitas as condicoes

((—-1,2,1),(a,b,c))
{ <(17071)a (a,b,c)> =

=0
0,

0 que nos da o sistema linear

—a+2b+c=0
a+c=0.

Resolvendo o sistema, obtemos
c=-—ae b=a,
0 que nos da vetores da forma
w=(a,a—-a) =(11,-1)a, acR"
Escolhendo a= 1, obtemos o vetor w = (1,1, —1) ortogonal av = (—1,2,1)
eau=(1,0,1). Como {v,u,w} & um conjunto de 3 vetores ortogonais de R?,

entdio esse conjunto forma uma base ortogonal de R3. Normalizando esses
vetores, temos:

vi= = (~1/V6, 2/v/6, 1/V6);

Il
Vo — HuuH = (1/V2, 0, 1/v/2);
Vs = ﬁ = (1/V/3, 1/v/3, —1/V/3),

e, assim, {V1,V2,v3} & uma base ortogonal de R3.

Depois de revermos esses fatos importantes sobre conjuntos ortogo-
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AULA n MODULO 1

91



Algebra Linear Il | Matrizes Ortogonais

nais, vamos introduzir um tipo especial de matriz cujas colunas formam
um conjunto ortonormal de vetores. Este tipo de matriz € muito impor-
tante em varias aplicaces e em algoritmos computacionais.

Definicdo 9.3.

Uma matriz A € My (RR) & chamada ortogonal se A' - A = I,, onde A'
€ a matriz transposta de A e |I,, € a matriz identidade de ordem n.

Vamos ver, inicialmente, uma propriedade que facilitara nossos cal-
culos posteriormente.

Teorema 9.2.

Uma matriz A € Mp(RR) & ortogonal se e somente se suas colunas
formam um conjunto de n vetores ortonormais, e, portanto, formam
uma base ortonormal de R".

Demonstracédo

Sejam vyq,V»,...,V, as colunas da matriz A, isto &,

A=[v1 Vo - V.
Entao,
Vi
Vt
2
AA=| “ | [vi v - vy ] =
Vi
V&'V]_ Vt]_‘VZ V&'Vn
VE'Vl Vtz.v2 VE‘Vn
th'Vl th'VZ th.\/n
(V1,v1) (v1,v2) --- (V1,Vp)
(V2,v1) (v2,v2) -+ (Vo,Vp)
- : : .. : ’ (”
(Vn,v1) (Vn,V2) -+ (Vn,Vp)

As colunas da matriz A formam um conjunto de n vetores ortogonais
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se e somente se <Vi,Vj> =0 paratodoi # j. E essas colunas sao vetores
unitarios se e somente se (vj,vj) = 1 para todo i. Assim, as colunas da
matriz A formam uma base de vetores ortonormais se e somente se a
matriz em (1) & a matriz identidade, isto &, se e somente se A'A = I, ou
seja, se e somente se a matriz A é ortogonal.

( Exemplo9.4. |

3/5 —4/5

\erifique se a matriz A = { 45 3/5

} € uma matriz ortogonal.

Solucéo:

Vimos, no Exemplo 9.2, que os vetores formados pelas colunas da matriz

w3 en=(42)

sdo ortonormais. Logo, pelo Teorema 9.2, a matriz A é matriz ortogonal.

Al

| Exemplo95. |

-1/v6 1/v2 1/V3
\erifique se a matriz A = 2/\/6 0 1/4/3 | € umama-

1/vV6 1/vV2 -1/V3

triz ortogonal.
Solucéo:
Vimos, no Exemplo 9.3, que os vetores formados pelas colunas da matriz
~1/V® 1/v2 1/v3
vi=| 2/V6 |,va= 0 evs=| 1/V3 |,
1//6 1/V/2 ~1//3

sdo ortonormais. Logo, pelo Teorema 9.2, a matriz A é matriz ortogonal.

A

" Autoavaliacgo

Estude bem os conceitos apresentados nesta aula, pois serdo exaus-
tivamente explorados nas proximas aulas. Nao deixe de trabalhar os
exercicios que seguem. Se voceé tiver qualquer divida, consulte seu
tutor.

CEDERJ 93

MODULO 1

AULA



Algebra Linear Il | Matrizes Ortogonais

94 CEDERJ

. Seja v = (a,b) € R? um vetor unitério, isto & que satisfaz

a2 +b% = 1. Obtenha todas as matrizes ortogonais A, de ordem 2,
cuja primeira coluna é o vetor v = (a,b).

. Determine o valor de k € R tal que os vetores

u=(1,2,k,3)e u=(3,k,7,-5)

sejam ortogonais.

. Dadou = (0,1, —2,5) € R*, determine uma base ortogonal de R*

que contenha o vetor u.

. Seja S o subconjunto de R® formado pelos vetores

up=(1,1,1), up =(1,2,-3) e uz=(5,—4,-1).

Mostre que S & uma base ortogonal de R? e transforme essa base
numa base ortonormal.

. Determine uma matriz ortogonal cuja primeira coluna & o vetor

uy = (1/3,2/3,2/3).



Aula 10 _ 4

PROPRIEDADES DAS MATRIZES
ORTOGONAIS

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender algumas propriedades geométricas das ma-
trizes ortogonais;

conhecer exemplos importantes de matrizes ortogonais;

praticar a leitura de demonstragGes matematicas de pro-
priedades importantes em Algebra Linear.
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Pré-requisitos
Autovalores e
autovetores de

matrizes, Aula 9.
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PROPRIEDADES DAS MATRIZES
ORTOGONAIS

Nesta aula, veremos algumas propriedades geométricas das matrizes
ortogonais. Lembre que as matrizes ortogonais foram abordadas na aula
passada.

Teorema 10.1.

Seja A € My (R) uma matriz ortogonal. Entdo

1. det(A) = +1
2. A & matriz inversivel e A~1 = AL,
3. Se A € R é autovalor da matriz A, entdio A =1ou A = —

4. Se B € M,(R) é matriz ortogonal, entdo o produto AB também é
matriz ortogonal.

Demonstracédo

1. Lembrando que A ortogonal significa Al-A = I, e que
det(A!) = det(A), temos
(det(A))? = det(A) det(A)
= det(A!) - det(A)
= t(AtA
= det(lp) =
donde se conclui que det(A) = +1.
2. Como det(A) # 0, a matriz A & inversivel. E, de At - A = I, segue
que A~ = AL,

3. Se A € R é autovalor da matriz A, entao existe um vetor ndo-nulo
v € R" tal que Av = Av. Assim, temos que

A2(v,v) = (AVv,AV) = (AV,Av)
= (AV)'- (Av) = (V'A)) - (Av)
= VI (ATA)V =Vt (V)
= Viv=(v,V),

e, como (v,V) # 0, segue que A2 = 1. Logo, A = +1.



4. Como a matriz B também & ortogonal, entdo B'-B = I,. Para
concluir que AB é ortogonal, devemos mostrar que (AB)!- (AB) =
Ih. Temos
(AB)'- (AB) = (B'AY)(AB)
B'(A'A)B
B'I,B
B'B

|n;

como queriamos demonstrar.

CQD

Gostariamos de ressaltar que a propriedade 3, mencionada antes, diz
que caso uma matriz ortogonal A possua autovalor A entdo
A = +1. Mas ndo é necessario que uma matriz ortogonal A tenha algum
autovalor, como veremos num proximo exemplo.

(| Exemplo10.1. |

Vimos, no Exercicio 1 da Aula 9, que se a2 +b? = 1, entdo as ma-
trizes 1 .
a — a
SRR Y
sdo matrizes ortogonais. Observe que

det(A) =a’+b>=1¢e
det(B) = —a? —b? = —(a® +b%) = —1.

| Exemplo10.2. |

Sejam 0, ¢ € [0,2r), entdo as matrizes

| cosf® —sen6 g_ | Cos¢ seng
~ | sen®  cos6O | sengp —cos¢@
sdo matrizes ortogonais com determinantes

det(A) =cos?6 +sen’0 =1 e
det(B) = —cos? ¢ —sen? ¢ = —(cos® ¢ +sen’ @) = —1.

Estas matrizes serdo estudadas mais detalhadamente nas proximas aulas.
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O proximo teorema fornece algumas propriedades geométricas das
matrizes ortogonais.

Teorema 10.2.

Seja A € M,(R) uma matriz ortogonal e sejam u,v € R". Entdo:

1. A matriz A preserva o produto interno, isto &, (Au,Av) = (u,V).
Em particular, se u e v sdo vetores ortogonais, entdo Au e Av
também sdo ortogonais.

2. A matriz A preserva a norma, isto &,

AV = [V

3. A matriz A transforma bases ortonormais em bases ortonormais,
isto &, se {ug,Uz,...,u,} € uma base ortonormal de R", entdo
{Auj,Auy,...,Aun} também é base ortonormal de R".

Demonstracao

1. Dados u,v € R", temos

(Au,Av) = (Au)'(Av)
= (U'A))(Av)

ut(AtA)v

ut(Ihv)

utv

= (u,Vv).

Em particular, se u e v sdo ortogonais, isto &, se (u,v) = 0, entdo
(Au,Av) = (u,v) =0,
ou seja, Au e Av também sdo ortogonais.
2. Utilizando a propriedade 1, no caso u = v, temos
IAV][Z = (Av,Av)
= <V’ V>
= |Iv]%,

logo, temos que [|Av|| = ||v||.
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3. Seja {ujg,uz,...,uy} uma base ortonormal de R". Entdo
(uj,uj) = 0 para todo i # j e ||uj|| = 1 ara todo i. Pelas pro-

priedades anteriores, temos

(Auj,Auj) = (uj,uj) =0 paratodoi# j, e
|Aui|| = [Juij]| = 1 paratodo i.

Logo, {Auz,Auy,...,Au,} € um conjunto ortonormal de n vetores

AULA E MODULO 1

de R" e, portanto, forma uma base ortonormal de R".

CQD

A propriedade 1 do Teorema 10.2 afirma que o angulo entre dois
vetores é preservado, e a propriedade 2 afirma que o comprimento e a
distancia entre vetores & preservada. Essas propriedades sdo cruciais
para a implementacdo de algoritmos computacionais.

| Exemplo 10.3. |

Sejam
1/vV2 —1/vV2 0
A=1|1/v/2 1/vV2 0|, u=
0 0 1
Verifique se:

a. amatriz A é ortogonal;
b. [[Aul[ = [lull;

c. (Au,Av) = (u,v).

Solucéo:

1 1
0Olev=|1
-1 0

a. Note que as colunas da matriz A s8o ortogonais portanto, pelo Teorema
9.2 da Aula 9, segue que A & matriz ortogonal. Também podemos veri-

ficar diretamente pela defini¢do:
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1/vV2 1/v2 0 1/vV2 —1/v2 0
AVA = | —1/V2 1/V2 0} [1/@ 1/v/2 o]
.0 0 1 0 0o 1
(100
= 010}@,.
001

b. Temos que

Jul = V12402412 = V2.
Para calcular ||Aul|, vamos primeiro calcular Au:
1/vV2 -1/vV2 0 1 1/v/2
=1 1/V2 1/v/2 0 0 |=1|1/v2|.
0 0 1 -1 -1

Dai, segue que

\/(1/\@)2+ (1/V2)?+ (-1 =/(1/2) + (1/2) +1=
= V2.

[[Au]

Portanto, ||Au|| = v/2 = ||u].

c. Vamos primeiro calcular (u,v):
(uv)=1-140-1+(-1)-0=1.

Calculemos, agora, Av:

1/vV2 —1/vV2 0 1 0 0
Av = {1/\@ 1/v2 0}(1)(2/\@)(\/5
0 0 1 0 0 0

Finalmente, calculando (Au,Av), obtemos

(Au,Av) = V24 (-1)-0=1.

kA

Assim, (Au,Av) =1 = (u,v).
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| Exemplo 10.4. |

Determine os autovalores da matriz A do Exemplo 10.3.
Solugéo:

Lembre que os autovalores da matriz A sdo as raizes do seu polinémio
caracteristico, e esse polindmio é dado por:

x—1/v/2  1/V2 0
p(x) = det(xlz—A)=| —-1/vV/2 x-1/vV2 0
0 0 x—1
_ K-1VE V2
= oo | e

1\2
= o3| (- 75) +4]
= (x—1)(®—v2x+1).
Agora, a (nica raiz real de p(x) = (x—1)(x> — v/2x+1) € A = 1, pois 0

polindmio x? — v/2x + 1 ndo possui raizes reais. Assim, a matriz A possui um
Unico autovalor real, A = 1.

| Exemplo 10.5. |

Sejam o = {ug,uz,us} e B = {vi1,Vz,Vv3} duas bases ortonormais
de R3. Mostre que a matriz A que realiza a mudanca de base de 3 para
o € uma matriz ortogonal.

Solucéo:

A matriz que realiza a mudanca de base de 3 para o & a matriz A = (ajj)
definida por
Vi =anUs +azuz +azus
V2 = agaUy +agUz +azzUs
V3 = ai3Us +azaUz +azaUs.

Sendo o = {uj,uz,us} uma base ortonormal de RR3, temos que

<U1,U1> = <U2,U2> = <U3,U3> =1
(ug,u2) = (ug,uz) = (Uz,uz) =0.

Usando estas igualdades e o fato de 8 = {vi,Vy,v3} ser base ortonormal,
temos

AULA n MODULO 1
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1= (v1,Vv1) = (a11U; +az Uy +az Uz, a11Us +ax1Up + az1Uz) =
A2 2 2
= ajy +a; +agy,

e, analogamente,
1= (vp,Vp) =a?, +a, +a3
1= (v3,v3) = af; + aj; + a%;.

Temos, também,

0 = (v1,V2) = (a11U1 + ax1Uz + az1U3, a12U1 + azUp +azoUs) =
= ajiai2 +agidx +asiasp,

e, analogamente,

0 = (v1,V3) = ajjai3 + ax1azs + az1ass
0 = (V2,V3) = ajpa13 + axazs + az2ass.

Portanto, estas igualdades mostram que as colunas da matriz

a1 a2 a3
A= apn axp axp
a3 az ass

formam uma base de vetores ortonormais. Logo, pelo Teorema 9.2, da Aula 9,
A & matriz ortogonal.

Autoavaliacdo h

Nesta aula apresentamos alguns resultados que caracterizam as ma-
trizes ortogonais. Vocé deve resolver 0s exercicios que se seguem
com a ajuda do seu tutor, se necessario. Nas proximas aulas, vamos
usar exaustivamente todos os resultados apresentados nesta aula;
portanto, & importante que vocé compreenda o significado geomé-
trico deles.
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Exercicio 10.1.

1. Considere as matrizes

10 O 10 O
A= 01 0 ]eB=|00 -1
0 0 -1 01 O

a. \erifique que A e B sdo matrizes ortogonais.

b. Verifique que o produto AB & ortogonal e calcule seus auto-
valores.
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aall

ROTACOES NO PLANO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender o efeito das rotagdes no plano em torno
da origem;

verificar que estas rotacOes sao exemplos de matrizes
ortogonais.
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Pré-requisito
Aula 10.
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ROTACOES NO PLANO

Neste capitulo vamos construir um tipo de matriz ortogonal muito
importante de ordem 2. S&o as matrizes que representam as rotagoes
no plano em torno da origem. Primeiro, vejamos uma definicdo que
generaliza um pouco o conceito de matriz ortogonal.

Defini¢éo 11.1.

Um operador linear T : R" — R" é chamado operador ortogonal
se, em alguma base ortogonal, ele é representado por uma matriz
ortogonal.

Vamos considerar, no plano cartesiano, uma rotagdo de 6 radianos
em torno da origem O = (0,0). Denotaremos esta rotacdo por Ag. O
operador Ay transforma o ponto (x,y) no novo ponto (X',y') = Ag(X,y).
A Figura 11.1 ilustra a acdo de Ag, onde v = (X,Y) € 0 vetor posi¢do do
ponto (X,Y).

Figura 11.1: Rotagdo de 6 radianos.

Observe que o vetor v = (x,y) sofre uma rotacdo de 6 radianos em
torno da origem. Convencionaremos que a rotacdo sera no sentido anti-
horario quando 6 for positivo e no sentido horario quando 6 for nega-
tivo.

| Exemplo11.1. ]

Vamos verificar, geometricamente, a acdo de uma rotagdo sobre um



quadrado unitario de vértice na origem.
Solucéo:

\Vamos considerar o quadrado unitario de vértices vo = (0,0), v1 = (1,0),
vy =(1,1)ev3=(0,1). Aacdo darotacdo Ag sobre os vértices desse quadrado
530 0s pontos Ag (Vo) = (0,0), Ag(v1), Ag(V2) eAg(V3), que formam os vérti-
ces de um novo quadrado de lado 1, como indica a Figura 11.2.

Ay

ARV,

“y

x> AgV

Figura 11.2: Rotagio de um quadrado unitario.

Como as rotacdes sao operadores lineares, Ay é representado por um ma-
triz de ordem 2, que continuaremos denotando por Ag. Quando aplicamos a
matriz Ag ao vetor v € R?, sua imagem AgV terd 0 mesmo comprimento do
vetor v, isto é,
[Agv]| = [IvI].

Portanto, é de se esperar que Ag seja uma matriz ortogonal. Vamos verifi-
car isto na proxima propriedade.

Teorema 11.1.

A rotacdo de 6 radianos em torno da origem é representada pela
matriz
A, — cos® —sen6
®~ \ sen® cos® /-

Demonstracao

Queremos expressar as coordenadas do ponto (X', y") = Ag(x,y) em
funcdo do angulo 6 e das coordenadas do ponto v = (X, y). Inicialmente,
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representamos o ponto (x,y) em coordenadas polares:

{ X = I COS ¢ (11.1)

y=rsen ¢

onde
r= IIV||y= VX2 +y?

onde ¢ é o angulo que o vetor v = (x,y) forma com o semieixo-x posi-
tivo, conforme a Figura 11.3.

Figura 11.3: Coordenadas polares.

Agora, (X',y') = Ag(v) éaimagem do vetor v = (x,y) apbs a rotacdo
de 6 radianos no sentido anti-horario (que consideraremos como o sen-
tido positivo). Em forma matricial, temos:

(v)=~ ()

Mas, observando a Figura 11.4,



Figura 11.4: Componentes de (X,y") = Ag(V).

vemos que ||AgV|| = ||v|| =T, assim,

{ X' =rcos(p+0)

y=rsen(p+0). (11.2)

Lembrando das formulas trigonométricas de adi¢do de arcos,

cos(atb)=cosacosbFsenasenb
sen(a+b) =senacosb+senbcosa,

e aplicando-as em (11.2), obtemos que

X' =rcos(¢p+6)=rcosecosd —rseng sen 6
y =rsen(¢+6)=rseno cosO +rcos¢o seno ,

0 que nos da, substituindo (11.1) nas equagdes acima,

(11.3)

X' =xcos0O —ysen O
y =ycos0 +xcos0 .

Usando a notag@o matricial, as equagdes (11.3) podem ser represen-

tadas por
X\ | cos@ —sen6 X
y ] | sen@® cos6 y )’
Assim, a matriz Ag, da rotacdo de 6 radianos em torno da origem, é
dada por

{cose
6:

—sen @
sen 6

cos o

Observe que as linhas de Ag : (cos®,—sen@) e (senH,cos ), for-

AULA H MODULO 1

CEDERJ 109



Algebra Linear 11 | Rotacdes no Plano

mam uma base ortonormal de R2, assim como as suas colunas. Conse-
quentemente, Ag € uma matriz ortogonal.

CQD

( Exemplo11.2.

Determine as coordenadas dos vértices do quadrado unitario da Fi-
gura 11.2, apos este sofrer uma rotacdo de r /4 radianos (45 graus) em
torno da origem e no sentido anti-horario.

Solugdo: No caso 6 = 7 /4, a matriz rotagdo é dada por:

_[v2iR V2

A= An = { cosm/4 —senm/4 ] _ { VI }

sennm/4  cosm/4

Os veértices do quadrado sdo: vo = (0,0),v1 = (1,0),v, = (1,1) e
vs = (0,1). Denotamos as imagens desses Vvértices por: Uy = Avp,
u; = Avy, Uy = Av, e Uz = Avs. Assim, temos que

[ 22 H2](6)-(8)

o[ 2 22)()-(22)

w32 28] (D)-(5)

o[22 () E)

Portanto, as coordenadas dos vértices do quadrado unitéario, apos sofrer a
rotacdo de /4 radianos (45 graus), sao:

Up = (0,0); up = (v/2/2,v/2/2); uy = (0,V/2) e uz = (—v'2/2, v/2/2).

A Figura 11.5 ilustra os dois quadrados, antes e ap6s a rotagao.

110 CEDERJ



u,

>

Figura 11.5: Rotag&o de 7 /4 radianos do quadrado unitério.

Com relagdo a este Gltimo exemplo, vale a pena fazer a seguinte observacado
sobre notacdo. Denotando os vértices Vg, V1, Vo € v3 do quadrilatero inicial
através da matriz 2 x 4 dada por

0110
D=[vy Vi ¥V v3}:[0 01 1].

Vemos que a imagem dos Vvértices desse quadrilatero pela acdo da matriz
A = A4 € simplesmente um produto de matrizes:

A-D=C.

Observe que C é uma matriz 2 x 4 e suas colunas sdo exatamente os vértices
do quadrilatero imagem. De fato,

V2/2 —v2/21[0 1 1 0

AR
_ [0 v2/2 0 —v2/2

[0 v2/2 V2 ﬁ/Z}

A-D

Esta notacdo tem a vantagem de acelerar os calculos a serem efetuados e
seré utilizada novamente no proximo capitulo.
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Exercicio 11.1.

1. Determine a imagem dos vértices da figura abaixo ap6s uma ro-
tacdo de 7 /4 radianos. Os vértices sdo: vi = (1,1);v2 = (5,1);
v3=(5,3);va=(4,3);vs = (3,2);ve = (2,3)e v; = (1,3).

V: Vs Vs V3
V5
Vi V2

2. Verifique que duas matrizes de rotacdo no plano comutam. Qual
0 angulo resultante desta composi¢do?
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REFLEXOES NO PLANO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender o efeito das reflexdes no plano com res-
peito a uma reta;

verificar que estas reflexdes sao exemplos de matrizes
ortogonais.
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REFLEXOES NO PLANO

Nesta aula, estudaremos mais um importante exemplo de matriz or-
togonal de ordem 2. Estudaremos as matrizes ortogonais que repre-
sentam as reflexdes no plano com respeito a uma reta L passando pela
origem. Se v € R? & um vetor qualquer, denotaremos por F_(v) a re-
flexdo do vetor v com respeito a reta L, como ilustra a Figura 12.1
abaixo.

X

Figura 12.1: Reflexdo com respeito & reta L.

Observe que a reflexdo F_ preserva o comprimento do vetor v, isto

[}

IRV = v,

e, portanto, veremos que essa reflexdao & mais um exemplo de uma ma-
triz ortogonal.

| Exemplo12.1. ]

0 -1
sentam reflexdes com respeito ao eixo-x e com respeito ao eixo-y, res-
pectivamente.

Mostre que as matrizes A = ( L0 ) eB= ( _é 2 ) repre-

Solucéo:

Lembre que o eixo-x é a reta de equacdo cartesiana y = 0 e 0 eixo-y é a
reta de equagdo x = 0. Dado v = (x,y) € R?, temos que

(6 2)(5)-(5)



Y vV=(xy)  Bv=(xy) Y = V=(x,7)
8 x
AV: (xl-y)
Figura 12.2.a: Reflex&o no eixo-x. Figura 12.2.b: Reflexdo no eixo-y.

Portanto, A(x,y) = (x,—Y), 0 que caracteriza uma reflexdo com respeito
ao eixo-x, como ilustra a Figura 12.a. E, analogamente, B(x,y) = (—X,Yy)
caracteriza a reflexdo com respeito ao eixo-y, como mostra a Figura 12.b.

| Exemplo12.2. |

Verifique a acdo das reflexdes do Exemplo 12.1 sobre um quadrado
unitério de vértice na origem, como mostra a Figura 12.2.

A
y
V3 \%)
s
PSS,
7
7
%/ﬂ/%/
/ / o
Vo Vi x

Figura 12.2: O quadrado unitario.

Solugéo:

O quadrado unitario da Figura 12.2 tem como vértices vo = (0,0),
vi = (1,0), vo = (1,1) e v3 = (0,1). Vamos representar esses quatro veértices
pela matriz
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0
1 )

1° Caso: Reflexdo com respeito ao eixo-x. Sabemos que essa reflexdo é
representada pela matriz
1 0
A= ( b ) |

011
D=[vo Vi Vv vﬂ:{o 01

como foi visto no final da Aula 11.

A
y
AV() AVl -
0 X
Av;s '‘Av,

Figura 12.3: Reflexdo no eixo-x do quadrado unitério.

A imagem dos vértices do quadrado, pela acdo da reflexdo com respeito ao
eixo-x, & dada pela matriz

1 0][0 110 01 1 0
A'D:{o —1H0011]_[oo—1 -1

ou seja, a imagem é um novo quadrado de lado unitario e de vértices
Avp = (0,0), Avs = (1,0), Avp, = (1,—1) e Avz = (0,—1), como mostra a
Figura 12.3.

2° Caso: Reflex@o com respeito ao eixo-y. Sabemos que essa reflexdo é
representada pela matriz
-1 0
- (39)



Figura 12.4: Reflexdo no eixo-y do quadrado unitario.

A imagem dos vértices do quadrado, pela acdo da reflexdo com respeito ao
eixo-y, é dada pela matriz

S RHITHRER

0 1 0011 |0 0 11}/

ou seja, a imagem €& um novo quadrado de lado unitario e de vértices
Bvo = (0,0), Bvy = (—1,0), Bvp = (—1,1) e Bvs = (0,1), como mostra a
Figura 12.4.

( Exemplo123. |

a. Obtenha a matriz que representa a reflexdo com respeito a reta

L:y=—x
b. Verifique a acao desta reflexdo sobre o quadrado unitario da Figura
12.2.
Solucéo:

a. Atransformacdo que representa a reflexdo com respeito aretaL :y = —x
é dada por
R :R? - R?
FL(Xay) = (_ya _X) )
como ilustra a Figura 12.5.
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Figura 12.5: Reflexdonaretal :y = —x.

(2)=(29)0)

entdo a matriz que representa esta reflexdo & dada por

(0 )

. O quadrado unitario da Figura 12.2 tem como Vvértices vo = (0,0),

vi = (1,0), v = (1,1) e v3 = (0,1). Como no Exemplo 12.2, pode-
mos representa-los pela matriz

0110
D:[VO Vi Vo V3}Z|:O 0 1 1:|.

A imagem dos vértices do quadrado, pela acdo da reflexdo E, é dada
pela matriz

ED— 0 -1 o110} [0 0 -1 1
-1 0 0011 |0 -1 -1 o0}
ou seja, a imagem é um novo quadrado de lado unitéario e de vértices

Evo = (0,0), Evy = (0,—1), Ev, = (—1,—1) e Evz = (—1,0), como
mostra a Figura 12.6.



v
EV3 EVQ
00 X
70 L
Ev, Ewv,

Figura 12.6: Reflexdo do quadrado unitarionareta L :y = —x.

Uma observagdo interessante sobre a matriz E do exemplo anterior &
que ela pode ser escrita na forma

E — (_(1) _é):
- (V2 v ) (o ) (e Van):

Neste produto, a matriz

(Vi i
s~ (Vo vare )

representa uma rotacdo de & / 4 radianos (45 graus) em torno da origem
e, consequentemente,

o ( V2/2 v2j2 0 _at
An/l4_ ( —V2/2 \2/2 > _A*”/4_A7r/4'

Geometricamente, a matriz A, 4 transforma a reta L 1 y = —X no eixo-x,
isto &, naretay = 0, e a matriz

=(5 1)

representa a reflexdo com respeito ao eixo-x, como foi visto no Exemplo
12.1. Portanto, a matriz

E= A;}A F-Ars (12.2)

é o resultado de se aplicar uma rotacdo de n/4 radianos, seguida de
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reflexdo no eixo-x e seguida de outra rotacdo de —m /4 radianos, como
ilustra a Figura 12.8.

| |
y y
vy
- ¥
X X
vV
L
Figura12.8.a: Aretal:y= —x. Figura 12.8.b: Apbs a rotagéo
Ar /s
A
A Y
y
L x
iox
\4
Ev L

Figura 12.8.c: Apos a reflexdo no eixo-x.  Figura 12.8.d: Apos a rotagdo

-1
A7t/4 = A*ﬂf'/4'

Assim, expressamos a reflexdo E como um produto de trés matrizes
ortogonais. No entanto, essa ndo é a Gnica forma de expressar a matriz
E como um produto de matrizes ortogonais. Observe que se fizermos
umarotacdo de 6 = —x/4, areta L : y = —x seré transformada no eixo-y
(isto é, na reta x = 0). Assim, a matriz E que representa a reflexdo na
reta L : y = —x pode ser escrita como

(% ) (3 D(E %)

ou seja, E=A_4-B-Ag & um outro produto de trés matrizes ortogonais,
-1 0, ~ .
onde B = ( 01 > é a reflexdo no eixo-y. Portanto, essa forma de



expressar a matriz E como um produto de trés matrizes ortogonais nado
é Unica.

(| Exemplo12.4. |

Determine a matriz F que representa a reflexdo com respeito a reta
L : y = v/3x. Determine, também, a imagem do ponto P = (1/3,1) por
esta reflex&o.

Solugéo:

Vamos proceder de forma analoga a do exercicio anterior. Primeiramente,
vamos fazer uma rotagio em torno da origem de modo que a reta L :y = /3x
seja transformada no eixo-x. N&o é dificil ver que precisamos fazer uma
rotacdo de 6 = —n/3 radianos. Observe que o angulo que a reta L forma
com o semi-eixo-x positivo é 7 /3 radianos, conforme a Figura 12.9.

L:y =\/§.\‘

\e

Figura 12.9: Rotagio de 8 = —x/3 radianos.

Esta rotacdo é representada pela matriz

Anf3= ( _ﬁﬁ @3 >

cuja inversa é dada por

(12 VB2
Ara= < V32 1)2 ) = Ana

Agora, a matriz que representa a reflexdo no eixo-x é dada por

(3 2)
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Portanto, a matriz que representa a reflexdo na reta L : y = 1/3x & dada por

E = AL, F-Ags
= An/B'F'Afn/B
(B0 DR
- 32 12 )

A imagem do ponto P = (1/3,1), apbs uma reflexdio nareta L : y = 1/3x, &

o (4 ) (9)-(2)

P’=(0,2) ¢~

TS\ P=(3,1)

Figura 12.10: Reflexdo de P = (v/3,1) naretaL :y = v/3x.

#5 Dada uma reta L passando pela origem, nem sempre é facil obter uma
expressao simples para o angulo que ela forma como o eixo-x. Por
isso, vejamos uma outra forma para se obter a matriz E que representa
a reflexdo nessa reta L. Inicialmente, vamos analisar como isso é feito
para o exemplo anterior, ou seja, determinar a matriz E que representa
uma reflexdo naretal :y = V/3X.

Escolhemos a seguinte base ortonormal B = {vi,v,} de R?, onde
vi = (1/2,4/3/2) & um vetor tangente a reta L :y = v/3x e
Vo = (—+/3/2,1/2) &um vetor normal areta L, como indica a Figura
12.11.
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L:y=V3x

Figura 12.11: Base ortonormal B = {vy,v,}.

Como a matriz E representa a reflexdo com respeito a reta L, temos
que
Evi=vi=1-vi4+0-vy e
Evo=—vy=0-vi+(—1)-vo,

conforme a Figura 12.11.
1

0 -1
L com respeito a base . A matriz

([ vz e _
A= e i )t

€ a matriz mudanca de base, da base § = {vy,Vv,} para a base candnica
{e1,e2}. Logo, pela teoria de mudanca de base vista no curso de Algebra
Linear I, a matriz E é dada por

Assim, F = € a matriz que representa a reflexdo na reta

E = A-F-AL1=A.F.A

(ARG ()
_ (12 V3)2
(e 12 )

De um modo geral, a matriz E que representa a reflexdo, com res-
peito a uma reta L passando pela origem, é dada por

E=P-[E]s P,
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onde B = {v1,v2} & uma base ortonormal de R? em que

v1 & um vetor unitario tangente a reta L,
Vo & um vetor unitario normal a reta L,

e a matriz
P= [Vl Vz],

cujas colunas sdo 0s vetores v; e vy, € a matriz mudanca de base, da base
B = {v1,v2} para a base candnica {ej,e,}, e a matriz [E]g & a matriz
que representa a reflexdo na reta L com respeito a base 8 = {v1,v2},

dada por
1 0
es=(5 1 )

Evi=vi=1-vi+0-vo e
Evo=—Vvp =0-vi+(—1)- vy,

pois,

como ilustra a Figura 12.11. Observe também que sendo P uma matriz
ortogonal entdo, P~ = Pt

Exercicio 12.1.

1. Determine a matriz E que representa a reflexdo na reta
L:3x+2y=0.

2. Determine a matriz B que representa a reflexdo com respeito a
retay = —2x.

3. Determine a imagem dos vértices da figura abaixo apds uma re-
flexdo na reta y = —2x. Os vértices sdo:
V1 = (1,1),V2 = (4, 1) eV3 = (1,3).

¥

Vs

AN




Aula 13 _ 4

PROPRIEDADES DAS ROTAgéES E
REFLEXOES NO PLANO — 12 PARTE

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender algumas propriedades geométricas das ma-
trizes de rotacao e reflexao;

compreender a diagonalizacdo das matrizes de rotacao
e reflexao.



Algebra Linear Il | Propriedades das Rotagdes e Reflexdes no Plano — 12 Parte

PROPRIEDADES DAS ROTACOES E
REFLEXOES NO PLANO — 12 PARTE

Pré-requisitos

Aulas 10, 11 e 12. Nesta aula, vamos mostrar algumas propriedades elementares das
matrizes ortogonais 2 x 2. Nas aulas anteriores, vimos que as rotacdes
e as reflexdes sdo exemplos de matrizes ortogonais. Veremos que estas
s40 as Unicas matrizes ortogonais de R2,

Vamos considerar o espaco vetorial R? junto com o produto interno
usual, visto na Aula 9. Queremos entdo responder a seguinte pergunta:
quais sdo as matrizes ortogonais de ordem 2, isto é, quais as matrizes de
ordem 2 que preservam o produto interno ou, ainda, para quais matrizes
A € My(R) vale que

(Au,Av) = (u,v) paratodo u,v € R??

Dada uma matriz ortogonal A de ordem 2, sejam e; = (1,0) e
e, = (0,1) os vetores unitarios da base candnica de R2. Denotamos Ae;
a imagem do vetor e; pela matriz A. Sendo A uma matriz ortogonal,

valedue - Ay = Jley| =1, |
isto é, Ae; também é um vetor unitario, como ilustra a Figura 13.1

Ae (cos8,5en0)

Figura 13.1: A imagem Ae; do vetor e;.

Denotamos por 6 o angulo formado pelo vetor Ae; e 0 semieixo-x
positivo (Figura 13.1). Assim,

Ae; = (cos6, sen 0)
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é a primeira coluna da matriz ortogonal A € My(R), isto &,

cosO
A= < senf x )

\Vejamos, agora, 0 que acontece com o outro vetor e, da base candnica.

Se Ae, denota a imagem do vetor e, pela matriz ortogonal A, temos que
[Aez|| = [le2f| = 1.
Além disso,

<A61,A62> = (el,ez) = O,

e isto quer dizer que o vetor Ae, & ortogonal ao vetor Ae;. Assim,
teremos duas possibilidades para este vetor, como mostra a Figura 13.2.

Ae,

Ae| Ael

0 ']E}

Ae,

a. Primeiro caso. b. Segundo caso.

Figura 13.2: As duas possibilidades para o vetor Ae;.

Podemos observar que o angulo que o vetor Ae, forma com o eixo-x
éiguala 6 + 7 (Figura 13.2.a) ou igual a 6 — 7 (Figura 13.2.b). Sendo
assim, o vetor unitario Ae, pode ser escrito na forma

Aey = (cos(0+m/2), sen(6 +m/2))
ou
Ae; = (cos(0 —m/2), sen(6 —m/2)).

Aplicando as formulas de adi¢do de arcos da Trigonometria, temos
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que
cos(0+m/2)=—sen O
sen(0 +m/2) =cosO
cos(0 —m/2) = sen 6
sen(6 —m/2) = —cos o,

logo, o vetor Ae; pode ser escrito na forma

Aey = (—sen6, cosH)
ou
Ae; = (sen6, —cos0).

Consequentemente, a segunda coluna da matriz A & dada por
—seno ou seno
cos 6O —cosO /-

Assim, temos duas possibilidades para a matriz ortogonal A de or-
dem 2:

A cos® —sen6 ou A— cos6  sen6
~ \ sen®  cosO ~\ sen® —cosH )’

Portanto, esta discussdo responde a nossa pergunta inicial que pode
ser resumida no seguinte teorema.

Teorema 13.1.

Uma matriz A € My (RR) é ortogonal se e somente se existe um nimero

0 tal que
A cos® —seno
~ \ sené cos O

A cos®  sen6
~ \ sen® —cosO |-

ou

Geometricamente, considerada como uma transformacado linear de
R? em R?, a matriz

A cos® —sen6
~\ sen®  cos6O

descreve uma rotagdo em torno da origem, mais especificamente, des-
creve uma rotagcdo de um angulo 6 em torno da origem, respeitando a
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convencao da rotacdo ser no sentido anti-horario quando 6 for positivo
e no sentido horario quando O for negativo. Veja a Figura 13.3.

Figura 13.3: Rotagdo de um angulo 6 entre e; e Ae;.
Por outro lado, a matriz
g_ [ Ccos 0 seno
~ \ sen6 —cosO

descreve a reflexdo com respeito a reta que faz angulo de 6/2 com o
semieixo positivo dos x. Veja a Figura 13.4.

Figura 13.4: Reflexdo na reta que bissecta o angulo 6 entre e; e Ae;.

\Vejamos, agora, algumas propriedades elementares das matrizes or-
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togonais de ordem 2. No que segue, denotaremos por
A, — [ C€OS 0 —seno
®~ \sen®  cos6
a matriz que representa a rotacdo de 0 radianos em torno da origem, e
por
( cosp  sen ¢ )
B(p —
sen¢@ —cosQ

a matriz que representa a reflexdo com respeito a reta que forma um
angulo de ¢ /2 com o semieixo-x positivo.

Teorema 13.2.

1. det(Ag) =1edet(By) = —1.

2. Agt=A_geB,l=B,.
Demonstracao

1. Sendo

a,_ [c0s6 —sen®\ o [ cosp seng
=~ \sen®  cos6 = \sengp —cose )’

temos que
det(Ag) = cos? @ +sen? 6 = 1

det(By) = —cos? ¢ +sen® ¢ = —1.

2. Do curso de Algebra Linear I sabemos que se

a b
A= (2a):

entdo sua inversa é dada por

1 d —b
_1_
A _detA<—c a)’

Aplicando essa formula a matriz Ag, obtemos
Al cosO sené@
o —sen 6O cosO )’
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pois det(Ag) = 1.

Como
cos(—0) =cos6O e sen(—0) = —seno,

entdo, obtemos

AL = ( cos® sen 6 ) _ ( cos(—0) —sen(—0) ) _

—sen 6 cosH sen(—6)  cos(—0)
= A .

Isto é, Agl € uma rotacao do angulo —6 radianos.
Analogamente, como det(B,,) = —1, temos

51 _ 1 [ —cosp —sengp \ [ cosp seng \ _
¢ —1\ —sen¢  cos@ sen@ —CosQ

— B(p.

[ Exemplo13.1. |

Mostre que Ay possui apenas autovalores reais se e somente se
6 =nmwrcomneZ.

Solugéo:
O polindmio caracteristico de Ay é dado por

X —C0s 6 sen@

det(xla—Ae) = | " 1 y_coso

= (x—cosH)?+sen’0
= x?—2(cos6)x+cos? O +sen? O
= x°—2(cosf)x+1.

Este polindmio possui raizes reais se e somente se A=4co0s>6 —4 >0, ou
seja, se e somente se cos? 6 > 1. E como cos? 6 assume valor maximo 1, entdo
c0s2 6 > 1 se e somente se cos? 0 = 1. E cos?6 = 1 se e somente se cos O = 1
ou cos @ = —1. E isto acontece se e somente se & = nz com n € Z. Portanto,
a matriz Ag tem de ser da forma

10 -1 0
A9:<01)OUA9:< 0_1),

cujos autovalores s&o 1 e -1, respectivamente. Logo, se o angulo 6 ndo for
multiplo de &, a matriz rotacdo Ag ndo possui autovalores reais e, portanto,
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ndo é diagonalizavel. Quando 6 = nx, com n € Z, temos que a matriz Ag &
diagonalizavel.

( Exemplo13.2.

Calcule os autovalores da matriz reflexdo B, e mostre que ela é
diagonalizavel.

Solucéo:
O polindmio caracteristico de B, & dado por

X—COSQ —sene
—seng X+ Cos@

(X —Cos@)(x+cosq) —sen® ¢

= x> —cos? —sen’o

= x*—-1.

det(xl, —By) =

Portanto, os autovalores de B, sdo A; =1 e A; = —1. Como B,, possui
dois autovalores distintos, segue que B, & diagonalizavel.

Exercicio 13.1.

1. Verifique que toda matriz de reflexdo B, pode ser escrita como
0 produto de uma matriz de rotacdo pela matriz de reflexdo no
eiX0-X.
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PROPRIEDADES DAS ROTAgéES E
REFLEXOES NO PLANO — 22 PARTE

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender algumas propriedades geométricas das ma-
trizes de rotacao e reflexao;

compreender a diagonalizacdo das matrizes de rotacao
e reflexao.
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PROPRIEDADES DAS ROTACOES E
REFLEXOES NO PLANO - 22 PARTE

Pré-requisitos

Aulas 10,11, 12 e Nesta aula veremos como se comportam as transformacdes de ro-

13. tacdo e reflexdo no plano quando combinadas entre si. E facil verificar
que o produto de matrizes ortogonais &€ novamente uma matriz ortogonal
(Exercicio 1). Mas no caso especifico de matrizes de ordem 2 & possivel
calcular estes produtos e interpreta-los geometricamente.

Nas aulas anteriores, para cada 6 € R, trabalhamos com as matrizes
A, — cos® —seno eB._ [ COs¢ seneg
®~ \sen®  cos6 = \sengp —cosq )°

Geometricamente, a matriz Ag representa uma rotacao de 6 radianos
e a matriz B,, representa uma reflexdo com respeito a reta que forma um
angulo de ¢ /2 radianos com o0 semieixo-x positivo.

Queremos determinar como essas matrizes se comportam com res-
peito a multiplicacdo, isto €, como se comportam as matrizes

Vamos ver, inicialmente, o que estes produtos significam geometri-
camente e, em seguida, vamos determinar sua descri¢do algébrica:

L-I.n A'i’c" AgAe,
e %
| L) \\\ -
(- @ M/
a b. G
a. Os vetores da b. Uma rotacdo de ¢. c. Depois, uma
base canonica. rotacéo de 6.
Figura 14.1
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Para obter a descricdo algébrica de AgA,, vamos precisar, mais
uma vez, das formulas de adicdo de arcos:

cos(a+b) =cosacosb—senasenb e
sen(a+b) =senacosb+sen b cosa.

Algebricamente, temos que AgA, = Ag ¢, POIS

AJA. — cos® —sen@ COS¢p —Sen
070 = \ sen®  cos@ sen@  COSQ
_ [ cosOcosp—sen Bsen @ —cosO seng —sen O cos @
~\_sen6cosp+cosO sen @ —sen O sen ¢ +cos 6 cos @

B ( cos(60+¢@) —sen(6+ @) >
-~ sen(6+¢) cos(6+ o)

=Ap+g -

Observe que AgAy = Ag1p = Ao = ApAg € isto quer dizer que
as matrizes Ag e Ay comutam. Também sdo validas as igualdades

AZ =AgAg = Ag o = Asg

AS = AZAg = Arg g = Agp

e, assim, sucessivamente.

2. AgBy: Temos, aqui, uma reflexdo com respeito a reta que forma
um angulo de ¢ /2 radianos com o semieixo-x positivo seguida de
uma rotacdo de 0 radianos. Veja a Figura 14.2 .

e, -= -

b4

‘\\ AgB e,
B e,
P
a. b. C.
a. Os vetores da b. Uma reflexdo em ¢ /2. c. Depois, uma
base canonica. rotacéo de 6.
Figura 14.2
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Algebricamente, temos que AgBy, = By, 0 que nos da uma
nova reflexdo, agora, em torno da reta que forma um angulo de

(6 + ¢)/2 radianos com o semieixo-x positivo. Vamos verificar
1SSO:

AJB. — cos@ —sen@ COS¢®  Sen ¢
92¢ = \ sen®  cos@ sen@ —CosQ

[ cos@cosg—senOsen¢@ CosO sen@ +sen O cos @
~\ senBcosp+cos6 sen ¢ sen O sen @ —cos 6 cos @
- < cos(8+¢)  sen(6+¢) >

sen(6+¢) —cos(6+ o)
=Boig -

3. BpAg: Temos, agora, uma rotacdo de € radianos seguida de uma
reflexdo com respeito a reta que forma um angulo de ¢ /2 radianos
com 0 semieixo-x positivo. Veja a Figura 14.3..

Ages Age,

v

B Agt;

a. Os vetores da b. Uma rotacdo de 6.

c. Depois, uma
base candnica.

reflexdo em ¢/2.
Figura 14.3

Algebricamente, temos que By,Ag = By_g, 0 que nos da uma
nova reflexdo, agora, em torno da reta que forma um angulo de

(¢ —0)/2 radianos com o semieixo-x positivo. Vamos verificar
1SSO:
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Cos @
BoAo = ( sen

sen @ cos@ —sen@
—COoS @ sen 6 cos 6
[ cospcosO+sen@sen® —cosg senO +-sen ¢ cos O
~\_sen@cosf —cos@sen O —sen ¢ sen 6 —cos ¢ cos 6

sen(¢p —0) )

—cos(¢p —0)

- cos<p )
a sen(p 0)

=By-

Como, em geral, Byg # By_g, temos que AgBy # ByAg, 0U
seja, as matrizes Ag e B, ndo comutam em geral.

4. BgBy: Nesse Gltimo caso, temos uma reflexdo com respeito a reta
que forma um angulo de ¢ /2 radianos com o semieixo-x positivo
seguida de outra reflexdo com respeito a reta que forma um angulo
de 6 /2 radianos com o0 semieixo-x positivo. Veja a Figura 14.4.

Bilsnpe2

c. Depois, reflexdo
emo6/2.

a. Os vetores da b. Reflexdo em ¢ /2.

base canodnica.

Figura 14.4

Algebricamente, temos que BgBy, = Ag_,, 0 que nos da uma
rotacdo de 6 — ¢ radianos, pois
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BB — cos6® sen@ COS¢®  Sen¢
92¢ = \ sen® —cos@ sen@ —CosQ
_( cosBcosp+sen Osen @ cos6O sen —sen 6 cos @
~\_sen6cosp —cosO sen ¢ sen O sen ¢ + cos H cos @

B ( cos(6 — @) —sen(6 — @) )
~\ sen(6—¢) cos(6—o)

— Ae_qo .

Como, em geral, Ap,g # Ag—_qp, temos que BgB, # ByBg, OU
seja, as matrizes Bg e B, ndo comutam em geral.

Resumindo, temos as seguintes igualdades:

APy =Ag g
AoBy =Bo
BpAo =By o
BoByp =Ag_o,

as quais podemos interpretar como: rotacdo seguida de rotacdo
€ uma rotacado; reflexdo seguida de rotacdo é reflexdo; rotacdo
seguida de reflexdao é reflexdo e reflexdo seguida de reflexdo é
rotacao.

| Exemplo14.1. ]

Calcule a imagem do quadrado unitério, veja a Figura 14.5, quando
refletido na reta y = +/3x e, em seguida, rodado de um angulo de /3
radianos.

Solugéo:

O quadrado unitéario tem vértices vo = (0,0), v1 = (1,0),vo = (1,1) e
vz = (0,1). Veja a Figura 14.5.
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Figura 14.5: O quadrado unitario.

Como a reta y = /3x tem coeficiente angular v/3 = tg(r/3), ela forma
um angulo de 7/3 radianos com o semieixo-x positivo. Veja a Figura 14.6.

y=\3x

\(pfz

Figura 14.6: Inclinagdo com angulo de ¢/2 = r/3.

A um angulo de inclinacdo de ¢/2 = r/3 radianos da reta de reflexdo,
corresponde uma matriz de reflexdo B, com ¢ = 27/3. Assim, sabemos que
a matriz que representa a reflexdo com respeito a reta y = v/3x é dada por

5 _(cos(2m/3)  sen(2m/3) \ _ [ —1/2 V/3/2
2m/3 sen(2m/3) —cos(2m/3) V3/2 12 )

A matriz de rotacdo de angulo 6 = 7 /3 radianos é dada por

[ cos(n/3) —sen(m/3)\ [ 1/2 —/3)2
Arjg = < sen (r/3) cos(m/3) > B < V3/2 1/2 > .
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Agora, do que acabamos de ver,
-1 0
ATL’/3BZ77:/3 = B%Jr%” = Bn = < 0 1 ) )

que é a reflexdo no eixo-y. Se representarmos o quadrado unitario pela matriz
2x4
D=|vo v1 V2 V3],

cujas colunas sdo os vértices do quadrado, sua imagem é dada por
(An/3BZn/3)(D) = B:D

B -1 0 01

- (21)(00

B 0 -1 -1 0

N ( 0 0 11 > '
Ou seja, a imagem é o quadrado unitério de vértices (0,0), (—1,0), (—1,1)
e (0,1). Vejaa Figura 14.7.

(-1,1 (0,1)

.

(-1,0) (0,0) i

Figura 14.7: Quadrado imagem.



Exercicio 14.1.

1. Mostre que o produto de duas matrizes ortogonais é matriz orto-

gonal.

2. Determine a imagem dos vértices da figura abaixo apds uma re-

flexdo com respeito a reta y = —x, seguida de uma rotacdo de /4

radianos. Os vértices sao:

vz =(4,3); va = (3,3); vs = (3,2) e vg = (L1,2).

v,

vi = (1,1);

\E

vy = (4,1);
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EXERCICIOS RESOLVIDOS — 12 PARTE

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

aplicar os conceitos de ortogonalidade vistos nas Aulas
9 a 14;

aplicar as propriedades de ortogonalidade vistas nas
Aulas 9 a 14.
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Pré-requisitos
\océ deve ter
claras as ideias
apresentadas nas
Aulas 9 a 14.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS — 12 PARTE

Antes de prosseguirmos com o estudo das matrizes ortogonais de
ordem 3, faremos uma pequena pausa na apresentacdo para exercitar-
mos o0 conteldo visto até agora. Nas proximas duas aulas, vocé tera
a sua disposicdo uma lista de exercicios para tentar resolver e, depois,
conferir com as solucdes apresentadas.

A ideia é que vocé, primeiro, tente resolver cada um dos exercicios,
usando, se necessario, as anotacdes das aulas anteriores, e s6 depois
de obtida a sua propria solu¢do, compare-a com a solugcdo apresentada
aqui. Caso vocé ndo consiga resolver algum exercicio, ndo se aflija
e leia atentamente a solucdo correspondente. Também ndo hesite em
procurar ajuda do tutor.

Exercicio 15.1.

1. Determine o valor da constante k € R para que o0s vetores
u=(1,2,k,3) ev=(3,k,7,—5) sejam ortogonais.

2. Mostre que u; = (2,—3) e up = (6,4) formam uma base ortogo-
nal de R?. Determine as componentes de w = (9, —7) nesta base.
Construa uma base ortonormal de R? usando 0s vetores u; e us.

3. Verifique que os vetores u; = (1,0,1), u; = (—-1,4,1) e
us = (2,1,—2) sdo ortogonais. Construa uma base ortonormal
de IR® partindo de ug, Uy e us.

4. Sejau = (1, 2) € R?. Descreva o conjunto S = {v e R?| (u,v) =
0}. Mostre que S & um subespago vetorial de R? e determine uma
base para S.

5. Repita o exercicio anterior no caso de u = (1,2,1) € RS,

o (=1/v/5 2/V5
6. Mostrequeamatrle_( 2/\/5 1/\@ é ortogonal.

1/9 8/9 —4/9
7. Mostreque A= | 4/9 —4/9 —7/9 | & uma matriz ortogo-
8/9 1/9 4/9
nal.

8. Determine todos os valores x, y € R, de modo que a matriz

A= < _)1( é’ > seja ortogonal. Em cada caso, identifique se

a matriz A representa uma rotagcdo ou uma reflexao.



SOLUCOES

1. Sendo u e v ortogonais, temos que (u,v) = 0. Como
(u,v) =((1,2,k,3), (3,k,7,-5)),

entdo
9% —-12=0

k= .
3

2. Como 0s vetores Uj € U, SA0 ortogonais, pois
(ug,uz2) = ((2,-3), (6,4)) =2-6+(-3)-4=0,

eles sdo linearmente independentes em R2. Sendo R? um espaco
vetorial de dimens?o 2, segue que {uy,u,} & uma base de R?.

Para determinarmos as componentes de w = (9, —7) nesta base,
devemos encontrar escalares a e b, tais que w = au; + buy, ou
seja,

(9,—7)=a(2,-3)+b(6,4),

0 que nos leva ao sistema

2a+6b=9
—3a+4b=-7,

cuja solucdo é a=3 e b=1/2. Portanto, na base B = {us,uz},
temos

1
W =3u1 + 5 Uy,

isto e, w=[3,1/2]g.

Ja sabemos que {uy,u,} & uma base ortogonal de R?. Para trans-
forméa-la numa base ortonormal, basta normalizar u; e u,. Como

|ui|] = /22 +(-3)2=+13 e
|us|| = v/62 +42 = /52 = 2./13,

entdo os vetores

Ui

" T (ffs Jlis) ’

Vi1

uz

CEDERJ
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formam uma base ortonormal de R2.

3. Temos que

(ug,up) = ((1,0,1), (-1,4,1)) = —1+0+1=0;
(ug, uz) = ((1,0,1), (2,1,-2)) =2+0—-2=0;
(uz, uz) = ((—1,4,1), (2,1,-2)) = —2+4—-2=0.

Assim, 0s vetores ui, Uy € Uz sdo ortogonais. Portanto, eles sdo
linearmente independentes e, como R3 & um espaco vetorial de
dimensdo 3, segue que {us,uz,u3} & uma base ortogonal de R3.
Como no exercicio anterior, para obter agora uma base ortonor-
mal de R3 basta normalizar os vetores uq, U, e us. Verificamos
que

lull = v2; Juzll =3v2 e fJus| = 3.

Dai, temos que

formam uma base ortonormal de R3.

. Temos que v = (X,y) € S se e somente se (u,v) = 0, onde

u=(1,2), isto &, se e somente se
X+2y =0,

ou seja, quando x = —2y. Logo, S é formado por todos os vetores
da forma v = (—2y,y), y € R, ou seja, S = {t(—2,1) |t € R}.
Assim, vemos que S é gerado pelo vetor (—2,1), ou seja, tem
como uma base {(—2,1)}; portanto & um subespaco vetorial de
dimensdo 1 (chamado complemento ortogonal do subespaco ge-
rado por (1,2)).

. O complemento ortogonal de u = (1,2,1) € R® & composto dos

vetores v = (X,y,z) € R®, tais que (u,v) =0, ou seja,

<(1’ 2, 1)7 <X7y72)> =0,

e, portanto, X +2y+z =20, ou x = —2y — z. Assim, todos 0s
vetores da forma

v=(—-2y—zy,z)comy, zeR



sdo ortogonaisa u = (1,2,1). Logo,

S = {veR3| (uv) =0}
= {(-2y-zy,7) |y, e R}
= {y(-2,1,0)+2(-1,0,1) |y, zE R}.

\eja que o subespaco S é gerado pelos vetores linearmente inde-
pendentes (—2,1,0) e (—1,0,1). Portanto, S & um subespaco de
dimensdo 2. Geometricamente, S & o plano de R3 pela origem
gerado pelos vetores (—2,1,0) e (—1,0,1).

. 'Temos que

- (YA (3 -

(1)

logo, A é ortogonal. Observe também que as colunas de A séo
vetores ortonormais de R?.

. Observe que as colunas da matriz A,

u=(3.8.9). w=(.-4d). w=(-4-59).
satisfazem:
Uy~ 8 16,8
81 81 81
(g, Ug) = — o — 25 32
’ 81 81 81
<U2,U3>:—§+§+%:0
U ug) = =+ 24 3 g
’ 81 81 81
64 16 1
(U2, Uz) = g7 + g7+ g7 =1
wmm:5+9+521
81 81 81

Assim, {u1,uz,us} & uma base ortonormal de RR3 e, portanto, a
matriz A é ortonormal.

AULA E MODULO 1
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8. Para que amatriz A= (

y

X i
10 ) seja ortogonal, devemos ter

((x,—1),(x,—1)) =x*+1=1, logo, x = 0;
{(y,0),(y,0)) =y?> =1, logo, y = +1.

Assim, obtemos as duas matrizes

(S a)eme(28)
Como det(A1) =1, temos que A; representa uma rotacdo. Logo,
A1:< 0 1):<c036 —sen@ )

-1 0 senf®  cosO
Observando esta igualdade, temos que:

senf = —1
cos6 =0,

logo, 6 = 3m/2. Assim, A; & uma rotacdo de 37 /2 ou, equivalen-
temente, uma rotacdo de —rm/2.

Por outro lado, det(Ay) = —1 e, assim, A, é uma reflexdo. Logo,
A, — 0 -1\ [ cos6 send
2=\ -1 0 )\ sene —coso )’
Observando a igualdade anterior, temos que:

senf = —1
cos6 =0,
logo, 6 = 3r/2. Portanto, A, & uma reflexdo com respeito a reta

i . 6 3rn X
que forma com o eixo-x um angulo de >= Mas esta é a reta
de equacdo y = —x.



Aula 16 | <

EXERCICIOS RESOLVIDOS — 22 PARTE

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

aplicar os conceitos de ortogonalidade vistos nas Aulas
9 a 14;

aplicar as propriedades de ortogonalidade vistas nas
Aulas 9 a 14.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS — 22 PARTE

Nesta aula, continuaremos a sequéncia de exercicios iniciada na aula
anterior. Salientamos que vocé primeiro tente resolver cada um dos
exercicios usando, se necessario, as anotacdes das aulas anteriores, e
sO depois de obtida a sua propria solugdo, compare-a com a solucao
apresentada aqui. Caso vocé ndo consiga resolver algum exercicio, ndao
se aflija e leia atentamente a solucdo correspondente. Também n&o he-
site em procurar ajuda do tutor.

Exercicio 16.1.

1. Determine os valoresm, n € R para que amatrizA =

SNILN

seja ortogonal.

2. Obtenha todas as matrizes ortogonais de ordem 2, tais que sua
primeira coluna seja um vetor paralelo e com o mesmo sentido de
u=(1,2).

3. Obtenha uma matriz ortogonal de ordem 3, tal que sua primeira
coluna seja um vetor paraleloau = (1,2,2).

11 7
4. Sejaamatriz A= 1 3 —5 |. Responda as seguintes per-
-1 4 2

guntas:

a. Suas colunas formam vetores ortogonais de R3?
b. Suas linhas formam vetores ortogonais?

c. A é uma matriz ortogonal?

5. Determine todas as matrizes ortogonais de ordem 2 da forma
A < 1/3 x >
y z

6. Determine todas as matrizes ortogonais de ordem 3, tais que suas
duas primeiras colunas sejam vetores paralelos aos vetores (1,1,1)
e (0,—1,1), respectivamente.

7. Sejam Ay, Ay, B1 e B, matrizes de ordem 2, tais que:



a. A & uma rotacdo de /6 radianos;
b. A, & uma rotacdo de 57/6 radianos;
c. B1 & uma reflexdo com respeito a retay = x;

d. By & uma reflexdo com respeito aretay = @x.

Calcule as matrizes AZ; A3; BZ; A1B1; A2Bo; BiAr; Ajt e B, .

8. Sejam A e B matrizes ortogonais de ordem n. Mostre que:

a. A~! e Al s3o matrizes ortogonais;
b. AB é uma matriz ortogonal.

SOLUCOES

NS

1. As colunas de A sdo os vetores u = (m,n) e v = (
que A seja ortogonal, devemos ter:

lu| =vm2+n2=1

e

)= ((mn), (F.2))=o.

0 que nos da o sistema

m’+n®=1
m+n=0.

Da segunda equagdo, temos n = —m e, substituindo na primeira
equacdo, obtemos 2m? =1, 0 que nos da m = i%. Obtemos,

assim, duas matrizes:

V2 V2 V2 V2
2 2 "2 2
MEL vz vz | vz v
2 2 2 2

Observe que A; € uma rotacao e A, & uma reflexdo.

2. Normalizando o vetor u = (1,2), obtemos o vetor (%, \%) que
sera a primeira coluna da matriz desejada. Como a segunda colu-

na (m,n) tem que ser ortogonal a u, obtemos os vetores <‘2

, g) Para

% %)

CEDERJ
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4.

-1

2 - - -
€ (75, %> . Assim, obtemos as duas matrizes ortogonais

A]_: eA2:

P

S S
S Sk
Sk s

Normalizando o vetor u = (1, 2, 2), obtemos o vetor (3, %, %),
que sera a primeira coluna da matriz A. Para obter as outras
duas colunas de A, vamos procurar dois vetores ortogonais a u
que sejam ortogonais entre si e, depois, normaliza-los. O vetor
v = (a, b, c) sera ortogonal a u se e somente se (u,v) =0, isto &,
quando

a+2b+2c=0.

Podemos escolher (a, b, ¢) = (0, 1, —1). O terceiro vetor
w = (X, Y, z) agora tem que satisfazer (u,w) =0 e (v,w) =0,
ou seja, tem que satisfazer o sistema

X+2y+22=0
y_Z:07

X = —4y
z=Y.

que é equivalente a

Assim, obtemos

<X7 Y, Z) = <_4y7 Y, y) = (_47 17 1)ya ye R.
Podemos escolhery = 1, obtendo (x, y, z) = (—4, 1, 1). Normali-
zando os vetores (0, 1, —1) e (—4, 1, 1), obtemos (0, \}E’ _1)

V2
e ( 4 1 L ) respectivamente. Portanto, uma matriz
3V2 3v2' 3y2)° ' '
ortogonal A desejada é dada por
1/3 0  —4/3/2

A= 2/3 1/v2 1/3V2
2/3 —1/vV/2  1/3V2

a. As colunas da matriz A podem ser representadas pelos ve-



tores

up =(1,1,-1), up =(1,3,4) e uz3 = (7,-5,2).

Temos
(ug,up) =143-4=0
<U1,U3>:7—5—2:O
<U2,U3> =7-15+8=0.

Assim, as colunas de A formam um conjunto de vetores or-
togonais.

b. Calculando o produto interno entre a primeira e segunda li-
nhas, obtemos

((1,1,7),(1,3,-5)) =1+3—-35#£0,
e, portanto, as linhas de A ndo formam vetores ortogonais.

c. As colunas de A formam vetores ortogonais, mas nao sao
vetores unitarios, pois

Jugll = /12 +12 4 (~1)? = V3£ 1.

Como as colunas de A ndao formam vetores ortonormais,
entdo A ndo é matriz ortogonal.

5. Ascolunas da matriz A sdo representadas pelos vetoresu = (1/3,y)

e v = (x,z). Da condicdo de u ter que ser vetor unitario, temos
que

1
Ju? = 5 +y2 =1,

0 quenos day? = &, ouy = +22 Assim, a primeira coluna da
matriz A pode ser representada por

u= 1 2v2 ouu= 1 —2v2
- \3" 3 ~\3 3 ’

Sendo v = (x,z) vetor ortogonal a u e unitario, temos as quatro

AULA E MODULO 1
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possibilidades para a matriz A:

1 =22 1 2v2
3 3 3 3
2v2 1 o 2ve -1 |
3 3 3 3
1 22 1 =22
3 3 3 3
-2v2 1 ou -2v2  _1
3 3 3 3

45 |_embre que, na Aula 9, vimos que todos 0s vetores unitarios
ortogonais ao vetor unitario (a,b) sdo (—b,a) ou (b, —a).

6. As primeiras duas colunas da matriz A serdo os vetores (1,1,1) e

(0,—1,1) normalizados, que denotaremos, respectivamente, por

(1 1 1 _ (o =L L . .
u= (\/§7\/§7\/§>- ev (0, ﬁ’ﬁ)' Para que a matriz A seja
ortogonal, a terceira coluna devera ser representada por um vetor

unitario w ortogonal a u e a v, por exemplo,

i k
i i 1 2 1 -1
W=UxV=| ,/3 \_/g \? :(\@’\@’\@)'
RV R

Assim, uma das possibilidades &

Lo 2
| T d
V3 V2 6

Ha 8 matrizes, pois a primeira coluna pode ser u ou -u; a segunda
coluna, v ou -v e a terceira coluna, w ou -w.



7. Como foi visto na Aula 11,

AULA E MODULO 1

T T V3 -1
COSE —sen% =
A1 =Ax/e sen £ cos % TRV
6 6 5
2 2
51 5t V3 1
C0s<g —sen<g 2 T2
Ay = A57‘E/6 - 5t 51
1 3
sen < cos 3 T

Por outro lado, a reta y = x forma uma angulo de /4 com o
eixo-x. Assim, usando a notacdo da Aula 14 para reflexdes, temos
9 = Z ¢, portanto, 6 = Z. Logo,

i:
BB . cosw/2 senm/2\ (0 1
1= "2~ senn/2 —cosm/2 )\ 10 )"

Analogamente, a reta y = —x forma uma éngulo de 37 /4 com o

eixo-x. Assim, temos § = 37 e, portanto, 6 = 3Z. Logo,

By — Ba o — cos3m/2  sen3m/2 \ 0 -1
277827 \ sen3m/2 —cos3m/2 )\ -1 0

Agora, pelas propriedades de composi¢ao vistas na Aula 14, vale
que

V3

2

1

3

AT =AnsAre=Ronse =Arz=| 3 L
v 3

0 -1
A?=Arss AneArje = Aanje = Anj2 = ( 10 );
0
1
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2 2
By Al—Bn/Z'Aﬂ/G—B%_%:BnB: @ 1 ;
VR
At=AloA = ° 2
1 ="M= -mf6— | 1 3|
2 2

B, =By, pois B3 = I,.
8. a. Como A & matriz ortogonal, temos que A~1 = Al. Assim,
(A t= (A= (AT,
logo, A—! & matriz ortogonal. Analogamente,
(A) = (AT = (A,

e, portanto, At também é matriz ortogonal.
b. Como B & matriz ortogonal, vale que B~ = B. Assim,

(AB) ' =B 'At=B'A' = (AB)",

logo, AB é matriz ortogonal.
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ROTACOES NO ESPACO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender o efeito das rota¢cbes no espaco em torno
dos eixos cartesianos;

verificar que essas rotagdes sao exemplos de matrizes
ortogonais.
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Pré-requisitos
Aulas 8, 9, 10, 11,
13 e 14.
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ROTACOES NO ESPACO

Nesta aula, vamos estudar algumas transformacdes ortogonais em
R3. Mais precisamente, faremos um estudo de matrizes ortogonais de
ordem 3. Comecaremos estudando as rotacGes do espaco euclidiano
RR3, porém, nos limitaremos as rotacdes em torno dos eixos cartesianos.
Inicialmente, vejamos alguns exemplos.

( Exemplo17.1.

Uma rotacdo de 6 radianos em torno do eixo-z.

Solucéo:

Figura 17.1: Sentido positivo da rotagio em torno do eixo-z.

Convencionamos que o sentido positivo da rotagdo é o indicado pela Figu-
ra 17.1. Denotaremos por v = (x,y,z) um vetor de R3 e por v/ = (x',y’,Z') 0
resultado da aplicacdo em v de uma rotacdo de 6 radianos em torno do eixo-z.
\eja a Figura 17.2.



LT vE 7))
v=(X, ¥, 2) <.

X

Figura 17.2: Rotagdo de 6 radianos em torno do eixo-z.

Observe que a terceira coordenada de v/ = (x',y’,Z’) deve ser igual a ter-
ceira coordenada de v, ou seja, 2 = z.

Nosso objetivo, agora, € calcular as coordenadas x' e y’ de v/ em funcdo
das coordenadas x, y e z de v e do angulo 6. Para isso, observe que o ve-
tor (x',y’,0) & o resultado de aplicarmos uma rotagdo de 6 radianos ao vetor
(x,y,0). Como esses dois vetores pertencem ao plano-xy entdo, pelo visto, na
Aula 11, sabemos que

X' =xcos 6@ —ysen 6
y =ycos 6 +xcos0 ,

pois, quando trabalhamos no plano a matriz rotagdo de 6 radianos é dada por
A, — [ COS 0 —senod
9=\ sen6  coso /-

Assim, usando notacdo matricial e o fato de que zZ = z, temos

x! cos® —senf O X
y | =1 sen6 cos® 0 y
VA 0 0 1 z

Portanto, a matriz de ordem 3 que representa uma rotagdo de 0 radianos
em torno do eixo-z é dada por:

cos® —sen6 O
A;(6)= | sen6  coso O
0 0 1

CEDERJ
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cos® —senf
sen 6 cos 6
triz de rotagdo no plano-xy. E facil identificarmos algumas propriedades da
matriz A;(0):

Observe que o bloco superior da matriz, < ) € uma ma-

1. A;(0) & uma matriz ortogonal.

De fato, as colunas formam uma base ortonormal de R3.
2. detA;(0) =1
3. O polindmio caracteristico de A;(0) é dado por:

p(x) = det(xl3—A;(0)) =

X —C0s 6 senod 0
= —senf® x—cosH 0
0 0 Xx—1

= (x—1)(x* —2cosOx+1)

Javimos que o polindmio x? —2cos 6 x+ 1 possui raizes reais se e somente
se 6 = 2nm, n € Z (que representa o caso trivial x =1). Assim, a Unica raiz
real de p(x) @ A =1, ou seja, A = 1 & o (nico autovalor real de A;(6). Nesse
caso, um autovetor associado ao autovalor A = 1 & exatamente e; = (0,0,1),
que corresponde a direcdo determinada pelo eixo-z, em torno da qual ocorre a
rotacdo.

Exemplo 17.2.
[ )

Uma rotacédo de 6 radianos em torno do eixo-y.

Figura 17.3: Sentido positivo da rotagio em torno do eixo-y.
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Solucéo:

O sentido positivo da rotacdo é indicado na Figura 17.3. Procedendo de
forma anéloga ao que foi feito no Exemplo 17.1, obtemos que a matriz que
representa uma rotacdo de 6 radianos em torno do eixo-y é dada por:

cos® 0 —seno6
sen® 0 cosO

Observe que Ay(6) & uma matriz ortogonal com determinante igual a 1. O
polindmio caracteristico de Ay(0) & dado por:

p(x) = (x—1)(x* —2cosOx+1),

e, assim, a matriz Ay(0) possui também um Gnico autovalor real, A = 1. Nesse
caso, um autovetor associado ao autovalor A = 1 é exatamente e, = (0,1,0),
que corresponde a direcdo determinada pelo eixo-y, em torno da qual ocorre a
rotacdo.

Os Exemplos 17.1 e 17.2 tornam bastante previsivel o que acontece com a
rotacdo em torno do eixo-x.

( Exemplo17.3. |

A matriz
1 0 0

Ax(@)=1| 0 cos® —senb
0 sen6 cos 6

determina uma rotacdo de 6 radianos em torno do eixo-x, sendo o sen-
tido positivo da rotacdo dado pela Figura 17.4.

Figura 17.4: Sentido positivo da rotagio em torno do eixo-x.
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Vemos que detAx(6) = 1 e que o (nico autovalor real de Ax(6) é
A = 1. Um autovetor associado ao autovalor A =1 ée; = (1,0,0), que
corresponde a direcdo determinada pelo eixo-x, em torno da qual ocorre
a rotacdo. Observe que o bloco inferior da matriz Ax(0) é exatamente
uma matriz de rotagdo no plano-yz.

No préximo exemplo, trataremos brevemente das rotacdes que sdo
realizadas em torno de um eixo passando pela origem de R3. Vamos
verificar que, ao escolher uma base ortonormal adequadamente, a matriz
que define essa rotagdo tem a mesma forma das matrizes dos exemplos
anteriores. Para isto, consideremos a seguinte definicao:

Definicdo 17.1 (Rotagdo no sentido positivo).

Seja L uma reta no espaco passando pela origem O e gerada pelo
vetor v. Seja & 0 plano pela origem perpendicular a L. Uma rotacdo
em torno de L é dita no sentido positivo se, e somente se, um obser-
vador com os pés em O e os olhos na extremidade final de v vé os
pontos do plano & serem girados em torno da origem O no sentido
anti-horario (ja considerado como sentido positivo das rotagcdes no
plano).

A

Figura 17.5: Sentido positivo da rotagio em torno da reta L gerada pelo vetor v.

Podemos descrever o sentido positivo da rotagdo em torno da reta
orientada por v usando o produto vetorial.
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Para isto, tomamos uma base ortonormal {uj,uz,us} do R3 cons-
truida da seguinte maneira:

1. tomamos us = — com mesma dire¢do e mesmo sentido de v;

\Y
V]

2. escolhemos uy, uy vetores ortonormais no plano r;

3. U1 X Uy = U3.

Tendo estas trés propriedades, usamos a regra da mao direita para
determinar a direcdo e sentido de uj x us.

Observamos que o sentido da rotacdo em torno da origem para fa-
zermos uy coincidir com u, € o mesmo sentido indicado na figura e
chamado o sentido positivo da rotagdes.

M3= Mlx 1/{2

u,
oL

Uq

Figura 17.6: Sentido positivo da rotagdo em torno da reta L gerada pelo vetor v.

O sistema de coordenadas Oxyz que trabalhamos foi construido u-
sando a base ortonormal {i, j,k} num ponto O, que foi identificado com
a origem do sistema de coordenadas, onde k =i x J.

Assim, 0 eixo x é gerado por i = e;, 0 eixo y & gerado por j=e; e 0
eixo z é gerado por k = es.

O sentido da rotacdo no plano xy em torno da origem € o sentido
anti-horario, convencionado como o sentido positivo das rotacdes no
plano. Essa situacdo & a motivagdo para a defini¢do acima do caso geral.
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Verifiguem como a regra da mao direita funciona nas rotacdes em
torno dos eixos coordenados.

No Exemplo 17.1 (rotagdo no sentido positivo em torno do eixo z):

1. eixo z gerado (orientado) por k;

2. plano perpendicular ao eixo z & o plano xy e uma base ortonormal
do planoxy é {i, j};

-

x =k
No Exemplo 17.2 (rotagdo no sentido positivo em torno do eixo y):

1. eixo y gerado (orientado) por j;

2. plano perpendicular ao eixo y é o plano xz e uma base ortonormal
do plano xz & {k,i};

-

3. kxi=]
No Exemplo 17.3 (rotagcdo no sentido positivo em torno do eixo X):

1. eixo x gerado (orientado) por i;

2. plano perpendicular ao eixo x é o plano yz e uma base ortonormal
do planoyz & {j,k};

-

3. IXE:

Exemplo 17.4.
[ )

VVamos determinar a matriz A € M3(R) que define a rotacdo de 6
radianos em torno da reta L paralela ao vetor v = (1,1,1) e que passa
pela origem.

Solugéo:

Como foi mencionado anteriormente, precisamos escolher uma base orto-
normal adequada para que a matriz, nesta base, tenha a mesma forma que as
matrizes dos exemplos anteriores. Por isso, &€ muito importante que vocé tenha
compreendido bem como as matrizes desses exemplos foram construidas. Com
isso em mente, procedemos a construcdo de uma base ortonormal conforme
estudado na Aula 10.



Denotaremos por v = (1,1,1) o vetor que determina a reta em torno da
qual faremos a rotacdo de 6 radianos. O sentido positivo dessa rotacdo & dado
pela Figura 17.7.

Figura 17.7: Sentido positivo da rotagdo em torno do vetor vz = (1,1,1).

A ideia, primeiramente, & construir uma base ortogonal de R® contendo
este vetor. Claramente, os outros dois vetores desta base, vy e vy, pertencem
ao plano  que passa pela origem e cujo vetor normal é v3. Vejaa Figura 17.8.

Vi

Figura 17.8: O plano & com vetor normal v3 e a base ortogonal {vi,vz,v3}.

Do curso de Geometria Analitica, sabemos que o plano 7 é descrito pela
equacdo
X+y+z=0.

O vetor v1 pode ser qualquer vetor que pertenca a esse plano, por exemplo,

vi=(—1,-1,2).

Consequentemente, o vetor v, = (X,Y,z), além de pertencer ao plano ,
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deve ser ortogonal a vi. Assim, devemos ter

{ X+y+z=0
<Vla V2> :Oa
ou,
X+y+z=0
—X—y+2z=0.

Escalonando o sistema linear acima, obtemos que suas solugBes sdo da

forma;
X=-y
z=0, yeR.

Temos, entdo, que o vetor v, pode ser obtido tomando y = —1:

Vo = (1, —1,0).

Portanto, o conjunto {vi,Vv2,v3} & uma base ortogonal de R3. Verificamos
que Vi1 X Vo = 2v3. Logo, a base ortogonal {v1,Vv,,v3} estéd orientada positiva-
mente, conforme mostra a Figura 17.8. Normalizando esta base, obtemos 0s

vetores
V1 1 1 2

U= — = <_7_a) ;
[val] V6 V6 V6
Vo < 1 -1 >
U= 77— = T = _70 ;
Vol \v2' V2
U V3 < 1 1 1 >
3= =\ = = =]
sl \v3 V3 V3
Como vy X Vo = 2v3, temos que up x Uz = uz. Assim, B = {ug,uy,uz} é
uma base ortonormal de R?, orientada positivamente. Dado um vetor arbitrério
X1
v € R3, seja [v] g = | X | suas componentes na base 3. Denotando por Ag

X3
a matriz que representa essa rotacdo na base 3, devemos ter

cos® —senf6 O X1
Aglvlg = seg ] cgse (1) X2 |,
X3

pois a rotacdo é realizada em torno do eixo determinado por ug, isto &,

0
Aﬁ [Ug]ﬁ = 0 ,
1



equivalentemente, a rotacdo de uz3 €0-uy +0-uy +1-uz = us.

E importante salientar a analogia com 0 Exemplo 17.1. Neste contexto, o
vetor ug faz o papel do vetor e3 = (0,0,1), que determina o eixo-z e o plano
m, gerado pelos vetores u; e Uy, faz o papel do plano-xy. Observe que Ag,
quando 6 = 0 e 6 = m, possui um Unico autovalor real, A = 1, com autovetor
associado ug, que corresponde & direcdo do eixo de rotacdo.

Como a matriz de mudancga de base, da base B para a base candnica, é

_ 1 1 1
V6 V2 V3
P= —% —% % e P~1 =Pt entdo dado 6 determinamos a matriz
2. 0 L
V6 V3

A da rotacdo na base candnica fazendo o produto a seguir

A = PAgP!
_ 1 1 1 1 1 2
V6 V2 V3 cos® —sen6 O G V6 Ve
1 1 1 1 1
= ~% "V sen®  cos6 O % 9
2 5 L 0 0 1 11 1
V6 V3 V3 V3 V3

Na resolucdo dos exercicios sobre rotagdo (no sentido positivo) no
espaco em torno de uma reta L gerada por v devemos construir uma
base ortonormal B = {uy,u,,us} do R® tal que:

_ V.
LU=

2. Uj e Uy estdo no plano pela origem perpendicular a reta L;

3. Uy e Uy tém que ser escolhidos de modo que Uy x Uy = us.

Exercicio 17.1.

1. Sejam Ax(61) e Ax(6,) duas matrizes de rotacdo em torno do eixo-
X. Calcule o produto Ax(61) - Ax(62) e mostre que esse produto
representa uma rotacdo de 61 + 6, radianos em torno do eixo-x.
Conclua que o produto de matrizes de rotagdo em torno de um
mesmo eixo comuta.

2. Considere as rotacOes Ax(m/2) e A;(m/2) de m/2 radianos em
torno dos eixos x e z, respectivamente. Calcule os produtos
Ax(m/2)-Az(m/2) e A;(m/2) - Ax(m/2) e conclua que rotacBes em
torno de eixos diferentes ndo comutam.
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Aula 18 1 <

REFLEXOES NO ESPACO

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

compreender o efeito das reflexdes no espaco com res-
peito aos planos cartesianos;

verificar que estas reflexdes sao exemplos de matrizes
ortogonais.



Algebra Linear Il | Reflexdes no Espago

REFLEXOES NO ESPACO

Pré-requisitos _ ) _
Aulas 8, 9, 10, 12, Nesta aula, continuaremos nosso estudo de matrizes ortogonais de
13 ¢ 14. ordem 3. Agora, estudaremos reflexdes no espagco. No entanto, vamos

nos limitar as reflexdes com respeito aos planos cartesianos do R3.

(| Exemplo18.1.

A reflexdo com respeito ao plano-xy (ou seja, o plano de equagéo
cartesiana z = 0).

v=(x,Y,3)

T

y

V=(X, Y5 2) =(x,,-2)

Figura 18.1: Reflexdo no plano xy.

Solugéo:

Seja V' = (X',y',Z') o vetor obtido quando refletimos o vetor v = (x,y,z)
no plano-xy. Veja a Figura 18.1. Observe que os vetores v e V' pertencem a

mesma reta e que
X/
y/

Assim, usando a notacdo matricial, temos que

X
y
—Z.

X 10 O X
y |=101 0 y
7 0 0 -1 z
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Logo, a matriz

10 O
B=( 01 O
0 0 -1

€ a matriz que representa a reflexdo no plano-xy. Facilmente, obtemos algumas
propriedades interessantes da matriz B. Por exemplo,

1. B & uma matriz ortogonal. De fato, observe que suas colunas formam
uma base ortonormal de R?;

2. det(B) = —1;
3. O polindmio caracteristico de B é dado por

p(X) = (x—1)?(x+1).

Basta observar que

p(x) = det(xl3—B)
x—1 0 0
= 0 x-1 0
0 0 x+1
= (x—1)>2(x+1).

4. A matriz B possui dois autovalores reais,

A1 =1, com multiplicidade 2; e
A2 = —1, com multiplicidade 1.

Vamos calcular os respectivos autoespacos, a saber,

E(1)={weR3Bw=w}e E(—1) = {w e R®|Bw = —w}.

Para obter o autoespaco E (1), precisamos resolver o sistema linear ho-
mogéneo
(B—IHw=0,

onde w = (x,y,z) € R®. Mas este sistema é equivalente ao sistema linear

00 0 X 0
00 0 y | = o
00 -2 z 0

E facil ver que a soluco deste Gltimo sistema é dada por

z=0ex,yeR,
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0 que nos da exatamente o plano-xy, como era de se esperar. Temos,
entao,
E(1) = {(x,y,0) € R®|x, y € R}.

Como uma escolha de base ortonormal desse autoespaco sera impor-
tante mais a frente, podemos escolher facilmente os vetores

e1 =(1,0,0) e e, =(0,1,0)

para base de E(1).

Por outro lado, para calcularmos efetivamente o autoespaco E (—1), as-
sociado ao autovalor A, = —1, temos que resolver o sistema linear

(B+1)w=0,

comw = (x,y,z) € R3, que & equivalente ao sistema escalonado

100 X 0
010 y | =10,
000 z 0

cuja solucdo geral é dada por

x=0,y=0ezeR.

Obtemos, assim, que
E(-1)={(0,0,2) e R}|z€ R},

ou seja, E(—1) é representado pelo eixo-z e, como base desse autoespaco,
podemos escolher o vetor e3 = (0,0,1).

Vale destacar que E(1) & o complemento ortogonal de E(—1), como ja
foi estudado no curso de Algebra Linear I.

(| Exemplo18.2.

A reflexdo com respeito ao plano-xz (ou seja, o plano de equagdo
cartesianay = 0).



L V=(x,),2)

el

Figura 18.2: Reflexdo no plano xz.

Solucéo:

Seguindo a mesma estratégia do Exemplo 18.1, seja v/ = (x',y’,Z’) o vetor
obtido quando refletimos o vetor v = (x,y,z) no plano-xz. Veja a Figura 18.2.
Portanto,

X
-y
z.

X/
y/
zl

Assim, usando a notacdo matricial, temos que

x’ 1 00 X
y |=(0 -1 0 y |,
VA 0 01 z
e, portanto,
1 0 0
B=| 0 -1 O
0 0 1

€ a matriz que representa a reflexdo no plano-xz, com respeito a base candnica.

Como no Exemplo 18.1, temos que a matriz B é ortogonal com determi-
nante igual a —1 e seu polindmio caracteristico & dado por

p(x) = det(xl3—B)

x—1 0 0
= 0 X+1 0
0 0 x-1

= (x—1)%(x+1).

CEDERJ
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Assim, seus dois autovalores sdao
A1 =1, com multiplicidade 2; e
A2 = —1, com multiplicidade 1.

Sem dificuldades, como no Exemplo 18.1, concluimos que 0s autoespagos
associados

E(1)={weR3Bw=w}e E(—1) = {wec R®|Bw = —w}

s0, respectivamente, 0 plano-xz e o eixo-y. E facil ver que {e1,e3} & umabase
ortonormal de E (1) e {e,} & uma base ortonormal de E(—1).

Observe, novamente, que o subespaco E (1) é o complemento ortogonal do
subespaco E(—1).

| Exemplo18.3. ]

A reflexdo com respeito ao plano-yz (ou seja, o plano de equagéo
cartesiana x = 0).

A JVE(-x,Y,2)
z

X

Figura 18.3: Reflexdo com respeito ao plano-yz.

Solugéo:

Seguindo a mesma estratégia dos Exemplos 18.1 e 18.2, sejaVv' = (X', y',Z’)
o vetor obtido quando refletimos o vetor v = (x,Y,z) no plano-yz. Veja a Figura
18.3. Temos, entdo,

—X
y
z.

X/
y/
Z/
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Assim, usando a notagdo matricial, temos que

e, portanto,

€ a matriz que representa a reflexao no plano-yz, com respeito & base candnica.

Observe que as matrizes dos Exemplos 18.1, 18.2 e 18.3, que definem
as reflexfes nos planos xy, xz e yz, respectivamente, sdo bem parecidas: sua
diagonal principal & formada por 1 e —1 e deve-se destacar a posi¢do do valor
—1.

Como nos Exemplos 18.1 e 18.2, temos que a matriz B & ortogonal com
determinante igual a —1 e seu polindmio caracteristico é dado por

p(x) = det(xl3—B)

X+1 0 0
= 0 Xx—1 0
0 0 x-1

= (x—1)?(x+1).

Assim, seus dois autovalores sao

A1 =1, com multiplicidade 2; e
A2 = —1, com multiplicidade 1.

Sem dificuldades, como nos exemplos anteriores, concluimos que 0s auto-
espacos associados

E(l)={weR3Bw=w}e E(—1) = {weR3Bw=—w}

sdo, respectivamente, o plano-yz e o eixo-x. Assim, {e,,e3} & uma base ortonor-
mal de E(1) e {e1} & uma base ortonormal de E(—1).

Nos exemplos anteriores, exibimos as matrizes que definem as re-
flexdes nos chamados planos coordenados, ou seja, nos planos xy, xz
e yz, cujas equagdes sdo z =0, y = 0 e x = 0, respectivamente. No
proximo exemplo, veremos uma reflexdo num plano diferente pela ori-
gem.
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| Exemplo184.

A reflex@o com respeito ao plano « : 2x+3y —z =0.

o

Plano ©t

g

[ ]
(0,0,0)

[~ SR——— -

P\

Figura 18.4: Reflexdo com respeito ao plano 7.

Solucéo:

Pela Figura 18.4, o ponto P’ & a imagem do ponto P sob a reflexdo no
plano z. Observamos que escolhendo adequadamente uma base ortonormal de
RR3, a matriz que representa essa reflexdo é analoga a dos exemplos anteriores.
Assim, com a experiéncia acumulada nos Exemplos 18.1, 18.2 e 18.3, vamos
construir esta base ortonormal.

Sabemos, do estudo de Geometria Analitica, que vz = (2,3,—1) & um ve-
tor normal ao plano 7. Vamos construir uma base ortogonal de R® contendo
esse vetor vs. E claro que os outros dois vetores dessa base, vi € v, devem
pertencer ao plano & e devem ser ortogonais entre si. Assim, seja v um vetor
qualquer pertencente ao plano x, por exemplo, v; = (—1,1,1). Agora, 0 vetor
V2 = (X,Y,2) deve pertencer ao plano 7 e deve ser ortogonal a v;. Assim, suas
componentes, X, y e z, devem satisfazer

{ 2X+3y—z=0
(V1,V2) =0,
ou seja,
2Xx+3y—z=0
—X+y+z=0.



Escalonando esse sistema, vemos que a solucdo é

x— 23
5

1
=—-12772€R.
y 5o

Podemos escolher z =5 para obter v, = (4,—1,5). Assim, {vi,vy,v3} é
uma base ortogonal de R3. Normalizando essa base, obtemos os vetores

u B 11 ) pertencente ao plano ©

1: = _7_,_ )
val - \v3"v3 V3

up = v (4 105 pertencente ao plano ©

Sl \va2' vaz' Va2 |

Uz = V3 —( 2 3 _1)vetor normal ao plano &

*Tval - \Via' V1a V14 '

Portanto, 8 = {uj,uz,us} & uma base ortonormal de R3. Assim, a matriz
A que representa na, base candnica, a reflexdo no plano r deve satisfazer. Veja
a Figura 18.5.

Au; =u; =1-u;+0-uy+0-us, pois u; pertence ao plano r,
Au; =uUy =0-u;+1-uy+0-us, pois Uy pertence ao plano r,
Auz = —uz=0-u; +0-uy+ (—1)-us, pois uz € um vetor normal
ao plano 7.

Plano nt

u,

‘___.__

Au,=-u,

Figura 18.5: A base ortonormal 8 = {uy,u,,us} e o plano 7.

Logo, a matriz Ag, que representa a reflexdo na base f3, & dada por

10 O
Ag=| 0 1 0 |, queé amesma matriz do Exemplo 18.1. Observa-
0 0 -1
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mos que a posi¢do do elemento —1 na diagonal principal de Ag depende da
ordem dos elementos de 3 = {uj,uz,us}.

Exercicio 18.1.

1. Determine a matriz A da reflexdo no plano = : 2x+3y—z =0, do
Exemplo 18.4, com respeito & base candnica de R3.

2. Determine os autovalores e autoespagos associados a matriz obti-
da no Exercicio 1.
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SOLUCOES DE EXERCICIOS SELECIONADOS

AULA 1

AULA E MODULO 1

1. v= ( > tem autovalor A =0 e u = ( (1) > tem autovalor
A =1

2. Nao é autovetor.

3. Sim, A =0.

-1
A1
1 -3
5. Uma base para o autoespaco é 2 1, 0 .
0 1

AULA 2

e () ()
()

3.A2:1e4;A3:—11e8.
4. Use que At — A1 = (A— A1)t e calcule o determinante.

5. Use que A — A2l = (A—Al)(A+ Al) e calcule o determinante.
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AULA 3

. ﬂ,lz—lZVl:(O,l), 12:3ZV2:(1,2).
. 7L1:—1:V1:(1,—2), 7L2:5ZV2:(1,1).
ca M =1:vy=(0,1,0), L, =2:vy =(-1,2,2), A3 =3

vs = (—1,1,1).

ca A=A =1:vi =(1,10), vo» = (1,0,1), A3 = 2:

vs=(—1,-1,1).

b. A1 =1 tem multiplicidade algébrica e geométrica igual a 2 e
A3 = 2 tem multiplicidade algébrica e geométrica igual a 1.

c=d=e=f=1vi=(1,1,1): 43 =3, v, =(1,0,-1):

.a=b=
A2 =0,v3=(1,-1,0): A3 =0.

AULA 4

1. a ﬂ,lzﬂ,g:livlz(l,O)

b. A1 = 1 apresenta multiplicidade algébrica 2 e multiplicidade
geométrica 1.

caM=4=6:vi=(11)

b. A1 = 6 apresenta multiplicidade algébrica 2 e multiplicidade
geométrica 1.

. a. l1:1:V1:(3,—1,3) 2,2:ﬂ,3:21V2:(2,1,0) e

V3 = (2,0, 1).

b. A1 = 1 apresenta multiplicidade algébrica 1 e multiplicidade
geométrica 1; A, = 2 apresenta multiplicidade algébrica 2 e mul-
tiplicidade geométrica 2.

.aA=1:v1=(0,0,1)

b. A =1 apresenta multiplicidade algébrica 3 e multiplicidade
geométrica 1.

. det(xl — A) = det((xI —A)t) = det(xI! — Al) = det(xl — A}



T OTNAON E viNnv

Exercicio 5.1.

O A /N 7 g 4
l od o ©
T O a4 M —1 O _
Il I I I

O (@] o (@) o
M < o < o
M - I3\

det(P~1) det(A) det(P) = det(A)

det(P~1AP)

4. det(B)

AULA 6

Exercicio 6.1.

-1

010
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3. Nao é diagonalizavel.

AULA 8

1. O operador T ndo é diagonalizavel, pois T s6 possui o autovalor
A = 2 e 0 autoespaco correspondente E(2) tem dimensdo 1, uma
base sendo formada por vi = (1,1).

2. O operador T é diagonalizavel,

10 O
D=| 01 0 |;
0 0 -1

uma base de autovetores & formada por v = (1,0,1), v, = (0,1,0)
evy=(1,0,-1).

3. O operador T é diagonalizavel,

o oo w
o
|

uma base de autovetores & formada por vi = (1,0,0,0),
V2 — (0,1,0,0),V3 = (0,070,1) eV4 fry (4,_5,4,0)'

4. Temos que O é autovalor de T se e somente se existe vetor nao-
nulo v € R" tal que T(v) =0v =0. Assim, o nicleo de T &
ndo-nulo, isto &, N(T) # {0}. Logo, T nao é inversivel.
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AULA 9

. Exercicio9l |

a —b a b
1.A:{b a} ou Az[b —a}

AULA E MODULO 1

2. k=4/3

3. Por exemplo, u; = u; u; = (1,0,0,0); us = (0,2,1,0) e
us = (0,1,—2,—1). No entanto, existem muitas outras possibili-
dades.

4. Base ortonormal:

;= (1/v3,1/V3, 1/V3);
0, = (1/V14, 2/V14, —3/V/14) e
O3 = (5/V/42, —4/\/42, —1//42).

1/3 0 4/3+/2
5. Por exemplo: P = ( 2/3  1/v/2 —1/3V2 )
2/3 —1/vV2 —1/3y/2

AULA 10
. bxerciciolol |

1. a. Observe que as colunas de A e B formam bases ortonormais
de R3,

-1 0

p(x) = (x —1)(x® + 1); logo, seu Gnico autovalor real &
A=1

1 0 0
b. AB = ( 0 0 -1 ) Seu polinémio caracteristico é
0
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AuLAa 1l

1. Considerando as matrizes

(V202 V22
A= (Ve Ve )

1554321
D=|:V1V2V3V4V5V5V7}= 1133233/

temos que a imagem dos vértices da figura é dada pelas colunas

da matriz
0 2z vz 2 V2 2

AD =
vz ave avz D2 N2 52 o,

2. ApAg =Agip =Apig =AgAg.
O angulo resultante & 6 + ¢.

AULA 12

1. Pela observacdo final, temos que

E = P.FL.P

2 -3 2 3
| v v 1 0 Vi3 Vi3
| 3 2 0 -1 3 -2

Vi3 Vi3 Vi3 Vi3

pois, B = {vi,v2} €& uma base ortonormal de R2, onde

~ (=2 3 ¢ ;
Vi = <\/ﬁ \/ﬁ) e um vetor unitario tangente a reta

. — — (=3 =2)\¢g itari n
L:3x+2y=0¢,vy= (\/ﬁ , \/E> € um vetor unitario normal a
retaL:3x+2y =0.

2. Como no exercicio anterior, escolhendo base ortonormal
1 -2\ - P
B = {v1,v,} de R?, onde vi = (75 ﬁ) & um vetor unitario tan-
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gente & reta L:2x+y=0 e vp = (‘—2

Ve ) € um vetor unitario
normal areta L:2x+y=0.

S

Assim,
1 2 1 0 1 2
Vb VB VB VB
B= | 2 1 0 —1 2 1
VNG VNG
_3 _4
5 75
- _4 3
5 5
3. Representando os veértices pela matriz
1 41
D_[V1V2V3]_(1 13)7
entdo suas imagens pela reflexdo sdo dadas pela matriz
3 _4 7 _16
-5 5 141 ~5 —% 3
BD = 4 3 = 1 13
-5 3 113 -5 5 1
AULA 13

Exercicio 13.1.

1. Temos a igualdade
( cosQ  sen ¢ )
B(p = =
sen@ —Ccos¢Q
B Cosp —sen @ 1 0
- (sengo cos<p>(0 —1>_A‘PA’

onde A, & a matriz rotagéo de ¢ radianos e A € a matriz reflexéo
no eixo-X.

AULA E MODULO 1
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AULA 14

Exercicio 14.1.

1. Como B & matriz ortogonal, vale que B~! = B!. Assim,

(AB) "' =B'At =B'A' = (AB)',

logo, AB é matriz ortogonal.

2. Representando os vértices pela matriz

1 4 4 3 31
D=[v1 V2 V3 V4 V5 Vg| = 1133022)

Representamos por

=(4 )

a matriz que faz a reflexdo na retay = —x e por

_ (V22 =V2)2
A”/“_(ﬂ/z V2/2 >

a matriz rotacéo de /4 radianos. Entdo

_( V22 V22
A”/“B_(—ﬁ/z —ﬁ/z)

€
V2 oy 144331
An/4BD:%ﬁ%@ 113322
o g0 p
= 52 _72 52 -3V2
vz e
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AULA 17

Exercicio 17.1.

1. Usando as formulas de adi¢do de arcos, temos que

1 0 0 1 0 0
Ax(61)-Ax(6:) =] O cosh; —sen6; 0 cosf, —senbs
0 senf, cos6, 0 sen6, cos6,
0 0

Cc0s 61 cos0, —senBysenf, —cos6O;senh, —cosOysen b

|
o o »

cos61senB, +cosB,sen;  cos 6, cos6, —sen6Hysenod
1 0 0
| 0 cos(61+6) —sen(61+6)

0 sen(61+6,) cos(6r+ 6)
:AX(91+92)

Consequentemente,

Ax(01) - Ax(62) = Ax(B1+ 62) = Ax(62+ 1) = Ax(62) - Ax(61).

2. Temos que
10 O 0 -1 0
Ax(n/2)=1 0 0 -1 |; A(m/2)=| 1 00
01 O 0 01
Logo,
10 O 0 -1 0
Ax(m/2)-Al(m/2) = 0 0 -1 1 00 |=
0 0 01
0 -1 0
= 0 0 -1
1 0 O
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Ay(m/2)-Adn/2) = (

OpFrr O OFr O

Assim,
A(m/2) - Aol /2) # Aol /2) - Ay(/2)
e, portanto, as matrizes nao comutam.

AULA 18
1. Dada
~1/vV3 4/V82  2/\14
P( 1/V/3 —1/v42 3/V14 )
1/vV3 5/v42 -1/V14
temos

( 3/7 —6/7 2/7)
B=PAP 1=PAP'=( —6/7 —2/7 3/7 |.
2/7  3/7 6/7

2. Autovalores: 1, 1e —1,;
Autoespaco E (1): subespaco gerado por
1

-1 1 -1 5
Uy = T ey Ay = e u; = 9 ) )
. < 3 V3 \/§) ? (\/42 Va2 \/42)
Autoespaco E (—1): subespaco gerado por
3

2 1
Uz = , , .
: <\/14 V14 V14
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