Hernando Bedoya Volume tnico
Ricardo Camelier

|
|l ol ol ol

1
ol
e
1
8] ||
1
1

Il
I
o | Q|

oclolTioloioI ol Tlorol

I
o
I

I

| ] | | |
Il
TIOITITITI T OOl Tl Ol

| GLT Tl T
G2 |

=l L=l {oRll (op | log]

o
I
Il
L
I

Q
Tl ol Tl Tl oI

OV -V R
]

Tt
-

i
F—

I

(ol
l o | | W

]

I

Tl

]

I

| O

Bt o oA

mlm\mlm\m\mlm\m\mlm\m\mlm\mlm\m\ml

I
ol

[
o

I
I
I
I
I
I
ol
ﬂm|m|m|m\m|m\m\m|m\m\m|m\m\m|m\m
I I
I
I

I
no

oI gl Tl
I

I

I

ol ol

I

I

I

I
oI T oI D

1
ol

TITIoIOTOT Ol ol Ol oP¢
ol ol

Ol ool ol e ol o ofl ol oo
I
(ol

CloiTIoIioIiT Tl Tl ol O

ol gl
ol Ol
oIglE
ol Ol
ol ol Tl

I
ol
I
ol
I
I
l ol
ol ol ol ol o
I
ol
I
I
I
ol
I
ol
| ol
I
ol
[
ol

o

Tl Tl Tl

St T [

ST TITIgl ol orTo| Ol 29 T ¢
[

mm

ol Tl Tl
oo ot af

I I

oo Nedliodiediiediat .y

T T |

R | | | |
1l

Il
Tl o e

I
TITI T TS

I}

I

I

I

I

I

I

I

o
ol Tl Tl
I

I
TlITIz
I

I

ol ol
I

ol o
I

ol T

(VI I« VIR o ¥ IR« VI I« VI [ V0 [ o ¥ B VI
I
el l=al

ol
(VI8 N« VIR « VIR oV I I o V)
I
ol
(o758 B VRN « VI o VI |

I
ol Tl Tl

Tl Tl g
ol Tl
ol Tl
Tl TIE

|
ol
O T VR VI VR I VR VI VI VTR VI VI VR VIR IR VI AV R VIR Y
Il

Il
ol
Slololololglol vl ol ool o olo|oolololol
|

I
ol
I
ol
I
ol
o (¥ BNl B8 S a T VI o VI VN o'V R o V R B« VIR o VI
I

In
ool ol o ol ol o B o] Do o
In

Tl
Il
T & T
Il
Il
Tl
Il
ol L= = = = = SN
mlm\mlm\m\mlm\m\mlm\m\M\ml\g@m\ml
Il
Il
Il
jox
Il
Il

I
ol Slololggolg oo g ololg ool g ool
e I N R - O R R -V - O - -V O RO -V -V
I
ol

I
I
ol ol
I
I
I
I
I

ol ol

ol ol ol ol o ol o
Il

| | |

I
oI T Tl

I
I
ol ol

oo

I
ol Tl Tl
| ol Tl Tl
oI Tl

I
ol Tl

Ut et VI I oV VR R« VI I « VI VR I < VI B < V|
1l
I
ool

ol ol
ol ol
ol ol
Il g

I
ol

I
Fl ol oIoIoI oI ololol ol ol

1l
g ol Tl Tl
Q| |

|

I
I
I
|
T |
or | fed e
I
I

o |
Il
CIRCREORR o7 1 Oy
o
Il

5
s

I
cioioi o ool SISO o1 oI oI oI oI o1 T T T Tle@aalal o

[V O -V -V T - T < U I < VI I VI I VI OV B S
I

vl oM
1l

ol Tl
ol Tl
ol Tl
ol Tl

1l
|
1l
1l
1l
1l

I
Mo edled

I

1

I

I

1

I

ol ol Tl

1l
ol ol Tl
lojlolvlololewl ol el ool ol ol | o

(a0 I« VT o VI« VI oV o V VIR B« VI I VI I« VIR e
Il
ol

10| v v v | &
Il
0| v o o] | |
1l

[
o
Il
[
Il
Il
ol

I}
SR Olo o1 o1 ol T1 O

Il
SOl oo T

Lo o
o
g

1
glololo ol

ke

=
I

i

.

o

I3

M}'
2
5

o ool
1
oSSR o1 o
|

ololoIololololol ol
|
1
1l
o
1l
ol ol
Il
ol = el

o

oloIoI o

I
ool
1
ol ol
I
ool
1
ool
o
I

[

Il

[V <V - VR - VI <V VR B VIR I CO VR I <V I T
Il

TEO

ThEO

|
ol
("R I -V I VI I -V B VR Y]
Il
o

1l
o
1l
1l
1l
1l
1l
1l
1l
1l
1l

1l
1l
1l
1l
1l
1l
1l
1l
Q|
1l
1l

ool o ey
1

o

I

ol Tl
ol Tl
ol Tl
ol Tl
ol ol
ol Tl
ol Tl
ol Tl
Tl Tt
|

I

ol ol
ol Tl
ol Tl

b.
b.

(<O <V I VI ¥}
ol ol ol o
1]

I
ol

I

ol

I

o

I

ol

I

ol

(sl

i

I

ol

o ol o) o))
I I

ol

vl vl vl |l Qg
1l

I
| o

A
2

<V I <V I < VR S < VI I oY)
yicy| v | o
1l

al
s

12

o

BRI R R - abl

ol Tl
ol Tl
ol ol
ol Tl
ol Tl

I
ol g
I}
oI g
I}
Q|
I}

I
i
I}

I

I}

I

I

%’
;\umm;’g’-@.'
Il
o

1l
ol

G

Tl
I

I

Il

I
ol
I

I
ol
I
o
I
foal
I

1l
=a
s

I}
I}
I}
I}
I}
I}
I}
I}
ol ol o S
I}

ol o

ol Tl

Ll
ol ol ol o o o o s
1l
Tl

I
I
Tl Tl ol

ol Tl

=dF adled!

ol Tl

ol Tl

ol Tl

I

ol TIGT ¢

ol Tl
ol Wl oW

I

TITIT

Il
Il
Il
g
Il
Il
Il
Il
Il

\
|
e Il
Il
o odied

ol
I
ol
I
I
I
I
I
o
I
ol
I
ol
I
I
ol
I
ol
I
o
I
ol
I
ol

L I < VI [ <V O VO < VI O V0 I VO I < VIR < VIR VI I a1 e
1l

ool ol oloeloel ol ol ol ol o
1l

<V I <V I <V [ <V I VR VIR I . VR IO VIR VIR O VI O a1
1l

U VR I <V I VR I VI N VAN IO VIR I <SR < VI R VOV
1l

[ I VR I VR I VO I VR VI I - VR I VI I VI I VR I VI T
1l

gl lwlalol ol
1l

(VR R IV I VR ORIV
Il

1l
TITIglol ol g

1l
TIoTigl ol Tl
ol ol ol

1l
VRN VI <V I <V

1l
Q| o o

1l

|

ol
oLl

Il

I
ol
1l
[
n

n
o
I
o
n
o
n
o
I
o
n
o
I
o

Qo o [« VIR o VI I VI I o ¥ O VI =V I I « VIR Y o )
I
ol ol
I
|
I
chr
|
|
ﬁlm\m\
T
T gl @lo oo ool oid

TITITITITI Tl g

I I
34
I}

Tl Tl
3) ..
I
ol Tl

oV < R I« VIR I < S e
1l

ol

I

ol

Q|






Fundacédo

CECIERJ

Consércio Cederj

Centro de Educacdo Superior a Distdncia do Estado do Rio de Janeiro

Algebra Il

Volume tnico ‘ Hernando Bedoya
Ricardo Camelier

*
GO}IERNO DO .
74 Rio de Janeiro

SECRETARIA DE
CIENCIA E TECNOLOGIA

UNIVERSIDADE ~ n
ABERTA DO BRASIL da Educagao UM PAIiS DE TODOS

GOVERNO FEDERAL

Apoio:

FAPERJ

Fundacao Carlos Chagas Filho de Amparo
a Pesquisa do Estado do Rio de Janeiro



Material Didatico

ELABORACAO DE CONTEUDO Departamento de Producao

Hernando Bedoya )

Ricardo Camelier EDITORA PROGRAMACAO VISUAL
COORDENACAO DE DESENVOLVIMENTO Tereza Queiroz 'F\{"eanr;fcz \éilreri de Almeida
INSTRUCIONAL COPIDESQUE S Rei 9

Cristine Costa Barreto José Meyohas anny Reis
DESENVOLVIMENTO INSTRUCIONAL REVISAO TIPOGRAFICA :ELUS.TRA::QGO .

E REVISAO Elaine Bayma quipe Teder)

Zulmira Speridiao Marcus Knupp CAPA

Marcelo Bastos Matos COORDENACAO DE Equipe Cederj
COORDENAGCAO DE LINGUAGEM PRODUCAO PRODUCAO GRAFICA
Cyana Leahy-Dios Jorge Moura Oséias Ferraz

Maria Angélica Alves Patricia Seabra

COORDENA(;AO DE AVALIAQAO DO
MATERIAL DIDATICO
Débora Barreiros

AVALIACAO DO MATERIAL DIDATICO

Leticia Calhau ) o o _
Copyright © 2005, Fundacao Cecierj / Consorcio Cederj

Nenhuma parte deste material podera ser reproduzida, transmitida e gravada, por qualquer meio
eletronico, mecanico, por fotocdpia e outros, sem a prévia autorizagdo, por escrito, da Fundagao.

B412a
Bedoya, Hernando.
Algebra I v. tinico / Hernando Bedoya; Ricardo Camelier. —
Rio de Janeiro: Fundagio CECIER], 2010.
264p.; 19 x 26,5 cm.

ISBN: 85-7648-314-9
1. Algebra. 2. Anéis quocientes. 3. Teorema de homomorfismo.

4. Polindmios. I. Camelier, Ricardo. II. Titulo.
CDD: 512

2010/1

Referéncias Bibliograficas e catalogacao na fonte, de acordo com as normas da ABNT.



Universidades Consorciadas

UENF - UNIVERSIDADE ESTADUAL DO
NORTE FLUMINENSE DARCY RIBEIRO

Reitor: Almy Junior Cordeiro de Carvalho

UERJ - UNIVERSIDADE DO ESTADO DO
RIO DE JANEIRO
Reitor: Ricardo Vieiralves

UFF - UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE
Reitor: Roberto de Souza Salles

UFRJ - UNIVERSIDADE FEDERAL DO
RIO DE JANEIRO
Reitor: Aloisio Teixeira

UFRRJ - UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL
DO RIO DE JANEIRO

Reitor: Ricardo Motta Miranda

UNIRIO - UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESTADO
DO RIO DE JANEIRO
Reitora: Malvina Tania Tuttman






SUMARIO |

AIgEbra Il | volume tnico

Aula 1 - Anéis quocientes

7

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 2 - Homomorfismos

15

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 3 - Teorema do homomorfismo

29

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 4 - Divisibilidade em anéis

39

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 5 - Introducio aos polindmios

51

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 6 - Operacdes com polindmios

65

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 7 - Anéis de polinémios

75

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

89

Aula 8 - Divisao de polinomios

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 9 - Propriedades da divisdo de polindmios

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 10 - Sobre raizes de polinémios

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 11 - Polinémios irredutiveis

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 12 - Introducéo aos grupos

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 13 - Mais exemplos de grupos

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 14 - subgrupos e grupos ciclicos

Ricardo Camelier

Aula 15 - 0 Teorema de Lagrange

Ricardo Camelier

103

121

137

153

165

185

199



Aula 16 - Classes laterais e 0 grupo quociente

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 17 - Subgrupos normais

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Aula 18 - Homomorfismos de grupos

Hernando Bedoya / Ricardo Camelier

Referéncias

213

231

247

263



Anéis quocientes

Meta da aula

Apresentar o desenvolvimento da
estrutura algébrica de anel quociente.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Apresentar a relacao de congruéncia médulo /.
e |dentificar os passos que levam a caracterizacdo de um anel quociente.

e Apresentar e demonstrar as primeiras propriedades operatérias da congruéncia
maodulo /.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre anéis e ideais,

desenvolvidos nas Aulas 21 a 23 do curso de Algebra I. Vocé também vai
precisar dos conceitos de ideal de Z e dos anéis dos inteiros modulo 7,
do seu curso de Algebra I.



Algebra Il | Anéis quocientes

INTRODUCAO Bem-vindo ao curso de Algebra ll. Aqui vamos estudar duas importantes e belissimas
estruturas algébricas: os anéis e os grupos. Estas teorias tém raizes em problemas
muito longinquos que relativamente ha pouco tempo foram resolvidos.

Nesta aula, vamos copiar a construcdo dos anéis dos inteiros médulo 7, visto
no seu curso de Algebra |, para o caso geral de um anel A e de um ideal I de
A. Portanto, é uma boa idéia rever as aulas daquele curso. Vocé percebera uma
idéia que é recorrente na matematica: a construgdo de uma estrutura abstrata

geral seguindo os passos de um exemplo particular muito importante.

EXPANDINDO O CONCEITO DE CONGRUENCIA

Definicao 1

Sejam A um anel e I um ideal de A. Definimos a seguinte relagao
binaria em A:

a=b(modl) & b—ael

Dizemos, neste caso, que a e b sdo congruentes médulo I. Esta
relagdo satisfaz as seguintes propriedades, que a tornam uma relacio

de equivaléncia.
Proposicao 1
1. Propriedade Reflexiva

a=a (mod I)

2. Propriedade Simétrica
Sea=b(modI),b=a (mod]I).

3. Propriedade Transitiva

Se a=b (modI)eb=c(mod]I),entioa=c (modI).

Demonstracao

1. Basta observar quea—a =0 € I.
2.Comoa=b (modlI),entio b —a € I. Assim,a — b = —1I.

(b —a) € I, pela condigdo I2 de subanel. Logo, b = a (mod I). [|

8 CEDERJ



ATIVIDADE

‘ 1. Prove a propriedade transitiva da congruéncia modulo /.

&
™ |

GENERALIZANDO AS CLASSES DE CONGRUENCIA

Agora, que vimos que a congruéncia médulo I é uma relacao
de equivaléncia, sabemos que o anel A fica decomposto em classes de
equivaléncia. S3o subconjuntos disjuntos, cuja unido é todo o anel
A, caracterizando o que chamamos de uma particdo de A. Sera neste
conjunto de classes de equivaléncia que definiremos operagdes de adicdao

e multiplicagdo, de modo a transforma-lo num anel.
Definicao 2

Sejam A um anel, I um ideal de A, e a € A. Definimos a classe
residual de a médulo I (também chamada classe de congruéncia de a

modulo I) como sendo o conjunto
§:a+I={a+x|x el

A préxima proposi¢do afirma que as classes de congruéncia sido

exatamente as classes de equivaléncia da relagao congruéncia médulo I.
Proposicao 2

Sejam A um anel, I um ideal de A, e a, b € A. Entao a=b (mod I)

se, € somente se, 4 = b.

CEDERJ 9



Algebra Il | Anéis quocientes

Demonstracao

(=>) Vamos provar a inclusio 2 < b. Como a = b (mod I), entio
y=b—a € I. Assim, a = b — y. Agora, um elemento genérico de 7 ¢ da
forma a + x com x € I. Segue que:

a+x=b-y) +x

=b+(x—y)eb,

pois x —y € I. A inclusio inversa, bc a, é analoga, e serd uma
atividade para vocé.

(<= ) Temos a_=z, entiob=b+0 € b=a. Como b € T, existe
x € I, tal que b = a + x. Portanto, temos b —a=x € I,ouseja,a=b
(mod I). []

Vamos, agora, demonstrar a propriedade da particio que a

congruéncia modulo I gera no anel A.

Proposicao 3

1.Sean b# D, entio a = b.
2. U; = A.

Demonstracao

1. Como a N b # &, existe um elemento c € aM b. De ¢ € 7,
temos que ¢ =a+ x com x € I.Deceztemosquec=b+y,com
y € I. Logo, b + y =a + x, o que nos da:

b—a=x—yel,

ou seja, a = b (mod I). Pela Proposicdo 2, segue que a = b.

2. Temos a € a paratodo a € A, entdo A C Ua. Como, clara-

acA

mente, Ua C A, entdo segue que Uﬂ =A [

acA acA

Denotamos por A/I o conjunto das classes residuais médulo I,

ou seja, A/l = {;z|a € A}.

10 CEDERJ



O préximo passo é a defini¢do das operacdes de adigdao e

multiplicagao em A/I.

Definicao 3

Em A/I, definimos as seguintes operacdes:

Adicio:a+b=a+b;

Multiplicacio:a .b=a . b.

Observacao
Como a = a + I, uma outra notagio muito utilizada para as
operacdes de adicao e multiplicacdo, definidas anteriormente, é:
@+ +(b+1)=(a+b)+I;
(a+I).b+D)=(a.b)+ L

A préxima proposi¢cdo mostra que estas operagoes, em A/l estao
bem definidas, na medida em que ndo dependem dos representantes

a e b das classes residuais a e b, respectivamente.

Proposicao 4

Demonstracao

1. Se @ = @, entdo, pela Proposi¢ao 2, a = a, (mod I), ou seja,

a,—a = x, com x € I. Analogamente, de b = b,, segue que

b,— b=y, comy € I. Entio,

(a,+b)—a+b=(a,—a)+(b,—b)

=x+ye€l

CEDERJ 1"




Algebra Il | Anéis quocientes

logo, (a+ b) = (a, + b,) (mod I), ou seja, a+ b =a+ b

1 1°

Portanto,

+b=a+b=a+b=a+b,

2. Esta parte é um pouco mais trabalhosa, pois depende de um
certo traquejo algébrico. Como anteriormente, se @ =a,, entdoa, —a =
x,comx € I, e, dezz_bl , segue que b, —b=1y, com y € I. Entio,

(a,.b,)—(a.b)=(a,.b,—a.b)+(a.b—a.b)
=(a,—a).b,+a.(b,—b)
=x.b, +ta.yel

1

pois,x. b, € Iea.y € I. Portanto, (a . b) = (a, . b,)(mod I), ou

seja,a . b=a, .b,. Assim,

Podemos, agora, completar nossa construgdo. Segue que (A/L, +, ) €
um anel, chamado de anel quociente, ou anel das classes residuais modulo I,

cujo zero é dado por 0 e cuja unidade ¢ dada por 1.

Exemplo 1

Sejam (Z, +, .) o anel dos inteiros e / o ideal de Z dado por
1=12Z={12k |k € Z}.

Entio o anel ZN1 ={a + I | a € Z} consiste em 12 elementos:

que sdo as classes residuais moédulo 12. Como 12 nio é um nimero
primo, entio, por teorema dado no Volume III de Algebra I, Z/I ¢ anel,

mas nio é um dominio.

12 CEDERJ



CONCLUSAO

Se vocé achou esta aula mais abstrata, ndo se preocupe, pois
ela é mesmo. Apesar de termos feito uma construciao semelhante a que
vocé fez no seu curso de Algebra I, qualquer passagem de uma estrutura
algébrica, como um anel, para uma estrutura quociente, como o anel
quociente, requer um salto de abstracdo. Tenha paciéncia e insista na
compreensio destes conceitos. Eles sdo importantes na Algebra e serdo

utilizados ao longo de todo o curso de Algebra II.

ATIVIDADE FINAL

1. Verifique que os axiomas de anel valem para (A/l, +, . ).

RESUMO

A construcdo da relagcdo de equivaléncia que consiste na congruéncia médulo /, é o
primeiro passo da construcdao do anel quociente, feita por meio da introducdo das
operagdes de adi¢do e multiplicacdo no conjunto das classes residuais médulo /. Tudo
isto, seguindo a construcdo analoga que foi feita no seu curso de Algebra |, para

obter-se o anel dos inteiros médulo n.

CEDERJ

13




Algebra Il | Anéis quocientes

RESPOSTAS

Atividade 1

Dea=b (modI), temosque x=b—a € l.Deb=c(modI),temosy=c—b € I.

Entdo
c—a=(c—b)+(b—a)
=y+x€l,

ou seja, a = ¢ (mod I).

Atividade Final

Percorra cada um dos axiomas que definem um anel, lembrando que os elementos

neutros sdo 0 e 1. Por exemplo,

A1. Associatividade da Adicéo:

a+b+c)=a+b+c

14 CEDERJ



Homomorfismos

Meta da aula

Apresentar o conceito de homomorfismo de anel
e suas propriedades basicas.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
¢ Reconhecer um homomorfismo entre anéis.

¢ Apresentar e demonstrar as primeiras propriedades
dos homomorfismos.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre anéis e ideais,
desenvolvidos nas Aulas 21 a 23 do curso de Algebra .



Algebra Il | Homomorfismos

INTRODUCAO

Apesar de o conceito de
homomorfismo ser muito
natural, ele surgiu de forma
muito gradual. O con-
ceito de homomorfismo
de grupos surgiu, pela
primeira vez, em torno de
1830, o de homomorfismo
de corpos em torno de 1870
e o de homomorfismo de
anel somente em 1920.

16 CEDERJ

As funcdes consideradas naturais entre duas estruturas algébricas do mesmo
tipo, como os anéis, sdo aquelas que preservam as operacdes, ou seja,
transformam uma soma de elementos no anel dominio na soma de suas
imagens e transformam um produto de elementos no anel dominio no produto
de suas imagens. Essas funcdes, chamadas de homomorfismos, seréo o objeto

do nosso interesse nesta aula.
HOMOMORFISMO DE ANEIS

Definicao 1

Dados dois anéis A e B, uma funcio {: A — B é chamada de um

homomorfismo (de anéis) se para todoa, b € A , vale:

H1. {(a + ) = {(a) + {(b);

H2. f(a ) f(a) . {(b);

H3. f(1,) =1, (ou, simplesmente, f(1)=1).

Definicao 2

Um homomorfismo {: A — B é chamado de um isomorfismo se
for, também, uma bije¢do. Nesse caso, dizemos que A e B sdo isomorfos
e denotamos A ~ B.

Lembre que dois conjuntos A e B tém o mesmo numero de
elementos, ou seja, eles tém a mesma cardinalidade, se existe uma bijecdo
entre A e B. Assim, se A e B sdo isomorfos, entdo eles tém exatamente o
mesmo numero de elementos. Isso acontece porque se {: A — B é um

isomorfismo, entdo, em particular, { é uma bijecdo entre A e B.

Definicao 3

O niicleo de um homomorfismo de anéis {: A — B é o conjunto
N(f) = {x € A|{(x) = 0,),

onde 0, ¢ o elemento neutro do anel B.



Vejamos agora dois dos exemplos mais simples de homomorfismo

de anéis.

Exemplo 1

O exemplo mais simples de todos é o homomorfismo identidade.
Dado um anel A, 0 homomorfismo identidade é definido pela funcdo
identidade em A, ou seja, id : A — A, id(a) = a. Vamos verificar que a
identidade é, de fato, um homomorfismo de anéis. Para isso, precisamos

verificar os trés axiomas de homomorfismos. Sejam a, b € A, entdo

H1.id(a + b) = a + b = id(a) + id(b);
H2.id(a.b)=a.b=ida).idb);
H3.id(1,)=1,.

Assim, id é um homomorfismo. Mais ainda, o homomorfismo
identidade é bijetor, portanto, ele é também um exemplo de um
isomorfismo. Vamos calcular seu nicleo. Nesse caso, N(id) = {x € A|
id(x) =0,}. Ou seja, queremos resolver a equagdo id(x) = 0,. Como id(x)
= x, a equacdo se transforma em x = 0,, ou seja, sua unica solugdo é

x =0,, portanto, N(id) = {0,}.

Exemplo 2
Sejan € Z, n > 1. Considere a fungdo f{: Z — Z_definida por
f(a) =a,onde @ é classe residual médulo 7 do inteiro a. Vamos verificar

que { é um homomorfismo de anéis. De fato, dados a, b € Z, entio

Hl. fa+b)=a+b=a +
H2. fa.b)=a.b=a .b = f(a). {(b);
H3. f(1)=T=1,,.

Assim, f é um homomorfismo. Mais ainda, o homomorfismo f é
sobrejetor, pois, dado ke Z ,entdo f(k)= k. No entanto, f ndo é injetor,
pois f(0) =0 e f(n) =7 =0, ou seja, f(0) = f(n) com n # 0. Portanto,
{ ndo é um isomorfismo.

Vamos calcular, agora, o nicleo de f. Nesse caso, N(f) = {x € Z|
f(x) = 0}. Ou seja, queremos resolver a equacio f(x) = 0. Como f(x)=x,a
equagio se transforma em x = 0, e suas solugdes sdo os inteiros miltiplos
ke Z).

Vamos, agora estudar uma série de propriedades fundamentais

de n, portanto, N({) = nZ = {kn

sobre os homomorfismos.

CEDERJ
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Proposicao 1

Seja {: A — B um homomorfismo de anéis. Temos:

1.£(0,)=0

2. {(- a) = - {(a) para todo a € A.

3. fla-b) = {(a) - {(b), paratodo a, b € A.

4. {(A) é um subanel de B, onde o conjunto imagem de A, {(A),
¢ definido por f(A) = {f(a) | 2 € A).

5. Se A'é um subanel de A, entdo f(A') é um subanel de f(A).

6. Se B' é um subanel de B, entio {'(B') é um subanel de A,

, (ou, simplesmente, f (0) = 0).

onde o conjunto imagem inversa de B, {'(B') é definido por {'(B) =
{ae Al fa e BY.

7.Se I é um ideal de A, entido {(I) é um ideal de {(A).

8. Se J é um ideal de B, entdao {7'(J) é um ideal de A.

9. N({) é um ideal de A.

10. Se { é um isomorfismo (ou seja, { é uma funcio bijetora),
entio {': B — A é um homomorfismo de anéis e, portanto, é também

um isomorfismo.

Demonstracao

Algumas das demonstrac¢oes deixaremos como atividade para
vocé. Demonstraremos algumas delas.

1. Temos

= {(0) + £(0),
e, cancelando {(0) nos dois lados (lembre da lei do cancelamento),
segue que
{(0) = 0.

2. Aplicando, inicialmente, a propriedade anterior, temos
0= {(0)
= f(a)+ (- a))
= f(a) + t(-a),

para todo a € A. Logo, pela unicidade do elemento simétrico, segue

que f(-a) = —{(a).
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4. Como A # <, segue que {(A) # &. Agora, dados f(a), {(b) €

{(A) e aplicando a propriedade 3, temos que

f(a) - 1(b) = fa-b) € {(A),
e, também,

f(a) . {(b) = f(a. D) € {(A).

Assim, pela Proposi¢do 1 da Aula 5, segue que {(A) é um
subanel de B.

Tente vocé, agora, provar a proxima propriedade.

ATIVIDADE

1. Demonstre a propriedade 5, ou seja, prove que se A'é um subanel de A,

entdo f(A') é um subanel de f(A).
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6. Como {(0,)=0, e 0, € B, entdo 0, € {'(B') ¢, portanto,
{1 (B') # @. Agora, dados a, b € {' (B'), entio f(a), {(b) € B'
e segue que
fla-b) = f(a) - {(b) € B,
pois B' é subanel de B. Portanto, a—b € {'(B'). Também temos

fla.b) = {(a). {(b) € B},

pois B'é subanel de B. Portanto,a . b € f'(B'). Assim, provamos que

1 (B') é um subanel de A.

E sua vez de praticar novamente.

ATIVIDADE

. 2. Demonstre a propriedade 7, ou seja, prove que se / é um ideal de A, entdo
f() é um ideal de {(A).

&
™ |

8. Como 0, € ] e {(0,) =0,,entdo 0, € {'(]), e, portanto,
' (J) = . Agora, dados a, b € {' (]), entdo f(a), {(b) € ] e, assim,

segue que
f(a + b) = f(a) + {(b) € ],

pois J é um ideal de B. Portanto, a + b € { (J). Por outro lado, sejam
a€ Aeb e {'(]),entdo vale que f(a) € {(A) e {(b) € ], e, como ] é
ideal de B e f(A) c B, temos f{(a) . {(b) € ]. Portanto,
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fa.b) = fla). {(b) € ],

ouseja,a.b € ' (J). Assim, concluimos que {' (J) é um ideal de A.

9. Para mostrar que o nucleo é um ideal, usamos a propriedade
anterior. De fato,
N(f)=fx € A | f(x)=0,)
= {1({0,}),

e, como {0, } é um ideal de B, segue, pela propriedade 8, que N({) é um

ideal de A.(J

Assim, concluimos a demonstra¢do da Proposi¢do 1. Veja que
deixamos as propriedades 5, 7 e 10 como atividades a serem desenvolvidas

por voceé.

ATIVIDADE
3. Demonstre a propriedade 10 da Proposicéo 1, ou seja, prove que se f é um
isomorfismo (ou seja, f € um homomorfismo bijetor), entdo {': B — A é um
‘ homomorfismo de anéis.

™ |
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Os homomorfismos s3o ricos em propriedades, e agora vamos
ver algumas dessas propriedades relacionadas ao ntcleo. As primeiras
duas propriedades que seguem devem trazer a lembrancga as proprieda-
des equivalentes para o nicleo de uma transformagio linear e para um

homomorfismo de grupos.

Proposicao 2

Seja {: A — B um homomorfismo de anéis e N({) o nucleo de {.
Entio,

1. f(a) = {(b) se e somente se b —a € N({).

2. t é injetora se e somente se N(f) = {0}.

3. Se A é um corpo, entdo f ¢ injetora.

Demonstracao

1. (=) Suponhamos que {(b) = {(a) e vamos mostrar que b — a
€ N(f).

De fato, {(a) = {(b) implica que {(b) — f(a) = 0. Assim, {(b —a)
= {(b) - {(a) = 0, ou seja, b —a € N({).

(«<=) Reciprocamente, suponhamos que b — a € N({) e vamos
mostrar que f(a) = {(b).

De fato, se b —a € N({), entao {(b —a) = 0. Assim, {(b) — f(a) =
f(b-a) =0, ou seja, f(a) = {(b).

2. (=) Suponhamos, primeiramente, que f é injetora. Vamos
mostrar que N(f) = {0}.

De fato, se { é injetora, considere a € N({). Entdo f(a) = 0, e
como f(0) = 0, segue que f(a) = {(0). Como f é injetora, temos a = 0.
Assim, N(f) = {0}.

(<) Reciprocamente, suponha que N({) = {0}. Vamos mostrar
que f é injetora.

Se f(a) = {(b), entdo, pela propriedade anterior, temos que
b — a € N(f). Como estamos supondo que N(f) = {0}, segue que
b-a=0,o0useja,a=>b,o queprova que { € injetora.

3. Suponhamos que A é corpo e seja a € A com a # 0. Entdo

existe ', o inverso multiplicativo de a, que satisfaza . a”' = 1,. Assim,



f(a). f(a’) = f(a.a™), pois { ¢ homomorfismo

f(1,)
1

5 » pois f é homomorfismo.

Portanto, concluimos que f{(a) é invertivel e, em particular, {(a) #0.
Logo, a ¢ N({) paratodoa € A com (a) #0, o que nos leva a concluir que

N({) = {0}. Pela propriedade anterior, segue que { é injetora.[]

Exemplo 3

Vamos descrever um homomorfismo muito importante, chamado
homomorfismo candnico (ou homomorfismo projetor). Seja A um anel
e I um ideal de A. Seja 7 : A — A/I, definida por T(a) = 7, onde @ = a
+ 1 € A/T é a classe residual de a € A mddulo I. Vamos verificar, agora,

que T é um homomorfismo de anéis. De fato, sejam a, b € A, entdo

Assim, T é um homomorfismo. Mais ainda, 0 homomorfismo T é
sobrejetor, pois para qualquer @ € A/l temos que T(a) = 7. Chamamos
T : A — A/l de homomorfismo candnico.

Vejamos, agora, como se comportam os homomorfismos sob a

operagao de composi¢do de fungdes.
Proposicao 3

Sejam g : A - B e {: B — C dois homomorfismos de anéis.
Entao:

a) A composigdo { ° g: A — Cé um homomorfismo de anéis;

b)Se AxBe B=C,entio A~ C,istoé, se A éisomorfoa BeB

é isomorfo a C, entio A é isomorfo a C.

A demonstragio desta proposicio faz parte das Atividades

Finais da aula.
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Para terminar esta aula, queremos enfatizar para vocé que os
anéis isomorfos tém propriedades idénticas, e eles diferem apenas na
apresentacdo de seus elementos. O que importa é que o isomorfismo
preserva todas as propriedades entre tais anéis.

A Atividade Final é um desafio para vocé. Lembre-se de consultar
os resultados apresentados. Leia varias vezes as demonstracdes das
propriedades e tente imitd-las. Tenha sempre papel e ldpis a mao e, se
for preciso, apague e reescreva quantas vezes for necessirio. Achamos
que se vocé entendeu bem esta aula, entdo terd capacidade de sobra para

resolver essas atividades. Vamos 14!

ATIVIDADES FINAIS

1. Sejam A um anel e a € A -{0}. Defina a funcdo f : A > A por f (x)=a.x.

a. Mostre que f, € sobrejetora se e somente se a € invertivel.

b. Mostre que se A € um dominio de integridade, entdo f, € injetora.

c. f, € um homomorfismo?

2. Prove a Proposicao 3.
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RESUMO

Nesta aula, foram apresentados os seguintes resultados:

i. O conceito de homomorfismo entre dois anéis A e B, ou seja, uma funcédo {: A

— B que paratodoa, b € A,

satisfaz:

H1. f(a + ) = f(a) + {(b);

H2. f(a. b) = f(a) . {(b);

H3. {(1,) = 1, (ou, simplesmente, {(1) = 1).

ii. O conceito de isomorfismo, ou seja, um homomorfismo que também é uma
bijecao.

iii. As propriedades apresentadas e demonstradas servem para verificar que os

homomorfismos preservam algumas estruturas dos anéis.

iv. O conceito de nucleo de um homomorfismo, ou seja, o nucleo do homomorfismo
f:A—>Béoconjunto N(f)={x € A | f(x) =0,} . Algumas propriedades importantes

dos homomorfismos sao verificadas pelo comportamento do seu nucleo.

v. O homomorfismo projetor, ou seja, dado o anel A e / um ideal de A, é definido

por :A — A/l, w(a) =a (lembre quea =a + I € A/l).

RESPOSTAS

Atividade 1

Como A' # &, seqgue que f(A') # &. Agora, dados {(a), {(b) € f(A'), temos,

aplicando a propriedade 3,
f(a) - {(b) = {(a-b) € {(A"),
e, também,
f(a) . {(b) = {(a . b) € {(A").
Assim, pela Proposicdo 1 da Aula 5, segue que f(A') é um subanel de {(A).
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Atividade 2

Como0, €I e 0,={(0,), entdo 0, € {(I), e, portanto, {(I) #J . Agora, dados
f(a), {(b) € {(I) entdo segue que

f(a) + (b) = t(a + b) € {(I),

ou seja, f(a) + (b) € {(I) . Vamos considerar, agora, f(a) € {(A) e {(b) € {(I),

entdo, comoa € A, b €1 I éideal, temos a. b € I. Portanto,

f(a) . (b) = f(a . b) € {(D),

ou seja, f(a) . (b) € {(I). Assim, concluimos que f(I) € um ideal de {(A).

Atividade 3

Dados x, y € B, sejama= {"'(x) e b= {"(y), ouseja, f(a) =xe {(b) =y. Como {

é um homomorfismo, sabemos que
fla +b)={(a) + {(b) e f(a.b) = {(a) . {(b).
Temos, entdo, que
" (x +y) = " ({(a) + {(b)), pelaescolhade x ey
= f'(f(a + b)), pois { € homomorfismo
=a+b,pois {'° {=id
= {7 (x) + 7 ().
Lembre que id representa a func¢ao identidade. Temos, também,
' (x.y)={"({(a). {(b)), pela escolnade x ey
= ' (f(a . b)), pois { € homomorfismo

=a.b,pois {'° {=id

Finalmente, como f(1,) = 1, e { € bijetora, seque que {' (1,) = 1,. Concluimos,

assim, que f': B — A € um homomorfismo.
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Atividade Final 1
a. (=) Suponha que {, é sobrejetora. Vamos mostrar que a € invertivel.

De fato, como {, é sobrejetora, existe a' € Atalque { (a')=1,istoé,a.a'=1,.

Logo, a' é o elemento inverso de g, isto &, a é invertivel.

(<) Reciprocamente, suponha que a € invertivel. Vamos mostrar que f €

sobrejetora.
Seja b € A um elemento qualquer. Temos que
f(a'.b)=a.(a'. b), peladefinicdo de {,
=(a.a").b
=1,.b, pois a éinvertivel
=b.

Mostramos, assim, que para qualquer que seja b € A, existe x = a'. b tal que

f (x) = a. Portanto, concluimos que f, é sobrejetora.

b. Vamos mostrar que f é injetora. Suponhamos que f, (x) = f,(y), isto ¢,
a.x=a.y.logo,a.x—a.y=0 e, portanto,a. (x —y)=0.Como A é dominio de

integridade e a # 0, seque que x —y = 0, isto &, x = y, 0 que prova que f, é injetora.
c. f, € homomorfismo somente no caso em que a = 1, , pois

f,(x.y)=a.(x.y)

e

£, f, ) =a. (x.y).

Para serem iguais, é necessario que a = 42, isto é, a = 1,.

CEDERJ

27




Algebra Il | Homomorfismos

Atividade Final 2

Vamos verificar os axiomas de homomorfismo para a composicdo f ° g. Dados

a, b e A, temos
H1.
(f°g)(a+b)={(g(a+ b)), pela definicdo de composicdo
= { (g (@) + g (b)), pois g € homomorfismo;
= f (g (@) + f (g (b)), pois { € homomorfismo;
H2.
(f°g)a.b)=1{(g(a.b)), peladefinicio de composi¢ao
= { (g (@) . g (b)), pois g ¢ homomorfismo;
= {(g (@) . { (g (b)), pois { € homomorfismo;
H3.
(f°g)(1,) = {(g (1,)), pela defini¢ado de composicao
= {(1,), pois g € homomorfismo;
= 1., pois { € homomorfismo.

Assim, provamos que a composicao f °g € um homomorfismo de anéis.

b. Suponhamos que A é isomorfo a B e B é isomorfo a C. Queremos provar que
A é isomorfo a C. Como A ~ B e B = C, entdo existem isomorfismos g: A —» B
e f:B— C.Como f{ e gsdao homomorfismos, entdo, peloitema), f°¢ :A—>C
também é um homomorfismo. Agora, vocé sabe que se { e g sdo funcdes bijetoras,
entdo a composicao f °g também é bijetora. Portanto, concluimos que f°g : A —
C é um homomorfismo bijetor, ou seja, f °g : A — C é um isomorfismo de anéis.

Assim, concluimos que A ~ C.
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Teorema do homomorfismo

Metas da aula

Apresentar o teorema do homomorfismo de anéis e
sua demonstracao. Realizar outra demonstracdo
do teorema do resto chinés.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Demonstrar o teorema do homomorfismo.

* Demonstrar que os anéis Z e Z /nZ séo isomorfos.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre
anéis e ideais, desenvolvidos nas Aulas 21 a 23 de
Algebra 1, e Aulas 1 e 2 deste curso.
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Todo homomorfismo gera um isomorfismo entre um anel quociente e o anel
imagem do homomorfismo. Esse importante resultado serd o tema desta aula.
Como aplicacdo, vamos rever o teorema do resto chinés, visto no seu curso de
Algebra I, obtendo, agora, uma nova demonstracéo.

Vamos comecar revendo a definicao de isomorfismo de anéis, apresentada

na aula anterior.

DEFINICAO 1

Um homomorfismo {: A — B é chamado de um isomorfismo se
for, também, uma bije¢do. Nesse caso, dizemos que A e B sdo isomorfos
e denotamos A ~ B.

O resultado principal desta aula, o teorema do homomorfismo,
é similar a um resultado correspondente sobre os homomorfismos de
grupos, apresentado no curso de Algebra I.

Lembre, da aula anterior, que dado o homomorfismo de anéis
{: A > B, entdo o conjunto imagem de A, {(A), é um subanel de B e o
nucleo de f, N(f), é um ideal de A.

TEOREMA DO HOMOMORFISMO DE ANEIS

Dado um homomorfismo { : A — B entre os anéis A e B,
entdo existe um isomorfismo de anéis @ : A/N (f) — {(A) que satisfaz
f=@ om, onde T : A— A/N (f) é o homomorfismo canénico.

Representamos esse resultado pelo seguinte esquema.

t
A——— fA)CB

T
¢

A/N (1)

A/N (f) = {(A)

E de suma importancia que vocé acompanhe passo a passo todas
as etapas desta demonstracdo. Ela é longa e serd dividida em varias
etapas para facilitar a sua compreensao. Para que vocé nao se perca
na argumentagio, leia e releia com atenc¢do cada uma de suas etapas.
Certifique-se de que vocé entendeu cada passagem e faga suas proprias
anotagdes, justificando as passagens que vocé considera mais dificeis.

Vamos 14 entio!



Demonstracao

Vamos dividir a demonstracdo em alguns passos.

12 Passo: Vamos definir uma fungdo @ : A/N(f) - {(A), segundo

o diagrama anterior.

Para isso, definimos (@) = f(a) paratodo @ =a + N(f) € A/N(f).
Entdo, precisamos provar que @ é, de fato, uma fung¢io bem definida,
o que significa mostrar que se a = l;, entao (p(ﬁ) = (p(E), ou seja, se
a= E, entdo f(a)= f(b). Suponhamos, entio, que @ = b. Da aula anterior,
sabemos que N(f) é um ideal de A, logo, a — b € N({) e, portanto,
f(a - b) = 0,. Assim,

f(a) - {(b) = fla-b)=0,,
ou seja,
f(a) = f(b), B
ou, equivalentemente, pela definicio de ¢, que (@) = ¢(b). Concluimos,

assim, que @ é, de fato, uma fungio de A/N (f) em f(A).

22 Passo: Vamos mostrar que (p é um homomorfismo. Para isso, basta
verificar que ( satisfaz os axiomas de homomorfismo vistos na Aula 2.

Sea, b e AIN (f), temos:

HI.
0@ +b)=0(a+b)
f(a + b) pela definicao de @

f(a) + {(b) pois { é homomorfismo

®(a) + @(b) pela defini¢io ©.

H2.

0@.b)=0la.b)
= f(a . b) pela defini¢do de @
= {(a) . {(b) pois { é homomorfismo
=Q(a) . (p(z) pela defini¢ao .

H3.

¢(1,) = f(1,) pela defini¢do de @

=1, pois { é homomorfismo.

Concluimos, assim, que a fun¢do ¢ é um homomorfismo entre
os anéis A/N (f) em f(A).
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32 Passo: Vamos provar, agora, que (0 é uma funcdo bijetora.
Vamos comegar provando que ela é injetora. Pela Proposi¢do 2, item 2,
da Aula 7, basta mostrar que N (@) = {6A}. Seja @ € N((), entdo, pela
definigio de @, f(a) = Q@)= 0,, ou seja, a € N(f). Portanto, @ = a +
N(f) :6A. Isso prova que N (@) = {6A}.

Caso vocé ache essa argumentacio muito abstrata, vamos
apresentar a demonstracdo cldssica de injetividade, que consiste em
provar que se Q(a) = (p(l;), entdo 4 = {; De fato, se (p(ﬁ) = (p(E) , temos
que f(a) = {(b), pela definicdo de @, logo f(a) — f(b) = 0. Dai,

{ (a=b)= {(a) = {(b) =0,

e isso significa que a — b € N({), ou seja, a = b, Pois, lembre
que a € A/N(f).

Finalmente, ¢ é uma funcdo sobrejetora, pois dado y € {(A)
arbitrario, entio existe a € A tal que y = f(a) e, como @(4) = f(a),

segue que y = Q(a).

Concluimos, assim, que a fungao @: A/N (f) — f(A), definida por
¢(@) = {(a), ¢ um homomorfismo bijetor, ou seja, é um isomorfismo e,

portanto, temos A/N (f) = f(A).

Esperamos que vocé tenha apreciado a demonstragio desse belo

teorema. Uma conseqiiéncia imediata do Teorema do Homomorfismo é:

Corolario 1

Se f: A— B é um homomorfismo sobrejetor, entio A/N (f) e B

sdo0 anéis isomorfos, isto é, A/N (f) = B.

Demonstracao

Como f{ é sobrejetora, temos {(A) = B e, pelo teorema do
homomorfismo, temos A/N (f) = {(A). Portanto, concluimos que
A/N (f) = B.



Corolario 2

Sejan € Z,n> 0. Entdo os anéis Z/nZ e Z_ sao isomorfos, isto
& ZInZ ~Z .
A demonstracdo deste coroldrio vocé vai realizar, agora, como

sua primeira atividade desta aula.

ATIVIDADE

1. Nesta atividade, vocé vai demonstrar o Corolario 2. Para isso, seja {: Z — Z

a fun¢do dada por f(a) =a, onde a é a classe residual de 2 médulo 7. Mostre
que:

a) f € um homomorfismo sobrejetor;

b) N(f) = nZ;

Q) ZInZ ~Z.

Agora, vamos utilizar o corolario anterior para provar o teorema

do resto chinés.

TEOREMA DO RESTO CHINES

Sejam m,n € Z, m,n >0, tais que mdc(m, n) = 1. Entdo os anéis

Z e Z X Z sao isomorfos.
mn m n

Lembre que Z = {[a] |a €ezZle Z x Z=1{(al,, [a])

m?

lal € Z ela] € Z }. Lembre, também, que dois inteiros 72 € 7 com
mdc(m, n) = 1 sdo chamados de primos relativos (ou, primos entre si), o que

significa que 72 e 7 ndo tém divisor primo comum.

Demonstracao

Consideremos a fungdo f: Z - Z X Z_definida por f(a) =
([a],, [a]), onde [a] e [a], denotam as classes residuais de a € Z,

modulo 7 e modulo 7, respectivamente.
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12 Passo: provar que f é um homomorfismo de anéis.
A demonstragdo desse fato é mais uma atividade proposta

para voce.

ATIVIDADE

2. Prove que funcdo f: Z —> Z X Z, definida por f(a) = ([a] , [a] ), &
um homomorfismo de anéis.

Veja que propriedades vocé deve provar e tente adaptar as provas parecidas
que ja fizemos.

2¢ Pgsso: vamos mostrar que N({) = mnZ, onde N({) é o nucleo
de f.

Vamos comegar pela primeira inclusio: N(f) D mnZ. Se
a € mnZ, entio a é multiplo de mn, isto é, mn|a (lembre que
esse simbolo significa mn divide a). Como m|mn e n|mn, temos
que m|a e n|a , ou seja, [a]m= [O]m e [a]n= [O]n. Assim, f(a) =
(la],, [a])=([0],,[0]) = OmeZn' Isso significa que a € N({).

Vamos provar, agora, a segunda inclusio: N({) # mnZ.
Seja @ € N(f), entdo f(a)=([a],, [a],)=0,,,,,= (0], [0]). Dai,
segue que [a] =[0] e [a] =[0].Logo, m |a e n |a . Como m | a,
n |a e mdc(m,n) = 1 entdo, por propriedade conhecida do seu curso
de Algebra 1, segue que 2| 4, ou seja, a é multiplo de 7. Portanto, a
€ mnl.

Concluimos assim, que N({) =mnZ.

3° Passo: vamos provar que Z =~ {(Z).

Nos passos anteriores mostramos que f : Z — Z X 7Z ¢
um homomorfismo com niticleo N(f) = mnZ. Pelo Teorema do
Homomorfismo, segue que Z/mnZ ~ f(Z). Agora, pelo Corolario 2,

segue que Z ~ Z/mnZ. Logo, pela Proposi¢do 3 da Aula 7, segue que
Z =~ f{(Z).
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4° Passo: para finalizar, vamos mostrar que {(Z) >Z X Z .
Como Z_ e f(Z) sao isomorfos, entdo Z e {(Z) tém o mesmo
numero de elementos. Sabemos que Z  tem . n elemento, portanto,
f (Z) também tem m.n elementos. Mas, f (Z) c Z X Z . Como
Z X Z também tem m.n elementos, concluimos que { (Z)=Z X Z .
m n m n
Dos passos anteriores, concluimos que Z =Z X Z sempre
mn m n

que mdc(m,n) = 1.

ATIVIDADE FINAL

Sejam n, K € Z,n, K>0.Seja {: Z,, — Z, definida por {([a], )=[a], onde [a]

e [a]n sao as classes residuais de a, médulo kn e médulo n, respectivamente.
a) Mostre que { € um homomorfismo d|e anéis.

b) Mostre que N({)=nZ, = {n.[x]  [x], € Z,}.

Km

¢) Mostre que f é sobrejetora e conclua que osanéisZ, /nZ, e Z saoisomorfos,
isto &, Z InZ ~Z.

RESUMO

Nesta aula, vocé viu o importante teorema do homomorfismo, muitas vezes
também chamado de teorema do isomorfismo. Esse teorema afirma que dado um
homomorfismo de anéis f: A — B, entdo os anéis A/N (f) e {(A) sao isomorfos.
Ele € um mecanismo de criacdo de isomorfismos e, assim, uma importantissima
ferramenta de comparacdo de anéis. Fizemos uma bela aplicagdo desse teorema
quando provamos o teorema do resto chinés, que afirma que osanéis Z eZ

X Z _ séo isomorfos sempre que mdc(m,n) = 1.
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RESPOSTAS

Atividade 1

a) Para mostrar que { é homomorfismo, sejam g, b € Z, entdo

ouseja, f € um homomorfismo. Mais ainda, ¢ um homomorfismo sobrejetor, pois,
dado a € Z , temos f(a) =acoma € Z.
b) Para provar que os dois conjuntos sdo iguais, seja
a € N(f) & f(a)=0
oa=0
< a=0 (mod n)
onla
Sa e nl.

Assim, concluimos que N(f) =nZ.

c) Sabendo que f: Z — Z ¢ um homomorfismo sobrejetor, segue, agora,
diretamente do corolério 1, que Z /N(f) ~Z .E, como N({)=nZ, entdo, concluimos
queZ/nZ~Z,

Atividade 2

Precisamos verificar que {:Z—>Z x Z , definidapor f(a)=([a],[a],). satisfaz

os trés axiomas de homomorfismo.
H1.

fla+b)=([la+b] ,[a+Db]) paratodoa, beZ
= ([al,, + [b],, lal,+ [b],)
= (lal,, + [al,) + [b],,+[b],)
= f(a) + {(b);
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H2.

fla.b)=(a.b] ,[a.b]) paratodoa, beZ
=([al,,- [b],,, la],. [D],)
=(lal,, lal],) + ([b],,, [P],)
= f(a) . {(b);

H3. f(1) = (1], [11)=1, ., .

Assim, concluimos que f é um homomorfismo de anéis.

Atividade Final
a) Vamos verificar que f satisfaz os axiomas de homomorfismo. Sejam 4, b € Z, entédo

H1.

f(lal, - bl,,) = f(la+b] ), paratodoa, b e Z
=[a + b] , pela definicao de f
=lal, + [b],
= {(@) + {(b);

H2.

f(lal,, - 1bl,,) = f(la.b],)paratodoa, b € Z

=la . b],, pela definicdo de f

Assim, concluimos que f é um homomorfismo de anéis.
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b) Vamos calcular o nucleo de f. Sabemos que N(f) ={la],, € Z,, |f(lal,)=0,,
=10],}. Temos
f ([l,,) = 0], < [a] = [0],

Sa=nt,te Z

< la],=n.t],,

< [a] n ENLy .

Portanto, concluimos que N(f) =nZ, = {n. [x]Kn|[x]Kn €eZ,}

c) Para mostrar que f:Z, — Z & sobrejetora, basta observar que dado [a] €
Z , entdo f ([a] )= la], . Agora, pelo Teorema do Homomorfismo, concluimos que

Z./N(f) ~Z e, comoN()=nZ,  temos Z, /nZ ~Z.
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Divisibilidade em anéis
Meta da aula

Apresentar a teoria basica de divisibilidade em
anéis e o conceito de maximo divisor comum.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Operar com as propriedades basicas de divisibilidade.
e Operar com o conceito de maximo divisor comum.

e Demonstrar propriedades do maximo divisor comum.

Pré-requisito

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre anéis e ideais,

desenvolvidos nas Aulas 21 a 23 do curso de Algebra |,
e das Aulas 1 e 2 deste curso.
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INTRODUCAO
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Nesta aula, vamos imitar a teoria de divisibilidade desenvolvida para os nimeros
inteiros, agora, no contexto dos anéis. A sensacao que vocé deve ter é a de
uma repeticao da construcao dos conceitos de divisibilidade desenvolvidos no
curso de Algebra I.

Vamos comecar apresentando a nocao de divisor em um anel.
Definicao 1

Sejam Aum anelea, b € A .Dizemos que a divide b, e denotamos
a|b, se existe um elemento ¢ €A tal que b = ¢ . a. Nesse caso, dizemos
também que a é um divisor de b, ou que a é um fator de b, ou que b é
um multiplo de a, ou, ainda, que b ¢é divisivel por a.

Se ndo existe um elemento ¢ tal que b = ¢ . a, diremos que a ndo

divide b, o que denotamos por a @ b.

Exemplo 1

No anel dos inteiros Z, temos:
i. 4112, pois 12 = 3.4;

ii. (=5)| 35, pois 35 = 7. (-5);

iii. 4|11, pois ndo existe c € Z tal que 11 = ¢ . 4.

Exemplo 2

No anel Q dos niimeros racionais, temos 4 | 7, pois 7 = % .4
7
— e Q.
€ g Q

Exemplo 3

No anel Z, = 0,1,2,3, 4,5, 6,7} dos inteiros mddulo 8,
temos:

i.216, pois 6=3.2;

ii.ﬂi,poisi =2.5

iii. 4|7, pois vocé pode facilmente verificar que nio existe ¢ €

Z, talque7 =¢ . 4.

Veremos, agora, uma seqiiéncia de propriedades de divisibilidade
num anel A. Observe que elas sio semelhantes as propriedades sobre

divisibilidade dos ntimeros inteiros.



Proposicao 1

Sejam a, b, c, d,... elementos de um anel A. Entio:

l.alaeal0,, onde 0, é o elemento neutro da adigio de A.

2. Se u é um elemento invertivel em A, entdo u | a. Em particular,
1,| a,onde 1, é o elemento neutro da multiplicagdo de A.

3.Sealb e b|c, entio a|c.

4.Se a|b,entioalb . c.

5.Sealb e alc,entioal (b +c)eal(b-c).

6.Sealb e alc, entioal (x.b+y.c),paratodox,y € A.

7.Sealb e c|d,entioa.c|b.d.

8.Seal(b+c) ealc, entioalc.

Demonstracao

Lembre que costumamos denotar 0, por 0 e 1, por 1, sempre
que ndo houver risco de confusio.
1.Como 0 =0.a paratodo a, entdo, da definiciao de divisibilidade,
concluimos que @|0 . E, também, como @ = 1 . a, concluimos que a la.
2. Temos que
a=a.l
=a. (u™'. u), pois u é invertivel

=(a.u").u

Comoa.u' € A, concluimos que a é multiplo de #, o que significa
que # | a. Em particular, como 1 é um elemento invertivel de A, entio
1|a. Essa dltima afirmacio também pode ser facilmente verificada de
modo direto, poisa =a . 1.

3. Supondo que a |b e blc, entio existem elementos s, ¢ € A tais
queb=s.a e c=t.d. Logo,

c=t.b
=t.(s.a), poisb=s.a
=(t.s).a.
Como t . s € A, concluimos que ¢ é multiplo de a, o que prova

que alc.

Observe que nas provas das propriedades usamos somente a
defini¢io de divisibilidade e as propriedades de anel ja conhecidas. Tente,
agora, montar argumentos semelhantes para demonstrar a propriedade 4.

Esta sera a sua primeira atividade desta aula.
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ATIVIDADE

. 1.Prove quesea| b, entdoa| b. c.

Y
=

Continuaremos, agora, com as demonstra¢des das outras
propriedades. Observe, primeiramente, que a propriedade 5 é
um caso particular da propriedade 6. Portanto, vamos primeiro
provar a propriedade 6 e, depois, tirar como conseqiiéncia a validade
da propriedade 5. Observe que este tipo de argumento, ou seja, provar
uma propriedade mais geral e tirar um caso particular como conseqiiéncia,

é muito comum na matematica.

6. Supondo que a|b e a|c, entdo existem elementos s, ¥ € A
taisque b=s.a e c=t.a. Assim, para todo x, y € A, temos que
x.b+y.c=x.(s.a)+y.(t.a),poisb=s.a ec=t.a
=(x.s).a+(y.?t).a

=(x.s+y.t).a.

Comox, y,s,t € Ae Aéumanel,entdo x.s +y.t € A. Portanto,
temos que x.b +y.c émultiplo de a, o que prova que al(x.b+y. o).

Vamos concluir a prova da propriedade 5.

5. Observe que, na propriedade 6, tomando x = y = 1, obtemos
que a| (b + ¢). Agora, tomando x = 1 e y = -1, obtemos a| (b - ¢).

A préxima propriedade (a 72) serd mais uma atividade para vocé.

Tente imitar os argumentos usados anteriormente.

ATIVIDADE

2.Prove que se alb e c|d,entdoa.c|b.d.
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Vamos, agora, demonstrar a tltima propriedade.

8. Supondo que a | (b + ¢) e a|b, entio existem elementos s, ¢ €
A taisqueb+c=s.a eb=t.a. Logo,
c=b+c)-b
=s.a-t.a,poisb+c=s.ae b=t.a

=(s—t).a

Como s — t € A, concluimos que ¢ é multiplo de a, o que prova

que ale.O

Lembre que no anel Z dos ntiimeros inteiros vale uma propriedade
que diz que se alb e bla, entdo b =aou b = - a. Agora, observe que 1
e —1 s3o os unicos elementos invertiveis de Z e que Z é um dominio de
integridade. Lembre, também, que um dominio de integridade é um anel
que ndo tem divisores de zero, isto é, ndo existem elementos ndo-nulos a e b

tais que a. b = 0. Isso nos dd a motivagio para a préxima propriedade.
Proposicao 2

Sejam a e b dois elementos de um dominio de integridade A.
Entio, a|lb e bla se, e somente se, existir um elemento invertivel

uecA,talqueb=u.a.

Demonstracao

(=) Supondo que a |b e b|a, vamos mostrar que existe um
elemento invertivel u € A, tal que b=u . a.

Comoalb eb | a, entdo existem elementos # e ¢ em A, tais que
b=u.aea=t.b.

12 caso: b = 0. Nesse caso, temosa=t.b=¢t.0=0, 0 que prova
que b =a=1.a. Veja que, nesse caso, podemos escolher # = 1, concluindo
que b =1 . a, sendo 1 um elemento invertivel.

2¢ caso: b # 0. Nesse caso, temos

b=u.a
=u.(t.b), pois a=t.b
=(u.t). b.

CEDERJ
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Como A é um dominio de integridade e b # 0, vale a lei do
cancelamento em A (veja a Proposi¢dao 2 da Aula 4) para o elemento
b, ou seja,

(u.t).b=1.b ¢ b#0 => u.t=1.

Comou.t=1 et € A, concluimos que o elemento u é invertivel.
Dai, segue que b = u . a com u invertivel em A.

(<) Agora, supondo que b = u . a, com u invertivel em A, vamos
provar queal b e bla.

Como b =u . a, temos que b é multiplo de a, ou seja, a | b, Agora,
sendo # um elemento invertivel de A, temos que

b=u.a = a=u'.b.

Como ™! € A, ja que u é invertivel, concluimos que a é multiplo
de b, ou seja, bla.O

Em particular, vocé pode obter outra demonstra¢do para a
propriedade dos nimeros inteiros mencionada anteriormente. Esta serd

sua proxima atividade.

ATIVIDADE

3. Use a Proposicao 2 para provar que se @ e b sdo dois nimeros inteiros,

taisque a|be b|a,entio b=a ou b=—a.

Definicao 2

Dois elementos, a e b, de um anel A sio chamados de elementos

associados se existir um elemento invertivel u € A tal que b=u. a.

Assim, podemos reescrever a Proposi¢do 2 nessa nova linguagem.
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Proposicao 3

Em um dominio de integridade A, dois elementos a e b sdo
associados se, e somente se, a|b e bla.

Vamos, agora, estender para um anel qualquer o conceito de maximo
divisor comum, j conhecido do seu estudo do anel dos inteiros Z. Daremos

inicialmente a defini¢do para dois elementos de um anel.
Definicao 3

Sejam dois elementos, a € b, de um anel A; dizemos que um
elemento, d € A, é um mdximo divisor comum de a e b se:

MDC1. dé um divisor comum de a e b, isto é, d|a e d|b;

MDC2. todo divisor comum g de a e b também é divisor de d,
isto é,se q |a e g |b,entio q | d.

Nesse caso, dizemos, simplesmente, que d é um mdc de ae b e

denotamos d = mdc(a, b).

A relacdo imediata que temos para dois maximos divisores

comuns de a e b esta contida na proxima propriedade.
Proposicao 4

Sejam dois elementos, a e b, de um anel A com maximo divisor
comum d. Um elemento d, € A ¢ um maximo divisor comum de a ¢ b

se, e somente se, d, lde d| d,.

Demonstracao

(=) Estamos supondo que d, ¢ um mdc de a e b. Entao, em
particular, d,| a e d1| b, isto ¢, d, ¢ um divisor comum de 2 e b. Como
d ¢ um mdc de 2 e b, entdo temos que, por MDC2, d, |d.

Por outro lado, como d é um mdc de a e b, entdo, por MDC1
compreendemos que d | a e d | b. E, agora, como d éummdcdeae
b, entdo, por MDC2, temos d | d,.

(<) Estamos supondo, agora, que d,|d e d | d,. Queremos

concluir que d, é um mdc de a e b.
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Como d é um mdc de a e b, entdo d | a e d | b. Agora, como

d, | d, temos, pela Proposicdo 1.3, que d, |a e d, | b, ou seja,

dld e dla = d|a e
dld e dlb = d|b,

portanto d, ¢ um divisor comum de a e b. Agora, dado qualquer
divisor g de a e b temos, por MDC2, que ¢ | d. Da hipétese, temos que

d| d,. Assim, temos:
qgld edld = q|d,

ou seja, todo divisor g de a e b também ¢ divisor de d,. E, com

isso, concluimos que d, também é um mdc de a e b. [

Num anel, elementos que se comportam do mesmo modo quanto
a divisibilidade sio chamados de elementos associados. A seguir veremos

sua definicao formal.

Veja, agora, como fica a relagido entre dois maximos divisores

comuns de dois elementos num dominio de integridade.
Proposicao 5

Sejam dois elementos, a e b, de um dominio de integridade A com
méximo divisor comum d. Um elemento, d, € A, é um maximo divisor

comum de a e b se, e somente se, d, é associado a d.

Demonstracao

(=) Estamos supondo que d, € A ¢ um maximo divisor comum de
a e b e queremos provar que d, ¢ associado a d. Pela Proposi¢ao 3, temos
qued, |d e d|d, agora, pela Proposicdo 4, ja que A é um dominio de
integridade, segue que d, e d sdo elementos associados.

(<)Supondo, agora, que d, ¢é associado a d, entdo, pela Proposicao
4,ja que A é um dominio de integridade, temos d, |ded| d,. Depois,

pela Proposi¢io 3, segue que d, ¢ um maximo divisor comum de 2 ¢ b. [J



ATIVIDADE FINAL

Mostre que a relacdo binaria no anel A, definida por a ~ b < a é associado a b,

é uma relacdo de equivaléncia.

RESUMO

Nesta aula, vimos o conceito de divisibilidade num anel A, em que dizemos que
a divide b quando existe um elemento ¢ € A, tal que b =c. a. Em seguida, vimos
muitas propriedades de divisibilidade, todas elas generalizacées de propriedades
semelhantes aos niumeros inteiros. Depois, vimos o conceito de maximo divisor
comum, que é um divisor comum que é multiplo de todos os demais divisores
comuns, e de elementos associados, onde a e b sdo associados se existir elemento

invertivel # € A, talqueb=u.a.
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RESPOSTAS

Atividade 1
Sea | b, entdo existe S € A, tal que b= s. a. Assim,

b.c=(s.a).c,poisb=s.a
=s.(a.c)
=s.(c.a)
=(s.c).a, multiplo de a,

o que prova que alb. c.

Atividade 2

Se a | b ec | d, entdo existem elementos s e t no anel A, taisque b=s.a e d=t.c
Logo,

b.d=(s.a). (t.c),poisb=s.a e d=t.c

=(s.?). (a.c), multiplodea. c,

oqueprovaquea.c|b.d.

Atividade 3

b, b |a e Zé um dominio de integridade, entdo b= u.a

Pela Proposicdo 2, como a
com u invertivel em Z. Como os Unicos elementos invertiveis em Z sdo 1 e -1, segue

que b=a ou b= —a.

Atividade Final
A relagdo é reflexiva, isto €, a ~a, pois a=1,.a e o elemento 1, é invertivel.

A relagdo é simétrica, isto é,a ~ b = b ~ a, pois
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a ~ b = existe elemento invertivel u € A, talque b=u . a.
= a=u'.b= e u'! éum elemento invertivel

=b~a.

A relacdo é transitiva, istoé,a~b e b~c = a~c, pois

a~beb~c=>b=u.aec=v.b comuevelementos invertiveis

=c=v.b= (v.u).a comv.u um elemento invertivel

= a-~c.

Assim, a relacdo “~" sendo reflexiva, simétrica e transitiva, faz dela uma relacéo

de equivaléncia.
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Introducdo aos polindmios

Meta da aula

Apresentar o conceito de um polindmio com coeficientes num anel A.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
¢ Reconhecer um polindmio sobre um anel A.
e Determinar o grau de um polindmio.

¢ Determinar se um escalar é uma raiz de um polinémio.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre anéis e ideais,
desenvolvidos nas Aulas 21 a 23 do curso
de Algebra |, e da Aula 1 deste curso.
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Como todo estudante, vocé ja deve ter visto expressdes como
x+x2, 5+x3, 17 + x* + 2x°.

Essas expressdes sdo conhecidas como polindmios, mais exatamente, polinémios
de uma variavel. Nesses exemplos, os coeficientes que aparecem pertencem
ao corpo dos ndmeros reais.

Nesta aula, comegaremos a estudar essas expressdes num contexto mais geral,
0 que permitird considerar os coeficientes dos polinémios pertencendo a um

anel qualquer. Assim, nosso estudo abrangera expressdes tais como
3x +5x? com3,5€ Z,, por exemplo.

Para estudarmos essas expressoes, definiremos as operacdes de soma e produto
de polinémios e veremos, nesse contexto, gue o conjunto dos polindmios forma
um anel, chamado um anel de polinémios.

Considere (A4, +, .) um anel. Lembre que isso significa um anel comutativo e
com unidade (1, € A). No que se segue, a letra x denotard uma variavel ou

um simbolo.

DEFINICAO 1

Um polindémio na variavel x com coeficientes no anel A é uma
soma da forma

2 3
(lo + alx + azx + 11396 + ...

onde cadaa, € A e a,=0 para todo 7 suficientemente grande
(e isso significa que existe 7 € N tal que @, = 0 paratodoi > n).
Os escalares a, sao chamados de coeficientes do polinémio. Assim,

a, é o coeficiente constante;

0

a, ¢ o coeficiente do termo linear x;

a, é o coeficiente do termo quadritico x?;

2

a, € o coeficiente do termo ciibico x°.

Como temos os coeficientes a, = 0 para todo i > #,

INA 3 2 3
podemos denotar o polindémio 4, + ax + ax* + ax’ + .. por

fix)=a, + ax + ax* + ax’ +.+ax"



Exemplo 1

Isso significa que o polinomio 1 + 2x + 3x? + 1x* + Ox* + Ox° +

0x® + ... serd denotado por
1+2x+3x2+x°ou flx)=1+2x + 3x>+x°.
O polindmio cujos coeficientes sdo todos iguais a zero,

0+ 0x + 0x? + Ox*+ 0x° + Ox® + ...,

chamado polinémio nulo, sera denotado simplesmente por 0.

Observe, também, no caso a seguir, que a falta do termo x> em

flx)=4+2x- 5 x°
3

significa que o coeficiente de x? é igual a zero, isto é, a*> = 0.

DEFINICAO 2

Denotamos o conjunto dos polindmios sobre o anel A por

A[x] = {Polindmios na varidvel x com coeficientes em A}

- 2 3 n
={a, + ax + ax’ + ax’ +..+ax" a €A ené€N}L

Exemplo 2

Temos

Z[x]={a, + ax + ax* + ax’ +..+ax"1a, €Z e n €N}
Qxl={a, + ax + ax* + ax’ +..+ax" 1 a,€Q e n €N
R[x]={a, + ax + ax* + ax’ +..+ax" a, €R e n € Nj;
Clxl={a, + ax + ax* + ax’ +...+anx"|ai € CeneNj

Z [X]={_+_—x +_x> +_x +..+ _x"
m 7 a

o 4 4 a, n |

EEZmeneN}.

1
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Assim, temos também
px)=1+2x +3x*+x° € Zlx];

7 .7
flx)=4+2x - = x* € Q[x], mas f(x) & Z[x], pois 3 & Z;

3

gx) = (3 +V 2) = (1 +\2) x* € Rx], mas g(x) & Q[x], pois
3 +\/_2 Z Q;

h(x) = (2 —i)x + (4 + 1)x* € C[x], mas h(x) & R[x], pois 2 — i
& R.

Lembre que C representa o corpo dos nimeros complexos, ou
seja,
C={a+bila,b € Cei=\-1}.

Algumas observagdes sio muito importantes:

1. A < A[x]. Os elementos do anel A, em A[x], fazem o papel dos

polinémios constantes, f(x) =a, (com a, =0 para todo i > 0).
2.Se A e Bsdo anéis e A C B, entdo A[x] < B[x].

Esta ultima observagdo consiste na sua primeira atividade.

ATIVIDADE

. 1. Prove que se A e B sdo anéis e A C B, entdo A[x]  B[x].

Y
st |

Na teoria dos polindmios, o Gltimo termo ndo-nulo exerce um
papel importante. E esse termo que vamos estabelecer na proxima
definicao.
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DEFINICAO 3

Seja A um anel e f{x) um polindmio em A[x] tal que
fix)=a,+ax+ax’*+ax’+.+ax" coma #0 e nx0.
n n

Neste caso, dizemos que o polinomio f(x) tem grau n e denotamos
gr(f) =n. O coeficiente a, é chamado de coeficiente lider. Em particular,
quando o coeficiente lider for igual a 1,

— 2 3 —
flx)=a,+ax+ax*+ax’+..+x", a =1,

n

dizemos que f(x) é um polindémio moénico. Observe, também, que

ndo estamos definindo o grau do polinémio nulo.
Exemplo 3
a) O polinémio
flx)=1+2x + 3x> + x* € Z[x]

tem grau 3, gr( f) = 3. Observe que f{x) é um polindmio mdnico

b) O polinémio
px) =3 +4x2 + 5x* € Z |x]

tem grau 4, gr(p) = 4. Observe que p(x) nio é um polindmio

monico.
¢) O polinémio
glx)=(1-d)x + 2ix’ +x° € C[x]
tem grau 5, gr(g) = 5. Observe que g(x) é um polinémio moénico.

Vamos estudar, agora, a igualdade de dois polinémios.
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DEFINICAO 4

Sejam f(x) e g(x) dois polinémios em A[x], digamos,
fix)=a, + ax + ax* + ax’ + . +ax"
glx)=b, + bx + bx* + bx’ +...+b x"
Dizemos que os polindmios f(x) e g(x) sdo iguais, e denotamos
a, = b, para todos os valores de i.

Em particular, observe que se gr (f) = n e gr(g) = m, entdo

n = m. Assim, dois polinémios sdo iguais, se eles tiverem o mesmo grau

e se seus coeficientes correspondentes forem iguais.

Exemplo 4

Os polindmios
flx) =1+ 2x + 3x% + x° € Z[x]
glx)=1+2x-3x* +x° € Z|x]
nao sdo iguais, pois a, = 3 # =3 = b,. Ja os polinémios
plx) =1+ 3x? + x3 € Z[x]
q(x) =1+ 0x + 3x? + x* € Z|x]
sdo iguais, pois todos os seus coeficientes correspondentes sao iguais.

Vocé provavelmente ja conhece os conceitos de valor de um

polinémio e raiz ou zero de um polindémio. Vamos, entdo, relembri-los.
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DEFINICAO 5

A ~ 5 s
Dados um polindémio f(x) = a, + a,x + a,x* + ax’ + ... + ax" €

Alx] e um escalar a € A, dizemos que
- 2 3 n
fla) =a, + a0+ a,0 + a,0’ + ... + a0

é o valor de f em a. Como A é um anel e, portanto, fechado sob

as operacoes de adi¢ao e multiplica¢do, entdo temos
fla) =a, + a0+ a0 +a,0’ + ... + a o € A.
n
) = 0, dizemos que o é uma raiz de f ou um

No caso em que f(a

zero de fem A.

Exemplo 5
Seja flx) =3 + 2x — 5x° € Z[x]. O valor de f{x) em a. = 2 é

f2)=3+2.2-5.23
=3+4-40
= -33.

Entdo, temos f(2) =-33 e, em particular, o = 2 ndo é uma raiz

de f(x). Agora, para o =1 temos o valor

A1)=3+2.1-5.1
=34+2-95
=0.

Portanto, ja que 1 € Z, o =1 é uma raiz de f(x) em Z.

Exemplo 6
Sejag(x) =1 + 2x + 2x* € Z, [x], onde Z, = { 0, 1,2} éo anel

das classes residuais médulo 3. Os valores que g(x) assume em Z; sdo:

20)=1+2.0+2.0?
+0+0
€Z,;

1
H »—\I »—\|
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Como g(0) #0, g(1) #0 e g(2) # 0, entdo o polindmio g(x) =1
+2x +2x2 € Z, [x] ndo tem raiz em Z,. Observe que o = 0,1,2 sioas
Ginicas possibilidades de raiz em Z, e, uma vez descartadas estas, podemos

concluir que o polinémio nao tem raizes em Z,.

Exemplo 7
Seja h(x) = 1 + x* € R[x]. O valor de h(x) no escalar oo € R é
dado pela expressio
h(a) =1+ a?

=a’+1€R.
Sabemos que, dado o € R, entdo a* = 0. Assim,
o?+1>0,

isto é, a expressdo o + 1 terd sempre um valor positivo e, portanto,
nunca serd igual a zero para qualquer que seja o valor de o € R. Assim,
concluimos que h(a) # 0 para todo a € R e isso significa que o polinémio
h(a) = 1 + x2 R[x] ndo possui raiz em R. Dizemos que h(x) € R[x] ndo
tem raizes reais.

Por outro lado, temos

RcC
e, portanto,

R[x] < C[x].
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Agora,dadoi € C,i= \/—_1, temos
hli)=1+ 2
=1+ (-1)
-0,

ou seja, o =i € uma raiz de h(x) = 1 + x> em C. Dizemos que i
é uma raiz complexa de h(x). Veja, também, que O = - i é outra raiz
complexa de h(x) = 1 + x2, ja que

h(=i) =1 + (—i)?
=1+ (-1)
=0.

Observe que o exemplo anterior teve o propdsito de ressaltar o
fato de quando falamos em raiz de um polindémio, devemos especificar
o anel com o qual estamos trabalhando. Mais especificamente, dizer,
simplesmente, “o polindmio 4(x) = 1 + x> nio tem raiz”, consiste numa
afirmac¢io incompleta, pois vimos que este polindmio ndo tem raizes
reais, mas tem raizes complexas.

Vamos ver, agora, uma propriedade muito simples, porém muito

importante sobre raizes nulas de um polinémio.
Proposicao 1
Seja o polindmio flx) =a, + ax + ax* + ax’ +..+ax" €
A[x] com raiz nula, isto é, com f(0) = 0. Entdo o coeficiente constante é
igual a zero, ou seja, 4, = 0, e f(x) é da forma
fix)=ax + ax® + ax® +..+ax".

Demonstragdo

De £(0) = 0 segue que

2 3 no_
a, +a .0 +a,.00+a,.0° +...+44a.0"=0,

o que nos da

Portanto, f(x)=ax + ax* + ax’ +..+ax".0
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ATIVIDADES FINAIS

1. Seja f{x) = x*— 2 € Q[x]. Use o fato de\/_Z ¢ Q para mostrar que f(x) ndo tem

raizes racionais. Verifique que f(x) possui raizes reais e encontre essas raizes.

2. Determine o polinémio f(x) € R[x], de 32 grau, que apresenta uma raiz nula

e satisfaz a condigdo f(x — 1) = f(x) + (2x)*> para todo x real.

3. Com o auxilio do polinbmio obtido no exercicio anterior, calcule a soma 22+

A+ ...+ (2n)?, onde n > 1 é um namero natural.

RESUMO

O conceito de polinébmio em uma variavel é dado por:
— 2 3
fix)=a, + ax + ax* + ax’ +.+ax",

com coeficientes a,,a,,a,, ..., a, num anel A. O grau de um polinémio é o

29
maior valor de z tal que a_# 0. O conceito de raiz de um polinémio é um escalar

a € A tal que fla) = 0.
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RESPOSTAS

Atividade 1
Dado o polinébmio

— 2 3
fix)=a, + ax + ax* + ax’ +..+ax"€ Alx],

entdo os coeficientes g, € Aparai =0, 1, ..., n. Como A C B, entdo cada

a, € B, eisto significa que
fix)=a, + ax + ax* + ax’ +..+ax" € Blx].
Portanto, provamos que A[x] C BJx].

Atividade Final 1
Veja que

flx)=0 & x*-2=0

& x2=2

@x:i\/z

Assim, as Unica raizes de f(x) sdo os niUmeros reais \/E e —\/_2. Como \/_2 ¢ Q,

entdo f(x) ndo tem raizes racionais. Mas f{x) tem duas raizes reais, a saber, e.

Atividade Final 2
Como o polinémio f(x) é de grau 3, entdo podemos escrever

fix)=ax’+ bx? +cx+d com a,b,c,d €R e a = 0.

Como f(0) = 0, temos, pela Proposicdo 1, que d = 0 e, assim,

flx) = ax® + bx? + cx.
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Agora, substituindo x = 0 em f(x — 1) = f{x) + f(2x)* obtemos
fi=1)=£(0) + (2. 0)?
=0+0
=0,
isto &, f(— 1) = 0. Portanto, -1 também é uma raiz de f(x).
Substituindo x = 1 em f(x — 1) = f{x) + (2x)*, obtemos
f0) = f(1) + (2. 1)

o que nos da

A1) = fl0) - 2
=0-4
=4,
isto &, f(1) = — 4. Finalmente, substituindo x = 2 em f(x — 1) = f(x) + (2x)?,

obtemos
f2=1)=£f2)+(2.2),
o que nos da

fi2) =f(1) + 4
--4-16

= -20,

isto é, f(2) = - 20. Agora, substituindo f(-1) = 0, f{1) = -4 e f(2) =20 em f(x) =

ax® + bx? + cx, obtemos o sistema linear
—a+b-c=0
a+b+c=-4
8a +4b +2c=-20,
cuja solucdo, usando as técnicas ja aprendidas no curso de Algebra Linear Il, é
2

4
=——,b=—2 = - — .,
a 3 e c 3
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Portanto, temos

A s 50 2
flx) = 3% 2x 3 %

Atividade Final 3

De fix — 1) = fix) + (2x)*> temos a expressdo (2x)> = f(x — 1) — f(x) que usaremos

nasoma 22+ 42+ ... + (2n)%. Temos:

2444 4 (2n)P=(2. 12+ (2.2 4.+ (2.0

= f(0) - f(n)
Agora, usando a expressao f(x) = — %x3 —2x? —g—x obtida na atividade anterior,

temos:

224 424 .+ (2n) = (0) - fin)
4 2

=0-(-5n-2n*-Zn)

3 3

= %n3+2n2+£n.
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Operacdes com polindmios

Meta da aula

Apresentar as operacoes de adicao e multiplicacdo de polindmios com
coeficientes num anel A.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e Calcular a soma de dois polinémios sobre um anel A.

e Calcular o produto de dois polindmios sobre um anel A.
e Determinar o grau do polindmio soma.

e Determinar o grau do polindmio produto.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre anéis e
ideais, desenvolvidos em Algebra |, e da introduc&o aos
polindmios, na Aula 5.



Algebra Il | Operacées com polinémios

INTRODUCAO Lembra-se da aula passada? Vimos que se A é um anel, e isso significa um
anel comutativo e com unidade (1, € A), entdo denotamos o conjunto dos

polindmios sobre o anel A por Alx], isto é,

A[x] = {polindmios na varidvel x com coeficientes em A}

={a,+ax+ax*+ax’+.. +ax" |a,€ Aen e NJ.
n 1

Nesta aula, vamos definir as operacdes de adicao e multiplicacdo em A[x], ou
seja, a soma e o produto de polinémios. Depois, veremos como o grau de um

polinémio se comporta perante estas operagoes.

DEFINICAO 1

Sejam f(x) e g(x) dois polindmios em A[x], digamos,
fix)=a,+ax+ax*+ax’+.. +ax"
gx)=b,+bx+bx*+bx’+..+b x"

Podemos supor, sem perda de generalidade, que 72 < n. Definimos

as operacdes de adi¢do e multiplicagdo de polindmios como segue.

1. Adicdao de polinémios. O polinémio soma f(x) + g(x) é
definido por
flx) + g(x) = (a,+ b)) + (a,+ b)x + (a,+ b)x*+ ...+ (a +b )x"+a  x"*"

et ax”
n

- 2 3 n
—CO+Clx+C2x +C3x +...+Cn.x 5

onde os novos coeficientes sio dados por ¢, = a, + b, para cada

k=1,2,..,n Observe que b, = 0 para todo k > m.

Assim, para somarmos dois polindmios, simplesmente somamos

os seus coeficientes correspondentes.
2. Multiplicacdo de polinémios. O polindémio produto f(x) . g(x)
¢ definido por

flx).gx)=c,+cx+cx*+c x>+ ...+ ¢
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onde os coeficientes ¢, sao definidos por
¢, =a,by;
c,=ab, + ab;
c,=ab, + ab + ab;
c,=ab,+ ab,+ ab + abg

ce=ab,+ ab, + ab, ,+ ..+ ab, para todo

k<m+n,

e onde estamos considerando que b, =0 para todok >m e a,=0
para todo k > n. Esta regra diz, simplesmente, que para formarmos o produto
f(x) . g(x), fazemos o produto de cada termo de f{x) por cada termos de g(x),

usando a regra
(ax’) . (bx') = aib/x"*", para todo i,7 >0

e, depois, agrupamos todos os termos que tém a mesma poténcia
em x. Observe que a formacao dos coeficientes ¢, segue, simplesmente,
a aplicacdo da lei distributiva.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1
Sejam f(x) = 3 + 2x —x? e g(x) = 1 + 2x* dois polindmios em

R[x]. O polinémio soma f(x) + g(x) é dado por

flx) + g(x) = (3 +2x —x2) + (1 + 2x?)
=3+1)+(2+0)x+ (-1 +2)x?

=4+ 2x + x%
J4 o polinémio produto f(x) . g(x) é obtido como segue:

flx) . glx) = (3 + 2x —x2)(1 + 2x?)

=(3+2x-x%) .1+ (3 +2x—x%).2x%; aplicando a lei

distributiva

= (3 + 2x — x?) + (6x% + 4x3 — 2x*) . 2x?; aplicando a lei
distributiva

=3 + 2x — 5x? + 4x3 - 2x*; aplicando a soma de
polinémios.
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Vamos observar, no caso geral, que os polindmios f{x) + g(x) e
flx) . g(x) sdo, de fato, polindmios em A[x]. Como A é um anel e a,, b,
€ A, entdo os coeficientes ¢, = a, + b, do polinémio soma f(x) + g(x)
pertencem a A, garantindo que f{x) + g(x) € A[x]. Da mesma forma,
cada coeficiente
ce=ab .+ ab,  + ab,  +..+ab,

do polinémio produto f{x) . g(x) pertence a A, mais uma vez,

garantindo que f{x) . g(x) € A[x].

ATIVIDADE

1. Calcule a soma e o produto dos polindmios f(x) =2 + 2x% + x3

e g(x) =1 +2x, em Z,[x].

Concluiremos esta aula estudando o comportamento do grau dos
polinémios soma e produto. Para isso, vamos considerar que no anel
A nido ocorra que o produto de dois elementos ndo-nulos seja nulo,
ou seja, que A é um dominio de integridade. Isso significa que dados
a,be A coma#0 e b#0,entdoa.b#0,0 que, em outras palavras,
significa que o anel A ndo tem divisores de zero. Lembre, também, que

o grau do polinémio
- 2 3 n
fix)=a,+ax+ax’*+ax’+..+ax", coma,#0 e nx1,
éigual a n, 0 que denotamos por gr ( f) = n. Observe, no Exemplo

1, que o grau do polindmio soma f(x) + g(x) € igual a 2 e que o grau do

polinémio produto f{x) . g(x) é igual a 4.



Proposicao 1

Seja A um dominio de integridade e sejam os polindmios f(x), g(x)
€ Alx], cujos graus sdo gr(f) =n e gr(g) = m, com m <n. Entdo

L. gr(f + g) <n =max {gr(f), gr(g)};

2. gr(f.g) =n+m=grf), grg)

Demonstracao

Sejam os polinomios f(x) e g(x) dados por
fix)=a,+ax+ax*+ax’+..+ax",coma, #0,
gx)=b,+bx+bx*+bx’+...+b x",comb #0.

1. Assim, o polinémio soma é dado por

fix) + glx) = (a,+ b)) + (a, + b))x + (a, + b))x* + ... + (a, + b )x"

+a x"t. +ax"
+1 "

m

— 2 3 n
—CO+ClX+sz +C3x +...+cnx,

onde os novos coeficientes sdo dados por ¢, = a, + b, para cada

k=1,2,..,n Observe que b, =0 paratodo k > m.

Como m < n,entdo b, =0 e a, =0 paratodo k>, o que

nos leva a ¢, =a, + b, = 0 para todo k > #, e isto mostra que
grlf +g) <mn = max {gr(f), gr(g)}.
Observe que no caso de 7 < n, temos entdo b, = 0, o que nos da
c,=a,+b =a #0,

ou seja, concluimos que, neste caso, gr(f + g) = n, ou seja, vale a

igualdade.
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2. Agora, o polindmio produto é dado por

x).gx)=c +cx+cx’+c X3+ .. 4c X"
g 0 1 2 3

m+n

b ,+

onde os coeficientes sio dados por ¢, =a b, +ab,_, +a,b,_,

2

... + a,b,. Em particular, temos

=a,.0+a,.0+...+a,_,.0+ab +0.b  ..+0.b

.
=ab #0,

pois b, = 0 para todo k >m, a, =0 paratodok>n ea b #0

porquea #0,b #0eAéum dominio de integridade. Assim, concluimos

que gr(f.g) =n+m. 0O

Observe que na prova de gr(f + g) < max{gr(f), gr(g)}, na Propo-
si¢do 1, ndo usamos a hip6tese de A ser um dominio de integridade. Assim,
esta propriedade vale para um anel A qualquer. Ja ndo é o caso da segunda
parte, gr(f. g) = gr(f) + gr( g ), em que usamos explicitamente a hipotese de
A ser um dominio de integridade. Portanto, esta propriedade nio é valida

quando A nio for um dominio de integridade. Veja a Atividade Final 2.

Exemplo 2

Sejam os polindmios f(x) =1 + x e g(x) = x em Z,[x]. Vamos
calcular a soma e o produto destes polindmios e, também, seus graus.

Para o polindomio soma, temos

=
2
+
o9
2
I
=]
+

+2x
0

2

1
=1 +0x; pois2 =0emZ
1

Veja que gr(f + g) = 0 < 1 = max{gr(f), gr(g)}.
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Para o polinémio produto, temos

T+x).x
1.x +x.x;aplicando a lei distributiva

—_

flx) . g(x)

=x+x* € Z)[x]

Observe que gr(f . g) =2 =1+ 1 = gr(f) + gr(g). Com isso,

concluimos o Exemplo 2.

ATIVIDADES FINAIS
1. Calcule a soma e o produto, e seus respectivos graus, dos polinémios f{x) = 3x

+2x2 eg(x)=1+x, em Z[x].

2. Encontre um exemplo de um anel A e de polinémios f(x), g(x) € A[x], para os

quais nao vale a igualdade gr(f. g) = gr(f) + gr(g). Observe que A ndo pode ser

um dominio de integridade.
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RESUMO

A soma e o produto dos polinébmios

fix)=a,+ax+ax*+ax’+..+ax"
glx)=b,+bx +bx*+bx’+..+b x",
supondo m < #, sdo dados por

fix) + glx) =(a, + by) + (a, + b)x + (a, + b))x* + ...+ (a_+ b )x"+a _x"*"'. +ax"
=Cy+ C X+ CXE+ 0 + L+ C X"
e
fix) . gx)=cy+cx+c x> +cx’+..+c,  x"",
onde os coeficientes ¢, sdo definidos por
cy=a.b,;
c,=ab, +ab,;
c,=ab,+ab +ab;
c;=ab,+ab,+ab +ab,;

b, +..+ab ,paratodok<m +n.

CKzaObK+a1bK—1+a K-2 k% 1

2

Valem as propriedades gr(f + g) < max{gr(f), gr(g)} e gr(f. g) = gr(f) + gr(g), sendo
que esta Gltima apenas quando o anel A é um dominio de integridade.

RESPOSTAS COMENTADAS

Atividade 1
Para o polinbmio soma, temos

flx) + glx) =

3+2
=0 + 2x + 2x* + x% pois 3 = 0 em Z,
Sre3

x+2x*+x° € Z[x].
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Calculando o polinémio produto, temos

fix) . glx) = (2 +2x2+x3) + (1 +2x)

=2 +2x*+x%) .1+ (2 +2x>+x% . 2x; aplicando a lei distributiva

= (2 +2x% + x3) + (4x + 4x3 + 2x*); aplicando a lei distributiva

=2+0)+(0+%)x+ 2 +0)x*+ (1T +4)x>+ (0 + 2)x*; aplicando a soma
de polinédmios

=2 +4x +2x2+ 5x°+ 2x*

=2+ Tx+2x2+ 203 + 2x% pois 4=1 ¢ § =§emZ3

=2 +x+2x7+2x3 + 2xte Z |x]

Atividade Final 1
Para o polinbmio soma, temos

flx) + glx) = (3x + 2x%) + (1 + x)
=0+1)+B+1)x+(2+0)x?
=1 +4x + 2x* € Z[x].

Veja que gr(f +g) = 2 = max {gr(f), gr(g)}-
Calculando o polinémio produto, temos
flx) . glx) = 3x + 2x?)(1 + x)
= (3x + 2x2). 1 + (3x + 2x?) . x; aplicando a lei distributiva
= (3x + 2x?) + (3x? + 2x3); aplicando a lei distributiva
= (3 +0)x + (2 +3)x>+ (0 + 2)x3 aplicando a soma de
polindmios

=3x + 5x* + 2x% € Z]x].

Observe que gr(f. g) =3 =2+ 1= gr(f) + gr(g).

Atividade Final 2

Sejam os polindmios f(x) = 1 + 2x e g(x) = 2x em Z,[x]. Calculando o polinémio

produto, temos

fix) . glx)=(1+2x).2x
=1.2x +2x . 2x; aplicando a lei distributiva
=2x + 4x2
=2x +0x% pois4 =0 em Z,
=2x € Z,[x].
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Vejaquegr(f.g)=1<2=1+1=gr(f) + gr(g). Observe que Z, ndo é um dominio

de integridade, pois contém divisores de zero 2.2=0).
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Anéis de polindmios

Meta da aula

Apresentar a estrutura de anel para o conjunto dos
polindmios com coeficientes num anel A.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e |dentificar a natureza de um anel de polindmios.

e Determinar as condicdes para que um anel de polindmios seja um
dominio de integridade.

e Determinar que um anel de polindmios nunca é um corpo.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre anéis e ideais,
desenvolvidos em Algebra |, e dos conhecimentos sobre os
polindmios das Aulas 5 e 6.



Algebra Il | Anéis de polinémios

INTRODUCAO
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Vimos nas aulas anteriores que se A é um anel, comutativo e com unidade
(1, € A), entdo denotamos o conjunto dos polindmios sobre o anel A

por Alx], isto &,

Alx] = {polindmios na variavel x com coeficientes em A}

— 2 3 n
={a, + ax+ax’ +ax’ +.. +ax"|a, €A en € N}

Depois, definimos as operacdes de adicao e multiplicacdo de polinémios e vimos
como o grau de um polindmio se comporta perante estas operacoes.

Nesta aula, vamos provar que A[x], munido destas operacoes, tem a estrutura
de um anel. Vamos relembrar, da aula passada, as definicbes de soma e produto

de polinémios.

DEFINICAO 1

Sejam f{x) e g(x) dois polindmios em A[x], digamos,
fix)=a, + ax +ax* +ax’ +..+ax"
gx)=b,+bx+bx*+bx’+..+b x"

Podemos supor, sem perda de generalidade, que 7 < #. Definimos

as operacdes de adi¢do e multiplicagdo de polindmios como segue.

1. Adicdo de polinémios. O polindémio soma f(x) + g(x) é definido
por
flx) + g(x) = (a, + b)) + (a, + b))x +(a,+a)x* +..+(a, +a )x"

+a x"+ . +ax"

m+1

— 2 3 n
—CO+Clx+C2x +C3x +...+Cnx s

onde os novos coeficientes sao dados por ¢, = a, + b, para cada

k=1,2,..,neb, =0 paratodo k > m.

Assim, para somarmos dois polindmios, simplesmente somamos

os seus coeficientes correspondentes.



2

2. Multiplicacdo de polinémios. O polindémio produto f(x) . g(x) é
definido por

fix) . glx)=c,+cx+c X +cx’+..+c X"

onde os coeficientes ¢, sdo definidos por
¢y =a,by;

c,=ab, +ab;

c,=ab,+ab +ab;
c,=ab,+ab,+ab +abg;

ce=ab, +ab,  +ab , + .. +ab = Z ab,_, para todo

k<m+n,

e onde estamos considerando que b, = 0 para todo k > m, e
a, = 0 para todo k > n. Esta regra diz, simplesmente, que, para formarmos
o produto f{x) . g(x), fazemos o produto de cada termo de f{x) por cada

termos de g(x), usando a regra
(ax’) . (b]x") = aib]x"*f para todo i,j >0,
e, depois, agrupamos todos os termos que tém a mesma poténcia
em x. Observe que a formagao dos coeficientes ¢, segue, simplesmente,

a aplicagdo da lei distributiva.

Vamos, agora, enunciar o resultado principal desta aula.

Teorema 1

Dado um anel A, o conjunto dos polinémios A[x], munido das

operacdes de adi¢cdo e multiplicaciao de polindmios, é um anel.

Chamamos A[x] um anel de polinémios. Nas aulas que seguem,

estudaremos muitas propriedades desses anéis.
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A demonstracdo deste teorema € longa e consiste em verificarmos,
um a um, os axiomas de anel. Antes de prosseguir na leitura desta aula,

ndo deixe de rever esses axiomas, que estao na Aula 3.

Demonstragao

Primeiramente, vamos observar que a adi¢do e a multiplica¢ao de
polindmios sdo operagdes bindrias em A[x], ou seja, dados os polinémios

fix), g(x) € Alx] temos que
flx) + glx) € Alx] e flx).glx) € Alx].
De fato, sejam f(x), g(x), h(x) € Alx] dados por
fix)=a, + ax +ax® +ax’ +..+ax’

by+bx +bx*+bx’+...+b x"
3 m

o
a3
I

— 2 3 1
e h(x) = Cp + X +Cx7 +cx’ 4.+ cxl

Observe que

a, = 0 para todo k > #;
b,=0paratodo k>m e

¢, =0paratodo k>1L

IA
3
IA
N

Podemos supor, sem perda de generalidade, que /

Portanto, temos
a,=0,b,=0ec,=0 paratodo k>n,
e podemos escrever
flx)=a, + ax +ax* +ax’ +..+ax",
gx)=b,+bx+bx*+bx’+ ... +bx"

— 2 3 n
e h(x)=c, + ¢, x +cX* +cxX® + .. +cx".
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Vamos, agora, demonstrar a validade de cada um dos oito
axiomas de anel para A[x]. Observe atentamente que em cada uma

destas demonstracdes, usaremos a hipotese de A ser um anel.

1. A adicdo de polindmios é associativa. De fato,

[flx) + g(x)] + b(x) = [(a, + b)) + (a, + b)x + (a, + b))x* + ... +
(a,+b)x"]+ (c, + cx + c,x* + ... + ¢ x")

=[(a, + b)) +c )]+ [(a, + b))+ c ] x +[(a, + b,) + c,]x*
+o+[(a, +b)+c]x"

=la,+ (b, + )] +[a, (b, +c)]x +[a, + (b, +c,)]x*
+.o+la + (b +c)x"

=(a,+ax+ax*+..+ax")+[(b,+c)+ (b, +c)x

+ (b, +c,)x*+ ...+ (b, + ¢ )x"]

= [flx) + [g(x) + h(x)].
Vocé deve observar que uma condi¢do para que as igualdades
acima sejam verdadeiras é que a adi¢do seja associativa em A. Isto é
verdade, pois estamos supondo que A é um anel.

2. A adigio de polindémios é comutativa, pois,

fix) + g(x) = (g, + ax +ax*+..+ax") + (b, + bx+bx*+ .. +bx"

(ay+ b)) +(a, +b)x+(a,+b,)x*+ ...+ (a, +b)x"

(by+a,) + (b, +a)x+ (b, +a,)x*+ ...+ (b +a)x"

g(x) + flx).

Novamente, vemos que, nas igualdades anteriores, usamos o fato

de a adi¢io no anel A ser comutativa.

3. O elemento neutro da adicdo em A[x] é o polindmio nulo que

pode ser escrito como

N(x) =0 + 0x + 0x? + 0x® + ... + Ox" € Alx].

CEDERJ
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Assim, temos

fle) + N(x) = (@, + ax + a,x* + ... + a x") + (0 + Ox + 0x* + ...+ 0x")
=(a,+0)+(a, +0)x + (a,+ 0)x* + ... + (a, + 0)x"
=a,+ax+ax’+ .. +ax"

= fx).

Analogamente, temos N(x) + f(x) = f(x), pois a adicdo de
polinémios é comutativa no anel A.
Note que o elemento neutro da adi¢gio em A[x] é o mesmo

neutro aditivo em A.

4. O polinémio simétrico de f(x) = a, + a,x + a,x* + a,x*+ ... + a x"
n
¢ o polindmio

-flx)=—a,—ax—-ax*-ax’-..-ax",
pois,

flx) + (- fix)) = (a, + a,x + a,x> + ... + ax") + (—a, - a,x — a,x’
—-..—ax")
=(a,—a,) +(a,—a)x + (a, - a,)x* + ... + (a,— a )x"
=0+ O0x + Ox? + ... + Ox"

= N(x)

Analogamente, temos (- f(x)) + f(x) = N(x), pois como ja foi
observado, a adi¢do é comutativa em A[x]. Vemos que é fundamental a

aplicagdao dos axiomas de anel para os coeficientes a,, b, e c..

A seguinte propriedade a ser demonstrada, a associatividade da
multiplicacdo, possui uma prova um pouco mais delicada. Antes de
demonstra-la, vocé estd convidado a realizar a primeira atividade desta
aula. Nela se verificard como funciona, na pratica, essa propriedade

associativa na multiplicagio.
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ATIVIDADE

1. Sejam os seguintes polindmios em IR [x]:

flx) =2x* + 1

8

glx)=x?- x

h(x)=x+4

Verifique se a propriedade associativa da multiplicacdo é valida

no caso dos polinémios f(x), g(x) e h(x), isto &,

[fx) . g(x)] . h(x) = fix) . [g(x) . h(x)].

Prosseguimos com a verificagdo da validade dos axiomas de anel

para A[x].

5. A multiplicagio de polindmios € associativa. De fato,

-u;afkJ-(ww

[f(x) . g(x)]
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Realizaremos mais uma atividade, para entendermos melhor

a proxima propriedade a ser demonstrada.
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ATIVIDADE

2. Considere os seguintes polindmios em IR[x]:

flx)= V2x +3
glx) =2x? -3

Verifique se a propriedade comutativa da multiplicacao é satisfeita
neste caso particular, isto &,

Procedemos, agora, a demonstragio da propriedade comutativa
da multiplica¢do para qualquer par de polindmios com coeficientes no
anel A.

6. A multiplicagido de polindomios é comutativa. De fato,

fix) . glx) = (iakxk ].[ibkxk )
k=0 k=0

n n k
= z ab,, |x
k=0 \ i=0
n n k
= 2 a, b, |x
k=0 \ i=0
n k .
= 2 biak i |
k=0 \ i=0

7. O elemento neutro da multiplicagdo é o polinomio constante
e(x) =1 € Alx]. Pois,

flx) . e(x) =

Il
\?/‘\
N
AN}
~~
2
~
N———

Analogamente para e(x) . f(x) = f(x), pois a multiplicacio de

polinémios é comutativa.
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Novamente, observe que os elementos neutros da multiplicaciao
em A e em A[x] coincidem.

Para concluirmos que A[x] é, de fato, um anel comutativo com
unidade, resta verificar que a adi¢cdo e a multiplicacdo de polindémios
satisfazem a propriedade distributiva. Antes de demonstrarmos essa pro-

priedade, convidamos vocé a desenvolver a seguinte atividade:

ATIVIDADE

3. Dados os seguintes polindmios com coeficientes reais:
flx) =x>-1
glx) =2x*— x
h(x)=x+2,

mostre que a propriedade distributiva é valida para os polindmios
dados acima, ou seja, mostre que

[f(x) + g(x)] . b(x) = f(x) . h(x) + g(x) . h(x)

Vamos verificar, agora, que essa propriedade é sempre satisfeita

em qualquer polinémio.

8. A adi¢do e a multiplicacdo de polindmios satisfazem a lei

distributiva, pois,

CEDERJ
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Convem observar que, tanto na Atividade 3 como na Propriedade
8, também € valida a igualdade:

h(x) . [f(x) + g(x)] = h(x) . fx) + h(x) . g(x),

pois a multiplicagdo de polindmios é comutativa.

Assim, as oito condicbes que caracterizam um anel sdo validas.
Podemos concluir, portanto, que se A é um anel (comutativo e com
unidade), entdo A[x], munido de suas operagdes de adi¢ao e multiplicagio,
também é um anel (comutativo e com unidade). E assim o teorema fica
demonstrado.

Algumas observacoes se tornam pertinentes. Elas sio conse-
quéncias das observacoes que fizemos ao longo da prova do Teorema 1.
Achamos que vale a pena serem destacadas aqui, por serem de grande

importancia.

1. Temos que A — A[x], pois os elementos de A correspondem aos

polinémios constantes de A|[x].

2. Se A nao for comutativo, isto é, se a multiplicacio em A nao é

comutativa, entdo A[x] também nio serd comutativo.

3. Se A nio tiver unidade, ou seja, o elemento neutro da

multiplicagdo, entio A[x] também nio terd unidade.

4. Se A for um dominio de integridade, entao A[x] também sera
um dominio de integridade. A demonstragdo desse fato serd colocada

como uma atividade para vocé.

ATIVIDADE

4. Prove que se A é um dominio de integridade, entdo A[x] também
é um dominio de integridade.



Vamos prosseguir com outras observacoes relevantes:

AULA I

5. Se A for um corpo, entdo A[x] é um dominio de integridade.
De fato, se A é um corpo, entio A é dominio de integridade e, pela

observagdo anterior, A[x] também serd dominio de integridade.

6. Mesmo sendo A um corpo, A[x] ndo é um corpo. A demonstracio

desse fato fara parte de sua Atividade Final.

ATIVIDADES FINAIS

1. Prove que o polindmio f{x) = x ndo possui inverso multiplicativo.

2. Faca uso da atividade anterior para provar que se A é qualquer anel, entdo

A[x] ndo é um corpo.

RESUMO

Nesta aula, vocé viu que A[x], munido das operacdes de adi¢do e multiplicacdo de
polinémios, é um anel (comutativo com unidade), denominado anel de polinémios
com coeficientes no anel A (comutativo com unidade). Aprendeu também que
Alx] € um dominio de integridade, no caso de A ser um dominio de integridade.
Finalmente, observou que A[x] jamais sera corpo, mesmo sendo A um corpo.

Em particular IR[x] ndo é corpo, somente um dominio de integridade.
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RESPOSTAS COMENTADAS

Atividade 1

Procedamos a fazer as multiplicacdes requeridas:

[flx)glo)]h(x) = [(2x* + 1)(x* = x)](x + 4)

=(2x*=-2x3 +x? —x)(x-4)

=2x° + 6x* = 7x3 + 3x* - 4x.

Por outro lado, temos

fx)[g(x)h(x)] = (2 + 1)[(x* = x)(x + 4)]

= (2x% + 1)(x® + 3x? - 4x)

=2x° + 6x* = 7x3 + 3x* - 4x.

Assim, observe que a igualdade [f(x)g(x)] h(x) = f(x)[g(x)h(x)] é valida.

Atividade 2
De fato, temos que

fix)g(x) = (V2x + 3)(2x2 = 3)

=2V 2x%+ 3x2— 6x - 3 V3.

Por outro lado,

g(x)fix) = (2x2 =V 3)(V2x +3)

=2V2x% +3x2 -V 6x-3V3.

Provando assim que a igualdade f{x)g(x)
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Atividade 3
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Temos que
[£(x) + g(x)] . h(x) = [(x* = 1)(2x* = 1)](x + 2)
=(3x2-2)(x +2)
=3x% + 6x2 - 2x — 4.
Por outro lado,
fl)b(x) + g(x)h(x) = (x> = 1)(x + 2) + (2x* = 1)(x + 2)
=P +2x—x—2)+ (2% + 4P —x - 2)
= 3% + 6x2 - 2x — 4,

0 que mostra que os polindmios f(x), g(x) e h(x) satisfazem a propriedade

distributiva.

Atividade 4

Vamos supor que A é um dominio de integridade, o que significa que dados

a, b € A entédo
a.b=0 = a=0o0u b=0
ou, equivalentemente,
az0e b0 = a.b=0.
Sejam, agora, f(x) e g(x) dois polindbmios ndo-nulos em A[x], digamos

fix)=a, + ax +ax* +ax’ +..+ax", coma #0
n n

glx)=b, + bx +bx* +bx’ +...+b x", comb =0.

O termo de mais alto grau do polinédmio produto f(x) . g(x) é dado por a b _x™.
Como A é um dominio de integridadeea =0 e b =0, entdoa b =0, o que
garante que f(x) . g(x) € um polindbmio ndo-nulo. Assim, concluimos que o produto
de dois polindmios ndo-nulos € um polindmio ndo-nulo. Portanto, provamos que

A[x] é um dominio de integridade.
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Atividade Final 1

Vamos supor, por contradi¢do, que exista um polindmio nado-nulo g(x) tal que

o que significa que f(x) . g(x) é o polindmio constante ¢(x) = 1. Dai, temos que
grif. g)=gr(1)=0,

e, portanto, como gr(f. g) = 1 + gr(g), temos
1+gr(g) =0,

0 que é impossivel, ja que gr(g) = 0. Assim, concluimos que ndo existe polindmio

ndo-nulo g(x) tal que

ou seja, o polindmio f(x) = x ndo é invertivel.

Atividade Final 2

Vimos, na Atividade Final anterior, que o polindémio f(x) = x é ndo-nulo e ndo é
invertivel. Se o anel A[x] fosse um corpo, seria necessario que f(x) = x, sendo nao-

nulo, fosse invertivel. Portanto, o anel A[x] ndo é um corpo.
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Divisao de polindmios

Meta da aula

Apresentar o algoritmo de divisdo de polindmios com
coeficientes num corpo A.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e |dentificar o algoritmo de divisdo de polinémios.

e Executar calculos de divisao de polindmios.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre anéis
e ideais, desenvolvidos em Algebra I, e dos conhecimentos
sobre os polindmios das Aulas 5 a 7.
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INTRODUCAO Nas aulas anteriores, estudamos as opera¢des de adicdo e multiplicacdo de
polinémios com coeficientes num anel A. Vimos que o conjunto dos polindbmios
com coeficientes num anel A, denotado por Alx], munido das operacbes
anteriores, é também um anel.

Nesta aula, vamos tratar o problema da divisdao de um polinémio por
outro polindémio. Veremos que esta divisao nos da informacédo sobre
as raizes de um polindmio.

Vamos iniciar revendo, do seu curso de Ensino Médio, o algoritmo da
divisdo de polindmios. Depois, vamos enunciar e provar a propriedade

da divisao de polindmios.

Exemplo 1

Vamos fazer a divisdo do polinémio f(x) = x° + 2x° + x + 1
pelo polindmio g(x) = 2x3 + 2. Podemos realizar uma analogia com
o algoritmo da divisao dos nimeros inteiros. Iniciamos montando o
esquema da divisao:

X +2x3 +x+1 | 2x3 +2

O primeiro passo consiste em multiplicar o polinémio 2x3 + 2
pelo polindémio 5 x2, obtendo o polindémio x° + x%, de modo a igualar
o grau e o coeficiente lider de x° + 2x% + x + 1:

X+ 2x3+x+1 2x3 + 2

x° + x?

O segundo passo consiste em subtrair o polinémio x° + x? do

polinémio x° + 2x% + x + 1, obtendo o polindémio 2x3 — x? + x + 1:

X+2x3+x+1| 2x3+2

x0 + x?

2x3-x*+x+1| —X
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O terceiro passo consiste em multiplicar o polindmio 2x* + 2 pelo
polinémio constante 1, obtendo 0 mesmo polinémio 2x* + 2, de modo

a igualar o grau e o coeficiente lider de 2x> — x* + x + 1:

xS+2x3+x+1 | 2x3+2
x5+ x? 1
2xd-x*+x+1 2x+

2x3 4+ 2

O quarto passo consiste em subtrair o polindémio 2x* + 2 do

polinémio 2x° — x? + x + 1, obtendo o polinémio — x? + x — 1:

xS+ 2x3+x+1 2x3 + 2

x° + x?

S |
23 —xr+x+1 | 2
2x3 + 2

-x*+x-1

O quinto passo consiste em verificar que o grau do ultimo
polinémio obtido, —x? + x — 1, é menor que o grau do polinémio divisor
2x3 + 2. Sendo assim, encerramos o processo de divisio, obtendo o

2

polinémio quociente g(x) = — x? + 1 e o polinébmio resto 7(x) = —x? +

x — 1, que resumimos pela equacio:

X +2x3 +x+1= (%xz -I-l).(2x3+2)+(—x2 +x—l),

ou, ainda,

fix) = q(x)g(x) + r(x) com gr(r(x)) < gr(g(x)).

Observe que os dois polindmios iniciais, f(x) = x° + 2x° +
x+1 eg(x)=2x%+ 2, pertencem a Z[x], mas ndo é verdade que os
. o . 1
dois polinémios obtidos pelo processo, g(x) =— x* + 1 e r(x) = x> + x
., 1
— 1, pertencem a Z[x], ja que — x> + 1 ¢ Z[x]. Isso acontece porque o
. , 2, .
conjunto Z dos niimeros inteiros ndo é um corpo. Agora, considerando
esses mesmos dois polindmios em outro contexto: f(x) = x° + 2x> +

x + 1 eg(x) =2x3+ 2 pertencendo a Q[x], entdo é verdade que os dois
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polinémios obtidos, g(x) =l x>+ 1 e r(x) =—x?+x— 1, pertencem a
Qlx]. Isto acontece porque 2Q € um corpo.

Por isso, ao considerar a divisio de polindbmios em A[x],
consideraremos que A seja um corpo. O processo de divisdo descrito no

Exemplo 1 é chamado de algoritmo da divisdo.

Pratique, agora, o algoritmo da divisio de polindémios nesta

atividade.

ATIVIDADE

1. Dados os polindmios f(x) = 6x° + 7x° + 8x* + 1 e g(x) = x* +
x + 1 em R[x], obtenha os polindmios quociente e resto da divisdo de

flx) por g(x).

Podemos, agora, enunciar o resultado geral sobre divisdo de
polinémio.

TEOREMA 1 (ALGORITMO DA DIVISAO DE POLINOMIOS)

Sejam A um corpo e f(x), g(x) € A[x] dois polindmios com g(x)

nio-nulo, entdo existem polindmios g(x), 7(x) € A[x] tais que
flx) = q(x) glx) + r(x) com gr(r(x)) < gr(r(x)) ou r(x) = 0.

Antes de iniciarmos a demonstracdo, vejamos algumas

observacoes:

1. Veja a semelhanga deste resultado com o algoritmo da divisdo

em Z: dados a, b € Z, com b > 0, entdo existem g, r € Z tais que

a=gb +r com 0 <r <b.
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Lembre-se da terminologia usada: a é o dividendo, b é o divisor,
q € o quociente e r é o resto. Lembre-se, também, de que a equagdo

a =qb +r érepresentada pelo esquema da divisdo

an

r q

2. Analogamente, na propriedade da divisdo para polindmios,
o polindmio f(x) é chamado de dividendo, g(x) é o divisor, q(x) é o
quociente e r(x) é polindbmio resto. Também representamos a equagio

flx) = g(x)g(x) + r(x) de forma esquematica:

e dizemos que o polinémio g(x) divide o polindmio f(x) em A[x], e
denotamos isso por g(x) | f(x). Nesse caso, também dizemos que g(x)
¢é um divisor de f(x), ou que g(x) é um fator de f(x), ou, ainda, que

flx) é um maltiplo de g(x) em A[x].

4. A forma de provarmos a existéncia dos polindomios g(x) e r(x)
serd construindo um algoritmo para calculd-los. Este algoritmo, que é
simplesmente uma generalizagdo do processo aplicado no Exemplo 1, sera
recursivo, o que significa que seu passo principal serd aplicado repetidas
vezes. O algoritmo fard esta repeticao, obtendo uma seqiiéncia de polinémios
restos 7(x), até que o grau de (x) seja menor que o grau do polinémio divisor

g(x) ou até que r(x) = 0.
Demonstracao
Lembre-se de que queremos encontrar polindémios g(x) e r(x), em

Alx], que satisfacam

f(x) = q(x)g(x) + r(x) com gr(r(x)) < gr(g(x)) ou r(x) = 0.
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Vamos dividir nossa argumenta¢do em trés casos.

1° caso: f(x) é o polindmio nulo, isto é, f(x) = 0.

Neste caso, escolhemos g(x) = r(x) = 0 e, assim, obtemos

ou seja, temos

flx) = q(x)g(x) + r(x) com r(x) = 0,

garantindo a condi¢ao da divisdo.

2°caso: f(x) é um polindémio nao-nulo com gr(f(x)) < gr(g(x)).

Agora, escolhendo g(x) = 0 e 7(x) = f(x), temos

com

grir(x)) = gr(f(x)) < gr(g(x)).

Portanto, temos

flx) = q(x)g(x) + r(x) com gr(r(x)) < gr(g(x)),

garantindo, outra vez, a condi¢do da divisdo.

3° caso: f(x) é um polindmio ndo-nulo com gr(f(x)) > gr(g(x)).

Neste caso, vamos construir uma seqiiéncia de restos, 7,(x), 7,(x),

, ,(x), que satisfacam

gr(f(x)) > gr(r,(x)) > gr(r,(x)) >... > gr(r,_,(x)) > gr(r,(x))
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com

grir,(x)) < gr(g(x)) our,(x) = 0.

Para isso, sejam
fix)=a,+ax+ax’+ax’+..+ax"
gx)=b,+bx+bx*+bx’+...+b x",

coma, #0, b _#0em< n(queéacondicdo gr(flx)) > gr(g(x)).

Para obter o primeiro resto 7,(x), definimos

) = fx) = 22 x o gl) € Alx].

S

n

. a .. R
Lembre-se de que o quociente — significa o produto a, . b,
b

m

.. a
isto€, =g b

m

Controlando apenas os ultimos coeficientes de f{x) e g(x), temos que

b
ab ab
— -1 — _ _
:( +a, x" l-i-anx”)— e X T 1+—[’; " X
m m
ab -
=(wta, " Hax") -l "b’”’l x"'+ax"
m
ab
— -1 n-1 n
=.t|a, - "b”’ x" ' +(a,-a,)x
m
ab _
=..+|la, ——2L x40, x"
b,
ab -
— + an_l_ nbm—l xn 1,
m
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o que mostra que 7,(x) = 0, o polinémio nulo, ou

gr(r,(x)) <n-1<n=gr(flx)).

a
Observe que o efeito da multiplicagio — x"~" . g(x) foi de elimi-

nar o termo de mais alto grau de f{x) na diferefica

temos flx) e x" " glx) + 7 (x)

com

gr(r,(x)) < gr(flx)) ou r,(x)=0.
Vamos resumir este passo principal: se g(x) é um polindmio nao-

nulo e f{x) é um polindmio com gr(f(x)) > gr(f(x)), ambos em A[x], entdo

existem polinémios gq,(x) e 7,(x), também em A[x], tais que

f(x) = q,(x)g(x) + 7,(x) com gr(r,(x)) < gr(f(x)) ou r,(x)=0.

Caso tenhamos gr(r,(x)) < gr(g(x)) ou r (x) = 0, entdo a condigdo

da divisdo esta satisfeita e interrompemos o processo.
Caso contrario, teremos 7 (x) # 0 e gr(r,(x)) > gr(g(x)). Assim,
aplicaremos o passo principal aos polinémios g(x) e 7,(x), obtendo novos

polinémios g,(x) e 7,(x), ambos em A[x], tais que

7,(x) = q,(x)g(x) + r,(x) com gr(r,(x)) < gr(r,(x)) ou r,(x)=0.



Caso tenhamos, agora, gr(r,(x)) < gr(g(x)) ou 7,(x) = 0, entdo

interrompemos o processo e observamos que

onde o polinémio quociente é
q(x) = q,(x) + q,(x),
satisfazendo, portanto, a condi¢io da divisao.
Caso contrario, teremos 7,(x) # 0 e gr(r,(x)) = gr(g(x)). Entao,
aplicaremos outra vez o passo principal aos polinomios g(x) e 7,(x),
obtendo novos polinémios g,(x) e 7,(x), ambos em A[x], tais que

7,(x) = q,(x)g(x) + 7,(x) com gr(r,(x)) < gr(r,(x)) ou r,(x)=0.

Caso tenhamos, agora, gr(r,(x)) < gr(g(x)) ou r,(x) = 0, entdo

interrompemos O Processo e observamos que

f(x) = (q,(x) + g,(x))g(x) + 7,(x)
= (q,(x) + q,(x))g(x) + (q,(x)g(x) + 7,(x))
= (g,(x) + g,(x) + q,(x))g(x) + 7(x)
= q(x)g(x) + 74(x),
onde o polindémio quociente é

q(x) = q,(x) + q,(x) + g,(x),

satisfazendo, portanto, a condi¢io da divisao.
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Caso contrario, continuaremos aplicando o passo principal,

obtendo uma seqiiéncia de restos, 7,(x), 7,(x), ... , 7,(x), todos em A[x],

com graus estritamente deCI‘CSCCIltCS,

grik,  (x)) < gr(r,,(x)) < ... < gr(r,(x)) < gr(flx)),
0 que garante, para certo valor de k, que
gr(r,(x)) < gr(g(x)) ou r,(x) = 0.
Neste momento, interrompemos o processo e observamos que
flx) = (q,(x) + g,(x) + q,(x))g(x) + 7,(x)

=(q,(x) + 4,(x) + ... + q,(x))g(x) + 7,(x)
= q(x)g(x) + 7,(x),

onde o polindmio quociente é soma
q(x) = q,(x) + q,(x) + ... + q,(x) € Alx],
dos polinémios g,(x), g,(x), ... , g,(x), obtidos em cada aplicagio do

passo principal. Assim, finalmente, fica satisfeita a condi¢do da divisao.

Observe que o polinomio resto é dado por 7,(x).

ATIVIDADES FINAIS

1. A divisdo de um polinémio f(x) por x> — x resulta no quociente 6x?>+ 5x + 3 e

resto — 7x. Calcule o resto da divisdo de f{x) por 2x? + 1.
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2. Dividindo-se o polindémio f(x) = x° + ax* + bx? + cx + 1 € R[x] porx -1, obtém-se
resto igual a 2. Dividindo-se f(x) por x + 1, obtém-se resto igual a 3. Sabendo que

f(x) é divisivel por x — 2, determine o polindmio f{x).

RESUMO

Nesta aula, vocé estudou a propriedade da divisdao de polindmios, que afirma
que dados f(x), g(x) € A[x] com g(x) ndo-nulo. Entdo existem polindmios g(x),

r(x) € Alx] tais que

f(x) = q(x)g(x) + r(x) com gr(r(x)) < gr(r(x)) < gr(g(x)) ou r(x) = 0.

RESPOSTAS COMENTADAS

Atividade 1

Aplicando o algoritmo da divisdo, temos

6x°+7x° + 8x*+ 1
xt+x+1

6x° + 6x° + 6x* 632+ Tx + 8

7x5 + 8x*—6x3 —6x2 + 1

7x> + 7x? = 7x

8x*—6x3-13x*-7x + 1

8x*+8x + 8

—-6x3-13x*-15x -7
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Como

gr(—6x3=13x2 - 15x-7) =3 <4 =gr(x* + x + 1),

entdo o polindbmio quociente é

q(x) =6x>+7x +8

e o polindmio resto é

r(x) = —6x° - 13x2 - 15x - 7.

De outra forma, temos

flx) = 6x° + 7x° + 8x* + 1
= q(x)g(x) + r(x)

=(6x*+7x+8)(x*+x + 1)+ (-6x>—13x*-15x - 7).

Atividade Final 1

Temos que

flx) = (6x% + Sx + 3)(x* —x) - 7x

= 6x* — x% - 2x* - 10x.

Fazendo a divisdo de f(x) por 2x? + 1, obtemos

6x* —x3 - 2x* - 10x 2x% + 1
6x4 + 3x? 32 —Lx—i
2 2
—x3 = 5x?-10x
2
—5x2—1—9x
2
- 5x% - 5—x
—1_9x +5_
2 2
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e, portanto, o resto da divisdo de f(x) por 2x> + 1 é o polindmio linear
19 S
—x+

2 2

Atividade Final 2
Dividindo f(x) por x — 1, temos
flx) = q,(x)(x =1) + 2.

Dai, segue que f(1) = g (1)(1 - 1) + 2 = 2. Substituindo f(1) =2 em f{x) = x* + ax* +

bx* + cx + 1, obtemos
P+a.1*+b.12+¢c.1+1=2
a+b+c=0.

Dividindo f(x) por x + 1, temos

flx) = y(x)(x + 1) + 3.

Assim, temos que f(-1) = g,(- 1)((- 1) + 1) + 3 = 3. Substituindo f(-1) = 3 em

flx) = x° + ax* + bx* + cx + 1, obtemos
(=1 +a. (<1)* + b(=1)> +c. (1) + 1 =3
a+b —c=3.
Como f(x) édivisivel por x -2, ent&o f(x) = g,(x)(x -2),0 que nos da f(2) = 0. Substituindo

f12) =0 em f(x) = x° + ax* + bx* + cx + 1, obteremos

25+a2%4+b22+c2+1=0
16a + 4b + 2¢ = -33.

Resolvendo o sistema
a+b+c=0

a+b-c=3
16a + 4a + 2¢ = -33
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cujasolucdo éa=-3,b= 2— e b=- ;— Portanto, o polinémio f(x) é dado por

f(x)=x5—3x4+Z— xz—;—x+ 1.
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Propriedades da divisao
de polindbmios

Meta da aula

Apresentar propriedades da divisdo de polindmios.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

e |dentificar as propriedades fundamentais da divisao de
polindmios.

¢ |dentificar o algoritmo de divisdo de polindmios para
polindmios lineares.

e Executar calculos de divisdo de polindmios por
polindmios lineares.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre anéis
e ideais, desenvolvidos em Algebra I, e dos conhecimentos
sobre os polindmios das Aulas 5 a 8.
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INTRODUCAO
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Na aula anterior, estudamos o algoritmo da divisdo de um polinémio com
coeficientes de um corpo A. Nesta aula, vamos obter algumas conseqléncias
deste importante teorema. Vamos, portanto, rever seu enunciado e alguns

conceitos importantes.

TEOREMA 1 (ALGORITMO DA DIVISAO DE POLINOMIOS)

Sejam A um corpo e f(x), g(x) € A[x] dois polinomios com g(x)

nio-nulo. Entio existem polindémios q(x), 7(x) € A[x] tais que
flx) = q(x)g(x) + r(x) com gr(r(x)) < gr(g(x)) ou r(x) = 0.

Observacoes
1. Na propriedade da divisao para polindmios, o polinomio f{x)
é chamado de dividendo, g(x) é o divisor, g(x) é o quociente e r(x) é
polinémio resto. Também representamos a equacdo f(x) = g(x)g(x) +
7(x) de forma esquemdtica:
flx) | &lx)
r(x) | q(x)

2. Se o resto for o polinémio nulo, 7(x) = 0, temos

e dizemos que o polindémio g(x) divide o polindémio f(x) em A[x], e

denotamos isso por g(x) | flx).

Podemos generalizar esta dltima observacdo na seguinte

defini¢io.

DEFINICAO 1

Sejam A um anel e f(x), g(x) € A[x] dois polindbmios com g(x)
nio-nulo. Dizemos que o polindmio g(x) divide o polindmio f(x) em

Alx], caso haja um polindémio g(x) € A[x] tal que



e denotamos isso por g(x) | f(x). Nesse caso, também dizemos que g(x)
é um divisor de f(x), ou que g(x) é um fator de f(x), ou, ainda, que f(x)

é um maultiplo de g(x) em Alx].
Quando f(x) se expressa como um produto de polinémios,

flx) = p,(x)p,(x) ... p,(x),

dizemos que o produto p,(x)p,(x) ... p (x) € uma fatoracdo de

fix) e, portanto, cada polinémio p, (x) é um fator de f(x).
Exemplo 1

Veja que, em Z[x], o polindmio g(x) = x*> + 1 divide o polindmio

flx) = x*—x% + 2x* — x + 1, pois

xt =3+ 2xr—x+1=(x>—x+ 1)(x*+ 1).

ATIVIDADES

1. Aplique o algoritmo da divisdo de polindmios e verifique
que o polinémio f(x) = x* — x* + 2x*> — x + 1 é divisivel por

g(x) =x*+1 em R[x].

2. Verifique que o polinémio g(x) = x> + x + 1 + divide f(x) =

x*—x2+1 em Z [x].

CEDERJ

105

AULA H



Algebra Il | Propriedades da divisdo de polinémios

PROPOSICAO 1 (PROPRIEDADES DA DIVISAO DE
POLINOMIOS)

Sejam A um anel e polindmios f(x), g(x), h(x) € Alx].
1. Se h(x) |fix) e hx)|g(x), entdo hix)|(fix) + g(x)) e h(x)| (fix)
- g(x)).

2. Se h(x)|fix), entdo h(x)| f(x)g(x).

3. h(x)|flx), hix)|g(x) e p(x), g(x) € Alx], entdo h(x) | (p(x)fix)
+q(x)g(x)).

4. Se h(x) | flx) e f(x)|g(x), entiao h(x) |g(x).

Demonstragao
Durante a demonstragdo, usaremos somente as defini¢des anterio-
res. E muito importante que vocé reconhega as propriedades aplicadas

em cada passo.

1. Como h(x) | f(x) entdo existe g(x) € A[x] tal que f(x) = g(x)
h(x). Analogamente, como f{x) | g(x) existe p(x) € Alx] tal que g(x) =
p(x) b(x) . Assim,

flx) + g(x) = q(x)h(x) + p(x)h(x)
= (q(x) + p(x))h(x).

Como ¢g(x) + p(x) € Alx], temos que h(x) divide f(x) + g(x), ou

seja, h(x) |(f(x) + g(x)). Analogamente, temos

f(x) = glx) = q(x)h(x) - p(x)h(x)
= (q(x) - p(x))h(x).

Assim, f(x) — g(x) é maltiplo de h(x), ou seja, h(x) | (flx) — g(x)).
2. Novamente, como h(x) | flx) , existe g(x) € A[x] tal que f(x) =

q(x)h(x). Multiplicando por g(x) ambos os lados desta tltima igualdade,

temos
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Como g(x)g(x) € Alx], temos que f(x)g(x) é multiplo de h(x), ou
seja, h(x)| fix)g(x).

3. Pela Proposicao 1.2, se h(x) |f(x), entio h(x) | p(x)f(x), e se
h(x) |g(x), entao h(x)| q(x)g(x). Agora, pela Proposic¢do 1.1, concluimos
que h(x) |(p(x)fix) + g(x)g(x)).

4. Como h(x) | f(x), existe g(x) € A[x] tal que f(x) = g(x)h(x).
Analogamente, como f{x) |g(x), existe p(x) € Alx] tal que g(x) = p(x)f(x).

Assim,

E, dai, concluimos que h(x) divide g(x), ou seja, h(x) |g(x).

Vamos rever também o conceito de raiz ou zero de um
polinémio.

Vocé lembra o que significa um escalar a ser raiz de um polind-
mio f(x)? Na aula passada, introduzimos este conceito e vamos revé-lo

agora.

DEFINICAO 2

Sejam A um anel e um polindmio f(x) € A[x]. Dizemos que o € A
=0.

¢ uma raiz ou um zero de f(x) em A se fla)

Vejamos, a seguir, alguns exemplos.

Exemplo 2

Seja flx) =x*—x*-x + 1 € Z[x], temos que o =1 é uma raiz de
flx) em Z, pois
f1)=1*-1*-1+1=0.

Analogamente, o= 1 € Z éraizde flx) = x7+ 2x*+2 € Z [x],
pois

f(T) = (T)3 + Z(T)Z +Z = g = 6,

observando que as operacdes sao realizadas em Z_.
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Verifique, agora, na sua proxima atividade, o que curiosamente

ocorre.

ATIVIDADE

3. Com respeito ao Exemplo 2, aplique o algoritmo da divisdo de
polinémios e verifique que o polindmio linear p(x) = x — 1 divide

o polinémio f{x) = x* - x3—x + 1.

Esse comportamento de o polinémio linear x — a dividir um
polinémio f(x) sempre que a for uma raiz de f(x), e, reciprocamente,
¢ uma importante propriedade dos polindomios. Além disso, é também

conseqiiéncia da propriedade da divisdo de polindmios.

PROPOSICAO 2

Sejam A um corpo, f{x) € A[x] um polindmioe o € A um escalar.

Entdo, existe um polinémio ¢g(x) € A[x] tal que

flx) = (x - )q(x) + fla).

Demonstracao
Aplicando o algoritmo da divisdo aos polindmios f(x) e g(x) = x

- a, temos que existem polindmios g(x), r(x) € A[x] tais que
flx) = q(x)(x —a) + 7(x) com gr(r(x)) < gr(x —a) ou r(x) = 0.
Como gr(r(x)) < gr(x — a) = 1, segue que gr(r(x)) = 0, ou seja,

7(x) é um polindémio constante, digamos, 7(x) = a € A. Temos, assim,

a seguinte igualdade polinomial



Substituindo x = o na igualdade acima, temos que

Logo, temos que

flx) = (x —a)q(x) + flo)

Segue uma importante conseqiiéncia desta proposi¢ao.

COROLARIO 1 (PROPRIEDADE DO FATOR LINEAR)
Sejam A um corpo, f(x) € A[x] um polindmio e o € A um escalar.

Entdo o é uma raiz de f(x) se e somente se (x — a) | flx).

Demonstracao

Da igualdade f(x) = (x — a)g(x) + f(a), temos que
o é uma raiz de f{x) < fla) = 0 < f(x) = (x — a)g(x) & (x—a) |f(x).

Observacao

Veja que na demonstracio do Corolario 1, na implicagdo
(x —a) | flx) = fla) = 0 ndo é necessirio usar o fato de que A é um
corpo. Portanto, esta parte vale para um anel qualquer. Somente na
implicagdo fla) = 0 = (x —a) | f(x) usamos a propriedade da divisio de

polinémios, onde é preciso supor que A é um corpo.

Vamos, agora, desenvolver um algoritmo especial para a divisao de

um polindmio qualquer por um polinémio linear do tipo p(x) = x — a.

ALGORITMO DE BRIOT-RUFFINI

Sejam um corpo A, f(x) € A[x] um polindmio e oo € A um escalar.

Pela Proposi¢do 2, existe um polindmio g(x) € A[x] tal que

flx) = (x —a)q(x) + 7, com 7 = fla).
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Observando a igualdade polinomial anterior, vemos que se 7 é

o grau de f(x), entdo o grau de g(x) é n — 1. Denotando o polinémio

fix) por
— 2 3
fix)=a, +ax +ax*+ax’+.. +ax"

entdo queremos encontrar os coeficientes b, b,, ..., b, _, € A tais que

qx)=b,+bx+bx*+bx’+..+b x"'.

O algoritmo de Briot-Ruffini consiste em obter os coeficientes
by, by, ..., b, de g(x) em fungio dos coeficientes a, a,, ... , a, e do escalar

a. Nestas condi¢des, veremos que

bn—l = an
bn—l = bn—1 <O+ an—l
b, ,=b _,.0+a,,

b,=b,.a+a,
by=b,.a+a,

r=b,.a+a;

Podemos representar os coeficientes anteriores por meio do

seguinte esquema:

Antes de demonstrarmos as féormulas anteriores, veremos um

exemplo de como este algoritmo funciona.

Exemplo 3

Vamos obter a divisdo do polindémio f(x) = x* - x* — x + 1 pelo
polinémio linear x —2 € R[x]. Observe que os coeficientes de f(x) sao

a,=1,a,=-1,a,=0,a, =-1 e a,=1,e o0 escalar a = 2. Portanto,
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o polinémio quociente serd da forma f(x) = b.x* + b,x>+ bx+ b,

O primeiro passo consiste em montar o esquema:

Coeficientes de f(x) 1 -1 0 -1 1 | 2

Como o coeficiente b, = a, = 1, o segundo passo consiste em
abaixar o primeiro coeficiente de f(x) para a linha de baixo, obtendo o

primeiro coeficiente de g(x).

Pelas igualdades do algoritmos de Briot-Ruffini, o préximo
passo consiste em obter o coeficiente b, de g(x), multiplicando o dltimo
coeficiente obtido, b,, por o = 2 e, depois, somando este produto ao
coeficiente a, de f(x), isto é, b,= b, . a. + a,. Assim, o proximo coeficiente
éb,=1.2+(-1)=1;

1-10—11|2
1 1 | |

Continuando o procedimento, temos que
b,=b,.0+a,
=1.2+0
=2.

Representamos isso por:

Analogamente,
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E, finalmente, o resto é dado por
r=b,. a+a,

=3.2+1
=7.

Coeficiente de flx) — 1 -1 0 -1 1 | 2
Coeficiente de g(x) — 1 1 2 3 | 7 |
T

resto

Lembre, também, que outra forma de encontrar o resto 7 é pela

igualdade

r=f2)=24-2-2+1=7.

Portanto, o resultado é

quociente: g(x) = x> + x> + 2x + 3

e
resto: v =7,
ou seja,
Xt —x+l=(P+x2+2x+3)(x-2) + 7.
ATIVIDADE

4. Use o algoritmo de Briot-Ruffini para verificar que o polinémio linear

p(x) = x — 1 divide o polinémio f(x) = x* — x> — x + 1.

Faremos, agora, a demonstragio do algoritmo de Briot-Ruffini.
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DEMONSTRACAO DO ALGORITMO DE BRIOT-RUFFINI

— 2 3
Lembre que f(x)=a,+ax+a,x*+ax’ +...+ax" e que queremos

encontrar um polinémio q(x) = b, + bx + byx*+ bx* +...+b _ x"~!

1

€ A[x] e um resto r € A tal que

Lembre, também, que o nosso problema consiste em obter os
coeficientes b, b, ..., b, _, e r em funcio dos coeficientes a, 4, , ... , a,

e de a.

Como f(x) = g(x)(x — a) + 7, temos

a,+ax+ax*+ax+..+ax"=(b+bx+bx*+bx’+..+
X" D(x—-a) +7

=(r—ab,) + (b,—ab,)x + (b, — ab)x* + ..+ (b

n-1

ab, _)x"'+b, _x"

n-2 n—

e, da igualdade de polindmios, segue que

a=>b

n n-1
an—],: n-2" Can—l
an—Z = n—3_-(1bn—2

a,=b,-ab,
a,=b,— ab,

a,=r— ab,.

Invertendo estas equagdes, obtemos,

bn—l = n
bn—Z._ bn—l' a‘+-an 1
b, ,=b, _,.a+a, ,

191:[22.0.+612
by=b, .a+a,

r=b,.o+a,

Estas sdo as equacoes desejadas.
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Exemplo 4

Neste exemplo, faremos sucessivas aplicacdes do algoritmo
de Briot-Ruffini. Observe que 1 e -1 sio raizes de f(x) = x* — 1, pois
f(1) =0 e f{-1) = 0. Fazemos, inicialmente, a divisao de x*-1 por x -1

e, em seguida, por x + 1.

Coeficiente de flx) —» 1 0 0 0 -1 | 1
Coeficiente de ¢,(x) —» 1 1 1 1 | 0 |

resto

Observe que o primeiro polinémio quociente é g (x) = x* + x*
+x + 1. Como g,(-1) = 0, temos que g,(x) é divisivel por x + 1. Aplicamos,

novamente, o algoritmo de Briot-Ruffini, dividindo g,(x) por x + 1. Temos,

coeficientes de f(x) — 1 0 0 0o -1| 1
coeficientesde g (x) —» 1 1 1 1 0 |[-1
coeficientes de g,(x) — 1 0 1 0
2
resto

O segundo quociente ¢ g,(x) = x* + 1. Assim,
flx)=x*-1
=+ +x+1)(x-1)

=(x?+ 1)(x + 1)(x—1).

ATIVIDADES FINAIS

1. Se dividirmos um polinémio f(x) € R[x] por x -2, o resto sera 13 e se dividirmos
flx) por x -2, o resto sera 5. Supondo que r(x) é o resto da divisdo de f(x) por

x? -4, calcule 7(1).
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2. Sejam A um corpo a, b € A e f(x) € Alx]. Prove que se f(a) = f(b) =0 e

a#b, entdo (x —a)(x - b) | fix).

RESUMO

Num corpo A, se f(x) € A[x] for um polindbmio e o € A, um escalar, entdo existira

um polinémio g(x) € A[x] tal que

flx) = (x —a)g(x) + fla),

isto é, o resto da divisdo de f(x) por x —a € 7 = f{a). Como consequéncia, temos

que f(a) = 0 se, e somente se, x — a dividir f(x).

. . . L s A _ ;
O algoritmo de Briot-Ruffini afirma que para um polinémio f(x) = a, + a,x + a,x* +
a.x’ + ...+ ax" € Alx] e um escalar a. num corpo A, os coeficientes do polinémio

quociente g(x) = b, + bx + bx* + bx’ + ...+ b _x""'€ Alx] eorestor € A, da

1
divisdo de f(x) por x — a, isto &, tais que

sao dados por

CEDERJ

115

AULA H



Algebra Il | Propriedades da divisdo de polinémios

RESPOSTAS COMENTADAS

Atividade 1

Aplicando o algoritmo da divisdo de polinémios, obtemos
4 _ 3 2 _
xt—xd+2x*—-x+ 1 w41

—-x
x>-x+1

-+ xt-x+1

-x3-x

x2+1

x2+1

0

Dai, vemos que o quociente é g(x) = x> —x + 1 e o resto é o polinédmio nulo 7(x) = 0.

Atividade 2

Aplicando o algoritmo da divisdo de polinémios, agora em Z [«],
x4l + 1
x*+ x% + x? _

x2+x+1

x2+x+1

Dai, vemos que o quociente é g(x) = x2—x + 1 e o resto é o polinémio nulo #(x) = 0.
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Atividade 3

Aplicando o algoritmo da divisdo de polinédmios, obtemos

xt-xd-x+1| x-1
x*— 3 x*=1
-x+1
-x+1

0

Dai, vemos que o resto da divisdo é o polindbmio nulo e, portanto, x — 1 divide

flx) = x* = x3 — x + 1. Observe que o polindmio quociente é g(x) = x° — 1.

Atividade 4
Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini, obtemos

coeficientes de filx) — 1 -1 0 -1 1 |1
coeficientes de g(x) — 1 0 0 -1 | 0 |

Dai, vemos que o resto da divisdo é zero e, portanto, x — 1 divide

flx) = x* —x3 — x + 1. Observe que o polindmio quociente é g(x) = x° - 1.

Atividade Final 1

Quando dividimos f{x) por x— 2, obtemos resto 13, isto &, f(x) = g,(x)(x—2) + 13.
Observe que f(2) = 13.

Dividindo f(x) por x + 2, obtemos resto 5, isto &, f(x) = q,(x)(x+2) + 5. Novamente,

observe que f(-2) = 5.
Quando dividimos f{x) por x? — 4, obtemos

flx) = q(x)(x*—4) + r(x), com gr(r(x)) <2 ou r(x) = 0.
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Assim, temos 7(x) =ax + 0 com a4, b € R.
De f(2) = 13, obtemos
13 =£2)
=q(2)(22-4) + (a.2 + b)
=2a+b,
ou seja, temos 2a + b = 13.
De f(-2) = 5, obtemos
5= f-2)
=q(-2)((-2)0-4) + (a. (-2) + b)
=-2a+b,

ou seja, temos —2a + b = 5.

Resolvendo o sistema
2a+b =13
-2a+b=35,

obtemos a=2eb=9,0quenosda r(x)=2x + 9. Portanto, r(1) = 11.

Atividade Final 2

Dividindo o polinémio f(x) por (x — a)(x — b), obtemos
f(x) = g(x)(x — a)(x = b) + r(x), com gr(r(x)) <2 ou r(x) = 0.
Portanto, temos 7(x) = cx + d com ¢, d € A.

Como f(a) = 0 temos
0="fla)
=q(a)a-a)a-b)+(c.a+d)
=ac +d,

ouseja, ac+d=0.
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Como f(b) = 0 temos
0 =1b)
=qb)(b-a)b-b)+(c.b+d)
=bc+d,
ouseja, bc+d=0.
Temos, assim, o sistema
ac+d=0
bc+d=0
Subtraindo bc + d =0 de ac + d = 0, obtemos
(ac+d)—(bc+d)=0-0
ac+bc=0
(a-b).c=0.

ComoAéumcorpoea—-b # 0, entdo resta c = 0. Substituindo esse valor em
ac + d =0, obtemos d = 0, o que nos da r(x) = 0, isto &, 7(x) é o polindmio nulo.

Portanto,
fix) = q(x)(x — a)(x - b),

o que significa que (x - a)(x - b)| f(x) em Alx].
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Sobre raizes de polindmios

Meta da aula

Apresentar alguns resultados importantes sobre as
raizes de polinémios.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Realizar uma pesquisa sobre raizes de polindmios.
e |dentificar o conceito de multiplicidade de uma raiz.

o |dentificar as possiveis raizes racionais de um polinémio com
coeficientes inteiros.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre anéis e
ideais, desenvolvidos em Algebra |, e dos conhecimentos sobre
os polindmios das Aulas 5 a 9.
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Nas aulas anteriores estudamos varias propriedades da divisdo de polindbmios.
Uma das mais importantes foi a propriedade do fator linear, pois ela fornece
informacéo sobre a quantidade maxima de raizes de um polinémio. Por isso,

vamos comecar revendo esta propriedade.

PROPOSICAO 1 (PROPRIEDADE DO FATOR LINEAR)

Sejam A um corpo, f(x) € A[x] um polinémio e oo € A um escalar.
Entdo o é uma raiz de f(x) se e somente se (x — o) | f{x) em A[x].
E relevante o nimero maximo de vezes que esse polinémio linear

x — o, divide f{x). A esse conceito chamamos multiplicidade da raiz o.
Definicao 1

Sejam A um corpo e o € A uma raiz do polinomio f(x) € Alx].

Chamamos multiplicidade da raiz o, ao inteiro positivo m tal que
(x-0)"| fix) € (x— ! @ fix),

portanto, ao nimero maximo de vezes que o polindmio linear
x — o divide f{x).

Isto também pode ser posto da seguinte forma:
fix) = (x — @) q(x) com q(a) # 0.

Dizemos, ainda, que uma raiz é simples quando sua multiplicidade
for igual a 1 e que a raiz é miiltipla quando sua multiplicidade for maior
que 1. Dizemos, também, que a raiz é dupla ou, entdo, #ripla, quando

sua multiplicidade for igual a 2 ou a 3, respectivamente.

Exemplo 1

Dado o polinémio f{x) = x* = 2x3 + 2x> - 2x + 1 € R[x], entdo
1 é raiz de f(x), pois
)=1*"-2.1+2.12-2.1+1
=1-2+2-2+1
=0



Vamos calcular a multiplicidade desta raiz. Aplicando Briot-Ruffini

duas vezes, obtemos

e, portanto,

Como 1 ndo é raiz de g(x) = x> + 1, pois g(1) = 2 # 0, entdo a
multiplicidade da raiz 1 é igual a 2, ou seja, 1 é uma raiz dupla de f(x).
Uma consequéncia importante da propriedade do fator linear

afirma que um polinémio de grau # tem, no maximo, 7 raizes.

PROPOSICAO 2 (QUANTIDADE MAXIMA DE RAIZES DE UM
POLINOMIO)

Sejam A um corpo e f{x) € A[x] um polindmio de grau 7. Entdo,
f(x) tem, no mdximo, n raizes em A, sendo que cada raiz é contada um
numero de vezes igual a sua multiplicidade.

Demonstracao

Sejam oL, O, ..., 0. € A todas as raizes distintas de f{x), isto &,
sem contar suas multiplicidades.

1° passo: Seja 7, a multiplicidade da raiz o, isto é,

flx) = (x — )" q,(x) com q,(ct)) # 0,
onde g,(x) € A[x].

2° passo: Como f(a,) = 0, entdo

(0, — o)™ g,(0,) = 0.
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Como estamos supondo que O, # 0., temos que 0, — ¢, # 0. Logo,

g,(a,) = 0, isto é, 0, também ¢é uma raiz de g, (x).

Seja m, a multiplicidade da raiz o, isto &,

q,(x) = (x = 0,))"* g,(x) com g,(0t,) # 0.

Portanto,

com g,(ot,) #0 e g,(o,) #0.
Procedendo assim, sucessivamente, obtemos

f(x> = (x - al)"’l(_x - (},2)’”2_” (x - (Xk)mk qk(x)

com gyat,) # 0, q,(0) 20, g, (o)#0.

Contando as raizes com suas multiplicidades temos 72, + m, + ...
+m, raizes e

M+, + et m, S my + .+ my + 81(q, (%)) = gr(flx)) = n.

Exemplo 2
Considere o polindmio do Exemplo 1, flx) = x* — 2x3 + 2x? —

2x +1 € R[x]. Como R[x] < C[x], podemos supor que f{x)=x*—2x3 + 2x*—

2x + 1€ C[x]. No exemplo anterior, vimos que
flx) = (x = 1)* (x*+ 1).
Mas, em Clx], vale que
x2+ 1= (x+i)(x—1i),

onde i =\/—_1 Entao f(x) pode ser escrito como

flx) = (x = 1) (x + i) (x = 7).
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Portanto, f(x) tem 4 raizes complexas: 1, 1, —i e i. Observe que
uma delas, a raiz 1, é uma raiz dupla, enquanto — e i sdo raizes simples.
Observe que, em R, o polindmio f(x) possui uma tnica raiz e ela é de

multiplicidade dois.

Exemplo 3

O polindmio f(x) = x* + x> —x -1 € R[x] tem, no maximo,
4 raizes reais. Observe que 1 e -1 s3o raizes de f(x). Aplicando Briot-
Ruffini duas vezes, temos
1 1 0 -1 -1 1
1 2 2 1 0|-1
1 1 1 0

logo, flx) = (% +2x% + 2x + 1)(x = 1)

=(x*+x+ Dx+1)(x-1).

Como g(x) = x* + x + 1 ndo tem raizes reais, pois A = 12
-4.1.1=-3<0, entdo f{x) tem somente duas raizes reais, a saber,
1 e —1. Observe que ambas tém multiplicidade 1. No entanto, considerando
flx) =x* + x> —x — 1 em Clx], entdo f{x) tem 4 raizes complexas. Veja que as

raizes complexas de g(x) = x*> + x + 1 sdo

14423 1243
2 2

Assim,

gx)=x"+x+1=(x~

“1-3i —1+3i
) (2 — ),
2 2

e f(x) se escreve como

A-V3i  —1++3i
- )(x — 7 )(x

flx)=(x 5

+1)(x—1)

Observe que todas as quatro raizes complexas f(x) sdo raizes

simples.
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ATIVIDADE

1. a. Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini, encontre todas as raizes
reais de f(x) = x* — 1 € R[x] e determine suas multiplicidades.

Depois, considerando f(x) = x*—1 € C|[x], obtenha também suas
raizes complexas com suas multiplicidades.

1. b. Calcule as raizes de f(x) = x* + 1 € Z [x] e determine suas
multiplicidades.

Vamos enunciar, agora, o resultado mais importante sobre raizes
de polindmios com coeficientes complexos, o Teorema Fundamental da
Algebra. Ele garante que todo polindmio ndo-constante de coeficientes

complexos tem, a0 menos, uma raiz complexa.

TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Sejam C o corpo dos nimeros complexos e f(x) € C[x] um
polinémio nao-constante. Entdo, existe um valor o € C tal que flor) = 0,

ou seja, f(x) admite raiz complexa.

P 1 — 2 3 n

Como conseqiiéncia, se f(x) = a, + a,x + a,x* + a,x* + .. + ax

¢ um polinémio de coeficientes complexos de grau # > 1, entdo f(x)
tem 7 raizes complexas, 0, 0., ..., 0, € C, contando suas multiplicidades,

e f(x) se decompoe em um produto de fatores lineares em C[x],
flx) =a(x—0o)(x—-0,) .. (x=-0).

Observacoes

1. E curioso que o chamado Teorema Fundamental da Algebra nio
se prove somente com técnicas algébricas, pois todas as demonstragdes
conhecidas deste teorema envolvem o conceito nido algébrico de
continuidade; conceito esse, da drea de Andlise. Portanto, a demonstracio

deste teorema estd fora do escopo deste curso.



2. Observe que o Teorema Fundamental da Algebra afirma que um
polinémio de grau n, em C[x], possui n raizes complexas. Infelizmente,
ele ndo informa como obter essas raizes, o que, em geral, é um problema
muito dificil. Na Aula 2 vimos como determinar as raizes de polindmios
de graus 2 e 3 em funcdo dos seus coeficientes. Nao é muito dificil obter
formulas similares para as raizes de um polinomio de grau 4. No entanto,
se o grau do polindmio for maior ou igual a 5, entao, em geral, nao existe

formula que expresse suas raizes em fungio de seus coeficientes.

Um outro resultado, interessante para um curso introdutério como
este, € a seguinte propriedade usada para determinar as possiveis raizes

racionais de um polinémio com coeficientes inteiros.

PROPOSICAO 3 (PROPRIEDADE DAS RAIZES RACIONAIS)

Sejam f(x) =a,+ax +ax*+ax’+...+ax" € Z[xJum polinbmio
degraun>1ea= P \uma raiz racional de flx)com p,ge Z,q>0¢
mdc (p, q) = 1. Entég, pla,eqla,

Demonstragao

Como f(p/q) = flo)) = 0 temos

2 3

n-1 7
a, +a, p +a, p +a, P +ta, (R] +a, b =0
q q q

Multiplicando esta equagio por g”, obtemos

aq"+apq" ' +apqr+ap’q +..+a,  p'q+ap’=0.

Vamos reescrever esta equagdo de duas formas. Primeiro,

fatoramos p das tltimas 7 parcelas, obtendo

aq'+@aq ' +apq Tt +ap’qT +..+a,_ P Pq+ap)p=0,

o que nos da

aq'=—-(apq~'+apqr+ a,prpr S+ .+a,_ pPrq+a pp,
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que é um miltiplo de p. Portanto, p | a,q". Agora, como
mdc (p, q) = 1, entdo p | a,. Analogamente, fatoramos g das primeiras

n parcelas de

a,q"+apqg +ap*q Tt +apiq i+ .+a,_q'q+apr=0,

obtendo

(a g~ ' +apq*+apq" P +ap’qt+..+a, pl)g+ap =0

o que nos da,

aq'=—(aq" " +apq"t+a,p*’q" 7 +a,3’q" *+ ... +a,_p"')q,

que ¢ maultiplo de g. Portanto, g | a p". Novamente, como

mdc (p, q) = 1, entdo q | a . Concluimos, assim, a prova da proposigao.

Exemplo 4

Vamos determinar todas as raizes racionais do polinémio
flx) = 2x* — 5x% — 2x? — 4x + 3. Aplicando o critério da raiz racional, se
o= 7 for uma raiz racional de f(x) com mdc (p, q) = 1, entdo

pl3eql2.

Portanto, p € {-3,-1, 1, 3} e g € {1, 2}. Logo, os candidatos a

é_é}
27 2|

Agora, é preciso checar estas possibilidades anteriores. Facilmente

raiz racional de f(x) sdo

1
2’

a=Lc {1,—1, 3,-3, L,
2

q

vemos que

A1) = -6 #0, f(=1) = 12 2 0, (~3) = 294 2 0, f(3) = 0 e
f1/2) = 0.



Como 3 e 1/2 sdo raizes de f(x), podemos aplicar Briot-Ruffini
duas vezes, obtendo
2 -5 -2 -4 3 3
2 1 1 -1 0 1/2
2 2 2|0

Isto nos da a fatoracao

flx)=2x*—5x° —2x> —4x+3

= (2x% +2x +2)(x —3)(x—%)~

Como o polinémio quadratico g(x) = 2x2 + 2x + 2 ndo tem raizes
reais, pois A = 22 —4. 2. 2 = — 12, entdo, em particular, também nio

. . . . . . ~ 1
possui raizes racionais. Portanto, as raizes racionais de f(x) sdo 3 e >
Assim, a decomposi¢ao de f(x) em R[x] e em Q[x] é

flx) = (2x? +2x+2)(x—3)(x—%).

E interessante considerar f(x) = 2x* — Sx° - 2x* — 4x + 3 como
um polinémio em C[x]. Neste caso, as raizes complexas de g(x) = 2x? +

2x + 2 sao

1+J-3  —1+3i
2 2

Assim, a decomposi¢iao de f(x) em C[x] é

—1-+/3i —1++/3i 1
- )(x — 5 )(x

flx)=2(x 5 —3)(x—§).

Lembre que se o = a + bi € C, entdo seu conjugado complexo

V3

. P . 1 -

¢ o nimero o =a — bi € C. Por exemplo, se o =——+-~=_; entdo

_ 1 3 N .

O =————"_; . Assim, é interessante notar que as raizes complexas
2 . .

de f(x) aparecem em pares de conjugados complexos. Isto é uma

caracteristica de todo polindmio com coeficientes reais. Vamos enunciar

mais esta propriedade.
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PROPOSICAO 4 (PROPRIEDADE DAS RAIZES CONJUGADAS)

Sejam f(x) € R[x] e o€ C uma raiz de f(x), entdo a também é
uma raiz de f(x).
A demonstracdo desta proposicao serd parte de sua atividade final.

Convidamos vocé a aplicar os resultados anteriores na proxima atividade.

ATIVIDADE

2. Determine todas as raizes do polinémio f(x) = x* — 3x? - 4

sabendo que O/ =7 é uma raiz.

ATIVIDADES FINAIS

1. Prove a Proposicéo 4 sobre a propriedade das raizes conjugadas.

2.Seja f(x) = ax® + bx? + cx + d € A[x] um polindmio de grau 3, com A um corpo,

e raizes 0, 0., e 0,. Mostre que

b
o, +0, +0o, =——
a

Cc
o0, +0,05 + 0,0 = ;

o, 0,0, =—— .
i a
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3.Sendo 1 e 1 + 2i raizes do polindmio f(x) = x> + ax> + bx + c,emquea, bec

sdo numeros reais, entao calcule o polindmio f(x).

RESUMO

Nesta aula, vocé foi apresentado a varios resultados interessantes sobre as raizes
de um polinémio.

Primeiramente, apresentamos conceito de multiplicidade de uma raiz o0 de um
polindmio f(x), ou seja o inteiro positivo m, tal que (x — a)” | f(x) e (x — o) *!

®f(x), ou, equivalentemente, tal que
fix) = (x - )" g(x) com g(0t) # 0.

Observamos, também, que o nimero de raizes de um polindmio, contadas com
sua multiplicidade, ndo pode ultrapassar o grau do polinémio.

Vimos o Teorema Fundamental da Algebra. Ele afirma que todo polinémio ndo-
constante de coeficientes complexos admite ao menos uma raiz complexa.
Apresentamos um critério que permite obter as possiveis raizes racionais de um
polinémio de coeficientes inteiros, a saber, se f(x) = a, + ax + a,x* + a,x* + ... +
ax" € Z[x] forum polinbmio degraun>1e o= P for uma raiz racional de

q
flx)comp, g€ Z,q>0 e mdc(p, q) =1,entdo pla, e q|a,
Finalmente, apresentamos a propriedade sobre polindmios com coeficientes reais

que afirma que se f(x) € R[x] e o.= C for uma raiz de f(x), entdo g, o conjugado

complexo de o, também sera uma raiz de f{x).
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Atividade 1

RESPOSTAS COMENTADAS

a. O polinémio f{x) = x*— 1€ R[x] tem, no maximo, 4 raizes reais. Facilmente vemos

que 1 e -1 sdo raizes de f{x). Aplicando Briot-Ruffini duas vezes, temos

1 0 0 0 -1 1
1 0 |-1
1 0 1 0

ou seja,

flx) = (2% + 1) + 1)(x = 1).

Como g(x) = x* + 1 ndo tem raizes reais, entao f(x) tem somente duas raizes reais,

a saber, 1 e —1. Veja que estas raizes sao simples, ou seja, de multiplicidade 1.

Considerando f(x) = x*— 1€ Clx], pelo Teorema Fundamental da Algebra, sabemos

que f(x) tem 4 raizes complexas. Duas delas, 1 e —1, ja sdo conhecidas. As outras

duas sdo as raizes complexas de g(x) = x> + 1, a saber i e —i. Assim,

e f(x) se fatora em

q(x) = (x +i)(x — i),

flx) = (x + i) (x—i)(x + 1)(x = 1).

Observe que todas as raizes complexas de f(x) sdo raizes simples.

b. Como estamos trabalhando em Z,, vemos que 1 é uma raiz de f(x) = x* + 1

€ Z,[x], pois
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Aplicando Briot-Ruffini trés vezes,

AULA H

1 0 0 o0 1|1
1 1 1 1|0 |1
1 0 1|0 1
T 1|0
obtemos, assim,
flx)=x*+1

=(x3+x2+x+T)(x—T)
=2+ D)(x-1)(x—-1)
=(x+Dx-1Dx-1)(x-1).

Como -1=1 em Z,, podemos escrever

Atividade 2

Como f(i)=1-3.(-1)-4=0e o polindbmio f(x) = x* - 3x*> — 4 tem coeficientes

reais, entdo —itambém é raiz de f(x). Aplicando Briot-Ruffini duas vezes,

1 0 -3 0 -4 |i
1 @ -4 —4i| 0 —i
1 0 -4]0

obtemos

f(x)=(x+1)(x—1)(x* —4)
= (x+i)(x —i)(x +2)(x —2).

Portanto, as raizes de f(x) = x*—3x>—4 sdo +i e +2, todas raizes simples. Observe
que se nao fosse dada a informacdo sobre a raiz complexa 7, poderiamos ter
aplicado o critério da raiz racional, obtendo que 2 e - 2 sao raizes de f(x). Logo,

aplicando Briot-Ruffini para estas raizes, obtemos

flx) = (x* +1)(x +2)(x - 2)
= (o +i)(x —i)(x +2)(x - 2).
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Atividade Final 1

Lembre quese B,oe C eq e [} sao seus conjugados complexos, entao

a=0 & OER.

H — 2 3
Seja, agora, f(x) =a,+ ax + ax* +ax’ + ... +ax" com a, € R para todo k. Se

a € C é uma raiz de f(x) entdo
— 2 3 n _
flo) =a,+ a0 +a,0 +a,0’ +...+a 0" =0.

Aplicando o conjugado complexo na igualdade acima, temos

a, + a0+ a,0’ + a0’ + ... +a 0" =0.
n

Logo,

a, + a0+ a,0 + a0’ + ... +a 0" =0
n

pois, cada a4, € R. A igualdade acima significa que f(¢) = 0, isto &, o também é

raiz de f(x).

Atividade Final 2

Se f(x) = ax’ + bx* + cx + d um polinébmio de grau 3 com raizes o, 0., e 0., entéo,

aplicando Briot-Ruffini trés vezes, obtemos

flx)=ax’ +bx* +cx+d
=a(x—oy)(x—o,)(x —o)
= a (= (0 + 0y +05)x7 + (01,00, + 0,00y + 0L, 00 )x — 0L, 00,005 )

=ax’ —a(o, + 0o, +0)x” +a(o,0, + 0,00, + 0L, 0)X — aol, oL, 0.
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Comparando os coeficientes da primeira e da Ultima expressao, obtemos

—a(o, +o, +os)=b
a(o, o, + 0,0, +0,05) =¢
—ao, 0,0, = d,

e, portanto,
b
o, +0, +0o, =——
a

Cc
o0, + 00l + 0L 00 = ;

0, 00,00 = ——.

3. Como 1 +2i éraizde f(x) e f(x)tem coeficientes reais, entdo 1 —2; também é
raiz de f(x). Logo, pelo resultado do exercicio anterior, com o, =1, o, =1 + 2i e

o, =1-2i, temos que
[ . . a
1+(1+21)+(1—21)=—T

1(1+24)+1 (1—2i)+(1+2i)(1—2i)=§

1(1+2i)(1—2i)=—§.

Portanto, -3

Assim, f(x) = x%—3x? + 7x - S.
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Polindmios irredutiveis

Meta da aula

Apresentar o conceito de polindmios irredutiveis e algumas
de suas propriedades.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
¢ Definir o conceito de polindmio irredutivel.
¢ Identificar polindmios irredutiveis de grau 1, 2 e 3.

e |dentificar certos tipos polinémios irredutiveis de coeficientes inteiros.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre anéis e
ideais, desenvolvidos em Algebra |, e dos conhecimentos sobre os
polindmios estudados nas Aulas 5 a 10.



Algebra Il | Polinémios irredutiveis

INTRODUCAO

138

CEDERJ

Vamos estudar, nesta aula, o conceito de polindmios que ndo se decompdem
como um produto de outros polindmios. Estes sdo os polindmios irredutiveis.
Eles sdo, na teoria dos polindmios, o analogo dos nimeros primos no anel dos
inteiros Z. Nao se esqueca de que 0s nUmeros primos ndo se decompdem
como um produto de inteiros positivos diferentes de 1 e dele mesmo; portanto,
durante o desenvolvimento dos conceitos e das propriedades, lembre-se sempre

da teoria dos numeros primos.

DEFINICAO 1

Seja K um corpo, dizemos que f(x)€K[x] é um polinémio
irredutivel sobre K, ou irredutivel em K|x], se seus tinicos divisores em
K[x] sdo os polindmios constantes e os multiplos constantes dele mesmo,

ou seja, se g(x) € K[x] é tal que
glx) 1 flx) = g(x) = ¢ ou g(x) = d f{x) onde c e d sdo constantes.

Dizemos que f(x) é redutivel em K|x], quando ele nao for irredutivel,

ou seja, quando existirem polinomios g(x), h(x) = K(x) tais que

flx) = g(x)h(x) com gr(g(x)) < gr(h(x)) e gr(f(x)).

Exemplo 1

Considere o polinémio f(x) = x> — 2 em Q|x]. Como f(x)
é um polindmio de grau 2, se ele fosse redutivel em Qlx], existiria
um polinémio linear ax + b em Qlx], tal que (ax + b) | f(x). Como
o polindémio ax + b tem raiz —a—b € O, entdo f(x) teria também uma
raiz racional. Mas, sabemos que as possiveis raizes racionais de f{x) sdo

2 e -2. Testando estas possibilidades, vemos que
A2)= fl=2)=2 # 0.

Assim, f(x) ndo tem raizes racionais; logo, ele ndo pode ser escrito
como o produto de dois polindmios de grau 1 em Q[x] e, portanto, é

irredutivel em Q[x].



Por outro lado, como V2 € R, entdo f(x) é redutivel em R[x],

pois podemos escrever

flx) =x2=2 = (x +V2)(x =\2)
Logo, f(x) é o produto de dois polinomios de grau um em R[x].

Para compreender melhor o conceito de irredutibilidade de

polinémios, vamos considerar a seguinte defini¢o.

DEFINICAO 2

Dizemos que um corpo B é uma extensdo do corpo A se
AcB.

Assim, por exemplo, o corpo R dos nimeros reais é uma extensao
do corpo Q dos nimeros racionais. O corpo C dos numeros complexos

¢ uma extensdo tanto de R quanto de Q.

Veja que na Defini¢do 1 tratamos de um polindémio irredutivel
sobre K, e ndo somente de um polindmio irredutivel. Isto se deve ao fato
do um polinémio poder ser irredutivel sobre um corpo K, porém redutivel
sobre um corpo L que seja uma extensido de K. No Exemplo 1, vimos

que f(x) = x2 — 2 é irredutivel em Q[x], mas é redutivel em R|x].

ATIVIDADE

‘ 1. Verifique se o polindmio f(x) = x? + 4 é irredutivel em Q[x], R[x]
e Clx].

a

™ |
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O proximo exemplo mostra que para verificar se um polindémio
f(x), de grau trés, é irredutivel sobre um corpo K basta verificar se f{x)

possui raizes em K.

Exemplo 2

Considere o polindmio f(x) = x> + 3x + 2 € Z [x]. Vejamos se f(x)
¢ irredutivel em Z [x]. Se isso nao acontecer, ou seja, se, f(x) for redutivel
em Z [x], entdo existe um polindmio g(x) € Z [x], de grau dois, e um

polindmio ax + b € Z [x], de grau um, tal que

flx) = (ax + b)g(x).

Observe que o polindomio linear ax + b € Z[x] tem uma raiz
-b . a'€ Z_. Portanto, f(x) é redutivel em Z [x] se, e somente se, f(x)
possuir uma raiz a € Z. Verificando os valores de f(x) para cada elemento

de Z,={0, 1, 2, 3, 4}, temos

f((_))=(6)3+§.6+5:2¢(_),
f0)=(1P+3.1+2=6=1%#0;
f2)=(2P+3.2+2=16=1%0;
f3)=f2)= (2P +3.(2)+2=-12 =3 20;
f(4)=fZ1)=(-1P+3.C1)+2=-2 =3 0.

Concluimos, assim, que f(x) = x° + 3x +2 nio possui raizes em
Z [x]. Portanto, f(x) ndo é redutivel em Z [x], ou seja, f(x) ¢ irredutivel

em Z [x].

Veja que esses dois exemplos nos fornecem um critério para saber
se um polinémio f{x), de grau dois ou trés, € irredutivel sobre um corpo
K. Basta verificar se f(x) possui raizes em K. Este critério torna-se pratico
sempre que o corpo K for finito e com poucos elementos, ou quando
pudermos restringir os candidatos a raiz a uns poucos elementos, como
no caso da propriedade das raizes racionais, vista na Aula 15. Com
isso podemos caracterizar a irredutibilidade de todos os polindmios de
graus 1, 2 e 3. Lembre que estamos considerando K um corpo. Mais

precisamente temos:
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Proposicao 1 (Irredutibilidade de polinébmios de grau 1, 2 e 3)

Sejam K um corpo e K[x] o anel de polinémios. Entio,

1. Todo polinémio f(x) € K[x], de grau 1, é irredutivel em K[x].

2. Seja f(x) € K[x] um polindmio de grau 2 ou 3. Entio, f{x)
é irredutivel em K[x] se, e somente se, f(x) ndo possuir raizes em K.
Equivalentemente, f(x) é redutivel em K[x] se, e somente se, f(x) possuir

alguma raiz em K.

Demonstragao
1. Seja f(x) € K[x] de grau 1. Se f(x) fosse redutivel em K[x],

existiriam polinomios f(x), h(x) € K[x] tais que

flx) = g(x)h(x) com gr(g(x)) < gr(g(x)) = 1 e gr(h(x)) < gr(fix)) = 1.

Portanto, teriamos que

gr(glx)) = gr(h(x)) = 0,

ou seja, g(x) e h(x) seriam polindmios constantes, o que tornaria
a igualdade f(x) = g(x)h(x) impossivel, ja que, de um lado, temos um
polinémio de grau um e, do outro, terfamos um polindémio de grau 0.
Assim, concluimos que todo polindmio de grau um é irredutivel num

corpo K.

2. Seja fix) € K[x] de grau 2 ou 3.

Suponhamos, primeiramente, que f(x) seja redutivel em K[x].
Como f{x) tem grau 2 ou entdo existe um polindémio ax + b € K[x], de
grau um, e um polinémio g(x) € K[x], também de grau um quando f{x)

tem grau 2, ou de grau 2 quando f{x) tem grau 3, tal que

flx) = (ax + b)g(x).

Veja que o polinémio linear ax + b € K[x] tem uma raiz
-b.a?' € K. Como (ax + b) | fix), concluimos que b . a' € K também
é raiz de f{x). Observe que, neste passo, é fundamental que K seja um

corpo
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(<) Vamos supor, agora, que f(x) possua uma raiz a € K.
Entdo, pela propriedade do fator linear, vista na Aula 15, teremos que

(x —a) | fix). Logo, existe g(x) € K[x] tal que

flx) = (x - a)g(x) com g(x — o) = 1 < grlfix)) e gr(fix) = 1 ou 2
< gr(fix)).

Portanto, f(x) é redutivel em K[x].

Na verdade, podemos generalizar um pouco a parte (<) da
demonstrag¢do anterior. Tente vocé provar esta generaliza¢do na

proxima atividade.

ATIVIDADE

2. Prove que se f(x) € K[x] for um polinémio de grau maior que
um e tiver uma raiz em K, entdo f(x) é redutivel em K[x]. Ou,
equivalentemente, se ¢ irredutivel em K[x], entdo f(x) ndo possui

raizes em K.

Observacao
A reciproca do resultado da atividade é falsa, ou seja, é falso em geral
que se f(x) é redutivel em K[x], entdo f{x) tem uma raiz em K. Um contra-

exemplo pode ser dado pelo polinémio f(x) = x, — 4 € Q[x]. Como
Ax) = xt =4 = (x2 = 2)(x* + 2),

entdo f{x) é redutivel em Q[x] e, no entanto, as raizes de f(x) ndo
sdo racionais, pois +\2, +\V2i ¢ 0.
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Exemplo 3

Verifique se o polindémio f(x) = x> — 4 ¢é irredutivel em Q[x], Q[x]

e Cl[x]. Veja que na busca por raizes reais, temos que
fix) =0 x’ =2 o x =2

Portanto,\}/_l ¢ a tunica raiz real de f(x) = x> — 2. Como
V2 ¢ Q, entdo, pela Proposicdo 1.2, segue que f(x) = x> -2 éirredutivel em
Qlx]. No entanto, comoiﬁ € R ¢ C,entdo segue que é redutivel em R|x]

e em C[x]. Alids, vocé lembra como se prova que V2 ¢ [0F;

Exemplo 4

Vamos determinar todos os polinémios irredutiveis de grau 2 em

Z [x]. Estes polinémios sao da forma
x*+ax+bcoma,beZ,.

Como Z, = {0, 1} s6 tem dois elementos, podemos escrever todos
estes polindmios:

X2, x2+x, 62 +1ex?+x+ 1.

Isto €, s6 existem 4 polinémios de grau 2 em Z, [x]. Destes, o tinico
que ndo possui raiz em Z, é x*+ x + 1. Assim, x>+ x + 1 € o unico

polindmio irredutivel de grau 2 em Z,[x].

Antes de enunciar a sua proxima atividade, lembremos o que é
um polinémio ménico. Dizemos que o polinémio

— -1
fix)=ax"+a,  x"

2
+ootaxt+ax+a,
¢ monico se seu coeficiente lider for igual 1, isto ¢, se @, = 1, ou
seja, se
— Al n—1 2
fix)=x"+a,_x""'+..+ax’+ax+a,

Agora sim, convidamos a resolver a sua terceira atividade; uma dica

que damos para vocé € usar um argumento similar ao usado no Exemplo 4.
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ATIVIDADE

‘ 3. Determine todos os polindmios monicos irredutiveis de

grau 2 em Z [x].

8
B

Antes de continuar com a nossa teoria, vejamos mais um

exemplo:

Exemplo 5

Vamos determinar se o polindémio g(x) = x* — 6x* + 8 € QJx] é
irredutivel ou nio em Q[x].

Vejamos, primeiramente, se ele tem raizes racionais. Sabemos que
as possiveis raizes racionais de g(x) sdo {1, +2, +4, +8}. Verificamos
rapidamente que g(-1) # 0, e g(2) = g(-2) = 0. Isto é, 2 e -2 sdo raizes de
g(x). Assim, em particular, g(x) é redutivel em QJx]. Agora, aplicando

duas vezes Briot-Ruffini, temos

1 0 -6 0 8|2
1 2 2 410 |2
1 0 210

o que nos da

g(x) =x*—6x>+8
=(x +2)(x - 2)(x*=2).

Assim, escrevemos g(x) como um produto de polinémios
irredutiveis em Q[x]. Veremos, mais adiante, que isto é um fato geral
no anel de polinémios K[x].

Vamos continuar procurando critérios para decidir sobre a
irredutibilidade de polindomios. O seguinte critério é muito util para
determinar se certos polindmios com coeficientes inteiros sao irredutiveis

sobre Q.
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Proposicao 6 (Critério de Irredutibilidade de Eisenstein)

Sejam fix)=a x"+a,_x""'+..+ax*+ax+a, € Z[x] eumnimero
primo p tal que p divide cada coeficiente a,, parai=1,2,3,..,7n-1;
p nao divide a_ e p* nio divide a,. Entao f(x) ¢ irredutivel em Ql[x].

Antes de dar alguns exemplos onde mostraremos a utilidade deste
critério, achamos pertinente fazer algumas observagoes.

O Ciritério de Einsenstein diz que se os coeficientes de um polindémio
flx) € Z|x] satisfazem certas condi¢des para um primo p, entio ele ndo
pode ser escrito como o produto de dois polindmios em Q[x], com grau
menor que o grau de f{x). Podemos usar este critério no caso de o polindmio
f(x) ter coeficientes racionais. Para isso, observe que se

fix)=ax"+a, x"'+.. +ax*+ax+a, € Qlx],
entdo podemos achar um inteiro d e um polinémio g(x) € Z[x]

tais que

d . f(x) = g(x) com gr(g(x)) = gr(f(x)).

Podemos, entdo, aplicar o critério de Einsenstein aos coeficientes de
g(x). E, obviamente, se g(x) for irredutivel em QJ[x], entio f(x) também sera

irredutivel em Q[x]. O seguinte exemplo mostra a utilidade deste critério.

Exemplo 6

Vejamos que o polindmio f(x) = x* + 4x — 2 € irredutivel sobre
Q. De fato, tomando o primo 2, vemos que 2 nio divide o coeficiente
a, =1, divide os coeficientes a, = 0,2,=0,a, =4 e a,=-2, mas 2> = 4 ndo
divide o coeficiente a,=-2. Portanto, pelo critério de Eisenstein, temos que
flx) éirredutivel em f{x) em Q[x]. Em particular, f(x) ndo tem raiz racional.
Observe que a aplicagio do critério independe do grau do polindmio f{x).

O préximo exemplo mostra que, em caso de nao existir um primo
p satisfazendo as condi¢es do critério, entio nao podemos concluir nada

a respeito da irredutibilidade f{x).
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Exemplo 7

O polindémio f(x) = x* + 1 é irredutivel em Q[x] e ndo existe
nenhum inteiro primo p satisfazendo as condig¢des do critério. Por outro
lado, o polindmio f(x) = x> -1 é redutivel em Q[x] e também nio existe

um primo p que satisfaga as condi¢des do critério.

Vocé deve lembrar que no inicio da aula dissemos que os
polinémios irredutiveis num corpo K tem um comportamento andlogo
aos numeros primos p no anel dos inteiros Z. Uma das propriedades
mais importantes dos nimeros primos diz que qualquer inteiro positivo
n pode ser escrito como um produto de nimeros primos. Pois bem, uma

propriedade andloga também vale no anel K[x].

Teorema 1
Sejam K um corpo e f{x) € K[x] um polindmio ndo constante,
entdo existem polinémios irredutiveis, P, (x), P,(x), ... , P (x), em K[x]

tais que

Esta igualdade é conhecida como a Decomposi¢do de f(x) em

polinémios irredutiveis.

Exemplo 8

Vamos expressar os seguintes polindmios como um produto de
irredutiveis em K|[x].

1. Alx) =x*—4 = (x* = 2)(x? + 2) em QOlx].

2. flx)=x* =4 = (x2 - 2)(x2 + 2) = (x = 2)(x* + 2) em R[x].

3.fx) =xt—4 = (k2= 2)(x2 + 2) = (x =V 2)(x2 +V 2)(x? =V2)
= (x =V 2)(x =V 2)(x —V2i)(x +2i) em C[x].

Para finalizar esta aula, convidamos vocé a realizar as seguintes

atividades finais.



ATIVIDADES FINAIS

AULA H

1. Determine todos os polinémios irredutiveis de grau 3 em Z [x].

2. Mostre que f(x) = x° - 9x% + 9x — 6 € irredutivel em Q[x].

3. Escreva o polindmio f(x) = x° + x* + x> — 1 como um produto de polindmios

irredutiveis em Z,[x].

RESUMO

Nesta aula, vimos que f(x) € K[x] é um polinémio irredutivel sobre K, ou irredutivel
em K]x], se seus Unicos divisores em K[x] forem os polinébmios constantes e os
multiplos constantes dele mesmo, ou seja, se

g(x) | flx) com g(x) € K[x] = g(x) = ¢ constante ou g(x) = ¢ f(x).

Dizemos que f(x) é redutivel em K[x] quando ele nao for irredutivel, ou seja,

quando existirem polindmios g(x), g(x) € K[x] tais que

f(x) = g(x)h(x) com gr(g(x)) < gr(f(x)) e gr(h(x)) < gr(fix)).
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Vimos que quando o grau do polindmio é 1, 2 ou 3, determinar a irredutibilidade

de um polindmio é bastante facil. Mais precisamente, temos que:

1. Todo polinémio f(x) € K|[x], de grau 1, é irredutivel em K|x].

2. Se f(x) € K[x] tem grau 2 ou 3, entéo f(x) sera irredutivel em K[x] se, e somente
se, f(x) ndo possuir raizes em K ou, equivalentemente, f(x) sera redutivel em K[x]
se, e somente se, f(x) possuir alguma raiz em K.
Depois, apresentamos um critério para estudar a irredutibilidade de certos
polindmios com coeficientes racionais. E o chamado Critério de Eisenstein, que
diz que se
fixy=ax"+a, _x"'+.. +ax’+ax+a, € Z[x]
e existe um numero primo p tal que p divide cada coeficiente a, parai=1, 2, 3,
..., =1, p ndo divide a, e p* ndo divide a, entdo f(x) é irredutivel em Qlx].
Finalmente, apresentamos um resultado que afirma que qualquer polindbmio ndo
constante com coeficientes num corpo K pode ser escrito como um produto de

polindmios irredutiveis.

RESPOSTAS COMENTADAS

Atividade 1
Como
flx)=x*+4
= (x = 2d)(x + 2i),

ent3o as raizes de f(x) sdo + 2i. Como +2i ¢ Re, portanto, +2i ¢ Q, entdo segue
que f{x) é irredutivel em Q[x] e R[x]. Como mostra a decomposicdo anterior, f(x)

é redutivel em C[x].
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Atividade 2

Vamos supor que f(x) possui uma raiz o € Z e que gr(flx)) = n > 1. Entdo, pela
propriedade do fator linear, vista na Aula 10, temos que (x — a) | f{x). Logo, existe

g(x) € K[x], polinbmio ndo constante, tal que

flx) = (x —a)g(x) com gr(x—a) =>1n=gr(flx)) e griglx)) = n—1< n=gr(flx))

Portanto, f(x) é redutivel em K[x].

Atividade 3
Estes polindbmios sdo da forma
x*+ax+b coma, b € Z..

Como Z, = {0, 1, 2} s6 tem trés elementos, podemos escrever todos estes

polindmios:
X2, X2 +x, X2+ 1,2+ 2%, 7+ 2, X +x+ 1, x?+2x+ 1, X +x+2 e x?+2x+ 2.

Destes, vocé pode verificar que x? + 1, x> +x, 2 e x? + 2x+ 2 ndo possuem raiz

em Z.. Logo, estes sdo os polinébmios ménicos irredutiveis de grau 2 em Z_[x].

Atividade Final 1

Vamos determinar todos os polinémios irredutiveis de grau 3 em Z [x]. Estes

polindmios sdo da forma

X+ ax? + bx + x> com a,b,c € Z,.

Como Z, = {0, 1} s6 tem dois elementos, podemos escrever todos estes

polinémios:
X, v+, B+ L, v, P+ + L, v x+ e XX+ i+ x+ 1.

Isto &, existem 8 polindmios de grau 3 em Z [x]. Destes, os Unicos que ndo possuem
raizemZ,sdo x’ +x°+1e x’ +x + 1. Assim, x’ +x* + 1 ex’ + x + 1 580 0s Unicos

polinbmios irredutiveis de grau 3 em Z [x].

CEDERJ
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Atividade Final 2

O primo 3 divide os coeficientes a,=0, a, =-9,a,=9,e a, =—6, mas 32=9 nao divide
o coeficiente a,= —6. Portanto, pelo critério de Eisenstein, segue a irredutibilidade

de f(x) em QJx]. Em particular, f(x) ndo tem raiz racional.

Atividade Final 3

Comof(1)=f(1)+(1)+ (1) + 1 =4 =0, entdo (x - 1) | f(x). Aplicando Briot-Ruffini,

temos

—_ |
—
—_ |
(@)
!
= |

—_
ol
ol
—_
=
ol

o que significa que
flo) =x° + x*+ x>+ 1
= (x—])(x4+ x+I)

Denotando g(x) = x* + x + x>+ 1, temos

g0)=(0)+0+1=1#0e g(1)=(1)'+1+1=3=1=0,

portanto, ndo existe polindmio linear que divida g(x). Assim, se g(x) for redutivel

em Z,[x], entdo a decomposicado sera da forma
gx)=x*+x+1=(x2+ax + 1)(x+ bx + 1).
Desenvolvendo o produto da direita, temos

dtx+1=(x2+rax+ 1)(x2+bx + 1)
=x4+(a+b)x3+(ab+i+])x2+(a+b)x+]
=x'+ (a+b)x® + (ab+ 0)x> + (a+ b)x+ 1

=x*+(a+b)x’ +abx? + (a + b)x+ 1,

e, igualando os coeficientes, temos

a+b=0
ab=6
a+rb=1
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De a+b=0ea+b=1, temos uma contradi¢do. Logo, concluimos que g(x)
é irredutivel em Z [x] e, portanto, a decomposi¢do de f(x) em um produto de

polinémios irredutiveis em Z,[x] é dada por
flx)=axS +xt+ x4 1

=(x-1)(x*+x+1).

CEDERJ
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Introducao aos grupos

Meta da aula

Apresentar o conceito de grupo.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e |dentificar as propriedades que caracterizam um grupo.
e Apresentar exemplos de grupos.

e Aplicar os axiomas de grupo para justificar a unicidade
de alguns de seus elementos.

Pré-requisito

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre anéis
e ideais, desenvolvidos em Algebra .
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Em Algebrale até a Aula 11, estudamos diversos aspectos da estrutura algébrica
chamada de anel, mais particularmente, dos anéis comutativos e com unidade.
Vocé deve se lembrar de que desenvolvemos o conceito de anel querendo
generalizar o anel dos nimeros inteiros e, assim, generalizamos muitas das suas
propriedades algébricas. Vimos que a nocdo de anel nos permitiu desenvolver
de uma forma muito elegante a teoria dos polindmios.

A teoria dos anéis pressupde a acao de duas operagdes binarias, num conjunto
ndo-vazio A, satisfazendo uma certa quantidade de axiomas. Vamos, agora,
estudar a acdo de apenas uma operacao bindria, sobre um conjunto ndo-vazio
G, satisfazendo alguns daqueles axiomas. Esta nova estrutura algébrica é o que
chamaremos de grupo. A estrutura de grupo é matematicamente relevante,
porgue ela aparece com muita freqiéncia em muitas areas da Matemaética e
na natureza.

Nesta aula vamos, inicialmente, estabelecer os conceitos iniciais de grupos e,

em seguida, estudar uma quantidade de exemplos.

DEFINICAO 1 (DEFINICAO DE GRUPO)

Um grupo é um conjunto niao-vazio G, munido de uma operacao
bindria (denotada, geralmente, por - ou +) que satisfaz os seguintes

axiomas:

G1. A operagido é associativa: (a - b) - c=a - (b - ¢), para todo

a, b, c e G;

G2. A operacdo tem um elemento neutro: existe um elemento

ee€ G,talquea-e=e-a=a,paratodoa € G;

G3. Todo elemento de G possui um elemento inverso: para todo

a € G,existeuma' € G,talque,a-a'=a'-a =e.

Observacoes
1. Observe que ao exigir que a operacdo - seja uma operagio
bindria em G, ja estamos exigindo que ela seja fechada em G, isto é,

dados a, b € G, entioa-b € C.



2. O elemento neutro € tnico: se ¢' € Gétalquea-e' =¢'-a=a,

entdo e' = e. Pois,

AULA H

e' = e - ¢'; usando que e é um elemento neutro.

= e; usando que e' é um elemento neutro.

O elemento neutro do grupo também €, muitas vezes, denotado
por e, , quando queremos ressaltar o grupo G; por 1 ou 1., quando a
operagao é uma multiplicagao; e por 0 ou 0, quando a operacao ¢ uma

adi¢ao. Nesse ultimo caso, é costume denotar a operacao por +.

3. O elemento inverso € unico: dado a € G, seja a" € G, tal que

a-a"=a"-a=e,entdioa" = a'. Pois,

e - a"; usando que e é um elemento neutro.

Q
1

1

(a'-a)-a";usando que a' é um elemento inverso de a.

=a'- (a-a"); usando que a operacdo é associativa.
1

=a' - e; usando que a" é um elemento inverso de a

= a'; usando que e é o elemento neutro.

Como o elemento inverso € unico, podemos denota-lo por a™.

Dai,temosa-a'=a'-a=e.

4. Denotamos um grupo por (G, ) ou (G, +), dependendo de
como consideramos a opera¢do, uma multiplicagio ou uma adicdo.
Quando a operagio estiver clara no contexto, entio denotaremos o
grupo simplesmente por G. Também, muitas vezes, denotamos o produto

a - b simplesmente por ab.

Veja dois exemplos iniciais.

Exemplo 1

Seja (Z, +, +) o anel dos numeros inteiros. Entdo, dos axiomas
satisfeitos pela operacio de adi¢dao, temos que (Z, +) é um grupo.
O elemento neutro é 0 e o inverso aditivo de a € Z é o elemento

simétrico — 4.
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Exemplo 2

Seja (Z , +, -) o anel das classes residuais modulo #. Entdo, dos
axiomas satisfeitos pela operacdo de adi¢do das classes residuais, temos
que (Z , +) é um grupo. O elemento neutro é 0 e o inverso aditivo de é
a € Z ¢ o elemento simétrico — a.

Vejamos duas propriedades basicas de grupos.
Proposicao 1

Sejam G um grupoea, b, c € G.
1. A equagdo a - x = b admite uma unica solu¢io em G, a saber,
x=a'-b.
2.(a- by =b"al.
3. (Lei do Cancelamento) Sea - b =a - ¢, entio b = c.

Seb-a=c-a,entio b =c.

Demonstragao
1. Observe, inicialmente, que x = a! - b é uma solugdo de
a-x =b, pois
a-x=a-(a'-b); pela definicdo de x
=(a-al'). b;pelo axioma G1
= e - b; pelo axioma G3

= b; pelo axioma G2

Agora, a solug¢do € tnica, pois dada qualquer solu¢iao y € G,
temos
a-y=b = a'-(a-y)=a'.b;multiplicando por a”!
= (a'-a)-y=a'.Db; peloaxioma G1
= e-y=a"!- b;pelo axioma G3

= y=a'- b; pelo axioma G2

2. Observe que b™'. a! satisfaz o axioma do elemento inverso
paraa- b:
(@a-b)y- (b alYy=a-(b-b").a';peloaxioma G1

=a-e-a';pelo axioma G3

(a-e)-a'; pelo axioma G1
=a - a'; pelo axioma G2

= e; pelo axioma G3.
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Faca, como sua primeira atividade desta aula, a demonstracio de

(b'.a'). (a.b)=e.

ATIVIDADE

usada.

AULA H

1. Prove que (b7 . a') . (a . b) = e, justificando cada igualdade

Assim, provamos que (a. b). (b'.a") = (b".a™'). (a. b) = e. Logo,

pela unicidade do elemento inverso, temos que (a . b)™" = b . a™.

3. Temos
b =e. b; pelo axioma G2
= (a’. a) . b; pelo axioma G3
=a'. (a.b);pelo axioma G1
=at. (a.c); pela hipotese
=(a'.a).c pelo axioma G1
=e. c; pelo axioma G3

= ¢; pelo axioma G2.

Portanto, provamos que b = c.

ATIVIDADE

queseb.a=c.a entdo b =c.

2. Prove a segunda parte da lei do cancelamento, ou seja, prove
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Vamos ver, agora, duas defini¢des muito importantes.

DEFINICAO 2 (GRUPO ABELIANO)

Um grupo G é chamado de grupo abeliano (ou, grupo comutativo)

sea-b=0b-a paratodoa, b € G.
Observe que se G é um grupo abeliano, entdo (a - b) ' =a?- b

Prove isso como sua proxima atividade.

ATIVIDADE

3. Prove que se G é um grupo abeliano, entdo (a - b)) =at - b\

DEFINIGAO 3 (GRUPO FINITO)

Um grupo G é chamado de grupo finito, quando G contiver um
numero finito de elementos. Neste caso, a ordem de Gl, denotada por
IGl, é o nimero de elementos de G. Quando G #ndo é um grupo finito,
dizemos que G é um grupo de ordem infinita, ou seja, isto ocorre quando

o grupo G contém infinitos elementos.

Vamos aos exemplos.

Exemplo 3

Como a operagio de adicdo dos niimeros inteiros é comutativa,
entio (Z, +) é um grupo abeliano. Veja que (Z, +) é um grupo de ordem

infinita, pois Z contém uma quantidade infinita de elementos.
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Exemplo 4

Como a operagio de adigdo das classes residuais modulo 7 é

AULA H

comutativa, entdo (Z , +) é um grupo abeliano. Veja que (Z , +) ¢ um grupo

finito, pois Z = {0, 1,..., 27— 1} contém uma quantidade finita de elementos,

a saber, (Z , +) é um grupo de ordem 7. Denotamos isso por | Z | =n.
n n

Exemplo 5

Observe que (Z, -) o conjunto dos numeros inteiros munido da

operagdo de multiplicagdo ndo forma um grupo, pois o axioma G3, do

elemento inverso, nio € satisfeito. Por exemplo, o ntimero inteiro 2 nao

possui inverso multiplicativo, isto é, no existe inteiro a tal que 2 . a = 1.

Exemplo 6

ATIVIDADE

4. Prove que (Q, +) o conjunto dos niimeros racionais munido da
operacao de adicao é um grupo abeliano de ordem infinita.

De um modo geral, se (A, +, -) é um anel, entdo (A, +) é um grupo

abeliano. A correspondéncia entre os axiomas de anel e os de grupo é

€como segue:

Al
A3
A4
A2

1T177¢

Gl
G2
G3

Condicao de grupo abeliano
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No entanto, em geral, (A, -) ndo é um grupo. Ese A* = A -{0,},

mesmo (A*, +), em geral, nao é um grupo. Como mostra o Exemplo 35,

(Z,-) e (Z*,-) ndo sdo grupos, pois o axioma G3 ndo € satisfeito.
Exemplo 7

Temos que (Q%, -), o conjunto dos niimeros racionais nio-nulos
munido da operagio de multiplicacdo, é um grupo abeliano de ordem

infinita. Pois, como (Q, +, ) é um corpo, entdo, dos axiomas satisfeitos

pela operagio de multiplicagio, temos que (Q*, -) é um grupo abeliano.
a
b

7 € O*. Como Q* é um conjunto infinito, segue que (Q, -) é um grupo

de ordem infinita.

O elemento neutro é 1 e o elemento inverso de — € Q* é o elemento

Exemplo 8

De um modo geral, se (A, +, -) ¢ um corpo e A* = A - {0,}, entdo
(A*, ) é um grupo abeliano. A correspondéncia entre os axiomas de anel

e os de grupo é como segue:

A5 & Gl
A7 <> G2 (Vejaque,e=1,.)
Condicao de corpo (todo elemento ndo-nulo é invertivel) <> G3

A6 <> Condigido de grupo abeliano

Observe que, mesmo que (A, +, -) seja um corpo, (A, ) ndo é um

grupo. Pois, como 0, € A, entdo
0,-1,=0,71,

e, portanto, o axioma G2 nio é satisfeito.

Exemplo 9

Dado o anel (Z , +, ), seja Z", = {a € Z | mdc(a, n) = 1}. Entdo,
(Z" , -) é um grupo abeliano de ordem finita. Vamos verificar os

axiomas.



G1. Como (Z , +, -) € anel, entdo ja sabemos que a operagao de
multiplicagio de classes residuais é associativa.

G2.Como 1 € Z" , esse ¢ o elemento neutro: a.1=1.a=a.

G3. Sabemos, da Algebra I, que a € Z ¢ um elemento invertivel
se, e somente se, mdc(a, n) = 1. Portanto, todo elemento a € Z ¢
invertivel.

Grupo abeliano: como a operagao de multiplicacao de classes
residuais é comutativa, segue que (Z” , -) ¢ um grupo abeliano.

Grupo finito: Como Z ¢ um conjunto finito, entdo Z* também

é. Logo, ( Z" , -) € um grupo finito.
Exemplo 10

Se p for um niimero primo entdo Z°, = {a € Z | mdc(a, p) = 1}
= {T,..., p — 1}. Portanto, (pr, -) € um grupo abeliano finito de ordem

1Z" | =p-1.

Observacao

Vamos desenvolver a notagdo cldssica para as poténcias de
a € G, onde G é um grupo. Temos:

a’ = e, o elemento neutro de G,

a'=a.a'=a". a,ninteiroe n > 1;

a”’ = (a')n, n inteiro e n > 1.
Nestas condi¢oes, vale que
a"ii’ﬂ = am an

a™ = (a™)", para todos os inteiros 7 e n.
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ATIVIDADES FINAIS

1. Seja G um grupo. Prove que a equacdo x - @ = b admite uma Unica solu¢do em

G, asaber, x=b-al.

2. Seja G um grupo. Dado a € G, prove que (a7')! = a.

RESUMO

Nesta aula vimos a importantissima nocao de grupo. Vimos que se G for um
conjunto ndo-vazio munido de uma operacdo binaria * , entdo (G, ) sera um
grupo se os trés axiomas:

G1. A operacao for associativa: (a-b).c=a . (b-c), paratodoa, b, c € G;

G2. A operacao tiver um elemento neutro: existe um elemento e € G, tal que

a-e=e-a=a,paratodoa € G;

G3. Todo elemento de G possuir um elemento inverso: para todo a € G, existe

um a' € G, talque,a-a'=a'-a=e.

O grupo G é abelianose a-b =b -aparatodoa, b € G. E, também, o grupo G

é finito se G for um conjunto finito.

Vimos, também, muitos exemplos e algumas propriedades iniciais sobre os grupos.
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RESPOSTAS COMENTADAS

Atividade 1
Temos que

(b'-a')-(a-b)=b"-(a-a)- b;pelo axioma G1
= b e - b; pelo axioma G3

= (b e) - b; pelo axioma G1

b™' - b; pelo axioma G2

e; pelo axioma G3.

Atividade 2
Temos

b =0b - e; pelo axioma G2
=b-(a-at); peloaxioma G3
=(b-a) - a?';pelo axioma G1
=(c-a) - a'; pelo hipbtese
=c-(a- a'); pelo axioma G1
= ¢ - ¢; pelo axioma G3
= ¢ ; pelo axioma G2.

Portanto, provamos que b = c.

Atividade 3
Basta observar que

(b-a)' =b"- a'; pela proposicdo 1.2

=a'- b™'; pela comutatividade da operagao.

Atividade 4

Como (Q, +, -) é um anel, entdo, dos axiomas satisfeitos pela operacdo de adi¢ao,
temos que (Q, +) é um grupo abeliano. O elemento neutro é 0 e o inverso aditivo

a . S -a
de—¢€ Q é o elemento simétrico —

b b
que (Q, +) € um grupo de ordem infinita.

€ Q. Como Q é um conjunto infinito, seque
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Atividade Final 1
Observe, inicialmente, que x = b - a' é uma solucdo de x - a = b, pois
x-a=(b-a') a; peladefinicdo de x
=b.(a'- a); pelo axioma G1
= b - ¢; pelo axiona G3
= b; pelo axioma G2.
Agora, a solucdo é Unica, pois dada qualquer solucdo y € G, temos
y-a=b = (y-a)-a'=b.a"';multiplicando por g
= y.(@a-a")=b.a';peloaxioma G1
= y.e=b.a';pelo axioma G3

= y=b.a"; pelo axioma G2.

Atividade Final 2

Daequagdoa.a'l= a'l. a=¢ segue que o elemento a faz o papel de um elemento

inverso de al. Logo, pela unicidade do elemento inverso, segue que (a!)!= a.

164 CEDERJ



AULA

Mais exemplos de grupos

Apresentar exemplos importantes
de grupos.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:

¢ |dentificar as propriedades que caracterizam
um grupo.

® Reconhecer exemplos importantes de grupos.

S
N
<+
D
i ®

O

Vocé vai precisar dos conhecimentos
desenvolvidos em Algebra | e na Aula 12.
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O conceito de grupo se tornou tdo importante na Matematica devido a
identificacdo dessa estrutura algébrica em tantas areas diferentes da propria
Matematica e de outras ciéncias. Nesta aula, vamos estudar exemplos
importantes de grupos vindos de diferentes areas da Matematica.

Vamos iniciar retomando um exemplo da aula anterior que ressalta o
conceito de tabela de multiplicacdo de um grupo. A tabela de multiplicacdo
explicita todos os produtos de dois elementos do grupo e, portanto, define

completamente a operacdo do grupo.

Exemplo 1

Considere Z; = {a € Z, | mdc(a,5) =1} = {1, 2, 3, 4} Vimos, na

aula anterior, que (Z, -) é um grupo abeliano finito de ordem 4. Sua

X

tabela de multiplicacdo é dada pelo esquema a seguir:

el Rl
[NSTR )
[OST OS]
ENEEY

(@8]

RN O T S Tl | X
N L
(S TRV
Do A =
=1 Do W

Contamos as linhas a partir da primeira linha abaixo do simbolo x
e contamos as colunas a partir da primeira coluna a direita de x. Assim,
o elemento situado na segunda linha e na terceira coluna é o valor 1,
que representa o produto 2 - 3. Portanto, a leitura que fazemos é 2-3=1.

Da terceira linha e quarta coluna, temos 3 - 4 = 2.

Exemplo 2

Considere Z;={a € Z;|mdc(a, 8) =1} = (1,3, 5, 7}. Sabemos que
(Zg, .) ¢ um grupo abeliano finito de ordem 4. Sua tabela de multiplicacao

¢ dada pelo esquema abaixo:

—_1 | =
[OSTI N OST]
G | Gu
NN

o
~J!

IR T B
~J (O8]
“i —_1
[SSTRSVEENT!
— W G

Observe neste exemplo, curiosamente, que todo elemento é o seu

préprio inverso: 1-1=1,3-3=1,5-5=1e7-7=1.



Exemplo 3

O grupo das permutacoes de 3 elementos: S,. Denotamos por S,

o conjunto de todas as bijecdes de {1, 2, 3}, ou seja,

S, ={o:{1, 2, 3} > {1, 2, 3}l o é uma bijecao}.

Lembre-se de que uma permutac¢do de um conjunto é, exatamente,
uma bijecdo desse conjunto. Assim, cada bijecio o:{1, 2, 3} — {1, 2, 3}
representa uma permutacdo de {1, 2, 3}. Por exemplo, uma destas
permutacdes tem como valores: (1) = 2, 6(2) = 3 e 6(3) = 1. E usual,

em Algebra, representar uma permutacio da seguinte forma:

O =

1 2 3
5(1) 5(2) 5@3) |

Assim, a permutagio cujos valores sio o(1) =2, 6(2) =3 ec(3) =1

é representada por

123
c= .
231

A operagao que consideraremos em S, € a composi¢do de fungdes.
Como a composi¢do de duas bijecbes é uma nova bijecdo, essa operagio
esta bem definida em S.. Lembre que composicao de fungoes é definida da
seguinte forma: dadas duas bijecdes de S, 5,11 € S, entdo a composicao

con:{1,2,3} > {1, 2, 3} é definida por
con(i)=ceo(n())parai=1,2, 3.
Geralmente, denotamos o ° 1 simplesmente por on e chamamos

esta operacao de uma multiplicacao em S.. Dizemos que om é o produto

de & por n. Por exemplo, dadas as permutag¢des

123 123
c= en= '
231 132

entio, o produto on é dado por

123|123 123
’rl: = .
231)1132 213
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Caso vocé nao tenha compreendido o resultado final, lembre-
se de que, como a operacdo é a composi¢ao de fungdes, ela deve ser
realizada da direita para a esquerda. Por exemplo, da permutagio
n temos: N:1—>1 e, da permutagio o temos: c:1—2. Portanto, para a
permutagio on temos: on:1—->1-2, ou seja, on:1-2. Assim, o calculo

completo de on é dado por:

on:1-1-52;
on:2—>3-1;

on:3—>2-3;

o que nos da o resultado final

123
on = .
213

ATIVIDADE

1. Faca o produto inverso nc para as permutacdes anteriores

123 123
c= en= .
231 132

Vocé deve ter obtido o seguinte resultado:

123
no = .
321

Observe que

123) (123
no = 7 = on,
321) (213

portanto, esta operagao de multiplicagdo em S, ndo é comutativa.
O elemento neutro da operacao de composicdo de funcdes é a
funcao identidade. Neste caso, em S, o elemento neutro é representado

pela permutacdo



123
I= .
123
Veja também que, como o conjunto {1, 2, 3} tem 3 elementos,

entdo, existem 3! = 6 bije¢des possiveis de {1, 2, 3}. Logo, S, tem 6

elementos, a saber,

¢ _[123)(123)(123) (123) (123] (123
P l1230123101312 11323211213

Na préxima atividade, vamos mostrar que S, é gerada pelas duas

permutagdes seguintes:

[1 2 3} [1 2 3]
o= ef= .
231 132

ATIVIDADE
' 2. Denotando por o e B as duas permutacdes anteriores, mostre que

- 123’_ d.Ba=]23;
312 321

b.OL3= ]23 =I; e_Ba2= ]23;
123 213
123 123

c.pr= =/ fap= = Bo2.

P {123] op [ZISJ pa

Portanto, S, pode ser escrito como

S3 = {19 ol aZ’ B: Baa Baz}'

Na aula anterior, vimos o conceito de grupo abeliano, ou seja, um
G que satisfaz a propriedade comutativa: a- b=b - a paratodoa, b € G.

Vejamos, agora, o conceito de grupo nao-abeliano.
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DEFINICAO 1 (GRUPO NAO-ABELIANO)

Um grupo G é chamado ndo-abeliano se G nido satisfizer a
propriedade comutativa, ou seja, se existirem a, b € G tais que a . b #
b.a.

Podemos, agora, enunciar o resultado que buscamos, nosso

primeiro exemplo de grupo nio-abeliano.

Proposicao 1

Conforme as notagdes anteriores, S, = {I, a, o, B, Bot, Bor’}, munido
da operagido de composi¢io de fungdes, é um grupo nio-abeliano finito

de ordem 6.

Demonstracdo
Primeiramente, observe que ja que uma permutag¢io é uma bijecio
e a composicdo de duas bijecdes é outra bijecdo, entdo, a operagio esta

bem definida. Vamos, agora, verificar os axiomas.

G1. Como a composicdo de funcdes é associativa, entido, a

operagdo em S, € associativa.

G2. O elemento neutro da composi¢do de fungdes é a fungio
123

identidade, que é representada, em S,, pela permutacao I =
123

G3. Dada uma bijecdo, o elemento inverso é representado pela
sua funcio inversa.
Na Atividade 3, vocé sera convidado a determinar o elemento

inverso de cada elemento de S,.

Por fim, observe que a operagdo em S, ndo é comutativa, pois

como vimos na Atividade 2,

123 123
- -

= af.
321) (213

Bo. =

Portanto, S, é um grupo nao-abeliano.



ATIVIDADE

. 3. Construa a tabela de multiplicacdo do grupo S, e identifique o elemento

inverso de cada elemento de S,.

Y
™ |

Exemplo 4

Seja GL,(R) o conjunto das matrizes quadradas de ordem 2

invertiveis com elementos em R, isto é,

ab

JR) {Cd

];a,b,c,deRead—bciO.

Em GL,(R), consideramos a opera¢do de multiplicagdo de
matrizes. Do curso de Algebra Linear, sabemos que o produto de
matrizes invertiveis é uma matriz invertivel e, portanto, a operacao de
multiplicacio de matrizes estd bem definida em GL,(R). Ja sabemos,
também, que a multiplicagio de matrizes é associativa e, assim,
o axioma da associatividade em GL,(R) ja fica automaticamente

satisfeito. O elemento neutro é dado pela matriz identidade,

- 10,
01

ab
e o elemento inverso da matriz A = e GL,(R) é dado pela conhecida

cd

férmula do seu curso de Algebra Linear,

] 1 [d-b
At=_ - .
ad—bc[_c a]

Também ¢ facil ver que GL,(R) é um conjunto infinito, ja que

aO,aiO
01

¢ um conjunto infinito de matrizes invertiveis, pois

det a0 =a=0.
01
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Portanto,

a0 € GL,(R) para todo a # 0

01

Assim, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2

GL,(R), munido da opera¢ao de multiplicacao de matrizes, ¢ um
grupo infinito nao-abeliano.
Na préxima atividade, vocé ird mostrar que o grupo GL,(R) é

nio-abeliano.

ATIVIDADE

4. Mostre que a operacdo de multiplicacdo de matrizes em GL,(R) ndo é
comutativa. Para isso, vocé devera encontrar duas matrizes A, B € GL,(R)
tais que AB # BA.

Exemplo 5

O grupo das simetrias do tridngulo eqiiilatero: D . Vamos estudar,
agora, um grupo formado por transformagdes geométricas estudadas
no curso de Algebra Linear II. Trata-se de um grupo de transformagoes
que mantém o triangulo eqiiilitero da Figura 13.1 invariante, ou seja,
que transforma o triangulo eqiiildtero nele mesmo. Vamos considerar
que o lado BC é perpendicular ao eixo-x e a origem O é o baricentro
do tridngulo ABC. Portanto, nestas condic¢des, as transformacoes do
triangulo nele mesmo sao compostas pela funcdo identidade, por algumas
rotagdes em torno da origem e por certas reflexdes. Vamos descrever

cada uma dessas transformacoes.
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QS
=

Figura 13.1: Tridngulo equilatero.

Vamos denotar o tridngulo ABC da Figura 13.1 por A. As
transformacdes que estamos procurando sio da forma T: R? — R? com
T(A) = A.

Inicialmente, a fun¢io identidade, I: R? — R?, claramente

mantém o tridngulo A invariante, ou seja, I(A) = A, como ilustra a figura

AN
P

C C

a seguir.

Figura 13.2: A transformacéo identidade.

Depois, a rota¢ao de 120°, ou 27/3 radianos, em torno da origem,
também deixa o tridngulo A invariante. Retomando a notagio do curso
de Algebra Linear II, denotamos por R = R, , esta rotagdo. Portanto,

temos R =R, . : R* - R? com R(A) = A, como ilustra a Figura 13.3.
¥ ,

B

ﬁ 4 C

C B

Figura 13.3: A rotacdo R =R, ..
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O mesmo acontece com a rotacao de 240°, ou 4n/3 radianos,
em torno da origem. Considerando a operacio de composi¢do de

funcoes, temos:

R,,=R,,°R, =R

= o
4n/3 2m/3

Assim, esta rotagdo satisfaz R* = R, . : R> > R* com R*(A) = A,
A Figura 13.4 ilustra essa transformacio.

y 2 _ y
B /R% c

Figura 13.4: Arotacdo R*=R

4n/3°

Observe que, aplicando a rotagdo R = R, . mais uma vez, obtemos
TU
a fun¢io identidade:
3 _R2 — — — —
R’ =R’R = R4r£/3 ° RZT(/3 - R61'r/3 - RZT( =L
Outro tipo de transformagdo que mantém o tridngulo equildtero
invariante sdo as reflexdes do plano em torno das retas mediatrizes do

tridngulo. Denotamos estas retas por r, 7, e 7., como indica a Figura

13.5. Observe que a reta mediatriz r, coincide com o eixo-x.

oy

Q

Figura 13.5: As retas mediatrizes do tridngulo equilatero.

174 CEDERJ



Denotamos por F:R? — R? a reflexao em torno do eixo-x. Assim,

temos F(A) = A. A Figura 13.6 ilustra essa transformacao.

IO
B B

c B

Figura 13.6: A reflexdo F em torno do eixo-x.

Observe que, aplicando a reflexdo F mais uma vez, obtemos F* =
F o F = 1. Aplicando a composi¢do FR = F o R , obtemos exatamente a

reflexdo em torno da reta mediatriz r,, como indica a Figura 13.7.

Bli A/x
B

c B A "

-_— R

Figura 13.7: Rotacdo R seguida da reflexao F.

Assim, a reflexao em torno da reta mediatriz 7, pode ser representada
por FR*: R? - R? com FR(A) = A. Novamente, temos (FR)? = L.

el

Figura 13.8: A reflexdo FR em torno da reta mediatriz r,.

C

N
Y
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Analogamente, aplicando a composi¢cao FR? = F o R?, obtemos
a reflexdo em torno da reta mediatriz r,, como indica a Figura 13.9.

Assim, essa reflexdo satisfaz FR? : R? - R? com FR? (A) = Ae (FR?*)? = L.

3

\/0 x 9] x

c C

Figura 13.9: A reflexdo FR? em torno da reta mediatrizr,.

Denotamos por D, o conjunto dessas seis simetrias do tridngulo

equilatero:

D, = {I, R, R, F, FR, FR?.

Assim, munindo o conjunto D, com a operagdo de composicao de

fun¢oes, obtemos o grupo das simetrias do tridngulo eqiiilatero.

Proposicao 3

Com as notagdes anteriores, D, = {I, R, R?*, F, FR, FR?}, munido
da operagdo de composi¢io de fungdes, é um grupo nio-abeliano finito
de ordem 6.

Na préxima atividade, vocé serd convidado a mostrar que D, é

um grupo nao-abeliano.

ATIVIDADE

5. Mostre que RF = FR? e, portanto, RF = FR. Conclua que D, é um grupo
ndo-abeliano.
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Em nosso tdltimo exemplo desta aula, vamos estabelecer que o

produto cartesiano de dois grupos também tem uma estrutura de grupo.
Exemplo 6

Sejam (G, -) e (H, *) dois grupos. Vamos considerar o produto
cartesiano G x H munido da seguinte operacdo:

(a,b,) ®(a,b,)=(a,-a,,b, *b,) paraa,a, e Geb,b, € H.

O elemento neutro dessa operagdo sera (e, e,) € G x H,onde e,
e e,, sao os elementos neutros de G e H, respectivamente, e o elemento
inverso de (a, b) € G x H é dado por (a”!, b™!). Nessas condi¢des, temos

o seguinte resultado:

Proposicao 4

Com as notagdes anteriores, temos que (G x H, ®) é um grupo

chamado produto exterior de G e H.

ATIVIDADES FINAIS

1. Construa a tabela de multiplicacdo do grupo D, e identifique o elemento inverso

de cada elemento de D,.

2. Construa a tabela de multiplicacdo do grupo Z, Z4’f onde Z:é o grupo multiplicativo

dos elementos invertiveis de Z,. Depois, identifique o elemento inverso de cada

elemento de Z,% Z,.
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RESUMO

Nesta aula, estudamos os grupos multiplicativos (Z, -) e (Z, -). Eles sdo grupos finitos
e abelianos. Depois, estudamos o grupo {S3 =1, o, 0%, B, Ba, Ba?} das permutacoes
do conjunto {1, 2, 3}. Esse grupo é finito e ndo-abeliano. No exemplo seguinte,
estudamos o grupo GL(R) das matrizes invertiveis de ordem com elementos em R.
Esse grupo é infinito e ndo-abeliano. No exemplo seguinte, estudamos o grupo
D,={/, R, R, F, FR, FR?} das simetrias do tridngulo equilatero. Esse grupo também é

finito e ndo-abeliano. Por fim, vimos o produto exterior G x H dos grupos G e H.

RESPOSTAS

Atividade 1

O produto

[723][723]
ne =
1321231

é dado por

no:1->2-3;

nc:2-»3-2;

no:3->1->1.

Portanto, temos
1231|123 123
no = = .
132|231 321

Atividade 2

Temos:

5 123|123 123
aoa =a-o= = ’
2311231 312
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b.a3=a2_a{us][zzz}:[uz]:l;
312|231 123
1231|1123 123
. 2 = . = = =|,
CP=p-p [732}[732] [723]
d.Ba=[723H723]=[723}
1321231 321
eBa2=B.a2=[723][723]=[723};
132312 213

123|123 123 ,
aB=[23,J[]32}=[2]3]=Ba-

Atividade 3

Queremos completar a seguinte tabela:

x / o o? B Ba Po?

Efetuamos os produtos da tabela acima e identificamos os resultados com os

elementosde S, ={l, o, 0% B, Ba, fa?} . Por exemplo,

123|123 123
a'Ba=[237][227J=[732J=B
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Assim, obtemos a seguinte tabela de multiplica¢ao:

x / o o? B Ba Po?
/ / o o? B Ba Po?
o o o? I B2 B Pa
o? | o / o Pa Pz B
Ba Pz [ o o?
Ba | pa Po? B o? / o
Ba? | B B Pa o« o? /

Podemos observar que os pares de elementos inversos sdo

o aoa BoB; Ba o Bo; fa? <> Pal.

Atividade 4

Temos de encontrar duas matrizes invertiveis que ndo satisfacam a propriedade
comutativa. Existem infinitas possibilidades e, como vamos apresentar aqui apenas
uma delas, é bem provavel que a sua resposta seja diferente desta. Para isso,

considere as matrizes

A=

71 10
,B= GL, (R).
OIJ [7 IJE 2(R)

Temos os seguintes produtos:

11f1rol (21

o1l 1| 11

aac| Ol ]|
111001 12

Como

21 11
i I
11 12

temos, entdo, que AB = BA, ou seja, essas matrizes ndo satisfazem a propriedade

AB =

comutativa.
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Atividade 5

Aplicando a composicdo RF =R F, veja que obtemos exatamente a reflexdo em

torno da reta mediatriz r3, como mostra a Figura 13.10.

N T DT
-

C B

Figura 13.10: A composicdo RF é igual a reflexdo FR? em torno da reta mediatriz r,.

Portanto, temos que RF = FR?. Como FR ¢é a reflexdo em torno da reta mediatriz
r,, temos reflexdes diferentes FR? = FR . Logo, RF # FR . Em particular, como o

par R e F ndo satisfaz a propriedade comutativa, isso nos diz que D, € um grupo

nao-abeliano.

Atividade Final 1

Queremos completar a seguinte tabela:

X / R R? F FR FR?

RZ

FR

FR?
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Efetuamos os produtos da tabela acima e identificamos os resultados com os
elementos de D, ={/, R, R?, F, FR, FR?}. Para isso, vocé pode usar as relacdes R* = |,

F? =1e RF = FR? . Por exemplo, podemos calcular o produto R - FR :
R - FR = (RF)R, pois a operacdo é associativa;

= (FR?)R, pois RF = FR%

=F - R3, pois a operacdo é associativa;

=F.l, poisR3=1;

= F, pois | € o elemento neutro.

Também podemos obter esse resultado geometricamente:

y y

TN TN
B B B

Assim, obtemos a seguinte tabela de multiplicacao:

X / R R? F FR FR?

/ / R R? F FR FR?

R R R? / FR? F FR

R? R? / R FR FR? F

F | F FR F? | R R

FR FR FR? F R? / R

FR | FR  F FR R R |

Podemos observar que os pares de elementos inversos sdo

lo,RoREFo F, FR o FR; FRZ & FR2
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Atividade Final 2

Temos que ZZ ={a eZ,| mdc(a, 4) =1} ={1, 3}. Entéo,
Z,xZ,=1{(1,1),(1,3), 3 1,3 3

Veja que a operacdo em Z,xZ, é dada por
(a,b)-(c,d)=(a-c b-d).

Por exemplo,

(1,3).(3,3)=(1.3,3.3)=(3,1).

Operando dessa forma, obtemos a seguinte tabela de multiplicacéo:

x |0 (1.3 @1 (B3
an|an @3 30 G3B3
1,313 a7 &3 G0
GN|En B3 a1 13
3333 E&Nn 10,3 a0

Como o elemento neutro de Z; x Z, é (1, 1), podemos observar que cada elemento

X X, , ..
de Z,xZ, é seu proprio inverso:

LN 1,1,3)o1,3);38 03B, 1);3 3) @3 3).
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Subgrupos
e grupos ciclicos

Meta da aula

Apresentar os conceitos de subgrupo e
de subgrupo ciclico.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
¢ |dentificar as propriedades que caracterizam um subgrupo.
e Apresentar exemplos de subgrupos.

e |dentificar as propriedades que caracterizam um grupo
ciclico.

e Apresentar exemplos de subgrupos ciclicos.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre anéis
e ideais, desenvolvidos em Algebra |
e nas Aulas 12 e 13.



Algebra Il | Subgrupos e grupos ciclicos

INTRODUCAO

186
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Nas duas aulas anteriores, desenvolvemos o conceito de grupo e estudamos
varios exemplos. Vocé deve ter notado que vimos alguns exemplos de grupos
contidos em outro grupo maior. Por exemplo, o grupo (Z, +), dos nimeros
inteiros com a operacao de adicdo, esta contido no grupo (Q, +) dos nimeros
racionais com a operacado de adicdo. Da mesma forma, (Q, +) esta contido em
(R, +) que, por sua vez, esta contido em (C, +). Esta é a importante nocao de
subgrupo.

E relevante observar que, quando dizemos que o grupo (Z, +) esta contido
no grupo (Q, +), queremos dizer ndo s6 que um conjunto é subconjunto do
outro, Z c Q, mas também que a operacao de adicdo (+) entre dois nUmeros
inteiros, a e b, produz o mesmo resultado a + b que na situacdo em que ae b
sd0 vistos como elementos do grupo (Q, +). Assim, ndo podemos dizer que 0
grupo multiplicativo (Q’, -) esta contido no grupo aditivo (R, +), pois, apesar de
Q'cR, asoperacoesa- bem(Q’, -)ea +bem (R, +) ddo resultados diferentes
para os mesmos a, b € Q. Por exemplo, 1-1=1e 1+ 1=2. Portanto, para
gue um grupo seja um subgrupo de outro grupo, vamos exigir nao sé que um
conjunto esteja contido no outro mas, também, que suas operacdes coincidam

nos elementos que sao comuns aos dois conjuntos.

DEFINICAO 1 (SUBGRUPO)

Sejam (G, ) um grupo e H um subconjunto nio-vazio de G.
Dizemos que H é um subgrupo de G se H, munido da operacdo - do
grupo G, for um grupo, ou seja, se (H, -) for um grupo.

Veja que a operagdo - ja é associativa em G, logo, ela ja satisfaz
a propriedade associativa para os elementos de H. Portanto, as
propriedades a serem satisfeitas para que H seja um subgrupo de G sdo

dadas pelos seguintes axiomas.

SG1. H é fechado pela operagio de G, isto é,a- b € H para todo
a, be H.

SG2.e,e H.

SG3.Seae Hentioa'e H.

Se H é subgrupo de G, entdo denotamos H < G e, caso contrario,

denotamos H G.



Observacao
Dado o grupo G, entio {e.} e G sdo subgrupos de G, chamados
subgrupos triviais de G. Se H é um subgrupo de G, diferente de {e } e

G, entdo dizemos que H é um subgrupo préprio de G.

Exemplo 1

Pelas nossas observacdes iniciais, temos a seguinte seqiiéncia de
subgrupos:
(Z,*)<(Q, *) <R, ) <(C, ).

No entanto, (Q”, -) ndo é subgrupo de (R, *), ja que a operagio

de (Q’, -) ndo é a mesma que a de (R, +). Mas é verdade que

Q) <R, ) <(C, ).

Assim como temos critérios que facilitam verificar se um sub-
conjunto de um espaco vetorial é um subespacgo vetorial ou se um
subconjunto de um anel é um subanel, temos, também, um critério que
facilita verificar se um subconjunto de um grupo é um subgrupo. E o

que vamos fazer a seguir.

Proposicao 1 (Critério do Subgrupo)

Seja H um subconjunto nio-vazio de um grupo G. Entdo, H é um

subgrupo de G se, e somente se, a - b'e H para todoa, be H.

Demonstracao
(=) Vamos supor, inicialmente, que H é um subgrupo de G.
Queremos provar que a - b€ H para todo a, be H.

Assim, sejam a, be H. Temos

a,be H = b'e H pelapropriedade SG3 de subgrupo
= a-b'e H pelapropriedade SG1 de subgrupo,

e, assim, provamos o que queriamos, ou seja, que a - b€ H para todo

a,be H.
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(<) Nossa hipotese, agora, é que a - b€ H para todo a, be H.
Queremos provar que H é subgrupo de G, ou seja, que H satisfaz as
propriedades SG1 a SG3. Vamos provar primeiro a validade de SG2,
depois SG3 e, por fim, SG1.

SG2. Como H # @, existe um elemento a € H. Dai, temos

aeH = e,=a-a'e H pelahipétesecomb=a.

SG3. Seja x € H. Como ja sabemos que e, € H, entdo,

x,e,€ H = x'=e, - x"'eH pelahipotese coma=e_ e b=x.

SG1. Sejam x, y € H. Pela propriedade SG3, sabemos que y'e H.

Portanto, temos
x,y'e H= x-y=x-(y') e Hpela hipétese coma =x e b =y
Concluimos, assim, que H é um subgrupo de G.
Observacdo
Quando G for um grupo aditivo, (G, +), ¢ H um subconjunto
nio-vazio de G, a condi¢do a - b! € H se transformard em
a-be H,

ja que —b é o elemento inverso de b. Assim, nesse caso, temos

H<G & a-beH paratodoa,be H.
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ATIVIDADE

‘ 1. Dado o grupo aditivo (Z, +), mostre que nZ={kn |k € Z} é um subgrupo
de Z para todo inteiron > 1 .

Y
=

Exemplo 2
Seja D, = {I, R, R?, F, FR, FR?*} o grupo das simetrias do tridngulo
equildtero visto na Aula 18. Entdo

H, ={I,R,R} ¢ H,={I,F

sao subgrupos de D, . Isso é imediato pela aplicacao do critério do

subgrupo.

Exemplo 3

Considere o grupo (Z,, +). Vamos mostrar que H = {0, 2} é o
tnico subgrupo préprio de Z,. Se H for outro subgrupo préprio de
Z,= {0, 1, 2, 3}, entdo, teremos 1e Hou 3 e H. Caso seja 1le H, entio,

aplicando SG1, teremos

e, portanto, terifamos H = {0,1,2,3}= Z,, o que é uma contradigao, ja
que H ¢é subgrupo proprio de Z,.

Caso seja 3 € H, entdo, aplicando SG3, teremos
1_: —g eH 5
e, pelo argumento anterior, teriamos novamente que H = {(_), 1, E, 5} =Z

4

subgrupo proprio de Z,.
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Vamos desenvolver, agora, um importante tipo de subgrupos, que

sdo os subgrupos gerados por um unico elemento.

DEFINICAO 2 (SUBGRUPO GERADO POR UM ELEMENTO)

Sejam (G, +) um grupo e a € G . Definimos as poténcias de a:
0 —

a’=e,

a'=at-a sene’l,nz>1

a'=(a'y" seneZ,n<0.

Denotamos por < a > o conjunto de todas as poténcias de a, ou
seja,

<a>={a"\nel}.

Veremos, a seguir, que este conjunto é um subgrupo de G,
chamado subgrupo gerado por a. Dizemos, também, que a é um
gerador de <a>.

Quando G for um grupo aditivo, (G, +), entdo as poténcias de a
serdo, na verdade, os multiplos de a:

Oa = OG
na=mn-1)a+a se ne”/Z,n>1

na=(-n)(-a) se neZ,n<0,
e o subgrupo gerado por a se escreve como
<a>={na|nel}.
Proposicao 2 (O subgrupo gerado por a)
Sejam (G, -) um grupo e @ € G. Entdo < a > é um subgrupo de G.
Demonstragao

Vamos aplicar o critério do subgrupo. Sejam a”, a* € < a > dois

elementos, entao
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a-(@)'=a-at=a*e<a>,

0 que prova que < a > é um subgrupo de G.

Exemplo 4

Dado o grupo (Z, +), entdo nZ = {kn | k € Z = < n>}. Em particular,

27 = <2 >. Veja, também, que Z =<1 >.

Exemplo 5

Considere o grupo (Z,, +) do Exemplo 3. Entao H = 0,2} =<2 >.

Veja aqui, também, que Z, = < 1>.

Grupos, como Z ou Z,, que sdo gerados por apenas um elemento,

sa0 muito importantes e tém uma nomenclatura especial.

DEFINICAO 3 (GRUPO CiCLICO)

Um grupo G é chamado grupo ciclico se = G = < a > para algum
a € G, ou seja, G é gerado por um elemento. Neste caso, dizemos que

a é um gerador de G.

Observacao
Se G é um grupo ciclico, entio o gerador de G, isto é, o
elemento a € G tal que G = < a >, em geral, ndo é tnico. Por exemplo,

z

4=<T>eZ4=<§>.

Exemplo 6

Considere o grupo (Z , +), onde 7> 1 é um inteiro. Entio Z =<1 >,
n n

e, portanto, Z ¢ um grupo ciclico.
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ATIVIDADE

‘ 2. Determine se os grupos multiplicativos (Z;, -) e (Z*,, -) sdo grupos ciclicos.
Caso algum deles seja um grupo ciclico, determine seus geradores.

&
™ |

Para terminar esta aula, vamos enunciar um resultado que diz,
no fundo, que todo grupo ciclico é uma cépia de (Z, +) ou uma co6pia
de algum (Z , +). Para isso precisamos definir o conceito de ordem de

um elemento.

DEFINICAO 4 (ORDEM DE UM ELEMENTO)

Seja G um grupo e seja a € G . Se o subgrupo < a > for finito,
entdo dizemos que a ordem de a, denotada por ord(a), é o nimero de
elementos de < a >, ou seja, é igual a ordem de < a > . Agora, se < a > for

um grupo infinito, entdo dizemos que a ordem de a é infinita.

Observacao

1. Para o elemento neutro e de um grupo G, temos < e > ={e}
e, portanto, ord(e) = 1. Para qualquer outro elemento a € G
(a#e), temos ord(a) =>1.

2.Se G é um grupo ciclico com gerador a, G = < a >, entdo

ord(a) = |G| .

Exemplo 7

Considere o grupo aditivo Z, = {0, I, E, 5}. Pela observacao

anterior, ja sabemos que ord(0) = 1 . Agora,

<1>={0,1,2,3}=Z,;

45

<2>={0,2}; <3>=1{0,1,2,3}=Z,,
de onde concluimos que

ord(1)=4; ord2)=2 ord(3)=4
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ATIVIDADE

‘ 3. Determine a ordem dos elementos dos grupos multiplicativos ( Z%,-)

e(Zy,-).

8

™ |

Podemos enunciar, agora, o resultado mais importante deste

capitulo.

TEOREMA 1

Seja G um grupo e sejaa € G.

1. Se a for um elemento de ordem finita 7, entao # serd o menor
inteiro positivo que satisfaz a” = e . Mais ainda, < a > = {e, a,
a, ..,a"'}.

2. Se a for um elemento de ordem infinita, entio 4" # e, para
todo inteiro n # 0. Mais ainda, <a > ={..., a2, a', e, a, a%, ...}

e todas as poténcias de a serdo distintas.

CARACTERIZACAO DOS GRUPOS CiCLICOS

Futuramente vamos definir o conceito de isomorfismo de grupos de
modo muito semelhante ao que foi feito para os isomorfismos de espagos
vetoriais e para os isomorfismos de anéis. Isso significa que dois grupos
serdo isomoérficos quando um for uma cépia algébrica do outro.

Assim, se G for um grupo ciclico com gerador g, ou seja, G=<a >,
entdo o teorema anterior diz que teremos dois casos a considerar:

1. Se a for um elemento de ordem finita #, entdo G = {e, a, a2, ...,
a} e G sera isomorfico a Zn.

2. Se a for um elemento de ordem infinita, entdo G = {...,a 2, a', e,
a, a%, ...}, com todas as poténcias de a distintas, e G sera isomoérfico a Z.

Observacdo

Como conseqiiéncia da caracteriza¢do dos grupos ciclicos, temos

que todo grupo ciclico é abeliano.
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No entanto, a reciproca é falsa, ou seja, nem todo grupo abeliano
¢ um grupo ciclico. Por exemplo, o grupo multiplicativo Z;, € abeliano,

mas, como vocé provou na Atividade 2, ele ndo é um grupo ciclico.

ATIVIDADES FINAIS

é ciclico. Caso seja, determine seus geradores.

2. Determine se o grupo S, das permutacdes de 3 objetos, € ciclico. Caso seja,

determine seus geradores.
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RESUMO

AULA H

Nesta aula, vimos o conceito de subgrupo. Vimos que um subconjunto ndo-vazio

H de um grupo G é um subgrupo de G se satisfizer os seguintes axiomas:

SG1. H é fechado pela operacdo de G, isto é, a - b € H para todo a, b € H.

SG2.e,e H.

SG3.Seae Hentdoa'e H.

Depois, vimos o conceito de um subgrupo gerado por um elemento a € G, que

o subconjunto <a>={a" | n € Z} c G. Vimos que a ordem do elementoac G é a

ordem do subgrupo < a >. Em seguida, vimos que um grupo G é um grupo ciclico

se existir a € G tal que G = < a >. Nesse caso, dizemos que o elemento a é um

gerador do grupo G.

Por fim, vimos o importante teorema que diz que se G € um grupo e a € G,

entao:

1. Se a for um elemento de ordem finita n, entdo n sera o menor inteiro positivo
que satisfaz a"= e . Mais ainda, <a>={e, a, a* ..., a"'};

2. Se a for um elemento de ordem infinita, entdo a” # e para todo inteiro n #0. Mais

ainda, <a>={.., a?% a’, e a, a%...} e todas as poténcias de a serdo distintas.

RESPOSTAS COMENTADAS

Atividade 1

Pelo critério do subgrupo, basta verificar que a—b € nZ para todo a, b € nZ. Como

a, b € nZ, entdo existem k, m € Z tais que a = kn e b = mn. Assim,
a-b=kn-mn=(k-m)ne nz,

e, portanto, nZ é um subgrupo de Z.
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Atividade 2

Vamos considerar, inicialmente, Z, ={a € Z|mdc(a, 5)=1}= {1,5, §, 4}. Considerando

as poténcias de 2 € Z*,, temos:
@'=2 2r=402r=3 @r=1,
o que mostra que I, = <5>, ou seja, I, € um grupo ciclico. Mais ainda, ndo s6 o
elemento 2 é um gerador de Zx, o elemento 3 também é, pois
(3)'=3 3r=403r=2 ()'=1,
e, portanto, Z, =< 3 >.Mas, 4 ndo é gerador de Z¥, pois
@'=4; @r=1,4r=4 @'=1; ..,

ou seja, < 4>= {1_, Z} que é um subgrupo proprio de Zx.

No caso de Z, = {a € Z| mdc(a, 8) = 1} ={ .3, 5, }, temos
3)=3; 3=1(30=3 (3)\=1;..
(=5 (r=5 (=5 (5= 1.,
e
D=7 OP=7,0P=7 @ =1,..
Portanto, temos

<3>={1,3}, <5>={1,5}e <7>={1,7},

ou seja, todos subgrupos proprios de Zx,. Assim, Z*, ndo é um grupo ciclico.

Atividade 3

Considere Z¥. Ja sabemos que ord(T) = 1. Agora, dos calculos feitos na atividade

anterior, temos

<2>={1,2,3,8=2; <3>={1,2,3,8=1; <4>={1,4},

5

de onde concluimos que

ord2)=4; ord3)=4 e ord()=2.
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Seja, agora, Z*, = {1, 3,5, 7}. Ja sabemos que ord(1) = 1. Também, dos calculos

feitos na atividade anterior, temos
<3>={1,3}, <5>={1,5te <7>={1,7},
de onde concluimos que
ord(§) =2; ord(5_) =2 e ord(7) =2.

Observe que, como os elementos 3, 5 e 7 sdo seus proprios inversos em Z¥,

entdo eles sdo de ordem 2.

Atividade Final 1

Calculando as poténcias dos elementos de Z*, = {1, 2, 3, 4, 5, 6,} e aplicando

o Teorema 1, obtemos

2'=2 20=4 (2P=1 = ord(2)=3;

(3):=3; (32=2; (3°=6, (3*=4; (3°=5; (3°=1 = ordB)=6
@) =4 (42=2; (4°=1 = ord4 =3

G)=5 (52=4, (5°=6; (5)'=2 (5°=3; (6°=1 = ord(5=6
e

6)'=6; 6)2=1; = ord(6)=2

Portanto, como Z*, = {1, 2, 3, 4, 5, 6} é um grupo de ordem 6 e temos dois

elementos também de ordem 6, entdo segue que Z*, € um grupo ciclico com

I* =<3>=<5>,

ou seja, Z*, tem os geradores 3eb.

Atividade Final 2

Na Aula 18, vimos que S, = {/, o, o?, B, Ba, o’} com

“=[123j o 6[123).
231 132
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Pelos calculos, também feitos naquela aula, e aplicando o Teorema 1, temos

(a)1=(123j; a2=[123} 0@:{123J=/ = ordlo)=3;

231 312 123
(a2)1=[123]; <a2)2=[123}; <oc2>3=[123]=/ = ordlo)=3;
312 231 123

(B)W=[123]; BZ=[123]=/ —  ord)=2:
132 123

(Boc)’=[123}; (Ba)2=[123J=/ —  ord(Bo)=2;
321 123

(Boc2>1=[1 23]; (Boc2)2=[1 23j=/ —  ord(Bod) =2:
213 123

Como S, € um grupo de ordem 6 e todos os seus elementos tém ordem menor

que 6, entdo segue que S, ndo € um grupo ciclico.
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O Teorema de Lagrange

Meta da aula

Apresentar o Teorema de Lagrange
e suas consequéncias.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e |dentificar as condigdes do Teorema de Lagrange.
e Demonstra-lo.

e Apresentar suas conseqéncias.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos
sobre grupos das Aulas 11 a 13.
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Um problema muito estudado e bastante dificil na teoria dos grupos é a
determinacado de todos os subgrupos, de um grupo G. Uma forma de encarar
esse problema seria considerar todos os subconjuntos de G que contenham o
elemento neutro e, entao, verificar se satisfazem as condicoes de subgrupo. No
entanto, esta abordagem néo é nada pratica. Por exemplo, se um grupo G tiver 6
elementos, entdo o nimero de subconjuntos contendo o elemento neutro sera
25=132.Jase G tiver 10 elementos, entdo o numero de subconjuntos contendo
o elemento neutro serd 2° =516. Se G fosse um grupo infinito, entao teriamos
gue levar em consideracdo uma infinidade de subconjuntos de G.

No entanto, quando o grupo G for finito, teremos um importante resultado que
permitira reduzir enormemente o nimero de subconjuntos de G que podem
ser subgrupos. Trata-se do Teorema de Lagrange, que afirma que se H for um
subgrupo do grupo finito G, entdo a ordem de H dividird a ordem de G. No
caso de o grupo G ter 6 elementos, entdo basta considerar os subconjuntos
contendo a unidade com 1, 2, 3 e 6 elementos, que sdo os divisores de 6. Como
0s subconjuntos de 1 e 6 elementos, nesse caso, sao 0s subgrupos triviais, entao
basta considerar os subconjuntos contendo a unidade com 2 e 3 elementos.
Dentre esses estardo os demais candidatos a subgrupos do grupo G. Veja que,

assim, reduzimos enormemente a busca inicial.

Lembre-se de que o numero de subconjuntos contidos num
conjunto com n elementos é 2".
Por exemplo, o conjunto A = {a, b} possui 22 = 4 subconjuntos

a saber {a}, {b}, {a, b} e ®, onde ® é o conjunto vazio.

Observe que no caso de G ser um grupo com 6 elementos, o
numero de subconjuntos contendo o elemento é 2°-'=2°=32,
pois o elemento neutro é comum em todos os subconjuntos.

TEOREMA DE LAGRANGE

Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entdo, a ordem

de H divide a ordem de G.

Observacoes

1. Em linguagem mais simbdlica, o Teorema de Lagrange afirma
que, se G for um grupo finito e H < G, entdo |HI | IGI.

2. Atengdo, a reciproca do Teorema de Lagrange é falsa, ou seja,
em geral ndo é verdade que se um inteiro » dividir |Gl entdo G terd um

subgrupo H de G com |HI = m.



Exemplo 1

AULA H

Sabemos que S, = {I, a, o, B, Bo., Bo?}, com

1 2 3 1 2 3
o= efP= R
[2 3 1) (1 3 2]

¢ um grupo de ordem 6 e, portanto, seus subgrupos s6 podem ter
ordem 1,2, 3 e 6.

ATIVIDADE

1. Encontre subgrupos de S, de ordem 2 e 3.

Para demonstrar o Teorema de Lagrange precisaremos de um novo
conceito, o de classe lateral. Futuramente, as classes laterais também

serdo fundamentais para a construcdo dos grupos quocientes.

Definicao 1 (Classe Lateral)

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dado a € G, chamamos

de uma classe lateral (a esquerda) ao conjunto
aH={a.h|he H).
Observacao
1. Se G for um grupo aditivo, entdo denotaremos a classe
lateral aH por

a+H={a+hlbe H}.

2. Se e for o elemento neutro do grupo G, entdo eH = H. Mais

ainda, a € aH paratodoa € G.
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3. O conceito de classe lateral a direita é definido de modo andlogo;

€ o subconjunto de G definido por
Ha={h.alhe H},

onde H é um subgrupo de G e a € G. No entanto, nesta dltima
aula, nio trabalharemos com as classes laterais a direita.
Sua proxima atividade desta aula sera justificar a observacgio 2,

anterior.

ATIVIDADE

2. Seja e o elemento neutro do grupo G e seja H um subgrupo
de G. Mostre que:

a.eH = H;

b.a € aH paratodo a € G.

Exemplo 2

Vamos calcular as classes laterais do subgrupo H = {I, B} de
S, ={I,a,0?,B,Ba ,Bo?}. Estaremos usando a tabela de multiplicacdo

de S, vista na Aula 18:
o o B Ba  Po?

I

I o o B Ba  Po?
o o I B2 B Pa
o I o Po Pt B

B PBa Po2 I o o?
Ba | Po  Po* B o 1 o
Bo2| B2 B Po o o2 I

™ R R —|x

Assim, temos:
oH = ofl,p} = (o, o) = {0, Bo*};
o’H = o {I,B} = o’ [,0’B} = {0, Bou);
BH =B{L,B} = {BL.B*} = (B, ]} = H;
BoH = Bofl,B} = {(Bel, (Boup} = {Bo, 0’} = o H;
Bo’H = Bo {I,B} = {(Bo’)I, (Bo*)B} = {Bo’, 0} = oH.
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Observe que as classes laterais distintas, nesse caso, sio H, H
e 02H.

Vamos provar, agora, algumas propriedades sobre as classes
laterais. Estas propriedades tornario a demonstracio do Teorema de

Lagrange extremamente simples.

Proposicao 1 (Propriedades das Classes Laterais)

Sejam G um grupo finito, H um subgrupode Gea, b € G.

1. aH = bH se, e somente se, b . a € H.

2.Se aH N bH # O, entao aH = bH, ou, equivalentemente, se
aH # bH, entio aH N bH = D.

3. Todas as classes laterais tém |H| elementos, isto é, laH| = |HI

paratodo a€ G.
4. Existem elementos a,, a,, ..., a, € G, com a, = e, tal que

G=a HuaHU..UaH,

e a unido é disjunta.

Demonstragao
1. (=) Vamos supor, primeiramente, que aH = bH. Queremos
provar que b™' . a € H.
Sabemos que @ € aH = bH, logo, existe h € H, tal que
a=>b.h. Portanto,
b'.a=b".(b.h);poisa=b.h
=(bt.b).h
=e.h
=he H.

(&) Vamos, agora, supor que b . a € H. Queremos provar que

aH = bH.
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Vamos provar, inicialmente, a inclusio aH < bH. Como
b™ . a € H, entdo existe h, € H, tal que b™' . a = h,. Portanto,
a=b.h,.Seja, agora, a. h € aH, um elemento genérico de aH, com

b € H. Entao, temos

a.h=(0b.h).b;poisa=b.h,
=b.(h, .h).

Como H é subgrupo e b, h, € H, entdo b, . h € H e, portanto,
a.h=>b.(h .h)e bH.
Dali, segue que a.h € bH, para todo b € H, ou seja, aH < bH.

A inclusdo contréaria, bH C aH, é completamente andloga a anterior e

sera uma atividade para vocé. Portanto, segue que aH = bH.

ATIVIDADE

3.Prove que se b™!.a € H, entdo bH C aH.

2. Se aH N bH # O, entio existe g € aH N bH. Portanto,
g € aH e g€ bH. Dai, segue que existem b, b, € Htaisqueg=a.h e

g=b.h,,ouseja,a.h =b.h, Assim, temos

a.h,=b.h, = (a.h).b=(b.h).b"
= a=b.(h,.h™
= bl.a=b"'.(b.h,.h™"

= bl.a=h,.h".
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Como H é subgrupoe b, h, € H,entdo h,. h " € H e, portanto,
b .a=h,.h e H.Assim, pela propriedade 1 que acabamos de provar,

segue que aH = bH.

3. Lembre-se de que, para provar que dois conjuntos tém o mesmo
numero de elementos, precisamos mostrar que existe uma bije¢ao entre
estes conjuntos.

Considere a fun¢io f: H — aH definida por f(h) = a . h. Vamos
provar que esta fung¢io é bijetora. Pela propria defini¢ao de aH, ja vemos
que Im(f) = aH, ou seja, que f é sobrejetora.

Para provar que f é injetora, sejam b, b, € H tais que f(h,) = f(h,).

Queremos concluir que b, = b,. Assim, temos

= l’Jl = l’)z.

o que prova que [ é, de fato, injetora. Portanto, como f é uma
bije¢ao, entio aH e H tém o mesmo numero de elementos, isto €,

laH | = |HI.

4. Como a € aH, existem elementos a,, a,, ..., 4, € G, com
a,=e,talque G=aHuaHU..UaH. E, como cada duas classes
laterais coincidem ou sdo disjuntas, a unido G = ¢ H U a,HU ... ua H

pode ser considerada uma unido disjunta.

Exemplo 3

Dado o subgrupo H = {I, B} de S, = {I, o, &%, Bor, Bor’}, vamos
obter elementos a,, a,, ..., a, € S, = {I, o, o B, Pa, Po?} tal que

S,=aHuaHuU ...UaH seja uma unido disjunta.

Vimos, no Exemplo 2, que as classes laterais distintas, nesse
caso, sao

H={I, B}, oH = {0, fo?} e o’H = {a, fo?}.
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Entdo, podemos escolher a, = I, a,= 0 e a,= 0, e temos que

S,=HuoHuUo’H

¢ uma unido disjunta.

Estamos, agora, em condigdes de completar a demonstragio do

Teorema de Lagrange.

Demonstracdo do Teorema de Lagrange
Pela Proposicao 1.4, sabemos que existem 4, a,, ..., a, € G, com
a, =eg, tal que

G=aHUaHU aH U...UaH,

k
e a unido é disjunta. Como a unido é disjunta, o namero de
elementos de G € igual a soma do nimero de elementos de cada classe

lateral da unido, ou seja,
|Gl = la,Hl + la,HI + ... + la HI.
Agora, pela Proposi¢ao 1.3, sabemos que
la Hl = |HI paratodo i=1,2,..,k.
Fazendo as devidas substitui¢des na equagio anterior, temos

|Gl =la,HI +la,H| +...+la HI
= |Hl + |HI + ... + |HI; (k parcelas)
=k |HI.

Portanto, |Gl = kIH| com k um inteiro positivo, ou seja, |HI divide IGl.

Observe como esta demonstragio ficou extremamente simples. Isso
ndo quer dizer que o Teorema de Lagrange é facil de ser provado, significa,
simplesmente, que todo o trabalho duro foi feito anteriormente, neste
caso, na Proposicdo 1. Agora, o Teorema de Lagrange tem conseqiiéncias

importantes e muito elegantes. Vamos a elas!



COROLARIO 1

Sejam G um grupo finito e a € G, entdo a ordem de a divide a

ordem de G, isto é, ord(a)llGl.

Demonstracio

O subgrupo gerado por a, <a>, ¢ um subgrupo do grupo finito G.
Logo, pelo Teorema de Lagrange, temos que l<a>lllGl. Mas, como por
defini¢do, a ordem do elemento a é a ordem do subgrupo gerado por 4,

ou seja, ord(a) = I<a>l, segue que ord(a)llGl.

COROLARIO 2

Sejam G um grupo finito de ordem n e a € G, entdo a” = e.

Demonstracio
Seja m a ordem do elemento a. De acordo com o Corolério 1,
m | n, ou seja, existe um inteiro R, tal que n = km. Vimos, na aula
passada, que a ordem m de a é o menor inteiro positivo, tal que
a” =e.. Assim,
at=am = (am)* = (e,) = e.
O préximo corolario do Teorema de Lagrange é especialmente

elegante.

COROLARIO 3

Todo grupo de ordem primo é ciclico.

Demonstracio

Seja G um grupo de ordem primo p. Como p > 1, entdo existe
a€ Gcoma # e, Agora,comoa # e, entdo ord(a) > 1. Por outro
lado, pelo Corolario 1, ord(a)llGl, ou seja, ord(a) | p. Mas, como
p € primo, entdo seus Unicos divisores positivos sio 1 e p e, como
ord(a) >1. Assim, s6 resta a possibilidade ord(a) = p. Isto significa que
o subgrupo <a> gerado por a tem o mesmo numero de elementos
que G e, como <a> C G, segue que <a> = G, ou seja, G é um grupo ciclico.

Temos, agora, uma demonstragio muito simples do Pequeno

Teorema de Fermat.
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COROLARIO 4 (PEQUENO TEOREMA DE FERMAT)

Sejam p um nimero primo e g um inteiro tal que @ ndo divide p.

Entdo a”-' = 1(mod p).

Demonstracio

Vimos, na Aula 17, que
=tkeZ | mdck,p)=1)=(1,..., p—1)

¢ um grupo multiplicativo com |Z| = p — 1. Como a @ p e p é primo,

entdo mdc(a, p) = 1 e, portanto, a € Z. Logo, pelo Corolario 2,
@ =1,

o que significa que *~' =1 (mod p).

A demonstracio anterior pode ser generalizada para obter, agora,
uma demonstracido extremamente simples do importante teorema de

Euler. Lembre, da Aula 17, que

Zi={ae Z,| mdc(a,n)=1)

é um grupo multiplicativo finito. Sua ordem é denotada por ¢(#),

onde

(p(n)=| {keZ|1Sk<n e mdc(k, n)=1}|

é a fungdo de Euler, ou seja, @(n) é o nimero de inteiros
k, tais que 1 <k <n e mdc(k, p). Veja que no caso de um niimero primo
p, temos
P =] /eeZ|1</e<p e mdc(k, p)=1} |
= {1, 2,..., p-1} |
p—l.

COROLARIO 4 (TEOREMA DE EULER)

Sejam # > 1 um numero inteiro e ¢ um inteiro, tal que mdc(a, n)
= 1. Entdo 4°” =1 (mod #).

Observe que o Pequeno Teorema de Fermat é o caso particular do
Teorema de Euler em que 7 é um primo p. A demonstra¢io do Teorema

de Euler serd uma atividade final para vocé.
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ATIVIDADES FINAIS

AULA H

1. a. Calcule todas as classes laterais distintas do subgrupo H = {I, o, o} de
S, =1{L, a, o2, B, Bo., Por?}.

b. Obtenha elementos a,, a ,a, € S, =1L, o, 0% B, o, Bo?}, tal que

25 e

S,=aHuaHuU ...U aH seja uma unido disjunta.

2. Prove o Teorema de Euler.

RESUMO

O importante Teorema de Lagrange afirma que se G é um grupo finito
e H < G, entdo |H|||G]. Para provar esse teorema, foi preciso introduzir o conceito
de classe lateral (a esquerda), ou seja, o conjuntoaH ={a.h|h e H},onde H< G e
a € G. Depois, vimos varias consequiéncias do Teorema de Lagrange:

1. Se G for um grupo finito e 2 € H, entdo ord(a)llGl.

2. Se G for um grupo finitocom |Gl =7 e a€ G, entdo a” =¢,..

3. (Pequeno Teorema de Fermat) Se p for primo e a ®@ p, entdo a?~' = 1(mod p).

4. (Teorema de Euler) Se # > 1 for inteiro e mdc(a, n) = 1, entdo a*” =1 (mod #).
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RESPOSTAS COMENTADAS

Atividade 1

1 2 3
Como Bz[

e S, tem ordem 2, ja que PB? =1, entdo
13 ZJ ; jaque B

<B>={1, B}

sera um subgrupo de S, de ordem 2. Agora, como ¢ = (1 2 3) tem ordem 3,

. ~ 2 1
jaque o =1, entdo 3

<o >={l o, o%

sera um subgrupo de S, de ordem 3.

Atividade 2
a. Basta observar que e . b = b, para todo » € H. Dai,
eH={e.h|he H
={h|lbhe H};poise.h=h
= H.

b. Comoee H,entdoa=a.e € aH.

Atividade 3

Como b7'. a € H, entdo existe h, € H, tal que b'. a = h,. Portanto, a = b . h,

e, dai, b =a.h . Seja, agora, b. h € bH, um elemento genérico de bH, com
b e H. Assim,

b.h=(a.h™).b;poisb=a.h.

=a.(a.h™).

Como H é subgrupoe h, h € H, entdo h ' .h e H e, portanto,
b.h=a(h™.h)e aH.

Dai, seque que b, h € aH, paratodo b € H, ou seja, bH < aH.
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a. Pela tabela de multiplicacdo de S.,

x | I o o B Ba  Po?
I o o B Ba  Po?
o |a o I Bo> B Bo
o |o? 1 o Pa Poz P

B | B Pa Po? I o ol
Bo | Ba Po? B o | o
Bo?| Baz B Pa o o I

temos: oH =ofl,o,0%) = {ol, 0,0’} = o, 02,1} = H;
o’H = o’ {I,0,0) = {0, 0 ,0*} = {o*, I, 0} = H;
BH =B{l,a,0’} = (BI, Ba, Bor*} = {B, Bor, Bar’};
BoH =Bofl, 0,0’} = {(Bol, Boo, (Bojor’} = {Bor, Bor®, B} = BH;
Bo’H =Ba’ {I,0,0%} = {(Bo*)I, (Bo*)os,(Bor*)o’} = {Bor’, B, o} = BH.

Observe que as classes laterais distintas, nesse caso, sdo H e [SH.

b. Vimos, na parte a Atividade Final 1, que as classes laterais distintas sdo
H={l, o, o’} e BH = {B, BoL, Bor?}.

Entdo, por exemplo, podemos escolher a, =Tea, = B, e temos que
S,=HUPBH

é uma uniao disjunta.

Atividade Final 2

Como mdc(a, n) = 1, entdo ae Z*. Agora, Z* é um grupo de ordem ¢(n) e,

portanto, pelo Corolario 2, temos (a )‘P‘”)=I, o que significa que a*” = 1(mod #).
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Classes laterais
e 0 grupo quociente

Meta da aula

Apresentar os conceitos de classes laterais
a esquerda e classes laterais a direita, suas
propriedades, e 0 conceito de grupo quociente.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e |dentificar e calcular classes laterais.

e |dentificar em que condigdes uma operacdo se torna bem definida no
conjunto das classes laterais a esquerda.

e |dentificar as caracteristicas de um grupo quociente.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos
sobre grupos das Aulas 12 a 15.
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INTRODUCAO

214 CEDERJ

Na aula anterior apresentamos e provamos o Teorema de Lagrange. Ele é um
dos teoremas mais importantes da teoria dos grupos e afirma que a ordem
de todo subgrupo divide a ordem do grupo finito. Para provar o Teorema de
Lagrange, foi preciso introduzir o conceito de classe lateral de um grupo. Mais
precisamente, vimos 0s conceitos de classe lateral a esquerda e classe lateral a
direita. Na demonstracao do Teorema de Lagrange foi necessario trabalhar apenas
com as classes laterais a esquerda. No entanto, um dos objetivos desta aula é a
construcao dos grupos quocientes que desempenham, em teoria dos grupos,
um papel andlogo aos anéis quocientes em teoria dos anéis. Na construcao dos
grupos quocientes sera necessario lidar com subgrupos em que as classes laterais
a esquerda e a direita sdo iguais. Estes subgrupos sao chamados de subgrupos
normais e serao nosso objeto de estudo na préxima aula.

Vamos iniciar revendo os conceitos de classe lateral a esquerda e a direita.

DEFINICAO 1 (CLASSE LATERAL)

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dado a € G, chamamos

de uma classe lateral a esquerda de G com respeito a H ao conjunto
aH={a.h|he H}.

De modo andlogo, chamamos de classe lateral a direita de G com

respeito a H ao conjunto
Ha={h-a|he H).

Observacoes

1. Se G é um grupo aditivo, entdo denotamos a classes laterais

aH e Ha por
a+H={a+b| he H)
e
H+a={h+a|he H},
respectivamente.

2. Se e é o elemento neutro do grupo G, vimos que eH = He = H.

Mais ainda, a € aH e a € Ha paratodo a € G.



Exemplo 1

Seja G o grupo aditivo dos ntimeros inteiros, ou seja, o grupo (Z, +).
Considere, agora, o subgrupo

H=4Z={4t|te Z}
dos muiltiplos de 4. Vamos calcular todas as classes laterais a esquerda

de H. Ja sabemos, pela Observacio 2, que
0+H=H+0=H.

Agora, veja que

1+H={1+h|he H={1+4t| te Z)

consiste em todos os inteiros que deixam resto 1 na divisdo

por 4. Da mesma forma,

2+H={2+h|he Hi={2+4t|te 7}

consiste em todos os inteiros que deixam resto 2 na divisido

por4,e
3+H={3+h| he H}={3+4t| te Z}

consiste em todos os inteiros que deixam resto 3 na divisdao por 4. Pelo
Algoritmo da Divisdo em Z, o resto da divisao de qualquer inteiro por 4
s6 pode ser 0, 1, 2 ou 3. Assim, todo inteiro pertence a uma das classes
laterais H=0+ H,1 + H,2 + H ou 3 + H. Portanto,
H=0+H,1+H,2+H e3+H

sdo as unicas classes laterais a esquerda de H = 4Z em Z.
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ATIVIDADE

1. Mostre que H=H +0,H+ 1,H + 2 e H + 3 sdo as Unicas
classes laterais a direita de H =4Z em (Z, +).

Como vocé observou na Atividade 1, H + 1 consiste nos inteiros
que deixam resto 1 na divisdo por 4, H + 2 consiste nos inteiros que
deixam resto 2 na divisdo por 4 e H + 3 consiste nos inteiros que deixam

resto 3 na divisao por 4, segue que

0O0+H=H+0=H;1+H=H+1;2+H=H+2 ¢
3+H=H+3.

Ou seja, as classes laterais a esquerda e a direita sdo iguais, sempre
que obtidas com 0 mesmo elemento,

a+H=H +aparatodoa € Z.

No entanto, nem sempre isto acontece, COmo veremaos no pl‘()Xil’l’lO

exemplo.

Exemplo 2

Seja G o grupo S; =11, a, o, B, Bo, Bo’} das permutacdes de

3 elementos, onde

1 2 3 12 3
o = =
2316ﬁ132’

e seja H={1I, B}.Para fins de consulta, lembre-se de que a tabela de

multiplicacao do grupo S, é dada por

X I o o B Ba  Pa?
I o o B Ba  Po?
a |a o I Ba? B Ba

o a2 I o Pa P P
B B Pa Po* I o o?
Ba | Ba Pa® B o I o
Ba?| B> B Pa o  o? I




No Exemplo 2 da Aula 20, vimos que apenas trés classes laterais

a esquerda com respeito a H, que sdo:

AULA ﬁ

IH = {1, B} = H; 0H = {0, Bo’}; 0H = {a?, Bt}

pois, as demais sao copias das ja obtidas:

BH = (B, I} = H; BaH = {BaL, 0’} = o> H; pa’H = {Ba® ,ao}= aLH.

Observe que temos trés classes laterais a esquerda distintas:
H, aHe o H. Na proxima atividade, vocé vai calcular as classes laterais

a direita com respeito a H.

ATIVIDADE

2. Mostre que as classes laterais a direita com respeito
aH={I, B},emS§,, sdo

HI = {I, B} = H; Ha = {a, Bauy; Ho” = (o, por’);

Observe que temos trés classes laterais a esquerda distintas:
H, Hoe Ho’. Comparando as classes laterais a esquerda com as classes

laterais a direita, temos
oH = {a, Ba?} = Ho? e o’H = {0, fa} = oH.

Portanto, temos que
oH # Ho e 0’H # Ho?,

diferente do que ocorreu no exemplo anterior, ou seja, encontramos
elementos a € §, tais que
aH # Ha.
Nas seguintes proposi¢des, vamos relembrar algumas propriedades
fundamentais das classes laterais. Estas propriedades jd foram estudadas

na aula passada.
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PROPOSICAO 1 (PROPRIEDADES DAS CLASSES LATERAIS
A ESQUERDA)

Sejam G um grupo, H um subgrupode G e a,b € G.
1. aH # bH se, e somente se, b™' . a € H.

2. Se aH N bH # J, entio aH = bH. Ou, equivalentemente,
se aH # bH, entdo aH N bH = .

3. Se G é um grupo finito, entdo todas as classes laterais tém |HI
elementos, isto é, laH| = |H| para todo a € G.Em outras palavras, todas

as classes laterais a esquerda tém o mesmo nimero de elementos.

4. Se G é um grupo finito, entdo existem elementos a., 4., ..., a

1 72 k

€ G,com a, =e_, tal que

G=aHVUaHU ..UaH,
e a unido é disjunta.

Uma propriedade idéntica, com uma demonstragio analoga, vale

para as classes laterais a direita.

PROPOSICAO 2 (PROPRIEDADES DAS CLASSES LATERAIS
A DIREITA)

Sejam G um grupo, H um subgrupo de Gea, b € G.

1. Ha = Hb se, e somentese,a. b € H.

2. Se Ha n Hb # &, entdo, Ha = Hb. Ou, equivalentemente,
se Ha # Hb, entao Ha N Hb # &.

3. Se G é um grupo finito, entdo todas as classes laterais tém |HI
elementos, isto é, |IHal = |H| para todo a € G. Em outras palavras, todas

as classes laterais a direita tém o mesmo nimero de elementos.

4. Se G ¢ um grupo finito, entdo existem elementos a,, 4,, ...,
a, € G com a =e.,tal que
G =Ha, U Ha, U ... UHa,,

e a unido é disjunta.



Uma conseqiiéncia destas propriedades é que existem o mesmo
numero de classes laterais a esquerda e a direita, mesmo que nio sejam
iguais, no sentido de que existam elementos a € G tais que

aH # Ha.
No entanto, um caso especial e muito importante é quando elas

coincidem, ou seja, quando
aH = Ha paratodoa € G.

Neste caso, poderemos fazer a constru¢do dos chamados grupos
quocientes que sdo semelhantes aos anéis quocientes ja estudados
anteriormente. Na verdade, veremos que a condi¢do aH = Ha, para

todo a €G, permitird definir uma operag¢io bindria no conjunto
G/H={aH|a € G)
das classes laterais que fard deste conjunto um grupo, chamado

grupo quociente. Mas isto é uma longa histéria que s6 terminard na

proxima aula.

DEFINICAO 2 (CONJUNTO DAS CLASSES LATERAIS)

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Denotamos por
G/H={aH|a € G}

o conjunto das classes laterais a esquerda com respeito a H.

Exemplo 3

Seja G o grupo (Z, +) e H =4Z = {4t | t € Z}. Pelo que vimos no
Exemplo 1, as unicas classes laterais a esquerda com respeito a H = 4Z

ssoH=0+H,1+H,2+H e 3+ H. Logo,

G/H={H, 1+H,2+ H,3+H)
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ou ainda, particularizando a notagio para este exemplo, temos

ZIAZ = [AZ,1 +4Z,2 + 47, 3 + 4Z).

Exemplo 4

Seja G o grupo S, = {I, o, B, Bol, Par’} das permutacdes de

3 elementos, onde

oc—123 12 3
12 3 1] ¢ 3_132’

e seja o subgrupo H={I, &, *}. Usando a tabela de multiplicacio de S,,

contida no Exemplo 2, temos que

IH=1{I, o, o’} ={II, Io, I’} ={I, o, o’} = H;

oH =afl, o, o’} ={al, oo, o-0’}={o, o, I} = H;
o’H=0o’{l, a, o’} ={o’], o* -o,0- 0} = {a”, [, 0} = H;
BH =B{I, o, o’} ={BI, Bar, B’} = (B, Bar, Bor’);
(BoyH = Bo){l, o, o’} = {Boe-1, Bor-a, Bor-o’} =

{Bo, Bo*, B) =PBH;

(Ba*)H = (Ba){I, o, o’} ={Ba’ -1, B’ -0, Bor® -0°) =
{Bo*, B, Bo} =BH.

Portanto,

G/H = {H, BH).

ATIVIDADE

3. Mostre que as classes laterais a direita com respeito a

H={I, o, o}, em S, sdo iguais as respectivas classes laterais
a esquerda, calculadas no Exemplo 4.
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Nosso projeto, agora, é construir uma opera¢do bindria no
conjunto das classes laterais G/H = {aH | a € G} de modo a torna-lo
um grupo. A forma natural de definirmos uma operagio bindria em
G/H sera reproduzir o que foi feito para os anéis quocientes. Vamos

formalizar estas idéias.

DEFINICAO 2 (OPERACAO EM G/H)

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Definimos a seguinte

operacdo no conjunto das classes laterais G/H = {aH | a € G}:
aH . bH = (ab)H para todo aH, bH € G/H.

No entanto, precisamos saber se esta operacdo estd bem definida,
ou seja, se ela independe da escolha dos representantes a e b das classes
laterais aH e bH, respectivamente. Nesta primeira etapa, vamos provar

que se as classes laterais a esquerda e a direita coincidem, isto é, se
aH = Ha paratodoa € G,

entio a operacdo bindria acima estard, de fato, bem definida

em G/H.
Proposicao 3

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tal que aH = Ha para
todo a € G.SeaH=aHebH=bH,coma,a,b,b e G,entio

aH-bH =a,H-bH
ou, equivalentemente,
abH =a,b H.

Isto significa que a operagdo em G/H nio depende dos

representantes a e b escolhidos nas classes laterais aH e bH.
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Demonstragao

Para concluir que (gh)H = (a,b,)H > provaremos as duas
inclusoes (ab)H < (a,b,)H e (a,b,)H c (ab)H.

Seja abh € (ab)H, h € H, um elemento genérico de abH.
Vamos provar que abh € (a,b,)H. Como a € aH = a H, entdo existe
h, € Htal que a = a,b,. Analogamente, de b € bH = b H, existe h, € H
tal que b = b h,. Agora, é aqui o ponto crucial, como Hb, =b H e h b,
€ Hb,, entdo, existe b, € H tal que h b, = b h,. Logo, juntando todas

estas informacoes, temos

abh = (a,h,)(b,h,)h; pois a=ah, ¢ b=>b,bh,
=a,(h,b,)h,b; pelalei associativa
=a,(b,b;)b,h; pois hb, =b,b,
=a,b,(h;h,h); pela lei associativa
=a,bh, € abH; pois h, =h,h,he H.

Isto prova que abh € (a,b,)H e, portanto, que (ab)H < (a,b,)H.
A inclusdo contraria, (a,b,)H < (ab)H, ¢ feita de modo andlogo e sera

uma de suas atividades finais.

Exemplo 5

Seja G o grupo (Z, +) e H = 4Z = {4t | t € Z}. Pelo que vimos no
Exemplo 3,
G/H=Z/4Z={4Z, 1+4Z, 2+4Z, 3+4Z)}.

Lembre, do curso de Algebra I, que

47 =0+4Z=0;1+4Z=1;2+4Z=2,3+4Z=3.

Logo,
Z/4Z =10, 1, 2, 3).

Como
a+4Z =4Z+a

para todo a € Z, entdo, pela Proposicao 3, a operagio binaria estd bem

definida em Z/4Z. Mais precisamente, temos que
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(a+4Z)+(b+4Z)=(a+b)+4Z paratodo a,b e Z,
ou, equivalentemente,
G+b=a+b paratodo a,be Z.

A tabela desta operagio, em Z/4Z, é dada por

W N =] o+

W 9] =] ool
O W D] = |=1
W S| W NI
| =] O Wl|wl

Podemos, agora, concluir a construgdo do grupo quociente.

Teorema 1 (O Grupo Quociente)

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tal que aH = Ha para
todo a € G.Entdo G/H, munido da operacio definida em G/H, é um grupo.

Chamamos este grupo de grupo quociente de G com respeito a H.

Em particular, eH = H é o elemento neutro do grupo e a'H é o

elemento inverso de aH. Denotamos isto por
equ=ecH=H e (aH)'=a'H

Demonstragao

Como aH = Ha para todo a € G, entdo, pela Proposi¢io 3,
a opera¢do de G/H estd bem definida. Vamos verificar os axiomas de
grupo para (G/H, .).

G1. A operacgio ¢é associativa:

aH-(bH .cH)=aH - (bc)H
=(a(bc))H
= ((ab)c)H; pela associatividade em G
=(ab)H .cH
=(aH .bH)-cH.
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G2. O elemento neutro é eH = H com e o elemento neutro de G:
aH . eH = (ae)H =aH e eH . aH = (ea)H = aH.
Denotamos este elemento por e, =e., = H.
G3. O elemento inverso de aH € G/H é a'H:
aH-a'H=(aa"Y\H=eH e a'H .aH =(a"'a)H = eH.

-1 -1
Denotamos este elemento por (aH)" =a H,

Exemplo 6

Seja G o grupo (Z, +) e H =4Z = {4t | t € Z}. Como vimos no

Exemplo 5,
G/H=27/4Z=1{0, 1, 2, 3)

¢ um grupo quociente cujo elemento neutro é e;,; =0+4Z=0.
Observe que ele coincide com o grupo (Z,, +) das classes residuais

modulo 4.

ATIVIDADES FINAIS

1. Seja G o grupo S, ={I, a, o, B, Bo, P’} das permutacdes de 3 elementos,

1 2 3 1 2 3
o= € B: >
(2 3 1) (1 3 2)

e seja o subgrupo H = {I, a, a?}. Conclua que a operacdo em G/H esta bem definida

onde

e monte a tabela de operac¢do do grupo quociente.
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2. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e g, b € G. Mostre que Ha = Hb -

se, esomente se, a. b’ € H.

1

AULA

3.Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tal que aH = Ha paratodoa € G. Se
aH=aHe bH=bH,coma, a,, b, b, €G, entdo prove que (a,b)H C (ab)H.

RESUMO

Nesta aula revimos os conceitos de classe lateral a esquerda e classe lateral a
direita:
aH={a.h| h e H}e Ha={h.al h € H}.

Em seguida, vimos as propriedades das classes laterais a esquerda e das classes

laterais a direita:

1.aH = bH se, e somentese, b~"'.a € H.

2.Se aH n bH # @, entdo aH = bH. Ou, equivalentemente, se aH # bH, entéo,
aH N bH = @.

3. Se G é um grupo finito entdo, todas as classes laterais tém |H| elementos, isto
é, |aH| = |H| para todo a € G.

4. Se G é um grupo finito, entdo existem elementos a,, a,, ..., a, € G com

25
a = e, tal que
G=aHuagHU---Ua H,

e a unido é disjunta.
5. Ha = Hb se, e somentese, a.b™' € H.

6. Se Ha n Hb # @, entdo, Ha = Hb. Ou, equivalentemente, se Ha # Hb, entdo
Ha n Hb = 2.

CEDERJ 225



Algebra Il | Classes laterais e o grupo quociente

7. Se G é um grupo finito, entdo todas as classes laterais tém |H| elementos, isto
é, |Ha| = |H| paratodo a € G.

8. Se G é um grupo finito, entdo existem elementos a, a,, ..., a, € G, com
a, = e, tal que

G=Ha, VHa, u---UHa,

e a unido é disjunta.

Depois, vimos que no conjunto das classes laterais a esquerda,
G/H=1{aH |a € G},

podemos definir a operagao
aH.bH = (ab)H paratodo aH, bHe G/H

Em seguida, vimos que esta operacao esta bem definida sempre que aH = Ha
para todo a € G, isto &, se as classes laterais a esquerda e a direita coincidem.

Neste caso, construimos o grupo quociente G/H.

RESPOSTAS COMENTADAS

Atividade1

Pela Observacao 2, ja sabemos que

0+H=H+0=H

Agora, veja que

H+2={h+2|he H)={4t+2|te Z
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consiste em todos os inteiros que deixam resto 1 na divisdo por 4. Da mesma
forma, H+2={h+2|he Hy=(4t+2|te Z)

consiste em todos os inteiros que deixam resto 2 na divisdo por 4, e

H+3={h+3|he Hj={4+3| te Z)

consiste em todos os inteiros que deixam resto 3 na diviséo por 4. Pelo Algoritmo
da Divisdo em Z, o resto da divisdo de qualquer inteiro por 4 s6 pode ser 0, 1, 2
ou 3. Assim todo inteiro pertence a uma das classes laterais H=H + 0, H + 1,
H +2 ou H + 3. Portanto,

H=H+0,H+1,H+2eH+3

sdo as unicas classes laterais a direita de H = 4Z em Z.

Atividade 2

Usando a tabela de multiplica¢do de §,, temos
HI ={I, B} = {H, BI} = {I, B} = H;
Ha = {I, Bo. = {Ia, Par} = {1, Porf;
Ha?= {1, Blo’ = {Io?, Ba?} = {o?, o’y
Hp ={I, B}p = {IB, B*} = {B, I} = H;
Hpa = {I, B}po={I. Bo, B . P} = {Par, a} = Hay
HpBa? = {1, B}pa’={I. o B . Ba?} = {Ba, a?} = Ho.

Assim, obtemos somente trés classes laterais distintas: H, Ho. e Ho’.

Atividade 3

Usando a tabela de multiplicacdo de S3, contida no Exemplo 2, vamos calcular

todas as classes laterais:

Ho={I, a, o*}a={I-0, o.-a, o> -0 = {o, &”, [} =0oH = H;
Ho* ={I, o, o*}o ={I-a, o.-0”, o -’} ={a, I, o} =
o’H = H;

HB={I, o, o’ }B={I.B, o.B, o*.B} = (B, Bo*, Bar} = BH;
HPBo) ={I, o, o’}(Bo)={I-Bas, o-Bat, o -Boy = {Pos, B, Por’} =
(Bo)H =pH;

HPBo?)={I, o, o’}(Bo’) = {I-Ba’, o-Bo®, o -Bor’} =

{Bo*, Bo,B} = (B’ )H = BH.
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Atividade Final 1

Vimos, na Atividade 3, que aH = Ha paratodo a € §,. Portanto, pela Proposicao

3, a operacdo em G/H esta bem definida. Temos que

G/H = {H, BH},

A tabela da operacdo em G/H é dada por X | H BH

H |H pH
BH | pH H
pois, BH-BH =p’H=IH =H

onde H é o elemento neutro de G/H.

Atividade Final 2

(=) Vamos supor, primeiramente, que Ha = Hb. Queremos provar que a . b' € H.

Sabemos que a € Ha = Hb, logo, existe h € H tal que a=/5. b. Portanto,

a.b” =(h.b)-b™"; pois a=h.b
=h-(b.b7")
=h.e
=he H.

(<) Vamos, agora, supor que a.b € H. Queremos provar que Ha = Hb.

Vamos provar, inicialmente, a inclusdo Ha « Hb. Como a . b™' € H, entéao, existe
h, € H talque a.b’=h, .Portanto,a=h, .b.Seja, agora, h.a € Ha, h € H, um

elemento genérico de Ha. Entdo, temos

h.a=h-(h, -b); pois a=h,-b
=(h.h))-b.

Como H é subgrupo e b, h, € H, entdo b, . h € H e, portanto,

h.a=(h.h)-be Hb.

CEDERJ



Dai, seque que b .a € Hb para todo b € H, ou seja, Ha — Hb. A incluséo contraria,

Hb < Ha, é completamente analoga a anterior. Portanto, segue que Ha = Hb.

AULA ﬁ

Atividade Final 3

Sejaa, b b, € (a,b)H, h € H, um elemento genérico de a, b, H. Vamos provar
que a,b b, € (ab)H. Como a, € a,H = aH, entdo existe b, € H tal que a,=abh,.
Analogamente, de b, € b H=0bH, existe b, € H tal que b,= bh,. Agora, é aqui o
ponto crucial, como Hb=bH e h h € Hb, entédo existe h, € Htal que h,b="bb,.

Logo, juntando todas estas informacdes, temos

a,b,h = (ah,)(bh,)b; pois a, =abh, ¢ b, =bb,
= a(h,b)h,b; pela lei associativa
= a(bh,)h,b; pois h,b =bh,
= ab(h,h,bh); pela lei associativa
=abh, € abH; pois b, = h,h,he H.

Isto prova que a, b, h € (ab)H e, portanto, que (a,b,)H c (ab)H.

CEDERJ 229






Subgrupos normais

Meta da aula

Apresentar os subgrupos normais e 0s grupos
quocientes de um grupo dado.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Aplicar a conceituacdo dos subgrupos normais.
e Determinar as condigdes para que um dado subgrupo seja normal.

e Construir o grupo quociente.Vocé vai precisar dos conhecimentos
sobre grupos das Aulas 12 a 14.

Pré-requisitos
Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre
grupos das Aulas 12 a 16.
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Na aula anterior, encontramos uma classe de subgrupos especiais N de um
grupo G que satisfaz a condicdo

gN = Ng paratodo g= .

Estes subgrupos sao especiais porque, nesse caso, podemos definir uma
operacao binaria no conjunto das classes laterais

G/N ={gN|ge G).
definida por

aN.bN=(ab)N.
tornando o conjunto G/N num grupo, chamado grupo quociente.
A necessidade da condicdo gN = Ng . para todo ge G, apareceu para
gue pudéssemos resolver o problema da ambigulidade da representacdo das
classes laterais. O problema consiste no fato de que existem muitas formas de
se escrever a classe lateral aN. Por exemplo, uma outra forma de se escrever
esta classe lateral é axN para qualquer xe€ N . Alids, vocé pode provar

isto na Atividade 1.

ATIVIDADE

1. Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. Prove que
aN paratodo xe N.

Analogamente, para a classe lateral bN, podemos escrever
bN=byN para todo ye N. Assim, 0 nosso problema é saber se a
defini¢do da operagdo bindria em G/N,

aN.bN=(ab)N.

depende ou nido da forma como representamos as classes laterais, isto
é, se depende de representarmos a classe lateral aN por aN mesmo
ou por axN para algum xe N. E isto o que queremos dizer quando
afirmamos que a operagdo bindria estd bem definida em G/N. Na aula
passada provamos que se gN = Ng para todo ge G, entdo, de fato,
a operaciao bindria em G/N estd bem definida. Mais precisamente,

provamos a seguinte propriedade.



Proposicao 1

Sejam G um grupo e N um subgrupo de G, tal que gN = Ng para
todo §€ G.Se aN=a,N e hpN=bH,N, com a,4,,b,b, € G, entio,

aN.bN=a,N.b)N,

ou, equivalentemente,

(ab)N=(a,b,)N.

Os subgrupos N para os quais a opera¢do bindria em G/N esta

bem definida recebe uma denominacdo especial.

DEFINICAO 1 (SUBGRUPO NORMAL)

Um subgrupo N de um grupo G é chamado de um subgrupo
normal de G se gN = Ng paratodo ge G.

Existe outra caracterizacdo de subgrupo normal muito usada.
Para descrevé-la precisamos considerar o seguinte conjunto. Sejam H
um subconjunto do grupo G e a € G. Definimos o subconjunto aHa™

de G por
aHa™ ={abha™ | he H}.

Dali, temos a seguinte propriedade

Proposicao 2

Sejam G um grupo, H um subgrupo de Ge a€G.
1. aHa™ ¢ um subgrupo de G.

2. aH = Ha se, e somente se, aHa™' = H .
Demonstracao

1. Lembre que, pelo critério do subgrupo visto na Aula 19, basta
provar que

xy"' € aHa™' paratodo x,ye aHa™".

Como X,ye aHa™, entio existem b,y b, € H, tais que

1

x=aha ey= ah,a”" . E também, como H é subgrupo

de G, entdo b, = hh,' € H . Juntando tudo, temos
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xy~ =(ab,a”)(ah,a”) " ;pois x =aha™ e y=ah,a’
= (ah,a")(ah;'a™); por propriedade do elemento inverso
=ah,(a'a)h;'a”"; pelalei associativa
=ahe.h;'a’"; por propriedade do elemento inverso
=a(hh;")a; por propriedade do elemento neutro

=ah,a' € aHa™; pois b, =hh,' € H.

Portanto, aHa™" é um subgrupo de G.

2. (P) Vamos supor que aH = Ha. Queremos provar que
aHa™' = H . Vamos comecar provando a inclusio aHa™' < H . Dado
xe aHa™', existe b, € H tal que x = dbld_l. Como aH = Ha, existe

h, € H, tal que ah, = h,a. Assim, temos

x=aha'; pois x=aha’
=(ah,)a”"; pelaleiassociativa
=(h,a)a”'; pois ah, =h,a
=h,(aa’'); pelalei associativa
=h,e; por propriedade do elemento neutro
=h, e H.

Portanto, provamos que aHa™' < H. Ainclusio H < aHa™" ser
uma atividade para vocé.

(<) Vamos supor, agora, que aHa™' < H e vamos provar a
inclusio aH < Ha. Dado x€ aH, existe he H, tal que x =ah,
Como xa ' =aha™ € aHa = H, entdo existe b, € H, tal que xa™' = b,
e, portanto, x = h,a€ Ha. Assim, temos aH c Ha.

A inclusdo contraria, Ha c aH, é feita de forma andloga. Dado

x € Ha, existe he H, tal que x = ha. Como

xa ' =(ha)a"' =h(aa')=he H =aHa,

entdo existe b, € H, tal que xa™' =ah,a” e, portanto,
x =(xa")a=(aha")a=(ah)(a"a)=ah, € aH

Assim, temos Ha c aH .0



ATIVIDADE

2.Sejam G um grupo e H um subgrupo de G que satisfaz
aH c Ha. Prove que H c aHa™".

Portanto, pela parte 2 da Proposi¢ao 2, a outra caracterizagao de

subgrupo normal fica clara.

DEFINICAO 2 (SUBGRUPO NORMAL)

Um subgrupo N de um grupo G é chamado de um subgrupo
normal de G se gNg”' = N para todo ge G.

A préxima propriedade fornece um critério que facilita verificar se
um subgrupo N é um subgrupo normal de G. Esta propriedade mostra

que basta verificar a inclusio gNg™' < N para todo g€ G.

Proposicao 3 (Critério do Subgrupo Normal)

Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. Entao N é um subgrupo
normal de G, se, e somente se, gNg”'= N para todo ge G.

Demonstragao

(=) Se N é um subgrupo normal de G, entdo, pela Defini¢iao
2, gNg'=N para todo ge G. Portanto, segue imediatamente que
gNg™ c N paratodo g€ G.

(<) Temos de provar que gNg”'= N para todo ge G. Como
ja sabemos, por hipétese, que gNg~' = N, entio basta provar que
N c gNg™ para todo g€ G. Seja ae N um elemento qualquer.
Como N é subgrupo, entio a' € N . Logo, g'a”'ge g'Ng e como,
por hipétese, g7'Ng < N, segue que g'a”'ge N . Novamente, como

N é subgrupo, entio (g7'a”'g)" € N, ou seja,
b=glag=(g'a'g) e N
De g'ag=b segue imediatamente que a=ghg ' e gNg™.

Portanto, provamos que N < gNg™', o que termina a demonstragio

de que N é um subgrupo normal de G.[J
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Observacao

O critério do subgrupo normal pode ser reescrito da seguinte
forma: N é um subgrupo normal de G se, e somente se, gxg~' € N para
todo xe N e paratodo g€ G.

Vamos, agora, ver alguns exemplos.

Exemplo 1

Seja G um grupo. Entdo os subgrupos triviais de G, N, ={e..} e
N, =G, sdo subgrupos normais de G.

De fato, para N, = {e}, como e ¢ o tinico elemento de N,, entdo
-1 -1
g eg=g g=ceN,

e, portanto, temos gng"1 c N, para todo ge G. Pela Proposi¢do 3,
isto prova que N, = {e,,} é um subgrupo normal de G.
A prova de que N, =G. ¢ um subgrupo normal de G faz parte

da proxima atividade desta aula.
ATIVIDADE

3. Seja G um grupo. Mostre que G é um subgrupo
normal de G.

Exemplo 2

Seja G um grupo abeliano, entio todo subgrupo N de G é normal.

De fato, para quaisquer x€ N e g€ G temos que

g'xg=xg"g, pois G é abeliano
=xeN

Portanto, temos gNg™' < N para todo ge G, o que prova que

N é subgrupo normal de G.

Exemplo 3

Seja G o grupo S, = {l,a,az,ﬁ,ﬁa,ﬂaz} das permutagoes de 3

elementos, onde
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(1 2 3J (1 2 3]
o= e B= .
2 31 1 3 2

e seja o subgrupo N ={I, o, &*}. Vimos, no Exemplo 4 e na
Atividade 3, ambos na Aula 21, que gN = Ng para todo ge §,.

Portanto, N é um subgrupo normal de S,.

Exemplo 4
Seja o subgrupo H ={I, B} de S,. Como

aH =afl, p} = {al, ap} ={a, fa’}, onde qB = Ba’ .

Ha = {1, pla = {la, pa} = {a, o} # aH,

segue que H = {I, B} ndo é subgrupo normal de S..

Voltando a nossa discussio inicial, vimos que se N é um subgrupo
normal, entdo a operacio bindria definida em G/N estd bem definida. Na
verdade, a condi¢do gNg™' < N, para todo ge G, é ndo so suficiente
como é também necessaria para que a operagio bindria em G/N esteja
bem definida. Vejamos a discussdo a seguir.

Dados a,be G e x, ye N arbitrarios, entdo ax e a representam a
mesma classe lateral aN, isto é, aN = axN e, similarmente, para a classe
lateral 1N , temos que b'N = b 'yN . Assim, a opera¢io bindria em

G/N esta bem definida se, e somente se,
ab™'N = (ax)(b™'y)N para todo a,be G e para todo x,y€ N.
Veja que esta igualdade vale se, e somente se
ab™'N = (ax)(b'y)N para todo a,be Ge x,ye N,
e, portanto,
N =bxb"'yN =bxb'N paratodo be G e xe N,

Assim, a operagdo bindria em G/H esta bem definida se, e somente,

se
bxb™ € N paratodo be G e xe N.

Resumindo, temos que os subgrupos N do grupo G que satisfazem

a propriedade bxb™' € N paratodo be G e paratodo xe N
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sdo os subgrupos para os quais o conjunto quociente G/N é um grupo.
Estes grupos sio muito importantes e si0 0s grupos quocientes vistos
no final da aula passada. Vamos retomar as definicdes com a nova

nomenclatura de subgrupo normal.

TEOREMA 1 (O GRUPO QUOCIENTE)

Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entao G/N,
munido da operagio definida em G/N, é um grupo. Chamamos este

grupo de grupo quociente de G modulo N.

Em particular, eN = N é o elemento neutro do grupoe a 'N ¢é

o elemento inverso de aN. Denotamos isto por
— — -1 -1
eG/N _eGN_N € (ﬂN) =a N.

Vamos apresentar outros exemplos sobre subgrupos normais.

Exemplo 5

Retornando ao subgrupo N ={I, a, a’} de S, ={lLa,a’, B,
Box, Bor*}, vimos no Exemplo 3 que N é um subgrupo normal de S,. No

Exemplo 4 da Aula 16, vimos que o grupo quociente S;/N é dado por
S,/N ={N, BN} .

A seguinte atividade é muito importante para entendermos a

nogao de subgrupo normal.

ATIVIDADE

4. Calcule todos os subgrupos normais de S,.
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Apresentaremos agora alguns resultados sobre o grupo quociente.

Proposicao 4

Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entio:

1. Se G é um grupo abeliano, entido o grupo quociente G/N é um
grupo abeliano.

2. Se G é um grupo ciclico, entdo o grupo quociente G/N é um
grupo ciclico.

Demonstragao

1. Sejam aN e bN duas classes laterais em G/N. Temos que

(aN)-(bN) = abN , pela defini¢io da operagio en G/N
=baN, pois G € abeliano
=(bN)-(aN).

Concluimos, assim, que G/N é um grupo abeliano também.

2. Suponhamos, agora, que G é um grupo ciclico gerado pelo
elemento x € G . Isto é, qualquer elemento de G é uma poténcia de x.
Afirmamos que a classe lateral xN é gerador do grupo G/N. De fato,
seja aN € G/N com ae G, entio podemos escrever a = x* para algum

ke Z . Assim,
aN = x*N = (xN)* para algum ke Z,
o que mostra que G/N é um grupo ciclico. [J

Vejamos mais alguns exemplos de grupos quocientes.

Exemplo 6

Como Z é um grupo aditivo abeliano, entdo o subgrupo N = 4Z,
dos inteiros multiplos de 4, é um grupo normal de Z. Assim, o grupo

quociente Z/4Z é formado pelos quatro elementos
47 =0+47Z,1+47Z,2 +4Z e 3 +4Z

Nio é dificil ver que Z/4Z é um grupo ciclico gerado por 1 + 4Z.
Assim, Z/4Z é um grupo isomorfo com Z4.

O exemplo anterior é um caso particular do seguinte exemplo.
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Exemplo 7

Sabemos que se # € Z , entdo o subgrupo
nZ = {nt| te 7}
é um subgrupo normal do grupo aditivo Z. Sabemos também que

existem n classes laterais de #Z em Z, a saber,
0+nl=nZ,1 +nZ,2 +nl... (n-1)+nZ.

Como o grupo aditivo Z é ciclico, gerado pelo elemento 1, temos
que o grupo quociente Z/nZ também é ciclico e é gerado pela classe lateral
1+nZ. Sendo um grupo ciclico de ordem n, temos que Z/nZ é isomorfo

a Zn. Num abuso de notagao, muitas vezes escrevemos

E = Zn’
nz

Exemplo 8

Considere o grupo abeliano

Z,xZ; ={(x, y)|xe Z, e yeZ}.

Com a operacio definida por

(a,0)®(c,d)=(a+c,b,+d) paratodo a,ce Z, e b,de Z,.

Seja N o subgrupo ciclico de Z, x Z_ gerado pelo elemento (0,1),
isto 6 N={K(0,T)Ke Z}.

Atencdo para ndo se confundir com a notagio: observe que a
primeira componente de (0,1)¢ 0 e Z, e que a segunda componente
de (0,1)¢é 1e Z, . Assim, temos

0(0, 1) =¢,,., =(0,0)

1(0, 1) = (0, 1);

2(0,1)=(0,1)®(0,1)=(0+0, 1+1)=(0, 2)

3(0,1)=2(0, 1)®(0, 1) =(0,2)®(0, 1) = (0+0, 2+ 1) = (0, 3);
4(0,1)=3(0,1)®(0,1)=(0,3)®(0, 1)=(0+0, 3+ 1)=(0, 4);
5(0,1)=4(0,1)®(0,1)=(0,4)® (0, 1)=(0+0, 4+ 1) = (0, 5);
6(0,1)=5(0,1)®(0, 1)=(0, 5)® (0, 1)=(0+0, 5+1)=(0, 6) = (0, 0)



Sendo Z, x Z_ abeliano, temos que N é um subgrupo normal e
(Z,xZ)/N um grupo abeliano. Sabemos que todas as classes laterais
de N s3o disjuntas, possuem a mesma cardinalidade de N, no caso, 6
elementos cada, e sua unido é todo o grupo G, de ordem 24. Logo,
existem somente 4 classes laterais de N, ou seja, o grupo quociente
(Z,%xZ,)/N em ordem 4.

Assim, os 4 elementos de (Z, xZ,)/N sdo
(0,000N=N; (1,00®N; (2,00@Ne (3,0)@N.

Na proxima atividade desta aula, vocé estard encarregado de
verificar que (Z,xZ,)/N é um grupo ciclico gerado por (1,0)® N.
Podemos, assim, concluir que (Z,XZ)/N é um grupo isomorfo ao

grupo Z,.

ATIVIDADES FINAIS

1. Verifique que (1,0)® N; ¢ gerador do grupo (Z,xZ,)/N. Apresente o

elemento inverso de cada elemento do grupo.
2. Sejam H < K subgrupos normais de um grupo G. Verifique que:
a) H é um subgrupo normal de K.

b) O grupo K/H é um subgrupo normal do grupo G/H.
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Nesta aula estudamos uma classe especial de subgrupos de um grupo G, séo os
chamados subgrupos normais, mais precisamente, dizemos que um um subgrupo N
énormal em G se gNg'1 = N paratodo g € G, ou, equivalentemente, se gN = Ng
paratodo g€ G.

Estes subgrupos sdo importantes pois, nesse caso, o conjunto das classes laterais

de N em G é um grupo, chamado do grupo quociente de H e que foi denotado

por G/H.

RESPOSTAS COMENTADAS

Atividade 1

Na Proposicao 1 da Aula 21, vimos que aN =bN se, e somente se, a ' -be N .

Nesse caso, teremos
aN = bN se, e somentese, a ' -be N .

Assim, temos a4 ' -(ax)=(a'a)- x ; pelaleiassociativa
=e, x
=xe N ;pois xe€ N.
Portanto, provamos que a’'-(ax)e N e, consequentemente, que aN = axN para

todo xeN.
Atividade 2

Seja heH um elemento qualquer. Vamos provar que b € aHa ' . Como, existe h,e H
tal que ha = ah,. Portanto,
h = he; por propriedade do elemento neutro
= h(aa™") ; por propriedade do elementoinverso
= (ha)a"; pelaleiassociativa
= (ah,)a”'; pois ha = abh,

=aha € aHa™".

Portanto, provamos que H c aHa™'.
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Atividade 3
Dado a€ G um elemento qualquer, ent3o
gag” € G paratodo ge G.

Isto prova que gGg™' =G para todo ge G e, portanto, temos que G é um

subgrupo normal de G.
Atividade 4

Lembre que, pelo Teorema de Lagrange, a ordem de um subgrupo H divide a ordem
do grupo G. Como |S;| =6, os subgrupos de S; = {1,a,a2,ﬂ,ﬂa,ﬁa2} s6 podem
ter ordem 1, 2, 3 ou 6. Assim, temos as seguintes possibilidades:

Se |H| =1, o subgrupo sé pode ser o subgrupo trivial H, = {1};

Se |H| =2, como S, tem trés elementos de ordem 2, a saber, 3, Ba, [3052, entdo os
subgrupos de ordem 2 sdo H, ={I, B}, H, ={I, Ba} e H, ={I, Ba’};

Se |H| =3, como S, tem 2 elementos de ordem 3, a saber, a = (xz, entdo o unico

subgrupo de ordem 3 ¢ H, = {l,a,(xz};
Se |H| =6, 0 subgrupo sé pode ser o subgrupo trivial H, = S..

Dos seis subgrupos citados anteriormente e dos exemplos vistos nesta aula, sabemos
que os subgrupos triviais, H, ={1}; e H, = S,, e o subgrupo H; ={l,a,a2} sa0
subgrupos normais, enquanto o subgrupo H, = {I, 8} nao é subgrupo normal. Assim
como fizemos no Exemplo 4, vamos verificar que H; = {1, fa} e H, = {I, o’} ndo

sao subgrupos normais. Lembre, da Aula 15, que a tabela de multiplicacdo de S, é

dada por
X / a o g Pa pod
7 7 a o’ p Pa o’
a a o 7 P’ p
o o 7 a
s s

CEDERJ

243

AULA H



Algebra Il | Subgrupos normais

Assim temos que

aH; =all, pa}={al, a(fa)} = {a, B}

H,o ={I, Baja = {la, (Ba)a} = {a, o’} # aH,.
Logo, H, ={I, Ba} nédo é subgrupo normal de S,. De modo analogo, temos

aH, =a(l, pa’} ={al, a(Ba’)} = {a, fa)

H,a = (I, fa’)a = {la, (Ba*)a) = (o, B) # aH,

Logo, H, ={I, Ba’} também nao é subgrupo normal de S,

Concluindo, os subgrupos normais de S, séo H, ={I}, H, ={I,a,a’} € H, =S,

Atividade Final 1
Vimos, no Exemplo 8, que

Z,x72,

N (N, (1,0)®N, (2,0)® N, (3,0)® N}.

Para simplificar a notacdo, denotaremos

(a,b)=(a,)®N,

assim, temos

1(1,0) = (1, 0);

2(1,0)=[(1,0)® N]+[(1, 0)® N]=(2,0)® N = (2, 0);
3(1,0)=2(1,0)+(1,0)=[(2, 0) ® N]+[(1, 0)® N]=(3, 0)® N =(3, 0)
4(1,0)=3(1,0)+(1,0)=[(3, 0)® N]+[(1,0)® N] = (4, 0)® N = (0, 0)
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Agora, para obter os elementos inversos dos elementos de (Z,xZ)/N;,

temos:

o (6, 6) +(6, 6) = (6, 6), logo (6, 6) é seu proprio inverso;

e (1,0)+(3,0)=(0, 0), logo (1, 0) e (3, 0) sdo inversos um do outro;

[ ]
Sl
ol
+
Sl
ol

I
(=l
ol
8
o]
™
ol

) é seu proprio inverso.
Atividade Final 2
a)Sejam he H e ke K. Temos que

khk™ € H, pois ke K< G e H é normal em G.

Assim, provamos que kHk™' c H para todo ke K. Logo, pelo critério do

subgrupo normal, segue que H é subgrupo normal de K.
b) Sejam kHe K/H e gH € G/H . Temos que
(gH)-(kH)-(gH)™" = (gH)-(kH)-(¢"'H) = (gkg " )H

Como K énormalem Ge ke K, entdo ghg ' € K para todo ke K e para todo

g€ G. Assim, temos que

(gH)-(kH)-(gH)" = (gkg"\He K/H

para todo ke K e paratodo ge G . Portanto, pelo critério do subgrupo, segue

que K/H é subgrupo normal de G/H.
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Homomorfismos de grupos

Meta da aula

Apresentar o conceito de homomorfismo de
grupo e suas propriedades basicas.

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de:
e Reconhecer e conceituar um homomorfismo de grupos.

o Apresentar e demonstrar varias propriedades dos homomorfismos
de grupos.

e Apresentar e calcular importantes exemplos de homomorfismos
de grupos.

Pré-requisitos

Vocé vai precisar dos conhecimentos sobre
grupos das Aulas 12 a 17.
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Apresentaremos nesta aula o conceito de homomorfismo de grupos. Lembre que
na Aula 2 estudamos o conceito de homomorfismo de anéis e muitas de suas
propriedades. Como aconteceu naquela aula, em gue vimos também o conceito
de isomorfismo de anéis, veremos aqui o conceito de isomorfismo de grupos.
Os isomorfismos sao muito importantes porque eles permitem a identificacéo
entre grupos aparentemente muito diferentes. Lembre que um homomorfismo
de anéis é uma funcao entre dois anéis que preserva as operacoes destes anéis.
Analogamente, um homomorfismo de grupos é uma funcao entre dois grupos

gue preserva a operacao destes grupos. Vamos as definicoes.

DEFINICAO 1 (HOMOMORFISMO DE GRUPOS)

Dados dois grupos G e H, uma fun¢do f: G —» H é chamada de

um homomorfismo (de grupos) se
fla.b)=fla).f(b) paratodoa, b € G

Observacoes
1. Observe que a operagdo que aparece em f(a . b) é a do grupo G,
enquanto a operagao que aparece em f(a) . f(b) é a operagdo do grupo H.

2. Lembre que a condicdo
fla.b)=fla).f(b) paratodo a,b € G

significa que f preserva as operacoes dos grupos G e H. Para simplificar
a notagdo, muitas vezes escrevemos esta condicio sem denotar

explicitamente a operacio:

flab) = fla) f(b) paratodo a,b e G

DEFINICAO 2 (ISOMORFISMO DE GRUPOS)

Um homomorfismo de grupos f : G — H é chamado de um
isomorfismo (de grupos) se for, também, uma bije¢ao. Nesse caso,

dizemos que os grupos G e H sdo isomorfos e denotamos G ~ H.



Sef: G — H éumisomorfismo do grupo G nele mesmo, dizemos

que f é um automorfismo de G.

Observacao

Lembre que dois conjuntos G e H tém o mesmo numero de
elementos, ou seja, eles terdo a mesma cardinalidade, se existir uma
bijecao entre G e H. Assim, se G e H forem grupos isomorfos, entio
eles terdo exatamente o mesmo numero de elementos. Isso acontece
porque se [ : G — H for um isomorfismo, entdo, em particular, / serd

uma bijecdo entre G e H.

DEFINICAO 3 (NUCLEO DE UM HOMOMORFISMO)

O miicleo de um homomorfismo de grupos f : G — H é o conjunto
N(f)={xe G| f(x)=e,),

onde e, ¢ o elemento neutro do grupo H.

Vejamos, agora, dois dos exemplos mais simples de homomor-

fismos de grupos.

Exemplo 1

Dados os grupos G e H, consideremos a funcdo constante
f: G — H dada por

fix) = e,, paratodo x € G,

onde e, ¢ o elemento neutro do grupo H. E facil verificar que f é um

homomorfismo de grupos, pois

fla.b)=ey
=e,.ey

=fla)f (b),

paratodo a, b € G. Podemos, também, facilmente calcular o seu niicleo.

Como f(x) = e, paratodo x € G, entdo

N(f)={xe G| f(x)=e,}=G.
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Portanto, o nicleo de f é todo o grupo G, o maior subgrupo

possivel de G.

Exemplo 2

Dado um grupo G, o homomorfismo identidade de G é definido
pela funcdo identidade em G, ou seja, id : G — G, id(a) = a para todo
a € G. E facil verificar que a identidade é, de fato, um homomorfismo

de grupos. Temos que

ida.by=a.b=id(a)-id(b),

para todo a, b € G, o que prova facilmente o que queriamos. Como
a identidade é uma bijecdo em G, entdo id : G — G €, na verdade,
um isomorfismo do grupo G. Seu nicleo também pode ser calculado

simplesmente. Observe que
idix)=e, = x=eg,
logo,

N(f)={xe G| f(x)=es} ={eg).

Portanto, o ntcleo do homomorfismo identidade id é o subgrupo

trivial {e .}, o menor subgrupo possivel de G.

Exemplo 3

Sejam G = (R, +) o grupo aditivo dos numeros reais e
H=(R,.) o grupo multiplicativo dos nimeros reais positivos. Considere
+

a fun¢do f: G — H definida por
flx) =2* paratodo x € R.

Vamos verificar que f é um homomorfismo de grupos. Dados

¥y, x € R, temos

fle+y)=27"=27-2" = f(x)-f(y).



Assim, temos que [ preserva as operacdes dos grupos e, portanto, é
um homomorfismo. Como a funcdo exponencial f(x) = 2* é uma bije¢ao
entre Re R ", entdo f ¢ um isomorfismo de grupos. Vamos calcular seu

nicleo. Como e, = 1, temos que

fix)=1 & 2=1 < x=0=e,.

Portanto, o nicleo de f é o subgrupo trivial N(f) = {0}.

Vamos a nossa primeira atividade.

ATIVIDADE

1. Sejam G = (Z, +) o grupo aditivo dos nimeros inteiros e
H=(Z ,+) ogrupo aditivo dos inteiros médulo 7. Considere a fungao
f: G > H definida por

f(a)=a paratodo a € Z.

Mostre que f é um homomorfismo sobrejetor e calcule o seu
nucleo.

Vamos, agora, estudar algumas propriedades dos homomorfismos.

Proposicao 1

Seja f: G » H um homomorfismo de grupos. Entao,

1.f(e;) =eH

2. flay" = fla)

3. Se N é um subgrupo de G, entdo f(N) é um subgrupo de H.
Em particular, Im(f) = f(G) é um subgrupo de H.

4. N(f) é um subgrupo normal de G.

5. f é injetora se, e somente se, N(f) = {e_}.

6. Se f for bijetora, entdo f' : H — G sera um homomorfismo

de grupos.

CEDERJ

251

AULA ﬁ



Algebra Il | Homomorfismos de grupos

Demonstragao

1. Temos que

fleg)="fleg -e;) s pois e, =e. . e

=f(es)- flec); poisf Ghomomorfismo.

Multiplicando ambos os lados da equacao f(e,.) . f(e,) = fle,) por

fle.)!, obtemos

(Fleg)-fleg) fle)™" = fleg) fleg) ™,

e como fleg) f(e(;)_l = ey, entio temos

fleg)=ey.
2. Vemos que

fla)-fla')=f(a.a"); poisf @homomorfismo

=f(e.); pois a.a”' =e,

= e,,; pela propriedade anterior.

Analogamente, f(a')-f(a)=e, . Logo, pela unicidade do

elemento inverso, segue que f(a)"' =f(a™).

3. Sejam x, y € f(N). Vamos provar que x . y' € f(x). Como
x € fIN), existe a € N tal que fla) =x e como y € f(N), existe a € N tal

que f(b) = x. Como N é subgrupo, entdo a . b! € N. Assim, temos que

b)'; pois x=fla) e y=f(b)
b™); pois f(b)" =f(b7")

); pois f Ghomomorfismo
a.b')e f(N); pois a.b' e N.

Portanto, pelo critério do subgrupo, temos que f{N) é subgrupo de

H. Em particular, como Im(f) = f(G), entdo Im(f) é um subgrupo de H.
4. Vamos, primeiramente, provar que N(f) é um subgrupo de

G. Dados a . b' € N(f), queremos mostrar que a . b € f(N). Como
a.b e N(f), entdo f(a) = f(b) = e,,. Assim,
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fla.b™")=F(a)-f(b™") ; pois f @homomorfismo
=f(a)-f(b)"5 pois f(b7")=f(b)"
=éy '3;1]5 pois f(a)=f(b)=e,

=e,.

De fla.b™)=e,, temos que a . b™' € N(f), o que prova que N(f)
é um subgrupo de G. Para provar que N(f) é um subgrupo normal de G,
sejam a € N(f) e g € G. Vamos mostrar que g.a.g"' € N(f). Como

a € N(f), entdo f(a) = e,,. Assim,

flg.a.g")=f(g)-Fla)-f(g"); pois f Ghomomorfismo
f(g)-ey - f(g)'s pois fla)=e, e f(g")=f(g)"
fle)-flg)"
e

H

(
(

Portanto, de flg. a. g") = e, temos que g. a. g€ N(f). Logo, pelo

critério do subgrupo normal, segue que N(f) é um subgrupo normal de G.

5. (=)Vamos supor que [ seja injetora. Queremos provar que
N(f) = {e.}. Dado a € N(f), entdo

e, como [ é injetora, segue que a = e.. Dai, concluimos que
N = feg)

(<) Vamos supor agora que N(f) = {e.}. Queremos provar
que f € injetora. Dados a, b € N tais que f(a) = f(b), vamos mostrar

que a = b. Temos

fla)-f(b™"); pois f Ghomomorfismo
Fla)-fB)'s pois F(b)=F(b)"
f(a)-f(a)'; pois f(b)=f(a)

e

He

fla.b™)

(@) £(
(@) £(

a

Defla.b™)=e,, temos quea. b™ € N(f). Como N(f) = {e }, entdo
a.b'=e, e, multiplicando por b dos dois lados, temos a = b, de onde

concluimos que f € injetora.
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6. Sejam x, y € H. Vamos mostrar que f'(x.y) = f"(x)
Sejam a = f'(x) e b = f!(y), entdo fla) = x e f(b) = y. Assim,

Logo, /' é um homomorfismo de grupos.

().

O préximo exemplo formaliza uma identificagio entre os grupos

S,e D,, observada na Aula 13.

Exemplo 4

Seja o grupo S, = {I, a, o, B, Ba, P’} das permutacdes de 3

elementos, onde

1 2 3 1 2 3
o= e B= R
(2 3 1) [1 3 2]

e seja o grupo D, = {I, R, R* F, FR, FR?*} das simetrias do tridngulo

equilatero, da Figura 18.1 visto na Aula 13,

yJL

h 4

/ x

NE

Figura 18.1: Tridngulo equilatero ABC.

onde R = R, . ¢ a rotacao de 2n/3 radianos em torno da origem e F é a

reflexdo com respeito ao eixo-x.
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Observe a semelhanga nas tabelas de multiplicacao destes dois grupos.

A menos de uma diferenca de notagio, as duas tabelas sao idénticas!

x | T o o B Po Po x |I R R® F FR FR
I o o B Po P2 I |I R R® F FR FR
a |a o I P> B Pa R |R R* I FR*F FR
o | o> I a Pa Pa® B R* |[R> 1 R FR FR*> F
B |B Pa Pz I o o F |F FR FR* T R R
Bo | Bo B2 P o2 I a FR |FR FR* F R> I R
Ba?| B B Pa a o> I FR*|FR> F FR R R*> I

Portanto, ¢ natural definirmos a seguinte bije¢ao entre S, e D :

][ZS3 %D% onde

fil) = I; fla) = R; fla?) = R fiB ) = Fs fiBa) = FR; f(or) = FR2.

Assim, pelas semelhangas entre as tabelas acima, € facil ver que

fla.b)=f(a)-f(b)

para todoa, b, € S,. Logo, f ¢ um homomorfismo bijetor e, portanto, um

isomorfismo entre S, e D, o que denotamos por S, = D, .

Vamos a nossa proxima atividade. Este é um importante exemplo

de automorfismo de grupo.

ATIVIDADE

2. Sejam G um grupo e g € G. Considere a aplicacdo i : G
— G definida por 7 (x) = gxg!. Mostre que i, € umisomorfismo do

grupo G nele mesmo, ou seja, um automorfismo do grupo G.
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Vamos finalizar esta aula apresentando um dos exemplos
mais importantes de homomorfismo de grupos. Gracas a ele temos o

importante teorema do homomorfismo para grupos.

Exemplo 5 (O homomorfismo canénico)

Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Considere
a aplicagio entre G e o grupo quociente G/H, © : G — G/H, definida
por 7(a) = aH. Vamos verificar que T é um homomorfismo de grupo.

Dados a, b € G, temos
a.b)=(a.b)H

=aH .bH
=7(a) - n(b).

Portanto, T é um homomorfismo de grupos, chamado homomor-

fismo canonico.
Proposicao 2

Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Seja
7 : G —» G/H, n(a) =aH, o homomorfismo canonico. Entdo,

1. © é um homomorfismo sobrejetor;

2. N(m) = H.

Demonstraciao
1. Seja aH € G/H, a € G, um elemento arbitrario do grupo
quociente G/H. Entdo, da prépria definigio do homomorfismo canénico,
temos que T(a) = aH, donde concluimos que 7 é, de fato, sobrejetor.
2. Temos que
ae N(n) & m(a)=eqy
& mn(a)=H; pois e, =e;H=H
< aH = H; pois n(a) =aH
& ae H.

E isso prova que N(n)=H

Observacao
1. E importante ressaltar que o homomorfismo canénico é uma
funcdo sobrejetora, mas, em geral, nio é injetora. Pois, se H é um

subgrupo normal do grupo G, diferente do subgrupo trivial {e_}, entao,



dada qualquer classe lateral aH € G/H, existe b € G, b # a, tal que

bH = aH. Assim, temos
7(b) = bH = aH = 7(a).

AULA ﬁ

E isso prova que o homomorfismo candnico n : G — G/H nao é

uma funcio injetora.

2. O homomorfismo da Atividade 1, f: Z — Z , definido por

f(a) = a paratodo a € Z, é um importante exemplo de homomorfismo

canonico.

3. Na proxima aula provaremos o teorema do homomorfismo

para grupos que tem o seguinte enunciado.

Teorema do Homomorfismo para Grupos

Dado um homomorfismo de grupos f :
G — H, entdo existe um isomorfismo de grupos
¢ : G/N(f) > f(G) que satisfaz f: p°n,onde t: G —
G/N(f) é o homomorfismo canonico.

Representamos esse resultado pelo seguinte

esquema.

ATIVIDADES FINAIS

G AG)c H

G/N (f)
G/N(f) = (G)

1.a) Sejam (Z, +) o grupo aditivo dos nimeros inteiros e f: Z — Z um homomorfismo

de Z em Z. Mostre que f(n) = f(1) . n paratodo n € Z.

b) Mostre que todo automorfismo do grupo aditivo Z é da forma x — x

oux ——x, paratodox € Z.

2. a) Sejam (Z , +) o grupo aditivo dos inteiros médulo n e f: Z — Z um

homomorfismo de Z, em Z . Mostre que f(a)=f(1)-a paratodo z¢ Z .

b) Mostre que todo automorfismo de Z ¢é daforma x — 7.x,comde z.
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Nesta aula vimos o conceito de homomorfismo de grupos onde, dados dois grupos
G e H, uma fun¢éo f: G — H é chamada de um homomorfismo (de grupos) se
f(a.b)=fla).f(b)paratodoa, b e G

Se, ainda, f é uma bijecdo, entdo dizemos que f: G — H é um jsomorfismo dos
grupos G e H e denotamos G ~ H.

Para f: G — H um homomorfismo de grupos, vimos as seguintes propriedades:
1. fle,) =

2. fla)" = fla™")

3. Se N for um subgrupo de G, entao f{N) sera um subgrupo de H. Em particular,
Im(f) = f(G) é um subgrupo de H.

4. N(f) é um subgrupo normal de G.

5.f € injetora se, e somente se, N(f)={e}.

6. Se f for bijetora, entdo /' : H— G for um homomorfismo de grupos.

Por fim, vimos o importante exemplo do homomorfismo candnico. Dados G um
grupo e H um subgrupo normal de G, o homomorfismo candnico é definido por
n: H— G/H com Tt(a) = aH.

RESPOSTAS COMENTADAS

Atividade 1

E facil ver que f é um homomorfismo, pois, dados 4, b € Z, temos

flab) = ab
—2.b
=fla)-f(b).

O homomorfismo f é sobrejetor, pois, dado d€ Z, = {6; T, Zu-, n=1, s e Z,

entdo f(a)=a.Quanto ao nucleo de £, temos ae N(f) & f(a)=0

< a=0

< a=0(modn)

& aenl.
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Logo, o nucleo de f é formado pelos multiplos de 7, ou seja, N(f) = nZ.

Atividade 2

AULA ﬁ

Vamos verificar primeiro que ig: G — G é um homomorfismo de grupos. Dados

a, b € G, temos que
i (ab) = glab) g ';pois f @homomorfismo

= glaeb)g™

= glag™'gb)g™; pois e; =g™'g

= (gag")(gbg™")

=i,(a)-i,(b).
Portanto, ig € um homomorfismo de grupos. Agora vamos verificar que I,
é sobrejetora. Dado b € G, queremos encontrar a € G tal que i, (a)= b, ou seja,

queremos que gag' = b. Resolvendo esta equacdo para a, obtemos a = gbg. Assim,

tomando a = g'bg, temos
i,(a)=i,(g"'bg); pois a =g 'bg

=glg 'bglg™
=(gg ")b(gg™"); pela associatividade
= egbeg; pois gg™' =e;
=b.
Portanto, temos que ig é sobrejetora. Finalmente, para verificar que ig é injetora,
vamos calcular seu nucleo. Temos que
ae N(i,) © ia)=e;
= gag’1 =e;
& ga=egg = g; multiplicando direita por g
& a=g'g; multiplicando esquerda por g
& a=e.;pois g 'g=e..
O calculo anterior nos diz que N(i)) = {e;} e, portanto, pela Proposicao 1, segue
que ig é injetora. Entdo, como ig: G — G é um homomorfismo bijetor, temos

que i, éum automorfismo de G.
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Atividade Final 1

a) 1°caso: n > 0.

Vamos provar por inducdo que f(n) = f(1) . n paratodo n € N.
Base: n = 0

Como f: Z — Z é um homomorfismo, entao, pela Proposicao 1, ja sabemos que
f(0) = 0. Logo,

fl0)=0=£1).0.
Hipétese de inducdo: n = K
Vamos supor que f(K) =f(1) . K.
Tese de inducdo: n = K+ 1

Vamos provar que f(k+1)=f(1)-(k+1).Temos

f(k+1)=f(k)+f(1); poisf @um homomorfismo
=f(1)-k+f(1); pelahip tesedeindu *o
= F(1)- (k+1).

Logo, pelo 1° Principio da Inducao, seque que f(n) = f(1). n para todo 7z >0.

1° caso: n<0.

Seja m =-n> 0. Pelo 1° caso, temos que f(m) = f(1). m. Como »n = -m, temos

=—(f(1)-m); pelo 1° caso
=f(1)-(-m)
= F(1)-n

Portanto, provamos que f(n) = f(1) . n paratodo n € Z.
b) Seja f:Z — Z um automorfismo de Z. Pelo item a, ja sabemos que

flx)=f(1)-x paratodo x € Z.
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Como f é uma bijecdo de Z, entdo existe k € Z, tal que

ou seja,

Como f(1) e k sdo nimeros inteiros, temos apenas as possibilidades
fll)=k=1 ou f(1)=k=-1.

Portanto, como f{x) = f(1) . x, temos apenas as duas possibilidades
flx) =x paratodo x € Z,

ou

flx) =—x paratodo x € Z.

Atividade Final 2

a)Dadoac Z, = {6, T,..., n—1} podemos considerar 0 <g<n—-1 .Se a=0,
entdo ja sabemos, pela Proposicdo 1, que f(6) =0. Agora, podemos supor que
0<a<n-1 e, portanto,

G=1+1+---+1 (aparcelas).

Usando que f € homomorfismo, temos

f@=f(1+1+--+1); pois 2=1+1+---+1 (nparcelas)
=f(1)+f(1)+---+f(1); pois f Ghomomorfismo (7 parcelas)
=f(1)- (T+_ +1); (n parcelas)
=f()-a; poi §=T+T+---+T (n parcelas).

b) Seja, agora, f: Z — Z um automorfismo de Z . Ja sabemos, pelo item a, que
f(X)=f(1)-x paratodo xe Z, .

Como f é uma bijecdo de Z , entdo existe be Z, tal que

ou seja,
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Entdo, f(i) e b sdo elementos invertiveis de Z , ou seja, f(i), be Z’ . Assim, deno-

tando a = f(i) , temos

f(x)=f(1)-x=a.x com xeZ .
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