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Conjuntos

Aula 1 — Conjuntos

Meta

Introduzir as nocoes bésicas de conjunto e produto cartesiano de

conjuntos.

Objetivos

Ao final desta aula, vocé deve ser capaz de:
e Definir as nocoes basicas de conjunto e subconjunto; uniao, intersecao

e diferenca entre dois conjuntos.
e Identificar os conjuntos numéricos: N, Z, Q, R e C.

e Desenvolver os conceitos de par ordenado e produto cartesiano de con-

juntos.

Introducao

O estudo mais rigoroso da teoria dos conjuntos despontou no séc. XIX,
com os trabalhos do matematico Georg Cantor. Em um de seus trabalhos,
ele abalou a comunidade matemaética da época, provando que a a cardinali-
dade infinita do conjunto R, dos niumeros reais, ¢ maior que a cardinalidade

infinita do conjunto N dos niumeros naturais.

A cardinalidade de um conjunto finito é o nimero de elementos deste
conjunto. Cantor mostrou que hé varios tipos de conjuntos infinitos e que
existem infinitos “maiores” que outros infinitos. O conjunto dos nimeros
racionais Q tem a mesma cardinalidade infinita que N, mas R tem cardina-

lidade maior.

A nocao de conjunto desempenha papel fundamental na organizacgao e

no desenvolvimento da Matemaética e de suas aplicacoes.

Nesta primeira aula, abordaremos, de maneira resumida e intuitiva, os
fundamentos béasicos da teoria dos conjuntos. Uma outra apresentacao ele-
mentar para este topico sao as Aulas 1 a 4 da disciplina Matemética Discreta,

pela qual vocé, aluno, provavelmente ja passou.

Entao, segure-se firme. Vamos iniciar uma viagem por uma das areas

mais bonitas da Matematica: a Algebra.

AULA 1

As idéias fundamentais da
teoria dos conjuntos foram
desenvolvidas pelo
matematico Georg Cantor
(1845 —1918).

Muitas de suas idéias geniais
nao foram aceitas
inicialmente por outros
matematicos. No entanto,
tiveram uma influéncia
profunda na Matemadtica do
século XX.

Observe que Q tem mais
elementos que N no sentido
de que todo nimero natural
é racional, mas ha muitos
racionais (na verdade,
infinitos racionais) que nao
s@o0 inteiros. No entanto, N e
Q tém a mesma
cardinalidade infinita.

CEDERJ
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Por que o conjunto vazio é
considerado subconjunto de
qualquer conjunto?
Raciocine por absurdo:

se () nao fosse subconjunto de
algum conjunto A, deveria
haver um elemento de ) nao
pertencente a A. Porem, ()
ndo tem elemento algum!

CEDERJ

Conjuntos

Conjuntos: uma breve apresentagao

Em Matematica, conjuntos e elementos sao nog¢oes primitivas, assim
como ponto, reta e plano. Entendemos conjunto como uma colecao de obje-
tos. Os objetos que formam um conjunto sao chamados elementos do con-

junto.

E conveniente admitir a existéncia do conjunto vazio, representado pelo

sfimbolo (). Assim, o conjunto vazio é um conjunto sem elementos.

Quando todos os elementos de um conjunto A sao também elementos
de um conjunto B, dizemos que o conjunto A estd contido no conjunto B,

ou que A € subconjunto de B.

Assim, um conjunto A nao é subconjunto de um conjunto B quando
existe algum elemento de A que nao é elemento de B. O conjunto () é

considerado subconjunto de qualquer conjunto.

Dois conjuntos A e B sao iguais quando possuem os mesmos elementos,
isto é, todo elemento de A é elemento de B (A C B) e todo elemento de B
¢ elemento de A (B C A). Assim,

A=DB se, esomentese, AC BeBCA.

7

Assim, todo conjunto é subconjunto de si mesmo. Quando A é um
subconjunto de B, mas nao é igual a B, entao dizemos que A é subconjunto

proprio de B.

Usaremos as seguintes notagoes:

e r € A, x é um elemento do conjunto A ou x pertence a A.
e r ¢ A, x nao é elemento do conjunto A, ou x nao pertence a A.

e A C B, o conjunto A é um subconjunto do conjunto B ou A esta

contido em B.

Se A C B, dizemos também que o conjunto B contém o conjunto A e
denotamos B D A.

e A¢Z B. O conjunto A nao esté contido no conjunto B.
e A& B, o conjunto A é subconjunto préprio de B. Assim,

A& B se, esomente se,AC BeA# B .
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Conjuntos numéricos

Os conjuntos numéricos sao os seguintes:

O conjunto dos ntimeros naturais, representado por N, é o conjunto

N=1{0,1,2,3,...}.

O conjunto dos ntimeros inteiros, representado por Z, é o conjunto

Z={.,6-3-2-1,01,23,..}.

O conjunto dos numeros racionais, representado por @, é o conjunto
m
Q={Z|mneZeno},
n
isto é, os nimeros racionais sao as fragoes.

O conjunto dos nimeros reais representado por R é o conjunto formado

pelos nimeros racionais e irracionais. Ntumeros irracionais represen-
tam quantidades que nao podem ser expressas na forma de fracao, por

exemplo, V2, 7 etc.

O conjunto dos nimeros complexos, denotado por C, é o conjunto

C={a+bila,beRei=—-1}.

Observe que

NGZGQGRGC.

Para uma construcao detalhada dos conjuntos numéricos, dos niimeros
naturais até os reais, consulte o Mdédulo 1 da disciplina Pré-cilculo. Os

nimeros complexos foram apresentados no Mdédulo 3 de Pré-calculo.

Uniao e intersecao entre conjuntos

O conjunto formado pelos elementos que pertencem tanto ao conjunto
A quanto ao conjunto B é chamado interse¢do de A e B, denotado por ANB.
Assim,
ANB={z|x€Aex e B}.

Um elemento de A N B pertence simultaneamente aos conjuntos A e B.

CEDERJ
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O “ou” da matemédtica é ndo
exclusivo, quer dizer, se

x € Aouz € B, entdo x
pode estar em A, pode estar
em B ou pode estar em
ambos.

Repare que “ou” na
linguagem cotidiana é, em
geral, exclusivo. Quando
dizemos “hoje a noite vou ao
cinema ou ao teatro”,
queremos dizer que iremos a
um ou ao outro, mas nao a
ambos.

Intervalos:

vocé se lembra dos intervalos
abertos e fechados? A
notagao é:

(a,b) ={z €eR|a<z<b}
[a,b) ={z €R|a<z<b}
(a,b] ={z €eR|a<z<b}
[a,b] ={z € R |a <z <b}

CEDERJ
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O conjunto formado pelos elementos que estao em A ou estao em B é
chamado de unido de A e B, denotado por AU B. Assim,

AUB={z|x€ Aouz € B}.

Quando usamos o conectivo ou ao escrevermos r € A ou xz € B, o elemento x
pode estar no conjunto A, ou pode pertencer ao conjunto B. Basta pertencer

a um deles para pertencer a uniao.

Para quaisquer conjuntos A e B valem as seguintes propriedades:

AND=0;

AUD = A;

ANBCA e ANBC B;

AUBDA e AUBDB.

Exemplo 1
1.ZNQ=ZeZUQ =Q.

2. QU {numeros irracionais} = R.

3. (2,4)N(3,5) = (3,4) e (2,4) U (3,5) = (2,5). Observe o diagrama a

seguir:
2.4) 2 3 4 5
(3.5
(2,4 N (3,5
(2,4)U (3,5
4. [1,2]N[2,5) = {2}.
5.(0,1)N(0,3)N(0,3)N(0,5)N(0,5)N...N0,2)N...=0.
Diagramas

Muitas vezes é conveniente representar conjuntos por meio de diagra-
mas geométricos, em que conjuntos sao representados por regioes do plano.

Estes diagramas sao chamados Diagramas de Venn.




Conjuntos

Por exemplo, dados dois conjuntos A e B tais que A ¢ Be B ¢ A,
podemos representa-los pelo diagrama a seguir, no qual a area mais escura

representa o conjunto intersecao A N B.

Fig. 1.1: A intersecdo AN B é a drea mais escura do grafico

Se A C B, podemos representéa-los pela figura

Fig. 1.2: ANB=A

O conjunto diferenca de A e B, denotado por A — B, é o conjunto dos

elementos de A que nao pertencem ao conjunto B. Assim,
A-B={xecA|lz¢B}.

O diagrama a seguir representa a diferenca A — B.

Fig. 1.3: Diferenca entre A e B

AULA 1
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Exemplo 1

Prove a seguinte igualdade:
(A-B)U(B—A)=(AUB)—(ANB).

Solucgao:

Devemos mostrar que todo elemento de (A — B) U (B — A) é também
elemento de (AU B) — (AN B), e vice-versa.

Seja x um elemento de (A — B) U (B — A). Temos = € (A — B) ou

x € (B — A). Vamos analisar cada um destes dois casos separadamente.

Sex€(A—DB),entaor € Aecax ¢ B. Sex € A, entdo x € AU B. Se
x & B, entdao x ¢ AN B (se z nao estda em B, nao pode estar na interse¢ao
de B com conjunto algum!). Como z € AUB ex ¢ AN B, entdo = €
(AU B) — (AN B). Mostramos que

ve(A-B)U(B—A)=z€e(AUB) - (ANB).

Vamos, agora, demonstrar a reciproca. Seja x € (AU B) — (AN B).
Assim, z € (AUB) ez & (AN B). Como z € (AU B), entdo = € A ou

x € B. Vamos analisar os dois casos separadamente.
Se x € A, como z ¢ (AN B), entdo x ¢ B e, portanto, z € (A — B).
Se x € B, como x & (AN B), entao x ¢ A e, portanto, = € (B — A).
Assim, concluimos que z € (A — B) ouz € (B — A), isto é, x €
(A— B)U (B — A), o que completa a demonstragao.

A figura a seguir mostra, em um diagrama, o conjunto (A—B)U(B—A).

Fig. 1.4: Diagrama de (A — B) U (B — A).

Vocé achou este exemplo um pouco complicado? Repasse o exemplo
até ter certeza de que entendeu todos os passos. Tente fazé-lo sem olhar a

aula. No fundo, é mais facil do que parece!

Vamos apresentar um outro exemplo, do mesmo tipo, mas agora com

trés conjuntos.
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Exemplo 2

Mostre que, quaisquer que sejam os conjuntos A, B e C', vale o seguinte:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Solugao: Vamos comegar mostrando que todo elemento do conjunto a es-

querda ¢é também elemento do conjunto a direita da igualdade.

Seja z € AN (BUC). Entao, pela definicao de interse¢ao, temos que
r € Aex e (BUC), simultaneamente.

Como z € (BUC), entdo z € Bouxz € C. Como = € A temos z € A
e(reBouze(C), ouseja, (re€Aex € B)ou(xe Aex e (), ou ainda,
r€ ANBoux € ANC, o que resulta em x € (ANB)U(ANC). Concluimos
que

AN(BUC)C (ANB)U(ANC).

Vamos agora provar a reciproca. Suponha que z € (AN B)U (AN C).
Portanto, z € (AN C) ou z € (AN B). Vamos analisar os dois casos.

Sex € (ANC), entao x € Aex € C. Logo,z € Aex e (BUC), ja
que ¢ C (BUC). Nesse caso, concluimos que x € AN (BUC(C).

Se z € (AN B), raciocinamos de maneira andloga:
re€(ANB)=x€AcreB=zrcAexec(BUC)=2cAN(BUC).
Concluimos que
(ANB)U(ANC)Cc An(BUC(C),

o que completa a demonstracao.

A figura a seguir mostra, em um diagrama, o conjunto AN (B U C).

Fig. 1.5: O conjunto AN (BUCQC).

AULA 1
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Vocé notou a coincidéncia de
notagao? Se a, b sdo niimeros
reais, o mesmo simbolo (a, b)
é usado para denotar o
intervalo aberto a < x < be
o par ordenado (a,b) que,
evidentemente, sao duas
coisas inteiramente
diferentes. Isto, em geral,
nao causa problemas visto
que pelo contexto
normalmente sabemos a
quais dos dois objetos
estamos nos referindo

CEDERJ n

Conjuntos

Produto cartesiano de conjuntos

Um par ordenado é uma seqiiéncia ordenada de dois elementos. Escreve-

se 0 par entre paréntesis, como em (a,b). Repare que a ordem dos elementos

no par é significativa. Por exemplo, os pares ordenados de inteiros (1,2)

e (2,1) sao diferentes. Dois pares ordenados sao iguais se tém os mesmos

elementos na mesma ordem, isto €,

(a,b) = (c,d)

se, e somente se,

a=ceb=d.

Analogamente, uma tripla ordenada de elementos é uma seqiiéncia de

3 elementos em que a ordem ¢é significativa, isto €,

(a,b,c) = (d,e, f)

se, e somente se,

a=deb=eec=f.

De maneira geral, chamamos de uma n-upla ordenada de elementos

uma lista ordenada (aq,as, ..

n-uplas sao iguais quando possuem os elementos nas mesmas posicoes:

(al,ag, ..

7an) - (b17627"'

, bn)

se, e somente se,

alzbl,agsz,...

.,ay,), na qual a ordem ¢ significativa. Duas

,a, = b, .

Sejam os conjuntos A e B. O produto cartesiano de A e B, denotado

por A X B, é o conjunto de todos os pares ordenados (a,b), com a € A e
b € B. Assim,

Podemos generalizar esta definicao para varios conjuntos.

conjuntos Aq, Ay, As, ...

AxB={(a,b)|ac Aebe B}.

¢ definido por

Ay xAgx Agx- - -x A, = {(a1,as, as, ..

Exemplo 3
Seja A ={1,2} e B={3,4,5}, entdo

Ax B =

{(1,3),(1,4),(1,5), (2,
BxA = {(3,1),(32),4

ap) | ap € Ay ag € A,y

3),(2,4),(2,5)} e
1), (4,2),(5,1), (5, 2) -

Dados os
, A, o produto cartesiano A; X Ay X A3 x --- x A,

San € Ant .

Note que, neste exemplo, para estes conjuntos, A x B # B x A. O

produto cartesiano de conjuntos nao é uma operacao comutativa.




Conjuntos

Note, ainda em relacao ao exemplo anterior, que o produto cartesiano
de um conjunto A de 2 elementos por um conjunto B de 3 elementos é um
conjunto A x B de 2 x 3 = 6 elementos. Vamos deixar como exercicio a prova

da proposicao que enunciamos a seguir.

Proposicao 1

Se A e B sao conjuntos finitos, entao
|Ax Bl =[A| x|B|,

onde |A]| indica o nimero de elementos de um conjunto A.

Resumo

O conceito de conjunto pertence aos fundamentos. esta presente em
todas as formas em que a Matematica se manifesta, sendo especialmente
importante neste curso de Algebra. Assim, faca uma revisao criteriosa nos
conceitos de uniao, intersecao e produto cartesiano apresentados nesta pri-

meira aula.

Os exemplos apresentados sao considerados atividades com roteiro de

solucao. Voceé deve reescreve-los com suas proprias palavras.

Para voce, aluno, que se inscreveu em Algebra 1, essas nocgoes basicas
de conjunto provavelmente sao ja bem conhecidas. Assim, procuramos apre-
senta-las dentro de um principio de revisao dinamica, onde a revisao dos
conceitos basicos acrescentamos alguns aspectos especificos e procuramos fi-
xar a notacao que sera utilizada ao longo desta disciplina.

Nos Exemplos 1 e 2 apresentamos demonstracoes de duas proposigoes
bésicas envolvendo conjuntos, que vocé deveria tentar reescrever com suas
palavras.

Atividades propostas

1. Para os conjuntos A = {1,2,3,4} e B = {3,4,5,6}, calcule:

AULA 1
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2. Seja A um conjunto. Prove que A — 0 =Ae () — A= 0.
3. Prove que A C B se, e somente se, A — B = ().

4. Sejam A e B conjuntos nao-vazios. Prove que A x B = B X A se, e
somente se, A = B. Por que razao ¢é necessaria a condi¢ao de A e B

serem nao-vazios?
5. Demonstre a igualdade AU (BNC)=(AUB)N(AUC).
6. Mostre que se A e B sao conjuntos finitos, entao |A x B| = |A| x |B| .

7. Sejam A e B conjuntos quaisquer. Mostre que

|AUB| =|A|+ |B|—|ANB].

8. Escreva os seguintes subconjuntos A C R, dos nimeros reais, como

uniao de intervalos:

(a) A={z eR|2*>1ex? <4}
b) A={reR|2?>4ex®> <9}
(c) A={zeR|a?>2e2*>>1}.
)

(d) Escreva ANZ para cada um dos trés conjuntos acima descritos.

Auto-avaliagao

Voce deveria ter sido capaz de resolver todos os exercicios propostos. As
respostas, propositadamente, nao estao descritas aqui para que voceé tente,
sozinho, achar o caminho da solucao a partir do que é apresentado no préprio

texto.

Se voce tiver alguma dificuldade, volte ao texto da aula e tente nova-
mente. Procure também o tutor para esclarecer dividas que ainda persistam

e discutir solucoes dos exercicios propostos.

Os exemplos inclusos na aula sao consideradas atividades com roteiro

de solucao. Voce deve conseguir reproduzi-los com suas préprias palavras.

Nao avance para a préxima aula antes de conseguir fazer todas as ati-

vidades propostas.




Relacées e relacdes de equivaléncia

Aula 2 — Relacoes e relacoes de equivaléncia

Meta

Abordar relagoes e relacoes de equivaléncias.

Objetivos
Ao final desta aula, vocé deve ser capaz de:

e Definir os conceitos de relagao em um conjunto e entre dois conjuntos.
e Enunciar as propriedades das relagoes.

e Reconhecer uma relacao de equivaléncia e dar alguns exemplos.

Introducao

Um dos conceitos mais importantes na Matemética é o de relacao. Ele
esta ligado a idéia de comparacao entre objetos, de acordo com algum critério

ou alguma regra.

Podemos citar como exemplo a relacao “é mais novo que” no conjunto
dos alunos de uma escola. Outro exemplo é a relagdo “menor que” (<) no
conjunto dos nimeros inteiros. Ainda no conjunto dos inteiros, temos varias

relagoes: maior que, ser igual a, ser divisivel por, ser multiplo de etc.

Mas como definimos uma relagao? Veja que hé duas coisas importantes
em uma relagado: um conjunto e uma regra de comparacao entre os elementos
deste conjunto. Uma relagcao sempre envolve pares de elementos do

conjunto.

Se temos uma relacdo R em um conjunto A, é comum escrever xRy
quando o elemento x esta relacionado ao elemento ¥, sendo z,y € A. Usamos

o simbolo x R y quando x nao esta relacionado ao elemento y.

Por exemplo, na relagao “<” (“é menor que”’) no conjunto Z, temos
2 <3, 4<10, 1 <100 etc. Familar, nao?

Ha uma outra maneira, talvez menos intuitiva, de escrever uma relacao:
por pares ordenados. Podemos convencionar que o par (z,y) diz que x estd
relacionado a y. Assim, dada uma relacdo em um conjunto A, os “relaciona-
mentos” sdo pares ordenados (x,y), com z e y pertencentes ao conjunto A,
isto é, uma relagao é definida através de um dado subconjunto do produto

cartesiano A x A.

| AULA 2

Relacoes que comparam
pares de elementos de um
conjunto sao chamadas
relagoes bindrias. Nesta
disciplina, trataremos

apenas de relagoes bindrias.

| CEDERJ
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Relagao em um conjunto

A seguir, veremos como podemos definir uma relagao.

Defini¢do 1 (Relagdo em um conjunto)
Uma relagao R em um conjunto A é um subconjunto do produto cartesiano

de A por si mesmo:
RCAXxA.

Exemplo 2
1. Se A ={1,2,3}, arelagdo < é dada por

R= {(17 2)7 (173)7 (273)} )

enquanto a relagao < é dada por

S ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} .

Podemos, também, descrever R como

R={(z,y) e AxA|lz<y}.

2. No conjunto B = {1,2,3,4,5,6}, a relacao “z divide y”, é dada por
R ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2),(2,4),(2,6), (3,3),
(3,6),(6,6)} .
Podemos, também, descrever o conjunto R como

R ={(x,y) € B x B |z divide y} .

Em resumo, uma relagdo em um conjunto A é um conjunto de pares
ordenados (z,y), onde z,y € A. Dizemos que x e y satisfazem a relagao, ou
que x esta relacionado a y, se o par (z,y) estd na relagdo. Assim, uma relagao
¢ um subconjunto de A x A. Qualquer subconjunto de A x A constitui uma

relagdo. Se R é uma relagao, escrevemos xRy quando (x,y) € R, isto é,
TRy <— (z,y) € R.
E conveniente ampliar a definicao que demos de relacao, para incluir
relacgoes entre dois conjuntos diferentes.

Defini¢do 2 (Relagdo entre conjuntos)

Sejam A e B conjuntos. Uma relacao entre A e B é um subconjunto de
A X B.

Observe a distingao: um subconjunto de A x A é uma relacdo em A,

enquanto um subconjunto de A x B é uma relacao entre A e B.
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Propriedades das relagoes

Vamos usar termos especiais para descrever certas propriedades que

uma relacao pode ter. Vamos considerar uma relagao R em um conjunto A.

e Propriedade Reflexiva.

Dizemos que uma relacao R é reflexiva quando, para qualquer = € A,
temos xRx. Isto é, todo elemento do conjunto estd relacionado a si

mesmo.

e Propriedade Anti-reflexiva.

Dizemos que uma relacao R é anti-reflexiva quando, para qualquer x €
A, temos x Rx. Isto é, nenhum elemento do conjunto esta relacionado

a Sl mesmo.

e Propriedade Simétrica.

Dizemos que uma relacao R ¢ simétrica quando, para quaisquer x,y €
A, se xRy, entao yRz. Isto é, se x estiver relacionado a y, entao y esta

relacionado a z.

e Propriedade Anti-simétrica.

Dizemos que uma relacao R é anti-simétrica quando, para quaisquer
x,y € A, se xRy e yRx, entao z = y. Assim, se x e y sao elementos
distintos de A, nao pode acontecer de x estar relacionado a y e y estar

relacionado a z.

e Propriedade Transitiva.

Dizemos que uma relagao R é transitiva quando, para quaisquer x,y, z €
A, se xRy e yRz, entao xRz. Isto é, se x estiver relacionado a y e y

estiver relacionado a z, entao = esta relacionado a z.

Vamos a alguns exemplos para tornar estes conceitos mais claros e para

mostrar que muitas relagoes comuns apresentam varias destas propriedades.

Exemplo 1

A relacao = (igualdade) sobre os inteiros. Ela é reflexiva (todo inteiro é igual

a si mesmo), simétrica (r = y = y = x) e transitiva (r = yey = z = = = 2).

AULA 2
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Dois triangulos AABC e
ADEF sao ditos
congruentes quando existe
uma correspondéncia entre
seus vértices, tal que a
correspondéncia entre os
lados e angulos, determinada
por esta correspondéncia
entre os vértices, leva lados e
angulos em lados e angulos
congruentes.
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Exemplo 2

A relac¢do < (menor ou igual a) sobre os inteiros. Ela ¢ reflexiva (todo inteiro
¢ menor ou igual a si mesmo), anti-simétrica (r < yey < x = x = y) e

transitiva (r <yey <z =z < 2).

Exemplo 3

A relagdo < (estritamente menor que) sobre os inteiros. Ela é anti-reflexiva
(nenhum inteiro é menor que si mesmo), nao é simétrica (porque =z < y
nao implica y < x). Na verdade, ela é anti-simétrica. Isto pode causar

estranheza, mas, veja bem: a condi¢gao de anti-simetria é
(x<yey<z)=z=y.

Esta condicao é correta por vacuidade: nao ha inteiros tais que x < y e y < x,

portanto, a implicacao é sempre verdadeira.

A relagao < é também transitiva:
(r<yey<z)=x<z.
Exemplo 4

Seja A o conjunto das retas no plano e R a relagao de perpendicularismo

entre retas. Esta relacdo é anti-reflexiva (nenhuma reta é perpendicular a si

mesma), simétrica e nao é transitiva.

Exemplo 5

Seja A o conjunto das retas no plano e R a relagao de paralelismo ou igualdade
entre retas, isto é, xRy quando as retas x e y sao iguais ou paralelas. Esta

relacao é, claramente, reflexiva, simétrica e transitiva.

Exemplo 6

Seja A o conjunto dos tridngulos. A relacao R de congruéncia de triangulos

é reflexiva, simétrica e transitiva.

Exemplo 7

Considere a relacao | (divide) no conjunto dos ntimeros inteiros positivos.
Esta relacao é anti-simétrica, pois, para = e y nimeros positivos, se z | y e
y | x entdo x = y.

Por outro lado, a relagao | (divide) sobre o conjunto dos niimeros in-
teiros nao é anti-simétrica, pois , por exemplo, 2 | =2 e —2 | 2, mas 2 # —2.

Também nao ¢é simétrica, por exemplo, 2 | 6, mas 6 1 2.




Relacées e relacdes de equivaléncia

Este exemplo mostra que uma relacao pode nao ser nem simétrica nem

anti-simétrica.

Exemplo 8

Seja R a relagao de bijegao definida sobre o conjunto de todos os subconjuntos
finitos. Se S; e Sy sao dois conjuntos finitos, entao S;RSs quando ha uma
relacao bijetiva entre S; e S, 0 que é o mesmo que dizer que S7 e Sy tém o

mesmo numero de elementos.

A relagao S é claramente reflexiva, simétrica e transitiva.

Relagoes de equivaléncia

Em varias areas da Matematica, encontramos relagoes que trazem uma
certa nocao de “quase igualdade” entre objetos distintos. Por exemplo, em
Geometria, a congruéncia de triangulos. Triangulos congruentes nao sao
iguais, mas tém lados e angulos correspondentes de mesma medida. Assim,

“funcionam” como se fossem iguais.

Entre conjuntos finitos, a relacao de bijecao nao é uma igualdade,
mas, para muitas aplicacoes, conjuntos bijetivos “funcionam” como se fossem
iguais.

Estas relagoes, assim como a relacao de igualdade em um conjunto
numérico, tém a caracteristica de serem reflexivas, simétricas e transitivas.
Damos a uma relacao com estas propriedades o nome de relacao de equi-

valéncia.

Definicdo 3 (Relagdo de equivaléncia)
Seja R uma relacdo em um conjunto A. Dizemos que R é uma relacdo de

equivaléncia em A quando ela é reflexiva, simétrica e transitiva.

Os exemplos 1 (relacao de igualdade nos inteiros), 6 (congruéncia de
triangulos), 5 (retas iguais ou paralelas) e 8 (relagao de ter o mesmo niimero
de elementos sobre o conjunto de todos os subconjuntos finitos) sao exemplos

de relagoes de equivaléncia.

Vamos ver mais um exemplo de relacao de equivaléncia.

Exemplo 9

Sejam A e B dois conjuntos nao-vazios, e seja f: A — B uma dada fungao.
Vamos definir, usando a funcao f, uma relagao de equivaléncia ~¢, no con-

junto A, que é o dominio de f.

| AULA 2

O que é o numero de
elementos de um conjunto
finito S? Uma maneira de
conhecer este niimero é
através de bijegoes.
Podemos dizer que um
conjunto S é finito e tem n
elementos quando existe
uma bije¢do de S com o
conjunto {1,2,...,n}.
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Definicao:
Para x1,29 € A, 1 ~f x5 quando f(z1) = f(z2) .
Esta relagao é de equivaléncia, pois vale:
1. Reflexividade: = ~¢ x, pois f(z) = f(z).
2. Simetria:

Ty ~§ Xy = f(JIl) = f([EQ) = f(ZEQ) = f(CL’l) = Zo ~f T1 .

3. Transitividade:

f(z2) e f(x2) = f(3)

f(CL’g) = I ~¢ T3 .

Ty ~f Xo €Ty ~fp Ty = f(l’l)

= f(z1)

Classes de equivaléncia

Seja A um conjunto nao-vazio e seja ~ uma relagao de equivaléncia no

conjunto A.

Definicdo 4 (Classe de equivaléncia)
Se a € A, chamamos de classe de equivaléncia do elemento a, denotado por @,
o subconjunto de todos os elementos de A que sao equivalentes ao elemento
a, isto é

a={rxeA/x~a}.

Note que, como a ~ a, por reflexividade, entao a € @. Assim, uma

classe de equivaléncia nunca é vazia.

Por exemplo, na relagao de congruéncia de triangulos, a classe de equi-
valéncia de um triangulo 7" é o conjunto de todos os triangulos que sao

congruentes a 1.

Seja R a relacao tem o mesmo numero de elementos que, no conjunto
de todos os subconjuntos finitos de Z, por exemplo. J& vimos que R é uma
relagdo de equivaléncia (veja o exemplo 8). O que sdo, neste caso, as classes
de equivaléncia?

A classe do conjunto vazio € a classe dos conjuntos que nao tém nenhum

elemento, portanto, somente ele mesmo.

0= {0}




Relacées e relacdes de equivaléncia

| AULA 2

Em seguida, temos a classe dos conjuntos que tém 1 elemento. Todos
eles estao na mesma classe, e somente eles (os conjuntos de 1 elemento) estao

nesta classe.

{1} = { ] {_2}7 {_1}7 {0}7 {1}7 {2}7 e } :

Passamos, entao, a classe dos subconjuntos de Z que tém dois elemen-
tos, trés elementos etc. Observe que todos os subconjuntos finitos de Z estao
em alguma classe (se um subconjunto tem n elementos, entdo pertence a
classe dos subconjuntos que tém n elementos!). Note, também, que estas

classes sao disjuntas duas a duas.

A préxima proposicao ird mostrar o que dissemos anteriormente para
qualquer relacao de equivaléncia R em um conjunto A. Mostraremos que
as classes de equivaléncia de R sao subconjuntos de A, nao vazios, disjuntos
dois a dois, cuja uniao é o conjunto A.

Proposicao 1
Seja ~ uma relagao de equivaléncia em um conjunto nao vazio A e sejam

x,y € A. Entao, as seguintes afirmagoes sao verdadeiras.

1. Dois elementos sao equivalentes se, e somente se, estao na mesma classe
de equivaléncia:

r~YyYy<—>7T=1.
2. Duas classes distintas sao disjuntas:
TAy<—=1TNYy=10.

3. O conjunto A ¢é a uniao das classes de equivaléncia da relagao:

A=Jz

€A

Demonstracao.
Sejam z,y € A.
1. Assumimos x ~ y. Vamos mostrar que T = 7.

Se a € 7, temos a ~ x. Da hipdtese x ~ y, segue por transitividade

que a ~ y. Isso nos diz que a € 7.

Assim, T C . De modo analogo, pode-se mostrar que ¥ C T. Dessas

duas inclusoes, mostramos que T = 7.
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Vocé deve ter estudado
particbes de um conjunto na
disciplina Matemética
Discreta, no primeiro
periodo do curso (14, quando

vocé ainda era um calouro!).
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Assumimos T = 7. Vamos mostrar que = ~ y.

Pela reflexividade, x ~ z, portanto, x € T. Como T = 7, entao x € 7,

e isso nos diz que x ~ y.

2. Suponha que T # 7 e suponhamos, por absurdo, que TNy # (). Seja
z € TNY. Assim, z € T implica z ~ x e z € § implica z ~ y. Pela simetria,

z ~ x implica = ~ z.

Assim, x ~ z e z ~ y. Pela transitividade, temos x ~ y, e de (1) segue

que T = 7, contradizendo nossa hipédtese.

Dai, segue que TNy =, quando T # 7.

3. De T C A para todo = € A, segue que UECAedofatodexef

€A
para todo x € A, segue que A C U T.
€A
Logo, dessas duas informagoes concluimos que A = U T. O

€A

Conjuntos quocientes e particao em um conjunto

Seja ~ uma relacao de equivaléncia em um conjunto nao vazio A e, para

todoa € A, sejaa = {x € A|x ~ a} aclasse de equivaléncia do elemento a.

7

O conjunto das classes {@ | @ € A} denotado por P = A/~ = A ¢

chamado conjunto quociente de A pela relagao de equivaléncia ~ .

Pela proposicao anterior, o conjunto quociente ¢ um conjunto de sub-
conjuntos de A, nao vazios, dois a dois disjuntos, e cuja uniao é o proprio
conjunto A. Esta é exatamente a nocao de particao de um conjunto.

Vamos relembrar a definigao de particao de um conjunto.
Defini¢do 5 (particdo de um conjunto A)

Seja A um conjunto nao vazio e seja P uma colegdo cujos elementos sao

subconjuntos de A.

Dizemos que P é uma particao do conjunto A se as seguintes proprie-

dades sdo satisfeitas:

1. Os elementos de P sdao nao vazios.

2. Quaisquer dois elementos distintos P, P, de P sao disjuntos, isto é,
P, # P, em P implica P, N Py, = )
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3. A= UP (A é unido disjunta dos elementos P € P).
Pep
o : R A
Se P ={Py, P, ,P,} for uma partigao finita, podemos representar Aezarfj;nl?:zzzopara

PEP

a partl(;ao na ﬁgura a segulr indicar unido disjunta

Fig. 2.1: Particdo de um conjunto

Pela proposicao anterior, se ~ ¢ uma relacao de equivaléncia em um
conjunto nao vazio A, entdao P = A/~ = A define uma particio no conjunto
A ns qual os elementos dessa particao sao as classes de equivaléncia @, onde
a € A.

Um fato muito interessante é que a reciproca também é verdadeira, isto
é, dada uma particao P de um conjunto A, fica naturalmente definida uma

relacao de equivaléncia ~ em A de modo que P = A/~ = A.

Proposicao 2
Seja A um conjunto nao vazio e seja P uma particao do conjunto A. Defina

a relacao ~ sobre A por
x~vy, seexiste PeP talque z,yelP
1. ~ é relagao de equivaléncia.
2. A/~ =P.

Em outras palavras, a relagao de equivaléncia é definida por: dois ele-

mentos se relacionam quando estao no mesmo conjunto da parti¢ao.

Demonstracao.

1. Vamos mostrar que as propriedades que definem relacao de equivaléncia

sao satisfeitas.

CEDERJ
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o Reflexividade.

r~xpois, T € A= UP entao existe P € P tal que z € P.
Pep

e Simetria.
Assumimos x ~ y. Isso nos diz que existe P € P tal que {z,y} C P e,
como {y,z} = {x,y}, segue que y ~ z.
e Transitividade.
Assumimos x ~y ey ~ z com x,y,z € A.
Se x ~ y, entao existe P; € P tal que {z,y} C P;.
Se y ~ z, entdo existe P, € P tal que {y, z} C Ps.

Assim, y € P, N Py # () e como P é uma particao, isso nos diz que, de
fato, P = P».

Assim, {z,y} e {y, 2z} estao contidas em P; = P.

Entao,

{z,y,z} C P = {2,z2} CP =2~ 2.

Isso demonstra que a relacao ~ define uma relacdo de equivaléncia

em A.

2. Vamos provar que A = A/~ = P.
Seja P € P esejaa € P C A. Vamos mostrar que

P=a={recA|lx~a}.

Se x~a, entao existe P’ € P tal que {z,a} C P’
Como a € PN P # (), temos:
P=P = {zr,a}CP=P =reP=aCP.
De a € P segue, pela definicao de ~, que y ~ a para todo y € P e isso
nos diz que P C @.
Dea C Pe P Ca segue que P =a.

Tendo em vista que cada a € A pertence, sempre, a algum P € P (pois

P é uma partigao de A), temos, de fato, que

A=Aj~ =7P.
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Resumo

As nogoes de Relacao e Relagao de Equivaléncia sao nogoes destacadas
na Matemadtica e, em especial, na Algebra. E particularmente importante
que voce, aluno, domine esses conceitos e tenha um entendimento claro das

propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

Uma relagao de equivaléncia permite partir um conjunto em uma colecao
especial de subconjuntos chamada Particao do Conjunto. O conjuntos das
classes de equivaléncia determina uma particao e, vice-versa, uma particao
determina uma relagao de equivaléncia em um conjunto, onde os elementos

da particao sao, exatamente, as classes de equivaléncia da relagao.

Esse é o recado da Aula 2.

AULA 2
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Atividades Propostas

1. Seja R = {(z,y) | z,y € R} o conjunto dos pontos no plano, represen-

tados por pares ordenados de ntimeros reais. Seja 2 o subconjunto de
R? definido por
Q= {(z,y) eR*| zy > 0} .

E facil ver que €2 é a uniao do 1° e 3° quadrantes com os eixos cartesianos

(que sdo as retas x =0 e y = 0).

Definimos uma relacao R no conjunto R dos niimeros reais por

para z,y € R, xRy quando (x,y) € 2.

Mostre que a relagao assim definida é uma relacao de equivaléncia.

. Discuta a validade das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva

para as relacoes em R, definidas de maneira analoga, através dos con-
juntos

(a) @={(z,y) eR* |z <0ey>0}

(b) @ ={(z,y) e R? | zy < 0}

() Q={(z,y) eR? | 2* +y* < 1}

Auto-avaliagao

Vocé deveria ter sido capaz de resolver todos os exercicios propostos.

Se voceé tiver alguma dificuldade, volte ao texto da aula ou procure o tutor

antes de avancar para a proxima aula.
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Aula 3 — Relagao de ordem em um conjunto:

O principio da boa ordenacao dos inteiros

Meta

Estudar relacao de ordem em um conjunto, as nocoes de conjunto limi-

tado superiormente e inferiormente e o principio da boa ordenagao.

Objetivos
Ao final desta aula, vocé deve ser capaz de:

e Listar as propriedades que definem uma relacao de ordem.

e Definir a nocao de conjunto ordenado e destacar aspectos especificos

nos conjuntos numeéricos Z, Q,R e C.
e Definir conjunto limitado superiormente e inferiormente.

e Apresentar o principio da boa ordenagao, mostrar sua validade em Z e

mostrar sua nao validade em Q e R.

Introducao

Na Aula passada, vocé viu a definicao de relagdo em um conjunto e
também viu uma classe de relagoes especialmente importantes, que sao as
relagoes reflexivas, simétricas e transitivas, as chamadas relagoes de equi-

valéncia.

Nesta aula, veremos outra classe de relagoes muito importantes, que
sao as relacoes de ordem. Elas traduzem a nocao intuitiva de ordem. Por
exempo, o conjunto dos niimeros inteiros é “ordenado”, de maneira natural,
pela relacao “menor ou igual a”. Defiremos relagao de ordem em um con-
junto, listando as propriedades que uma relacao deve ter para ser de ordem,

e analisaremos essas relacoes nos conjuntos numeéricos Z, Q, R e C.

Apresentaremos o Principio da boa ordenacao que tem validade em 7Z
mas nao possui validade em Q ou R e, apresentaremos o exemplo da relacao

de ordem lexicografica em C.
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Através do principio da boa ordenacao em Z, provaremos, na proxima
aula, o chamado principio da Inducao, que servira de base para demonstragao

de férmulas envolvendo nuimeros inteiros.

Bom, é um bocado de assunto novo nesta aula! Vamos comecar pela

definicao de relacao de ordem.

Relacao de ordem em um conjunto: uma breve apresentagao

Seja A um conjunto ndo vazio e seja R uma relacdo (bindria) entre
pares ordenados de elementos de A. Se a,b € A estao relacionados, nessa
ordem, escrevemos aRb. Caso contrario, escrevemos a Rb.

Comecaremos definindo uma ordem parcial. Esta é uma relacao refle-

xiva, anti-simétrica e transitiva.

Defini¢do 1 (Ordem parcial de um conjunto A)
Dizemos que R é uma relacao de ordem parcial em A se, para todo a, b, c € A,

sao validas as seguintes propriedades:

(1) aRa (Reflexiva)
(2) aRb, bRa = a = b (Anti-simétrica)
(3) aRb, bRc = aRc (Transitiva)

Exemplo 3

A relacao < no conjunto Z é uma relagao de ordem parcial, pois é claramente
reflexiva (z < x), anti-simétrica (x <y e y < x implica x = y) e transitiva (
x<yey<zimplica x < z).

Na verdade, a relagdo < nos inteiros ¢ um exemplo que vem sempre a mente
quando falamos de ordem. E comum, também, usar-se a notacao < para

qualquer relagao de ordem parcial em qualquer conjunto.

Assim, dizemos que < é uma ordem parcial em A se, paratodoa,b,c € A,

vale que:
1. a <a;
2. a<bb<a= a=0

.a<bb<c=—a<c

Agora, devemos distinguir um tipo especial de relacao de ordem. Note

que, se < é uma relacao de ordem em um conjunto A, pode acontecer de dois
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elementos em A nao estarem relacionados, isto é, pode acontecer de existirem

elementos a,b € A tais que nao vale a < b nem b < a.
Se dois elementos em A estao sempre relacionados, entao dizemos que

a relagao é total (ou linear).

Defini¢do 2 (Relagdo total ou linear)

Se uma relacao de ordem < em um conjunto A satisfizer a propriedade
4. Para todo a,b € Atem-se a < boub<a

entao dizemos que a ordem < em A é total ou linear.

Vamos agora dar um exemplo de ordem parcial que nao ¢ total.

Exemplo 4

Seja X um conjunto e seja A = P(X) o conjunto das partes de X. Isto é,

A=PX)={V|Y CX}.

Para relembrar, vamos ver

Claramente, a relagao de inclusdo em P(X) é uma relagdo de ordem, pois é: alguns exemplos de conjunto
das partes de um conjunto:

1. Reflexiva: todo subconjunto de X estd contido em si mesmo. e Se X = 0, tem-se
P(X) = {0} (#0)
possui um elemento

2. Anti-simétrica: se X; e X5 sao subconjuntos de X e vale que X; C X, ! ‘
(que é o conjunto

e XQ C Xl, entao X1 = XQ. vazio).
3. Transitiva: se X; C X, e Xo C X3 entdo X; C X3, para X1, X5 e X3 * Se X ={1},P(X) =
{0,{1}} possui
subconjuntos de X. exatamente dois
elementos.
Esta relacao de ordem parcial nao é, em geral, uma relacao de ordem total. o Se
Por exemplo, se X = {1,2} entao X={12},P(X) =

{0, {1}, {2}, {1,2}}
possui exatamente

A= P(X) = {@, {1}, {2}, {1, 2}} . quatro elementos.

. ~ ~ . . ~ Se X ={1,2,---,
Os conjuntos X; = {1} e Xy = {2} € A néo estao relacionados por inclusdo: ¢ Se X ={ o
mostraremos mais

X1 gZ X2 (& X2 gZ Xl. tarde que P(X)
possui exatamente
, . P ~ . . 2™ elementos.
Se A é um conjunto e R é uma relacao de ordem parcial em A, dizemos
que o conjunto A é ordenado pela relacao R. No exemplo anterior, dizemos

que o conjunto das partes de um conjunto X é ordenado por inclusao.

Se a relagao em R em A ¢ total, entao dizemos que A ¢é linearmente
ordenado por R.
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Relagao de ordem no conjunto dos nimeros reais

Nesta secao, definiremos a relagao de ordem natural nos conjuntos
numéricos Z,Q e R. Mostraremos que, com esta relacao, estes conjuntos

sao linearmente ordenados.

Na constru¢ao dos nimeros reais, definimos uma ordem total (linear)
< em R. Para isto, admitimos a existéncia de um conjunto especial P C R
satisfazendo as seguintes propriedades:

1. P é um subconjunto préprio, nao vazio, e 0 ¢ P.
2. Para todo x,y € P, tem-sex +y € Pexy € P

3. Paratodoz € Roux =0, ouxz € P,ou —x € P (lei da tricotomia)

P é conhecido como o subconjunto dos niimeros reais positivos.

Definimos a relacao < de ordem em R por:
r,ye Pr<y<=zxz=you (y—x) €P.

Em outra palavras, z < y quando x = y ou y — x ¢ positivo.

Tendo em vista propriedades algébricas basicas de reais, por exemplo:

(—2)? = (—z)(—2) = 2%, Yz €R

1?=1.
Podemos provar varias propriedades da ordem em R.

Vamos provar que 22 >0, Vo €R, . #0.
De fato, se € R e x # 0, temos, pela propriedade (2), que, se z € P,

entdo 2 =z -z € P.

Se x ¢ P, pela propriedade (3), temos (—z) € P, logo, pela proposigao
2, (—z)(—x)=2*€P.
Assim, se x € R,z # 0,22 € P, isto &,

>0, Ve €R, 2 #0.

Em particular,
1=(1)*>0.
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Partindo de 1 > 0, usando a propriedade (2), podemos provar que todo

natural é positvo:
1 >0

1+1 = 2eP, 2>0
3 = 2+1>0

n = n-1)+1>0

e isto nos mostra que
{1,2,3,-+- ,n,---} C P.

Se denotarmos Rt =P = {x € R | > 0}, o conjunto dos nimeros
reais positivos, e ZT = {x € Z | x > 0}, o conjunto dos nimeros inteiros

positivos, entao vale que

7t =7ZNP={1,2,3,-- ,n,---}.

A ordem lexicografica em C

Sabemos que
ZCcQcCcRcC,

onde

C={a+bilabeR} e i=+v-1.

No item anterior definimos uma relacao de ordem < em R através de um
subconjunto P C R, dos niimeros reais positivos, satisfazendo as propriedades
(1), (2) e (3).

Vimos também que, a partir da ordenacao do niimeros reais R, <, temos
que os conjuntos

Zt=7ZNP QT =QnP
que sao, respectivamente, os subconjuntos dos inteiros e racionais positivos,

também sao ordenados pela ordem < (restri¢ao da ordem < nos complexos).

Apresentaremos agora uma forma de definir uma ordenacao em C,

através da ordem lexicografica.

Defini¢do 3 (Ordem lexicografica < em C)
Seja < a ordem definida em R e sejam 21, zo € C. Definimos <; do seguinte

modo:

21:a1+bli§,;z2:a2+b2i<:>a1Sagou(alzageblgbg).

CEDERJ
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No plano complexo temos:

b, +(a;, b)) U 7(a,, b,)
| ou
by oot *(a,by) by 1 (@, h)
a, a, a=a
(a,b) < a+ bi

Observe que, se a1, as € R, entao
ar=a1+0t<pay=as+0 & a; <ay emR,

Portanto, a ordem <, quando restrita aos reais, coincide com a ordem
< dos reais. Por isso, dizemos que a ordem <j; nos complexos estende a

ordem < nos reais.

Atividades

1. Verifique que

o 1+:<,2 o 1+i<, 1+
o i<y 1l+i e 2<,3
o 1+1<, 241 o 1< 1

2. Mostre que <y define uma relagao de ordem linear linear em C.

3. Temos que i =0+ 1-7 > 0 na relacao <y, lexicografica de C. Mas,

"=1-1=—-1=-14+0:<0+0:=0.

CEDERJ m
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Estensao da ordem nos reais para os complexos

Vamos desenvolver um pouco mais esta idéia da estensao da ordem nos

reais para os complexos.

Vimos que a ordem <j nos complexos estende a ordem < nos reais.
Isto é muito bom. Veremos, porem, que nao é possivel definir uma ordem
em C através de um subconjunto P C C, satisfazendo as condigoes (1), (2) e

(3), do item anterior, tal que RT = PN R, como fizemos para R.

Em outras palavras, nao é possivel estender a ordem < dos reais para
os complexos definindo esta ordem estendida através de um conjunto P C C

dos “complexos positivos”, como fizemos nos reais.

Isto pode parecer um pouco complicado, mas nao é. Para ver que
nao podemos definir uma ordem em C, através de um subconjunto P C C,
satisfazendo as condigoes (1), (2) e (3), como fizemos para R, tal que Rt =

P N R, basta observar terfamos:
r#£0=>2>€P.

Agora, tomando £ =i = /—1, vemos que z # 0 e 22 = —1 € P.
Assim, —1 = 22 € PN R = R?, o que é um absurdo, ji que —1 nao é

um real positivo.

Subconjuntos limitados inferiormente e superiormente

Seja A, < um conjunto parcialmente ordenado e seja S C A um sub-

conjunto nao vazio de A.

Dizemos que S é um conjunto limitado inferiormente em A se existe
a € A tal que a < x para todo x € S

Analogamente, dizemos que S é um conjunto limitado superiormente
em A se existe b € A tal que x < b para todo = € S

Dizemos que S possui um mdzimo se existe s € S tal que s > x para
todo x € S. Analogamente, S possui um minimo se existe s € S tal que
s < x para todo x € S.

Se um conjunto tem um maximo, entao ele é limitado superiormente e se
possui um minimo, é limitado inferiormente. No entanto, um conjunto pode
ser limitado superiormente e nao ter um maximo, como pode ser limitado
inferiormente e nao ter um minimo. Nesta situacao, os limites inferiores e

superiores do conjunto S nao pertencem a S.

AULA 3
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Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 5
1. O intervalo (2,3) C R ¢ limitado inferiormente e superiormente, mas
nao possui maximo ou minimo. Observe que 2 e 3 nao sao elementos do

conjunto (2, 3), por isso ndo sdo minimo e maximo, respectivamente.

2. O intervalo [2,3) ¢ limitado inferiormente e superiormente e possui

minimo 2, mas nao possui maximo.

3. O conjunto {x € R | x > 0} é limitado inferiormente, nao é limitado

superiormente e nao possui maximo nem minimo.

4. O conjunto P(X), das partes de um conjunto nao vazio X, ordenado

por inclusdo, possui minimo @ € P(X) e maximo X € P(X).

A préxima proposigao mostra que um conjunto nao pode ter mais de

um maximo.

Proposicao 1

O méximo de um subconjunto nao vazio S C A, se existir, é tinico.

Demonstracao.

Se S nao possui um maximo, nada ha para demonstrar. Se S possui

dois maximos s; e so, entao s; e $o pertencem ao conjunto S e

s1<z, Ve eSS = s1 <59 (1)

s <z, Ve €S = 59 < s (2)
De (1) e (2) temos s; = sa.
H

Analogamente, podemos provar que um conjunto nao pode possuir mais

de um minimo.
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Principio da Boa Ordenacao

Seja A, < um conjunto totalmente ordenado. Dizemos que A, <
satisfaz ao principio da boa ordenac¢ao se todo subconjunto nao vazio S C A

de A limitado inferiormente possui um minimo.

Por exemplo, o conjunto do nimeros reais, com a ordenacao usual, nao
satisfaz o principio da boa ordenacao. Por exemplo, o subconjunto R* ¢
limitado inferiormente mas nao possui minimo.

O principio da boa ordenagao também nao vale para os racionais. Por

exemplo, o conjunto
{reQ|a*>2ex>0}

¢ limitado inferiormente, mas nao tem um minimo. O minimo seria o niimero
V2¢Q.

O principio da boa ordenacao nao vale para os reais nem para os racio-

nais, mas vale para os inteiros, é o que veremos na préxima secao.
Seja Z=A{---,-m,---,—1,0,1,2,--- . n,---} o conjunto dos inteiros

com sua ordem (natural) linear < dada por

ce<—m—l<—m<-m+1<---<2<-1<0<]1<2< - <n<--

NV Vo
Z_ (inteiros negativos) Z+ (inteiros positivos)

entao
Z=7_U{0}UZ,.

Vamos assumir em Z, < que o seguinte principio é verdadeiro.

Principio da boa ordenacao

Em Z,< todo subconjunto nao vazio limitado inferiormente possui

um minimo, também chamado de 1° elemento desse conjunto.

O que significa dizer que adotaremos a propriedade da boa ordenacao

de Z como um Principio?

Na verdade, a boa ordenacao é fundamental para a demonstracao de
varias propriedades muito importantes dos niimeros inteiros. A propriedade
dos inteiros que permite demonstragoes por inducao, por exemplo, se fun-
damenta no Principio da boa ordenagao. Esta, por sua vez, ¢ utilizada na
demonstragao do Teorema da Divisao de Euclides e varias propriedades e

formulas envolvendo inteiros.
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Estamos chamando de principio a propriedade da boa ordenagao porque
ela sera adotada sem demonstracao. Na verdade, ela pode ser enunciada como
proposicao e demonstrada a partir de uma construcao dos ntimeros inteiros,

o que esta fora do escopo deste texto.

Infimo e Supremo

De fato, sendo Z = {---,—m,—2,-1,0,1,2,--- ,n,---} observamos

que nao existe nimero inteiro entre dois inteiros consecutivos, isto é,
(r,r+1)NZ=0,YreZ.

A auséncia dessa caracteristica dos inteiros (Z é um conjunto discreto) é
que permite a existéncia em Q e R de situagoes onde nao é valido o Principio

da Boa Ordenacao.

Em @Q, o conjunto
S={reQ/z>0ec2>>2}=(V2,00)NQ

¢ limitado inferiormente em @, mas nao possui minimo em Q.

Em R, o conjunto
T={zeR|z*°<dex>0}=(-2,2)

¢ limitado inferiormente em R, mas nao possui minimo em R.

Observe que o intervalo real (—2,2) nao possui minimo porque —2 ¢
(—2,2), mas —2 é o maior dos limites inferiores de (—2,2). Isto serve como

motivagao para definirmos infimo e supremo de um conjunto.

Definicio 4 (infimo e Supremo)
Seja A, < um conjunto totalmente ordenado e S C A um subconjunto nao

vazio de A, limitado inferiormente em A.

Se existir em A um elemento que é o maior dos limites inferiores de S,

chamamos este elemento de infimo do conjunto S em A.

Analogamente, se S é limitado superiormente em A e existe em A um

menor limite superior, entao este elemento é chamado supremo de S em A.

Exemplo 6

1. O conjunto
T={zcR|z*°<dex>0}=(-2,72)

tem infimo —2 e supremo 2.




Relacdo de ordem em um conjunto: O principio da boa ordenacdo dos inteiros

2. O conjunto
S={zeR/z>0e2’>2}= (V2 00)
tem fnfimo v/2 e néo é limitado superiormente,

O conjunto dos numeros reais R satisfaz uma propriedade muito

importante, que enunciamos a seguir:

um supremo em R.

Todo subconjunto T" C R, nao vazio, limitado inferiormente, possui um

infimo em R e todo subconjunto nao vazio T', limitado superiormente, possui

Esta propriedade é chamada propriedade da completude dos ntimeros
reais. O conjunto Q, dos ntimeros racionais, nao possui esta mesma proprie-

dade. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 7

O conjunto
S={reQlz>0e2?>2}=(V2,00)NQ

¢ limitado inferiormente, mas S nao possui infimo em Q. O infimo do inter-

valo real (\/5, x0) é V2, mas v2 ¢ Q.

Resumo

Nesta aula estudamos uma classe especial de relacoes chamadas relagoes
de ordem, que tém como exemplo fundamental a relacao < no conjunto dos
numeros inteiros. Tanto é assim, que usamos a notacao < para relagoes de

ordem em geral.

Neste ponto, observamos algumas diferencas importantes entre os con-

junto dos inteiros e o dos reais, em relagao a sua ordenagao total por <.

O conjunto do numeros inteiros possui uma propriedade fundamental
chamada principio da boa ordenacao, pela qual todo conjunto limitado infe-

riormente possui um minimo.

Para o conjunto dos nimeros racionais e reais nao vale o principio da
boa ordenacao, mas, para o conjunto R, do ntimero reais, vale um principio
muito importante de completude, pelo qual todo conjunto limitado inferior-
mente possui um infimo. Por isto, dizemos que o conjunto dos ntimeros reais

R é um conjunto linearmente ordenado completo.

AULA 3
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Aula 4 — A demonstracao por Inducao e o

Teorema da Divisao de Euclides

Metas

e Demonstrar, a partir da boa ordenagao dos inteiros, o Principio da

Inducao em suas duas formas.

e Dar exemplos da aplicagdo da Inducao na demonstracao de férmulas

envolvendo inteiros.

e Apresentar o Teorema da Divisao de Euclides como uma importante

aplicagao da Inducao nos inteiros.

Objetivos
Ao final desta aula, vocé deve ser capaz de:

e Listar as nove propriedades basicas satisfeitas pelas operacoes de soma

e produto no conjunto Z dos ntimeros inteiros.

e Utilizar uma das duas formas apresentadas do principio da indugao na

demonstracao de afirmagoes envolvendo ntiimeros inteiros.

Introducao

Nesta aula iniciamos uma caminhada que nos levard a uma visao algébrica
dos niimeros inteiros a partir das suas operacoes de soma e produto, com suas

nove propriedades basicas essenciais.

O Teorema da Divisao de Euclides permite calcular o quociente e o
resto de uma divisdo de um niimero inteiro por um nimero inteiro néo nulo (
o divisor). Este Teorema desempenha um papel fundamental para o entendi-
mento algébrico dos inteiros e sua demonstragao é feita usando o argumento
de indugdo que envolve a relacdo de ordem (linear) natural de Z. Vi

imos, na aula passada, que

Z possui a propriedade da

boa ordenagao.
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Admitiremos que o aluno ja esteja familiarizado com o conjunto dos
numeros inteiros 7Z, suas operagoes de soma e produto e com a relacao de
ordem linear < em 7Z. De fato, denotaremos por Z ao sistema Z, +, -, <, dos

inteiros com as operacoes + e - e a relacao <.

As nove propriedades basicas de soma e produto em 7Z

Soma

(1) A soma é uma operagao associativa, isto é, para todo a, b, ¢ € Z tem-se
(a+b)+c=a+(b+c);

(2) Existe um elemento neutro para a soma, denotado por 0. Isto é, para
todo a € Z tem-se
a+0=0+a=a;

(3) Todo nimero inteiro a € Z, possui um inverso aditivo, isto é, existe z € Z
tal que
r+a=a+x=0;

O inverso aditivo de a € Z é denotado por —a.

(4) A soma é uma operacao comutativa, isto é, para todo a,b € Z tem-se
a+b=b+a.

Produto

(5) O produto é uma operagao associativa, isto é, para todo a, b, ¢ € Z tem-se
(ab)e = a(be) ;

(6) Existe um elemento neutro para o produto denotado por 1. Isto é, para

todo a € Z tem-se

(7) O produto é uma operacao comutativa, isto é, para todo a,b € Z tem-se

ab = ba;

(8) Os numeros inteiros nao possuem divisores de zero, isto é, para todo
a,b € Z tem-se
ab=0=—=a=0 ou b=0.
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Relagao entre as operagoes

(9) Vale a propriedade distributiva do produto em rela¢ao a soma, isto é,

para todo a, b, c € Z tem-se

a(b+c¢) =ab+ac.

Observe que, usando a propriedade comutativa (7) acima, vale também

que, para todo a, b, c € Z tem-se

(b+c)a="ba+ ca.

Devido a propriedade (9), dizemos que valem as leis distributivas em
Zy+, - .

Assim, denotamos por Z o sistema (Z, 4+, -, <), de tal modo que:

e (Z,+,-) satifaz as nove propriedades acima enunciadas;

e (Z,<) satisfaz o principio da boa ordenagao.

Mais tarde vamos apresentar outros sistemas (S, =+, -), satisfazendo as
mesmas nove propriedades basicas satisfeitas pelo sistema (Z, +, -) dos intei-
ros. Esses sistemas serao chamados de Dominios de Integridade. Em outras
palavras, um Dominio de Integridade (S, +,-) é um conjunto .S, munido de
duas operagoes +, -, tal que valem as propriedades (1) a (9) enunciadas acima

para os inteiros.

Estes sistemas formados por um conjunto e uma ou mais operagoes
neste conjunto que satizfazem certas propriedades sao chamados FEstruturas
Algébricas. Uma boa parte das disciplinas de Algebra le Algebra 2 ¢ de-
dicada ao estudo das estruturas algébricas de anel, dominio de integridades,

COrpos € grupos.

Mas cada coisa a seu tempo! Vamos voltar aos inteiros resolvendo

alguns exercicios.

Atividades 1
1. Mostre que os elementos neutros 0 e 1 sao Unicos.

2. Prove que o inverso aditivo de cada elemento a € Z ¢é tnico. Denota-

remos esse inverso por —a.

AULA 4
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Duas formas de inducao nos inteiros

Antes de comecarmos, recordaremos o principio da boa ordenagao nos

inteiros:

“Todo subconjunto nao vazio S de Z limitado inferiormente

possut um minimo”

Em particular, todo subconjunto nao vazio S de Z formado por elemen-
tos ndo-negativos (isto é, todo elemento é > 0), possui um minimo, uma vez

que este conjunto é limitado inferiormente pelo 0.

Usando a boa ordenacgao de Z vamos provar a chamada propriedade da

inducao em Z em duas formas.

Indugao: primeira forma

Teorema 1 (Indugdo - 1 forma)
Vamos supor que para cada inteiro n > 1, seja dada uma afirmagao A(n),

que depende de n. Suponha que valha:

(1) A afirmagao A(1) é verdadeira.

(2) Para todo n € Z com n > 1, se A(n) é verdadeira entao A(n + 1)

também ¢é verdadeira.

Entao, A(n) é verdadeira para todo n € Z com n > 1.

Demonstracao:

Seja S o subconjunto de todos os inteiros n > 0 tais que a afirmacao

A(n) seja falsa. Assim,
S={ne€eZ|ln>0 e A(n) éfalsa}.

Observe que A(n) é verdadeira para todo n € Z com n > 1 se, e somente se,
S = 0.
Assim, provar o Teorema 1 é equivalente a provarmos que S = (). Ar-

gumentaremos por reducao ao absurdo.

Vamos supor que o Teorema 1 seja falso. Entao, existe um inteiro

positivo n > 0 tal que A(n) é falsa, e assim, n € S e S # ().




A demonstracdo por Inducdo e o Teorema da Divisdo de Euclides

| AULA 4

Mas os elementos s € S sdo todos maiores que zero (> 0) e portanto,
S é um subconjunto nao vazio de Z limitado inferiormente. Pelo principio

da boa ordenacao de Z, temos que S possui um primeiro elemento ng € S.
Assim, ng < s, para todo s € S e ng € 5, isto é, A(ng) é falsa.

Mas pela hipdtese (1) do nosso Teorema, A(1) é verdadeira. Logo 1 ¢ S
e segue-se que ng > 2. Sejak =ng—1. Temos k> 1de k € 5, ja que k < ng
e ng ¢ minimo de S.

Portanto k > 1 e A(k) verdadeira. Mas, pela hip6tese (2) do Teorema,
segue-se que A(k+1) é verdadeira. Como k+1 = (ng—1)+1=n+0, entdo
A(ng) é verdadeira, isto é ng & S.

Mas ng € S (lembre-se que ny é o minimo de S). Dal segue que nossa
hipétese de admitir S # () nos leva a contradicao ng € S e ng € S, o que é

um absurdo!
Portanto, S = () e A(n) é verdadeira para todo n € Z com n > 1 como
querfamos demonstrar.

O

Observacao
Poderiamos comegar em A(0) em vez de A(1) verdadeira, no Teorema 1,

assumindo A(0) verdadeira.

Exemplo 8
Prove que a seguinte afirmacao A(n) é verdadeira para todo n € Z com
n>1:

A(n): A soma dos primeiros n ntimeros inteiros positivos é dada pela férmula

1
1+2+~-+n:@.
Solucao:
Vamos usar o Teorema 1.
(1) A férmula é verdadeira para n = 1.
De fato,
1= 1(1+1) :gzl.
2 2

(2) Para atender a condi¢ao 2 do Teorema, devemos provar que se A(n) é
verdadeiro para algum n > 1, entdo A(n + 1) tambem ¢é verdadeiro. Vamos

provar isto.

CEDERJ
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Considere a férmula A(n) verdadeira, isto &,

1
1+2+---+n:@.
Vamos provar que a férmula A(n + 1) também ¢é verdadeira.

De fato,
1424+ +(n+1)=1+24+--+n)+(n+1).

Como estamos considerando A(n) verdadeira, segue que:

(1+2+~-~+n)+(n+1)zw ]:(n+1)2(n—|—2)

) 5 +(n+1) = (n+1) [@H

2

—A(n)
o que nos diz que A(n + 1) também ¢é verdadeira.
Assim, a férmula

n(n+1)

1424 4n=——

¢ verdadeira para todon € Z com n > 1.

Exemplo 9

Prove que seguinte afirmacao é verdadeira para todo n € Z com n > 1:

A(n): a soma dos nimeros impares consecutivos de 1 até 2n — 1 ¢ igual ao
quadrado do nimero n, isto é,

14+3+5+-+(2n—1)=n>.

Solucao:
(1) A férmula é verdadeira para n = 1, pois 1 = 12.

(2) Suponha que A(n) é verdadeira. Provaremos que A(n + 1) também é

verdadeira.

De fato,

14+34+5+--+@2n+1)—-1) = 14+34+5+--+2n+2-1)=
= 1+3+5+--+2n+1=
= 1+3+5+--+2n—-1)]+2n+1).

Como A(n) é verdadeira, temos:

143454+ -+2n—-1D)+2n+1) =n*+2n+1)=n*+2n+1= (n+1)>

7

—A(n)

como queriamos mostrar.
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Atividades 2

3. Prove, por inducao, que as seguintes formulas sao verdadeiras para todo
n € Z com n > 1:

1)(2 1
SR T (A1 L)

2
1
(b) 134234354 ... 4nd = <%>

4. Mostre, por inducao sobre n > 1 que:

(a) Todo ntimero inteiro da forma n? + 2n com n > 1 é divisivel por 3.

(b) Todo ntmero inteiro da forma n?

Q). Mostre, por inducao, que o nimero de elementos |P(2)|, do con-

junto P(2) é igual a 2.

Exemplo 10
Vamos mostrar, através deste exemplo, que a hipdtese de que A(1) é verda-

deiro é realmente necessaria no Teorema 1.

Vimos no exemplo 8 que a férmula A(n) = 14+2+---+n = % ¢ verdadeira

para todo n € Z com n > 1.

Agora considere a férmula G(n):

5(n):1+2+---+n:@+1.

Como A(n) é verdadeira para todo n > 1 temos que #(n) é falsa para todo
n>1.

Embora (1) seja falsa (e portanto ndo podemos aplicar o Teorema 1), a
condicao (2) do teorema ¢ vélida. E facil ver (verifique!) que: se 3(n) fosse
verdadeira entdo 3(n + 1) também seria verdadeira.

Portanto, a afirmacao (3(n), que é falsa, atende a condigao (2) do teorema,

mas nao atende a condigao (1).

Indugao: segunda forma

Aqui apresentaremos uma variacao da 1* forma do principio da inducao
que sera 1til na demonstracao por inducao do Teorema da Divisao de Euclides

que demonstraremos em seguida.

—n com n > 1 é divisivel por 24.
(¢) Seja Q2 ={1,2,--- ,n} comn>1esea P(Q)={B/B CQ} o con-

junto das partes de €2 (isto é, o conjunto de todos os subconjuntos de

AULA 4
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Teorema 2 (Indugdo - 2 forma)
Vamos supor que para cada inteiro n > 0 esteja dada uma afirmagao A(n),

dependendo de n e vamos admitir que sejam validas:
(1) A afirmagao A(0) é verdadeira.

(2) Para todo n € Z com n > 0 se A(k) é verdadeira para todo k < n

entdo A(n) também ¢é verdadeira.

Entao A(n) é verdadeira para todo n € Z com n > 0.

Demonstracao:

A demonstracao segue a mesma linha de argumento usada na demons-

tracao do Teorema 1.

Seja S o subconjunto de todos os inteiros n > 0 tais que a afirmacao

A(n) seja falsa. Assim,
S={ne€Z|n>0e An) ¢ falsa}.

Observe que A(n) é verdadeira para todon € Z com n > 1 se, e somente
se, S =10.
Assim, provar o Teorema 2 ¢é equivalente provar que S = ().

Vamos argumentar por redugao ao absurdo, supondo que o Teorema 2
seja falso. Portanto, existirda um n € Z com n > 0 tal que A(n) é falsa. Nessa
situagao n € S e S # ().

Mas, S é, evidentemente, limitado inferiormente (0 < s,Vs € S). Pelo
principio da boa ordenacgao de Z, temos que S possui um primeiro elemento
ng € 5.

Como A(0) é verdadeira, por hipdtese do nosso Teorema, temos que
0 SenyeScommng> 1.

Assim, para todo k com 0 < k < ng, temos que k € S e também temos
que A(k) é verdadeira. Pela nossa hipdtese (2), segue que A(ng) deve ser

verdadeira. Uma contradigao pois ng € S.

Portanto, supor o Teorema 2 falso nos leva a um absurdo! Logo o

Teorema 2 é verdadeiro como queriamos demonstrar. l

Vamos utiizar esta segunda forma da indugao neste préoximo exemplo.
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Exemplo 11

Os nimeros de Fibonacci sao a seqiiéncia de inteiros (Fy, Fy, Fb,...), onde

F,=1
F1 =1 e
F,=F, 1+ F,_o, paran>2.

Os primeiros numeros da seqiiéncia sao (1,1,2,3,5,8,13,---).

Vamos mostrar que, para todo n € N, vale que F,, < (1,7)".

Solucao: A afirmacao vale paran = 0, pois Fy =1 < (1,7)° = 1. A afirmagao
também vale para n = 1, pois Fyp =1 < (1,7)! = 1,7.

Aqui tivemos que considerar os dois casos iniciais n = 0 en = 1, ao
invés de considerar somente o caso n = 0, porque n = 1 também é definido

de uma maneira diferente da definicao geral de F,.

Suponha agora que a afimagao F,, < (1,7)" valha para um certo inteiro
x, x > 2, e para todos os valores k < x. Vamos provar que vale para x + 1.

Como a afirmagao vale paran =x e n =x — 1, temos:
F,<(1,7)" e F, <0t (1)

Por definicao,
F:c—i—l =, +F,_.

Combinado as desigualdades (1) na equacao anterior, obtemos:

Fx—l—l - Fx+Fx—1

< (1,7 + @,

= (1,7)* Y(1,7+1)

= (L7127

= (1,7"7(2,89)  pois 2,7 < 2,89
= (1,7)* (1,7  pois (1,7)* = 2,89
— (1 7)x+1

portanto, a afirmacao é verdadeira para n = x + 1, o que completa a
demonstracao. O

Agora € hora de vocé aplicar a segunda forma de indugao para demons-

trar um resultado sobre inteiros.
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Atividades 3

5. Mostre, usando inducgao, que a soma os angulos internos de um poligono
de n lados ¢ 180%(n — 2).

Sugestao: Trace uma diagonal para separar o poligono em dois com

menos numero de lados.

O Teorema da Divisao de Euclides

Aqui vamos enunciar e demonstrar o Teorema da Divisao de Euclides

para inteiros nao negativos.

Teorema 3 (Teorema da Divisdo de Euclides)

Seja n > 0 e d > 0 nimeros inteiros. Entao existem inteiros ¢ > 0er > 0
tal que 0 < r <d e n = qgd+ r. Mais ainda, os inteiros ¢ e r sao univoca-
mente determinados (n é chamado de dividendo, d é chamado de divisor, q é

chamado de quociente e r é chamado de resto).

Demonstracao:

Usaremos indugao sobre n > 0. O Teorema 3 é verdadeiro para n = 0
pois,
0=0-d+0 (g=0 e r=0).

Vamos assumir n > 0. Se n < d, podemos escrever
n=0-d+n (q=0 e r=n<d).

Assim, vamos assumir n > 0 e d < n.

Nessa situagao teremos:
0<n—-d<n.

Pela nossa hipétese de indugao, o Teorema ¢é verdadeiro para k =n —d < n.
Portanto, existem inteiros ¢; e r talque 0 <r <den—d =k = q1d+r.
Dai, segue que
n=(q@+1)d+r,
provando a primeira parte do Teorema 3 com os inteiros ¢ =¢q; + 1 e 7.
Agora vamos provar a unicidade dos inteiros q e 7.

Suponhamos que

n=qd+r=q¢d+r,
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onde 0 <r<de0 <7 <d.

Se r # r', digamos r > r’ terfamos

0<(¢d—qd=r—1r"<d

r—r >0.

Uma contradicao! Logo r = r'. Mas de n = qd +r = ¢'d + r, teremos q = ¢’

e isto completa a demonstracao do Teorema 3. 0
Repare que, dados inteiros n e d, podemos escrever n = gd + r de
varias maneiras com ¢, r inteiros. No entanto, ¢ serd o quociente e r o resto

da divisao, apenas na representacao em que 0 < r < d.

Exemplo 12
1. A divisao de 10 por 3 tem quociente 3 e resto 1, pois 10 = 3.3 = 1.

2. A divisao de —10 por 3 tem quociente —4 e resto 2, pois —10 = 3(—4) + 2.

3. A divisdo de —10 por —3 tem quociente 4 e resto 2, pois —10 = (—3).4 + 2.

Para praticar um pouco, crie, vocé mesmo, alguns exemplos. Certifique-
se que vocé nao tem duvidas na determinacao do quociente e resto com

inteiros negativos.

Resumo

Esta aula apresentou duas formas do principio da inducao, que sao
ferramentas basicas muito utilizadas nas demosntragoes envolvendo inteiros.
Apresentamos também a demonstragao do Teorema da Divisao de Euclides
(Teorema 3). Este estabelece uma propriedade fundamental dos niimeros in-
teiros e serd bastante utilizado no desenvolvimento que faremos nas préximas

aulas.

AULA 4
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E comum definir-se (:L) =0
no caso de n < m.
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. Se n é um numero impar, prove que n

Atividades

1. Prove, por indugao, as seguintes férmulas sobre os inteiros:

1424 .. +n="00 vy >,

14+4+-+n?=n(n+1)2L vn > 1.

(a)
(b)
2
() 14+8+4---+n’= [%} ,Vn > 1.
(d) 14+3+--+(2n—1)=n%V¥n> 1.

. Prove, por inducao, que n® + 2n é sempre um multiplo de 3.

. Para n,m € N e n > m, definimos o ntimero binomial ( ) como

n
m

() = G

onde n! =n(n—1)(n—2)...3.2.1 ¢ 0! = 1. Prove, por indugao sobre

<mn— 1) ' (Z) - <nn+zl)

n, a féormula:

. Em uma fila de supermercado, a primeira pessoa da fila é uma mulher

e a ultima ¢ um homem. Use o principio da inducao para mostrar que
em alguma ponto da fila uma mulher estard diretamente na frente de

um homem.

3 —n é sempre divisivel por 24.

. Seja F,, o n—ésimo numero de Fibonacci, introduzado no Exemplo 11.

Mostre que

)= ()27 ()=

Note que varios dos tltimos fatores da soma acima serao iguais a zero,

pois (Z) =0 se n < m. Por exemplo, para n = 4,

(Y ()4 () () () =131 0000-5-1
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Aula 5 — Divisibilidade nos inteiros: o

Maximo Divisor Comum

Metas

Apresentar através da divisibilidade nos inteiros, a existéncia de mdc e

o Algoritmo de Euclides.

Objetivos

Ao final desta aula o aluno deve ser capaz de:

e Definir a nocao de divisibilidade nos inteiros, e usando a estrutura

ordenada de Z, mostrar a existéncia do Maximo Divisor Comum.

e Demonstrar a convergéncia do algoritmo de Fuclides no calculo do
MDC, e demonstrar uma forma equivalente de definir MDC nos in-

teiros.

subsectionIntroducao

O Teorema da Divisao de Euclides (o Teorema3 da aula passada) foi,
historicamente, introduzido e demonstrado, com o objetivo de se calcular o
maximo divisor de 2 ndmeros inteiros positivos (o MDC), através do cha-
mado Algoritmo de Euclides. Ele aparece em um dos mais famosos livros da

Matemaética, os “Elementos” de Euclides, em Alexandria, no século III a.C.

As demonstragoes aparecem nas proposicoes 1 e 2 do livro 7 dos “Ele-
mentos” que de fato é uma colegao de 13 livros. Trés desses livros lidam com
a Teoria dos Numeros, os demais envolvem temas ligados a ntimeros reais e a
Geometria. No livro 7, o primeiro a tratar da Teoria dos Niimeros, encontra-
mos o conceito de nimeros primos e o método para o calculo do MDC entre

dois ntimeros inteiros positivos.

Nessa aula apresentaremos a nocao de divisibilidade nos inteiros, mos-
trando a existéncia de MDC em Z e provando o Algoritmo de Euclides para
o célculo do Maximo Divisor Comum. Na proxima aula voltaremos a tratar

do tema MDC ligado a uma primeira visao estrutural algébrica de Z.

AULA 5
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Divisibilidade dos inteiros

Inicialmente vamos dar algumas definicdes envolvendo o conceito de
divisibilidade.

Dizemos que um numero inteiro m divide outro ntimero inteiro n, se
existe um inteiro g tal que

n=q-m.

Nesse caso, dizemos ainda que “m € um divisor de n” ou “n € um maltiplo

de m”. O numero g é chamado de quociente de n por m.

Assim, “n € multiplo de m” se o resto da divisao de n por m é r = 0,

no Teorema da divisao de Euclides,
n=q-m+0.
Observe que, como
n=q-men=(=gq)(=m) = (-n)=(-q)-m

segue-se que quando m ¢ divisor de n, entao —m tambem é divisor de n e m

¢é divisor de —n.

Exemplo 13

Os divisores de 12 sao os inteiros
41,42, +3,+4, £6, +12 .
Por outro lado, estes inteiros sao também os divisores de —12.

Aqui, é natural estabelecermos uma notacao para os conjunto de todos

os divisores de um inteiros, e tambem para os divisores positivos e negativos.

Definicao 1

Dado um ntumero inteiro n, definimos
1. D(n) = {m € Z | mé divisor den}
2. D(n)"={me€Z|m>0 e m édivisor den}
3. Dn)"={me€Z|m<0 e médivisor den}
Assim, pela observacao que fizemos acima, vale que:

Dn)"=—(Dn)")={-meZ|meDn)"}
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D(n) = D(n)~ ) D(n)*
isto é, o conjunto D(n) é uniao disjunta dos subconjuntos D(n)~ e

D(n)™.
Exemplo 14
D(12) = {£1,4+2,43,+4, +6, +12}

D(12)* = {1,2,3,4,6,12}
D(12)" = {—1,-2, -3, -4, —6,—12}

Claramente, vale que

D(12)* = —D(12)" e D(12) = D(12)t UD(12)"

Exercicios
1. Encontre D(60), D(60)" e D(60)".

2. Quantos divisores tem um ntimero primo?

Finitude do conjunto dos divisores de um inteiro

A proposicao a seguir mostra que um inteiro possui um nimero finito

de divisores.

Proposicao 1
Seja n # 0 um dado ntimero inteiro. Entao o conjunto D(n) dos divisores de

n é sempre finito.

Demonstracao:

E suficiente demonstrarmos que D(n)* é finito. Isto porque, se isto
for verdade, como D(n)~ = D(n)", entdo D(n)~ tem o mesmo numero de
elementos de D(n)* e, portanto, tambem ¢ finito. Como D(n) = D(n)*t U
D(n)~ entao D(n) é a uniao de dois conjuntos finitos, logo, também ¢ finito.

Vamos comegar demonstrando um lema.

Lema 1

Seja n um inteiro positivo. Entao

(a) 1,n € D(n)"

(b) Se m € D(n)" entdao 0 < m < n.

CEDERJ
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Demonstracao do Lema:
A demonstragao de (a) é ébvia pois n = n-1 = 1-n. Agora vamos
provar (b): Sejam € D(n)*. Assim, m > 0 e existe ¢ > 0, tal que n = ¢-m.
Segq=1,n=meseqg>2en=qg-m=>2-m=m-+m>m. Isto
prova o lema.

Como corolario do Lema, teremos que
Dn)* C{meZ|1<m<n},

e portanto, D(n)™ é um conjunto finito com nimero de elementos menor ou

igual a n, ja que o conjunto
{meZ|1<m<n}
possui exatamente n elementos.

Como [D(n)| =2 - |D(n)*]|, temos D(n) finito.

Exercicios
1. Dé exemplos em que inteiros positivos n tal que
[D(n)| =n

Quantos inteiros positivos satisfazem esta condicao?

O Miaximo Divisor Comum (mdc) de dois inteiros

Agora estamos em condigao de definir o maximo divisor comum de dois

numeros a e b.

Defini¢do 2 (mdc)
Dizemos que o ntimero inteiro positivo d é o mdazimo divisisor comum de dois

nimeros inteiros nao nulos a e b, se:

1. d é um divisor comum de a e b, isto €, d divide a e d divide b.

2. d é o maior divisor comum, isto é, se d’ é outro divisor comum de a e
b entao d' < d.

Usamos a notac¢ao mdc(a, b) para denotar o maximo divisor comum de a e b.

CEDERJ |
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Podemos expressar as condigoes da definicao anterior de outra forma.
O conjunto dos dividores positivos comuns de a e b é a intersecao do conjunto

dos divisores positivos de a e do conjunto dos divisores positivos de b, isto é,

divisores comuns de a ¢ b = D(a) ND(D) .

Observe que este conjunto intersecao nunca € vazio, pois
1 € D(a)ND(b) .

O maior dividor comum de a e b é, simplesmente, o maximo do conjunto

dos divisores comuns:
mdc(a, b) = maxD(a) N D(b) .

Lembre-se que, pela propriedade da boa ordenacao do conjunto dos
nimeros inteiros, todo conjunto finito tem um nico maxico, o que assegura

a existéncia e unicidade do mdc de dois inteiros positivos.

A defini¢ao de maximo divisor comum pode ser generalizada, de modo

andlogo, para mdc de mais de dois nimeros. Assim, teriamos: se ay, as, - - - , g
sdo numeros inteiros nao nulos, entdao d = mde{ay, as, -+ ,ax} é o maior in-
teiro divisor comum de aq, as, - - - , a.

Exemplo 15

Verifique que:
1. mde(10,15) =5
2. mde(70,121) =1
3. mdc(n,n) = n para qualquer inteiro positivo n.
4. mdc(1,n) = 1 para qualquer inteiro positivo n.

5. mde(p, q¢) = 1 para quaisquer p e ¢ primos distintos.

Atividades

1. Pense em alguns pares de inteiros e calcule o mdc destes ntimeros.

CEDERJ
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O algoritmo de Euclides

Sejam a e b dois dados ntimeros inteiros positivos. Podemos assumir

a > b (caso contrario, invertemos a ordem dos nimeros).

Se a = b, teremos D = mdc(a,b) = a = b.

Vamos considerar a > b. Pelo Teorema da Divisao de Euclides, existem
nimeros ¢ e ry tais que:

a=q -b+ry,

onde 0 < ry < b.

Ser; =0 temos a = ¢, - b e b éum dos divisores positivos de a. Nesse

caso,
beD(a)" = DO Cc D).

Dai segue que:

e teremos

D = mdc(a, b) = max(I) = max(D(b)") = b.
Se ry # 0, teremos 0 < ry < b, a =¢q-b+r;. Agora observe que:

Lema 2
Um inteiro d > 0 é divisor comum de a e b se, e somente se, d > 0 é divisor

comum de b e ry.
Isto é conseqiiéncia das igualdades
a=q-b+r=r=a—q-b.
Assim,
d divide a e b = d divide a — ¢ - b = d divide r; .
Por outro lado,

d divide b e 1y = d divide ¢ - b+ r; = d divide a

Portanto, os divisores comuns de a e b sao também divisores comuns

de b e 1 e vice-versa, o que resulta em

mdc(a, b) = mde(b, ry) .

CEDERJ
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Isto é o que faz o algoritmo de Euclides funcionar! Se r; = 0 entao

mdc(a, b) = b. Caso contrério, r; > 0, e
mdc(a, b) = mde(b, 1)

Fazemos um novo passo do algoritmo, agora com os inteiros b e r1. O

mdc encontrado serd também o mdc dos inteiros a e b.

Mas, qual a vantagem do algoritmo se temos que repetir a mesma
operacao de novo? A vantagem é que, a cada passo, estamos lidando com
inteiros positivos menores. Portanto, em algum momento, o algoritmo ter-

minal

Se r; > 0, o proximo passo é dividir b por 71, achando quociente g5 e
resto ro:

b=qy-1r1+71y.
Se r9 = 0, temos b = ¢ - 11, € nesse caso, como argumentamos anteriormente,

mdc(b, 1) = r; = mdc(a, b),

e paramos o0 nosso algoritmo nesse estagio.

Se 19 # 0, teremos b = ¢ - 71 + 79 onde 0 < 79 < r1. Nessa situacao

dividimos 71 por ry, achando quociente g3 e resto rs:
L =4(q3 T2+ T3

onde 0 < rg < ry.

Analogamente ao que mostramos anteriormente, temos:
mdc(a, b) = mdc(b, 1) = mdc(r, 72).

Se r3 = 0, mdc(a,b) = mdc(ry,79) = 79, pOis 71 = g3 -T2+ 0 = g3 - 79, €
paramos o algoritmo nesse estagio.

Se r3 > 0, prosseguimos sucessivamente com nosso algoritmo, determi-

nando quocientes qi,¢2,q3, - ,qg, - € restos ri,ro,r3,- -+ , g, - de modo
que
= q-b+r , 0<r;<b
b = qg-ri+ry , 0<rpy<n
rn = q3-ro+rs , 0<1r3<nrg
. = q. n_,+nr , 0<n <r_,

CEDERJ
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Como a seqiiéncia dos restos satisfaz as condigoes:

b>ri>reg>--->r

k

> .. > 0 ,
partindo de um b fixado, temos que existirda um primeiro indice k tal que
r, = 0.

Nessa etapa k paramos o algoritmo e teremos que

D = mdc(a, b) = mde(b,ry) = -+ = mde(r,_

29 Tk—l) - Tk—l
Exemplo 16

Vamos aplicar o algoritmo de FEuclides para determinar o mdc de 3600 e 540.

3600 = 6 x 540+ 360
540 = 1 x 360+ 180
360 = 2x180+0

Quando encontramos resto 0, entao o divisor da ultima divisao é o mdc dos
inteiros. Portanto, mdc(3600,540) = 180.

Observe que
mdc(3600, 540) = mdc(540, 360) = mdc(360, 180) = 180 .

E comum representar-se estas etapas pelo esquema a seguir:

6 1 2
3600 | 540 | 360 | 180
360 | 180 | O

Em geral, temos um esquema:

q|(4d1 ]| 92 | g3
alb|lr | r |re

r T1 T2

Quando obtemos um resto igual a zero, o mdc ¢é o tdltimo divisor, isto ¢, o

ultimo nimero na fila do meio do esquema anterior.
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Atividades
1. Mostre que mdc(585,527) = 1.

2. Sejam a e b inteiros positivos, e vamos supor que existe inteiros s e t

tais que a = b- s +t. Mostre que

mdc(a, b) = mde(b, ).

Solucao
1. Temos que:

5985 =1 x 527 + 58
D27 =9 x 58+ 5

58 =11 x5+3
5=1x3+2
3=1x2+1
2=2x1+0

Portanto:

mdc(585, 527) = mdc(527, 58) = mdc(58,5) = mdc(5, 3) = mde(3,2) = mde(2,1) =1

Esquematicamente:
1 9 |11 2
585 | 527 |58 | 5 | 3
58 | 5 | 3

2. A demostracao é totalmente analoga ao que fizemos na demonstracao

do Algoritmo de Euclides para mostrar que mdc(a, b) = mdc(b, ).

AULA 5
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Uma formulacao equivalente para o mdc

Nesta se¢ao, vamos provar a uma propriedade importante do mdc de
dois inteiros.
Proposicao 2
Sejam a e b dois dados inteiros positivos e seja d = mdc(a,b) o maximo

divisor comum de a e b. Mostre que, se a’ = § e b’ = g entdo mde(a’, V') = 1.

Demonstracgao. Seja I' = D(a’)* N D(V')". Vamos mostrar que I’ = {1} e,

portanto, mde(a’,b') = max I’ = 1.

De fato, seja d = max(a, b), e seja k um divisor comum positivo de a’ e
b'. Assim,

a = r'-k
vV = sk
Dai segue que
%:k‘-r':>a:(k-d)r’ (3)
g:k-s':b:(k‘-d)s’ (4)

De (1) e (2) concluimos que k-d é divisor comum de a e b. Mas d = mdc(a, b).
Logo d > k - d o que implica 0 < k < 1, isto é, k = 1.

Agora vamos apresentar uma formulagao equivalente para o mdc, que
nos sera 1til nas aulas seguintes. Ela nos diz que mdc(a, b) nao sé é o maior
divisor comum de a e b, como também ¢é multiplo de todos os outros divisores
comuns de a e b. Alguns autores usam esta formulacao como definicao de

mdc.

Proposicao 3
Sejam a e b dois niimeros inteiros positivos dados. Entao D = mdc(a,b) se,

e somente se,
1. D é divisor comum de a e b

2. Dado um arbitrario divisor comum d de a e b, entao d é divisor de D.

Demonstracao.
(=)

Seja D = mdc(a,b). Vamos mostrar que D satisfaz as condiges (1) e
(2) acima.

A condi¢ao (1) é imediata da definicdo de mdc. Vamos provar a
condigao (2).
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Seja d um arbitrario divisor comum de a e b. Sem perda de generalidade
podemos assumir d > 0. Vamos mostrar que d divide D.

Pela definicao de mdc sabemos que d < D. Se d = D, d é divisor de D.

Agora vamos assumir d < D, e vamos escrever a = q-D e b= ¢ - D.

Pela proposi¢ao anterior temos que D = mdc(q,q") = 1 ja que q =

/b
q9 =7

a
De

Como D > d, pelo Teorema da Divisao de Euclides, existem inteiros m
ertaisque D=m-d+r com 0 <r <d.

Assim,

() a = q-D = qmd+r) = (gm)d+qr, 0<r<d
b = ¢-D = ¢dmd+r) = (¢m)d+qr

Mas d é divisor comum de a e b, e dai segue que existe inteiros s e s’ tais que
a=s-deb=2s-d

Usando as igualdades (*) acima, temos

(+4) sd = (gm)d+qr = (s—qm)d = qr
sd = (¢m)d+d¢dr = (s —g¢m)d = ¢'r.

Seja t = mdc(d, ), e sejam « e [ inteiros definidos por: a = %,ﬁ =

o~ I

Pelo exercicio anterior temos que mde(o,5) = led =a-ter = -

Substituindo em (*x*) temos:
(s —gm)at = ¢t = (s—gm)a = qf
(s —gdm)at = ¢t = (¥ —¢m)a = ¢0.
Como mdc(a, B) = 1, segue que « é divisor de ¢, e « é divisor de ¢’. Mas
sabemos que mdc(q,¢') = 1, e isto nos diz que oo = 1.

Assim,
a=1=d=at=mde(d,r) = d édivisorde r —=d <r

o que é um absurdo. Portanto, r =0 e D = md, d divisor de D.
(=)

Assumimos as propriedades (1) e (2) para D. Vamos provar que D =
mdc(a, b).

A propriedade (1) nos diz que D é divisor comum de a e b. Seja d €
I =D(a)" ND(b)", um divisor comum positivo de a e b. Pela propriedade
(2), d é divisor de D, logo d < D, e D é maximo divisor comum de a e b.

Assim, as propriedades (1) e (2) caracterizam o mdc.
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Atividades

1. Determine os conjuntos D(156) e D(130). Determine d = mdc(156, 136)
e verifique que d é miltiplo de todos os elementos de D(156) N D(130),

isto é, d é multiplo de todos os divisores comuns de 156 e 130.

2. Verifique que mde(128, 3%) = 1.

3. Escolha alguns pares de inteiros a e b e verifique que

mdc a b =1
mdc(a,b)’ mde(a,b) )

Divisibilidade como relacao de ordem

Usaremos a notacao alb significando “a é divisor de b”.

A relagao “é divisor de ”, no conjunto dos nimeros inteiros, satisfaz as

seguintes propriedades:

1. ala, Va € Z* (reflexiva).
2. alb e bla implica em a = +b.
3. alb e blc implica em a|c (transitividade).

A verificagdo das propriedades acima é bastante simples e serd deixada

como exercicio.

Note que nao vale a propriedade antissimétrica da relacao linear <,
natural em Z:
a<beb<a=—a=0b.

No entanto, se a e b sdo inteiros positivos e a|b e b|a, teremos que a = b.
Portanto, restringindo a relagao “a divide b” ao conjunto dos niimeros inteiros

positivos, ela sera anti-simétrica:
2" Se a,b € Z*, alb e bla implica em a = b (anti-simetria).

Mas propriedades de reflexividade, transitividade e anti-simetria carac-
terizam as relagoes de ordem parcial em um conjunto. Concluimos assim que
a relacao “a divide b”, no conjuntos dos inteiros positivos, ¢ uma relacao de

ordem parcial.
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Atividades

1. Verifique que a ordem “a divide b” nao é linear (total) em A =Z7.
2. Entenda a diferenca entre as ordens < e “a divide b”. A primeira < é
linear e a segunda nao é.
Comentarios das atividades
1. Por exemplo, 2 nao divide 3 e 3 nao divide 2.

2. E f4cil entender a diferenca através de um grafo simbdlico:

(<) <@)

6
6

1
(linear)

Convergéncia do Algoritmo de Euclides

Nesta se¢ao, vamos adotar uma visao um pouco mais computacional

sobre o Algoritmo de Euclides.

Para calcular o mdc de dois inteiros positivos a e b, poderiamos fazer
simplesmente o seguinte: listamos todos os divisores positivos de a e b e

determinamos o maximo da intersecao.
Um algoritmo deste tipo seria o seguinte:
Entrada: Inteiros positivos a e b.
Saida: mdc(a,b).

e Para todo inteiro k entre 1 e o minimo de a e b teste se k|a e k|b. Caso

afirmativo inclua £ em um conjunto 1.

e Retorne o maximo do conjunto I.

CEDERJ
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Este é um algoritmo que sempre funciona, no sentido que sempre re-
torna o mdc de dois inteiros a e b. No entanto, é extremamente lento. Ainda
que possa ser melhorado de diversas maneiras, este algoritmo nao é pratico
para inteiros grandes, uma vez que envolve um numero muito grande de
divisoes.

O Algoritmo de Euclides tem as vantagens de ser rapido e muito facil
de ser implementado computacionalmente.

Podemos descrever o Algoritmo de Euclides da seguinte maneira:

Entrada: Inteiros positivos a e b.
Saida:mdc(a, b).

e Seja r o resto da divisao de a e b.
e Se r =0 entao o resultado é b e paramos.

e Se r # 0 entao calculamos mdc(b,r) e retornamos este valor como
resposta.

Este algoritmo é definido por recorréncia, isto é, o algoritmo invoca

ele mesmo vérias vezes a fim de obter o resultado.

Mais quao rapido converge o Algoritmo de Euclides? Por exemplo,
iniciando com inteiros a e b de 1000 algarismos, quanto passos, no maximo,

seriam necessario para chegarmos ao final do algoritmo?

Este é uma pergunta muito importante quando consideramos aplicacoes
computacionais praticas que utilizam o Algoritmo de Euclides.

Para respondermos esta pergunta, precisamos da proposicao a seguir.

Proposicao 4
Sejam a e b inteiros positivos, com a > b, e seja r o resto da divisao de a e
b. Entao r < 3.

Demonstragao. Sempre vale que 0 <7 <b. Se b < g, entao r < b =1 <

oL

Caso contrério, b > 5 e o quociente da divisao de a por b é 1:
=b-l1+r=r=a-">.

Masb>%:>—b<—%:>a—b<a—%:%.Portant0r<%.

[J No algoritmo de Euclides, temos

mdc(a, b) = mdc(b, r) = mde(r, ) = - -
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onde, a cada dois passos, trocamos o primeiro elementos de um par pelo resto

da divisao dos dois elementos do par. Observe:

mdc(a,b) = mde(b, r) = mde(r, r1) = mde(ry, ro) = mde(rg, r3) = - - -

Assim, r < 2, 7y < 5§ < 7. A cada dois passos o maior nimero do par
fica reduzido a, no maximo, metade do valor. Na pior hipdtese, o livro para
quando encontramos resto 1. Se o algoritmo leva n passos para encontrar
resto r, entao

r <

)
wm‘ S

Para r = 1 entao

2%:1=>2% :a:>glog2:loga=>n: log210ga'
Exemplo 1
Se a tem 1000 digitos entao a < 10199, Assim,
2000
n < log 10190 — 22— ~ 643
log 2 log 2

O algoritmo chega ao resultado em, no maximo, 6643 passos.

Exercicios

Resolva os seguintes exercicios:

1. Determine, usando o algoritmo de Euclides os seguintes MDC’s:
(i) MDC{24, 138} (il) M DC{143, 227}
(iii) M DC{306, 657} (iv) MDC{12.378, 3054}

2. Mostre que: Sejam a, b, ¢ inteiros nao nulos. Se a divide b e a divide c,

entdao a divide (b= ¢). (vale a reciproca?)

3. Seja r # 0 com r € Z uma raiz inteira do polinomio 22 + ax + b, onde

a, b sao inteiros. Mostre que r é divisor de b.
4. Seja a um inteiro fmpar. Mostre que a® — 1 é sempre divisivel por 8.

5. Sejam aq, as, - - - ,a, inteiros positivos. Generalize a no¢ao de MDC de

dois inteiros definindo (de modo similar) M DC{ay,az, - ,a,}.

CEDERJ
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Aula 6 — As subestruturas ideais de Z: MDC
e MMC

Metas

Nesta aula apresentaremos a nocao de ideal de Z. demonstrando o

Teorema dos ideais principais e relacionando ideais MDC e MMC.

Objetivos
e Definir a nocao de ideal nos inteiros, dando exemplos;
e (Caracterizar, através do Teorema dos ideais principais, os ideais de Z;

e Demonstrar a existéncia de MDC e MMC em Z, usando o Teorema dos

ideais principais.

Introducao

Na aula anterior, definimos o mdc(a, b) de dois inteiros a e b, mostra-
mos algumas propriedades e apresentamos o Algoritmo de Euclides para a
determinacao de mdc(a, b). Nesta aula vamos apresentar uma visao algébrica
de Z através dos chamados ideais de Z. Ideais em um anel sao subconjuntos
que possuem certas propriedades, como veremos um pouco a frente, nesta

aula. Podemos dizer que eles representam subestruturas de um anel.

Usando o Teorema da Divisao de Fuclides vamos provar que todo ideal
I de Z é principal, isto é, todo ideal I de Z é da forma I = Z - n, para
algum inteiro n. A partir desse fato, de que todo ideal é gerado por um
tnico elemento (Teorema dos ideais principais), vamos inferir conclusoes a

respeito do mdc e mmc de dois inteiros.

Bom, este foi um panorama geral do que acontecerd nesta aula. Agora,

vamos iniciar com a definicao de ideal.

CEDERJ
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Seja n um dado numero inteiro. Considere o subconjunto I de Z,

formado por todos os multiplos inteiros de n.

Usaremos a seguinte notacao para esse subconjunto:
I=Z-n={k-n|keZ}.

Vamos destacar em seguida, trés propriedades essenciais que o subcon-
junto I = 7Z - n satisfaz.

Propriedades de I =Z -n
(1) 0el

(2) Para todo z,y € I, tem-se (z —y) € [

(3) Z-1 C I, isto é, para todo r € Z e para todo x € I, tem-se r -z € [

Vamos demonstrar essas propriedades.

(1) 0=0-nel=Z-n
(2) Sex=r-ney=s-nentdo em I =Z-n, temos:
r—y=r-n—s-n=(r—s)-nel=%Zn.
(3) Paratodor € Zex=k-n €l =17Z-n, tem-se
r-x=r-(k-n)=(r-k)-nel.

O conjunto Z - n é um exemplo de ideal de Z. Em geral,

Defini¢do 1 (ldeal de Z)
Um subconjunto I de Z satisfazendo as trés propriedades acima é dito uma
substrutura ideal de Z ou, simplesmente, um ideal de 7Z .

Assim, I C Z é uma subestrutura ideal de Z se:

1.0el
2. Para todo z,y € I, tem-se (v —y) € [

3. Z-1C1I

Lembrando, novamente, que Z- 1 C I é uma maneira resumida de dizer

que para todo r € Z e todo x € [ temos rx € I.

CEDERJ |
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Exemplo 17
N6s mostramos, acima, que I = Z - n é um ideal de Z. Assim, {0} =Z-0e

7 = 7 -1 sao dois ideais de Z chamados de ideais triviais de Z.

O ideal I = Z - n é chamado de ideal principal gerado por n.

Exemplo 18

Sejam a,b € Z e seja J o subconjunto
J=Z-a+Z-b={m=k-a+s-b|k,s€Z}.

O conjunto J é chamado conjunto gerado por a e b em Z. Vamos provar que
J é um ideal de Z (chamado de ideal gerado por a e b), contendo os ideais

principais Z - a e Z - b.

1.0€ J,pois0=0-a+0-be J.

2. Para todo z,y € J, tem-se (z —y) € J

Sejar=r-a+s-b,esejay=1r"-a+ s b, dois elementos de J. Dai

segue que

r—y=(r-a+s-b)—("a+s-b)=r—-1r)a+(s—5)-beJ.
3. Z-JCJ.

SejameZex=r-a+s-be J. Dai segue que

m-x=m-(r-a+s-b)=m-r)-a+(m-s)-beJ.

Alem disso, Z-a C J, poisr-a=1r-a+0-b € J para todo r € Z.
Analogamente Z - b C J.

Assim, o ideal J =Z-a+ Z - b contem os ideais principais Z - a e Z - b.

Atividades

1. Verifique qual dos seguintes subconjuntos I C Z é (ou nao) ideal de Z.

(a) I ={m e Z|m é divisor de 24}

(b) I ={m € Z | m é miltiplo de 24}

(¢) I ={m e Z|m émiltiplo comum de 18 e 24}
(d) I={meZ]| (21)-m é maltiplo de 9}
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2. Generalize o Exemplo 17 para:
J=Z-ay+Z-as+--+Z-ap ={m =ry-a1+re-as+---+rp-ar | ; € Z}

mostrando que J é um ideal de Z.

O conjunto J = Z-a1+7Z-ay+ ---+ 7Z - ap é o ideal gerado por

A1, a2, , Ak-

Teorema dos Ideais Principais em Z

Quando definimos ideal de Z, observamos que, para todon € Z, Z - n

é um ideal de Z. Ideais deste tipo sao chamados ideais principais.

Vimos também que, para todo a,b € Z, o conjunto Z - a + Z - b é um
ideal de Z, chamado ideal gerado por a e b. Analogamente, podemos ideais
gerados por um nimero qualquer de elementos.

Aqui se coloca uma questao: se um ideal é gerado por, por exemplo, 2
elementos, ele pode ser escrito como ideal principal? Por exemplo, Z-30+7%-20

pode ser escrito como Z - n, para algum n?

A resposta é sim. E f4cil ver que Z - 30+ Z-20 = 7Z - 10. Veja bem,
10=30-14+20-(-1)=10€Z-30+7%Z-20.

Pela propriedade (3) da definigao de ideal, se J é ideal e 10 € J entao
Z-10 C J. Assim, temos que Z - 10 C Z - 30 + 7Z - 20.

Por outro lado, se x € Z - 30 + Z - 20 entao existem a, b € Z tais que

x=30a+20b=103a+2b) € Z-10=7Z-30+Z-20 CZ-10.

A conclusao é que o ideal gerado por 20 e 30 é principal: é o ideal prin-
cipal Z - 10. Observe também que 10 = mdc(20, 30). Isto nao é coincidéncia,

como veremos mais tarde.

O teorema a seguir mostra que o mesmo ¢ verdade para qualquer ideal
de Z. Esta é uma propriedade algébrica importante do anel dos inteiros.
Dominios de integridade que tém esta propriedade sao chamados Dominios
principats. Havera uma aula dedicada aos dominios principais mais tarde.

Mas vamos voltar aos inteiros:
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Teorema 1 (Teorema dos Ideais Principais)
Todo ideal de Z é principal

Demonstracao:

Seja J um ideal qualquer de Z. Temos que demonstrar que existe d € Z
tal que J =7 -d.

Se J = {0} entdo J = Z- 0 é principal. Vamos assumir que J # {0}.

Observe que, como 0 € J temos:

0,reJ = 0—x = —xeJ
0,—z€J = 0—(—z) = zelJ.
Assim,
r€J<—= (—x)€eJ.
Portanto,
J=J u{0}uJt
onde

Jt={zeJ|z>0} e J ={zeJ|x<0}.

Vale também que J~ = —(J ).

Assim, J # {0} implica J* e J~ sdo nao vazios e podemos escolher,
pela boa ordenacao de Z, o primeiro (menor) elemento d € J™.

Portanto d = min J* é tnico inteiro d tal que 0 < d < z, para todo
xeJr.

Vamos provar que J =7 - d.

Primeiramente, d € J* C J implica Z-d C J, pela propriedade (3) que
define ideal. Assim, basta provar que J C 7Z - d.

Como Z - d é ideal de Z, se provarmos que J= C Z - d, teremos:
J=J u{0}uJtCcZ-d.

Seja y € J*. Pela escolha de d, temos 0 < d < y. Se d = y, temos
y € Z - d. Vamos assumir d # y. Assim, 0 < d < y. Pelo teorema da divisao

de Euclides, existem ¢, r € Z tais que
=q-d+r, 0<r<d.

Vamos provar que r = 0 e, portanto, y =q-d € Z - d.
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Vamos supor, por absurdo, que r > 0. Entao,
y=q-d+r=r=y—q-d.

Masy € Jeq-d€Z-dC Jimplicar =y —q-d € J, pela propriedade (2),
da definicao de ideal.

Mas

O<r<dreJ=reJter<d,

o que contraria a minimalidade de d = minJ™. Assim, essa contradi¢cao nos
dizquer=0ey=gq-deJ.

DeZ-dC JeJ CZ-d,temos J = Z-d, como queriamos demonstrar.

O

A demonstracao do teorema nos diz que J =Z-a+7Z-b=7-d, onde

d = minJ*, o menor elemento positivo de J.

Da mesma forma, oideal de J =Z-a1 +Z-as + -+ -+ Z - ay, gerado

por aq, as, - - - ,ag, inteiros nao nulos, pode ser expresso por
J=Z -a1+Z ay+-+Z-axy=7-d, d=minJ".

Aqui cabe a pergunta: Qual a relacao desse niimero d = minJ ™" com os

geradores de J7

Se Z-d =7Z-a+7Z-b, mostraremos que d = mdc(a,b). Mais geralmente,

seZ-d=17Z-ay+7Z-as+- - -+7Z-ay, mostraremos que d = mdc(ay, ag, - - , ag).

Como o inteiro d = mdc(a, b), satisfaz a igualdade estrutural de ideais
Z-a+7Z-b=7-d,entao,d € Z-a+7Z-be, portanto, d =r-a+ s - b, para

alguns inteiros r e s. Este fato nos serd bastante 1til no futuro.

Exemplo 19

mdc(18,24) = d = 6. Nesse caso, podemos escrever
d=6=(-1)-18+(1)-24 (r=-1, s=1)

ou ainda

d=6=(-5)-18+(24)-4 (r= -5, s=4)

Portanto, os nimeros r e s nao sao unicos e o nimero d = mdc(a,b) pode

ser expresso de mais de uma maneira na forma d = ra + sb com r, s € Z.

Atividades

1. Encontre d tal que Z-d =7Z-a+7Z-b, onde a = 84 e b = 30. Encontre
r,s € Z tal que d = ra + sb.
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O mdc(a,b) é o gerador de Z-a +7Z-b

Agora vamos provar o seguinte teorema
Teorema 2

Sejam a e b inteiros nao nulos dados e seja d > 0 um nimero inteiro. Entao

Z-a+Z-b=7-d<= d=mdc(a,b).

Demonstracao:
(=) Vamos supor Z-a + Z-b =7 - d e mostrar que d = mdc(a, b).
Lembre-se que na Aula 5 mostramos que o conceito de mdc{a,b} = d

de dois niimeros nao nulos a e b é equivalente ao seguinte:
(i) d é um divisor comum de a e b
(ii) Se d’ é um divisor comum de a e b entdo d’ também ¢é divisor de d.

Vamos usar aqui essa caracterizacao de mdc.
Primeiro observe que Z-a+Z%Z-b = Z-d implica Z-a C Z-d e Z-b C Z-d.
De Z-a C Z-d implica a € Z - d o que implica que d é divisor de a. De
Z-bCZ-dimplica b € Z - d o que implica d é divisor de b.
Assim, concluimos que d é divisor comum de a e b.
Agora, a segunda parte: seja d’ um divisor comum qualquer de a e b.
Vamos provar que d’ também é divisor de d.
d divisorde a« = Jq €Z talque a=4¢;-d
d divisorde b = J ¢, €Z talque b=¢,-d
Assim, Z-a CZ-d eZ-bC 7Z-d eisso nos diz que
Z-d=Z-a+7Z-bCZ-d=de€Z-dC7Z-d=decZ -d=3dreZ
tal que d =r-d = d também é divisor de d.
Logo d > 0 ¢é de fato o mdc(a, b).
(«<=) Assumiremos mdc(a, b) = d. Devemos provar que Z-a+7Z-b=7-d.
Usaremos a unicidade do MDC.
Pelo teorema do ideal principal, existe d’ tal que Z-a+Z-b=7-d'.
Pela parte 1 dessa demonstragao, temos d’ = mdc(a,b) e pela unicidade do
mdc(a,b) temos que d=d eZ-a+7Z-b=7-d.
O
Como observamos antes, uma conseqiiéncia direta que nos serd muito

util é o seguinte:
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Corolario 1
Sejam a e b dois inteiros nao nulos e seja d = mdc(a, b). Entao existe r, s € Z

tais que d = ra + sb.

O Teorema 2 acima vale para mais de dois numeros, isto é, dados
inteiros nao nulos ay, ag, - -+ ,ar € d = mdc(ay, as, - ,a;) temos Z - a; + 7Z -
s+ -+ 7Z-a, =7-d e existem 71,19, , 1, € Z taisque d =11 a1 + 1o -

as + -+ 1 - ap. A demonstracao é andloga a demonstracao do Teorema 2.

Atividades

1. Descreva os seguintes subconjuntos J de Z.

(a) J=7-36+7Z-25.
(b) J=Z-184+Z-24+7Z-21.
() J=Z-105+Z- 52.

O mmc de dois inteiros

Agora vamor relacionar o mmec de dois inteiros a e b aos ideais gerados
por a e b. Como a intersecao de ideais é sempre um ideal, entao Z-a NZ-b
¢ um ideal de Z. Pelo Teorema 1, este ideal ¢ principal. O préximo teorema

nos diz que Z -aNZ-b é o ideal principal gerado por mmec(a, b).

Teorema 3
Sejam a e b dois dados inteiros nao nulos e seja M > 0 tal que Z-aNZ-b = Z-M
(existe tal M > 0, pelo teorema dos ideais principais). Entao M é o menor

multiplo comum positivo de a e b.

Demonstracao:

Sejam a e b dois inteiros nao nulos e I = Z-a e J = Z - b os ideais

principais gerados, respectivamente, por a e b.
Temos que INJ = Z-aNZ-b ¢ também um ideal de Z (ver Exercicio 1).

Pelo teorema dos ideais principais, existe M > 0 tal que
INJ=Z-aNZ-b=7-M.

Vamos provar que M é o menor multiplo comum positivo de a e b.

Z-aNZ-b=72- M=—=7Z- MCZ-a e Z-MCZ-b.
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Como M € Z- M, entao M € Z-ae M € Z-b, o que implica que
existem r, s € Z tais que M = ra e M = sb, isto ¢, M é um muiltiplo comum
de a eb.

Seja M’ > 0 um qualquer multiplo comum de a e b. Vamos provar que
M’ é multiplo de M (e portanto M’ > M).

De fato, M’ multiplo comum de a e b implica que existem 7/, s’ € Z tais
que M’ =7r"-ae M = s -b. Portanto,

MeZ-aeM e€Z-b=Me€Z-aNZ-b=7-M= M €Z-M,

o que implica M’ =t - M, para algum inteiro ¢ > 0, ou seja, M’ é multiplo
de M, o que completa a demonstracao.

O

Embora ja estejamos nos referindo ao minimo multiplo comum de dois

inteiros, vamos fazer uma definicao formal.

Definicdo 2 (Minimo multiplo comum)
Sejam a e b dois dados inteiros nao nulos. Dizemos que M é o minimo
multiplo comum de a e b, denotado M = mmc(a,b), se M > 0e M éo

menor multiplo comum positivo de a e b.

O Teorema 3 mostra a existéncia do mmc(a, b) (através do teorema dos
ideais principais) como o inteiro positivo M > 0 gerador do ideal Z-aNZ-b,
isto é, Z-aNZ-b = 7Z-M. Alem disso, vimos na demonstracao do teorema que
o mmc(a, b) ndo s6 é o menor miltiplo comum de a e b como também é divisor
de qualquer outro multiplo comum de a e b. Podemos, assim, caracterizar o

mmc(a, ¢) pelas seguintes propriedades:
1. M é multiplo de a e b.
2. Se M’ é um multiplo comum de a e b, entdao M’ é miltiplo de M.

Alguns autores usam a caracterizagdo acima como definicdo de mme(a, b).

Exemplo 20

Sejam a =6 e b =9. Temos:

Z-6=1{-,-6,0,6,12,18,24,30,36,42, - - -}
Z-9%={-.,-9,0,9,18,27,36,45,54, - - }
Z-6N7Z-9={-,—18,0,18,36,54,---} =Z - 18.

Assim, mmc(6,9) = 18.

CEDERJ
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Lembre-se que o mmc(a, b) é
divisor de qualquer multiplo

comum de a e b.
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Atividades

1. Escreva os conjuntos Z - 12 e Z - 15. Determine que Z - 12N Z - 15 e
verifique mmc(12, 15) = 60.

2. Mostre que a divide b implica em mmc(a,b) = b.

Relacao entre o mdc e o mmc de dois inteiros

Podemos sempre determinar o mmec de dois inteiros como no exemplo
acima: escrevendo varios elementos dos conjuntos Z-a e Z-b e determinando
o primeiro elemento da intersecao. No entanto, este método é computacio-

nalmente impraticavel para inteiros grandes.

Felizmente, ha maneiras muito mais rapidas de determinarmos o mmc
de dois inteiros. Ha uma relagao simples entre o mmc e o mdc de dois inteiros,

que demonstraremos a seguir.

Teorema 4

Sejam a e b inteiros positivos. Entao vale que
mmc(a, b). mde(a, b) = ab

Assim, uma vez calculado o mdc(a, b), que pode ser feito pelo Algoritmo

de Euclides, a férmula acima fornece facilmente o mmec(a, b).

Retornando ao exemplo anterior, é ficil ver que mdc(6,9) = 3. Entao:

6-9 54
6,9) = ——<=—-=18
mme(6,9) = 569 T 3
Demonstracao do Teorema.
Sejam a e b inteiros positivos, m = mmc(a, b) e d = mdc(a, b).

Como ab é multiplo comum de a e b, entao m divide ab. Logo %’ é um
ab

nimero inteiro. Seja g = %’ Vamos provar que g = d, isto ¢, 2> = d, o que
implica em ab = md.
Vamos mostrar que g = mdc(a, b) mostrando que:

1. g é divisor comum de a e b.

2. Se f é divisor comum de a e b entao f | g.

Como vimos, estas duas propriedades demosntram que g = mdc(a,b). Va-

mos, entao, prova-las.
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1. De “Eb = g segue que

Q|
>
)
Q

b

0 que mostra que g e sao inteiros, isto ¢, g ¢é divisor comum de a e b.

2. Seja f um inteiro tal que f | a e f | b. Vamos mostrar que f | g. Como

% e £ sdo inteiros, entdo

f
b a
alal=)eb|b|=
«f3) e (7)
implica em que a7b ¢ multiplo comum de a e b.

Como m = mmc(a, b), entdo

|ab
m|—.
/
Masg:%’,logom:%betemosque
ab , ab
f
isto é
ab ab g oL
— + — == ¢é um inteiro .
f 9 f

Portanto f | g, o que completa a demosntragao.

O

Note que se a e b nao forem inteiros positivos entao a igualdade ab =
mdc(a, b) mmc(a, b0 nao é mais vélida, uma vez que mdc(a, b) > 0 e mme(a, b) >
0, por definigdo. No entanto, a igualdade continua vélida para |a| e |b|.

Um caso particular interessante do Teorema 4 é quando mdc(a, b) = 1.
Neste caso, vale que

mmc(a, b) = ab .

Definicdo 3 (Inteiros primos entre si)
Dizemos que dois inteiros a e b sao primos entre si, ou que a e b sao relativa-

mente primos, quando mdc(a, b) = 1.

Atividades

1. Escolha alguns pares de inteiros positivos a e b, calcule mdc(a,b) e

mmc(a, b). Verifique que mdc(a, b) mme(a, b) = ab.
2. Mostre que a divide b implica em mmc(a, b) = b.

3. Mostre que se a e b sao primos entre si, entao mmc(a,b) = ab.

CEDERJ
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Mais trés teoremas sobre o mdc

Voceé ainda tem folego para mais alguns teoremas? Nesta segao, para

terminar a aula, provaremos mais trés teoremas muito interessantes sobre o

mdc.
Teorema 5
Se d = mdc(a, b) entdo mdec (4,%) = 1.

5 a b
Demonstragao. Quero provar que d e P

fosse um divisor comum destes inteiros, entao

nao tém divisor comum. Se f > 1

e gl

Ul e

o que implica em

df la e df|b.

Portanto, teriamos que df é divisor comum de a e b. Como f > 1 entao

df > d, o que contraria o fato de que d é o maior dividor comum. Assim,

rovamos que nao ha f > 1 divisor comum de & e .
p q 7 €4

O

O proximo teorema é uma espécie de reciproca deste tltimo.

Teorema 6

Sec>0,c|a, c|bemde(%2) =1 entdo ¢c = mdc(a,b).

Demonstragao. Sejam a b inteiros positivos e seja d = mdc(a, b).

Como ¢ | a e ¢ | b, entdo ¢ é um dividor comum de a e b,0 que implica
em ¢ | d, isto ¢, ¢ é um inteiro.
De
da a db

b

cd ¢ ¢ cd 4

resulta que % ¢ um divisor comum de § e g. Mas % e g sao relativamente
primos por hipotese, seus tnicos divisores comuns sao £1, assim

d
—-=1=c=d
c

O

O préximo teorema nos diz que se um nimero divide o produto de dois

nimeros e é relativamente primo com um deles entao divide o outro.
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Teorema 7

Sejam a,b e ¢ inteiros positivos. Se a | be e mdc(a, b) = 1 entao a | c.

Demonstragao. Como mdc(a, b) = 1 entdo m = mmc(a, b) = ab.

Como a | be (por hipétese) e b | be entdo be é multiplo comum de a e b.

Assim be é miltiplo de mme(a, b) = ab, isto é
ab | be ,

o que resulta em a | c.

Resumo

Nesta aula definimos ideal em Z e mostramos que o mdc e mmc de dois
inteiros a e b sdo geradores de certos ideais em Z. O mdc(a,b) gera o ideal

Z -a—+7Z-b, enquanto que o mmc(a, b) gera o ideal Z -aNZ-b.

Mostramos que em 7Z todo ideal é principal, o que é uma propriedade

algébrica muito importante dos inteiros.

demonstramos a relagao entre o mdc(a,b) e o mme(a, b) para dois in-
teiros a e b:

mmc(a, b). mdc(a, b) = ab
Em particular, para a e b primos entre si, vale que

mmc(a, b) = ab .

CEDERJ
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Exercicios

1. Sejam I e J dois dados ideais de Z. Mostre que I N J é um ideal de Z.

2. Generalize o exercicio anterior mostrando que
117127”. a[k
ideais de Z implica
LhNnhn---Nly=1

também é ideal de Z.

3. Generalize o exercicio 2 acima mostrando que: se {I},_, é uma colegao
[o¢]
de ideais de Z entao [ = ﬂ I, também ¢ ideal de Z.
k=0
4. Demonstre a generalizacao do Teorema 2. Isto é, prove que dados
inteiros nao nulos ap,as, -+ ,a; ¢ d = mde(ay,as,- -+ ,a;) temos Z -
a1+ 7Z-as+---+7Z-ap, =7Z-d e existem 11,19, , 1, € Z tais que

d=r1-a1+ry-ay+ -7k Q.
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