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Objetivos

Apresentar o conceito de modelo matematico.
Apresentar fungoes, fungoes injetoras, sobrejetoras e bijetoras, composicao

de funcoes e fungoes inversas.

Modelos matematicos

Para aplicarmos a Matemadtica ao estudo de problemas das diversas
areas da ciéncia, devemos comecar formulando estes problemas em linguagem
matemadtica. Este processo é conhecido como modelagem matematica do

problema.

Um modelo matematico normalmente se inicia especificando as gran-
dezas envolvidas no problema, tais como tempo, distancia, area, populacao,
concentracao de reagente etc. A partir dai, o modelo determina como estas
grandezas se relacionam, o que normalmente é descrito pela linguagem das

fungoes.

O modelo matematico de um problema pode dar uma descrigao bem

precisa do problema, ou em alguns casos, apenas uma aproximacao razoavel.

A forma como nds chegamos a um modelo matematico envolve uma
variedade de técnicas, tais como consideracoes tedricas e exame de resultados

de experiéncias.

Em quase todos os casos, estamos interessados em determinar como
uma certa grandeza depende de outras. Por exemplo, um biélogo pode querer
saber como a populacao de bactérias de uma certa cultura depende do tempo,
ou como a populacao de uma espécie A, em certo habitat, depende do tempo
e da populacao de uma espécie B, que lhe serve de alimento. Um quimico
pode estar interessado em saber como a concentracao final de uma substancia,

apos uma reacao quimica, depende da concentracao inicial dos reagentes.

O conceito matematico mais importante para descrever como uma gran-

deza varia com outra é o conceito de funcao, que estudaremos a seguir.
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Funcoes

O conceito de funcao tem um papel central na matematica. De maneira

geral, uma funcao é uma associacao entre objetos de dois conjuntos.

Por exemplo, podemos associar um conjunto de carros com um conjunto

de cores, associando cada carro a uma cor.

No entanto, nem toda associacao entre dois conjuntos é uma funcao.
Exigimos que uma funcao atenda a dois quesitos bdsicos, presentes no exem-

plo acima.

Dados dois conjuntos nao vazios A e B, uma funcao f de A em B é

uma associacao de elementos de A em B que satisfaz ao seguinte:

Cada elemento de A esta associado a exatamente um elemento de B.

Em outras palavras, por um lado, cada elemento de A esté associado a
alguém (no exemplo das cores dos carros, seria dizer todo carro tem alguma
cor). Por outro lado, cada elemento de A estd associado a somente um
elemento de B (todo carro tem somente uma cor). Observe, porém, que
elementos de B podem estar associados a vdrios elementos de A (podem
haver vérios carros com a mesma cor). Note, também, que podem haver
elementos de B nao associados a nenhum elemento de A. (H4 uma cor para

a qual ndo ha nenhum carro com aquela cor).

Se f é funcao de A em B, escrevemos

f:A—B

e chamamos o conjunto A de dominio de f e o conjunto B de contradominio

de f.

Se = é elemento de A, entdao denotamos por f(z) o elemento de B

associado a z pela fungao f. Chamamos imagem de f, denotado por Im(f),
o subconjunto de B formado pelos elementos y tais que y = f(x) para algum
r €A,

Im(f)={y € B|y= f(x) para algum = € A}.




Observe a funcao representada pelo esquema a seguir.

A B

f
1

As setas indicam o seguinte:
fla)=[f(b)=1e f(c) = f(d) =2.

Temos Im(f) = {1,2}.
Podemos representar esta fungdo por um esquema com conjuntos e

setas, como na figura anterior, ou através de pares ordenados:
{(a'7 1)’ (b7 1)7 <C7 2)’ (d7 2)}’
onde um par ordenado {(x,y)} indica que y = f(x).

Uma outra possibilidade é definir uma funcao por uma regra ou férmula,

como no exemplo a seguir:

Seja f : N — N, a fun¢io dado por f(z) = z2. Entao, por exemplo, f(1) =1,
f(2) =4 etc.

Na préxima aula estudaremos uma representacao de funcoes dada por
graficos no plano. Antes, porém, devemos estudar a nocao de par ordenado

e eixos cartesianos.

Funcoes injetoras e sobrejetoras

Vimos que, se f : A — B é uma funcao, entao todo x € A esté associado
a um unico f(z) € B. No entanto, pode acontecer de varios elementos de A

estarem associados ao mesmo elemento B, como no esquema abaixo:

Observe a distingdo entre
imagem e contradominio.

Os conjuntos numéricos mais
utilizados sdo:

N = o conjunto dos nimeros
naturais.

N=1{0,1,2,...}

7Z = o conjunto dos nimeros
inteiros.

z=1{..,-2,-1,01,2,...}

@Q = o conjunto dos ntimeros
racionais.

Q:{%;m,nGZen#O}

R = o conjunto dos ntmeros

reais.

C = o conjunto dos ntumeros
complexos.
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Figura 1

Uma funcao é chamada injetora quando isto nao acontece, isto é,

f: A— B éinjetora se

w1 # 12 = f(11) # f(22),

o que é o mesmo que dizer que f(z1) = f(z2) = 71 = 2.

A funcao abaixo é injetora

A B
f

Figura 2

Note, agora, que na funcao representada pela Figura 1, todo elemento
de B estd na imagem da funcao, enquanto que na funcao da Figura 2 existe
um elemento de B fora da imagem de f (isto é, nao estd associado a nenhum

elemento de A).

Para diferenciar estes dois casos dizemos que uma funcao f : A — B
é sobrejetora quando todo elemento de B esta na imagem de f, isto é, [ é
sobrejetora quando para todo y € B, existe © € A tal que f(z) = y. Ou,

dito de outro modo,

| é sobrejetora quando Im(f) = B.




Considere a funcao f do conjunto A de animais em um zoolégico no conjunto
B dos nomes de todas as espécies conhecidas de animais. A funcao f esta bem
definida, pois todo animal pertence a uma tnica espécie. f nao sera injetora
se houver pelo menos 2 animais da mesma espécie; [ nao é sobrejetora se
houver alguma espécie animal no mundo que nao tem exemplares naquele
zooldgico (o que é muito provavel!).

Uma funcao é chamada bijetora quando é simultaneamente injetora e
sobrejetora.

A fungdo f: Q — Q dada por f(x) = 2z é bijetora.
1. f é injetora, ja que

f(l'1> = f(l'g) = 23’)1 = 21‘2 = 1 = Ioy.

2. [ é sobrejetora, ja que se y € Q, entdo x = ¥ ¢é levado em y, isto &,

/()2 ()

A funcdo f : Z — 7 dado por f(z) = x? ndo é bijetora. Na verdade esta

funcao nao é nem injetora nem sobrejetora.

1. f nao é injetora. Por exemplo, f(—1) = f(+1) = 1.

2. [ nao é sobrejetora. Por exemplo, —1 nao esta na imagem de f.

Dos exemplos anteriores, o exemplo 3 lida com uma fung¢ao definida em
um conjunto de animais, os exemplos 4 e 5, com fungoes “numéricas”, isto
é, fungoes definidas em conjuntos numéricos. Geralmente, estas funcgoes sao

dadas por férmula matemaética.

Nesta aula nos concentraremos nas func¢oes definidas em R, o con-
junto dos nimeros reais, com contradominio R. Estudaremos algumas destas

funcgoes: funcoes lineares, quadraticas, exponenciais e logaritmicas.

Um instrumento fundamental para o estudo destas fungoes é seu grafico,

como veremos na aula 2.
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As funcoes numéricas sao ferramentas muito importantes na modelagem

matematica de fenomenos de todas as areas do conhecimento.

Uma experiéncia com animais de laboratoérios, por exemplo, pode ter

resultados que sao bem aproximados por uma férmula numeérica.

Se uma populacao de bactérias em uma cultura dobra a cada hora, e nao
héa nenhum outro fator que limite o crescimento desta populacao, entao o

numero de bactérias apds x horas é:
_ €T
P = PF,.2",

onde P, é a populacao inicial.
A férmula obtida é uma funcao real de variavel real, que aproxima bem

uma situagao de laboratério, em que Py e P sao niimeros inteiros.

Composicao de funcoes
Dadas duas funcoes f : A — B e g: B — (C podemos compor uma

funcao com a outra.

Para que possamos compor duas funcoes, é necessario que a imagem da
funcao f esteja contida no dominio da funcao g.

O esquema abaixo representa a composicao de duas funcoes f e g.

gof(a) =r

Representamos por gof a composicao das fungoes f e g. No esquema

acima:

como f(a) =1e g(1) =r entao gof(a) =r.

/,
0




Note que,

gof(x) = g(f(x)).

No exemplo acima, a composicao fog nao faz sentido, pois a imagem

de ¢ nao esta contida no dominio de f.

Observe que as fungoes gof(x) e fog(x) podem ser fungoes totalmente

diferentes, mesmo quando ambas fazem sentido.

Se f: R — R édada por f(z) =2z eg:R — R édada por g(x) = 22 entao:

gof(z) = g(f(x)) = 9(2z) = (22)" = 42"

fog(x) = f(g(z)) = f(a?) = 227,

A inversa de uma funcao

Podemos representar a altura de uma pessoa como funcao de sua idade.
Se uma pessoa tem N meses de vida, altura A(cm) e nasceu com Aq centimetros,

entao esta funcao seria
f: [OaN} - [onA}

Inversamente, podemos também ver a idade desta pessoa como funcao

de sua altura, o que seria uma funcao
g [Ao, A] — [0, N].

Esta segunda abordagem é comum quando se quer estimar a idade de

uma arvore medindo sua altura.
Uma funcao f : A — B é chamada inversivel, quando existe uma fungao
g: B — A, tal que
(gof)(z) =z e (fog)(y) =y,
paratodox € Aey € B.

A funcao g, quando existe, é chamada inversa de f, e é denotada

por f~1.
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Se f: R — R ¢ dada por f(z) = 2%, entdo g : R — R dada por g(z) = J/x é
a inversa de f.
Nem toda funcao é invertivel.

Nao é dificil ver que uma funcao f : A — B é invertivel exatamente

quando for bijetora. Veja os esquemas abaixo:
A B

[ é invertivel

f
\ o ]
I
[ s 1\

f nao é injetora. Por- —

tanto, f nao ¢é in-

A

vertivel.

7




f nao é sobrejetora. -
Portanto, f nao é in-
vertivel.

Funcoes de varias variaveis

Na maioria das situacoes, uma grandeza é funcao de varias outras. Por
exemplo, a populacao de uma espécie A pode ser funcao da populacao das
espécies B e (J, que lhe servem de alimento, e da espécie D que é seu predador
natural. A altura de uma planta é funcao de seu tempo de vida, mas também

de diversos fatores ambientais.

Uma fungao f: Ay x Ay x...x A, — Bdadapory = f(x1,z2,...,2,),

representa a grandeza y como funcao de variaveis xi,x9,...,2z,, onde
1 €A, 2 €E Ay, ..., xp EA ey EB.
Resumo

Nesta aula vimos conceitos basicos de funcoes e sua importancia fun-
damental na modelagem matematica das situagoes estudadas pelas ciéncias

sociais e da natureza.

Vimos dominio, contradominio e imagem de funcgoes, fungoes injetoras,
sobrejetoras e bijetoras. Vimos também a composicao de fungoes e quando

duas fungoes sao inversa uma da outra.

7

e
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Exercicios

1. Liste os conceitos principais estudados nesta aula.

2. Quais das func¢oes abaixo sao injetoras e quais sao sobrejetoras?

() f:Z—Z, fl2)=5.
(b) [ R—=R, f(z)=u=z.
(c) f[:R—=R, f(x)=2x2

3. Modele a situagao do exemplo 6, como f : A — B, indicando os
conjuntos A e B.

Esta situacao é invertivel?

7
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Objetivos

Estudar a representagao de uma fun¢aoy = f(x), onde x é uma variavel real,
dada pelo seu grafico.

Estudar as funcoes afins, que sao as funcoes cujo grafico é uma reta.

Funcoes reais de variavel real

Quando o dominio de uma funcdo f é o conjunto R (ou um subconjunto
de R), dizemos que esta func¢ao é de varidvel real. Quando o contradominio
de f é o conjunto R, dizemos que f tem valores no conjunto R ou que f é
uma funcao real. Assim, uma funcao f : R — R é uma funcao real de varidavel

real e uma funcao f: C — R é dita uma funcao de variavel complexa.

Nas Aulas 2 a 6 desta disciplina, estudaremos alguns tipos particula-
res de funcoes reais de variavel real, a saber, as funcoes afins, quadraticas,
exponencial e logaritmica. Antes, porém, veremos o que é o grafico de uma

funcao f e como ele revela diversos aspectos importantes de f.

Plano cartesiano

Nesta secao, estudaremos o plano cartesiano, e como representar nele

o grafico de uma funcao.

Se A e B sao dois conjuntos nao vazios, e se a € A e b € B, o simbolo

(a,b) denota um par ordenado, onde entendemos que
(a,b) = (¢,d) quando a =ce b=d.

Observe que, em geral, (a,b) # (b,a). De fato, (a,b) = (b,a) apenas
quando a = b.
A nocao de par ordenado é fundamental em Geometria Analitica, onde

pontos em um plano sao descritos por pares ordenados de ntimeros reais.
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Para comecar, ha uma correspondéncia entre niimeros reais e pontos
na reta. Esta correspondéncia é estabelecida da seguinte forma: escolhemos
um ponto na reta para representar o zero. Este ponto serd chamado origem.

Escolhemos agora uma orientacao para a reta.

Se a reta é horizontal, tradicionalmente ela é orientada para a direita.
Isto significa que os nimeros positivos serao representados a direita da ori-
gem, enquanto que os negativos estarao a esquerda da origem. Se a reta
é vertical, normalmente é orientada para cima (ntmeros positivos acima e

negativos abaixo da origem).

y

Apés a escolha da orientacao dos eixos, escolhemos uma escala: qual a
distancia da origem que representara uma unidade. Cada nimero real x sera
representado pelo ponto situado z unidades do lado positivo (se z > 0) ou

do lado negativo (se x < 0).

| | I
-2 0 1% 2 3T 4

Desta maneira, estabelecemos uma relagao biunivoca entre nimeros

reais e os pontos de uma reta.

De maneira andloga, podemos associar pares ordenados de nimeros
reais a pontos no plano, formando um sistema de coordenadas com 2 retas

orientadas.

Normalmente escolhemos retas ortogonais (isto é, que formam um angulo

de 90%), sendo uma reta horizontal e outra vertical, com as orientacoes usuais.

Entao, um par ordenado (a,b) é representado pelo ponto P, como na

figura a seguir.

Y

7
%7/4
L




b paralela ao eixo ox P (a f b)

paralela ao eixo oy

5 > x

A reta horizontal é chamada eixo das abscissas, ou eixo OX. A reta
vertical é chamada eixo das ordenadas, ou eixo OY.

Se o par (a,b) é representado pelo ponto P, usamos a notagao P(a,b).
Chamamos o par (a,b) de coordenadas do ponto P, o ntimero a é a primeira
coordenada, ou abscissa, do ponto P, enquanto que o ntimero b é a segunda
coordenada ou ordenada, do ponto P.

Na figura abaixo representamos varios pontos no plano.

YA
A B

‘M

oM
O

Observe que as escalas dos eixos nao precisam ser as mesmas.

Grafico de uma funcao f

Seja f: R — R uma funcao. O conjunto

Graf(f) = {(z, f(z)) | © € R}

é chamado grafico de f.

Note que este conjunto Graf(f) é o subconjunto do plano R? formado

pelos pontos cujas coordenadas sao pares (z, f(z)).

&

N
L




Hlementos de

Matemdtica e
Estatistica

As funcoes que estudaremos possuem graficos que sao curvas continuas.
Por exemplo, veremos ainda nesta aula que o grafico de uma funcao afim
é uma reta. Como veremos na préoxima aula, o grafico de uma funcao

quadratica é uma curva conhecida como parabola.

Um grafico é uma representacao muito interessante de uma funcao pois

fornece uma representacao visual da funcao.

Gréfico de algumas funcoes.

Alguns graficos de funcoes

Se uma funcao tem como dominio um conjunto finito, por exemplo,
f:{1,2,3,4} = {1,4,6,4} dada por f(1) =1; f(2) = 4; f(3) =6 e f(4) = 4.
Entao o gréafico de f nao é uma curva, mas sim um conjunto de pontos.

No caso da funcao acima, seu grafico é:

Mesmo quando o grafico de uma funcao é apenas um conjunto finito
de pontos, algumas vezes é interessante ligar estes pontos por uma linha
continua a fim de melhor visualizar o comportamento da funcao.

Z




Outro exemplo:
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Figura 1: Numero de espécies de aves por area de ilhas no sudeste da Asia.

Fonte: Eric Pianka, "Evolucionary Ecology™, 2nd Ed.

Foi medida a temperatura média, a cada hora, em um certo ponto da cidade,

ao longo de uma semana. O grafico a seguir representa o resultado obtido.

Temperatura (graus)

o 4 6 8 10 12 17 18 19 20 21 22

Podemos perceber, no grafico acima, que embora o conjunto de pontos

do grafico seja finito, a linha ligando os pontos ajuda a visualizar o compor-

tamento da funcao.

Outro aspecto importante é que muitas vezes um grafico nos ajuda

a visualizar uma possivel aproximacao de um conjunto de pontos por uma

funcao real.
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As vendas anuais de uma loja durante seus sete primeiros anos é dada na

tabel ir:
abela a segult Ano | Venda (milhoes de reais)

10
22
29
43
51
99

DO == W N

Visualizando estes dados em um grafico, obtemos o seguinte:

50T

40+

101 e

Este grafico mostra claramente que a venda total anual desta loja pode
ser bem representada por uma linha reta (mais precisamente, uma fungao

afim do ntmero de anos), como no grafico:

50T

401

101

o
L




Muitas vezes, em experimentos cientificos, marcamos os pontos corres-
pondentes aos resultados do experimento para entao “visualizar” uma funcao

que se ajuste aos dados do experimento.

O grafico a seguir mostra os resultados de uma experiéncia em que sao medi-
das a temperatura de algumas espécies de lagarto em diversas temperaturas

ambiente.

40 -

30+

Temperatura corporal (°c)

| L i It L '

15 20 25 30 35
Temperatura ar (°c)

Gréfico da temperatura corporal de 86 lagartos australianos em relagdo a temperatura do ar.
(Fonte: Eric Pianka, “Evolucionary Ecology”, 2nd Ed.).

Funcoes crescentes e decrescentes

Uma fungao é crescente (nao-decrescente) em um intervalo I = (a, b)
quando, se x1 < Ty, entdo f(z1) < f(xq) (respectivamente, f(z1) < f(xq)).

Analogamente, uma func¢ao é chamada decrescente (nao-crescente) em
um intervalo I = (a,b), quando, se x; < o, entdo f(z1) > f(x2) (respecti-
vamente, f(z1) > f(xq)).

E interessante definir este conceito em um intervalo porque, em geral,
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uma funcao é crescente em alguns intervalos de seu dominio e decrescente

em outros.

Estas defini¢oes formalizam a nocao intuitiva de que uma funcao cres-
cente é a que “cresce” ou aumenta quando z “aumenta”’ e uma funcao de-

crescente “diminui” quando z “aumenta”.

O crescimento de uma func¢ao é um dos aspectos importantes que sem-

pre sao abordados quando estudamos uma funcao e seu grafico.

Populagéo (milhdes de individuos)

4 10 15 20 t (meses)

Figura 2: Numero de habitantes de uma certa espécie

O grafico acima representa o niimero de habitantes de uma certa espécie
em uma certa area, medida ao longo dos meses.

No intervalo (0, 10), a populagao diminui com o tempo, isto é, a funcao
populagao é decrescente. No intervalo (10, 20) a fun¢ao populagao é crescente.
Neste grafico, a populagao continua crescente, mas parece estar estabilizando

em torno de 7 milhoes de habitantes.

Uma andalise mais detalhada do crescimento de uma funcao leva natu-
ralmente a outros conceitos, por exemplo, como medir quao rapido a funcao
cresce ou decresce. Por exemplo, no grafico da Figura 2, acima, a partir de
t = 0, a populagao parece diminuir cada vez mais rapido, até ¢ = 4, comega
a reduzir esta taxa de decréscimo, até ¢ = 10, quando atinge seu minimo
e comeca a crescer. Hste conceito de crescer ou decrescer mais rdapido é

chamado de taxa de variacao.




Para definir de maneira precisa o conceito de taxa de variacao, precisa-
mos da nocao de derivada. Um estudo mais profundo de derivadas foge dos
objetivos desta disciplina. Na Aula 5, veremos um pouco mais sobre deriva-
das, sua relacao com taxa de variacao, crescimento de funcoes e tangentes a
um grafico.

Outro conceito fundamental relacionado ao problema do crescimento é
o de maximos e minimos. A fungao da Figura 2 possui um minimo em ¢ = 10,

isto é, a populacao da espécie estudada atingiu seu minimo em ¢ = 10 meses.

Funcoes afins

As funcgoes afins representam, em certo sentido, as fun¢oes mais simples

de serem escritas e estudadas.

Uma funcao afim é uma fun¢ao da forma
f(x) =mz +n,

onde m e n sao niimeros reais.

O ntimero m é chamado coeficiente angular de f(x) e o niimero n é cha-

mado coeficiente linear. Estes dois coeficientes tém interpretacao geométrica

que descreveremos logo a seguir.

Quando a fungao é da forma f(x) = mx entdao dizemos que a funcao
é linear. Assim, uma funcao linear é uma funcao afim de coeficiente linear

nulo.

Os graficos de fungoes afins sao linhas retas. Reciprocamente, toda reta
nao-vertical é grafico de uma funcao afim. Retas verticais nao sao graficos
de funcao, pois para um valor de x no dominio corresponde varios valores no

contradominio (ver defini¢do de fun¢ao na Aula 1).
y

? (Xo,y4)

2 (Xo,Yo)

XO
Figura 3: Reta vertical

N\
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A reta vertical da Figura 3 nao é gréafico de fun¢ao, mas pode ser descrita
pela equacao r = xg
Chamaremos uma reta nao-vertical de inclinada.

Como toda reta inclinada é grafico de uma funcao afim, estas sao usa-
das para estudar situacoes representadas por retas, isto é, situacoes em que

uma grandeza varia linearmente com outra.

O grafico a seguir mostra o valor de mercado de um carro ao longo de 6 anos.

valor (R$)

t (anos)

Como mostra o grafico, o valor do carro é fungao afim (decrescente!)

do tempo.

Inclinacao de uma reta

Seja L a Unica reta que passa pelos pontos (x1,y1) e (z2,y2). Se x1 = xa,
entao L é uma reta vertical e a inclinagdo nao é definida; se x; # xs, entao

definimos a inclinagao m da reta L por




Ay 2w
Az 19— 1

O nimero Ay = ys —y1 (0 simbolo Ay é lido “delta y”) mede a variagao

de y, e Ax = x5 — 1 mede a variacao de .

A inclinagdo m da reta L é uma medida da taxa de variacao de y com

respeito a x.

Uma caracteristica da reta é que esta taxa de variacao é constante, isto

é, a inclinagao de uma reta é a mesma independente do par de pontos (x1,y1)
Ay

Az’

Assim, retas representam grandezas que possuem uma taxa de variagao

e (z2,y92) que se use para calcular m =

constante.

A posi¢ao de um carro (em km) medida ao longo do tempo (em horas) é

dada pela reta (figura a seguir).

s(km)

190

70

10

1 2 3 t (hora)

Figura 4: Posicao de um carro ao longo do tempo

Calcule a inclinagao desta reta.

Tomando os pontos (1,70) e (3,190), temos:

Ay 190—-70 120
A inclinagao da reta é 60, isto é, a velocidade, que é a taxa de variacao

do espago em relagdo ao tempo, é de 60 km/h.

A Figura 4 representa um carro viajando a uma velocidade constante
de 60 km/h.

0
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Equacao da reta
Vimos que a equacao de uma reta é dada por:
Y = 1mx + n.
Se esta reta passa por 2 pontos (z1,¥y1) e (Z2,y2), entao vale que:
Y1 =mzxy +n

e
Yo = MIy + N.
Subtraindo estas equagoes, resulta em:
Y2 — y1 = (mxy +n) — (mxy +n)
= Yo — Y1 = My — mxy = m(Ty — 1)

_ Y2 — Y1

=>1m .
To — I

Ou seja, o coeficiente angular m é a inclinacao da reta L.

Se L é uma reta que passa por um ponto (z1,y;) e tem inclinagdo m
(ver Figura 5),

(x,y)

(xy4)

Figura 5: Reta passando por 2 pontos

entao seja (x,y) um ponto qualquer da reta (diferente de (x1,1)). Po-

demos calcular a inclinagdo m, como antes, fazendo (z2,y2) = (z,y). Assim,

Ay y—u

Ar  z—x

m




Multiplicando a equagao acima por (z—x1), obtemos y—y; = m(x—x1).
Portanto, a equacao de uma reta de inclinacao m, que passa pelo ponto
(z1,y1) é dada por:

Calcule a equacao da reta que tem inclinagao 3 e passa pelo ponto (2,4).

Usando a equacao (), com m = 3 e (z1,y1) = (2,4), temos

y—4=3(x—-2)=y=3r—2.(Veja Figura 6)

/

Figura 6: Reta passando por (2,4)

Encontre a  equacao da reta que passa  pelos  pontos
(1,-2) e (—1,2).

Inicialmente, calculamos o coeficiente angular m. Fazendo (x1,y,) =
(1,—-2) e (z2,y2) = (—1,2), obtemos

mo 20 2—(-2) :i:_z‘
To — I -1 - (+1) —2

Agora calculamos a equagio da reta, substituindo m = —2 e (x1,y;) =
(1, —2) na equagao (*).




y—(=2) = —2(x— 1)
y+2=—2z+2

y=—2

Coeficiente linear
Se uma reta L tem equacao y = mx + n, entao, se x = 0, temos

y =m.0+n = n, o que mostra que o coeficiente linear n é o valor de y onde

a reta [ corta o eixo Y, isto é, a reta passa por (0,n).

y=mx+n

Coeficiente angular

O coeficiente angular m, como vimos, é uma medida de inclinacao da
reta L que é o grafico da equacao y = mx + n.

Se L passa pelos pontos (z1,y1) e (z2,y2), entao

o DY _ Y2y
Axr  xo—x1

Observe as trés retas Ly, Ly e Lz da figura abaixo, todas passando pela

origem.




Ys

A reta Ly tem um coeficiente angular ms, maior que o coeficiente an-

gular m; da reta L;. Note que m; = 4=2 < 20

— x1-0 x1—0 = Mma.

A reta L3 tem coeficiente angular negativo. Suponha que ela passa por

(x1,y3), onde y3 < 0, entao

-0
LL’1—O I

Com relacao ao crescimento, temos o seguinte:
A reta y = mx +n € crescente quando m > 0 e decrescente quando m < 0.

y=mx+n y=mx-+n
m >0 m<0

X \ X
pd AN

Fungéo crescente Fungéo decrescente

N

N
N
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O grafico abaixo mostra varias retas passando pela origem, com dife-

rentes coeficientes angulares.

Aplicagao

NOR

Em uma certa experiéncia, um bidlogo mede uma grandeza x ao longo do

tempo t. Ele representa os resultados no grafico a seguir:

60 F==========mmmmmmmm oo
5O f-====m=-mmmmmmoooe-
T
30 f---------
20 ===~

10¢

N I
ode 4

T S
R |

JEENQH EpREp - —— ]

Como se vé, a grandeza x varia de maneira aproximadamente linear

com o tempo.

Utilizando os pontos (0, 10) e (5,60), obtemos o coeficiente angular da

o
L




reta
60 — 10 _

- — 10
=520

Usando agora um ponto qualquer, digamos, (0, 10), obtemos a equagao
x—10=10(t — 0)
x = 10t + 10.

Esta ultima equacao, x = 10t + 10 representa, aproximadamente, a
variacao da grandeza x com o tempo .

Observe que, na verdade, ha métodos mais precisos de se ajustar uma
reta a um conjunto de pontos que se dispoe de maneira aproximadamente

linear. Um método muito usado é o método dos minimos quadrados (néao

estudaremos este método nesta disciplina).

Resumo

Iniciamos esta aula estudando a representacao de pontos por pares or-
denados em um plano cartesiano e definindo grafico de uma func¢ao. Se uma
funcao tem como dominio um conjunto finito de pontos, seu grafico é um
conjunto de pontos no plano. Se o dominio da funcao é R e a funcao é "bem

comportada”, seu grafico é uma curva.

Estudamos nesta aula as fungoes afins, que sao fungoes cujo grafico é
uma reta. Estudamos coenficiente angular e linear e como calcular a equacao
da reta que passa por dois pontos.
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Exercicios

1. Marque, em um plano cartesiano, os pontos A(1,2), B(2,—1), C(—1,—4),
D<_3’ _5>’ E(3’ 0)7 F<_3’ 0)7 G(O’ _3)7 H(O’ 2)

2. Encontre a equacao da reta que passa pelos pontos:

(a) P(1,2) e Q(3,4).
(b) P(1,-2) e Q(3,5).

3. O resultado de uma certa experiéncia foi indicado no grafico abaixo,

que compara as grandezas X e Y.

Indique uma funcao afim que relaciona, aproximadamente, as grandezas
XeY.

A\




Solucoes do Exercicios

1.
y
6
5
4
3
2¢ oA
1[H
6-5-443-2-1]| 1 2FE
F 1 , 3456738 g
B
_3G
Ce-4
° -5
D -6

2. (a) y=xz+1
(b) y=32 -3

3. Aproximadamente y = %ZL‘ — %.

A\







Objetivo

Estudar as funcoes quadraticas.

Funcoes quadraticas sao fungoes f : R — R, dada por
f(z)=az’+bx+c.

O nome quadritica vem do fato de que az? + bz + ¢ é uma equacao de

grau 2. Uma equacao de grau 3 é uma cibica etc.

A 4rea de um circulo é dada por A = 7wR?, onde R é o raio do circulo.

Podemos dizer que a drea é uma funcao quadratica do raio.

O gréfico de y = az? + bx + ¢ é uma curva chamada parabola, que pode
estar voltada para cima (concavidade para cima) ou para baixo (concavidade

para baixo), como mostra a figura abaixo.

/ N

Parabola Pz}rzibola ‘
Concavidade para cima

Concavidade para baixo

Figura 7: Parabolas

Um movimento linear com aceleracao constante é descrito por uma fungao
quadratica
s = so + vot + at?
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onde sy é a posicao inicial, vy é a velocidade inicial, s é a posicao no tempo
t e a é a aceleracao.

Um exemplo de tal movimento é o de queda livre, onde a = g é a

aceleracao da gravidade.

Assim, um objeto largado de uma altura h, cai segundo a equacao
s=h—gt*,

onde substituimos na equagdo (1), os valores s = h e a = —g (o sinal
negativo resulta de que a aceleracao “empurra” o objeto em sentido contrario
ao sentido para cima). (Ver Figura 8)

Figura 8: Movimento de queda livre

Marcando os pontos onde ¢t = 0, 1, 2,... em um grafico, obtemos uma
parabola, como na Figura 9. Pela mesma razao, o movimento de um projétil
disparado por um canhao descreve uma trajetoria parabdlica, como vemos

na Figura 9.

N

Figura 9: Trajetéria de uma bala de canhao.

A\ \\\\\




Um bidlogo conta o ntimero de animais de uma espécie em area na forma de

um quadrado de lado I.

Se a espécie estiver distribuida de maneira homogénea, entao o ntimero
de habitantes dependeria s6 da drea da regiao quadrada, isto é, {2. Portanto

a populacao P, seguiria, aproximadamente, uma equacao
P=dl,
onde d é uma constante e P é o niimero de habitantes por km? (se [ é medido
em km).
Concavidade

Como vimos, hé dois tipos de parabolas com relagao a concavidade:
parabola voltada para cima (chamada concava), e pardbola voltada para

baixo (chamada convexa). Veja Figura 7.

Vamos esbocar o grafico das funcoes y = 222 e y = —a? + 4. Para isto,
escolhemos alguns valores de x, calculando os valores correspondentes de
y, dispondo os resultados em uma tabela. Marcando os pontos, podemos

esbocar os graficos da Figura 10.

x|y = 21> r|ly=—x*+4
212.(-2)2=8 21 —=(-22+4=0
1] 2.(-1)2=2 1| —(-1)?+4=3
0202=0 0|-0°+4=4
212 =2 1] -12+4=3
21222=8 2| -224+4=0

Pode-se mostrar que o gréafico de y = az? + bz + ¢ é uma pardbola
voltada para cima quando a > 0 (como y = 2x? ) e uma pardbola voltada

para baixo quando a < 0 (como y = —x% +4 ).

A\
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Figura 10: Gréficos de duas|parabolas
y = 222 y=—z>+4

Raizes de uma equacao

Se uma funcao quadratica é dada por y = az? + bx + ¢, entao os pontos

onde y = 0 (isto é, pontos sobre o eixo x) sdo os pontos onde
ar’ +br+c=0,

ou seja, raizes da equacao do 2° grau dada por az? + bz + ¢ = 0.

Recordamos que estas raizes sao dadas por

_ —bxVA

€T
2a

onde A = b? — 4ac é chamado discriminante da equacao.

Uma equacao do 2° grau pode ter 0, 1 ou 2 raizes reais, dependendo do

valor de A. Mais precisamente, temos:

A<0 = azx?+bxr+c=0nao tem raizes reais

A=0 = ax®+bxr+c=0 tem tnica raiz real, que é, x = ;—:

A>0 = ax?+br+c=0possui duas raizes reais distintas,
a saber, r = %.

Uma raiz de az? + bz + ¢ corresponde a um ponto (z,0) no grafico de

y = ax® + bx + ¢, isto é, um ponto onde y = ax? + bx + ¢ corta o eixo z.

Assim, temos as seguintes possibilidades:




A<0 = y=az?+br+c=0nao corta o eixo z (nenhuma raiz real).

A=0 = y=ar’+br+c=0 corta o eixo x em apenas um ponto

(uma tnica raiz real).

A>0 = y=ar’+br+c=0 cortao eixoz em dois pontos (duas

raizes reais).

Considerando as possibilidades a > 0 e a < 0 (concavidade para cima

e para baixo, respectivamente) e A > 0, A =0 ou A < 0, obtemos o quadro

abaixo:

0
a>0 a>0 a>
A<O A=0 A>0
> % \/ X
y Y4
Y4
a<o0 a<o0 a<o0
A=0 A>0

/TN

=<\
x

Figura 11: Todas as possibilidades de sinal para a e A.
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Ponto de maximo e minimo

Se a > 0 entao a parabola, voltada para cima, possui um ponto de

minimo, como mostra o grafico a seguir.
y

\ ponto de minimo

] —
X

Se a < 0 entao a parabola, voltada para baixo, possui um ponto de

maximo, como mostra o grafico a seguir.
y

a<o0

— ponto de maximo

[o] TETETET RS

Nl
x

Em ambos os casos, o ponto de maximo ou minimo é dado por:

—b -A
2a’ 4a )’

Ha varias maneiras de chegarmos ao fato de que o ponto extremo tem

T = g—é’. A maneira mais simples envolve derivagao, que veremos na préxima
aula.

Depois de determinarmos que o valor de x no ponto de méximo (ou
minimo) é x = g—é’, basta substituir em y = ax? + bz + ¢ para concluir que
y = == (tente!).

.




Resumo

Nesta aula estudamos as fungoes quadraticas, que sao as fungoes reais
dadas por f(z) = ax?+bx+c. O grafico destas funcoes é uma curva chamada

parabola.

Vimos que esta pardabola corta o eixo x em dois pontos quando A > 0,
em um ponto quando A = 0 e nao corta o eixo x quando A < 0, onde

A = b? — 4ac é chamado discriminante da equacao.

Vimos que a parabola tem concavidade para cima quando a > 0 e para
baixo quando a < 0. Quando a > 0 a parabola tem um ponto de minimo,

enquanto que se a < 0, tem um ponto de méaximo. Em ambos os casos, o

, -b —A
ponto extremo é dado por | —, — .
2a° 4a

Exercicios
1. Esboce o gréafico das seguintes funcoes:

(a) y=a?
(b) y=4— 2%
(c) y=1-—2z+ 22

2. Indique os intervalos de crescimento e decrescimento da funcao y =
x? —3x + 2.

3. Calcule os pontos de maximo e minimo das fungoes:

(a) y =22+ 4z + 3.
(b) y=2— 2%
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Solucao dos exercicios

y 4
3
2
1
\
ol
-2 -1 0 1 2
X
1. (a)
4-x"2
A
1 2
X
(b)
y
8
6 XA2 - 2%x + 1
\ 4
2
AN
0 N

(c)
2. A funcio y = 22 — 3z + 2 é crescente quando x > % e decrescente

quando x <

N

3. (a) Minimo no ponto (2, —1).
(b) Méximo no ponto (0, 2).

0
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Objetivos

Apresentar os conceitos limite e derivada de uma funcao.
Mostrar a relacao da derivada com a taxa de variacao.
Mostrar que a derivada de uma funcao em um ponto é o coeficiente angular

da reta tangente ao grafico da funcao neste ponto.

Taxa de crescimento

Vimos que uma reta tem inclinacao constante e que esta inclinacao é a

taxa de variacao de uma grandeza em relacao a outra.

Por exemplo, se uma populacao de 100 micos ¢ introduzida em uma
reserva e cresce, nos primeiros 6 anos, a uma taxa constante de 20 animais
por ano, entao o grafico da populagdo P pelo tempo ¢ (em anos) é uma reta

cuja inclinacao é 20.

27J) S R ———
200 -—mmmmmmmmmm
180 —=========-—

160 —fF—=-==--=-=
140 —f==-=-—

120
100

4______________
N

S

S
o
S

Figura 12: grafico de populacao pelo tempo

Mas o que acontece quando esta taxa de crescimento é varidvel? Por
exemplo, o grafico mostrado na Figura 13. Neste caso a taxa de variacao
varia a cada ponto. Precisamos de um instrumento para medir a taxa de

variacao em um ponto. Este instrumento é a derivacao.

.
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Um estudo mais profundo sobre limites e derivadas nos levaria muito
longe dos objetivos desta disicplina. Vamos apresentar nesta aula, superficial-
mente, os conceitos de limite e derivada e sua relacao com taxa de crescimento

e inclinacao da reta tangente a uma curva em um ponto.
y

220

o2

Figura 13: Taxa de crescimento variavel

Limite de uma funcao

Se y = f(x), entdo
& _ Sl@) = f(zo)

Az T — Xo

mede a taxa de variagdo no intervalo (xg,z;). Se x; estd muito préximo de

Zg, entao 2 mede a taxa de variagao muito préximo de xg.

Aqui entra o conceito de “passagem ao limite”, um dos conceitos fun-
damentais do calculo diferencial e integral. Quando x; tende a xg, entao Az

tende a 0 e Ay tende a taxa de variacao no instante x.

Por exemplo, se Ay for a variacao de posicao no intervalo Az, entao
ﬁy é a velocidade média. Quando Az tende a 0, entao Y tende a velocidade

instantanea no ponto zg.

Se AP for a variagdo de uma populacao no intervalo At, quando At
tende a 0 em um intervalo que contém ¢, entao tende a taxa de variacao

da populacao préximo do instante .

Esta idéia de “tender a” é expressa matematicamente pelo conceito de

ltmite. Denotamos por

lim f(x)

r—a

(lé-se limite da fungdo f(x) quando z tende a a) ao valor para o qual f(x)

tende quando z tende a a. O conceito de limite tem uma defini¢ao




matemadtica precisa, a partir da qual podemos deduzir diversas proprieda-
des e aprender a calcular limites, o que normalmente é feito nos cursos de

cdlculo diferencial.

Vamos a alguns exemplos:

f(x) = sin(x)/x

lim,, o 502 = 1

2,5 5
X

Nem sempre existe o limite lim,_.,, g(z). Pode acontecer que a fungao
aumente indefinidamente quando z vai para xg. Neste caso dizemos que
lim, .., g(x) = oo. Pode acontecer também que g(x) diminua indefinida-
mente quando x vai para xg, neste tltimo caso dizemos que lim, .., g(z) =

—o0. Estes sao casos de limites infinitos.

Pode acontecer também que o limite lim,_.,, g(z) ndo exista porque a

funcao oscila quando x vai a xg.

O exemplo abaixo mostra um caso de limite infinito.

1/x72

8w
|
8

75 lim, o

2,5

2.5 -1,25 0 1,25 2.5

W

NN
N\
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Derivada de uma funcao

A derivada de uma funcdo y = f(z) no ponto xy, denotada % ou

dz lz=xz¢
f'(x0), é definida por

se este limite existir.
A derivada f’(x¢) mede a taxa de variacdo “no ponto x”.
Como calcular a derivada de uma funcao?

A derivada de funcoes muito simples pode ser calculada diretamente
aplicando-se a definicao dada acima. A partir da definicao pode-se demons-
trar formulas envolvendo derivacao, que auxiliam a calcular a derivada de

func¢oes mais complicadas.

A tabela abaixo mostra a derivada de algumas funcoes.

Fungao Derivada
f(z) = ¢ (constante) f(x)=0
f(z) == f'(z) =1
fw) = o F'(z) = nant
f(z) = e* (exponencial) | f'(z) = e*
f(z) =Inzx (logaritmo) | f'(z) =1/x

Duas regras de derivagao fundamentais sao a derivada da soma e do

produto:
1. Se f(z) = g(x) + h(z) entao f'(z) = ¢'(x) + h'(z).

2. Se f(z) = g(x).h(x) entdao f'(z) = ¢'(x).h(z) + g(z).N ().

Encontre a derivada das fungoes f(z) = 22 +z + 1 e g(z) = ze®.
Solucao. Usamos as regras da derivada da soma e do produto.

L ffl@)=g@+a+1)= 2o+ Lo+ f1=20+1+0=20+1.

2. Lgev = (

d

dz

z).e" + z-L(e”) = e + ze®.

e
0




Derivada e tangente ao grafico de uma funcao

Veremos nesta segio que a derivada f’(zq) fornece o coeficiente angular
da reta tangente ao gréfico da fungao y = f(z) no ponto x.

Como vimos na aula 2, a razao ﬁ—g = L= ¢ o coeficiente angular da
reta que passa pelos pontos (o, yo) € (x1,y1). Se estes sdo pontos do gréfico
de uma func¢dao y = f(x), entdao a reta passando por estes pontos é uma
secante a curva. Veja a figura a seguir, onde a reta r é secante ao grafico de

f(x), passando pelos pontos (xg,yo) € (z1,y1)-

Se aproximamos o ponto (x1,y;) do ponto (xg,yo), entdo a reta que
passa pelos (g, yo) € (z1,y1) se torna cada vez mais préxima da tangente no
ponto (xg,y). A idéia aqui é que quando (z1,y1) tende ao ponto (zo,yo),
entao o coeficiente angular da secante r tende ao coeficiente angular da tan-
gente t em (g, Yo).

tangente no
ponto (9, o)

(w0, yo)

Em resumo, a tangente ao grafico de uma fungao f(z), no ponto (xq, f(zo),

tem coeficiente angular f’(xq). Isto supondo que exista a derivada f'(xg).
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Ha funcoes que nao sao derivaveis em alguns dos pontos de seu dominio.
Por exemplo: f(x) = |z| (fungdo modular) ndo possui derivada no ponto
r = 0. O gréafico desta funcao nao tem uma tangente definida no ponto

x = 0. Observando o gréfico, vemos que x = 0 é um “quina” na curva.

Derivada e Crescimento

O sinal da derivada esta intimamente relacionado ao fato de uma fungao

ser ou nao crescente.

Nao é dificil mostrar que se f(x) é uma fungao crescente em um intervalo

(a,b), entao f'(x) > 0 no intervalo. Se f(z) é decrescente, entdo f'(z) < 0.

Reciprocamente, se uma funcao tem derivada positiva em um intervalo
(a,b), entdo ela é crescente neste intervalo. Por outro lado, se esta fungao

tem derivada negativa, entao ela é decrescente neste intervalo.

E os pontos de derivada nula?

Se uma fun¢ao tem derivada nula em um intervalo (a,b), entdo ela é
constante neste intervalo. Se a funcao é nula apenas em alguns pontos ela

nao serd constante, mas estes pontos sao muito importantes.

Os pontos de derivada nula, chamados pontos criticos da fun¢ao, estao
relacionados aos maximos e minimos da funcao e também relacionados aos
pontos de equilibrio, caso a funcao represente a taxa de variacao de uma

grandeza.

Os pontos de maximo ou minimo de uma fungao derivavel sao pontos de
derivada nula. A reciproca nao é verdadeira, podemos ter pontos de derivada
nula sem que este ponto seja de maximo ou minimo.

A




A funcao quadrética y = azx? + bz + ¢ tem derivada

dy d, , _dax®  dbx  dc
%—%(ax +br+c) = . +%+%—2azﬂ+b.
Os pontos de derivada nula sao
d _
Wy S artb=0=a=—2.
dx 2a

Observamos, na Aula 4, que o ponto de maximo (quando a < 0) ou

minimo (quando a > 0) da parédbola y = ax? + bx + ¢ é o ponto onde x = ;—:

A funcao y = 2% tem derivada nula no ponto z = 0, pois

d_y_d9:3

- = 2
dr  dx 327

. 3
Assim, z =0 = ‘%=0.
No entanto, z = 0 ndo é ponto de maximo ou minimo da funcao y = z2,

como vemos no grafico abaixo
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Resumo

O que vocé achou desta aula? Um pouco dificil? Realmente foi uma
aula em que apresentamos varios conceitos bastante sofisticados, como limite,
derivada e taxa de variacao. Um estudo mais completo destes conceitos, com

as definicoes matematicas precisas, preenche uma disciplina inteira.

Entao qual o sentido de colocar tudo aqui em uma aula? O sentido
é que apresentamos estes conceitos de maneira mais intuitiva, mesmo que
superficial, preocupando-nos apenas em expor os conceitos que serao im-
portantes para o entendimento do comportamento de graficos que aparecem

normalmente como resultados de experiéncias.

Vimos nesta aula os conceitos de taxa de variacao, limite e derivada de
uma funcao. Vimos também que a derivada de uma funcao em um ponto

fornece a inclinacao da tangente ao grafico da funcao naquele ponto.

Finalmente, vimos que os pontos de maximo e minimo de uma funcao

sao os pontos de derivada nula.

Exercicios

1. Encontre a derivada das fungoes abaixo.

(a) y==

(b) y=2—2"
(c) y=e"
(d) y=a’e”

2. Faca um esboco do grafico de y = 2 + x + 2. Desenhe a tangente no
ponto x = 1 e obtenha, pelo grafico, um valor aproximado do coeficiente
angular desta tangente. Em seguida, calcule a derivada em x = 1.

Comente o resultado.

3. A figura abaixo mostra o gréfico da funcio y = 2% — 222 + 1. Encontre
os pontos de derivada nula e observe, pelo grafico, o comportamento

da funcao nestes pontos. Comente.

7
|
L
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XA3 - 2%xA2 + 1

751

/
51
2,5
1 3
X

Respostas dos exercicios

1 (a) & =1
(b) & =24
(c) E=e¢
(d) % =2ze® + 22

2. O valor obtido do coeficiente angular da tangente em x = 1 deve ser

aproximadamente igual a 3, que é o valor da derivada em x = 1.

3. Os pontos de derivada nula sao x = 0 e z = %. Estes pontos corres-

pondem a um méximo local (z = 0) e um minimo local (z = 3).
Um ponto z é ponto de maximo local (respectivamente, minimo local)
é um ponto que é maximo (resp., minimo) em um intervalo que o con-
tenha, mesmo que nao seja maximo (minimo) globalmente. Os pontos
r=0ex= %, da funcao acima, sao pontos de maximo e minimo local,

respectivamente, mas nao sao maximo e minimo absolutos.







Aula 6 — Principio multiplicativo e permutacées

Aula 6 — Principio multiplicativo e

permutacoes

Objetivos

Apresentar o principio multiplicativo que é a base para as técnicas de
contagem que estudaremos nesta aula e na préxima. Ao final desta aula o

aluno deve:

e Conseguir utilizar o principio multiplicativo para a solucao de proble-
mas simples;
e Identificar casos de permutacao e usar a férmula para a permutacao de

n, elementos.

Introducao

Nesta e na proxima aula apresentaremos algumas técnicas de contagem:
o principio multiplicativo, permutacoes, arranjos e combinacoes. Elas rece-
bem o nome de técnicas de contagem porque oferecem, em certas situacgoes,

com quantas maneiras se pode fazer alguma coisa.
Principio Multiplicativo

Iniciaremos esta aula apresentando uma técnica de contagem: o principio
multiplicativo. Este principio lida com situagoes em que uma tarefa se divide

em varias etapas. Vamos comecar por um exemplo.

Uma pessoa mora em Nova [guagu e trabalha em Copacabana. Ela vai
trabalhar todos os dias usando apenas transporte coletivo. Esta pessoa vai
de Nova Iguacu ao Centro do Rio tomando 6nibus, van ou trem. Do Centro
do Rio, pode ir a Copacabana de 6nibus, van ou metro. Levando em conta
apenas estas possibilidades, de quantas maneiras ela poderd ir de casa ao
trabalho?
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Neste caso podemos contar facilmente todas as 9 possibilidades:
{(V,V),(V,0),(V,M),(0,V),(0,0),(0,M),(T,V),(T,0),(T, M)} ,

onde usamos uma notagao em que, por exemplo, (T, M) indica que ela toma

o trem no primeiro percurso e, em seguida, o metro.

Em geral, a solucao de problemas deste tipo se baseia no principio
multiplicativo, também chamado de principio fundamental da contagem, que

enunciamos a seguir.

Suponha que existam /N7 maneiras de se realizar uma tarefa 77 e Ny
maneiras de se realizar uma tarefa T,. Entao ha N; x N, maneiras de se

realizar a tarefa T seguida da tarefa T5.

Exemplo 1

Na discussao anterior, 77 é a tarefa de ir de Nova Iguacu ao Centro do Rio
e N1 = 3 (hd 3 possibilidades de se fazer isto). Da mesma forma, T, é a
tarefa de ir do Centro do Rio a Copacabana, e ha Ny = 3 possibilidades de
se realizar esta tarefa. No total, ha:

Ny x Ny =3 x 3 =9 possibilidades.

Exemplo 2

Um aluno se prepara para ingressar no ensino superior. Ele pode escolher
entre 10 universidades. Se cada uma delas tiver 15 cursos, quantas possibili-

dades de cursos hé para este aluno?

Solugao:

10 x 15 = 150 cursos diferentes.

O principio multiplicativo utilizado na Solucao do Exemplo 2 pode ser
estendido para a situacao em que temos varias tarefas: se uma tarefa T pode
ser feita de Ny maneiras, uma tarefa Ty de Ny maneiras, ..., uma tarefa Tj,
de N maneiras, entao o nimero de maneiras de realizar TY,7T5, ..., T}, em
sequéncia, € Ny X Ny X ... X Ng.

O indice k£ no enunciado representa qualquer inteiro maior ou igual a 1.
Entao, por exemplo, realizar 3 tarefas 717, T, e T3 em seguida pode ser feito
de N; x Ny x N3 maneiras.
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Exemplo 3

Um restaurante oferece 4 tipos de entrada, 10 pratos principais e 5 tipos
de sobremesa. Se um fregués deste restaurante decide tentar uma refeicao
diferente a cada noite, quanto tempo levara para esgotar todas as
possibilidades?
Solugao:

A questao é, em outras palavras, quantas combinacoes de pratos ha

no total. Sao 4 tipos de entrada, 10 pratos principais e 5 possibilidades de

sobremesa. Portanto, o total de possibilidades é:

4 %10 x5 =200.

Este cliente levaria 200 noites para esgotar todas as possibilidades deste

restaurante.

Exemplo 4
Em um jogo de “cara ou coroa”, uma moeda é langada 3 vezes. Qual o
numero de resultados possiveis?
Solucao:
Cada lancamento tem dois resultados possiveis: cara ou coroa, que

representaremos por C e Cr, respectivamente.

Como foi lancada 3 vezes, hd 2x2x2 = 8 resultados possiveis. Podemos

ver os resultados possiveis no diagrama:

q c (C,C,C)
. < cr (C,C,Cr)
< C (C,CrC)

Cr
Cr (C,Cr,Cr)
d c (CrGC,C)
Cr (Cr,C,Cr)

Cr

< C (Cr,CraC)

Cr
Cr (Cr,Cr,Cr)

No diagrama anterior foi utilizada uma notacao por ternos ordenados
em que, por exemplo, (C,Cr,C') indica que os resultados dos 3 langamentos

foram, nesta ordem, cara, coroa e cara.
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Permutacoes

Para entender o que é permutacao, vamos comecar com um exemplo.

Um pai quer tirar uma fotografia de seus 3 filhos, mas nao consegue

colocar os 3 garotos em ordem: todos querem ficar no meio.

O pai poderia obriga-los, mas como é paciente ele decide tirar uma foto
de cada ordenacao possivel dos 3 meninos. Quantas fotos esse pai devera

tirar?

Os garotos se chamam André (A), Joao (J) e Pedro (P). E facil listar

todas as ordenacoes possiveis. Elas sao as seguintes:

AJP, APJ, JAP, JPA, PAJ e PJA.

Sao, portanto, 6 ordenagoes possiveis.

Dado um conjunto de objetos distintos, uma permutacao do conjunto

é uma ordenacao dos elementos deste conjunto.

No exemplo acima, o conjunto
{A? J? P}?

como vimos, possui 6 permutacoes.

Uma forma de calcular quantas sao as permutagoes de um conjunto

sem ter de lista-las é usar o principio multiplicativo.

Voltando ao exemplo do pai de André, Joao e Pedro, sao 3 posigoes na

foto, as quais representamos com 3 tracos:

De quantas maneiras podemos preencher a primeira posicao? De 3
maneiras, pois sao 3 criancas. Uma vez escolhido quem fica na primeira
posicao, temos 2 escolhas possiveis para a segunda posicao, pois restaram 2
criangas. Depois disto, resta somente uma crianca, o que da apenas 1 escolha

para a terceira posicao.

Usando o principio multiplicativo, o nimero de ordenacoes possiveis é:

3 x 2 x 1 =6.
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E se fossem 6 criancas, quantas fotos teriam que ser tiradas para que
houvesse uma foto de cada ordenacao possivel das criancas? Em outras

palavras, quantas permutacoes existem para um conjuntos de 6 criancas?

Vamos novamente representar as 6 posicoes possiveis na foto por 6
espacos vazios:

Para preencher a primeira posicao temos 6 possibilidades. Uma vez es-
colhida a crianca que vai ficar na primeira posicao, restam 5 criancas. Para
a segunda posicao temos 5 possibilidades. Escolhida a crianca da segunda
posicao, ficam 4 criancas para escolher a proxima posicao, e assim por di-

ante...

O ntimero de permutacoes do conjunto de 6 criancas é:

6 X H x 4 x 3 x 2 x 1= 79.

Com este mesmo raciocinio, podemos deduzir o nimero de permutacoes
de um conjunto de n elementos. Cada permutacao é uma ordenacao deste
conjunto. Temos n espacos vazios e queremos saber de quantas maneiras
podemos preenché-los com os n elementos do conjunto.

Sao n possibilidades para o primeiro espaco vazio, n — 1 possibilidades
para o segundo, n — 2 para o terceiro, e assim por diante até que, para o

ultimo espaco vazio, resta apenas uma possibilidade.

Pelo principio multiplicativo temos que o ntimero total de permutacoes
de um conjunto de n elementos é:

nn—1)(n—2)...3.2.1.

E interessante apresentar uma notacao para o produto acima.

Para qualquer inteiro positivo n, definimos n!, que se 1é “fatorial”, como
o produto
nl=n(n—-1)(n—2)...3.2.1

Definimos também:
Ol=1.
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O valor que escolhemos para 0! pode parecer um pouco arbitrario, mas

simplifica algumas férmulas que veremos adiante.

Exemplo 5
o =1
1 =1
20 = 21=2
3l = 321=6
4] = 4321=24
hl = 5.4.3.2.1=120.
Note que:
nl=nn—-1)=nn-1)(n=-2)=...=nn-1n-2)...(n—1)!,

para qualquer inteiro r com 1 < r < n.

Quando temos fatoriais no numerador e no denominador de uma fracao,
podemos simplificar a expressao sem ter de calcular todos os fatoriais, da

seguinte forma:

- fi!r)! _n(n—1) ((:_—:)'Jr D(n—r)! _ nn—1)n-2)...(n—r+1).

Exemplo 6
15! = 15.14!
14! 14.13.12!
1—2'! - —12!‘ = 14.13
7! 7654 765 T7.6.5
4130 4131 3l 6 =75 =35

Quando aumentamos n, o valor de n! se torna rapidamente astrono-
mico. Por exemplo, usando um computador podemos calcular que 100! é

o inteiro:

933262154439441526816992388562667004907159682643816214685929638
952175999932299156089414639761565182862536979208272237582511852
10916864000000000000000000000000 |,

que é um inteiro de 157 digitos!

Vamos a mais uma notagdo. Chamaremos de P(n) ao nimero de per-
mutacoes de um conjunto de n elementos.
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Assim, o nimero de permutagoes de um conjunto de n elementos é:
P(n) =n!

Exemplo 7
Qual o nimero de resultados possiveis em uma corrida de carros, onde 6 deles
competem e todos chegam ao final ?
Solugao:
Cada resultado possivel corresponde a uma permutacao do conjunto de

6 carros. O numero total de permutacoes de um conjunto de 6 elementos é:
6! =6.5.4.3.2.1 = 720,

que é o numero de resultados possiveis da corrida.

Exemplo 8

De quantas maneiras 10 livros distintos podem ser arrumados na prateleira

de uma estante?
Solucao:
Cada “arrumacao” corresponde a uma ordenacao ou permutacao do

conjunto dos 10 livros. O numero total de permutacoes de um conjunto de

10 livros é:

10! = 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 = 3628800 .

Neste exemplo, o fato dos 10 livros serem distintos é muito importante!
Se alguns livros fossem idénticos, teriamos um problema de contagem dife-

rente, que serd abordado mais adiante.

Figura 6.1: 10 livros em uma estante
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Exemplo 9

Uma pessoa sai de casa com a incumbéncia de ir ao supermercado (S), ir &
feira (F), ir ao Banco (B) e ir ao mecanico de seu carro (M). Esta pessoa
pode realizar estas 4 tarefas em qualquer ordem. De quantas maneiras pode

fazeé-lo?

Solugao:

v

A

&
<

A ilustracao anterior mostra duas ordens possiveis. Uma delas é: su-
permercado, em seguida mecanico, em seguida banco e por tdltimo feira. A
outra possibilidade é: supermercado, em seguida feira, em seguida mecanico

e por ultimo banco.

O ntmero de ordenacgoes das 4 tarefas é o nimero de permutacoes de
4 elementos, que é:
P(4)=4!'=24.

Observe que cada ordenagao corresponde a um caminho que passa pelos
4 pontos e passa por cada ponto apenas uma vez. Reciprocamente, cada
caminho que passa pelos 4 pontos e passa por cada ponto apenas uma vez

corresponde a uma permutacao do conjunto dos 4 pontos.

Temos, portanto:

O nimero de caminhos que passa por n pontos, passando por cada ponto

apenas uma vez e comecando em qualquer um dos pontos é n!

Resumo

Nesta aula iniciamos o estudo das permutacoes, onde o Principio Mul-
tiplicativo é a ferramenta mais importante. Vimos também a definicao de

fatorial de um niimero inteiro.

Vimos que o nimero de permutacoes de um conjunto de n elementos é

n!. Aplicamos esta férmula a diversos exemplos.
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Exercicios
1. Calcule:

(a) 3! (b) 5! () 12!

(d) —5

1012!
2. Se 12! = 479001600, calcule 13!.

3. O que é permutacao de n elementos? Crie um exemplo de problema de

permutagcao.

4. De quantas maneiras as letras da palavra NUV EM podem ser permu-
tadas?

5. De quantas maneiras 5 pessoas podem sentar em 5 cadeiras em uma
fila?

6. Em um ponto de 6nibus, 8 pessoas chegam ao mesmo tempo. De

quantas maneiras elas podem formar uma fila?

7. Uma prova de natagao é disputada por 6 nadadores. Quantos resultados

sa0 possiveis?

8. Uma pessoa deve realizar 5 tarefas em um mesmo dia. Se as 5 tarefas
podem ser feitas em qualquer ordem, de quantas maneiras esta pessoa

pode ordenar as tarefas?

9. Um estudante esta planejando ler a trilogia de Machado de Assis, que Machado de Assis
(1839-1908) é considerado

¢é formada pelos livros: :
um dos maiores talentos

literarios brasileiros de todos

— Memorias Postumas de Bras Cubas os tempos.
. Suas obras possuem um fino
- QUZTLC(ZS Borba humor irénico e grande

— Dom Casmurro elegancia de estilo.

Foi o principal fundador da
Academia Brasileira de

Se os livros podem ser lidos em qualquer ordem, quantas ordens possiveis Letrf"ds eto St PHmeIro
presidente.

h& para se ler a trilogia?

CEDERJ
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Aulas 7 e 8 — Arranjos e Combinacoes

Objetivos

Ao final desta aula, vocé deve ser capaz de:

Reconhecer situacoes de arranjo de n elementos tomados r a r, com-
binacao de n elementos tomados r a r e permutacoes com elementos repetidos

e resolver exercicios destas situacgoes utilizando as férmulas respectivas.

Introducao

Em muitos problemas devemos determinar o nimero de maneiras de
selecionar r objetos em uma certa ordem dentro de um conjunto de n objetos

distintos, onde n > r.

Estes sao chamados problemas de arranjo de n elementos, tomadosr ar.

Portanto, o nimero de arranjos de n elementos, tomados r a r, é o
ntumero de maneiras de selecionar, em ordem, r elementos de um conjunto

de n elementos.

Devemos ressaltar que um problema é de arranjo se a ordem em que 08
r elementos sao selecionados é importante. Se a ordem nao for importante,
temos um outro tipo de problema, chamado combinacdo, que veremos mais

a frente nesta aula.

Vamos a um exemplo.

Exemplo 10
Em uma classe de 10 alunos, deve-se escolher um representante e seu suplente.
De quantas maneiras isto pode ser feito?
Solugao:
Trata-se de selecionar 2 dentro de uma turma com 10 alunos. A ordem

é importante, pois o primeiro serd representante e o segundo sera suplente.

Temos 10 possibilidades para a primeira posicao. Uma vez feita a es-
colha, restam 9 alunos, que sao as 9 possibilidades para a segunda posicao.

Portanto, sao:

10 x 9 = 90

possibilidades para formacao desta comissao.
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Seja A(n,r) o nimero de arranjos de n elementos, tomados r a . Em
outras palavras, A(n,r) é o nimero de maneiras de selecionar, em ordem, r

elementos em um conjunto de n elementos distintos.

Em geral, se devemos selecionar, em alguma ordem, r objetos de um
conjunto de n objetos (n > r) distintos, temos n maneiras de preencher a
primeira posicao, seguido de n — 1 maneiras de preencher a segunda posicao,
seguido de n— 2 maneiras de preencher a terceira posicao, e assim por diante.

Para a r—ésima posi¢ao, teremos n — r + 1 possibilidades de preenchimento.

n X n—1 X n—2 X X n—r4+1 .

Usando o principio multiplicativo, temos:
An,r)=nn—1)n—-2)...(n—r+1).

Podemos escrever este resultado de uma forma mais compacta usando
a notacao fatorial:
nn—1)n-2)...(n—r+1)=
nn—1)n-=2)...(n—r+D][n—r)(n—r—1)...3.2.1]
(mn—r)(n—r—1)...3.2.1

n!

Temos, portanto, a férmula:

Exemplo 11

Em uma reuniao de condominio onde 10 moradores estao presentes, deve-se
escolher, entre eles, um sindico, um subsindico, um secretério e um tesoureiro.
De quantas maneiras isto pode ser feito?
Solugao:

Este problema é o de selecionar, em ordem, 4 pessoas dentro de um

conjunto de 10 pessoas. Este niimero é:

100 100 10.9.8.7.6!
(10 —4)! 6 6!

H4, portanto, 5040 possibilidades.

A(10,4) = =10.9.8.7 = 5040 .
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Vamos a mais um exemplo:

Exemplo 12

Um empregador tem 3 tarefas distintas que deve distribuir para 6 empre-
gados. De quantas maneiras ele pode fazer isto, se cada empregado pode
realizar apenas uma tarefa e cada tarefa deve ser dada a apenas um empre-
gado?

Solucao:

Trata-se de escolher 3 empregados para dar as 3 tarefas. A ordem
da escolha é importante porque as tarefas sao distintas. Se as tarefas sao
Ti, Ty e Ty, entao podemos dar a tarefa 77 ao primeiro empregado selecio-
nado, a tarefa T, ao segundo empregado e a tarefa T3 ao terceiro empregado

selecionado.

O numero de solucoes é, portanto, o nimero de arranjos de 6 elementos,

tomados 3 a 3. Portanto, sao:

6! 6! 6.5.4.3!
A(6,3) = 6-3)! 3 3

=6.5.4=120
maneiras de distribuir as tarefas.

Observe que os exemplos descrevem situacoes muito diferentes umas
das outras, mas ha um padrao: todos eles envolvem determinar o ntmero
de maneiras de selecionar, em ordem, um certo nimero de elementos de um

conjunto. Isto é o que caracteriza o problema de arranjo.

Permutacoes com elementos repetidos

As permutacoes que estudamos até aqui envolviam conjuntos de objetos
distintos. Porém, alguns problemas de contagem envolvem permutagoes com

objetos repetidos.

Vamos comecar calculando quantas sao as permutacoes das letras da
palavra ARARA.

Se passarmos um tempo tentando todas as reordenacoes possiveis das

letras da palavra ARARA, encontraremos as 10 palavras abaixo:

ARARA ARAAR ARRAA AAARR AARAR
AARRA RARAA RAARA RAAAR RRAAA.
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Mas como poderiamos determinar que sao 10 permutacoes, sem ter de

list4-las?

Iniciaremos com uma palavra de 5 letras distintas, como em:

A1R1A2R2A3 ’

onde A, Ay e Az simbolizam letras distintas nas posicoes dos A’s e

Ry, Ry letras distintas nas posicoes dos R's da palavra ARARA.

Como sao 5 objetos distintos, temos 5! = 120 permutagoes. Vamos
agora contar estas 120 permutacoes de outra maneira. Seja x o nimero de
permutacoes de ARARA. Para cada posicao dos A’s e R’s, temos 3! = 6
maneiras de distribuir os A;’s e 2! = 2 maneiras de distribuir R; e Ry. Por
exemplo, seja a permutacao de ARARA dada por RARAA. Entao ha 3! =6
maneiras de colocar os A;’s, que sdo:

RATRAA; RA{RA3A
RARA1A; RARA3A,
RA3RA1A;  RA3RA5 A,
Uma vez que escolho a posi¢ao dos A;’s, por exemplo RA; RA3 A3, tenho

2! = 2 maneiras de colocar Ry e Ry, que sao

RlAlRQAQAg RQAlRl A2A3

Sao x permutagoes da palavra ARARA, para cada uma delas 3! ma-
neiras de colocar os A;’s e 2! maneiras de colocar os R;’s. Pelo principio

multiplicativo, o ntimero total de permutacoes de A1 R1 Ay Ry A3 é

X 3l x 2.

Por outro lado, este ntimero é simplesmente o nimero de permutacoes

de 5 objetos distintos, que é 5! = 120. Portanto,

120 120
== =10,

| | — _ =&Y
x><3.><2.—120———>91:—3!2!—6'2

Exemplo 13

Quantas permutacoes existem para a palavra BANAN A?
Solucao:
Usando o mesmo raciocinio, se fossem 6 letras distintas teriamos 6! = 720

permutagoes.
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Seja x o numero de permutacoes de BANANA. Se os 3 A’s e os 2
N’s fossem distintos, para cada permutacao de BANAN A, haveria 3! = 6

maneiras de posicionar os A’s e 2! = 2 maneiras de posicionar os N’s.

Portanto, pelo principio multiplicativo,

z x 3! x 2! =6!.
Logo,
6! 720

Vale, em geral, o seguinte:

Dados N objetos, de modo que
Np sao de um certo tipo,

N, sao de tipo diferente dos anteriores,

N, sao de um tipo diferente dos anteriores e
N =N+ Ny+---N,,

entao, o nimero de permutagoes destes n objetos é dado pela férmula

N!
NNy .ON,

Para provar a férmula acima, basta repetir o raciocinio que fizemos nos

exemplos anteriores.

Se fossem N objetos distintos, teriamos N! permutacoes. Seja = o
ntumero de permutacoes dos objetos. Entao, para cada permutacao dos ob-
jetos, existem

N;! maneiras de colocar objetos do primeiro tipo,

Ns! maneiras de colocar objetos do segundo tipo,

N,.! maneiras de colocar objetos do r—ésimo tipo.

Pelo principio multiplicativo, temos:
logo,

N!

T NINS N

m CEDERJ
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Exemplo 14

Em uma estante de uma loja de discos serao colocados 15 CD’s de musica
popular brasileira, sendo 10 do Chico Buarque, 3 do Gilberto Gil e 2 do
Djavan (sendo o mesmo CD de cada compositor). De quantas maneiras estes

15 CD’s podem ser arrumados na estante?
Solugao:
O ntmero de maneiras de colocar os CD’s é:

15! 15.14.13.12.11.10!  15.14.13.12.11
1013121 10! 6.2 N 12

= 30030.

Exemplo 15

Uma pessoa tem 6 garrafas de vinho para servir em uma festa em sua casa. Os
vinhos sao de 3 tipos, 2 garrafas de cada tipo. Esta pessoa esta preocupada

com a ordem em que deve servir os vinhos. Quantas sao as possibilidades?
Solugao:
O numero de ordenacoes possiveis para as garrafas sao as permutacoes

de 6 objetos, sendo os objetos de 3 tipos, 2 objetos de cada tipo. Usando a

férmula, temos:

6! 720
212121 2.2.2
Portanto, o dono da festa deve decidir entre 90 ordens diferentes em que pode

=90.

servir os vinhos.

Combinacoes

Existem muitas situagoes em que estamos interessados em selecionar
r objetos em um conjunto de n objetos, sem nenhuma preocupacao com a

ordem. Este tipo de problema é chamado de Combinacao.

Exemplo 16

Um jogo de poquer utiliza as 52 cartas de um baralho. Cada “mao” é formada

por 5 cartas. Quantas “maos” diferentes sao possiveis?

Evidentemente esta pergunta assume grande importancia para jogado-

res de poquer, mas vamos tentar entender o problema combinatério envolvido.

Note que, neste caso, a ordem da selecao das cartas nao é importante,
pois as mesmas b cartas, independentemente da ordem, farao sempre o mesmo

jogo.
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O problema pode ser formulado da seguinte maneira:

“dado um conjunto de 52 objetos, de quantas maneiras podemos selecio-

nar 5 objetos deste conjunto, sem levar em conta a ordem?”

Resolveremos este problema um pouco mais tarde, mas ainda nesta

aula.

Sejam n e r inteiros, comn > 0e 0 < r < n. O nimero de combinacoes de
n elementos tomados r a r, denotado por C'(n,r), é o nimero de maneiras

de selecionarmos 7 objetos de um conjunto de n objetos distintos, nao

importando a ordem em que os objetos sao retirados.

A notacao C'(n, ) para nimero de combinagoes de n elementos tomados
r ar é consistente com a notagdo A(n,r) para nimero de arranjos. Contudo,

usa-se também bastante a notacao (:f), com o mesmo significado que C'(n, ).

Exemplo 17
De quantas maneiras podemos selecionar 3 objetos de um conjunto de 4
objetos distintos?
Solucao:
Seja X = {a,b,c,d} um conjunto de 4 objetos distintos. Podemos

escolher 3 objetos de 4 formas distintas:

abe acd abd bed

Concluimos que C'(4,3) = 4.

Observe que cada uma destas escolhas corresponde a subconjuntos di-
ferentes de X.

Desta forma, o conjunto X possui 4 subconjuntos com 3 elementos, que
Sa0:

{a,b,c},{a,c,d},{a,b,d} e {b,c,d} .

Assim, selecionar r objetos de um conjunto de n objetos é o mesmo que
escolher um subconjunto de r elementos de um conjunto de n elementos, o

que resulta em:

Sejam n, r inteiros nao negativos, com 0 < r < n. Qualquer conjunto de

n elementos possui C'(n,r) subconjuntos.

Vimos acima que qualquer conjunto de 4 elementos possui 4 subcon-
juntos de 3 elementos. Logo sabemos que C'(4,3) = 4. Mas, em geral, ainda

nao sabemos como calcular C'(n, r).

| CEDERJ




Elementos de
Matemdtica e
Estatistica

CEDERJ

Aulas 7 e 8 — Arranjos e Combinacées

Exemplo 18

Um grupo de 5 pessoas precisa escolher 2 delas para formar uma comissao.

Quantas escolhas sao possiveis?
Solucao:
Vamos representar por X = {a,b,c,d,e} o conjunto de 5 pessoas. As

possibilidades para uma comissao de 2 pessoas (sem importar a ordem da

escolha) sdo:

{a,b}, {a,c}, {a,d}, {a,e}
{b,c}, {b,d}, {b,e}

{c¢,d}, {c,e}

{d,e}

No total, 10 comissoes de 2 pessoas podem ser formadas.

No exemplo acima, concluimos que C'(5,2) = 10. Equivalentemente,

todo conjunto de 5 elementos possui 10 subconjuntos de 2 elementos.

Assim, deduzimos o valor de C'(n,r) simplesmente listando todas as
escolhas possiveis de r elementos a partir de um conjunto de n elementos.

Vamos agora deduzir uma férmula geral para C'(n,r).

Observe que, para cada escolha de r objetos de um conjunto de n

objetos distintos, estes r objetos podem ser permutados de r! maneiras.

Portanto, podemos relacionar o niimero de combinacoes de n elementos
tomados r a r com o nimero de arranjos de n objetos tomados r a r da

seguinte maneira: cada combinagao corresponde a r! arranjos.

Explicando um pouco melhor: considere um conjunto de n elementos.
Cada combinagao de r elementos é uma escolha de r elementos, sem importar
a ordem. Cada arranjo de r elementos é uma escolha de r elementos, mas
com uma ordem. Cada r elementos pode ser ordenado de r! maneiras; logo

cada r elementos fornece uma combinacao e fornece r! arranjos.

Isto é, temos r! arranjos para cada combinac¢ao de r elementos. O

nimero total de arranjos de n objetos tomados r a r é A(n,r). Logo,

A(n,r) .

7!

C(n,r) x rt = A(n,r), isto é, C(n,r) =

Mas vimos que

n!

A(n,r) = m )
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n!
Aln,r) = n!
Cln.r) r! rl rl(n—1)!

O que resulta em

o n!

(n,7) = rl(n—r)!

Exemplo 19

Um técnico convocou 12 jogadores para um time de basquete. Para armar
o time que vai comecar o jogo, deve selecionar 5 jogadores. De quantas

maneiras pode fazé-lo?
Solucao:
O ntmero de combinacoes de 12 jogadores, tomados 5 a 5, é

12! 12! 12.11.10.9.8.7!

7(12,5) = = gy =
CU2.5) = G55y ~ 7 71120

=11.9.8="792.

O técnico pode, portanto, formar 792 times de 5 jogadores utilizando

os 12 jogadores convocados.

Exemplo 20

Voltemos ao exemplo das cartas do jogo de poquer. Com um baralho de 52

cartas, quantas maos de 5 cartas sao possiveis?

Solucao:
Sao possiveis

520 520 52.51.50.49.48.47!
(52 — 5)I5!  47!5! 471,120

C(52,5) = = 2598960

jogos diferentes. De todas estas possibilidades, apenas 4 formam um “Royal
Flush”, um dos jogos mais fortes do poquer, que é quando as 5 cartas sao o

dez, valete, dama, rei e 4s do mesmo naipe.

Exemplo 21

Uma turma possui 5 alunos e 6 alunas. Uma comissao deve ser formada entre
todos os alunos, devendo ter 2 meninos e 2 meninas. Quantas comissoes

podem ser formadas?
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Solugao:

Podemos dividir a selecao de uma comissao como esta em duas etapas:
1. Escolher 2 alunos de um conjunto de 5 alunos.

2. Escolher 2 alunas de um conjunto de 6 alunas.

A primeira tarefa pode ser feita de

5l 5.4.3!

6.2 =351 = 319

=10 maneiras,

enquanto a segunda etapa pode ser feita de

6! 6.5.4! .
C(6,2) = o g s 15 maneiras,

Pelo principio multiplicativo, temos um total de
10 x 15 =150

comissoes possiveis.

Exemplo 22
Uma moeda ¢é jogada 6 vezes. Quantos sao os resultados possiveis? Quantos
destes resultados tém 3 caras e 3 coroas?
Solucao:
Ja vimos anteriormente a solucao da primeira parte. Temos 6 tarefas,

sendo cada tarefa o lancamento de uma moeda. Cada tarefa tem 2 resultados

possiveis (cara ou coroa). Portanto, sdo
2X2Xx2x2%x2x2=064

resultados possiveis.

Para responder a segunda pergunta, quantos resultados tém 3 caras e

3 coroas, podemos pensar nos lancamentos como 6 objetos de um conjunto
M = {mla Mo, M3, My, Ms, mG} ;

onde m; representa o resultado do primeiro lancamento, my o do segundo

lancamento etc.

Cada resultado com exatamente 3 caras corresponde a escolha de 3
elementos no conjunto M. Por exemplo, a escolha {x1,x3, 25} corresponde
ao resultado de obtermos cara no primeiro, terceiro e quinto lancamentos e

coroa nos demais.
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Portanto, o nimero de resultados com exatamente 3 caras corresponde
ao nimero de maneiras de selecionar 3 elementos de um conjunto de 6 ele-

mentos.

A solucao é:

6! 65431 654
313 3138 6

Seguindo o mesmo raciocinio do exemplo anterior, obtemos a seguinte

C(6,3) 20 .

tabela, que mostra o nimero de resultados em que ocorrem os eventos listados

na coluna da esquerda.

Evento N2 de resultados
favoraveis

6 coroas 1
1 cara e 5 coroas C(6,1) =6
2 caras e 4 coroas C(6,2) =15
3 caras e 3 coroas C(6,3) =20
4 caras e 2 coroas C(6,4) =15
5 caras e 1 coroa C'(6,5) =6
6 caras 1
Total dos resultados 64
possiveis

Na tabela anterior usamos a palavra evento para descrever um resul-
tado, como “2 caras e 4 coroas”, por exemplo. Usamos também a expressao
“‘numero de resultados favoraveis” para descrever o nimero de maneiras em
que o evento ocorre. Isto é, entre todos os resultados possiveis, o nimero de

resultados “favoraveis” aquele evento.

A expressao “resultados favoraveis” é muito utilizada na teoria das

probabilidades, que estudaremos a partir da proxima aula.

Exemplo 23

Uma caixa de ovos contém 12 ovos, dos quais 2 estao rachados. Determine o

seguinte:
1. De quantas maneiras pode-se selecionar 4 ovos da caixa?
2. Quantas das escolhas do item 1 contém 2 ovos rachados?
3. Quantas das escolhas do item 1 contém apenas 1 ovo rachado?

4. Quantas das escolhas do item 1 contém apenas ovos bons?
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Solugao:

1.

3.

Sao 12 ovos e devemos selecionar 4 deles, onde a ordem nao é impor-

tante. Portanto, sao

121 12.11.10.9.8!

= =495
8l4l 81.24

C(12,4) =

escolhas possiveis.

. Para determinarmos o ntimero das escolhas que contém 2 ovos rachados,

podemos dividir a tarefa em duas partes:

(a) Escolher 2 ovos rachados. Como hé no total exatamente 2 ovos

rachados, esta parte pode ser feita de apenas 1 maneira.

(b) Escolher 2 ovos bons em um conjunto de 12 — 2 = 10 ovos bons.

Isto pode ser feito de

100 10.9.8!
(1(10,2)—i 0988 _

= = 45
218! 2.8l

maneiras.
Assim, ha 1 x 45 = 45 escolhas com exatamente 2 ovos rachados.

Podemos dividir a tarefa de realizar uma escolha com 3 ovos bons e 1

rachado em duas partes:

(a) Escolher 1 ovo rachado no conjunto de 2 ovos rachados. Isto pode

ser feito de 2 maneiras distintas.

(b) Escolher 3 ovos bons em um conjunto de 10 ovos bons. Isto pode

ser feito de
10! 10.9.8.7! B

Ca0,3) = 7g1 = g~ 10

maneiras distintas.

Usando o principio multiplicativo, o ntimero total de escolhas com 3

ovos bons e 1 rachado é

2 x 120 = 240.

Usando as informagoes ja obtidas, temos o seguinte: sao 495 escolhas
possiveis de 4 ovos. Entre essas, 45 escolhas tém 2 ovos rachados, 240

escolhas tém apenas 1 ovo rachado. Subtraindo, temos
495 — 240 — 45 = 210

escolhas com os 4 ovos bons.
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Qutra maneira de resolver: o numero de escolhas de 4 ovos bons no

conjunto de 10 ovos bons é

100 10.9.8.7.6!
C04) =5 = —oar 20

Resumo

Nesta aula vimos a definicao de arranjo de n elementos, tomados r a r,
denotado A(n,r), que é o nimero de maneiras de selecionar r elementos em

um conjunto de n elementos, onde a ordem da escolha é importante.

Mostramos a férmula A(n,r) = (nnf'r), e a aplicamos a solucao de alguns

exemplos.

Vimos também problemas envolvendo permutacao com repeticao. Vi-
mos que o ntumero de permutacoes de N objetos, sendo /N; de um certo tipo,
N5 de um outro tipo etc. onde N = Ny + No+...+ N,, é dado pela férmula

N!
NyINy! .. N,

Por 1ltimo, vimos os problemas de combinacao, onde a ordem da esco-
lha de r elementos em um grupo de n elementos (r < n) nao é importante.
Ha

n!
Cln,r) = ri(n —r)!
maneiras desta escolha ser feita.
Exercicios
1. Calcule:
(a) A(5,3) (b) A(2,1) (c) A(5,5) (d) A(20,18)

2. De quantas maneiras 4 pessoas em uma familia de 10 podem se colocar

em uma foto?

3. Um departamento de uma Universidade tem 10 professores. Estes pro-
fessores devem escolher um chefe e um vice-chefe do departamento. De

quantas maneiras podem fazé-lo?

4. Calcule:
(a) C(5,2) (b) C(3,3) (¢) C(10,10) (d) C(10,0)
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Prove que
C(n,n) =C(n,0)=1,

para qualquer n inteiro nao negativo.

Prove que
C(n,r)=C(n,n—r),

para quaisquer inteiros nao-negativos n,7, 0 < r < n.

Quantos subconjuntos de quatro elementos tém um conjunto de dez

elementos?

Uma comissao do Senado tem 12 senadores. Destes, serao escolhidos
4 para formar uma subcomissao. De quantas maneiras isto pode ser
feito?

. Um estudante recebe uma prova contendo 6 questoes. Ele deve escolher

4 para resolver. De quantas maneiras ele pode fazer sua escolha?

Quantos inteiros de 3 digitos podem ser formados, usando-se apenas os
algarismos {2,4,5,8,9}, se ndo pode haver repetigdo? (Por exemplo,

552 néo é valido).

Uma caixa contém 10 bolas numeradas de 1 a 10, sendo 4 azuis e 6
brancas. Sao retiradas 4 bolas. De quantas maneiras podemos ter os

seguintes resultados:

a) Todas as bolas retiradas sao brancas?

b
(¢

(d) Todas as bolas retiradas sao azuis?

(
(b) Sao retiradas 2 bolas brancas e 2 bolas azuis?

Sao retiradas 3 bolas brancas e 1 bola azul?

)
)
)
)

Uma empresa esta selecionando 6 novos funcionarios a partir de uma
lista de 10 candidatos pré-selecionados. Os candidatos sao 5 homens e
5 mulheres. De quantas maneiras esta empresa pode fazer a selecao,

sabendo-se que:

(a) O sexo dos candidatos nao seréd levado em conta para a escolha?

(b) As vagas devem ser preenchidas com 3 homens e 3 mulheres?
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Aula 9 — Introducao a Probabilidade:

experimentos, espaco amostral e eventos.

Objetivos
Ao final desta aula, vocé deve ser capaz de:

e Aplicar diversos conceitos basicos da teoria da probabilidade.

Veremos, especialmente, o que sao experimentos deterministicos e

experimentos aleatorios, espaco amostral e eventos.

Introducao

Caro aluno, vocé ja se deu conta de que estamos o tempo todo fazendo
)
perguntas, como: “fard sol, amanha?” “Dard praia no final de semana?”

“O professor adiara a prova?”

Estamos freqiientemente formulando questoes para as quais nao ha uma
resposta definitiva, pois isso exigiria de nds a capacidade de fazer uma pre-
visao correta. O que podemos fazer, entao, numa tentativa de nos aproxi-
marmos do que seria a resposta, é avaliar quais as “chances” de acontecer
cada resultado.

Questoes desse tipo sao tratadas pela Teoria das Probabilidades, que ja
foi chamada a “ciéncia da incerteza”. Essa teoria descreve modelos apropria-
dos para a explicagao de fendomenos observaveis e tenta quantificar a chance
desses fenomenos acontecerem.

Experimentos probabilisticos

Considere o seguinte experimento: uma moeda é lancada de uma de-
terminada altura e o tempo necessario para que ela toque o chao é medido.
Antes mesmo de realizar a experiéncia, temos condi¢oes de conhecer a res-
posta, porque existe uma equagao da Fisica que fornece o tempo necessario

para um corpo, em queda livre, percorrer uma certa distancia.

Um fenoémeno desse tipo é chamado de deterministico. Um expe-
rimento é deterministico quando sua realizacao tem resultado garantido,
determinado por leis fisicas ou matemadticas, ou pelas préprias condigoes
nas quais o experimento é executado. Mais rigorosamente, trata-se de um

“fenomeno que pode ser descrito” por um modelo deterministico. Se o expe-

rimento é repetido, sob as mesmas condic¢oes, produz o mesmo resultado. Ti-
picamente, um modelo deterministico é uma equacao ou conjunto de equagoes

relacionando os elementos presentes no experimento.

MODULO 2 - AULA 9

“Um modelo é uma versao
simplificada de algum
problema ou situagao da
vida real destinado a ilustrar
certos aspectos do problema
sem levar em conta todos os
detalhes (que talvez sejam
irrelevantes para o
problema).”

William J. Stevensen
Estatistica Aplicada a
Administracido

SP: Harper & Row do
Brasil, 1981.

Experimento: agao que
geralmente pode ser repetida
e com resultados observaveis.

Fendmeno...

O tempo que um corpo leva
para cair de uma altura h,
desprezada a resisténcia do
ar, ét= \/%, onde h é a
distancia percorrida e g é a
aceleracao da gravidade no
local da realizacao do
experimento.
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Os experimentos
probabilisticos ou aleatérios
também sao chamados, por

alguns autores, de
randémicos. A palavra
random, em inglés, significa
acaso, destino, e a expressao
at random significa ao acaso,
aleatoriamente.

Uma moeda é equilibrada
quando, ao ser langada, a
chance de dar cara é igual a
de dar coroa. Também
chamamos moeda “honesta”.
O mesmo se aplica a um
dado. O contrario é um
dado “viciado”, isto é,
aquele que tem uma chance
maior de cair em uma certa
face do que em outra.

CEDERJ m
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Em contrapartida, ao abandonar a moeda de uma certa altura e deixa-
la cair sobre uma superficie, nao podemos afirmar qual face ficara voltada
para cima quando ela parar: se cara ou coroa. Sabemos que hé somente essas
duas possibilidades (descartamos a possibilidade de a moeda cair “em pé”!),
mas nao temos como garantir qual delas ocorrera. Experimentos desse tipo
sao chamados probabilisticos ou aleatorios. Eles sao o objeto de estudo da
area da Matematica chamada Teoria das Probabilidades. Sao fenomenos que

podem ser descritos por modelos probabilisticos.

Os experimentos aleatérios ndao produzem sempre o mesmo resultado,
mas tém um comportamento estatisticamente regular, no sentido de que, con-
siderando um nimero grande de realizacoes, cada resultado possivel ocorre
numa freqiiéncia que pode ser avaliada. Assim, se lancarmos uma moeda
equilibrada, repetidamente, um grande nimero de vezes, nossa intuicao e
nossa experiéncia nos levam a esperar que a quantidade de vezes de dar

“cara’na face de cima serd, aproximadamente, igual a de dar “coroa”.

Esses aspectos de regularidade dos experimentos aleatérios, investiga-
dos e analisados, permitem a construcao de um modelo matematico e a atri-
buicao, a cada resultado possivel, de um numero que reflita a “chance de
ocorréncia” desse resultado. Por exemplo, é comum ouvirmos uma frase como

“h4 uma chance de 65% de chover amanha”. Mas, o que isto quer dizer?

Quando nos referimos a algum experimento, devemos explicitar dois
componentes: a agao a ser executada e o resultado a ser observado. Expli-
cando melhor: um experimento é uma agao que pode ser repetida e um certo
resultado que queremos observar. Por exemplo, o experimento de jogar um

dado (agdo) e observar a face que cai voltada para cima (resultado).

Observe que dois experimentos diferentes podem consistir da mesma

acao, mas com resultados observaveis diferentes. Por exemplo:

— experimento A: lancamos dois dados e observamos a maior das faces

que caem para cima;

— experimento B: lancamos dois dados e observamos a soma das faces que

caem para cima.

Os experimentos A e B sao diferentes, embora a acao tenha sido a mesma
(jogar dois dados).
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Exemplo 24

Os experimentos abaixo sao deterministicos:

1. Comprar uma dezena de canetas, a 5 reais cada, e determinar o custo
total.

2. Percorrer 300km, a uma velocidade constante de 80km/h, e medir o

tempo gasto.

Exemplo 25

Os experimentos a seguir sao aleatorios:

1. Lancar um dado e observar o niimero da face de cima.
2. Contar os dias de chuva em determinado periodo.
3. Jogar duas moedas e anotar o par de resultados.

4. Jogar um dado trés vezes e anotar quantos nimeros pares ocorrem.

Espaco Amostral

Como vimos, experimentos aleatorios sao aqueles que, mesmo quando
realizados em idénticas condigoes, podem apresentar variagoes nos seus re-
sultados. Queremos formular uma teoria matemadtica que descreva o ex-
perimento estudado. O primeiro passo no desenvolvimento de uma teoria
matemadtica é construir um modelo matematico. Esse modelo sera usado

para predizer os resultados do experimento.

O conjunto formado pelos resultados possiveis de um experimento ale-

atorio é chamado de espaco amostral. Vamos representa-lo por ).

Exemplo 26

Consideremos o experimento de lancar um dado e observar o niimero da face
de cima. Sabemos que os tunicos resultados possiveis sao 1, 2, 3, 4, 5 e 6.

Para este experimento temos, entdo, 2 = {1,2,3,4,5,6}.

Exemplo 27

Vamos supor, agora, que jogamos uma moeda e observamos a face de cima.
Podemos indicar o espago amostral desse experimento por 2 = {K, ('}, onde

K indica cara e C indica coroa.

MODULO 2 - AULA 9

Q (6mega) é a ultima letra
do alfabeto grego. Os
simbolos w e ) representam
o 6mega mintsculo e
maitsculo, respectivamente.
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Exemplo 28

Para o experimento “lancar uma moeda duas vezes e anotar o par de faces de
cima” temos o seguinte espago amostral: = {(K, K), (K, C), (C, K), (C,C)}.

Lembre-se de que, para identificar o espaco amostral de um certo expe-

rimento, devemos levar em conta as duas atividades que o caracterizam:
— a operagcao realizada, e
- 0 que queremos observar.

Compare os dois exemplos a seguir.

Exemplo 29

Seja o experimento “lancar uma moeda quatro vezes e anotar a seqiiéncia
de faces observadas”. O espago amostral €2 é formado por todas as possiveis

quadruplas de resultados:

Q={(K,K,K,K),(K,K,K,C), .., (K,C,C,C),(C,C,C,C)} .

Neste caso, #0Q =2 =1
#Q 16-se cardinalidade de €. ’ # 6’

O stmbolo #, precedendo o isto é, existem 16 resultados possiveis.
nome de um conjunto, indica

a cardinalidade (nimero de
elementos) desse conjunto. Exemplo 30

Considere o experimento “lancar uma moeda quatro vezes e anotar o nimero

de caras obtido”. Neste caso, o espago amostral é Q = {0,1,2,3,4} e #0=5.

Os exemplos 29 e 30 consistem em experimentos com a mesma agao,

mas com a observacao de resultados distintos.

Exemplo 31

Consideremos o experimento que consiste em lancar dois dados e anotar o
par de nimeros resultantes. Para identificar seu espag¢o amostral, podemos
pensar que o primeiro dado é rosa e que o segundo dado é branco. Teremos,
entao diferentes resultados se forem observados 2-branco seguido de 3-rosa ou
3-branco seguido de 2-rosa. O diagrama abaixo fornece uma representacao

grafica dos elementos de €2:

CEDERJ |
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branco — 1 2 3 4 ) 6
!
1 (1,1) (1,2) (1,3) (14) (15) (L6)
2 (21) (22) (2.3) (24) (25) (2.6)
3 3,1) (3,2) (3,3) (34) (3,5) (3,6) | resultados possiveis
4 (4,1) (4,2) (4,3) (44) (4,5) (4,6) | (elementos de Q)
5 (5,1) (5,2) (5,3) (54) (5,5) (5,6)
6 (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Por exemplo, o par (5,2) é a situacao da figura a seguir.

Sendo assim, os possiveis resultados sao todos os pares ordenados (i, j),

comi=1,...,6 e75=1,..,6. Podemos dizer que
Q={(ij)]i=1,....6,j=1,...,6} .

Exemplo 32

Quantos sao os resultados possiveis na loteria esportiva?

Solucao:

A loteria esportiva é composta de 13 jogos. Para cada jogo, é claro, sao
possiveis trés resultados, que se traduzem em “coluna da esquerda”, “coluna

do meio”e “coluna da direita”. Logo, #Q = 3 x ... x 3 = 313,
N
13 termos
Exemplo 33

O lancamento de trés dados possui 6 X 6 X 6 = 216 resultados possiveis.

Exemplo 34

Consideremos o experimento “lancar uma moeda e um dado e anotar o par
de resultados”. Sabemos que para o langamento da moeda ha dois resultados
possiveis: cara e coroa. Para o dado, sao seis as possibilidades: 1,2,3,4,5,6.

Pelo Principio Multiplicativo, temos um total de 2 x 6 = 12 elementos em ().

| MODULO 2 -
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langamento langamento resultados possiveis
da moeda do dado (elementos de r)
f — k)
2 — k2
3 ———————— k3
k R (7))
5 (k.5)
6 (k.6)
1 (c1)
2 (©2)
3 (©3)
c
4 (c.4)
5 (c.5)
6 (c6)

k: cara
c: coroa

Retirada com e sem reposicao

Quando realizamos um experimento em que retiramos algo mais de uma
vez, devemos sempre observar se o objeto retirado é ou nao reposto antes da

proxima retirada. Uma retirada com reposicao é um experimento diferente

de uma retirada sem reposicao.

O préximo exemplo mostra a diferenca que pode ocorrer quando uma
retirada é feita com ou sem reposicao.
Exemplo 35

Em uma urna hé 4 bolas numeradas de 1 a 4. Duas bolas sao retiradas, uma
em seguida a outra, e seus nimeros sao anotados. Dé o espaco amostral em

cada caso:

1. as bolas sao retiradas sem reposicao;

2. a primeira bola é devolvida a urna antes de se retirar a segunda bola.
Solugao:

1. Neste caso, temos
Q = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,4), (4, 1),
(4,2),(4,3)} e entao #Q = 12.

2. Como a primeira bola é devolvida, nas duas retiradas a urna contém o

total inicial de bolas. Logo, neste caso,

Q={(,j)]|i=1,234ej=1,234 e #Q0=16.
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Freqiiéncia relativa de um resultado

A Teoria das Probabilidades se baseia nos aspectos de regularidade dos
experimentos aleatérios. Vamos caracterizar melhor esses aspectos mencio-
nados e responder a pergunta que fizemos na aula anterior: qual o significado

de uma frase como “temos uma chance de 30% de ganhar um jogo”?

Se um experimento aleatorio é repetido uma certa quantidade de vezes,
a frequiéncia relativa de um certo resultado do experimento é a razao
entre o nimero (m) de vezes que este resultado foi obtido e o nimero (n) de

realizacoes do experimento.

Exemplo 36

Suponhamos que o experimento “lancar uma moeda equilibrada e observar
a face de cima”foi realizado n vezes. A tabela abaixo mostra o niimero de

ocorréncias do resultado “cara”(m) e a freqiiéncia relativa de caras (m/n).

nimero de langamentos | nimero de caras | freqiiéncia relativa

de caras

(n) (m) (m/n)

10 6 0, 6000

100 46 0, 4600

1.000 524 0,5240

10.000 5.100 0,5100

20.000 10.026 0,5013

50.000 25.025 0, 5005

Conforme o niimero de langamentos vai aumentando, a freqiiéncia rela-

tiva vai se aproximando de 0,5(= %). Como o lancamento de uma moeda

2
possui apenas dois resultados possiveis, sendo a moeda equilibrada, o valor

% para o resultado “cara”atende a expectativa do observador.

De uma forma mais geral, consideremos que um experimento é repe-
tido, em condigoes idénticas, um nimero arbitrariamente grande de vezes.
Suponha que, em n realizagoes desse experimento, um certo resultado F é
observado m vezes. A fragdo m/n é a freqiiéncia relativa do resultado E apds

n repeticoes do experimento.

MODULO 2 -
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Eventos

Na aula anterior, vimos que, em um mesmo experimento, podemos estar
interessados em diferentes resultados (como nos exemplos 29 e 30 da Aula
15). Nesta aula vamos caracterizar o conjunto de todos os possiveis alvos de

nossa observacao na realizacao de um experimento aleatorio.

Consideremos o experimento “lancar um dado e anotar o resultado”.
Como vimos na Aula 14, o espaco amostral desse experimento &
Q=1{1,2,3,4,5,6}. Se vocé apostar na ocorréncia de um niumero par, terd

sucesso, caso o resultado seja o niimero 2 ou o nimero 4 ou o numero 6.

Isto é, se ocorrer qualquer resultado do conjunto
A={24,6}

A é um subconjunto do espaco amostral €2. Por isso, dizemos que A é

um evento associado a esse experimento.

Um evento é qualquer subconjunto do espago amostral.

Apods realizado o experimento, dizemos que ocorreu um evento E se o

resultado observado for um elemento de F.

Vimos nas aulas 4 e 5 que um conjunto de n elementos possui 2" sub-
conjuntos. Logo, um experimento cujo espaco amostral possua cardinalidade

n admite 2" eventos distintos.

O conjunto vazio denomina-se evento impossivel. E um evento que

nunca ocorre, o evento F = ().

O conjunto (2 denomina-se evento certo. E um evento que sempre

ocorre, o evento F = ().

Os subconjuntos unitarios chamam-se eventos elementares (ou simples).
Eventos com mais de um elemento sao compostos de eventos elementares, por

isso também sao chamados de eventos compostos.

Exemplo 37

Consideremos que uma moeda ¢é lancada duas vezes e o par de resultados é
anotado. Representando por K e (' os resultados “cara’e “coroa”, respecti-
vamente, sabemos que Q2 = {(K, K), (K,C), (C, K), (C,C)}. Como # = 4,
ha 2* = 16 eventos associados a €2, que listamos a seguir, com uma possivel

interpretacao para cada um:
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obter 3 caras

(ou qualquer outro resultado impossivel)

obter cara no 1 lancamento e coroa no 2%

obter coroa no 1% lancamento e cara no 2”

obter cara ou coroa em cada lancamento

{(K,K)} obter 2 caras
{(K,C)}
{(C,K)}
{(C,C)} obter 2 coroas
{(K,K),(K,C)} obter cara no 1% langamento
{(K,K),(C,K)} obter cara no 2% langamento
{(K,K),(C,C)} obter resultados iguais
{(K,C),(C,K)} obter resultados diferentes
{(K,O),(C,C)} obter coroa no 2° langamento
{(C,K),(C,C)} obter coroa no 1% langamento
{(K,K),(K,C), obter pelo menos uma cara
{(K,K), (K,C), nao ocorrer o par (C, K)
{(K,K),(C,K), nao ocorrer o par (K, (')
{(K,0),(C,K),(C,C)} obter pelo menos uma coroa
Q

Exemplo 38

Considere o experimento “lancar um dado e observar o nimero da face de

cima”. Vamos explicitar, em forma de conjuntos, os seguintes eventos:

| MODULO 2 -

sair o nimero 5

sair um nimero menor que 5
sair um niumero maior que 8
sair um nimero par

sair um numero primo

S s W
BRI S

Solucao:

O espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}. Os eventos acima sdo:

1. A= {5}. Note que A é um evento elementar.

2. B={1,2,3,4}

3. (' = ¢, pois nao ha resultado maior do que 8; o maior resultado possivel

é 6. C é evento impossivel.
4. D ={2,4,6}
5. E=1{2,3,5}
6. F=1{1,2,3,4,5,6} = Q. F é evento certo.

sair um numero inteiro positivo menor que 7

AULA 9

CEDERJ
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Exemplo 39

O experimento agora é: “lancar uma moeda trés vezes e anotar o par de
resultados obtidos”. Primeiramente, vamos explicitar o espago amostral desse
experimento. Como antes, vamos representar por K o evento “sair cara” e

por C' o evento “sair coroa”, temos:

1° 2° 3° resultado
lancamento langcamento langcamento possiveis
k ———o (kkKk)

c —  (kko)

Kk —— (kck)

AN AN

(k,c,c)
K — (ckk)

k
c —  (ckpo)

c

K —— (cck)

c
c —  (ccpo)

Q = {(K’ K’ K)’ (K7 K’ C)’ (K’ C’ K)’ (K’ C” C)’ (07 K? K)’ (C’? K? C)’
(C,C,K),(C,C,C"}.
Note que #Q = 23 = 8.

A partir dai, vamos explicitar os seguintes eventos:

1. A: sair exatamente uma cara
2. B: sair pelo menos uma cara
3. (': sairem exatamente 2 coroas
4. D: sair, no maximo, uma coroa

5. FE: saifrem os trés resultados iguais

CEDERJ |
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Solugao:

1. A={(K,C,0),(C,K,C), (C,C, K)}

2. B={K,K,K),(K,K,C),(K,C,K),(C,K,K), (C,C, K),
(C,K,O),(K,C,C)}.

Note que “pelo menos uma”implica uma ou mais. No caso, temos as

possibilidades uma, duas ou trés.
3. C={(C,C,K),(C,K,C),(K,C,C)}.

4. D={(K,K,K),(K,K,C),(K,C,K),(C,K, K)}.

Note que “no maximo uma”implica uma ou menos. Claro que sé temos

as possibilidades uma ou nenhuma.

5. E={(K,K,K),(C,C,C)}

Exemplo 40

Experimento: “sortear um numero de 1 a 50”.

Neste caso, 2 = {1,2,3,4,...,50}. Vamos representar os seguintes eventos:

1. A: sair um nimero par
2. B: sair um nimero multiplo de 10

3. (' sair um nimero divisivel por 3 e por 5 o
Discutimos sobre

“e” (intersegdo) e
4. D: sair um numero divisivel por 3 ou por 5 “ou” (unido) na Ala 4.

Solucao:

1. A=1{2,4,6,8,10,...,50}. Note que #A = 25.
2. B = {10,20,30,40,50} e #B = 5.

3. Se um numero ¢é divisivel por 3 e por 5, simultaneamente, ele é divisivel
por 15. Logo, C' = {15,30,45} e #C = 3.

4. Neste caso, D é a uniao do conjunto dos multiplos de 3 com o conjunto
dos multiplos de 5. Logo,
D =1{3,5,6,9,10,12,15, 18,20, 21, 24, 25, 27, 30, 33, 35, 36, 39, 40,
42,45,48,50} e #D = 23.

m CEDERJ
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Exemplo 41

Consideremos o experimento: estudar a composicao de uma familia de trés

filhos, todos nascidos em datas distintas (ou seja, sem ocorréncia de gémeos).

1. Determine um espago amostral apropriado para esse experimento.
2. Descreva o evento A: “hd um menino e duas meninas na familia”.
3. Descreva o evento B: “o filho mais velho é um menino”.
4.

Descreva o evento C: “a crianca mais velha é um menino e a mais nova,
uma menina”.
Solugao:
1. Representando “menino” por h e “menina” por m, podemos obter o
espaco amostral com o auxilio do seguinte diagrama para familias com
trés filhos:

1¢ filho 2° filho 3¢ filho eventos simples

h—— (hhh)

h
M ————— (h,h,m)
h h — (h,m,h)
m <

m—— (h,m,m)

h—— (m,h,h)
h
m ——————(m,h,m)
m
h ——o(m,m,h)
m

M ——— (Mm,m,m)

Logo, podemos escrever
Q={(h,h,h),(h,h,m),(h,m,h), (h,m,m),(m,h,h), (m,h,m),
(m,m,h),(m,m,m)} .
Usando o diagrama, temos o seguinte:
2. A = {(h,m,m),(m,h,m),(m,m,h)}.
3. B={(h,h,h),(h,h,m),(h,m,h), (h,m,m)}.

4. C = {(h,h,m),(h,m,m)}.
cepers BB |
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Obtencao de eventos a partir de outros

A partir de eventos (simples ou compostos) podemos obter novos even-
tos, usando as operacoes de uniao, intersecao e diferenca de conjuntos. Re-
lembrando: sendo A e B dois eventos de um espago amostral € (isto é, A e

B subconjuntos de 2), temos:

Evento uniao de Ae B: AUB={z€Q|z€ Aouzx € B}
Evento intersecao de Ae B: ANB={xe€Q|xe Aex € B}

Evento diferencade Ae B: A—B={ze€Q|xe€ Aex ¢ B}

Em particular, se A C €2 é um evento, entao:
A=Q—-A={recQlx¢ A} é o complementar de A (em ). O evento
A é chamado evento complementar de A.

Assim, sendo F/ um experimento e A e B eventos de F, podemos definir

os seguintes eventos de I:

AU B: evento que ocorre quando ocorrem A ou B
AN B: evento que ocorre quando ocorrem A e B

A = — A: evento que ocorre quando nao ocorre A

No caso em que AN B = (), dizemos que os eventos A e B sao mu-
tuamente exclusivos (ou mutuamente excludentes). Como o préprio nome
indica, eventos mutuamente exclusivos nao podem ocorrer simultaneamente.
Dois eventos simples distintos, associados a um mesmo experimento, sao sem-

pre mutuamente exclusivos, pois se A = {a} e B = {b}, entao AN B = (), se

a # b.

Exemplo 42

Seja o experimento “langar um dado e anotar o nimero da face de cima”.

Consideremos os seguintes eventos associados a esse experimento:

A: sair numero menor que 5 — A = {1,2,3,4}
B: sair nimero par — B ={2,4,6}

C =1{1,2,3,4,6}

D =1{2,4,}

E: sair nimero impar — F ={1,3,5}

Observe que:
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O principio da
inclusdo-exclusdo afirma que,
dados os conjuntos A, B e
C, entdo #(AUB) =
#A+#B — #(AN B).
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C=AUB
D=ANBAB
E =Q— B (ouseja, FUB = Q)

Entao, dado um certo experimento, sempre podemos, a partir de even-

tos dados, obter outros eventos, usando as operacoes de uniao, intersecao e

complementar de conjuntos vistas na Aula 1.

Freqiiéncia relativa de um evento

Na Aula 15 vimos que a freqiiéncia relativa de cada resultado (ou evento

simples) de um experimento realizado n vezes é a razao entre o nimero m

de ocorréncias desse resultado e o niimero n.

Podemos estender essa definicao a um evento qualquer associado ao

experimento:

Ja
do

Se em n repeticoes de um experimento, o evento A ocorre n 4 vezes, entao,

= =4 é denominada freqiiéncia relativa do evento A nas n repeti¢oes

experimento.

A freqiiéncia relativa f4 apresenta as seguintes propriedades:

0< fa<1(poisng>0e ny<n. Logo, 0 <24 <1).

fa =1 se, e somente se, A ocorre em todas as n repeticoes do experi-

mento (pois, neste caso, ng = n).

fa = 0 se, e somente se, A nao ocorre em nenhuma das n repeticoes do

experimento.

Se A e B sao eventos associados a esse experimento, representando
por faur e fanp as freqliéncias relativas dos eventos AU B e AN B,
respectivamente, entao faup = fa + [B — fanp. Essa relagao parte do

principio da inclusao-exclusao.

Se A e B sao eventos associados a esse experimento, mutuamente ex-
clusivos, representando por f,up a freqiiéncia relativa do evento AU B,
entao faup = fa + fp. Esta relacao deriva imediatamente da proprie-
dade 4, no caso AN B = 0.

Observacao. Para simplificar a notacao de freqiiéncia relativa de um

evento simples e, em vez de escrever [y, escreveremos simplesmente fe.
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Exemplo 43

Seja Q = {a,b,c,d} o espago amostral de um experimento que é realizado
repetidamente. A tabela a seguir lista o ntmero de ocorréncias de cada

evento simples associado ao experimento:

evento | {a} | (b} | {c} | {d}

numero de ocorréncias ‘ 285 ‘ 280 | 220 ‘ 215

Y

determine:

1. A frequéncia relativa de cada evento simples.
2. A freqiiéncia relativa do evento {a} U {b}.

3. A freqiiéncia relativa do evento {c}.

Solugao:
Temos um total de 285 + 280 + 220 + 215 = 1000 repeticoes do experi-

mento. Entao:

1. 285

Ja = 1555 = 0285
280

Jo= 3555 = 0-280
220

Je=7aa5 = 0220
215

Ja= 1555 = 0,215

2. fraupy = fo+ fo = 0,565
3. Note que {c} = {a,b,d}. Entdo f = fa+ fo+ fa= 0,780

Resumo

Nesta aula apresentamos alguns dados sobre a evolucao do estudo das
probabilidades e vocé aprendeu a distinguir fenémenos aleatérios de fendmenos
deterministicos.

Estudamos o conceito de espago amostral, definimos eventos como sub-
conjuntos do espaco amostral e aprendemos a explicitar eventos em forma de
conjuntos.

Usamos as operacoes de conjuntos vistas em aulas anteriores para de-
finir os eventos unido, intersecao e complementar, a partir de eventos dados.

Com isto, estudamos todos os conceitos importantes e necessarios para

que possamos definir probabilidade. Eo que faremos na préxima aula.
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Exercicios

1. Dé o espaco amostral de cada um dos experimentos a seguir:

(a) Lancar duas moedas e anotar o par de faces de cima.
(b) Langar duas moedas e anotar o nimero de “caras”.

(¢) Jogar um dado duas vezes e anotar a soma dos nimeros obtidos.
2. Classificar cada experimento a seguir como deterministico ou aleatorio:

(a) Langar 3 moedas e anotar o nimero de caras obtidas.
(b) Obter um numero que, somado a 7, resulte 13.
(¢) Rodar a bolinha de uma roleta e observar o niimero em que ela

para.

3. Em cada caso abaixo é descrita uma acao. Enuncie algo a ser observado,

associado a cada acao, de modo a caracterizar um fenéomeno aleatorio:
(a) Langar um dado trés vezes.
(b) Retirar, sem reposi¢ao, duas cartas de um baralho de 52 cartas.

4. Dé o espaco amostral e sua cardinalidade, para cada um dos experi-

mentos abaixo.

(a) Retirar uma bola de uma urna que contém bolas brancas e pretas

e verificar sua cor.

(b) Jogar um dado duas vezes e anotar a seqliéncia de nimeros obti-

dos.
(¢) Jogar um dado trés vezes e anotar a quantidade de nimeros pares

obtidos.

5. Determine o nimero de resultados em cada um dos seguintes experi-

mentos:
(a) Um dado verde e um dado vermelho sao lan¢ados e é anotado o
par de ntimeros obtidos.

(b) Um dado verde e um dado vermelho sdo langados e é anotada a

soma dos nimeros que aparecem.

(c) Sao feitos exames de sangue numa escola. O tipo de sangue (A,
B, AB ou O) e a presenca ou auséncia do fator Rh (Rht ou Rh™)

de cada aluno sdo anotados.

CEDERJ
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6. Para cada experimento abaixo, determine o espaco amostral e explicite,
em forma de conjuntos, os eventos dados (caso o niimero de elementos
seja muito grande, apenas descreva o conjunto), indicando a cardinali-
dade de cada um:

(a) Experimento: “langar 3 moedas e anotar os ternos de resultados”.
A: sairem 3 caras

B: sairem, pelo menos, 2 caras

Eventos: (': sairem, no mdximo, 2 coroas
D: sairem numero de caras e coroas iguais
I sairem 3 coroas

(b) Experimento: “langar um dado duas vezes e anotar os resultados”.

A: obter dois nimeros pares
B: obter niimeros somando 10

Eventos: (': obter dois nimeros primos
D: obter dois nimeros iguais

E: obter niimeros somando 12
7. Considere o lancamento de um dado e a observa¢ao do nimero da face
de cima. Sejam os eventos:
E: ntimero par
F: ntimero impar
(: numero maior ou igual a 5
Descreva o evento ' U F UG

b) Descreva o evento ENF NG

(a)

(b)

(¢) Os eventos F e F sdo mutuamente exclusivos? Justifique.
)

(d) Os eventos F e (G sdo mutuamente exclusivos? Justifique.

8. Seja 2 o espaco amostral de um experimento e A, B e (' eventos
associados a esse experimento. Descreva os eventos abaixo, usando a

notacao das operacoes de conjuntos:

Ocorrer A ou ocorrer B

(a)

(b) Ocorrerem A e B
)

(

(¢) Ocorrer A mas nao ocorrer B
d) Nao ocorrer C
(e) Nao ocorrer nenhum dos eventos A, B e C'

(f) Ocorrer A mas nao ocorrer B nem C

CEDERJ
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Objetivos

Definir probabilidade de ocorréncia de eventos associados a experimen-

tos aleatdrios.

Introducao

Estamos agora em condicoes de atribuir um numero a cada evento
associado a um experimento aleatério, que avaliard a chance de ocorréncia

desse evento. Este nimero é a probabilidade de ocorréncia do evento.

Poderiamos resolver o problema da seguinte forma: repetir o experi-
mento um numero grande de vezes, calcular a freqiiéncia relativa de cada
evento e adotar esse nimero como a probabilidade de ocorréncia do evento
considerado. As propriedades da freqiiéncia relativa demonstram que esse
numero indica, de maneira bastante precisa, a chance de um dado evento
ocorrer. Além disso, aumentando a quantidade de realizagoes do experi-
mento, é de se esperar que cada freqiiéncia relativa se aproxime, cada vez
mais, de um certo ntmero. Esse ntmero seria o candidato ideal para a pro-

babilidade do evento considerado.

H4&, porém, duas grandes dificuldades em se adotar a freqiiéncia relativa

como valor da probabilidade de um evento:

e quantas vezes se deve repetir o experimento para se ter um valor da
freqiiéncia relativa que seja aceitdvel (ou: o que significa um grande

numero de vezes)?

e para uma mesma quantidade de repeticoes do experimento, os
valores obtidos para as freqiiéncias relativas podem variar de um experi-
mentador para outro; assim, o numero adotado dependeria de

experimentacao.

Desejamos um meio de obter tal nimero sem depender de experi-
mentagoes, mas de modo que o numero definido possa refletir o que

observamos.

Daremos, a seguir, uma defini¢cao formal e, mais tarde, faremos consi-

deragoes sobre os aspectos que acabamos de mencionar.
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Probabilidade de um evento simples

Consideremos um experimento aleatério com espaco amostral finito
Q={ej, e, ...,e,} .

A cada evento simples e; corresponde um numero real representado por
P({e;}), ou simplesmente P(e;), denominado probabilidade de {e;}, de

modo que sejam satisfeitas as seguintes condigoes:
1. Ple)>0, i=1,2,...,n

2. P(e1)+ P(ea) + ... + Pley) =1

Veja que o nidmero real associado ao evento simples {e;} é completa-
mente arbitrario. Por exemplo, considerando o lancamento de um dado, a

definicao de probabilidade permite que facamos a seguinte associacao:

evento | {1} | {2} | {3} | {4} | {5} | {6}
probabilidade | % ‘ 0 ‘ 0 ‘ 0 ‘ 0 ‘ %

Embora essa atribuicao de valores nao nos pareca natural, por nao re-
fletir o que observamos quando langamos um dado repetidas vezes (embora
possamos admitir a existéncia de um dado balanceado para isso), é rigo-
rosamente aceitavel, do ponto de vista matematico, uma vez que atende a

definicao.

Exemplo 44

Uma moeda é balanceada de modo que a chance de dar CARA é 5 vezes
a chance de dar COROA. Qual a probabilidade de dar CARA?

Solucao

Representando por P(K) e P(C') as probabilidades de dar cara e coroa,
respectivamente, temos que P(K) = 5P(C'). Pela defini¢ao de probabilidade,
temos também que P(K) + P(C) = 1. Dai, 6P(C) = 1, donde P(C) = 3.
Logo, a probabilidade de dar cara é 1 — P(C) =1— ¢ = 2.

Seja um experimento aleatorio com espago amostral finito €2. Atribuir
uma probabilidade a cada elemento de €2 é definir uma distribuicao de proba-
bilidades para €). A partir de uma distribuicao de probabilidades, podemos

definir a probabilidade de um evento qualquer associado a esse experimento.
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Probabilidade de um evento

Consideremos um experimento aleatério com espaco amostral finito

Q={e,eq,...,en} .

Seja F/ um evento associado a esse experimento. Definimos a probabili-

dade de ocorréncia de F, indicada por P(FE), como segue:
1. se E=0, P(E)=P(0) =0.

2. se I/ é uniao de r eventos simples, ' = {e;,,...,e; }, entdo

P(E) = P(e;,) + ... + P(es,).

Em particular,
P(Q)=P(er) + ...+ Ple,) = 1.

Exemplo 45

Duas moedas sao lancadas e as faces de cima anotadas. O espago amostral
desse experimento é ) = {(K, K), (K,C), (C,K), (C,C)}, no qual K repre-
senta “cara’e C representa “coroa”. Considere o evento A: “sair faces iguais”.
Determine a probabilidade de A, para cada distribuicao de probabilidade a

seguir:

L P((K.K)) = P((K.C)) = P((C, K)) = P((C,C)) =

N

2. P((K.K)) = & P((K.C)) = P((C.K)) = % P((C.C) =1 .

Solucao:

O evento A é {(K,K),(C,C)}. Entao,
P(A) = P((K,K))+ P((C,C)) .

Logo,
L P(A)=1+1=}
2. P(A)=5+3=2
Exemplo 46

Suponhamos que um dado foi construido de modo que a probabilidade de
cada face seja proporcional ao nimero de pontos dessa face. Qual a proba-

bilidade de se obter um nimero par de pontos num lancamento desse dado?
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Solugao:
O espago amostral desse experimento é £ = {1,2,3,4,5,6}. Seja = a
probabilidade de sair a face 1. Entao:

Pl)y==zx

P(2) =2z
P(3) = 3z
P(4) = 4x
P(5) =5z
P(6) = 6x

Pela definicao de probabilidades, esses valores tém de satisfazer a relacao
P(1)+ P(2)+ P(3)+ P(4)+ P(5) + P(6) = 1.
Logo, z+ 2z + 3z +4z+5x+6r=1=>2le=1= 1= 5.

Estamos interessados no evento A = {2,4,6}.
Entao P(A) = P(2) + P(4) + P(6) = 2z + 4z + 6z = 122 = 12 X & = 1.

Eventos simples eqiiiprovaveis

Consideremos um dado equilibrado, isto é, um dado no qual todas as

faces tém a mesma chance de sair voltadas para cima.

Para o experimento de lancar esse dado e observar o nimero da face de
cima, sabemos que Q = {1,2,3,4,5,6}. Como P(ey)+ ...+ P(eg) = 1, segue
que cada probabilidade serd P(e;) = %

De maneira analoga, considerando-se o lancamento de uma moeda equi-
1

librada, temos P(cara) = P(coroa) = 3.

De modo geral, quando todos os resultados de um experimento aleatério
tém a mesma chance de ocorrer, dizemos que sao eqiiprovdveis. O espaco

amostral é chamado espaco amostral eqiitprovdvel.

Seja Q = {ey, ..., e, } 0 espago amostral de um experimento aleatério.

Se €1 é equiiprovavel, entao
Ple;))=—, i=1,...,n.
(€:) n

Neste caso, a distribuicao de probabilidades é chamada distribuicao

uniforme.

CEDERJ
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Exemplo 47
Consideremos o lancamento de um dado equilibrado. Determine a probabi-
lidade de cada evento a seguir:
1. A: sair o numero 5 .
2. B: sair um numero maior que 4 .
3. (@ sair um primo .
4. D: sair um nimero maior que 7.
Solucao
O espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}. Como o dado é equilibrado,
todos os resultados sao eqiiiprovaveis e adotamos a distribuicao de probabi-
lidades uniforme. Assim, a probabilidade de cada evento elementar é %.
Temos, entao:
1. P(A) = P({5}) =
2. P(B) = P56 - P((3)) + P((8)) = 2+ 1= 2= 1.
3. P(C) = P({2,3, 5}) P{2h)+P{3H)+P({5Y) =+sts=2=13-
4. P(D)= P(0) =
Exemplo 48
O experimento é o lancamento de duas moedas equilibradas. Determine a
probabilidade de cada evento:
1. A: dar duas coroas.
2. B: dar, ao menos, uma coroa.
3. C: dar uma cara e uma coroa.
Solucao
Temos Q = {(K,K),(K,C),(C,K),(C,C)}, eqiiiprovavel. Logo, a
probabilidade de cada evento elementar é %.
Entao:
L. P(A)=P{(C.O)}) = 3.
2. P(B)=P{(K,C),(C.K),(C,C)})=3x1+=3
3. P(C)=P({(K,C),(C;K)}) =2x ;=3
101
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Exemplo 49

No lancamento de dois dados equilibrados, determinemos a probabilidade de

cada evento descrito a seguir:

1. sairem numeros com soma 10 .
sairem dois nimero maiores que 4.
sairem dois numero primos.

sairem nimeros com soma menor que 15.

sair, pelo menos, um “6”.

e
RS S

sairem dois nimeros iguais.

Solucao

Neste experimento,

Q={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (3,6),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4), (4,5), (4,6),
(5,1),(5,2),(5,3), (5,4), (5,5), (5,6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) }.

1

A probabilidade de cada evento elementar é .

Entao:

1 P(A) = P({(4,6),(5,5). (6.4)}) =3 x 5 = & = &

36 36 12 °

2. P(B) = P({(5,5),(5,6),(6,5),(6,6)}) = 4 x l = i = %

5. P(E) = P({(1,6),(2,6),(3,6), (4,6), (5,6), (6,6), (6,1),(6,2), (6,3),
(6,4),(6,5)}) =11 x &= = 4L

6. P(F) = P({(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}) =6 x 55 =




Aula 10 — Probabilidades

| MODULO 2 -
Observando os exemplos, concluimos que:
Se 2 é um espaco amostral eqiiiprovavel, com n elementos e A C €2, com
#A =r, entao
1 r A
P(A):r.—:—:#—.
n n  #Q
Podemos nos referir aos elementos de A como casos favordveis a A,
uma vez que, se algum deles ocorrer, A ocorrerda. Usando essa terminologia,
sendo ) um espaco amostral eqiiiprovavel, podemos escrever:
P(A) = numero de casos favoraveis a A
~ numero de resultados possiveis do experimento
Exemplo 50
A distribuicao dos tipos de sangue numa certa populacao é dada na seguin-
te tabela:
tipo de sangue A | B |AB| O
nimero de pessoas | 155 | 105 | 102 | 138
Uma pessoa do grupo analisado é sorteada ao acaso. Qual a probabili-
dade de seu sangue ser AB?
Solucao
Podemos supor que a probabilidade de ser sorteada seja a mesma para
todas as pessoas da populacao estudada. Como existem 102 pessoas com
sangue do tipo AB num total de 500, a propabilidade pedida é %.
Exemplo 51
Ao sortear um numero inteiro de 1 a 50, qual a probabilidade de ser sorteado
um numero maior que 307
Solucao
O espago amostral desse experimento é Q0 = {1,2,3,...,49,50}. Logo,
#Q = 50. Seja A o evento “niimero maior que 30”. Entao A = {31, 32,...,50}
B . , L #A 20 2
e #A =20. Como (2 é eqiiiprovavel, temos P(A) = S=%=%
103
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Exemplo 52

Sao lancados dois dados equilibrados. Calcule a probabilidade de cada evento

a seguir.
1. A: “os numeros sao menores que 4”.

2. B: “a soma dos numeros é 9”.

Solucao

Vimos anteriormente que o espaco amostral deste experimento é
Q= {(17 1)7 (1’ 2)) R (67 5)7 (67 6)}7 com #§) = 36.

Como os dados sao equilibrados, a probabilidade de cada evento simples é

1 L
#Q 7 36

Entao,

1. A={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3, 3)}. Logo,

_#A_9 1
PA=Z0 %1

2. B=1{(3,6),(4,5),(5,4),(6,3)}. Entdo, P(B) = 5 = & = 4.

Uma observagao importante a respeito da freqiiéncia relativa e da proba-
bilidade de um evento: f4 e P(A) ndo sdao a mesma coisa. P(A) é um valor
atribuido, arbitrario, atendendo a definicao de probabilidade, e f4 é uma
aproximagao obtida experimentalmente. Ao adotar para P(A) um valor do
qual f4 se aproxima (& medida que o nimero de repeti¢coes do experimento
aumenta), tentamos fazer com que o modelo probabilistico reflita o que ob-

servamos ao longo da nossa experiéncia.

Usando técnicas de contagem em probabilidade

Consideremos um experimento aleatorio de espaco amostral associado
). Vimos que, se {2 é eqiiiprovavel e A C €2, a probabilidade do evento A é
dada por:

numero de casos favoraveis a A #A

P(A) = = .
(4) nimero de casos possiveis #€)

Acompanhe, com atencao, as resolucoes dos exemplos apresentados a

seguir. Depois, resolva os exercicios propostos.
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Exemplo 53

Uma moeda equilibrada ¢é lancada seis vezes. Qual a probabilidade de
1. A: sairem exatamente 4 caras?
2. B: sairem, pelo menos, 4 caras?
3. C: sair cara no primeiro, no terceiro e no quinto lancamentos?

Solucao

Usando o Principio Fundamental da Contagem, temos, ao lancar uma
moeda seis vezes, um total de 2° = 64 eventos elementares possiveis, sendo
cada um representado por uma seqiiéncia de seis simbolos, K (cara) ou C

(coroa).

1. O evento A representa a ocorréncia de exatamente 4 caras entre esses
seis simbolos, nao importando a ordem em que ocorrem. Isso caracte-
riza uma combinacao de 6 elementos tomados 4 a 4. Logo, temos:

6!

_#A Cea oy 15

P(A) =12 — 284 _ 2 _ 29 _ 935
(4) 0T 64 64 61 0

2. O evento B equivale a se ter “ocorréncia de 4 caras”ou “ocorréncia de

5 caras”ou “ocorréncia de 6 caras”. Logo, temos

#B=C674+C675+C676= 154+6+1=22.
22
Dai, P(B) = — =0, 344.
al, P(B) ) ,
3. O evento C é constituido das seqliéncias (cara, —, cara, —, cara, —), onde
os lugares marcados com — podem ser ocupados com cara ou coroa.
Temos, entao, um total de 2 x 2 x 2 possibilidades de preenchimento

desses lugares. Logo,

#C=2"=8 e P(C):%:W&L:l/&

Exemplo 54

Um grupo ¢é formado por 7 rapazes e 5 mogas. Sao escolhidas 4 pessoas desse
grupo, ao acaso, sem reposicao, para formarem uma comissao. Determine a
probabilidade de:

1. serem escolhidos exatamente dois rapazes.

2. serem escolhidos, pelo menos, dois rapazes.
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Solucao

O espaco amostral desse experimento é formado por todas as com-

binagoes (ja que a ordem da escolha nao importa) das 12 pessoas, tomadas

4 a 4:
12 12!
o (5) -2

Além disso, como todas as pessoas tém a mesma chance de serem es-

colhidas, o espaco amostral é eqiiiprovavel.

1. O evento A: “serem escolhidos exatamente dois rapazes” ¢é formado pe-
las combinacoes constituidas de 2 rapazes e 2 mocas. Para determinar

o total dessas combinacoes, dividimos a tarefa em duas etapas:
- escolhemos 2 entre os 7 rapazes;

- escolhemos 2 entre as 5 mogas.

Aplicamos, entao, o principio multiplicativo:

7! 5!

#A=O772XO572=ﬁxﬁ:21X10=210‘
LA 210 14
Logo, P(A) = 72 =22 _ =
080 P = 46 = 15 = 5

2. O evento B: “serem escolhidos, pelo menos, dois rapazes” ocorre se fo-
rem escolhidos dois, trés ou quatro rapazes. Temos, entao, as seguintes

possibilidades:

- 2 rapazes e 2 mocas;

- 3 rapazes e 1 moca;

- 4 rapazes e 0 moca.

Aplicando o mesmo raciocinio do item anterior, temos:

(07,2 X 05, 2) + (C7,3 X C5, 1) + (C7’4 X C5’0) =210+ 175+ 35 =420 .

420 28

LOgO, P(B) = @ = ﬁ

Exemplo 55

Escolhemos, ao acaso, r objetos de um conjunto de n objetos, com reposicao.

Qual a probabilidade de que nenhum objeto seja escolhido mais de uma vez?
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Solucao
Pelo Principio multiplicativo,

#OQ =nxnx..xn=n".
N e’

r termos

Vejamos as possibilidades de escolha em cada retirada, de forma a nao

haver repeticao do elemento retirado:

1% retirada: n,
24 retirada: n—1
3¢ retirada: n—2

r-ésima retirada: n—r+ 1.

Pelo Principio multiplicativo, temos um total de n(n —1)(n —2)...(n —

r + 1) casos favordveis. Logo, a probabilidade de que nenhum objeto seja
n(n—1)(n—2)...(n—r+1)

n"

escolhido mais de uma vez é

Exemplo 56

Num lote de 20 pecas ha 6 defeituosas. Sao escolhidas 5 pecas do lote, ao

acaso. Qual a probabilidade de serem sorteadas 2 pecas defeituosas?

Solucao

Uma retirada de 5 pecas é uma amostra do lote, nao importando a

ordem em que a retirada é feita. Trata-se, assim, de combinacgao. O total de

20! __ 20.19.18.17.16
15150 5.4.3.2.1

Seja o evento A: duas pecas defeituosas na amostra.

amostras é # = Uy 5 = = 15.504, todas eqiiiprovaveis.

O total de elementos em A é calculado usando o principio multiplicativo.
Dividimos a tarefa de escolher as 5 pecas em duas etapas: selecionamos 2
pecas defeituosas entre as 6 existentes no lote e selecionamos 3 pecas entre

as 14 nao-defeituosas do lote.

Assim,

6 14 6.5 14.13.12
A= CropCOpyn = — e 20 IH09 08 e 364 — 5460 .
#* 620143 = Jor 31 T 127 1.2.3 X

Logo,
#A 5460
PA)=—=—— 1~ 22.
(4) #Q 15504 0,35
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Resumo

Nesta aula definimos probabilidade de um evento associado a um expe-
rimento aleatério. Definimos eventos simples eqiiiprovaveis e a distribuicao
uniforme. Sendo A um subconjunto de um espaco amostral eqliiprovavel,
definimos a probabilidade de A como a razao entre o nimero de casos fa-
voraveis a A e o nimero de resultados possiveis do experimento. Em termos
de cardinalidade de conjuntos, isso equivale a dizer que a probabilidade de

A ocorrer é a razao entre a cardinalidade de A e a do espaco amostral.

Trabalhamos apenas com espacos amostrais eqiiiprovaveis e calculamos
a probabilidade de um evento A através da razao entre a cardinalidade de
A e a do espaco amostral. Para isso, aplicamos as técnicas de contagem
estudadas no Mdédulo 1 na determinacao das cardinalidades dos conjuntos

envolvidos (espagos amostrais e eventos).

Exercicios

1. Um dado é lancado 300 vezes. As ocorréncias dos eventos estao regis-

tradas na tabela abaixo:

face 1121314516
numero de ocorréncias | 60 | 50 | 75 | 60 | 30 | 25

Atribua uma probabilidade a cada evento elementar, igual a freqiiéncia
relativa observada. A seguir, determine a probabilidade de cada evento
a seguir:

(a) A: nimero par.

(b) B: ntimero maior que 4.

(¢) C: ntmero divisor de 10.
2. Um dado equilibrado ¢é lancado duas vezes. Qual a probabilidade de:

(a) A soma dos ntiimeros observados ser menor que 57

(b) Pelo menos um dos lan¢amentos dar 67

3. Uma urna contém 3 bolas pretas, 2 bolas vermelhas e 5 bolas brancas.

Uma bola é retirada ao acaso. Qual a probabilidade de a bola ser preta?
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4. Seja Q = {eq, eq,e3,e4,€5} 0 espago amostral associado a um experi-

mento, com distribuicao de probabilidade dada pela tabela:

| {ed} | {e2} | {es} | {ea} | {es)

1 1 4 5 3
probab1hdade| is ‘ 15 ‘ 15 | 15 15

evento

Deé a probabilidade de cada evento:
(a’> A= {61762’64}
(b) B ={e1.es5}.
(c) C= {63, e}
(d) D

. Um experimento admite apenas trés resultados: a, b e c. Suponha que
a é duas vezes mais provavel de ocorrer que ¢ e que ¢ é duas vezes mais

provavel de ocorrer que b. Determine P(a), P(b) e P(c).

. Uma letra é escolhida, ao acaso, entre as que formam a palavra PER-
NAMBUCO. Qual a probabilidade de ser uma vogal?

. A tabela a seguir mostra pretensas distribuicoes de probabilidade para

o lancamento de duas moedas. Quais dessas podem ser aceitas?

| MODULO 2 -

{(KK)}

{(K.C)}

{(CK)}

{(C.O)}

1/4

1/4

1/4

1/4

0

0

0

1

2/15

4/15

7/15

2/15

1/2

1/2

~1/2

1/2

1/9

2/9

3/9

1/9

DO =W N~

1,2

0,8

0,5

0,1

. Sao retiradas, sem reposi¢ao, 2 cartas de um baralho de 52 cartas e
observa-se o par retirado. Qual a probabilidade de o par de cartas ser

valete e dama?

. Um grupo de 10 pessoas se oferece para doar sangue. Dentre elas,

8 possuem sangue tipo A. Sao escolhidas trés pessoas desse grupo,
aleatoriamente. Qual a probabilidade de:

(a) Todas as trés pessoas terem sangue do tipo A?

(b) Duas dessas pessoas terem sangue do tipo A e uma nao?

(¢) Pelo menos uma das pessoas ter sangue do tipo A?
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10.

11.

12.

13.

Sao retiradas 13 cartas de um baralho de 52 cartas.

(a) Qual a probabilidade de ser retirado exatamente um as?

(b) Qual a probabilidade de ser retirado, pelo menos, um &as?

(¢) Qual a probabilidade de serem retiradas apenas cartas de ouros?
Em uma gaveta ha 50 pregos bons e 30 pregos enferrujados. Sao reti-

rados, ao acaso, 10 pregos dessa gaveta. (Qual a probabilidade de que

todos sejam bons?

Dez pessoas vao se sentar em fila. Paulo e Maria estao entre elas. Qual

a probabilidade de Paulo e Maria sentarem juntos?

Lancando-se 6 vezes uma moeda equilibrada, qual a probabilidade de
que ocorra:

(a) Exatamente 3 caras?

(b) Pelo menos 2 coroas?

(¢) 3 caras e 3 coroas, alternadas?
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Aula 11 — Probabilidade do evento

complementar: regra da adicao

Objetivos

Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de aplicar as propriedades
da probabilidade na resolucao de problemas.
Introducao

Seja €2 o espaco amostral de um experimento aleatério. Da definicao

de probabilidade de um evento, seguem as seguintes propriedades:
Propriedade 1. P(()) = 0.
Propriedade 2. P(A) >0, VA CQ
Propriedade 3. P(Q2) =1

Propriedade 4. Se A e B sao eventos associados a esse experimento,
mutuamente exclusivos (AN B =), entao P(AU B) = P(A) + P(B).

Q

A={a,a,a;} = P(a,)=P(a,) +P(a,)

B={a; a;} = P(B)=P(a,)+P(a)

[os}

ANB=J

AUB ={a.‘, a,, 4, a;, as}

P(AUB)=P(a)+P(a,)+P(a;)+P(a,)+P(a,)=

—_—_——— ~—,———

=P(A)+P(B)

Para verificar a validade da propriedade 4, basta lembrar que P(A) é
a soma das probabilidades dos eventos simples que pertencem a A. Ana-
logamente, P(B) é a soma das probabilidades dos eventos simples que per-
tencem a B. Como A e B nao possuem elementos em comum, segue que
P(AUB) = P(A) + P(B).
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A propriedade 4 pode ser estendida para uma quantidade finita de

eventos:

Se A1,..., A, sao eventos dois a dois mutuamente exclusivos, associados

a um certo experimento, entao

P(AU...UA) =) P(A)i=1,..n.

Exemplo 57

Considere o experimento: extrair uma carta de um baralho de 52 cartas
e anotar qual seja. Determine a probabilidade de sair uma figura ou um

nimero par.

Solucao:
Sejam os eventos:
A: “figura”
B: “ntumero par”
Queremos calcular P(A U B).

Como o baralho é dividido em cartas numéricas e figuras, os eventos
A e B sao mutuamente exclusivos. Por outro lado, cada carta tem a mesma
chance de sair, isto é, o espaco amostral associado é eqiiiprovavel. Assim,
_ 12 — 20
P(A) =% e P(B) = .

Logo, pela propriedade 4 das probabilidades,
1220 32 8

P(AUB)=P(A)+ P(B)= =+ == ==

Exemplo 58

Uma urna contém 5 bolas assinaladas com sinal “+”e 6 bolas assinaladas

)

com sinal “—”. Duas bolas sao retiradas, sem reposicao, e é anotado o par de

sinais observados. Qual a probabilidade de o produto dos sinais ser positivo?

Solugao:
O ntimero de elementos de Q é dado pelo total de combinagoes (uma

vez que a ordem dos sinais nao vai alterar o sinal do produto) de 11 elementos

tomados 2 a 2:
11!

9121
Queremos P(A), onde A = {+ +,— —}. Os eventos {+ +} e {— —}

sao mutuamente exclusivos. Entao #A é a soma dos totais de elementos de

#Q = 01172 = 55 .

cada um desses eventos.
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O ntimero de elementos do evento {+ +} é dado pelas combinagoes das

5 bolas assinaladas com +, tomadas 2 a 2:

5!

0572 - ﬁ == ].O .
Analogamente, o niimero de elementos do evento {— —} é dado por
6!
06,2 - M == ].5 .

Logo, #A4=25e P(A) =2 = 2.

55 11
O problema também poderia ser resolvido com o uso de um diagrama,

como indicado a seguir:

5 4 20
@O —> @) — 7 7 = T
&
=<0
%
A 6 5 6 30
N R = 0 = - =
o O —> casotr) > " 70 110
6 5 30
@ —> caso(-+) —> 7 - 9 = 0
%
20
6
PR
s
70\ @ caso(r) 6 5 30
> 7> 5 10 — 110

A partir das propriedades 1 a 4, podemos determinar a probabilidade

do evento complementar:

Propriedade 5. (Probabilidade do evento complementar)

P(A)=1— P(A), YA C Q.

>|
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Prova.

Podemos escrever 2 = AUA e AN A = (. Logo, pelas propriedades

4e3, P(Q) = P(A)+ P(A) =1, isto é, P(A) =1 — P(A).

Exemplo 59

Retomemos o experimento do exemplo 57. Qual a probabilidade de sair

nimero impar ou figura?

Solugao:
O que desejamos é que nao saia um nimero par. Logo, o evento men-

cionado é o complementar do evento B (sair ntimero par). Pela propriedade

5, P(B)=1-P(B)=1-2 =3

52 13"

Exemplo 60

Sendo 2 = {ey,eq,e3,e4} 0 espaco amostral de um experimento aleatdrio,
com P(e;) = 3/12, P(e3) = 7/12 e P(e3) = 10/12. Vamos determinar
P(€4>.

Solucao:

Se P(e3) = 7/12, entao P(ey) =1—7/12 =5/12.

Se P(e3) = 10/12, entdo P(e3) =1 —10/12 = 2/12.

Como P(ey) + P(ez) + P(es) + P(ey) = 1, temos P(ey) = 2/12.

Exemplo 61

Uma aplicacao interessante da regra da probabilidade do evento complemen-
tar é o problema do aniversdrio, que consiste em calcular a probabilidade de,

num grupo de n pessoas, pelo menos duas aniversariarem num mesmo dia.
Neste caso, temos que a cardinalidade de €2 é

365 x 365 x ... x 365 = 365" .

n termos

Vamos determinar a probabilidade de nao ocorrerem aniversarios num
mesmo dia. Seja A esse evento. Entao #A = 365 x 364 x 363 X ... X 365 — (n—

1). Logo, P(A) = 202304365111 &  nosso evento tem probabilidade

1 — P(A). A tabela a seguir mostra a probabilidade para alguns valores

de n:
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n | probabilidade
10 0,13
20 0,42
30 0,71
40 0,89
50 0,97

Note que para n = 50, ou seja, para um grupo razoavelmente pequeno
de pessoas, trata-se de um evento praticamente certo! Se vocé ja leciona e
sua turma tem cerca de 40 alunos, pode fazer essa experiéncia na sala de

aula.

Exemplo 62

Um nidmero do conjunto {1,2,...,200} é escolhido ao acaso. Qual a probabi-

lidade de sair um nimero que nao seja multiplo de 57

Solugao:

Este é um caso em que devemos usar a regra da probabilidade do evento
complementar, pois veja que é muito mais simples determinar a probabilidade
de sair um ntmero que seja multiplo de 5. Entao seja A o evento “sair
niimero multiplo de 5”. Queremos P(A). Temos A = {5, 10,15, ...,195,200}.
Para determinar o nimero de elementos de A, podemos interpretar esses
elementos como termos de uma progressao aritmética de primeiro termo 5 e

razao b.

Vamos usar a féormula do termo geral de uma PA:
an=a;+ (n—1)r

No nosso caso, a1 =5, r =5, a, = 200 e queremos n.

Entao 200 = 5+ 5(n — 1) = n = 40. Como € é eqiiiprovavel e possui
200 elementos, temos P(A) = % = % Pela regra da probabilidade do evento

complementar, a probabilidade pedida é

P(Z):l—P(A)=1—1=

4
5 5

Exemplo 63

Um grupo é formado por 8 rapazes e 6 mocgas. Seis pessoas vao ser escolhi-
das ao acaso, para formarem uma comissao. Qual a probabilidade de essa

comissao contar com, pelo menos, 1 rapaz?
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Solugao:
O espaco amostral é formado pelas combinacoes de 14 elementos, to-

mados 6 a 6: "
#Q == 014,6 = % == 3003 .

Seja A o evento “pelo menos um rapaz”’. Se fossemos determinar o

numero de elementos de A, terlamos que considerar as possibilidades:
1 rapaz e 5 mocas
2 rapazes e 4 mocas
3 rapazes e 3 mocas
4 rapazes e 2 mocas
O rapazes e 1 moca
6 rapazes e nenhuma moca

Podemos, porém, optar por uma resolucao mais simples, determinando
a probabilidade do evento complementar, ou seja, a probabilidade de a co-
missao nao contar com nenhum rapaz, o que equivale a dizer que a comissao

¢é formada por 6 mocas escolhidas entre as 6:
#Z = 06,6 - ]. .

Logo, P(A) =1 — P(A) = 1— 7L = 202

3003 3003

Regra da adicao

Consideremos um experimento aleatério com espaco amostral

O ={ay,as,...,a12} e os eventos
A = {a2aa’37a’4’a’57a6aa7} e B= {aﬁ,a7,a8,ag,a10} .

Queremos determinar P(A U B). Temos:
4A =6
#B =5
AU B ={ag, a3, a4, as, ag, a7, as, ag, a0} = #AUB =9
ANB={ag,ar} = #ANB =2
Logo,

HAUB=9=64+5—-2=H#A+#B—#(ANB),

conforme ilustra o diagrama a seguir:
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Podemos generalizar esse resultado, obtendo a seguinte:

Propriedade. (Regra da adigao)

Seja €2 o espaco amostral de um experimento aleatorio e sejam
A, B C ). Entao

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) .

Prova.

Vamos escrever os conjuntos A U B e B como unioes de conjuntos
disjuntos: AUB = AU(ANB) e B=(ANB)U (AN B). Entdo, pela
propriedade 4, vista na Aula 19, temos:

P(AUB) = P(A)+ P(ANB).

P(B)=P(ANB)+ P(ANB) = P(ANB) = P(B) — P(AN B)

Dai, P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

Q Q
A B A B
&Kr\B j AnB
AMB
AUB= AU (ANB) B=(AMB) U (ANB)

Observacao. Se AN B = () entao P(AN B) = 0. Temos, entao:

A e B mutuamente exclusivos = P(AUB) = P(A)+ P(B).
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Exemplo 64

Numa classe de 40 alunos, 22 sao homens e 15 sao louros. Entre os alunos
louros, 10 sao mulheres. Um aluno é escolhido ao acaso. Qual a probabilidade

de ser homem ou louro?

Solucao:

C) - 2

Sejam os eventos H: “homem”e L: “louro”. Queremos a probabilidade
do evento H U L.

Entao,

2 15 5 4
P(HUL)=P(H)+P(L) = P(HNL)= 5+ 15— 5= ¢ .

Exemplo 65

Consideremos novamente o experimento de retirar uma carta de um baralho
de 52 cartas e observar a que sai. Vamos determinar a probabilidade de que

a carta retirada seja vermelha ou uma figura.

Solugao:
Sejam os eventos A: “figura’e B: “vermelha”. Queremos P(A U B).

Temos:
40 = 52
#A =12 (4 cartas de cada naipe)
#B = 26 (13 cartas de ouros, 13 de copas)
#(AN B) =6 (3 figuras de ouros, 3 figuras de copas)
Logo, pela propriedade da adigao:

12 26 6 8
P(AUB) = P(A) + P(B) = P(ANB) = — + = — — = ..
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Exemplo 66

Um ntmero do conjunto {1,2,...,100} é escolhido ao acaso. Vamos determi-

nar a probabilidade desse niimero:

1. ser multiplo de 5 e de 6, simultaneamente.
2. ser multiplo de 5 ou de 6.

3. nao ser multiplo de 5 nem de 6.

Solugao:
O espacgo amostral desse experimento é o préprio conjunto {1,2, ..., 100}

e é equiprovavel, pois todos os niimeros tém a mesma chance de ser escolhidos.

1. Seja A o evento “o numero retirado é multiplo de 5 e de 6, simul-
taneamente”. Isso significa que esse ntmero é multiplo de 30 (pois
30 é o menor multiplo comum de 5 e 6). Logo, A = {30,60,90} e

_#A _ 3
P(A) = e = 1o

2. Sejam os eventos:

B: “o nimero retirado é multiplo de 5”e

(' “o numero retirado é mltiplo de 6”.

Queremos P(B U (). Pela regra da adigao, sabemos que essa probabi-
lidade é igual a P(B) + P(C) — P(BNC). Observe que P(BNC) ji
foi calculada no item a) (B N C' :”o nimero retirado é multiplo de 5 e

de 6”7). Vamos determinar as probabilidades dos eventos B e ("

B = {5,10,15,20,25,30, 35,40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85,
90,95, 100}
= #B=20.
Logo, P(B) = 2 = 2% .

C = {6,12,18,24,30, 36,42, 48,54, 60,66, 72,78,84,90,96}

= #(C' =16
Portanto,
#C' 16
PC)=—=—.
(©) #Q 100
Podemos, agora, calcular a probabilidade pedida:
20 16 3 33
P(BUCO) = — 4+ — - —_ = —— |
(BUC) 100 + 100 100 100

MODULO 2 - AULA 11

Aqui poderiamos ter usado a
férmula do termo geral de
uma PA, como fizemos na
Aula 19. Para determinar a
cardinalidade de B, a PA é
de primeiro termo 5, razao 5
e ultimo termo 100. Para
determinar a cardinalidade
de C, a PA tem primeiro
termo 6, razao 6 e tltimo
termo 96.

28 CEDERJ



Elementos de
Matemdtica e
Estatistica

CEDERJ

Aula 11 — Probabilidade do evento complementar: regra da adicdo

7

3. O evento “nao é miltiplo de 5 nem de 6” é o evento complementar de
B U C. Portanto, a probabilidade pedida é
33 67

Exemplo 67

Consultando 700 alunos de uma universidade, verifica-se que 250 cursam
licenciatura em Matematica, 210 cursam o bacharelado em Matemadtica e 290
cursam Computagao. Além disso, como a universidade permite que um aluno
tenha mais de uma matricula, hd alunos cursando mais de um desses cursos:
50 fazem, simultaneamente, Computacao e licenciatura; 60, Computacao e
bacharelado; 70 cursam licenciatura e bacharelado e ainda h&d 20 deles que
sao alunos dos trés cursos. Um desses alunos é sorteado para representar a

universidade num evento. Determine a probabilidade desse aluno:

cursar a licenciatura em Matematica.

cursar a licenciatura e o bacharelado em Matematica.

1.
2.
3. cursar a licenciatura ou o bacharelado em Matemaética.
4. nao cursar Computacao.

5.

cursar, pelo menos, um desses trés cursos.

Solucao:
Vamos, primeiramente, organizar os dados fornecidos no enunciado num

diagrama, como fizemos nas Aulas 4 e 5.

(XL

110

Sejam os eventos:

L: cursar licenciatura em Matematica
B: cursar bacharelado em Matematica
(" cursar Computacao

Como todos os alunos tém a mesma chance de ser escolhidos, os resul-

tados possiveis sao equiprovaveis.
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Entao,

1. P(L) =20 =35

700 14

2. Queremos P(L N B). Pelo diagrama podemos ver que #(L N B) = 70.

70 _ 1

Logo, a probabilidade pedida é =5 = 7.

3. Queremos P(LU B). Pela regra da adigao, P(LUB) = P(L)+ P(B) —

_ 250 4 210 _ 70 _ 39
P(LQB) 700 +700 700 — 70"

4. Queremos P(C). Como P(C') = 22, pela regra do evento complemen-

tar, P(C)=1—-P(C)=1—- 20 = 4L

700 700"

5. Neste caso, é mais facil determinar a probabilidade do evento comple-
mentar, ou seja, a probabilidade de o aluno nao cursar qualquer desses

trés cursos. Pelo diagrama, vemos que sao 110 alunos nessa situacao.

110 _ 59

Logo, a probabilidade pedida ¢ 1 — =55 = 2=.

Resumo

Nesta aula vimos as propriedades bésicas da probabilidade e aprende-
mos a determinar a probabilidade do evento complementar de um evento

dado e a probabilidade do evento uniao de dois dados.

Exercicios

1. Um dado equilibrado é lancado. Qual a probabilidade de nao se obter
6 pontos?

2. Cinco pessoas vao ser escolhidas, ao acaso, para formar uma banca,
num grupo formado por 6 professores e 6 alunos. Qual a probabilidade

de essa banca contar com, pelo menos, 1 aluno?

3. Numa cidade, 45% dos homens sao casados, 35% solteiros, 15% divor-
ciados e 5% vitivos. Um homem ¢é escolhido ao acaso. Qual a probabi-

lidade desse homem:

(a) ser solteiro ou divorciado?

(b) néo ser casado?
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5. Suponha que A e B sejam eventos tais que P(A) =

4. Considere o espago amostral 2 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} e os eventos

A =1{1,2,4}, B =1{2,4,5,6} e C = {8,10}. Enumere os seguintes

eventos:

(a) AUB
(b) ANB
(¢) AN(BNC)

P(AN B) = 1. Determine:

(a) P(A)
(b) P(AU B)

6. Em cada item a seguir, explique o porqué da afirmativa estar INCOR-

RETA:

(a) A probabilidade de um onibus passar num determinado ponto na
hora prevista é 0,40. Entao, a probabilidade de ele passar no

ponto fora da hora prevista é 0, 55.

(b) Uma pessoa participa de um jogo no qual sua probabilidade de

;1 .. . -
ganhar é 5. Se ela participa de 5 partidas, sua probabilidade de

ganhar é 1%.
(¢) A probabilidade de um produto ter seu pre¢o aumentado de um
determinado meés para o seguinte é 0,7. Entao, a probabilidade

de o produto ter seu preco diminuido nesse mesmo periodo é 0, 3.

(d) Sao langados um dado branco e um dado verde. A probabilidade
de sair 6 no dado branco é 1/6 e a probabilidade de sair 6 no dado
verde é 1/6. Entdo, a probabilidade de sair 6 em ambos os dados
é1/64+1/6 =2/6.

(e) Numa escola ha 10 turmas. Se um estudante dessa escola é se-
lecionado ao acaso, a probabilidade de que pertenca a uma certa
turma é 1/10.

7. Sejam A, B e (' eventos associados a um certo experimento aleatério.

Sabendo-se que
P(A)=P(B)=P(C)=1/4
P(ANB)=P(BNC)=0 e PANC)=1/8,

calcule a probabilidade de ocorrer, pelo menos, um dos eventos
A, Bou C.
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8. Suponha que A, B e (' sejam eventos tais que
P(A) = P(B) = P(C) =3
P(ANB)=P(BNC) = %

P(ANC) =4

Calcule a probabilidade de ocorrer cada evento abaixo:
(a) P(A)
(b) P(AU B)

9. Uma gaveta contém 100 parafusos, 60 porcas e 40 pregos. Metade dos
parafusos, metade das porcas e metade dos pregos estao enferrujados.

Uma dessas pecas é retirada, ao acaso. Qual a probabilidade de que

ela seja um parafuso ou uma porca ou que esteja enferrujada?
10. Dois eventos A e B sdo tais que P(A) = 0,30 e P(B) = 0,90.

(a) Se P(AN B) = 0,20, quanto é P(AU B)?

(b) A e B podem ser mutuamente exclusivos?
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Aula 12 — Probabilidade condicional : Regra

da multiplicacao; eventos independentes

Objetivos

Ao final desta aula, voceé serd capaz de verificar que o fato de um evento
ocorrer pode afetar a probabilidade de ocorréncia de outro evento e, ainda,

a determinar essa probabilidade.

Introducao

Consideremos o experimento de extrair, ao acaso, duas bolas de uma
urna contendo bolas pretas e bolas brancas. Vamos analisar a diferenca entre

fazer a segunda retirada com ou sem reposicao da primeira bola.

Para fixar idéias, vamos supor que a urna contenha 80 bolas pretas e 20
bolas brancas. Vamos retirar duas bolas, uma apds a outra e verificar suas

cores.

Sejam os eventos A: “a primeira bola é preta’e B: “a segunda bola é

preta’”.

1. Retirada com reposigao:

Neste caso, a cada retirada, haverd 80 bolas pretas num total de 100
bolas. Logo, P(A) = P(B) = 2%

100°

2. Retirada sem reposicao:

Agora nao é tao imediato determinar a probabilidade de B ocorrer. A
probabilidade do evento A continua sendo 3. Para determinar P(B),

precisamos saber a quantidade de bolas de cada cor restante na urna.

Se A nao ocorreu, o numero de bolas pretas continua sendo 80 e o total
passa a ser 99. Entao, a probabilidade de B ocorrer, dado que A nao

4 80
ocorreu, e 99

Se A ocorreu, hd 79 bolas pretas num total de 99 bolas. Entao, a

probabilidade de B ocorrer, dado que A ocorreu, é %.
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Matemdtica e |

Estatistica 12bola 23hola
12 .
o (e‘e‘ ) probabilidade de ocorrer B
oc sabendoque Aocorreu: g_g
@ ————) probabilidadedeocorrerB

sabendoque Anaoocorreu: g—g

Afinal, qual o valor de P(B)? Mais adiante, na Aula 22, veremos como

determinar a probabilidade de B.

O fato de a ocorréncia ou nao de um evento alterar a probabilidade de

um outro evento leva a caracterizacao de probabilidade condicional:

Sejam A e B eventos associados a um experimento aleatorio.

Representamos a probabilidade condicional de B dado que A ocorreu por
P(B|A) (lé-se “probabilidade de B dado A”).

A figura a seguir ilustra o que ocorre em cada caso:

Q Q

A A

@

(@ P@®) = #8 (b) P(B/A) = LICIALY)

#Q y #A

(a) Quando calculamos P(B), estamos calculando a chance de estarmos

em B, sabendo que estamos em 2.

(b) Quando calculamos P(B|A), estamos calculando a chance de estarmos
em B, sabendo que estamos em A. Neste caso, o nosso espago amostral

se reduz a A, uma vez que o evento A ocorreu.

CEDERJ
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= %. Dividindo o nume-

rador e o denominador na expressao de P(B|A) por #£2, temos:

Supondo € eqiiiprovavel, temos P(B|A)

HEY pBNA)

# P(A)

P(B|A) =

Temos, entao:

Probabilidade condicional de B dado A:

P(BN A)

P(BIA) = =5rp

(desde que P(A) > 0)

Exemplo 68

Um dado equilibrado é lancado duas vezes. O par de ntmeros da face de
cima é anotado. Sejam os eventos:

A: “a soma dos numeros obtidos é 107
B: “o primeiro nimero do par é menor do que o segundo”.

Vamos determinar P(A), P(B), P(B|A), P(AN B) e verificar a rela¢ao entre

essas probabilidades.

Solucao:

Vimos anteriormente que o espago amostral desse experimento é for-
mado pelos 36 pares (i, j) obtidos fazendo i variar de 1 a 6 e j variar de 1 a
6. Temos também que €2 é um espago amostral eqiiiprovavel, pois o dado é

equilibrado.

Temos:

A={(4,6),(5,5),(6,4)} e
B = {(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6), (3,4), (3,5), (3,6),

(4,5),(4,6),(5,6)}

Assim, #A =3 e #B = 15.

Logo, P(A) = 2 e P(B) = .

Se A ocorre, sabemos que o par obtido é um dos que compoem A :
(4,6),(5,5) ou (6,4). Apenas um deles (o par (4,6)) pertence a B. Logo,
P(B|A) = 3.

O evento AN B ocorre somente se um par tem a soma dos elementos
igual a 10 e o primeiro elemento menor que o segundo. O tnico par que

satisfaz a essas duas condigoes é o par (4,6). Logo, P(AN B) = %
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e que

Podemos constatar, portanto, que

P(BNA) 3 1
Py a3 VB

3

o))

P(B) # P(B|A) .

Note que temos duas maneiras de calcular a probabilidade condicional

P(BJA):

1.

2.

diretamente, considerando o espaco amostral reduzido a A;

usando a féormula, onde P(BNA) e P(A) sao calculadas em relagao a .

Exemplo 69

Um niimero é escolhido ao acaso no conjunto {1,2,3,...,50}. Qual a proba-

bilidade de esse ntimero ser par, sabendo-se que é um multiplo de 57

Solugao:

Sejam os eventos:
A: sair numero par

B: sair nimero multiplo de 5

Vamos resolver o problema de dois modos:

1% modo: Considerando que o evento B ocorreu, restringimos o espaco
amostral a B = {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40,45, 50}.

Restrito a esse espago, A = {10, 20, 30,40, 50}.
Logo, a probabilidade pedida é
#A 5 1

#B 10 2°
2° modo: Queremos calcular a probabilidade condicional

Pl = 25

sendo 2 = {1,2,...,50}.
Temos #B = 10, AN B = {10, 20, 30, 40,50} e B j4 foi listado no item

anterior.
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Dat ANB) 5 1
B 1
P(B)=i—g=£.
Logo, 5 - X

50
A expressao da probabilidade condicional permite a obtencao de uma
importante relacao, conhecida como teorema da multiplicacao de

probabilidades:

P(AN B) = P(A).P(B|A)

O mesmo, expresso em palavras: A probabilidade da intersecao de dois
eventos é o produto da probabilidade de um deles pela probabilidade do outro

ocorrer dado que o primeiro ocorreu.

Assim, poderfamos também escrever P(AN B) = P(B).P(A|B).

Exemplo 70
Um lote contém 80 pegas boas (b) e 20 pegas defeituosas (d). Duas pegas séo

retiradas ao acaso, uma apds a outra, sem reposicao. Qual a probabilidade

de ambas serem defeituosas?

Solugao:
O espago amostral é Q = {(b,b), (b,d),(d,b), (d,d)}. A resolugdo fica

mais simples se construirmos a arvore das probabilidades:

12 retirada 22 retirada

20 19
100 99 129
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Sejam os eventos:

A: “primeira peca defeituosa”

B: “segunda peca defeituosa”

Entao, queremos P(AN B) = P(d,d).
Temos:

20 19 19

Exemplo 71

No lancamento de um dado equilibrado, calcular as seguintes probabilidades:

1.
2.

obter mais do que 4 pontos;

obter mais do que 4 pontos, sabendo que o resultado foi um nidmero
impar de pontos;

. obter mais do que 4 pontos, sabendo que o resultado foi mais do que 3

pontos.

Solucao:

Como o dado é equilibrado, os resultados sao eqiiiprovaveis.
Sejam os eventos:

A: sair mais do que 4 pontos

B: sair ntimero fmpar

(: sair nimero maior do que 3

Entao temos:

A ={5,6}. Logo, P(A) = % =2=1
P(ANB)

Queremos P(A|B). Sabemos que essa probabilidade é dada por BB

Temos:

B={1,3,5} = #B=3 = P(B)=
ANB={b} = #(ANB)=1 = P(ANB) =1
1

g.
Queremos P(A|C'). Temos:
C'={4,56} = #C =3 = P(C)=23.

ANC={56} = #(ANC)=2 = P(ANC)=2.

[V

Logo, P(A|B) =

ow|ov—

Logo, P(A|C) = Pgég)@ —

2
3

lw|o o
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Exemplo 72

1. Um casal tem dois filhos e sabe-se que um deles é homem. Qual a

probabilidade de que o outro seja homem?

2. Um casal tem dois filhos e sabe-se que o mais velho é homem. Qual a

probabilidade de que o mais novo seja homem?

Solugao:
O espago amostral é formado pelos pares (h, h), (h,m), (m, h), (m,m),
onde representamos homem por h e mulher por m. Como sao resultados

equiiprovaveis, cada um tem probabilidade i de ocorrer.

1. Sabendo que um dos filhos ¢ homem, o espaco amostral se reduz a
{(h,h),(h,m),(m,h)}. O evento “o outro filho é homem”é {(h,h)}.

Logo, a resposta, neste caso, é %

2. Como o filho homem ¢é o mais velho, o espaco amostral fica restrito
a {(h,h),(h,m)}. Queremos a probabilidade de o segundo filho ser
homem, isto é, queremos que ocorra {(h,h)}. Logo, a probabilidade

pedida ¢ 3.

Eventos independentes

Dados dois eventos A e B, associados a um mesmo experimento, pode
acontecer de a ocorréncia de A nao alterar a probabilidade de B. Quando

isso acontece, dizemos que B e A sao eventos independentes.

Poderiamos estabelecer a independéncia de B em relacao a A, impondo
P(B|A) = P(B) (ou, equivalentemente, que P(A|B) = P(A))

Essa relagao, porém, exige que P(A) (ou P(B)) seja ndo-nula. O teo-
rema da multiplicacao de probabilidades fornece uma outra expressao, usando

a igualdade entre as probabilidades condicionais e absolutas:
P(ANB)= P(A).P(B|A) = P(A).P(B)

Esta igualdade, mais geral, é a que caracteriza eventos independen-

tes. Temos, por definicao:

A e B sao eventos independentes < P(ANB) = P(A).P(B)
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Exemplo 73

Duas pessoas, A e B, e somente elas, estao tentando resolver um mesmo
problema, independentemente uma da outra. A probabilidade de A resolver

o problema é 3/4 e a probabilidade de B resolver é 1/2.
1. Qual a probabilidade de que ambas resolvam o problema?
2. Qual a probabilidade do problema ser resolvido?

Solugao:
Denotemos por P(A) e P(B) as probabilidades de A e B resolverem o

problema, respectivamente.

1. Queremos P(AN B). Como os eventos sao independentes, temos
31 3
P(ANB)=P(A).P(B)=—-.==—.
(ANB) = P(A)LP(B) = 1.5 = 3
2. Como somente as pessoas A e B estao tentando resolver o problema,
queremos P(AU B) que, pela regra da adigdo, é igual a P(A)+ P(B) —
P(AN B). Do item a) temos P(AN B) = 2. Logo,
3 1 3 7
P(AUB)_Z+§_§

=3
Exemplo 74

Uma moeda equilibrada é lancada 5 vezes. Qual a probabilidade de obtermos

cara nos 5 lancamentos?

Solugao:
Sejam os eventos:
A; : ocorre cara no i-ésimo langamento (i = 1,2,3,4,5)

Como cada lancamento nao afeta os demais, os eventos sao indepen-

dentes. Logo,

P(A; O Ay 1.0 As) = P(A).P(Ay). ... .P(As) = (%)5 1

Exemplo 75

Sejam A e B eventos associados a um experimento aleatorio. Suponha que
P(A)=0,4, P(AUB)=0,7¢ P(B)=p.

1. Determine p para que A e B sejam mutuamente exclusivos.

2. Determine p para que A e B sejam independentes.
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Solugao:

1. Queremos AN B =, ou seja, P(AN B) = 0.
Como P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B), queremos P(AU B) =
P(A) + P(B). Logo, 0,7=0,4+p=p=0,3.
2. Queremos P(AN B) = P(A).P(B). (1)
Como P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B), temos que
P(ANB)=P(A)+ P(B)— P(AUB). (2)
Substiuindo (2) em (1), temos:
P(A)+ P(B)— P(AUB) = P(A).P(B)
0,44+p—-0,7 = 0,4.p
p = 0,5

Exemplo 76

Retiram-se duas cartas de um baralho com 52 cartas. Vamos determinar a

probabilidade dessas duas cartas serem um &s e um 10, em qualquer ordem.

Solugao:

Seja A o evento desejado.

Entao podemos dizer que A = B U C, onde:

B: as na primeira retirada e 10 na segunda

C': 10 na primeira e ds na segunda.

Os eventos B e ' sao mutuamente exclusivos. Logo, P(A) = P(B) +
P(C). Temos que determinar P(B) e P(C'). Podemos escrever:

B : as na primeira retirada

B = B1N By, onde .
5. 10 na segunda retirada

10 na primeira retirada

5 :  as na segunda retirada

C=CyNCy, onde {Q:

Aplicando o teorema da multiplicacao, temos:

P(B) = P(B1 N By) = P(B,).P(By|B;) = =2

P(C) = P(C; N Cy) = P(Cy).P(Cy|Cy) = 2.2
Entao, aplicando a propriedade aditiva, obtemos

44 44 8
P(A)=PB)+P()= —— 4+ —— = — .
(A)=P(B)+ P(C) = 5557 + 5351 ~ 663
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Resumo

Nesta aula aprendemos a determinar a probabilidade de um evento,
considerando que um outro evento, associado ao mesmo experimento, tenha
ocorrido. A probabilidade do evento B dado que o evento A ocorreu é dada

por
P(BNA)

P(A)

Vimos que ha duas maneiras de calcular a probabilidade condicional

P(B|A) =

P(BJ|A): diretamente, considerando o espago amostral reduzido a A ou
usando a férmula, onde P(B N A) e P(A) sao calculadas em relagdo ao

espaco amostral do experimento.

A partir da formula da probabilidade condicional, obtivemos a regra da
multiplicagdo P(AN B) = P(A).P(BJ]A) = P(B).P(A|B).

Exercicios

1. Uma carta é retirada, ao acaso, de um baralho de 52 cartas. Qual a

probabilidade de ser de ouros, sabendo que é vermelha?

2. Um dado equilibrado é lancado 2 vezes e é anotado o par de niimeros
obtidos. Se a soma dos resultados é 7, qual a probabilidade de ter saido

3 na primeira jogada?

3. Duas cartas sao retiradas, sem reposicao, de um baralho de 52 cartas.
Qual a probabilidade de

(a) ambas serem de paus?
(b) ambas serem do mesmo naipe?
4. Num prédio vivem 30 pessoas, das quais 14 sao homens. Seis homens
e doze mulheres trabalham o dia todo. Os demais moradores sao estu-

dantes. Uma dessas pessoas ¢é escolhida ao acaso. Qual a probabilidade

dela ser:

a) mulher?

(
(b

)
) estudante?
(¢) mulher e estudante?
)
)

(d
(e

homem, sabendo que trabalha?

estudante, sabendo que é mulher?
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5. Dois dados equilibrados sao lancados. Determine a probabilidade de:
(a) obter soma de 8 pontos, sabendo que a soma é maior que 7;
(b) obter soma de 6 pontos, sabendo que os nimeros observados sao
iguais.

6. A tabela a seguir mostra a resposta de 1000 compradores de carros no-
vos ou usados de um certo modelo, quanto a estarem ou nao satisfeitos
com a respectiva compra:

satisfeito | nao satisfeito | total
novo 350 130 480
usado 400 120 520
750 250 1000
Representando por S e N os eventos “satisfeito”e “novo”, respectiva-
mente, determine as probabilidades abaixo.
(a) P(SNN)
(b) P(SNN)
(©) P(NI3)
(@) P(V3)
(©) P(SIN)
(®) P(SIN)

7. A e B sao dois eventos independentes associados a um mesmo experi-
mento aleatério. Se P(A) = p e P(B) = ¢, determine a probabilidade
de ocorrer:

(a) os dois eventos;
(b) pelo menos um dos eventos.

8. Sejam A e B eventos independentes associados a um experimento aleatério.
Sabendo que P(A) = 1 ¢ P(AU B) = 1, calcule P(B).
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Aula 13 — Probabilidade total. Teorema de
Bayes
Objetivos

Ao final desta aula, vocé devera ser capaz de: Identificar eventos inde-
pendentes um do outro; Calcular a probabilidade de um evento a partir de
sua probabilidade condicionada a ocorréncia de outros eventos.

Particao

Considere o lancamento de um dado equilibrado e a observacao do
nimero da face de cima. Temos 2 = {1,2,3,4,5,6}. Sejam os eventos:

Ay ={1,2,3}

AQ = {47 5}

Az = {6}

Note que quaisquer dois desses eventos sao mutuamente exclusivos.
Além disso, a uniao deles é o evento certo: AUBUC = (). Podemos afirmar,
neste caso, que:

- algum deles ocorrera, e

- apenas um deles ocorrera.

Dizemos que os eventos A, Ay e Az formam uma particao do espaco
amostral €2. De modo geral, temos:

Seja €2 um espaco amostral. Os eventos Aq, Ag, ..., A; formam uma
particao de ), se:

1. A;NA; =0, para todo i # j

3. P(A;) > 0, para todo i

Consideremos novamente os eventos A, Ay e Az, sendo o evento
B =1{1,3,5}.

Podemos escrever B = {1,3} U{5} = (BN A;)U (BN Ay) U (BN Aj),
como ilustra a figura a seguir.
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O conjunto B N A3 é vazio, mas isso nao invalida a igualdade. Essa
decomposicao do evento B permite escrevé-lo como uniao de eventos dois a

dois, mutuamente exclusivos. Podemos, entao, aplicar a lei da adicao:

P(B) = P(BN A;) + P(BN Ay) + P(BN A;) .

Usando a regra da multiplicacao, obtemos:
P(B) = P(A1).P(B|A1) + P(A2).P(B|Ag) + P(A3).P(B|A3)

Vamos fazer os calculos para verificar a validade dessa expressao. Como
o dado é equilibrado, temos:

P(A) =§ P(BlA) =3
P(Ay) =% P(BlAy) =3
P(A3) =5 P(B|A;) =0

Entao,

o que corresponde ao valor esperado (visto que #B =3 e # = 6).

De modo geral, temos o seguinte resultado, conhecido como teorema
da probabilidade total:

Seja { A1, ..., A } uma particao do espago amostral 2. Seja B C (2. Entao,

B=(BNA)U..U(BNA) e

P(B) = P(Ay).P(B|Ay) + ... + P(Ay).P(B|Ay)

A figura a seguir ilustra essa situacao no caso k = T:

CEDERJ
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Esse resultado é de grande utilidade nos problemas em que é dificil cal-

cular diretamente a probabilidade de um certo evento. Vamos a um exemplo.

Retiramos, ao acaso, duas bolas de uma urna contendo 80 bolas pretas
e 20 bolas brancas, uma apds a outra, sem reposicao, e observamos suas
cores. Queriamos calcular a probabilidade do evento B: “a segunda bola é
preta”. O evento A: “a primeira bola é preta” e A formam, obviamente,

uma particao de §2. Pelo teorema da probabilidade total, temos:

P(B)=P(BNA)U(BNA)] = P(A).P(B|A)+ P(A).P(B[A)

80 79 20 80 __ 792

100 * 99 100799 — 990 °

Uma outra maneira de resolver a questao faz uso de uma arvore, na qual

vamos escrevendo as probabilidades envolvidas, conforme indica o diagrama

a seguir:
12 bola 22 bola

80 .79

"o 0055 (P(BNA) = P(A).PEBIA)

99
20 80 = =
20 89 A) = .
35" 99 (PBN A= P(A).PEA)

= P (B)=P (BnA) + P(B~A). 80 .79 20 80 792
100 99 100 99 990
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Exemplo 77

Trés maquinas numa fabrica produzem um mesmo produto. A tabela a seguir

esquematiza a producao, ao longo de um mes:

maquina | unidades defeituosas | unidades produzidas
1 40 2000
2 20 1000
3 40 1000

Uma unidade do produto é extraida ao acaso, do lote total produzido

nesse meés. Qual a probabilidade de que seja defeituosa?

Solucao:
Sejam os eventos:
D: a peca é defeituosa
Mi: a peca foi produzida na maquina 1.
Ms: a peca foi produzida na maquina 2.
Ms: a peca foi produzida na maquina 3.
Queremos P (D).

Temos que {Mi, My, M3} forma uma particdo do espago amostral
associado ao experimento “extrair uma peca ao acaso e verificar a maquina

que a produziu”. Pelo teorema da probabilidade total, podemos escrever:
P(D) = P(My).P(D|M,) + P(Ms).P(D|My) + P(Ms).P(D|Ms) .

O espago amostral é eqiiiprovavel. Assim,

P(M) =155 = 3
P(Ms) = 506 = 1
P(Ms) = 5% = 1
P(D|My) = 565 = 5
P(D|Ms) = 1555 = 5
P(D|M;) = 1380 - 215
Logo,

1 1 1 1 1

1 1 1
250 T 450 1425 100 200 100 40
Uma outra maneira de abordar o problema é construir a arvore de

probabilidades:

CEDERJ |




Aula 13 — Probabilidade total. Teorema de Bayes

| MODULO 2 -
1960 ®
2000
~— 2000 40 _ 1 _pDmi
@ — 4000 2000 ~ 100 (OMD
@ — 1000 20 _ 1 _pom2)
4000 1000 200
@ —> 1000 40 _ 1 _ppm3)
4000 1000 100
Logo, P(D)zﬁ#—ﬁ#—ﬁ:%.
Se uma peca é retirada ao acaso e constata-se que ela é defeituosa, qual
a probabilidade de que ela tenha sido produzida pela maquina 17 Isto é, qual
o valor de P(M;|D)?
Da definicao de probabilidade condicional, sabemos que
P(MyND)  P(My).P(D|M)
P(M|D) = =
Portanto,
L1 9
P<M1’D) =2 150 =T
5 5
Teorema de Bayes
Vamos generalizar o procedimento que usamos no exemplo anterior:
Seja {Bj, ..., Br} uma partigao do espago amostral €.
Seja A C Q.
Suponhamos conhecidas as probabilidades P(B;) e P(A|B;), para
i=1,....k. Entao,
P(B;NA P(B;).P(A|B;
Py PBOA) _ PB).PAB)
P(A) P(A)
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A posteriori é uma expressao
em latim e significa apds,
depois de. Ela se opde a

expressao a priori, que
significa antes de. Elas nao
se referem apenas ao tempo,
mas & necessidade de haver
ou n&do uma demonstragao
de sua veracidade.
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Mas,

A=(ANB)U(ANBy)U...U(ANBy) .
Logo,
P(A) = P(ANBy)+ P(ANBy) + ...+ P(AN By)

P
P(B)).P(A|B)) + P(By).P(A|Bs) + ... + P(By).P(A|By).

Dessa forma, obtemos o resultado a seguir, conhecido como Teorema

de Bayes:

__ P(Bi).P(AB)
Sh P(B;).P(AB;)

P(Bi|A)

O Teorema de Bayes segue o seguinte encadeamento 1égico: conside-
rando que diferentes causas podem ser responsaveis por um mesmo efeito,
se esse efeito ocorre, como determinar a probabilidade de ter sido provocado
por uma determinada causa, entre as possiveis? Por usar esse raciocinio, o
Teorema de Bayes também ¢é conhecido como “probabilidade das causas”ou

“probabilidade a posteriori”, uma vez que o efeito ja foi observado.

Exemplo 78

Numa faculdade, 45% dos alunos fazem licenciatura em Matemética, 35%
graduacao em Economia e 20% em Administracdo. Do total de alunos de
Matemadtica, Economia e Administracao, 40%, 20% e 50%, respectivamente,
sao mulheres. Um aluno é escolhido, ao acaso. Determine a probabilidade

deste aluno cursar Economia, sabendo que é uma mulher.
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Solugao:

Sejam os eventos:

L: ser aluno de licenciatura em Matematica.

E: ser aluno de Economia.

A: ser aluno de Administracao.

M: ser mulher.

Veja que, pelos dados do enunciado, temos P(L) = 0,45; P(FE) =
0,35; P(A)=0,20; P(M|L)=0,40; P(M|E)=0,20e P(M|A)=0,50.

Queremos P(FE|M).

Sabemos que a probabilidade condicional é dada por

P(ENM P(E).(P(M|E
p(par — PEDM) _ PUE).(POMIE)
P(M) P(M)

Oseventos L, F e A formam uma particao do espaco amostral associado
ao experimento “escolher um aluno e anotar seu curso” (uma vez que a soma
das propor¢oes de cada curso é 100%). Podemos aplicar o teorema da proba-
hilidade total e escrever:

P(M) =PMNL)+P(MNE)+ P(MNA)=

= P(L).P(M|L)+ P(E).P(M|E)+ P(A).P(M|A) =

= (0,45 x 0,40) 4 (0,35 x 0,20) + (0,20 x 0,50) =

=0,35

Substituindo esses valores na expressao da probabilidade pedida, temos:
0,35 x 0,20
P(E|M)= ——+""—=10,20.
(E[M) 0,35 ’
Exemplo 79
Em certa comunidade, 1% da populacao tem uma doenga. Em alguns casos,
o exame realizado para detectar a doenca pode dar uma indicacao positiva
para uma pessoa que nao a possui. Sabe-se que a probabilidade de ocorrer
um resultado positivo, quando a pessoa tem a doenca, é de 0,85 e quando
nao tem é de 0,02. Uma pessoa dessa comunidade é escolhida ao acaso. Qual
é a probabilidade de a pessoa ser portadora da doenca, se o resultado do seu
exame for positivo?
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Solugao:
Sejam os eventos:
S: o exame da pessoa escolhida dar positivo.
D: a pessoa escolhida ter a doenca.

Queremos determinar P(D|S).

Temos:

P(D) = 0,01. Logo, P(D) = 0,99.
P(S|D) = 0,85

P(S|D) = 0,02

O evento S pode ocorrer estando a pessoa doente ou nao, e esses dois
eventos (respectivamente SN D e SN ﬁ) sao mutuamente exclusivos. Logo,
a probabilidade de ocorrer S é a probabilidade da uniao dos eventos S N D
e SND. Isto é

P(D) =P(SND)+P(SND) =
= P(D).P(S|D) + P(D).P(S|D) =
= (0,01)(0,85) + (0,99).(0,02) =
= 00,0085 + 0,0198 =
=0,0283

Entao, a probabilidade de uma pessoa ter a doenca, por ter ocorrido

um resultado positivo é:

P(SND)  P(D).P(S|D)  (0,01)(0,85) 0,0085
P(S) P(S) 0,028  0,0283

P(D|S) = =0, 30035 .

Analise a drvore das probabilidades para chegar a mesma resposta.

s — DnS — 0,01x0,85=0,0085

0,85
D
0,01 0,15 N
S —> Dns —> 0,99x0,02=0,0198
0,02
0,99 _
D
0,98
N
P (S) = 0,0085 + 0,0198 = 0,0283
P (D/S) = PONS _ _ 0008 =0,30035

P (S) 0,0283
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Resumo

O teorema da probabilidade total é 1til em problemas em que é mais
facil determinar as probabilidades condicionais de um certo evento do que a
sua probabilidade absoluta. Para isso, precisamos ter eventos que formem

uma particao do espaco amostral.

O Teorema de Bayes analisa a seguinte situagao: supondo que um certo
efeito pode ter diferentes causas, uma vez observado o efeito, qual a proba-
bilidade de ter sido provocado por uma determinada causa? E como se

pensassemos de uma forma “contraria” a usual.

Exercicios

1. Um dado é viciado de maneira que a probabilidade de sair certo nimero
é proporcional ao seu valor (por exemplo, o nimero 5 é 5 vezes mais

provéavel de sair do que o nimero 1). Determine a probabilidade :

(
(

a) de cada evento simples;

b) do evento A: “sair nimero impar”;
(¢) de sair 3, sabendo-se que o nimero é impar;

(d) de sair nimero par, sabendo-se que saiu um ndimero maior que 3.

2. Duas pessoas participam de uma maratona. A probabilidade da pri-
meira de completar o percurso é 2/3 e a probabilidade da segunda de

completar o percurso é 3/5. Qual a probabilidade de:

(a) ambas completarem o percurso?

(b) ao menos uma delas completar o percurso?

3. Uma carta é extraida, ao acaso, de um baralho de 52 cartas. Sejam os

eventos:

A: copas

B: rei

(' rei ou valete

Determine P(A), P(B), P(C),P(ANB),P(ANC) e P(BNC). Quais

dos pares de eventos sao independentes?
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4. Um grupo de 100 pessoas é classificado segundo a cor dos olhos e dos

cabelos, conforme indica a tabela:

olhos — | azuis | castanhos
cabelo

|

loura 36 12
morena 9 32
ruiva ) 6

Uma dessas pessoas € escolhida ao acaso. Qual a probabilidade dela

Ser:

ruiva?

loura e de olhos castanhos?

morena e de olhos azuis?

morena, sabendo que possui olhos azuis?
morena ou de olhos azuis?

TN N
o T o
S S N S N

—~ T~
(o8

¢}

5. Um experimento aleatério possui espago amostral {eq, ..., e7 }, eqliiprovavel.

Considere os eventos:

A={ey,e3,e5,e7} e B={es eq €5 66 €7}

Determine P(A), P(A), P(AU B), P(AN B), P(B|A). Os eventos A e
B sao mutuamente exclusivos? Os eventos A e B sao independentes?

Justifique suas respostas.

6. Sabe-se que 80% das pessoas que abrem credidrio sdo boas pagadoras.
Suponhamos que a probabilidade de um bom pagador possuir cartao
de crédito seja de 0,9 e que um mau pagador tenha probabilidade de
0,3 de possuir cartao de crédito. Uma pessoa é escolhida ao acaso entre

as que abrem crediario. Calcule a probabilidade:

(a) de que ela tenha cartao de crédito;
(b) de ser boa pagadora, sabendo que tem cartdo de crédito;
(¢) de ser boa pagadora, sabendo que nio tem cartao de crédito.

7. Paulo e Roberto criam caes. Paulo tem 3 vezes mais caes que Roberto.
Entre os caes de Paulo, 20% sao de raca e entre os de Roberto, 10%
sao de raca. Um cao é encontrado. Sabe-se que pertence a Paulo ou a
Roberto.

(a) Qual a probabilidade de pertencer a Paulo?

(b) Sabendo-se que o cao é de raga, qual a probabilidade de que

pertenca a Paulo?
CEDERJ
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8.

10.

Foi realizado um teste para detectar uma doenga. Sabe-se que o teste
é capaz de descobrir a doenca em 97% das pessoas afetadas. Sabe-
se, também, que o teste, erroneamente, identifica a doenca em 5% das
pessoas saudaveis. Além disso, sabe-se que, quando aplicado a pessoas
que tenham algum outro tipo de doenca, 10% sao diagnosticados de

forma incorreta.

A populacao submetida ao teste era composta de 1% de pessoas
afetadas pela doenca, 96% de pessoas saudaveis e 3% de pessoas apre-

sentando outras doencas.

Uma pessoa dessa populacao é escolhida ao acaso e seu teste deu
positivo, isto é, foi detectada a doenca. Qual a probabilidade de que

ela esteja realmente com aquela doencga?

. Um aparelho para testar valvulas sempre detecta uma valvula ruim.

No entanto, em 3% das vezes em que ele indica defeito, a védlvula, de
fato, estd perfeita. Sabe-se que, num lote, 95% das véalvulas estao boas.
Uma valvula é retirada ao acaso desse lote. Ela é testada e é dada como

estragada. Qual a probabilidade de se tratar de uma valvula boa?

Numa turma de terceiro ano de ensino médio, as quantidades de alunas
e de alunos sao iguais. Suponha que a probabilidade de um rapaz se
dedicar as ciéncias exatas é de 4/5 e que a probabilidade de uma moga
se dedicar as ciéncias exatas é de 2/5. Um estudante dessa turma é

escolhido, ao acaso. Qual a probabilidade de :

(a) ser um rapaz que se dedica as ciéncias exatas?
(b) ser um estudante de ciéncias exatas?

(¢) ser do sexo masculino, sabendo que gosta de ciéncias exatas?
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