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Prezado aluno:

Trago as boas-vindas para vocé que inicia o estudo de Mé-
todos Deterministicos e os votos de uma feliz e produtivai-ca
nhada.

Esta disciplina tem a finalidade de colocar a Matematica
como uma ferramenta de apoio ao curso de Administragao.

Neste modulo, o foco principal & uma revisao de contetido
basicos que fazem parte do curriculo do Ensino Médio,quas
agui sao introduzidos numa linguagem adequada aos propos
da disciplina.

Revelo duas estratégias, entre as principais, que norizia
proposta da disciplina: a visualizagao geométrica eszdude
motivacao em exemplos praticos.

A visualizacao geométrica € muito importante para afxa
de conceitos e, aléem do fato de incorporar a visao intuitie
espaco, muito auxilia no aprendizado das técnicas duuical
e na resolucao de problemas. Por outro lado, a motivagéo
exemplos praticos, dentro do universo de interesse do déas
Administracao, também & relevante para a contextaghia da
disciplina.

Desejo a vocé um bom estudo e uma feliz caminhada nesta
disciplina e no curso que se inicia.

Celso Costa






Aula

CONJUNTOS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

entender o conceito de conjunto;
realizar opera@es com conjuntos.
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Definicao 1.1

Conjunto & um conceito fundamental que esta na base de
construcado da Matematica. Como se trata de um conceito
primitivo, conjunto & uma noc¢ao que nao pode ser defiaida
partir de outros conceitos da Matematica. Conjunto esares

a idéia intuitiva de reuniao de elementos (pessoas, ahjet
nameros, etc.) que podem ser agrupados por possuirem ca-
racteristicas comuns. Sao exemplos de conjuntos: omnju

de todas as letras do alfabeto ou o conjunto de todas as mu-
Iheres brasileiras.

Para representar conjuntos, usamos as letras maitggulas
B,C,--- e pararepresentar elementos do conjunto, usamos letras
minUsculas, b, c,---. Existem varias maneiras de representar
um conjunto, sendo a mais usual escrever 0s elementos um a um,
separados por virgulas, ou representar entre chaves omargie
genérico do conjunto através de suas propriedades. Mpjasa
exemplos.

O conjuntoA das letras de todas as vogais do alfabeto pode
ser representado como

A={aeji,o,u} ou A={x|xévogaldo alfabeto portugups

VVamos aproveitar este exemplo para estabelecer a redagao
tre um elemento e o conjunto que € a relacao de pertiagaci
qual é representada pelos simbatas¢Z. Assim, para represen-
tar queu esta no conjunté e que um elementd nao esta no
conjuntoA, escrevemos:

ue A“upertence & e d¢A “dnao pertence A”.

No estudo de conjuntos, & imprescindivel introduzir o-con
ceito de conjunto vazio. Denomina-se conjunto vazio aquele
gue nao possui nenhum elemento. Para representa-lopgssam
simbolo 0. Assim, por exemplo, se

B={x| x & um dia da semana cuja primeira letrg &htaoB = 0.



SUBCONJUNTOS

Considere dois conjuntos e B. Se todo elemento do con-
junto B também for um elemento do conjunddiremos qud3
€ um subconjunto do conjunta Por outro lado, se existir um
Gnico elemento do conjunt® que nao pertence ao conjurAQ
entaoB ndo & subconjunto d& Veja através de um exemplo.

Sejam os conjuntos,

A={ab,c,d,e f};

B={ae};

C={ace|i}.
EntaoB & um subconjunto d&, uma vez que todo elemento de
B € também um elemento do conjurio No entantoC nao &

um subconjunto dé, ja que o elementbpertence ao conjunto
C, mas nao pertence ao conjuto

Para representar a relacao de inclusao entre conjumes,
amos os simbolos e ¢. Em relacdo ao exemplo anterior, es-
crevemos qud C A “B esta contido em\’e C ¢ A“C nao esta
contido emA”

Dado o conjuntdA = {x,y, z}, associar V (verdadeira) ou F
(falsa) a cada uma das sentencas a seguir:

a) yg A b) A={y,zx} c) {x} e {xy,z}
d) xe A e) {y,x} CA

CEDERJ 11
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UNIAO, INTERSECAO E PRODUTO CARTE -
SIANO DE CONJUNTOS

Dados dois conjuntod e B, podemos formar quatro novos
conjuntos:

)
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O conjunto uniao de A e B & o conjunto formado por
todos os elementos deou deB. Usamos o simbolo
para representar o NOvo conjunto uniao e escrevemos

AUB={x|xeAouxeB}.

Veja, naFigura 1.1, a representacao grafica da uniao de
dois conjuntos.

Figura 1.1: Unizo de conjuntos.

O conjunto interse¢do de A e B € o conjunto formado

por todos os elementos que pertencem a ambos os conjun-
tos A e B. Usamos o simbolo para representar o0 novo
conjunto intersecao e escrevemos

ANB={x|xeAexeB}.

Veja, naFigura 1.2, a representacao grafica da intersecao
de dois conjuntos.

Figura 1.2: Interse¢ao de conjuntos.



iii) O conjunto produto cartesiano do conjuntoA pelo con-
junto B, o qual € representado parx B, &€ o conjunto

AxB={(xy)|xe AeyeB}.

iv) O conjunto diferenca entre os conjuntosA e B & for-
mado pelos elementos que pertencefveanao pertencem
aB. Usamos a notacad — B para o conjunto diferenca.
Portanto,

A—-B={x|xeAex¢B}

Veja, naFigura 1.3, a representacao grafica da diferenca
A— B, entre 0s conjuntoA e B.

Figura 1.3: DiferengaA — B entre conjuntos.

Exemplo 1.3

Sejam 0s conjuntos,

A={ab,c,d e},
B={aei};
Cc={f,qg}.

Entao,
AUB={a,b,c,d,ei};
ANB={ae};
A—B={b,c,d};
BxC={(a f),(a9)(ef)(eg),(f) 9}

CEDERJ 13
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4 Quando estamos estudando conjuntos, podemos nos referir
ao conjunto universo representado pela letraNuma si-
tuacao especificadd, &€ o conjunto que contém como sub-
conjuntos os conjuntos estudados. Para um certo conjunto
A, escrevemod C U, isto &, o conjunt@ esta contido no
conjunto universdJ .

Nesta situacao, denominamos conjunto complementar do
conjuntoA ao conjunto formado pelos elementos do con-
junto universdJ que nao pertencemA Entao, na ver-
dade, este conjunto & representado pela difergngah.
Também & (til a notacaA® para representar o conjunto
complementar dé. Assim,

A°={x|xeU ex¢gA}.

Veja, naFigura 1.4, a representacao €.

Figura 1.4: Conjunto complementar d&

No diagrama representado Regura 1.5, assinale, entre as
alternativas a seguir, aquela que representa a parte aaehur

a) (AUC)—B b) (BNC)—A ¢) (ANB)-C
d) (ANC)UB e) A— (B—C)

14 CEDERJ



‘
Figura 1.5: Operagao entre conjuntos.

NUMERO DE ELEMENTOS DE UM CON -
JUNTO

Um conjunto & ditdinito quando possui um numefimito n
de elementos. Em caso contrario, 0 conjunto & charnmdihito.
Dados os conjuntos finitds e B, representamos por

n(A) o niumero de elementos de

n(B) o niumero de elementos &

n(AUB) o numero de elementos da unid&a B;
(

n(ANB) o nimero de elementos da interseg&oB.

Nao é dificil verificar que a formula

n(AUB) =n(A) +n(B) —n(ANB) (1.1)

fornece o nUmero de elementos do conjunto unidao em €unca
do nimero de elementos dos conjuntos B e do niUmero de
elementos da interse¢@o) B. Verifigue como isto acontece.

Em primeiro lugar, contamos o conjunfg obtendon(A),
contamos o conjuntB, obtendan(B). Agora vai uma pergunta:
em que circunstancia é correto escrever:

n(AUB) =n(A) +n(B)?

A igualdade acima sb6 vale no caso em queB = 0, isto €,
guando a intersecao dos conjunfd® B & o conjunto vazio.
No caso geral, quanddn B # 0, para encontrar o valorAU

B), devemos retirar da sorm@A) + n(B) o valorn(ANB), para

CEDERJ 15
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nao contar duas vezes a contribuicaoAdeB no valorn(AU
B). Com esta providéncia, podemos comprovar a validade da
formula (1.1).

Exemplo 1.4

Considere os conjuntds= {a,b,c,d,e}, B={a,ei}. Va-
mos verificar a validade da formula (1.1), para este cas@par
lar. Acompanhe pelkigura 1.6. Note quen(A) =5, n(B) = 3,
n(AUB) =6 en(ANB) = 2. Esses dados levados a formula (1.1)
confirmam a igualdade.

Figura 1.6: Numero de elementos do conjunto uniao.

Mudando levemente de rumo, vamos encontrar agora a for-
mula que permite calcula(A x B) que representa o nUmero de
elementos do produto cartesiafiax B. Nao é dificil provar que

n(Ax B) =n(A)-n(B).

Acompanhe como verificar a validade da formula para con-
juntosA e B, respectivamente, com 4 e 5 elementos. Represen-
tando os conjuntos explicitamente, temos que

A={a1,ap,a3,a4} €B = {by, by, b3, by, bs},

entao o conjunt® x B pode ser lido na tabela que aparece na
Figura 1.7, a seguir, onde na primeira linha aparecem todos os
pares do tipgay,b;), j variando de 1 até 5; na segunda linha
aparecem todos os pares do tij@e,b;), j variando de 1 até 5

e, assim, sucessivamente, até a Ultima linha. A tabeldranos
todos os pareéa;, bj), os quais representam todos os elementos
deA x B.



(ag,b1) | (a1,b2) | (a1,bg3) | (a1,ba) | (az,bs)
(ap,b1) | (ag,b2) | (ap,b3) | (a2,ba) | (&2,bs)
(a3,b1) | (a3,b) | (a3, ba) | (a3,ba) | (a4,bs)
(8.4, bl) (8.4, b2) (ala b3) (alv b4) (a17 b5)

Figura 1.7: Representacao dos elementos\deB.

A representacao dé x B através de uma matriz retangular
permite o calculo do nimero de elementos, simplesmente mu
tiplicando o nUmero de linhas pelo nUmero de colunas. e
no caso particular representadofigura 1.7,

N(AxB) =n(A) -n(B) =4x5=20

De modo geral, como o niUmero de linhag8) e o nUmero
de colunas &(B), entao vale

n(Ax B)=n(A)-n(B).

# i, o simboloe & usado para relacionar um elemento
e seu conjunto, enquanto o simbaicé usado para

relacionar dois conjuntos;

ii. 0 conjunto vazio & um subconjunto de qualquer con-
junto. Ou seja, @ A, qualquer que seja o conjunto
A

iii. todo conjunto & um subconjunto de si proprio. Ou
seja,A C A, qualquer que seja 0 conjurdo

iv. setrés conjunto8, BeCsaotaisqu&CcBeBcC
entaoA C C.

1. Considere os conjuntds={ —1,1,%, 231 eB={0,1,%,4}.
Determine os conjuntos—B e A x (A—B).

2. Considere os conjuntds= {1,2,3} e B= {4,5}. Deter-
mine os conjuntoB x (B—A) eAx (A—B).

CEDERJ 17
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3. Nos exercicios seguintes, assinale nos diagramas gre ap
cem naFigura 1.8, os conjuntos indicados:

a) (AuC)—B
Figura 1.8.a.
b) (BNC)—A

s

Figura 1.8.b.

18 CEDERJ



Aula

Os CONJUNTOS DOS NUMEROS NATURAIS,
INTEIROS E RACIONAIS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

rever propriedadessicas dosimeros naturais
e inteiros;

compreender a represerdacdos imeros in-
teiros sobre uma reta;

recordar a representag dos imeros racionais
na reta nurarica;

trabalhar com propriedades opénés do con-
junto dos rimeros racionais.
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Os livros didaticos
citam, com
frequéncia, a
historia do
ancestral pastor
que a cada ovelha
de seu rebanho
fazia corresponder
uma pedrinha em
seu bolso. Com
este procedimento
simples, o pastor
“contava’ e
controlava seu
rebanho, evitando o
desaparecimento
ou comemorando o
nascimento de um
novo animal.

\.~ £ S

v- a"‘iv
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NUMEROS NATURAIS

Vivemos e nos orientamos em um mundo de nUmeros. Temos
horarios para ir e voltar do trabalho, nosso endereco tem u
niamero de CEP, nossa identidade e nosso CPF sao numeros.
Acrescente-se ainda 0s nUmeros de emergéncia: pdiimia;
beiros, hospitais. Seria exaustivo lembrar tantos nusndttes
acompanham a evolucao do ser humano primitivo e hoje, com o
uso dos computadores, sao ferramentas fundamentaisata-rev
cao0 que presenciamos na organizacao de nossa sociedade

Os nUumeros estao de tal modo presentes em nossas vidas que
0s usamos de modo automatico, sem lembrar que sao esiacd
abstratas da mente humana.

A mais antiga idéia de niUmero surge da necessidade de con-
tar. No principio da aventura humana, o antigo pastor, ao co
parar seu conjunto de ovelhas ao correspondente conjunto de
pedrinhas, identificava uma caracteristica comum aosunen;
tos. Essa caracteristica quantitativa evolui poste o para
a idéia abstrata de numero e a expressao dessa idéiagimr m
de simbolos. Veja, por exemplo, 0 nUmero 5; pare um pouco e
pense na imensa abstracao por tras desse simbolo.

O conjunto dos nUmeros naturais, representado pelaNetra
é o conjuntaN = {1,2,3,4,5,...}.

Notamos que é indiferente incluirmos ou nao o nimero 0
(zero) no conjuntd. Historicamente, a idéia abstrata de um na-
mero zero surge mais tarde, associado a auséncia deopgeto
contar.

E importante que vocé pare um pouco e reflita sobre o sig-
nificado dos trés pontinhos que aparecem na definicao o co
junto dos nimeros naturalé. Os pontinhos expressam gbie
€ um conjunto infinito e que conhecemos de antemao como escr
ever indefinidamente um apbs outro os elementosNde
A consideracao e compreensao do infinito & um grande dalt
abstracao, possivel na mente humana!

Quais sao as propriedades fundamentais do conjiinde
numeros naturais? Sao as propriedades conhecidasAximo
mas de PeanoDentre elas, destacamos duas. A primeira é a que
garante a existéncia de um primeiro nimero natural, cem@rh.

A segunda garante que todo nimero natural tem um “sucessor”



O sucessor de 4 € 5, 0 sucessor de 199 € 200 e, em geral, 0

—

daéen+1. .
sucessoraaen—+ Axioma g
, Enunciado \8
NUMEROS INTEIROS admitido como =

verdadeiro sem

Os nUmeros naturais sao Uteis para resolver problemas deecessidade de
contagem e, no entanto, sao insuficientes para soluciooar p provas. Por
blemas do dia-a-dia, como perdas, prejuizos etc. exemplo, na Fisica

. ~ . . ; , . de Einstein, um
No fim do més passado, dia 28, recebi uma terrivel notigia. 4 o como

ao tirar, no banco, o extrato de minha conta corrente num ter:,ixiomaéquea
minal eletrdnico. Os valores impressos em tinta vermedha (

Ancial . _ velocidade da luz
vertenC|a.) sentenclavam: no VACLO &

constante e
Saldo atual—305 00. independente de
qualquer

E & isto. Convencionamos para representar a perda de 2 ovel- referencial.
has, por exemplo, colocando o sinal™antes do numero. As-

sim, —2 expressaria essa perda. Do mesmo modo, meu saldo
de—305,00 no dia 28 expunha minha desagradavel condicio de Gluseppe
devedor junto ao banco. Peano

2]

AULA

Incorporando aos numeros naturais, 0s nimeros negative358-1932)
e 0 nUmero zero, chegamos ao conjunto dos numeros inteiros
7Z=A...,-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Os nUmeros naturais também sao chamados de inteiros
sitivos. Note que, como conjuntds,C Z.

REPRESENTACAO DE Z SOBRE UMA RETA

; Destacado logico e
E muito Gtil representar os nUmeros inteiros sobre uneaa ret  matematico

orientada. Escolha uma reta no plano e sobre ela marque doisitaliano, com
pontos, o pont® e o pontol. Em seguida, associe aos pontos _contribuicoes

. , importantes em
O el, respectivamente, os numeros 0 (zero) e 1. Fundamentos da

Aritmética e da
Geometria. Para
saber mais sobre
Peano e seus
axiomas, consulte:
http://users.hotlink.com.br/
marielli/matematica/

geniomat/peano.html

CEDERJ 21
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Reforcando

Quaisquer dois
pontos
consecutivos
marcados para
representar
nGmeros inteiros na
reta definem
segmentos de
comprimento
unitario.
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O segmento de reta cujos extremos sao os pddted é
denominado “segmento unidade”. Com esse segmento como
padrao, definimos a posicao de todos os nUmeros intsiloe
areta.

O segment®| estabelece dosentidos de percurssobre a
reta: o que vai d®© paral e o que vai dé paraO. Escolhemos
um desses sentidos como sendpasitivoe o outro como o
negativo A conveng¢ao que predomina universalmente & a de
escolher como sentido positivo o que vai@earal. Também é
uma convencao universal escolher o pdraalireita deD, como
naFigura 2.1.

Figura 2.1: O segmento unidade.

A partir do ponto 0 (zero) e seguindo no sentido positivo da
reta, vamos justapondo sucessivamente o segmento unidade d
modo a relacionar cada nUmero natural com um Unico ponto da
reta. Essa construcao é feita de tal modo que o segmengtede
Cujos extremos sao um nimero naturalseu sucessort+ 1 tem
0 mesmo comprimento deegmento unidaddJma construcao
analoga é feita a partir do ponto 0 (zero) no sentido negati
de percurso sobre a reta, marcando sucessivamente pontos as
sociados aos nUmeros inteiros negativds —2, —3, ... Veja a
Figura 2.2

Figura 2.2: Os nimeros inteiros na reta.

Assinale na reta da figura a seguir 0s pontos correspondentes
aos nimeros-10, 3,9, —6, —2.

1

0



RELAGAO DE ORDEM

A representag¢ao dos numeros inteiros sobre uma reta-orie
tada permite estabelecer uma relagao de ordem no corjunto

Definicao 2.1

Dizemos que o namero inteirm & menor que 0 himero in-
teiron se na representacao sobre uma reta orientada o ponto
que representa aparecer antes do ponto que represanta

Note que na
- . definicdo de ordem
Utilizamos a notacam < n para indicar quen &€ menor que USamos a
n. A notacaan > m(n &€ maior quem) tem 0 mesmo significado expressiam
quem<n. aparece antes de
Usamos a notacam < n (m & menor ou igual &) para sig- nareta. 1sso
nificar quem & menor ou igual a, e a notacda > m(né& maior  significaque a
ou igual am) equivale an< n. direcao que aponta
demparan
coincide com a
Definicao 2.2 dire¢ao da reta.

Um numerom é dito positivose for maior do que zero, isto
é, m> 0. Um numerom & dito negativose for menor do
que zero, isto ém < 0. O numero zero nao & positivo nem
negativo.

PROPRIEDADE§ OPERACIONAIS PARA A SOMA E
MULTIPLICAC, AO

Veja as propriedades operacionais para a soma e multiticac
de nUmeros inteiros, popularmente denominadas “regrsisdis”.

Para melhor acompanhar os enunciados, lembre que o valor
absoluto de um namero inteiro & o proprio nimero no caso d
um namero positivo, e o simétrico do nUmero no caso deamdm
negativo. Assim, o valor absoluto de 2 & 2 e o valor absolato d
-3é3.

£ Para adicionar numeros inteiros de mesmo sinal, adicione
0s nameros conservando o sinal no resultado.
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a)

oo

b)

Voa)

d)
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Calcule a soma 6+ (—43).

Solugdo: Ambas as parcelas sao nimeros negativos. Logo,
o resultado da adicao & um nimero negativo. Ou sefa

(~43) = —6-43= —(6+43) = —49.

Para adicionar nUmeros inteiros de sinais diferentes, sub

traem-se os nUmeros, dando ao resultado o sinal do inteiro
de maior valor absoluto.

Calcule a soma-63+43.

Solugdo: Temos a adicdo de um nimero negativo com um

nimero positivo. O ndmero negativo tem maior valor abso-
luto. Portanto, a soma sera um nimero negativo. Acompanhe

conta: —63+43= —(63—43) = —20.

O produto de dois inteiros que tém sinais diferentes € um
namero negativo cujo valor absoluto & obtido pelo produto
dos nUmeros.

Calcule(—63) - 43.
Solucgo: (—63)-43= —(63-43) = —2.709.

O produto de dois inteiros de mesmo sinal € um nimero
positivo, cujo valor absoluto & obtido pelo produto dos va-
lores absolutos dos numeros.

Calcule(—3) - (—4).
Soluggo: (-3) - (—4) =+(3-4) = +12=12.

Calcule -2x3x9—-2x3.

Solugdo: Antes de comecar o calculo, lembre que as multipli-
cacOes sempre devem ser efetuadas antes das adicOals-ou s
tracOes, a menos que a expressao contenha paréntesess,c
colchetes, etc... que subvertam essa hierarquia. Exg®ss”
numeéricas que envolvam apenas adicdes ou subtragtesnp

ser calculadas de acordo com a ordem em que as operagbes va
surgindo ou em qualquer ordem. Portante; ®x 3 x 9—2x
3=9-54-6=9-60= —51.



f) Calcule(9—2x3) x (9—2x 3).

Solugao: Agora, devemos efetuar primeiro as operagdes entre
parénteses: 92x3=9—-6=3. Assim,(9—2x3) x (9—2x
3)=3x3=09.

Note que os exemplase f contém os mesmos nimeros e
as mesmas operacdes. Todavia, as respostas sao congritta
diferentes, devido a presenca de parénteses. Mais tevagl-
culo de expressdes numeéricas, vamos usar, alem detgsesn
colchetes e chaves.

. Exerdcio22 |

Calcule:

1. 5-2x4+3—1
2. 5-2x (4+3-1)

3. Vocé obteve o mesmo resultado nos dois itens?

NUMEROS RACIONAIS

Vocé esta numa festa de aniversario e o dono da casa®ferec
um saboroso pedaco de bolo. Em virtude do regime que vocé
comecou ontem, o pedaco parece exagerado. Vocé exciama,
duras penas, que & muito grande, e que quer apenas um terco
desse pedaco de bolo.

O que aconteceu? O pedaco de bolo representava uma unidade
gue Ihe era oferecida, e voceé solicita que esta seja davieil
trés partes iguais, das quais apenas uma sera sua. \&gja de
uma exata parte, ou uma fracao da unidade oferecida. Aimane
abstrata de representar essa idéia & escéever

Os nUmeros racionais surgem para expressar ou medir quan-
tidades nas quais aparecem envolvidas partes da unidade.

Veja, na figura a seguir, um bolo de forma retangular divi-
dido em partes iguais de dois modos diferentes. Em 3 partes e
em 9 partes, respectivamente.
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Figura 2.3: Divisao da unidade.

Do ponto de vista da quantidade, uma das partes do bolo
dividido naFigura 2.3, a esquerda, represerﬁaenquanto que
uma das partes a direita represeéltd\gora € evidente que um
pedaco de bolo representadofigura 2.3, & esquerda, & igual
a 3 pedacos de bolo representado a direita. 1sso sugeralgue
a igualdad% = g, e fica evidente que podemos representar de
varios modos uma mesma por¢ao da unidade.

Expressdes do tip§, ondeme n sdo nimeros inteirosre~
0, sao chamadas fracdes. Note %ue igual ag, pelo simples
fato de que multiplicamos por 3 0 numero de divisdes daaded
e de que também multiplicamos por 3 o nUmero das partes que
utilizamos para formar a nova fracao.

Este exemplo permite induzirmos que, ao multiplicarmos o
numerador e o denominador de uma fragao pelo mesmo nimero
inteiro n&o-nulo, n&o alteramos o valor da frac&o. Ga, $¢=
g se existe um numero inteilq ndo-nulo, tal qugp =k-me
g=k-n.

£ O que temos visto até agora szo fracdes positivas. No en-
tanto, &€ necessario considerar fracbes de um modo geral
do tipo ™™, ondem e n sao nimeros inteiros arbitrarios, in-
clusive nUmeros negativos. Assim, por exemplo, as #a¢0
= e > s&o equivalentes, respectivamente, as frages

5
€—3.

Igualdade ou equivakncia de fragdes
Duas fracdes e P sao equivalentes ou iguais se e som@nte
semg= pn. Em simbolos, vale a regra do produto cruzgdo:

m_ P _




Aigualdade de fracdes decorre do seguinte argumentoo com

n e g sao nimeros inteiros nao-nulos podemos esc@\;terrnlaJ

n
eq = gn-
Veja que os denominadores das fracdes transformadas agor
coincidem. Entado, a igualdade enffeeg ocorre exatamente
e apenas quando os numeradores destas fracdes coinodem,
seja, quandong= pn.

Use aregra do produto cruzado para assinalar V (verdadeiro)
ou F (falso) para cada uma das igualdades a seguir:
2 7 5 -10 -13 13
3= Uzm=% O—==3%
Agora, podemos introduzir o cr%njun@)dos nameros racionais.
Q € o conjunto de todas as frag(”)ﬁs ondem e n sao numeros

inteiros en # 0. Em simbolos) = {m' m,neZ, n# O}.

n

4 Duas fragbes equivalentes representam o mesmo nimero
racional.

Soma e produto de imeros racionais

. m p 7 . - . p o
SejamT e | nUmeros racionais quaisquer. Entgbt + =
LEMP e M. P — TP 530, respectivamente, a soma e o
duto dos nUmeros racionais.

Efetue as operacdes indicadas:

8:?

1. 4 °
375

5 —2
2. 2. 2229
73
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Voa)

i) Inclusao de conjuntos:
Vale a inclusao de conjunt@&cC Q. Pois seme Z,
entdom=T € Q.

ii) Igualdade de niumeros racionais:

Dois numeros racionai% e $ Sao iguais se e so-
mente senr = np. Em simbolos:

m_p
— == <= m-r=n-p.
n r

Comentario: Ja tivemos ocasiao de falar sobre essa
igualdade antes da definicao do conju@itcEsse re-
sultado é referido como “regra do produto cruzado”
para identificar duas fragcdes iguais ou dois nUmeros
racionais iguais.

iii) Divisao de nUmeros racionais:

SeB # 0, a divisao do nUmer& por
porr n

P

A e definida

m p m r mr
— o= —X—=—,
n“r n p np

iv) Inverso de nUmeros racionais:

Se? # 0, o inverso deg € 0 numero raciona%.

Note quer—)-L =1.
rp

b)

~12 -7 —12>< 2 24 24
5 2 5 -7 -35 35

Em um grupo de turistas, a sexta parte & de italianos, a
metade de franceses e 0s 10 restantes sao americanos. Quan-
tos turistas ha no grupo?
Solucgao: Temos que% +} = }+§ _4_2 correspondem a
6 2 6 6 6 3

. 1 , , .
italianos e franceses. Log%, dos turistas & americano. Como

- . - .3,
sao 10 os americanos, entao o total de turlsti\s<d0: 30.



REPRESENTACAO GEOMETRICADOS NUMEROS
RACIONAIS

Anteriormente, nesta aula, mostramos como representar 0s
nameros inteiros numa reta. Ampliaremos nossa representa
colocando sobre a reta todos os nUmeros racionais. Vanmuepeo
com alguns exemplos.

a) Considere agora o problema de representar numa reta o
namero raciona%, gue representa a parte do bolo que
vocé nao comeu. Este nUmero € uma fracao da unidade.
Basta dividir a unidade em trés partes iguais e avancar
duas casas a partir do ponto inicial. Vejgigura 2.4:

2
3
1
T

-1 0 1 2
Figura 2.4: Representacao do nUme%o

b) Considere o nimero raciong®. A divisao de 153 por 4
da 38 e deixa resto 1. Assim, podemos escrever

153| 4
1 3 = 153=4x 38+ 1.
Entao,
153_4><38+1_4><38+}_38+}
4 4 4 4 4’

— O que fazemos agora? Bom, em primeiro lugar, vamos
ao intervalo de comprimento 1 da reta determinado pelos
pontos correspondentes aos numeros inteiros 38 e 39.

38 39
} 1 |
IR

Figura 2.5: Intervalo unitéario.
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Agora, dividimos o intervalo unitario destacado em qua-
tro partes iguais. Em seguida, a partir do ponto repre-
sentado pelo nUmero 38, avangamos uma casa para en-
contrar o ponto correspondente ao nimero procurado. Em
destaque, na figura a seguir, esta indicado o ponto que cor-
responde ao nimerg®.

38 39
—t—t— >
/‘ R
38+1/4

Figura 2.6. Representacgao do nﬂme}tgg.

Representar na reta o nimero raciongd’.

Solugdo: Primeiramente, ignoramos o sinal negativo e efetu-
amos a divisao de 127 por 5, encontrando um dividendo 25 e
um resto 2. Ou seja,

127| 5 .
2 |25
Assim,
127=5x 25+ 2.
Dai,

—127=-5x25-2=5x(-25 - 2.

Prosseguindo,

127 _5x(-25)-2 5x(-25 2_ . 2
5 5 -5 5 5

Note que o nUmer&ZS—% esta a esquerda de25 e a di-
reita de—26. Portanto, no intervalo unitario cujos extremos sao
0s nimeros-26 e —25, localizamos o ponto que representa o
nimero racionak£2’. Veja aFigura 2.7:

-27 -26 -25
1 1 -127 1
5 —127
Figura 2.7: Representagao do nl'JmeFeS—.



Usando aFigura 2.8, encontre uma boa representacao dos

nl’Jmeros‘,?—3 _—3e}
4’ 2 2
s —
-2-1 0 1 18 19
Figura 2.8: Representagao de nimeros.

RELAGAO DE ORDEM NOS NUMEROS
RACIONAIS

A representacao dos numeros racionais sobre uma reta ori
entada permite estabelecer uma relacao de ordem no ¢onjun
Q. Suponha que os nUmeros racionais estao representdmes so
uma reta horizontal, estando os nimeros negativos a esgee
0s positivos a direita.

O ndmero racionall € menor que o nimero raciorsd= ?
se na representag&o sobre uma reta orientada o nirestiver
a esquerda do ponth

Para explorar um pouco mais a relagao de ordem, suponha

que%1 e? estao escritos de modo que- 0 er > 0. Note que
m—M ebP— B Olhando os segundos membros das igual-

dades, vemos que 0s nUmeros racionais estao expressas com
mesmo denominador. Logo, & possivel concluir que

< $ se, e somente se)-r < p-n.

513

A conclusao sobre a desigualdade das fracdes que acagamo
de expressar so vale com a condicao de que os degomi-
nadoresi er sejam positivos.
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O numero— 12 € menor gue o nt’Jmere3—
35 d 11

Solugao: De fato,

12 -2 3 -3
35 35 -11 11
Entao,
-1z < =3 < (—12) x 11 < (—3) x 35« —132< —105
35 11 )
Como a Ultima desigualdade & verdadeira, vale o enunciadxem-
plo.

1. Represente numa reta orientada os nﬂm%rog—lz 9
' 513

o 19
-5
2. Escreva os nUmeros acima em ordem crescente.

4 -13
3. Mostre que% > o4

4. Escreva, se possivel, uma expressao mais simples-e equi
valente a expressao dada, oagd®, m, x ey sdo niumeros
racionais:

a) 13+ 5a;
b) 21x—10x;
c) 3(5m-— 14m);
d) 3(x+2y) -2y,
e) 4(3x+2)+ (2x+3).
5. Dois nimeros racionase b s&o tais que &7 + 2a2b +

a’b? =99 e H+2a+ab= 3. Calcule o produtabdesses
nameros.
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Aula 4

PROPOSICOES E CONECTIVOS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender os enunciados dos teoremas e co-

nhecer as principais estegfias usadas em suas
demonstrages;

raciocinar com algum rigoblgico e escrever me-
lhor os seus f@prios textos mateaticos.
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O todoé maior do que a soma de suas partes.
Aristoteles

Aristoteles
(384—-322a.C.)

-
f
i

Neste modulo, vocé ganhara familiaridade com a terroinol
gia usada na Matematica. Parece pouco, mas & um granae pass
Depois de estudar o conteldo apresentado nas proximes aul
vocé estara bem preparado para compreender e usar osdiscur
matematico.

INTRODUCAO

Algumas das principais caracteristicas da Matematoaas™
abstracao, a precisao, o rigor l6gico e a diversidadgptieacoes.

Natural de

Estagira, aparece A logica € o assunto que sera abordado nesta unidade.
aquiaesquerdade E jmportante conhecer os conceitos basicos da l6gica,saa
Platao, outro para estudar, compreender e produzir Matematica, magtamb
grande filosofo que  para utiliza-los em muitas outras situagoes.

teve muita

influéncia na Os fundamentos da l6gica foram introduzidos na Grécia por
Matematica. Aristoteles, um dos filosofos mais importantes da Antlgte.
fA”Stére'es As obras de Aristoteles que versam sobre l6gica foram reu-
ormulou o

] nidas em um livro que recebeu o nome&@iganon que significa
chamadanmétodo instrumento.

dedutivo Este foi
adotado por

Euclides, ao PROPOS|QO ES
escrever os seus
Elementospor A Lingua Portuguesa, assim como as outras linguas, & for-

voltade 300a.C.  mada por palavras, sentengas, numa teia sutil e complexa. E
Desde entao, tem  pressar-se com clareza e precisao nao é tarefa facthddeira

sido uma geral, podemos classificar as sentencas de uma linguguiatee
ferramenta forma:

essencial na
Matematica. Para
obter um pouco
mais de informacao
sobre eles, veja a
colecao Os
Pensadores. Vocé
pode ver, também,
0 capitulo sobre
Aristoteles do livro
de Will Durant.

Declarativas: Hoje & domingo.

Eu nado sai de casa o dia todo.
Interrogativas:  Quem vem |a?

Qual & o seu nome?
Exclamativas:  Logico!

Viva!
Imperativas: Nao mataras!

Fecha a porta!
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SENTENGAS MATEM ATICAS

A Matematica também & expressa por sentencas. Por As sentencas
exemplo, declarativas podem
ser afirmativas ou

mT 3 -
m> 3 e Sené — > negatlvas.

sao sentencas matematicas.

#5 Sob o ponto de vista da logica, devemos lidar com as
sentencas declarativas, as quais podemos atriburalomn
verdadeisto €, cada sentenca sesxdadeiraou falsa

As duas sentencas matematicas* 3" e “senjy = @’”séo
verdadeiras.

Leia as seguintes sentencas. Algumas sao verdadeiras e ou
tras sao falsas:

1. A grama € verde.

2. Dezembro tem 31 dias.

3. Uma semana tem 8 dias.

4. O Sol € uma estrela.

5. O verao € a estacao mais fria do ano.

Alguns exemplos de sentencas as quais nao podemosratribu
valor-verdade:

1. Va mais devagar!

2. Quanto custa este livro?

3. Fulana é carioca.
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Homero foi o autor A primeira delas € uma ordem (ou um pedido) e a segunda
daOdisia, que € uma pergunta. A terceira € um caso interessante. Quaado u
narraoretornode  MOS a palavra “fulano” ou “fulana”, em geral ndo estamos con
Ulisses (ou siderando uma pessoa especifica. Para decidirmos se a¢ggente
Odisseu) da guerra € verdadeira ou falsa, precisamos personalizar a fulaepe

de Troia. Argos @0 dendo de quem for “fulana”, a sentenca tera seu valoragsrd
cao de Ulisses, e e definido. Uma situagao parecida pode surgir no contexte-ma
um modelo de matico. A frase

fidelidade pois & o x+3=11

primeiro a pode ser verdadeira (caso o valorxdseja 8) ou falsa (caso

reconhecé-loapos  geja diferente de 8).
uma auséncia de

vinte anos. .
FUNCOES PROPOSICIONAIS
Socrates

£ Expressdes que contém uma ou masiaveissao cha-
madas ddungdes proposicionais Quando as variaveis
sao substituidas por constantes, a expressao tornase u
proposicao (verdadeira ou falsa, conforme as constantes
atribuidas).

Por exemplo, X &€ homem”. Essa funcao proposicional torna-se
uma proposicao verdadeiraxe SOcratese falsa sex= Argos.
Foi professor de Essas expressdes também podem ser chamadasntiengas

Platao. Mesmo sem abertas

deixar nenhum

texto,eumadas  Ax|OMAS E TEOREMAS
figuras mais
conhecidas da
Filosofia. Suas
idéias chegaram até
nos pelas obras de
seus discipulos.
Autor de
pensamentos como:
“S06 sei que nada
sei” e “Conhece-te

a timesmo”,
marcou as geracgoes
futuras por sua
modestia e seu Em lbgica, consideramos apenas as sentencas que podem ser
amor pelo gualificadas como falsas ou verdadeiras. Tais sentencas se
conhecimento.
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Distinguir o falso do verdadeiro & o objetivo fundamental n
Matematica. A l6gica aqui tem um papel central. Dito de@ut
modo, usando as regras da l6gipegvamogjuando uma deter-
minada sentenca & verdadeira ou falsa. Nesse esquertia, par
mos de um conjunto inicial de sentencas basicas que @nsid
ramos verdadeiras (as quais chamamxismas e, usando as
regras definidas pela logica (que sao as regras do jogmjapr
mos a veracidade de novas sentencas. Essas novas sentenca
verdadeiras sao chamadasremase podem também ser usa-
das na demonstracao de novos teorenktadessa maneira que
engendramos a teia que forma a Matematica.



chamadas deroposi®es Usamos letras minUsculas, corpo
ouq, para representar proposigoes.

MODULO 1

Resumo

Proposigdes sao sentencas declarativas. Cada uma delas proposido .
possuivalor-verdadeébem estabelecido, qualificando-a como A palavra
verdadeira ou falsa. Cada proposicao determina, de naanei -

Unica, uma outra proposi¢cao que € a sua negacao e igue te ProposIgo

também & usada em
valor-verdade oposto ao seu. i
Matematica, fora

do contexto estrito

3

AULA

Lembre-se de que atribuir um valor-verdade a uma sentengd?2 09ica, como
ou ainda, determinar a veracidade de uma proposicio,qesde  Sinonimode
uma questao delicada e dificil. teorema

CONECTIVOS E PROPOSICOES COMPOSTAS

Algumas palavras e certas expressoes sao usadas insisten
temente nos textos matematicos. Vocé ja encontrou agum
delas nas unidades anteriores. Bons exemplos sao os conec-
tivos e e ou. Usando esses dois conectivos e fazendo também
a negacao, podemos construir novas proposicoes a geubiu-
tras proposicdes dadas inicialmente. Essas novas pgopss
sao chamadas geoposi@es compostas

£ Usando duas proposico@se g, podemos construir uma
nova proposica® e q, chamada deonjungo de p e q
Usamos o simbolo
pPAqQ

para denota-la. A sentenga\ q € verdadeira caso ambas,
p e g, sejam verdadeiras. Em qualquer outra situagao, ela
sera falsa.

‘Lé-se“peq’

Apenas uma das sentencas a seguir é falsa. Qual é?

a) A noite & escura e o dia é claro.
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b) Arosa é vermelha e o cravo é branco.

c) V16 éigual a4 e 187 &€ um numero primo.

Umavez que 18# 11x 17, a proposi¢ao “187 &€ um niamero
primo” é falsa e, apesar de/16 é igual a 4” ser verdadeira,
a proposicao composta/ 16 € igual a 4e 187 & um nimero
primo” é falsa.

# A partir de duas proposicdegs e g, também podemos
construir a proposi¢cao compogtaou g chamada deis-
juncao de p e gqUsamos o simbolo

pvVa

para representa-la. A proposicp® q € verdadeira caso
algumadas proposi¢dep ou q seja verdadeira. Ela sera
falsa apenasquandoambasas proposicdep e q forem
falsas.

Lé-se ‘pouq”

a) A proposicao composta/16 & igual a 4ou 187 & um

namero primo” & verdadeira.

b) Podemos afirmar que a proposicao:
7T€ um namero irracional 0§ > 3

é verdadeira, baseando-nos apenas no fato derguem
namero irracional.

Finalmente, podemos gerar uma nova proposicao a partir
de uma inicial, simplesmente negando-a.

#5 Usamos a notacae p para indicar anega@o da proposi-
cao p As proposicdep e ~ p tem valores-verdade opos-

Le-se o tos. Este fato & conhecido como o Principio da Conteadic™

QuandaAristotelescriou a logica, ele estabeleceu uma série
de principios, isto &, as regras basicas sobre as quddgsao
lbgica seria desenvolvida. Esses principios sao:
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e Principio da Identidade: Todo objeto & idéntico a simesmo.

L . L. . Aristoteles
e Principio da Contradicao: O contrario do verdadeiro € g4 .3224.c)

falso.

e Principio do Terceiro Excluido: De duas proposicoe &
contraditorias uma & verdadeira e a outra é falsa. :

Duas proposicoes sao contraditérias quando uma ésgaeg
da outra.

Os principios de

Identidade, da

#5 A palavraprincipio provem do gregarpx n (arqué, como Contradiczo e do
em “arquétipo”) e do latinprincipium, e quer dizer ponto Terceiro Excluido,

de partida e fundamento de um processo qualquer. Ela € apesar de sua
muito usada na Filosofia e na linguagem cientifica. ERimplicidade, szo
Matematica, pode ser usada como sindbnimo de axiomafundamentais.
e, nesse caso, € uma proposicao cuja veracidade nao re- Aristoteles
quer demonstragao, como nos Principios da Identidade, formulou o
da Contradi¢ao e do Terceiro Excluido, enunciados ante- Principio da
riormente. Contradicao de,

pelo menos, duas

i . ) maneiras: “Nada
A Fisica também usa essa palavra nesse sentido, COMOBHR ser e nao ser

“Principio da Indeterminagao diéeisenberd, proposto em 1927%;,uitaneamente” e
por Werner Heisenberg e que faz parte da teoria quantic® E& necessario que
teoria & bastante complicada, mas ela explica o compontamega assercao seja

dos atomos. O Principio da Indeterminagdo diz que a;po® afirmativa ou
a velocidade das particulas atdbmicas ndo podem ser cidialse negativa’.
ao mesmo tempo e com precisao. O Principio do

A palavra “principio” também pode ser usada como sin@ninh®céiro Excluido
de teorema, como no Principio da Inclusao-Exclusameiado 0 derivadodo
no Modulo 1, Aula 4. Neste caso, trata-se de uma afirmagéog Principio da

ontr

deve ser demonstrada. adigao muito
mais tarde, no

século XVIII. Eles

QUANT|F|CADORES se completam para

determinar que as

Vamos aprender agora mais um pouco do jargao matematico. proposicdes
Falaremos sobmguantificadoresOs quantificadores sao expres- simples sao ou
sbes que aparecem, em geral, no inicio das frases matamat verdadeiras ou
cuja fung@o é indicar o universo sobre o qual sera fedifirma-  falsas. Por essa
cao. Exemplos: “para todo”, “cada”, “existe um”, “existaa”, razao, diz-se que a

N ”

“nao existe algum”, “nao existe alguma”, “nenhum”, “nemfa”,  logica classica &

“qualquer um”, “qualquer uma...” bivalente
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Werner Karl
Heisenberg

Exemplo 3.4

As seguintes proposi¢des tém o mesmo significado:

(1901 - 1976)

Fisico alemao,
formulou anova
teoria da Meénica
Quantica
juntamente com
Ernest Jordan,
Erwin Schrodinger,
Niels Bohr e Paul
Dirac. Essa teoria
depende muito de
Matematica e valeu
0 prémio Nobel de
Fisica de 1932.

Todo mundo é racional.

Todas as pessoas sao racionais.

Cada pessoa € racional.

Qualquer pessoa € racional.

4 O quantificador usado nesses exemplos é chamagigede
tificador universal Nos o representamos pelo simbglo

Va € R, serfa +coga = 1.

Esta proposicao é verdadeira.

#£ O exemplo seguinte apresentguantificador existencial
Mais uma vez, todas as proposi¢cdes abaixo tém o0 mesmo
significado.

e Alguma pessoa é bonita.
e Existe pessoa bonita.

e Pelo menos uma pessoa é bonita.

NoOs representamos esse quantificador pelo simbolo

Exemplo 3.6

Ja € R, sena = 1.

Esta afirmacao é verdadeira?

A resposta & sim. O seno do angulo reto, por exemplo, & 1.
Isso pode ser expresso da seguinte maneiragseri.
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Os quantificadores universal e existencial sao trocados um
pelo outro quando fazemos a negacao de uma propositao in
ciada por um deles. Veja como funciona num exemplo:

A negacao da proposicap: Todoaluno é estudioso; € p:
Existealuno nao-estudioso.

Uma outra maneira de enunciar a proposi¢a@ é: Ha
aluno que nao é estudioso. Numa maneira tipicamente raatem
tica, seria: Existe pelo menos um aluno nao-estudioso.

A proposicaog: “Nenhum aluno €& estudiosaido € a neg
cao dep.

Note a importancia do quantificador usado na formacgao da
proposicao. As proposicoes:

Vx e R,x% = 2 (Para todoxemR, X =2) eIx e R, x2 =2
(Existex emR, tal quex? = 2) sao diferentes.

Quantificadores: O quantificador universaé representa
pelo simboldv, que se |é: “Para todo”; quantificador exis
tencial & representado pelo simbalpque se Ié: “Existe..
Esses quantificadores sao trocados um pelo outro qiando
fazemos a negacao de uma proposicao.

Resumo

Estamos chegando ao fim da aula. Bem, vocé esta come-
cando a perceber como a linguagermmportante. Mate-
matica & muito sutil, pois um pequeno detalhe pode mudar
completamente o sentido da proposi¢cao. Por exemplo, uma
proposicao do tip@V q pode ser verdadeira ao mesmo tempo
guepA(gé falsa. Isto significa uma simples troca de um “ou”
por um “e”. Precisamos estar atentos ao que dizemos, ao que
o texto diz e, principalmente, a como devemos nos expressar.
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Agora é hora de relaxar um pouco antes de seguir para a lista
de exercicios. Vocé conhece aquela do engenheiro, ido fs
do matematico? Trés amigos, um engenheiro, um fisico e um
matematico, estavam viajando de trem para o interior de Sa
Paulo. Depois que o trem passou por Rio Claro, eles avistaram
uma colina verdejante com uma linda vaca preta pastando- O en
genheiro, que estava um pouco aborrecido com o papo um tanto
abstrato de seus dois amigos, aproveitou para fazer o seguin
comentario: “Vejam, as vacas aqui sao pretas!” O fisibow
pela janela e retrucou: “Calma, ai! As vaaestemorro sao
pretas...” O matematico lancou um olhar de censura s@u® s
dois amigos e disse, balancando a cabeca, para enfdhizata
disso, carissimos! O que realmente podemos afirmar € gte ne
morro ha uma vaca com o lado direito preto...”

1. Determine quais das frases a seguir sao proposicoes:

a) Cenouras sao saudaveis.
b) O Brasil & um pais tropical.
c) Todos os homens sao astutos.
d) Faca as malas.
e) A paciéncia € uma virtude.
f) Debussy compods duas sinfonias.
g) A paciéncia & um jogo.
h) Paratodo mal ha cura.
i) Todo mundo tem um segredo.
J) Nao fume!
[) Todo amor é forte.
m) Quantos anos vocé tem?
n) O quadrado de cada nUmero & nao-negativo.
0) Que calor!

p) Antonio Carlos Jobim, o Tom Jobim, & um composi-
tor brasileiro.

g) Quanto custa esta mesa?



2. Construaanegacao de cada uma das seguintes paggsic”™

a) A péraé uma fruta.

b) Algumas dperas sao longas.

c) Todos gostam de dancar.

d) Algumas pessoas nao tém carro.

e) Todos tém televisores e aparelhos de video.
f) O dinheiro nao traz a felicidade.

g) Todo desfile de escola de samba tem mestre-sala e
porta-bandeira.

h) Dom Quixote &€ um personagem criado por Miguel
de Cervantes.

i) Todo amor é forte.
i) Nenhum amor é fraco.

3. Escreva literalmente as seguintes proposicoes naditsan;

a)Vx e Z x¥<0
Solugdo: Qualquer que seja o nimero intekox® < 0.
Esta proposicao é falsa.

b) Vae R, tg?a=seGa—1

c)Ix e R, /x =4

d) 3x € N, | 2]x V 3|x

Solucdo: Existe um nimero naturaltal que 2 dividex ~ Anotacacalbé
ou 3 dividex. lida da seguinte
maneira:a divide

b, isto é,b & um
multiplo dea.

Solucao alternativa: Existe um nUmero naturad di-
visivel por 2 ou divisivel por 3.

e) HXER,senx:@.

f) VxeQ, IpqeZ, x=¢.
g) IxeQ, ¥ =5

hy vreR, r>03KeN,n>K=3i<r.
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(Auto-avaliacio h

\Até 14! Y,

Resumo

Nesta aula, vocé aprendeu que:

1. Emlbgica, lidamos comproposi@esque sao sentencas
declarativas, cada uma delas possuindo um valor-
verdade, verdadeiro ou falso. A representacao das pro-

posicdes se faz por letras mintsculas cqmgetc.

2. Para cada proposiggocorresponde a sua negacao:

p. As proposicoep e ~ p tém valores-verdade opos-

tos.

3. Dadas duas proposi¢cop® g, podemos construir duas

outras proposicoes:

pPAQ (conjuncaopeq)
pVvq (disjuncao,p ouq)

4. Em Matematica, usamos dois quantificadores:

4 (universal, qualquer que seja)
= (existencial, existe um.)

Esses quantificadores trocam de papéis quando faze-

MOosS a negacao de uma proposicao.

E muito bom que vocé tenha chegado até aqui. Esta primeira

aula sobre logica contém informacdes novas, e é rajuea

vocé tenha dlvidas. Lembre-se, s6 nao tem dlvidas guem
nao estuda. Uma boa maneira de avaliar o trabalho & medir
relativamente os progressos e as dificuldades. Vocé pade co

mecar a sua avaliagao da seguinte maneira: Releia os

obje

tivos desta aula. Foram alcancados? Comente-0s. Releia
especialmente os exemplos e tente relaciona-los com os

exercicios propostos.

Na prbxima aula, vocé aprendera mais sobre as regras da

lbgica e como podemos estabelecer se uma proposicae
dadeira ou nao construindo as tabelas-verdade.

eve



Aula 4 4

TABELAS-VERDADE E LEIS DA LOGICA

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

construir astabelas-verdadepara proposiges
compostas;

explicar agrincipais leis da Logicae asmplicacdes
ou proposigoes condicionais
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TABELAS-VERDADE

Na aula anterior, vocé deve ter percebido a importancia da
familiaridade com a terminologia matematica. Dando cuarntia-
de a este processo, descubra agayaeé e comoé construda
umatabela-verdade

O valor-verdade de cada proposicao & sempre verdadgiro (
ou falso (F). O valor-verdade de uma proposi¢cao compodts
terminado pelos valores-verdade de cada uma das propssi¢”™
gue a compdem. Na tabela-verdade, apresentamos todas-as po
sibilidades. Por exemplo, considere a conjuncao dasogrop
¢cdesp e g, que denotamos p@A g. Lembre-se de qupA(Q
é verdadeira apenas quando ambas as proposigdesg, sao
verdadeiras. Ha quatro possibilidades:

e p € verdadeira g & verdadeira;

e p € verdadeira g é falsa,

p é falsa ey € verdadeira;

p é falsa e € falsa.

A tabela-verdade correspondente é:

nn< <|lo
<l N <||la
S|
o <|| >
0

As tabelas-verdade correspondentes as proposi¢cpgaao
p)epVq(pouq)sao:

P [~P

\%
F

F
\%

< <o
<l T <||la
©
<< <<
0




EQUIVAL ENCIAL OGICAE LEISDAL OGICA

E possivel expressar uma proposicao de diferentes raanei
Por exemplo, podemos negar a proposicao “Marcos & pator
gosta de pescar” dizendo “Nao é verdade que Marcos érpinto
e gosta de pescar’. Uma outra maneira seria “Marcos nao &
pintor ou ndo gosta de pescar”. Estas duas Ultimas aftresac

sao ditagogicamente equivalentes . .
A importancia

) ] . . . pratica deste
45 Logicamente equivalentes:duas proposigdes sao ditas  conceito & a

logicamente equivalentegiando tém os mesmos valores- seqguinte — duas
verdade em todos os casos possiveis. Quando duas propo- proposicoes
sicdesp eq, sao equivalentes, usamos a seguinte Notacao: |ggicamente

P=Qq. equivalentes szo,

sob o ponto de

vista da Logica, a

As tabelas-verdade sao Uteis para detectar quando duas presma coisa. No
posicdes sao logicamente equivalentes. O exemplo @&\&r-  entanto, podem
dade que Marcos € pintor e gosta de pescar” € um caso particapresentar pontos
da situacae- (p/A Q) equivalente a- p VvV ~ g, em quep & “Mar- de vista diferentes,
Ccos é pintor” eq € “Marcos gosta de pescar”. facilitando a nossa
compreensao,

Exemplo 4. aprofundando o

Nosso
Vamos mostrar, usando uma tabela-verdade, que as propasitendimento do

cdes~ (pAQ) e~ pV ~ gsao logicamente equivalentes. Aqui,
veja como é facil preencher as tabelas, contanto que altmab
seja feito por etapas. Antes de mais nada, iniciamos comdtru
uma tabela que tenha cinco linhas: na primeira delas, alinha
remos as diferentes etapas e, nas outras quatro, considesar
todas as possibilidades, ja que contamos com duas propssic
basicaspeq.

contetido que
ela reveste.

| pAg [ ~(pAQ) | ~p|~q|[~pV~(q]

pla
V[V
VIF
FlV
FIF

Agora, para se chegar ao valor-verdade~dép A Q), &
simples. Primeiro, obtenha o valor-verdadepdeq e depois,
num segundo passo, obtenha o valor-verdade de sua negacao
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Lembre-se do
Principio
Fundamental de
Contagem.
Quantas linhas
seriam necessarias
para quatro
proposicdes
conectadas?
Quantas para
proposicdes
conectadas?
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Comece preenchendo, na tabela, os valores-verdade das pro-
posicoepAq, ~ pe~ Q.

| pAg [ ~(pAQ) [ ~p [~q [~pV~q]

q A
V][ V
F| F
V| F
F| F

< <||o
< m<m

<|<|mm

Agora, num segundo passo, complete a tabela preenchendo
as colunas correspondentes as proposicdépAq) e ~ p V

| plalpArg |~(prg) [~p|[~q[~pV~q]
VIV] V F F | F F
VIF| F Y; F | V Y;
FIV| F Y; V | F Y;
FIE| F Y; V | V Y;

Veja que na tabela completa podemos comparar as duas co-
lunas correspondentes as proposicepAg) e ~p VvV ~ Q.
Como as duas colunas sao iguais, as proposi¢coes saalogi
mente equivalentes.

Resumindos~ (pPAQ) =~ pV ~Q.

Antes de prosseguirmos, tente vocé construir a tabetiader
depA(qVr).

A proposicaop A (qV r) & composta por trés proposicoes:
p, g er. Sua tabela tera, além da primeira linha, mais 2 [i-
nhas. Preencha primeiro a quarta coluna, usando as coloisas d
e trés. Depois, usando a primeira e a quarta, preenchareadlt
coluna. Por exemplo, na terceira linha em bramge,falso er
é verdadeiro. Portanto, o valor-verdadegde r € verdadeiro e
marcamos um V na quarta coluna. Agora, na primeira coluna,
vemos quep € verdadeiro e, na quarta colugy r verdadeiro.
PortantopA(qVr) & verdadeiro, e marcamos outro V na (ltima
coluna.



[plafr[avr]pa(avr) | .
V| V|V @)
-
VIV |F 8
VIF|V] V \% ~g
V|IF|F
FIV |V
FIV|F
FIF|V 5
FIF[F <
LEIS DA LOGICA Lembre-se das
tabelas-verdade das
: . L proposicdep Vv qe
Usaremos, agora conceito de equivancia logica para PAG:

expressar algumas das leis dadgica Elas sao usadas para p [ q [ pvq]
reescrevermos algumas proposicoes de maneiras ddsrg@airen
equivalentes do ponto de vista logico.

A mais simples € a Lei de Idempoténcia.

“ . Lei de [dempoténcia: para qualquer proposicin

PAP=DP pvVp=p.
Além disso, 0s conectivos e V sao comutativos e
associativos.

< <llolnn<| <
< n<llaeln<n<
©
>
o

ii. Leis de Comutatividade: dadas duas proposico
guaisquerp ed,
PAG=gADP; pva=qvp.

iii. Leis de Associatividade:dadas trés proposicoes quais-
quer,p, qer,
(PAQ) AT = pA(QAT); (pva)Vr=pv(qVvr).

eExpressando as leis
da Légica...

As Leis de Associatividade permitem que escrevamos sim-
plesmenteV qVvremvezdgpVvqg)VroupV(gqVvr).

As leis que veremos a seguir relacionam os dois conectivos
V e A. VejJamos como elas sao aplicadas, num exemplo, antes
de enuncia-las.
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Consideremos as seguintes proposicoes:
p: 2 &um numero inteiro;
g: 2 €& maior do que 3,
r: 2 é&umndmero primo.
Conectando-as, podemos montar as seguintes propasicoes
a: 2 é&umnumero inteiro, ou 2 € maior do que 3 e primo.

b: 2 &um nUmero inteiro ou maior do que 3, e 2 & um nlmero
inteiro ou primo.

As proposicoesa = pV (qAr) eb=(pvg) A(pVr) sao
logicamente equivalentes. Este & um caso particular dad.ei
Distributividade. Para completar o exemplo, vamos deteaimi
o valor-verdade das proposicoes. A proposg&a proposicao
pVvV (qQAT). E claro quep é verdadeirag & falsa er & ver-
dadeira. Coma é falsa,qAr & falsa. Mas, sendp verda-
deira, a proposicao fingV (gAr) é verdadeira. Por sua vez,
a proposicad & a proposicagpVv g) A (pVvr). Entdo,pVvq
e pVr sao ambas verdadeiras. Portarlicg uma proposicao
verdadeira.

£ |eis de Distributividade: dadas trés proposi¢bes quais-
quer,p,ger,
pv(aAr) = (pVa)A(pVr)

e

(PAQ)V (PAT)

pPA(QVT)

Faca uma nova leitura e uma analise do exemplo 4.2.

A lei que vocé conhecera ja foi considerada nesse exemplo
Ela € uma das Leis de De Morgan.

Na Gltima aula, vocé aprendeu que a palavra “principio”
pode ser usada como sindnimo de axioma ou de teorema.
A mesma coisa acontece com a palavra “lei”.

Nesta aula, a palavra “lei” esta sendo usada como sindbnimo
de teorema. Isto €&, ela esta sendo usada para indicar @uand



determinadas proposicdes sao logicamente equivalentgara
gue essas leis possam “valer”, devemos constatar a eguival”
usando tabelas-verdade.

£ |eis de De Morgan: para quaisquer proposicogse g,

~(pvag)=~pA~q ~(pAQ)=~pV~aq

Lembre-se de que no exemplo 4.1 a construcao da tabela-
verdade mostrou que as proposicéespAq) e~ p VvV ~ qSao
equivalentes. A tabela-verdade abaixo mostrara que a®giro
cdes~ (pVv Q) e~ p A~ qtambém sao equivalentes:

(plalpva[~(pva) [~p[~q[~pA~q]
VIV V § F | F r
V]F[ V F F |V F
F{V ]V F V | F F
FIF| F Y vV [V Y

Vejamos agora o enunciado das Leis de De Morgan na versao
da Teoria de Conjuntos:

SejamA e B conjuntos. Entao:

(AUB)¢ = A°NB°,
(ANB)¢ = A°UB".

Vamos mostrar quéAUB)¢ = AN BC.

Neste caso, o conjun®U B é caracterizado pela afirmagao
x€ Aoux e B. O seu complementar & caracterizado pela negagao
dessa afirmacdo~ (x € A vV x € B). Pela Lei de De Mor-
gan (que acabamos de mostrar) essa afirmacao & equévalent
x¢ A Ax ¢ B, que caracteriza o conjun&f NB°. Logo, o0s
conjuntos sao iguais.

Agora, a demonstracao do segundo caso. Para provar que
(ANB)¢ = A°UB°® vamos usar a igualdadé& U B)¢ = A°N B¢,
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gue acabamos de provar, mais o fato de que o complementar
do complementar de qualquer conjunto, & o proprio conjunt
(X%)¢ =X.

Realmente,
ACUB® = ((A°U BC)C)C = ((r)°n (BC)C)C = (ANB)".

Isto completa a prova das Leis de De Morgan da Teoria de
Conjuntos.

As Leis de De Morgan sao usadas para reescrevermos as
negacoes de proposicdes. Considere a seguinte pcaposi

“Todo namero par é divisivel por 2 existe um nimero inteiro
ntal que 2= 3"

Sua negacao é:

“Existe um nimero par que nao é divisivel paritodo nimero
inteiron é tal que 2+ 3.

Finalmente veremos como, em certas situacdes, podemos
compactaruma proposicao.

4 Leis de Absorgio: para quaisquer duas proposicops
a,

pv(pAg)=p;  pA(pPVa)=p.
Vamos construir a tabela gev (pA q). Comecamos com a
tabela dep A q e, depois, usamos as colunas correspondentes as

proposicdep e p A q para completar a Gltima coluna, que é a
correspondente pVv (pAQ).

| pAd | pV(pAQ) |

plalpa
VIV] V
V|F| F
FIV| F
FIF| F

<<

As colunas dep e depV (pA Q) sao iguais, provando que as
proposi¢cdes sao logicamente equivalenesi{pAq) = p.



Quadro-Resumo

Para finalizarmos esta parte, vamos montar um quadro com
0 resumo das principais leis da Loégica.

Leis de Distributividade
pV(gAT)=(pVa)A(pVr) PA(QVr)=(PAQ)V(PAT)
Leis de De Morgan

~(pvVg)=~pA~(Q ~(pAQ)=~pV~(
Leis de Absor@o
pVv(pAQ)=p pPA(PVQ) =p

1. Construa a tabela-verdade para cada uma das seguintes
proposi¢cdes compostas:

(@ pv~q e (pV ~a)A~p
(b) (~p) V(~0q) ® pA(av ~0)
() ~pA~qQ @) (pA ~q)Vvr
d) ~(~pAaQ) (h) (~pva)A~r

2. Use atabela-verdade para provar a seguinte lei de distrib
tividade:pVv (gqAr) = (pvag)A(pVr). Paraisto, preencha
a tabela a seguir por etapas.

< << <||la

[ anr [ pvag [ pvr | pv(gAr) [ (pvgA(pVr) |

< < < <o

r
Vv
F
Vv
F
\%
F
\%
F

3. Faca o mesmo para as Leis de Absorcao:

pV(pAQ)=Dp
e
PA(PVO) =p.
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Um triangulo & dito
isbsceles se tem
dois lados de
medidas iguais, ou
dois angulos
internos de
medidas iguais.
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| MPLICAC, OES OU PROPOSIQOES
CONDICIONAIS

Ha frases que se compdem de uowndicao e umacon-
seqléncia como se da no seguinte exemplo:
Se nao chover, irei a sua festa.

Frases deste tipo interessam particularmente aos matemat
Aqui estao alguns exemplos:

Sen & um inteiro impar, ente? & impar.
Ser & um nUmero real tal qu& = 2, entaa é irracional.

SeABCEé um triangulo tal qué esta no centro de um circulo
e B eC pertencem a circunferéncia do circulo, entao o triémg
ABCEé isbsceles.

#5 Sejamp e g duas proposi¢des. Chamamos a proposicao

Se p, entaoq

de umaimplicacggo. O conectivcSe... , enfo... carac-
teriza uma condi¢cao. A notagao desta proposicao é

P=4q

A proposicag &€ chamada deipbtesee a proposicaq de
conclugiooutese O valor-verdade da proposicge—>- q
depende dos valores-verdade da hipbtese e da conclusao.
Ela é falsa apenas quang@ verdade g € falsa.

Na verdade, a proposi¢cgo—> q € logicamente equivalente
a proposicae- pV g. Aqui esta a tabela-verdade dep Vv g.

lplag|~p|~pvg|p=q |
VIV]F v V
V |F | F F F
FIV |V v Y;
FIF | V i i

Observemos, num exemplo, as diferentes possibilidades de
valor-verdade de uma proposi¢ao do tijpe=- q.



Vamos considerar o seguinte:

Se eu ganhar na loteria, entao nés viajaremos para Fxatale

Lembre-se da
A primeira possibilidade corresponde a situacso (Jdpal t@bela-verdade da

g verdadeiras. Eu ganho na loteria, viajamos para FortatezR OPOS'¢a® = &
promessa & cumpridagg—> q é verdadeira. [pq]p=q]
No caso de ganhar na loteria, e n&o viajarmos para Forta Pér- \Ié \Ié
a promessa estara quebrada. Isto corresponde aopcase vV
dadeira e falsa. Portantop —> q & falsa. ETE Vv

Agora, apesar de eu nao ter ganho na loteria, viajamos para
Fortaleza. Otimo! A afirmacaop = q nao pode ser contes-
tada. Isto corresponde ao cgsdalsa,q verdadeira ep = q
verdadeira.

A Ultima possibilidade — nada de loteria, nada de viagem a
Fortaleza, nada de promessa quebrada — corresponde ap caso
e falsas ep — q verdadeira.

Note que, quando a hipotepeé falsa, independente do valor-
verdade da consequéncjga implicacaop = q € verdadeira.

Portanto, a Unica chance ge=> g ser falsa & quando temos
uma situacao em que a hipotese € verdadeira, e a caTsegl
é falsa.

Faca uma analise semelhante considerando a proposicao
Se o tempo estiver bom, irei & praia.

Observe que, no discurso mais coloquial, a palavra “entao”
pode ser dispensada.

Ha maneiras ligeiramente diferentes de enunciar a preposi
p = g. Algumas sao:

Sep, entaoq.

p implicaqg.

Para quep seja verdadeira, & necessario quseja ver-
dadeira.

Para queg seja verdadeira, & suficiente gpeseja ver-
dadeira.
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Reescreva a proposicao abaixo de diferentes maneiras.

Se recebermos uma boa oferta, venderemos o terreno.

4 Quando trocamos a hipotese pela consequéncia de uma
proposicag — g, estamos criando uma nova proposicao:
g = p chamada deonvergode p = Q.

Nao cometa o erro de pensar gpe=- ( € sua convers
g = p sao logicamente equivalentes. Veja numa talfela-
verdade a comparacgao das duas proposicoes:

| p=q |q=0p]|
i

Pl
V[V
V [ F
F [V
F[F

F
\%
Vv

Vamos a um exemplo.

Tomemos a proposi¢ao do tipo—> q:
Se Linda & brasileira, entao ela gosta de samba.

A conversao desta proposicao & outra proposicao:
Se Linda gosta de samba, entao ela é brasileira.

Considere as diferentes possibilidades. Especialmeiitea s
cao em que Linda, caindo numa roda de samba, fazendo inveja
as melhores passistas do lugar, acaba confessando sem@mna a
ricana de Miami. Isto é,p & falsa masq & verdadeira.

A proposicao “Se Linda € brasileira, entao ela gosteadeta” &
verdadeira (pois nao € falsa, coisa de l6gica aristatglmas a

sua conversao “Se Linda gosta de samba, entao ela éelmasil

é falsa pois, exatamente como no caso acima, gostar de samba
nao € coisa apenas de brasileiros ou brasileiras.



Vamos continuar com este exemplo um pouco mais. Tomemos
a seguinte proposicao:

Se Linda nao gosta de samba, entdo ela nao € brasileira.

Essa proposi¢ao & da formaq =~ p. Vamos calcular a
sua tabela-verdade e compara-la qgom= g.

lp|lg|~a|~p|~qg=~p |p=(q]
VIV]|F | F v v
VIF| V| F F F
FIV | F | V i i
FIF |V | V i v

As proposi¢coep —> g e~ q=-~ p sao logicamente equi-
valentes.

£ Contrapositiva: dada a proposicap = g, chamamos
decontrapositivea proposi¢cae- g =~ p. Elas sao logi-
camente equivalentes.

E til olhar para a contrapositiva, pois permite um diféeen
ponto de vista da mesma proposi¢cao, uma vez que elasgao lo
camente equivalentes.

H&a um tipo de proposicao composta por duas proposicoes
iniciais p e g que ocorre com certa frequéncigg= q) A (9=
p). Isto &,p implicag e qimplica p. Damos um nome especial
a essa proposicao.

£5 O conectivose, e somente e dito conectivobicondi-
cional e & denotado pelo simbote=-. A proposicao

P40

€ equivalente a proposicdp=-q) A (q=- p). A proposicao

p < qtambém pode ser lida com@ ‘e necessario e su-
ficiente paray” e € verdadeira, quando ambas as proposi-
cOes tém o mesmo valor-verdade.

Usando a versa@=- q) A (Q=- p) de p <= g, vamos mon-
tar a sua tabela-verdade.
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lplalp=ala=p[(p=a9Ar(@=p [peq]
vV |V V V V V
V| F| F % F F
FIV | V F F F
FIFE | V Y, Vv Vv

TAUTOLOGIAS

Uma tautologia & uma proposicao composta que € vendadei
gualquer que seja o valor-verdade das proposi¢coes quma co
pdem. Para averiguarmos se uma proposicao compostaé um
tautologia, & necessario fazer sua tabela-verdade. @émpr
bem simples & a proposi¢ao

pv ~p

Sua tabela-verdade &

p|~p|pV~p]|
V] F i
Fl V i

Um outro exemplo de tautologia envolve o conectivo condi-
cional:

(pPAQ)=p

cuja tabela-verdade é:

| pAQ | pAG=p |

< <||o

g A\
V] V
F| F
V| F
F| F

<< <<
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Construa as respectivas tabelas-verdade para constatar qu

as seguintes proposicdes sao tautologias:

a)~(pA~p) c) p=(pVaQ
b) (p=a) A p)=1q d ~(pVva e ~pAr~(q

Auto-avaliacao

resolva os exercicios. Ao fazé-lo, anote os que achou

Bom trabalho!

Esta aula contém bastante informacao e, para que vas& po
familiarizar-se com estas novidades, & muito importane q

mais

dificeis. Escolha também aqueles de que vocé gostou mais
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Aula

ARGUMENTOS E PROVAS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender as estegfias lasicas de argumentag
e de demonstrap.
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Este exemplo tem
uma importancia
historica e aparece
em quase todo
texto sobre logica.
Ele & umsilogismqg
que se constitui de
duas premissas e
uma conclusao, foi
formulado por
Aristoteles, em seu
tratadoPrimeiros
analiticos sobre
l6gica.
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DEFININDO ARGUMENTAG AO

Uma argumentacgao constitui-se de uma colecao de propos
cOes premissage uma proposicao finaténclugio). Do ponto
de vista da logica, para que uma argumentacao\gdida, €
necessario que a conclusao seja uma consequénciaahaspr
sas. Isto &, no caso de as premissas serem verdadeiranpsabe
gue a conclusao é verdadeira.

Premissas: Todo homem & mortal.
Socrates € homem.

Conclusio: Sécrates € mortal.
Consideremos também um exemplo mais prosaico:

Premissas: Todos os brasileiros gostam de feijoada.
Todos os cariocas sao brasileiros.

Conclusao: Todos os cariocas gostam de feijoada.

Vamos a definicao do que & uargumento alido.

4 Um argumentaonsiste de uma série de proposicdes cha-
madaspremissase uma proposicao chamadanclusio.
Dizemos que o argumentos/élido se, sempre que todas as
premissas forem verdadeiras, isto €, s®@jun@o delas
for verdadeira, entdo, a conclusao sera verdadeira. Em
outras palavras, um argumento com premiggagy, . . .,
pn € conclusae é valido se:

sempre qu@i A P2 A--- A pp for verdadeira, entao aimpli-
cagaop; A p2A--- A pp = C sera verdadeira.

Um argumento éwvalido se a conclusao nao é consequén-
cia das premissas. Isto €, mesmo no caso em que as pre-
missas sejam verdadeiras, a conclusao pode ser falsa. Um
argumento invalido também & chamaddalécia.

Vamos considerar o seguinte argumento:
Premissas:
p1. Se vocé estudar, vocé passara no teste.
p2: \Voceé estuda.



Conclusao:
c. \Voceé passara no teste.

Suponhamos que uma condi¢cao suficiente para passar no
teste & estudar. Isto &€, vamos considerar que caso vaaiees
entao voceé passara no teste. Vocé estuda! A conckiséoce
passara no teste.

Vamos analisar mais detalhadamente a situacao. Temeos ape
nas duas proposicdes basicas:

p: Vocé estuda.
g: Voceé passa no teste.

Devemos verificar que, quango=- q e q sao verdadeiras, a
implicacao
(p=a)Ap)=1
sera verdadeira.

Vamos usar uma tabela-verdade.

lplalp=al(p=aAp|(p=aApP)=q]
VIV ]| V Y, Y,
VI F| F F i
F |V V F V
FIF| V F %

A primeira linha da tabela mostra que, quamde= (p = Q)

e p2 = p sao ambas verdadeiras, temos que a concleisag é Esta tabela
verdadeira. Isso significa que os argumentos da forma apresenta uma
situacao
Premissas: p=q interessante. Note
p que, independente
de qual seja o
Conclusio: q valor-verdade das
proposicoep eq,
s30 validos. a proposicao
(p=a)Ap) =1
O argumento que acabamos de exemplificar & chamado dera verdadeira.
método diretoou modus ponens Ela & um exemplo

de umaautologia
Exemplo 5.2

Este exemplo ilustrara um outro tipo de argumento muito
usado.
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Premissas:

p1: Se nao chover, Mateus ira ao parque.

p2: Se Mateus for ao parque, ele brincara com seus amigos.
Conclusao:

c. Se nao chover, Mateus brincara com seus amigos.

Para analisa-lo, vamos considerar as seguintes pr@mssic
basicas:

p: Nao chover.
g: Mateus vai ao parque.
r:  Mateus brinca com seus amigos.

A estrutura deste argumento &

Premissas: p=¢
gq=r

Conclusao: p=r

Este argumento € valido. Veja a tabela-verdade:

lplalr[p=alg=r][p=r|((p=ar@=r))=(p=1)]
VIV |V V V V V
VIV |E]| V F F Y
VI E|V ]| F Y, Y Y;
VIF|F]| F Y, F Y;
F |V |V V V V V
F |V |F V F V V
F I F |V V V V V
F|F | F| V Y, Y; Y;

As linhas 1, 5, 7 e 8 indicam que sempre que as premissas
sao verdadeiras, a conclusao é verdadeira.

A Lei do Silogismoafirma que os argumentos do tipo

Premissas: p=q¢
gq=r

Conclusao: p=r

sao validos.
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Vamos agora considerar a seguinte situagao:

Premissas:

p1: Se eu ganhar o prémio de fim de ano da companhia, nos passare
um fim de semana em Blzios.
p2:  Passamos um (6timo) fim de semana em Blzios.

Conclusao:
c. Ganhei o (cobi¢cado) prémio da companhia.

Este argumento € formado por apenas duas proposicdes sim
ples:

p: “Eu ganho o prémio da companhia”

e

g: “Nb6s passamos um fim de semana em Blzios”.
A estrutura deste argumento é

Premissas: p=-q
q

Conclusao: p

Voceé ja deve estar desconfiado de alguma coisa errada nesta
histéria... Realmente, este argumenéo € valido!

Vejamos a tabela-verdade tlgo = q) Aq) = p.

(P [alp=aq](p=9Ard][(p=arq)=p]
V |V V V V

VIF| F F Y

F |V V V F

FETE | V F Y;

A terceira linha mostra uma situacao ongle= (p=-q) e
p2 = g sao verdadeiras mas= p € falsa. Compare este exemplo
com o Exemplo 5.1, o chamado método direto. Estes argumen-
tos sao parecidos. Cuidado para nao os confundir.

Para finalizar, vamos resumir os argumentos validos qua-exe
plificamos nesta aula:

CEDERJ 65

AULA E MODULO 1



M étodos Determiristicos || Argumentos e Provas

66 CEDERJ

e Método direto: Se vocé estudar, entao vocé passara no
teste. Vocé estuda. Entao vocé passara no teste.

Premissas: p=-q
p
Conclusio: q

e Lei do Silogismo: Se nao chover, Mateus ira ao parque e,
indo ao parque, ele brincara com seus amigos. Portanto,
se nao chover, Mateus brincara com seus amigos.

Premissas: p=-q
gq=r

Conclusio: p=r

Em cada um dos argumentos abaixo, destaque as proposicdes
simples que compdem as premissas e as conclusdes. Gonstru
uma tabela-verdade com base nas proposi¢cdes simplepeenas
missas, concluindo com a coluf@y A p2A--- A pn) = C. Deter-
mine, entao, a validade ou nao do argumento. Os trés pase
exercicios da lista estao com a solucao. Dé a suaiprépiucao
e entao compare com a solug¢ao dada. Va em frente!

1. Se o cachorro escapar, ele pegara o gato. Se o gato for
pego, eu estarei em apuros. Portanto, se o cachorro es-
capar, eu estarei em apuros.

Solugao: Este argumento tém as proposigdes basicas:

p: O cachorro escapa.
g O cachorro pega o gato.
r:  Euestou em apuros.

O argumento esta estruturado da seguinte forma:

pLr=p=0  Se o cachorro escapa, ele pegara o gato.
po=q=r: Se o gato for pego (pelo cachorro), eu estarei em apuros.

C=p=r. Se o cachorro escapar, eu estarei em apuros.

Este tipo de argumento € valido. A construcao da tabetdade
esta feita no Exemplo 5.2. Este & um argumento validado pel
Lei dos Silogismos.



2. Todas as pessoas inteligentes gostam de Matematicalrom
€ uma pessoa. Romeu nao gosta de Matematica. Portanto,
Romeu nao é inteligente.

Solucao: Note que podemos reescrever o argumento da seguinte
maneira: Se uma pessoa é inteligente, entao esta pestaalgo
Matematica. Romeu & uma pessoa e nao gosta de Matematica
Portanto, Romeu nao & inteligente.

Dessa forma, podemos usar as seguintes proposicoeadasi
para analisar o argumento:

p: Uma pessoa € inteligente.
g: Uma pessoa gosta de Matematica.
r:  Romeu & uma pessoa.

O argumento esta estruturado da seguinte maneira:

Premissas:

p1=p=0q  Seuma pessoa € inteligente, entao esta pessoa gosta
de Matematica.

P2 =~ qgAr: Uma pessoa nao gosta de Matematica e esta pessoa

5 € Romeu.
Conclusao:

ps =~ pAr: Uma pessoa nao € inteligente e esta pessoa & Romeu.

Para analisarmos a validade do argumento temos que saber se,
sempre que as premissas forem verdadeiras, a conclusao ser
verdadeira ou, equivalentemente, se aimplicdgao p2) = ps

é verdadeira. Ou seja, vamos fazer a tabela-verdade dasgicap
((p=09)A(~QgATr)) = (~ pATr). Vamos chamar de; a
proposicagy =- g e dep, a proposicae- qAT.

1< << <||la

[p=q [ ~agAr [ poAp [ ~pAT [ (PrApP2) = ps |

< < < <||o

r
\%
E
\%
=
\%
=
\%
E

I MEEAEd R
n<|Tmm< T
<7 mmmm
A< N<|mmmm
< < < <K<ILKLILKILI<

A linha sete & a Unica onde as premisgas=p=-qe p2 =

~ gAr, sdo ambas verdadeiras. A concluggpbem como a
proposicad p; A p2) = ps, sao verdadeiras. Isso quer dizer que
o argumento é valido.

CEDERJ 67

AULA E MODULO 1



M étodos Determiristicos || Argumentos e Provas

68 CEDERJ

3. Se Alfredo comer lagosta, ele ficara feliz. Alfredo come

lagosta. Podemos concluir que ele esta feliz.

. Se eu trabalhar com afinco, terminarei de pintar minha

cerca. Se eu nao ficar batendo papo com os amigos, eu
trabalharei com afinco. Eu nao terminei de pintar minha

cerca. Podemos concluir que fiquei batendo papo com
meus amigos.

. Se eu comer agriao todos os dias, eu viverei mais do que

80 anos. Eu nao como agriao todos os dias. Lamentavel-
mente eu nao chegarei a veneranda idade de 80 anos.

. Se, ao dirigir meu carro, eu nao ultrapassar os 80 km por

hora, eu nao provocarei acidentes. Eu dirijo meu carro a
100 km por hora. Portanto, eu provocarei acidentes.

. Se fizer bom tempo, dara praia. Se eu levar minha bola de

volei, Mariana ficara superfeliz. Deu praia, mas Mariana
nao ficou superfeliz. Podemos concluir que, eu, cabeca de
bagre, esqueci minha bola de volei.

. Se Matria vier, Joana vira. Se Carla nao vier, Joana nao

vira. Podemos concluir que, se Maria vier, Carla vira.

. Se Luiz souber poupar seu dinheiro, ele ficara rico. Se

Luiz ficar rico, ele comprara um carro novo. Luiz com-
prou um carro novo. Podemos, entao, concluir que ele
soube poupar seu dinheiro.

Auto-avaliacao

Vocé deve ter notado que esta aula foi diferente da aula
rior. Ela contéem menos informacdes, mas estas requene
tipo diferente de atencads necessario um tempo maior
reflexdo. Leia os exemplos vagarosamente. Dediquea
aos exercicios propostos.

ante
mu
de
enG”

Aproveite!




Aula 4

REPRESENTACAO DECIMAL DE NUMEROS RACIONAIS ,
PORCENTAGENS E NUMEROS | RRACIONAIS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender a represerdgaglecimal de imeros
racionais;

entender as frags porcentuais;
resolver problemas de porcentagens;
caracterizar oslmeros irracionais.
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Os numeros racionais expressos em forma de fracao aprese
tam dificuldades de uso na linguagem mais coloquial. N&garat
do comércio, principalmente no calculo de porcentagaas,
medidas de temperatura em medidas cientificas, muitas veze
aparecem numeros como 12,48 ou 0,26 7851 e para repre-
sentar as medidas de certas grandezas. A notacao deciraal p
0S nUmeros racionais € uma convencgao.

A convencao é a seguinte: o nUmero antes da virgula &€ um
namero inteiro, o primeiro algarismo depois da virgulpressa
os décimos, o segundo algarismo, 0s centésimos, o teeir
garismo, os milésimos e assim por diante. O nUmero represe
tado na notacao decimal & a soma dessas quantidadem, Assi

4 8 120044048 1248 312

1248=12+15 10 100 100 ~ 100 25°
Portanto, temos duas maneiras de expressar 0 mesmo namero:
312
12,48= —
25°

Veja outros exemplos:

6 7 _ 200+60+7

0,267=0+ 2. —
’ tiot 1ooJr 1.000 1.000

267
Assim, Q267= —— 1000
; 5 2 ~ 300450+2 352
Também-3,52= <3+ 10+ ﬁ)) 100~ 100~
88
25
88
Logo,—3,52= ——
g 25

Entdo, 0267 e —3,52 séo outras maneiras de escrever 0s
nGmeros racionai .ggo e— 25, respectivamente.

Neste momento & importante formular uma pergunta: “Todo
namero racional pode ser expresso em notacao decimal?”

Ou, perguntando de outro modo: “Partindo de um niUmeromactio
m A ”
T, podemos escreve-lo na fore=ag, a1 a, ... ap?

Para encontrar umaresposta, voltemos aos trés exemplos tr
balhadosi? = 12,48, 285, =0,267 e—58 = —3,52.
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Partindo das fracOes e efetuando a divisao, encontramos

312 25 267 1.000 88 25

-25 12,48 - 2.000 0, 267 -75 3,52
- 62 6.700 130
-50 - 6.000 -125
- 120 7.000 50
-100 -7.000 -50
200 0 0
- 200
0

As contas acima sao auto-explicativas e mostram quengarti
de fracdes, o algoritmo da divisao & a ferramenta paegath
a representacao decimal dos numeros racionais coadioe

, , . m
Mas sera que funciona para qualquer nimero racrﬁl‘?al

A pergunta € importante. Calma la, nao vivemos no melhor

, 1 8 o
dos mundos! E os numer%se ﬁ? Vamos efetuar a divisao
para nos surpreender!

10 3 80 33
-9 0,33... - 66 0,2424 ...
- 10 140
-9 -132
- 10 80
: - 66
140
-132
80

Se continuarmos o processo de divisao, no dividendo daepam
conta o algarismo 3 se repete indefinidamente, enquantoaque n
segunda conta ocorre 0 mesmo com os algarismos 2 e 4. Temos
representacdes decimais periddicas e infinitas, temd@omi-
nadagiizimas Assim,$ = 0,333... e & =0,2424....

As expressoes a direita das igualdades sao chamadas repr
sentacdes ou expansdes decimais infinitas e perigaioasm-
plesmente dizimas periodicas. A palavra “periddicééme-se a
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repeticao indeterminada do numero 3 e do nUmero 24ectisp
vamente, na representacaoie 2.

Agora, podemos responder a pergunta: “Todo nUmero rakion
T pode ser expresso na forma decimal?”

Foge ao objetivo aprofundarno-nos no tema. Mas o fato de
que no algoritmo da divisao o resto & sempre inferior asdiv
implica que, apbs um certo numero de aplicacdes do ithgoy
0 resto se repete e provoca a periodicidade. Veja a seguir o re
sultado que responde a pergunta.

4 Todo nimero racional pode ser representado sob forma
de uma expressao decimal (finita) ou sob forma de uma
expressao decimal infinita e periodica.

Mas lembra de como motivamos a notacao decimal? Argu-
mentamos com as necessidades praticas do comeércio,da ind
tria, etc. Pois bem, para estas necessidades sao suBoiaide
res que aproximam o valor real. A aproxima¢ao com maior ou
menor erro depende da natureza da operacao realizada.

1 :
Por exemplo§ pode ser aproximado por 0,333. Neste caso,

usamos 3 algarismos ap6s a virgula. O que significa esta es-
colha?

3 3 3 30003043 333
" eo, 333= 15" 100" Tooo 1.000 1,000 O

1 333  1000-999 1

3 1.000 3000  3.000 < 1.000
gue, ao usar o valor 0,333 em Iugarig)ieo erro &€ pequeno, ou

ISso mostra

seja,% ~ 0,333, com erro de um milésimo.

O simbolo~ Ié-se “aproximadamente”. Entao, repetinéo,
€ aproximadamente 833, e o erro & inferior a um milésimo.

Em uma maquina de calcular, quando dividimos 1 por 3
aparece no visor o niumero zero, seguido de um ponto (substi-
tuindo a virgula) e uma quantidade finita de algarismos &nfu
maior for a capacidade da maquina, maior o nUmero deodigit
apos o ponto (ou a virgula), e tanto mais proximo do vatat@

3 é o valor fornecido pela maquina.
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1
1. Mostre que§ < 0,334.

1 1
2. Mostre que (8334— 3 < 1000

1 o oo
3. Conclua qug3 ~ 0,334, com erro inferior a um milésimo.

i 29 ) . .
Expressar o numer?7 na forma decimal com erro inferior
a um décimo de milésimo.

Solugdo: Usando o algoritmo da divisdo, encontramos

29 17
-17 1,7058
- 120
-119
100
-85
150
-136
14

29 e . o
Entéo,1—7 =~ 1,7058 com erro inferior a um décimo de milésimo. Para

conseguir a aproximacgao desejada, avangcamos até ta gaan a di-
reita da virgula: a casa dos décimos de milésimo. De faja as
contas que comprovam isto:

7 0 5 8 17058

1,7058=1+ 75" 700" 1,000 " 10000 10000

loqg, 29 17058 _ 200000289986 14 17
gi '17 710000 170000 170000 ° 170000
10000 10¢°

. o 187
1. Encontre um numero inteigptal queq < ) <q+1.
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2. Desenhe a parte da reta em que estao localizados osogimer

: - - . 187
geq+ 1 e identifigue a posicao do numereﬁ.

PORCENTAGEM OU FRACAO DECIMAL

No cotidiano, &€ comum aparecer, na TV, no radio, nos jernai
ou em anlincios comerciais, expressoes do tipo: “Aprexeds
descontos de 30% nas roupas de inverno”; “O IBGE divulgou
em seu anuario que 18% dos brasileiros sao analfabetes fun
cionais” ou que “A bolsa de Sao Paulo caib%".

As expressdes numéricas 30P8% e 15% caracterizam um
modo especial de expressar um nimero racional e sao denomi
nadas porcentagens. Trata-se de um conceito que estaea bas
da Matematica Financeira.

Chamamos d&acao centesimah toda fracao que expressa
um nmero racional e cujo o denominador & igual a 100. Veja
dois exemplos de fracao centesimal:

13 42
100 100

Em Matematica Financeira, toda fracao centesimal eerep
sentada escrevendo-se o numerador da fracao seguiduloas’
%. Assim, os exemplos anteriores sao denotados como porcen
tagens, respectivamente:

13% (treze por cento);

42% (quarenta e dois por cento)

Porcentagemconstitui uma forma abreviada de escrever fra-
cOes centesimais. Veja mais um exemplo, partindo de unne si
cao rotineira.

Ontem pela manha fui ao mercado comprar frutas. Comprei
no total 20 unidades, sendo 8 tangerinas e 12 laranjaso Ki#&
frutas que comprei, 40% eram tangerinas e 60% eram laranjas.
Veja por que essas porcentagens sao corretas.

Do ponto de vista da quantidade relativa de tangerinas ou
de laranjas no total de frutas, podemos estabelecer o $eguin
raciocinio: se tivesse comprado 100 frutas (uma quargidexto



vezes maior), deveria comprax® = 40 tangerinas e &% 12 =

60 laranjas para ter a mesma propor¢ao de cada uma das fruta
em relagcao ao total. Observe que a maneira de expressa+ mat
maticamente estas relacoes é:

2—80 = f—ci) = 40% eram tangerinas%—% = 16—0% = 60% eram
laranjas.

O exemplo mostra que as fragdes porcentuais podem se apre-
sentar com um denominador diferente de 100.

Veja outro caso:

3 30
= - %.
3 emcada 10— 10— 100 30 em cada 100— 30%

Note que outras denominacdes, comdice ou taxa por-
centual, sdo usadas como sindnimos de porcentagem.

31
Expresse, em porcentagem, a fra%eé%.

RELAGAO PORCENTUAL ENTRE DUAS
QUANTIDADES

Vamos transformar a experiéncia de ir a feira compranlara
jas e tangerinas em uma situacao numeérica universal.oDad
dois nUmeros quaisquek e B, entaoA é igual ap% deB Aé
igual a p/100do valor B se a seguinte igualdade for verificada:

A= P x B ou equivalentement& = p% x B.

100

Na igualdade anterioB & a referéncia para o calculo por-
centual, enquanté & uma porcentagem do amero B. Essa
igualdade envolve trés variaveisAB e p — e, no fundo, todo
problema de porcentagem depende, basicamente, de determin
mos uma das variaveis dessa equacao, quando as duassaaira
conhecidas. Observe ainda que, ao efetuar um calculo cgam es
equacaoB € o valor de referéncia e, assim, corresponde a 100%.
Veja os proximos trés exemplos.
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a) Em minha biblioteca particular, 32% dos livros sao sobre
Administracao. Que quantidade possuo desses livros, se
tenho no total 250 unidades?

Solugado: A porcentagem 32% diz que, a cada cem livros de
minha biblioteca, 32 sao de Administracao. Entao, ctenbo
250 livros (25 x 100), tenho 80 livros (5 x 32) de Administragao.
Veja os calculos:

32%x 250= % x 250= 80. Mais precisamente, 32% de 250
sao 80.

b) Ontem saquei R$ 30,00 de minha conta corrente, o que
correspondia a 20% do que possuia. Qual o saldo restante
no banco?

Solugao: Denominando d€ o valor que eu tinha ontem na
conta, entao

20%x C = 30,00 & %XC:30,00<:>C: 150.00.

Portanto, ontem, antes do saque, eu tinha R$ 150,00. Como
retirei 20%, o que correspondeu a R$ 30,00, o saldo restante n
banco & de R$ 120,00.

c) A producao de uma industria de aluminio alcancou 15
toneladas em 2004 e 21 em 2005. Qual foi o porcentual
de crescimento dessa produgao?

Solugdo: Veja que o crescimento de um ano para outro foi
de seis toneladas de aluminio. Como a producao era de 15
toneladas e houve um acréscimo de seis toneladas, observe,
pelas contas a seguir, como calcular o porcenpudé cresci-
mento.

Da definicao de porcentagem e dos dados do problema, temos

que
% de 15 resulta 65 p% x 15— 6.« 1—80>< 15— 64 p—40.
Logo,
p 40

00— — — —— 0H — 0
p% 100 100(:) p% = 40%.
O percentual de crescimento da producao de aluminio€oi d
40%.

76 CEDERJ



. Exerdcio64

Em uma pequena agéncia bancéaria, 32% dos clientes sao
pessoas juridicas e os outros 2.040 sao pessoas fi§)cas-
tos clientes, ao todo, tem essa agéncia?

AUMENTOS E REDUCOESPORCENTUAIS

Em um dos exemplos, calculamos o aumento percentual da
producao de aluminio de uma indUstria. Esse tipo delenod é
frequente em nosso cotidiano. Por exemplo, uma contagaal
é realizada quando calculamos o0 aumento do custo dos psodut
da cesta basica de um ano para o outro.

A situacao inversa também pode ocorrer, quando precsam
estimar o decréscimo porcentual de um bem movel ou imovel
Como estimar, em relacao ao preco de seu carro, 0 peatelatu
desvaloriza¢ao ocorrida em um ano?

Para calcular acréscimo ou decréscimo porcentual de uma
guantidade, fica mais simples se dividirmos o problema era dua
partes.

Por exemplo, para encontrar a quantidade final atinfida
obtida como resultado de um aumentgdede uma certa quan-
tidadeC, desenvolvemos as seguintes etapas:

12 etapa: um aumento d@% do valor C resulta emp% x C =

p
100 x C.
22 etapa: o valor finalM & obtido pela som¥ = 1—80 x C+
_ (P
C= <100+1) x C.

Note que o primeiro fator do Gltimo membro da equacao
pode ser expresso como porcentagem e, assim, a equacao tem
um novo formato:

p p-+ 100
o= ="
100~ 100

gue fornece o valor fina¥.

= (p+100% = M = (p+100)% x C.

Acompanhe, agora, um exemplo numérico.

CEDERJ 77

MODULO 1

AULA



M étodos Determiristicos | | Representacéo Decimal de NUmeros Racionais, PorasrgagNUmeros Irracionais

Aumentar o valor 230 em 30%.

Solugao: O valor M obtido pelo aumento de 30% de 230 pode ser
obtido diretamente pela equadsio= (30+ 100)% x 230.

Observe que

(30+100)% = 130%= % =1,30= M = 1,3 x 230= 299.

45 Na solucao apresentada no exemplo anterior, o fator 1,3
muitas vezes é referido como fator de correcao.

1. Aumentar o valor 400 em 3,4%.

2. A conta de um restaurante indicava uma despesa de
R$ 26,00 e trazia a seguinte observagao: “Nao incluimos
0s 10% de servico.” Quanto representam, em dinheiro, os
10% de servigo e quanto fica o total da despesa se nela
incluirmos a porcentagem referente ao servigo?

Seguindo 0 mesmo tipo de argumentacao desenvolvido ante-
riormente para aumentos porcentuais, chegamos, iguaneent
equacgao que expressa o valor fikktle uma quantidade obtida
pela reducao de% de uma quantidade inici@l. Basta multi-
plicar o valor inicialC pela porcentagerfl00— p)% para obter-
mos o resultado findWl desejado. Ou seja, em caso de reducao
porcentualM = (100— p)% x C. Veja um exemplo pratico que
ocorre no comercio.

Exemplo 6.4

Na Ultima promocao de Natal, comprei um celular cujg prec
normal era R$ 300,00, com uma reduc¢ao de 30%. Acompanhe
os calculos para descobrir o preco que paguei pelo celular

Solug@o: Em primeiro lugar, 30% de 300 € igual a 309800 =

100 x 300= 90. Este valor representa a reducdo. Portanto, o preco

que paguei pelo celular foi de R$ 210,00. Note que o valor pago
também poderia ser calculado diretamente por
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_ 0 - =
(100 30)% x 300= 7o x 300= 210.

AUMENTOS OU DECRESCIMOS PORCEN-
TUAIS SUCESSIVOS

As vezes, sobre uma quantidade (ou valor de um certo pro-
duto) incidem sucessivos aumentos, sucessivas redagaesa
combinacao sucessiva de aumentos e de reducdes. Parasa
calculos e encontrar a quantidade no fim do processo, fasta e
tuar os produtos dos fatores de modo conveniente.

Por exemplo, se aumentarmos um vdlpisucessivamente,
em p1%, p2%,- - -, pn%, de tal forma que cada um dos aumen-
tos, a partir do segundo, incida sobre o resultado do auraento
terior, & suficiente multiplicar o val@ pelo produto dos fatores
(1004 p1)%, (1004 p2)%, - - -, (100+ pn)%. Analogamente, se
reduzirmos um valdt, sucessivamente, epa%, p2%, - - - , pn%0,
de tal forma que cada uma das reducdes, a partir da segunda,
incida sobre o resultado da reducao anterior, bastapho#r o
valorC pelo produto dos fatord400— p1)%, (100— p2)%, - - - ,
(100— pn)%.

Veja 0 exemplo seguinte.

Calcule o resultado obtido pelos aumentos sucessivos de 10%
20% e 30% sobre o valor de R$ 2.000,00.

Solugdo: SejaM o valor final obtido apds os aumentos sucessivos.
Assim,

M = (1+0,1) x (1+0,2) x (1+0,3) x 2.000= 3.432.

Portanto, o resultado final € M = R$ 3.432,00.

1. Qual é o resultado obtido apbs a redugao sucessiva de
10%, 20% e 30% sobre o valor R$ 2.000,007?

2. O preco de um produt & 30% maior que 0 de um outro
produtoB, e o preco deste & 20% menor que o de outro
produtoC. Sabe-se qué, B e C juntos custam R$ 28,40.
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Qual o preco de cada um deles?

Antes de encerrar este texto, vejamos mais um exemplo de
composicao de porcentuais.

Exemplo 6.6

Visando obter maximo lucro, um investidor, em um deter-
minado més, diversificou e aplicou 40% do seu capital em um
fundo de acdes e o restante em um fundo de renda fixa. Ap6s
um meés, as quotas dos fundos de acoes e de renda fixa haviam
se valorizado em 8% e 2%, respectivamente. Qual foi a rentabi
lidade porcentual do investidor naquele més?

Solugdo: Supondo qu€ € o capital inicial do investidor, que aplicou
40% em acdes e 60% em renda fixa. Enta@;;seC, sao, respectiva-
mente, esses capitais, temos Que C; +Cy,, onde

40
= 0 = — = .
C1 =40%xC 100><C 0,4xC;
C —60%><C—ﬂ><C—O 6xC
2= — 1000 T 7 ‘

Logo, denominando d¥l; e My, respectivamente, os capitais finais
obtidos com a valorizacao no fundo de ac¢des e na rendaeiican-
tramos

M1 = (100+8)% x C; =1,08xC; = 1,08x 0,4 xC=0,432xC;
Mz = (100+2)% x C; =1,02x C,; =1,02x 0,6 x C=0,612x C.
Portanto, o montante final sera
M =M;+M;=(0,4324+0,612) xC=1,044x C = (100+ 4,4)% x C.

Assim, a rentabilidade percentual do investidor foi de 4gthre o
capital investido.

1. Num fim de semana, um comerciante anunciou a venda de
seu carro por R$ 40.000,00. Como 0 prego era excessivo,
nao vendeu e foi preciso que reduzisse o preco em 5%
e, depois, em mais 10%. Somente entao encontrou um
comprador. Qual foi o preco de venda do carro?

2. O salario bruto de um vendedor € constituido de uma part
fixa, igual a R$ 2.300,00, e de mais uma comissao de
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3% sobre o total de vendas que exceder a R$ 10.000,00.

Estima-se em 10% o porcentual de descontos diversos que

incidem sobre o salario bruto. Em determinado més, o
vendedor recebeu, liquido, o valor de R$ 4.500,00. Quanto
ele vendeu nesse més?

NUMEROS | RRACIONAIS

Estamos em plena viagem exploratéria pelo mundo dos nu-
meros!

Temos motivacao suficiente vendo a importancia que es na
meros representam na organizacao de nossa sociedaalgo-Pit
ras, no século V a.C., um dos maiores matematicos que oonund
conheceu, apregoava: “Os numeros governam o mundo.”
Na concepc¢ao de Pitagoras, o conjunto de niUmeros que dev
riam “governar o mundo” eram 0s numeros racionais. E ja na-
guele tempo percebeu-se que isto nao era suficiente. Varaos a
fatos.

Para Pitagoras, a beleza da estrutura dos nUmeros era que

a unidade e suas fragOes eram suficientes para expredaa to
beleza do Universo. Naquela época tao remota, a Matemnati
confundia-se com a religidao. Pitagoras e seus seguidores
maram o que hoje denominamos irmandade. O fato surpreen-
dente ocorreu quando um discipulo de Pitagoras de nonasblip
percebeu que a medida da hipotenusa de um triangulo tdtang

cujos catetos medem uma unidade nao podia ser expressa por

um ndmero racional.

Acompanhe pelé&Figura 6.1, em que representamos um
triangulo retangul®BC cujos cateto#\B e AC medem 1, a ca-
racterizacao da medida do hipotenB&a

C

ol

1

Figura 6.1: Triangulo retangulo de Hipaso.
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Segundo o Teorema de Pitagoras, temosBftfe= 12+ 1% = 2.

Hipaso chamou a atencao para o fato de que nao existe um
namero racional cujo quadrado € 2. Isso €&, para todo riume
2

H m m
racional, sempre ocorre quéﬁ) £2.

Nao iremos provar esse resultado pois foge ao nosso obje-
tivo, apesar de a demonstracao ser muito simples. O egtuda
interessado pode consultar o livro de Pré-Calculo, AuldaS
curso de Matematica.

A Histéria (ou a lenda) relata que a descoberta de Hipaso
provocou um grande choque em Pitagoras, que nao ace#ou su
idéia de Universo ser contrariada. Incapaz de refutar ddipa
Pitagoras usou seu poder na irmandade para condenar Hipaso
morte por afogamento.

Conclusdes

1) Existem medidas que nao podem ser expressas por um
namero racional. Veja &igura 6.2, que localiza sobre
a reta orientada o numesptal quea® = 2.

Denotamos, simbolicamente, este nimerogpery/2 e o
denominamos a raiz quadrada de 2.

' “\ ‘~‘a
® F‘ = o—0—2C
1V2 2

Figura 6.2: O numero irracional/2.



2) Sea=+/2 &um nimero irracional, veja as consequiéncias.
Para todo nimero inteiro nao-nupos Z, pyv/2 & também
irracional. Vamos provar isso. Suponha, por absurdo, que
pv/2 & racional. Entao, para algume n inteiros, com
n#£0pyv2= 2 implica quev2 = —.

n n-p

O argumento anterior mostra que 8g2 é racional, ent&o

V2 & racional. Isso n&o & possivel. Portaqg é irra-

cional. Logo, temos um nUumero infinito de nUmeros irra-

cionais

s = 3V2,-2V2,—/2,7/2,2V/2,3V/2,4V2, ...

Em toda a generalidade, um nimero & irracional quando &
o valor da medida de um segmento de reta e que nao pode ser

. m ~ , . .
escrito na formaﬁ, ondemen sao niUmeros inteiros.

45 Na verdade, definimos os nimeros irracionais positivos
(uma vez que a medida de um segmento & positivo). Para
acrescentar os nameros irracionais negativos, basta toma
0s simétricos (negativos) dos nUmeros irracionais posi-
tivos.

Se denotarmos pdr o conjunto dos nameros irracionais,
entaoR R = TUQ & o conjunto dos numeros reais.

O NUMERO 11

Alem do nUmero irracional/2, outra medida importante
detectada na Antigliidade e que nao pode ser expressa por um
ndmero racional & o nUmera

Para entender, tome um circulo de diametro igual a 1 eforce
o a rolar sem deslizamento ao longo de umareta, corfrguaa 6.3.
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(20)C

Figura 6.3: O perimetro do circulo.

O segmento de reta, compreendido entre duas posi¢des con-
secutivas em que um ponto escolhitoca a reta de rolagem,
tem comprimento que denominanus

O namerort € portanto 0 comprimento ou perimetro de um
circulo cujo diametro mede 1.

O numerort ja era estudado a época do Oriente antigo e lhe
era atribuido o valor aproximado dg&° ~ 3,16.... Este dado
historico esta registrado no Papiro de Rhind (1650 a.C.).

O grande gedmetra grego, Arquimedes de Siracusa (século
IV a.C.), desenvolveu métodos geomeétricos eficientes palr
cular valores numéricos ainda mais proximos paraJsando
um poligono de 96 lados inscrito numa circunferénciapanc
troum~ 3,1428.

No entanto, foram precisos mais de 2.200 anos ap6s Arqui-
medes para que, em 1882, o matematico inglés Ferdinand Lin
deman pudesse provar que o nUmgt@irracional.

1. Encontre a representacao decimal dos seguintes n&@mer

—27
12
~135
21
67
15
329

5
7

10

2. Coloque em ordem crescente 0s nUmeros racionais:

a)
b)
c)
d)

e)

a) —3,217
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b) 0,272
13

C) 9

d) —3,22

3. Calcule o nimero resultante das seguintes operacdes e

L3-% 035
expresse na representacao deC|maI5— — 1’ T
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Aula

POTENCIAS, RADICAIS E
EXPRESSOES NUMERICAS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender os conceitos de potenaae radiciago
de rimeros reais;

resolver ou simplificar expredes nungricas.
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Vocé ja deve ter experiéncia desde o Ensino Fundamental e
Médio de lidar com o assunto que iniciamos nesta aula: poten
ciacao.

O ponto de partida & uma questao de notacao. Quando es-
crevemos, por exempld'3estamos expressando em simbolos e
abreviadamente o produto 3- 3-3. Notamos vantagem nesta
convencao. Imagine se tivermos que expressar atravpsode
duto de fatores®°. E muito fatigante! Dai, o poder da notag3o.

E preciso ressaltar que o assunto potenciacdo nao €& ape-
nas uma questao de notacao. O estudo de poténcias @va, p
exemplo, as importantes funcdes exponencial e logarédt Mas,
vamos devagar e passo a passo, comecando com a definicao de
poténcias.

POTENCIAS DE UM NUMERO REAL

Antes de tudo, & bom voceé recordar nossa escolha. O con-
junto dos nimeros naturais nao contém o zero. Istd &;
{1,2,3,...}.

Definicao 7.1
Sejab um namero real.

a) Sen & um nUmero natural, entdd® =b-b-...-
b(n fatores iguais &).

b) Seb # 0 e m & um ndmero inteiro negativig™ =
—m

~-m_ (1 _1.1 1 :
(b™H)™™M= {5 =5 g --- 5 AcCima temos um

produto com—m fatores. Note que-m > 0.

c) Seb+0, entad® = 1.

£ i, Na definicao anteriob & chamado a baseneme 0
(zero) sao os expoentes.

ii. Observe, na definicao anterior, a questao da abran-
géncia dos numeros reais que servem de base. No
item a)b & qualquer nUmero real; nos itens b) e c) é
necessaria a condi¢cho# 0.



Vamos a alguns exemplos!

SR RN B RS
Q k3 5 5

(-5y_2%525_62%
V2! 2 2 4

3129
0_ —_— prm—
c) (3,12 _(100) 1.
£ i, Atencao! Nzo tem sentido matematico a expressao

0°,

ii. Aproveito a ocasiao para lembrar que, vocé ja deve
ter topado com outras expressdes matematicas sem
sentido, ou indeterminadas. Recordo mais um exem-

0 . : , . .
plo: 0 nao tem sentido ou é indeterminado.

PROPRIEDADES DA POTENCIAG AO

As propriedades da potenciagcao que enunciamos a seguir
sao conseqiiéncias diretas das propriedades fundameat
operacdes de adicao e multiplicacdo de nUmeros.reai

Suponha que os numeros rehis ¢ e 0s nimeros inteiros
m e n permitem definir todas as poténcias explicitadas a seguir.
Entao, valem as propriedades:

l. b™-p" = pmn

# Para efetuar o produto de poténcias de mesma base, con-
servamos a base e somamos o0 expoente.
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32 . 35 — 32+5 — 37_

I (b™)" = pmn

4 Para efetuar a poténcia de uma poténcia, multiplicamos os
expoentes.

(23)5 — 23‘5 — 215'

. bM-=b"=b"- é =bm- b "=pM"

£ Para efetuar a divisao de poténcias de mesma base, con-
servamos a base e subtraimos 0s expoentes.

Exemplo 7.4

e

IV. (b-c)™=bm.c™

45 O produto de dois nimeros elevado a uma poténcia & igual
ao produto da poténcia de cada um dos numeros.

(4-2)3=43.23,
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1. Escreva sob a forma de produto e calcule:

a) 5
b) 2%
c) 1¢°
d) 11

2. Usando as propriedades de potenciacao, expresseaada i
como uma base elevada a uma Gnica poténcia.

a) $.32.33
211
b) 9

c) 3*.3.371
67\°
9 (&)

RAIZES n-ESIMAS DE NUMEROS REAIS

Frequentemente, ficamos diante da necessidade de definir
gue numero reat verifica uma equacao comd = b, onden &
um nUmero natural b, um nimero real. Explicando melhor: na
equacaob € um numero real conhecido e precisamos encontrar
um ou mais nUmeros reaistais queb = x- x- X...x(n fatoresx).

— Vocé se lembra do surgimento do primeiro nUmero irra-
cional, na Aula 3?

Naquela ocasiao, o numero realjue fornecia a medida da
hipotenusa de um triangulo retangulo cujos catetos metlem
verificavax? = 2. Na ocasido, usamos a notagée /2 para
expressar o nimero. Portantg? tem a propriedade qug?2 -

V2=2.

Veja outros exemplos.

Exemplo 7.6

Encontre nimeros reastais quec = —8.
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Solugdo: A equacao proposta tem como Unica solugade —2. De
fato, (—2) - (=2) - (—2) = —8.

Exemplo 7.

Encontre nimeros reaistais quex® = 8.

Solugao: Nesse caso, as duas solugdes possiveis sao 0s nmeros
V2 exp = —/2. De fato,

(V26 =v2-vV2-v/2-\/2./2-\/2=2-2.2=8. O mesmo

desenvolvimento valendo paxa= —+/2.

Estamos em condic¢des de definir o conceito de raiz enésima
de um numero real.

Definicao 7.2

(Raizem-ésimas)
Sejab um namero real. Entao,

a) Seb > 0 enum numero natural, a raizésima deb é
0 namero real positivo que elevado a potémoiasulta
b.

Usamos a notagadb ou b para representar a raiz
n-ésima deb. Isto &,b = vb- vb... Vb (n fatores).

b) Seb < 0 e n & um nimero natural impar, K@iz
enésima deb & o nimero real negativo que elevado
a poténcian resultab.

1
Permanecemos com a notac&d ou b para re-
presentar an-ésima raiz deb. Entdob = v/b-

vDb...V/b(nfatores.

c) Seb =0 e n & um numero natural, entao raiz
enésima deb = 0 & o nimero zero. Isto &0 = 0.

£ i, Nao definimosVb, qualquer que seja o nimero real
b, sem & um namero inteiro en < 0. Por exemplo,
n&o tem sentidov/5.

ii. Nao esta definido)/b, onden & par eb < 0. Por
exemplo, nao existe nenhum nimero real que possa
ser associado & —2.
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iii. Na expressad/b, o numerd & o radicando, o simbolo
Na é araiz en é o indice daraiz.

iv. No cason =2, em vez de\z/— escrevemos/” e
lemos: “raiz quadrada”. Por exemplo, a igualdade
V49=7, |é-se “raiz quadrada de 49 é igual a 7.

v. No cason=3, 0 simbolo\sf |é-se raiz cubica. Por
exemplo, aigualdadg—125= —5, |é-se: “raiz cubica
de—125 éigual a-5".

PROPRIEDADES DA RADICIAC, AO

a) Sea e b sao numeros reais positivosneé um namero

natural, entad)/a-b= y/a- v/b.

b) Seaé um numero real negativboum nimero real positivo
en & um nimero natural impar, entd@-b = J/a- vb.

1
a) v27=27° =3. Pois, 33-3=33=27.

b) Nao tem sentide/—4 quando trabalhamos com nimeros
reais, uma vez que nao existe um numero xeahl que
2
X = —4.

c) /—32=—-2. Pois(—2)°=(-2)-(-2)-(-2) - (-2)-
(—2) = —32.

d) vV8=v22.2=V22./2=2\/2.
e) v-81l=/(-3)3-3= ¢/ (-3)3-V3=-3V3.

£ i, Observe qué—3)2=9e ¥ =9. No entanto/9 =
3. E errado escrevey’9 = —3!! Pois para todo ni-
mero real positivd e todo nimero natural, Vb &,
por definicdo, um nimero positivo.

ii. Sendoyv/9= 3 entio tomando os nimeros simétricos
(ou multiplicando por-1) escrevemos-v/9 = —3.
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1. Calcule:

a) (vV2+3)~*
b) [(v2)2
c) (V2-5)2

2. Verifigue as seguintes igualdades:

a) v—250= —5/2
b) V48=2V3
c) v—512= —2v/16

POTENCIAS RACIONAISDE NUMEROS REAIS

Dado um numero racional podemos sempre supor que a
fracao que o representa nao pode ser simplificada e o denom
nador & positivo. Isto &, podemos escravea forma,

m
r=—
n

Y

ondem e n sao nimeros inteiros que nao possuem divisor em
comumen > 0.

Dentro destas condicOes estabelecidas, introduzimadsama
defini¢ao.

Definicao 7.3
, . m, . i
Sejamb um nimero real e = a tais que uma das condicdes

é satisfeita:

a) b™ < 0 en & um numero natural impar. Ou
b) b™ >0

m

n —

Vb

entdob’ =b
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£ \feja que as condicbes a) e b) impostas na definicio sao
necessarias para que as operacoes de radiciacaeneigot”
fiqguem bem definidas. Observe, também, que em virtude
d?ﬁs propriedades da radiciacao vale

b = VoM = (Vb)™.

Exemplo 7.9

a)16“ V12 = {/(4?)° _ VB4t gl

b) (-8 )g =/(-8)°= \3/(—8)3- (—8)2=/(-8)3-v/(-8)?=
—8V64=—-8x4=—

0 (27 * - var - F () =673

Mostre que valem as seguintes igualdades:

gl

a) (—500)% =—5v/4 b)(—32) ° = _%

EXPRESSOES NUMERICAS E SIMPLIFI -
CACOES

Uma expressao onde aparecem nmeros reais, operagoes e
tre 0s nimeros e sinais convencionais de organizacaadeano
das operacdes & 0 que chamamos de uma expressao raumeric
real ou simplesmente expressao numeérica.

Por exemplo,
3 1 3 1 2
= 295+ §+\f5—6 x3+52| 2% x5

€ uma expressao numérica. Na expressao destacademanter
mente, aparecem as operac¢oes fundamentais, a potmcac
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radiciacao e os simbolos organizadores, chiyjegolchetes [,]
e 0s mais populares parénteses (,).

A expressao numeérica &, geralmente, a traducao (emeac
mento) da solucao de um problema qualquer que porvengura e
tejamos resolvendo. Portanto, diante de expressaoralgéb
objetivo maior € resolvé-la, achando o nimero real quepeer
senta ou, na impossibilidade, realizar operacdes panalisi
fica-la.

Uma expressao numeérica, portanto, &€ uma coisa do tipe dec
fra-me ou te devoro! Vamos resolver, ou decifrar, a expi@ss”
anterior.

Mas, antes de realizar essa tarefa, vamos recordar as re-
gras que devem ser usadas quando queremos simplificar uma
expressao algébrica ou calcular seu valor. Eis a hieiaaps
operacdes e a convencao quanto aos simbolos.

4 i, Antes de qualquer coisa, devemos efetuar primeiro
as operacoes entre parénteses, depois entre colchetes
e, finalmente, realizar as operacdes entre chaves.

ii. Quanto as operacdes, devem ser resolvidas na se-
guinte ordem:

1. em primeiro lugar, as potenciacdes e as radicia-
cOes (esta quando possivel);

2. em segundo lugar, as multiplicacdes e as divisdes;

3. emterceiro lugar, finalmente as adicdes e as sub-
tracoes.

Mais algumas recordag¢des sao importantes para o
trato com expressoes algébricas:

iii. Um sinal negativo na frente de um parénteses, col-
chetes ou chave muda o sinal de todos os termos in-
teriores ao sinal ou muda o resultado obtido quando
se efetua as operacg0des internas ao sinal. Por exem-
plo:

—(3x246)=-3x2-6=-6—-6=-12

ou

—(3x2+46)=—(6+6)=—(12) = —12.

Agora acompanhe o célculo do valor da expressao
E.



—2.6+ (‘%HS/E) -3+25} +2} x 5=
(%H/E) -3+25} +2} x 5=

—2.v5+ 1+3-\3/§+25] +2} % 5=

—2&75+13+;€/§}><5:

{
{
{
~ {-2-5+[20+3.98] 2} x5
{
{

—2&‘/5+13+;%}><5:

—4+43 1
= { 2+ \3/§+13}x5:{—§\3/§—|—13}x5:
= _—25575+65.

Compare o resultado encontrado com a expressao original.
Convenhamaos, o resultado que encontramos € um valor regmér
muito mais palatavel para.

Resolva as seguintes expressoes:

a) 1*—(—2)*—(-2)°+0"+320+8.22
b) —(~3)3— (22)°

c) —(1)0428

d) —2+{-1-[5-3-(10+1)+3]—-5-7}
e) —5+[3— (7—5-13)-22+11]
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PRODUTOS NOTAVEIS

Os produtos notaveis sao equivaléncias entre expesdge-
bricas, Uteis para simplificar a rotina de calculos. Veja, se-
guida, os casos mais simples de produtos notaveis:

Quadrado da soma de dois termos algpricos

Sea e b sao nUmeros reais, entao
(a+b)? = a2+ 2ab+ b2,

Para mostrar que o primeiro membro coincide algebricamente
com o segundo membro, basta efetuar o desenvolvimento,

(a+b)2=(a+b)-(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b=a?+
2ab+ b2,

Quadrado da diferenca de dois termos algbricos

Seaeb sao nimeros reais, entao
(a—Db)? = a? — 2ab+ b2

Para mostrar que o primeiro membro coincide algebricamente
com o segundo membro, basta efetuar o desenvolvimento,

(a—b)2=(a—b)-(a—b)=a-a+a-(~b)+(—b)-a+(—b)-
(—b) = a® — 2ab+b?.

Produto da soma pela diferenca

Seaeb sao nimeros reais, entao
(a+b)(a—b)=a—b?.

Basta efetuar o desenvolvimento para verificar que o promeir
membro coincide algebricamente com o segundo merfero
b)(a+b)=a-a+a-b+(—b)-a+(—b)-(b)=a®—b?

Com uma aplicacao dos produtos notaveis e com o objetivo
de resolver expressdes numéricas, vamos abrir nossa daix
truques e retirar dali a ferramenta chamada raciona@ag¢éja
os exemplos tipicos:



Exemplo 7.1Q

Racionalize ou simplifique expressodes do tipo:

a) ;
va++vb

1
ﬁl va-vb

ondea e b sdo nUmeros reais positivosie~ b.

Solucao: Para efetuar a racionalizagdo, vamos usar o produtoelota
onde, para nimeros reaigy, (x—y)(x+y) = x> — y?. Entao,

o1 va-VBb_yja-vb
vatvb  (va+vb)(va-vb  a-b
1 va+vb _Va+vb

) /a-vb (Va-vbvarivh ab

Veja alguns exemplos numeéricos.

c) Simplifique (racionalize) as expressdes numeéricas:

_1-5
LE==—f
V6
2. Ep= N
1 1
RV
_V2-V3
R N e
Solugao:
Lg_1-Vv5_(1-vHVE_VE-5 VB
T s 0 BB 5 5 T
£ V6 V6 V2+v3 V12418
. VIR V2B VZHR (V2R (V3P

AT _2AE s
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R S S V5—1/3 V3
, 7 VB+v3 V3 (VBHV3(VE-VE) VBB
 VB-V3 V3B VB-v3 V3B VB 5/3
- 5-3 3 2 3 2 '6°
e, V2VB_ V2V V2-V3 VBB _
. V243 VV2+VVE VV2+ VY3 VV2-VVB
(V2= VB)(V2-V3) 45
s =23
. . o 2
d) Rlamonallze ou simplifiqgue a expresdac= m —
%.
Solugao:
E 2 1 2(VT+?2) s

VIi-V2 BT (VT-VDWT+V2) BV
2VT+V2) V25 2(VT+V2) V25

V7E-(V22 V& 7-2 5

2VT+2V2 - 25
= .

Para finalizar a aula, resolva os exercicios.

1. A expressao numéri¢a= L K; —3) +V3—
| Val\vz—v3 )"
1
2(vV3-— || éigual a:
(v3-75)
a) V3-3
3
—V3+9
b) 3
V3-9
C) 3
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2. Mostre que sao verdadeiras as igualdades:

a) (V2-1)3=5/2-7
1 V2-2 3+V2
o (20) 52

3. Determine o valor deem cada uma das equacdes abaixo:

a) 5 2=1
b) 162 — 23x-1
c) (@43 x=1
1 3
4. O nUmero —
V3—v2 ¥-3
V3-v2-V9
a) 3

3v3+3v2+ /9
b) 2

3v3-3v2+ /9
C) 3

d) vV3+v2+V9

5. Verifigue que as seguintes igualdades sao verdadeiras:

éigual a:

5
3 e
N

0 3v2 VB 17+V10
V8-v5 B+v5 3

6. (Desafio)Prove que s@& < 0 ent&o(y/1— \3/5)6 =1+
3Ya(Ya—1)—a.
7. (Desafio)Mostre que sao negativos 0s hiumeros:
a) 3—2v3
b) v/3+V3-V/3/3
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Aula 8 4

NUMEROS REAIS: RELAG AO DE ORDEM,
INTERVALOS E INEQUAC OES

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender a estrutura de ordem dosaros
reais e suas principais propriedades;

compreender o conceito de intervalo demeros
reais, realizar operées com intervalos e repre-
senf-los graficamente na reta;

resolver inequdies e usar os intervalos para ex-
pressar 0s conjuntos sofgs.
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A representacao dos niameros reais sobre uma reta € uma
poderosa ferramentd& como se construissemos uma ponte li-
gando a aritmética e a algebra a geometria.

Outro aspecto importante da representacao dos nunaaiss r
sobre uma reta é o fato de que os niumeros aparecem de maneira
organizada, possibilitando comparar as ordens de grar#eza
dois nUmeros por suas posi¢cdes. Para motivar estaaitirser-
vacao, proponho uma atividade para comecar.

Apbs tomar um banho, coloque uma roupa legal, pra cima,
borrifadas de um agradavel perfume ajudam. Pronto. Saia. a
\océ vai a uma loja comprar uma televisao nova, de teladgran
a Copa do Mundo se aproxima, e estao oferecendo garantia de
10 anos, controle remoto e 0o escambau. SO falta garantir a
vitoria do seu time.

De volta a casa, televisao instalada. Vocé liga. O canal
10 é automaticamente sintonizado, e 0 som esta muito baixo
O jogo da selecao ja comecgou, esta passando no carevaeé
precisa também entrar em campo! Vocé esta com o conteole n
mao, aconchegado no sofa e o manual de instrucdes |Qige.
servando o controle remoto, vocé identifica o icone demelu
(VOL) e o icone dos canais (CH). Veja o controleFigura 8.1
a sequir.

Figura 8.1: Controle remoto.

— Que tecla apertar para passar do canal 10 ao canal 12?
Duas vezes a tecla acima do icone canal (CH) ou duas vezes
aquela abaixo?
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— Que tecla comprimir para aumentar o volume? Aquela a
direita ou aquela a esquerda do icone volume?

Pense um pouco e responda! Acredite, sua resposta definira
sua condicao de pessoa bem ou mal-orientada em re&gao -
convencgdes de comunicacgao grafica adotadas.

Se voce ja se decidiu, consulte a resposta ao Exercitio 8.
no fim deste modulo.

E ai? Acertou a resposta? Pois &, sao convencdes mue té
seu fundamento.

Veja por qué! Ao representarmos 0s numeros reais sobre
uma reta horizontal eles crescem, da esquerda para a direita
e, evidentemente, decrescem da direita para a esquerda. Se a
reta, representando os nUmeros reais, fosse posiciopdtzal
mente, a representacao dos nlUmeros seria crescenterpara
decrescente para baixo!

Para tornar um pouco mais rigorosa esta idéia, vamos intro-
duzir a relacao de ordem nos numeros reais.

Considere os numeros reais representados sobre uma reta
real orientada, como rfagura 8.2.

0-l>|\l

N

4
4
®
4

Figura 8.2: Numeros reais sobre a reta.

Dados dois numeros readse b representados sobre a reta,
escrevemos qua < b para significar que o sentido que vaiale
parab coincide com a orientacao da reta.

A expressa@ < b &€ uma desigualdadea‘® menor do que
b".
Observando &igura 8.2, concluimos que
11 7
—— <2 -, —2<-1.
3 <-2, 0< 7 <

Sea < b, equivalentemente, podemos escreverlguea, b
€ maior quea.
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Também as notacBes< y e z > w sao permitidas entre
numeros reaig, y, zew. A primeira expressaw< y traduz que
o nUmerax & menor ou igual ao nUmeyo A segunda expressao
z> wtraduz que o nimerpé maior ou igual av.

A relacao de ordem introduzida nos numeros reais tem pro-
priedades muito interessantes. Veja duas delas muito tamnges:

Para o enunciado das propriedades considereajiee c
sao numeros reais arbitrarios.

£ Propriedade 1. Sea< beb < centioa < c.

Veja um exemplo—3 <5 e 5<25= —3< 25.

£ Propriedade 2. Sea < b entaoca+c < b+c.

Somar um mesmo nimeeoem ambos 0s membros de uma
igualdade nao altera a igualdade. Veja um exemplo.

—3<2=-3+3<2+3<0<5.

A Propriedade 2 & muito Gtil para resolver inequacdes,
assunto que trataremos adiante. No entanto, adiantand® ao a
sunto, veja um exemplo! Queremos determinar todos os &lore
inteirosx que satisfazem a desigualdage; 12 < —9. Usando
a Propriedade 2, temos que

X—12< -9=x—-124+12< -9+12< x< 3.

Logo, os valores saw=2,1,0,—1,-2,....

4 Propriedade 3. Sea< bec>0entdoa-c< b-c.

Esta propriedade & enunciada ressaltando que multiglican
ambos 0os membros de uma desigualdade por um numero pos-
itivo a desigualdad@ermanece Veja um exemplo em que o
fator de multiplicagao & o nUmero 2:

—250< -32 = —-500< —64.



£ Propriedade 4. Sea< bec< 0entdoa-c>b-c.

Esta propriedade € enunciada ressaltando que multiglican
ambos os membros de uma desigualdade por um nimero nega-
tivo a desigualdadmverte de sentida

Veja um exemplo em que o fator de multiplicacéo &€ o nUmero
(=2):
—250< —32=-500> 64

INTERVALOS DE NUMEROS REAIS

Intervalos sao subconjuntos de numeros reais que expres-
sam umcontinuumdos numeros reais. Esta caracterizacao im-
plica que se dois nimerase b estdo num intervalb e a < b,
entdao qualquer numero enaae b esta enl. Mais tarde, quando
vocé estudar limite e derivada, podera apreciar melhtar s
racterizacao de intervalos. Mas falamodhilchointervalo, sem
apresenta-lo. Vamos as definicoes.

Definicao 8.1

Dados os nUmeros rease b, com a < b, definimos os
seguintes conjuntos de nimeros reais:

a) (a,b) ={xeR; a<x<b},
b) [a,b) = {xeR; a<x< b},
c) (abj={xeR; a<x<b},
d) [a,b] = {xeR; a<x<b}.

Os intervalos definidos sao referidos como intervalostaber
(a), fechado a esquerda e aberto a direita (b), abertquesta
e fechado a direita (c), e fechado (d). Os nimeresd sao os
extremos do intervalo.

Localizando os numerase b sobre a reta real temos repre-
sentacgdes graficas dos intervalos definidos.
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Representacao grafica dos intervdle8, —2), [—1,0), (1, 2]

e[37

: E} . Veja aFigura 8.3.

1 I 5 I " i I F—

-3 -2 -1 0 1 2 3 7

2
Figura 8.3: Representagao de intervalos.

Examine novamentekigura 8.3 e note que na representacao
dos intervalos estamos usando duas convencgdes. Quafdtes n
ro extremo do intervalo & representado por um ponto cheio, o
numero pertence ao intervalo. Quando o nimero extremo do
intervalo & representado por um ponto vazado, o nUmero na
pertence ao intervalo.

Sea & um nUumero real podemos usar 0 simbelo e —
para expressar intervalos infinitos.

Definicéo 8.2

Os subconjuntos de nUmeros reais
a) (a,o) ={xeR; x> a},
b) [a,») = {xeR; x> a},
c) (—»,a) ={xeR; x< a},
d) (—e,a ={xeR; x< a}.

sao intervalos infinitos.

Exemplo 8.2

Representacao grafica dos intervdles(2,c) eJ = (—o,0].
Veja aFigura 8.4.
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£ i, Na definicao de um intervalo, o nmero que fica no
extremo esquerdo & menor que o numero que fica
no extremo direito. Assini—1,+/2) & um intervalo,
mas(3,0) nao tem sentido.

ii. Usando orecurso de representar subconjuntos da reta
por intervalos, podemos escreyefo, o) = R.

a) [2,3]N[3,7) = {3}

b) (~1,2)N(0,5) = (0,2).

Solugao: Vamos resolver o item a). Note que
[2,3] ={xeR; 2<x<3}e[3,7) ={XxeR; 3<x< 7}

Como se trata de uma intersecao de conjuntos, as desagesldnos-
tram quex = 3 & o Unico nUmero que aparece em ambos conjuntos.
Logo, é valida a igualdade a).

Note que a validade da igualdade de conjuntos expressambjte
pode ser observada graficamenté-itaira 8.5. Nas copias da reta real
estao representados, respectivamente, os subconjun1o2), (0,5)
e(—1,2)n(0,5).

Também(—1,2) = {xeR; —1<x< 2} e (0,5 ={xeR; 0<x<5}.

Logo, todoxtal que 0< x < 2 pertence a ambos os conjuntos. Provando
a igualdade b).

e
-1 0 1 2 3 4 5 6 7
L L L O
0 1 2 3 4 5
e )
0 1 2 3

Figura 8.5: Intersecgao de intervalos.
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Prove que

a) (—1,v2) C (—»,3)
b) (—v/3,10)N[0,10v/2) = [0,10)

e represente geometricamente as operacgoes entre oglioser

| NEQUACOES DOPRIMEIRO GRAU DE UMA
VARIAVEL REAL

Inequacdes sao expressdes em que aparecem numeros, de
sigualdades e uma variavel freqiientemente represeptada
A inequacao define todos os valores reais que podem ser assu
midos pela variavel.

Resolver a inequacao € explicitar o subconjunto de masne
reais em que a variavel pode assumir valores, de modo que a
inequacao seja satisfeita. A linguagem dos intervalosuéo
Gtil para expressar o conjunto solucao de uma inequaca

Exemplo 8.4

Encontre o conjunto solu¢ao da inequacaeax < 8x.
Solugao:
6—-2Xx<8x=6<8x+2x=6<10x.
Entao Ll <X=X> §
10 — -5

Logo, o conjunto solucaBda inequacao &

3] [3

1. Use a Propriedade 3 para descrever todos os nUmeros reais
tais que: < —7.

2. Use a Propriedade 4 para descrever 0s nUmerosrieass
que—13x < —5.



10.

Coloque em ordem crescente 0s seguintes nUmeros reais:
—13 —-18 13 18
127 17 °12'17

V3 7

, 1
Coloque em ordem crescente 0s numeras — 3 V2, 3

Verifique que X v10< 3,2

, . V5 1
Descrevatodos os nUmeros natunapara (05 qualsn— > —.

V5

Represente na reta real os seguintes intervalos:
a) (_\/27 2]
7 10
b) ( =. =
c) [, )
Efetue as seguintes opera¢des com intervalos:

a) [—6,0)N[—2,5]
b) (_007 1) N (_1700)

c) R—(1,)
d) {—%2,%) U (0,0)

. Apresente na forma de intervalo de nUmeros reais o con-

junto solucao das inequacoes:

X
a) 72—1< V2x—1

b) }—1>O
X

Responda falso (F) ou verdadeiro (V) para as sentencas
abaixo. Justifique a resposta.

a) (—2,0)U(~w,~2) =R
b) N = [1, )

c) 1€ <—?,\/§) N (%,oo)
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. . 1
11. Encontre o maior nUmero naturapara o qua— +

V5

5
n< —=

V2
12. Prove que sao verdadeiras as desigualdades:

1
D 5y va <22

b) ¢3¢§<g

13. Considere dois numeros reai® b. Responda falso (F)
ou verdadeiro (V) as afirmac0des justificando brevemente
a resposta.

b
a) Sea,b>0 entéo% >+a-b

b) Sea<bentaoa?—b?<0
c) Sea>2entaca®—1>a+a+1

112 CEDERJ



Aula

MODULO DE UM NUMERO REALE
| NEQUAC OES M ODULARES

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o conceito dedatulo de um imero
real e relacionar este conceito com a &ligia
entre dois pontos da reta;

distinguir entre 0s conjuntos d&imeros reais
aqueles qued intervalos;

resolver inequdies em que aparecenonulos.
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Nesta aula, continuamos a aumentar nosso conhecimento
acerca dos numeros reais com dois topicos a mais exphcita
no titulo da aula. Vamos ao primeiro topico.

MODULO DE UM NUMERO REAL

Definicao 9.1

Dado um nimero read o modulo dex, representado pox|,
e definido por

X sex>0
IX=¢ —x sex<O0
0 sex=0

Veja os seguintes exemplos de modulos de nUmeros:

R

Observe algumas propriedades basicas do modulo que decor
rem diretamente da definicao:

Propriedades

e Para qualquer numero real

X >0 e [x>x.
e Sex, y sao nUmeros reais entao
-y = |x]-]y].

e Sex, y sao nlUmeros reaisye# 0, entao

X

y

Y|

Vamos fazer um breve comentario sobre a propriedade 1.
Para acompanhar, retorne com atencao a definicao delmde
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um namero real e veja que na coluna ap6s a chave estamsscri
nameros positivos nas duas primeiras linhas e o nUmeooreer
terceira linha. Isto mostra que o modulo & sempre posidivo
nulo. Isto é|x| > 0 para qualquex. Também se for positivo,
ent&o|x| = x e no caso d& negativo ou nulo entaex > x. Isto
mostra que a propriedade 1 € verdadeira.

As outras duas propriedades do modulo sao auto-evidentes

CARACTERIZAC, AO GEOMETRICA DO M ODULO

Vamos usar a representacao dos numeros reais sobre uma
reta para caracterizar geometricamente o médulo de unarmim
Veja naFigura 9.1, sobre a reta real, dois nUmeros reassy,
ondex > 0ey < 0.

<o
o

XX @
5“

Figura 9.1: Modulo como distancia a origem.

Comox > 0, entadx| = x. Por outro lado, comp < 0, entao
Yl = -y

Em um ou outro casfx| e |y| representam, respectivamente,
amedida da distancia deté a origen®© ou dey até a origen®.

Com esta interpretacao geométrica em mente, enunciamos
propriedade fundamental que relaciona o modulo de um riume
com a distancia entre dois pontos da reta.

Propriedade: Sejamx ey nUmeros reais representados geome-
tricamente na reta real. Entao

‘X_y| :d(X,y), (91)

onded(x,y) significa a distancia do ponicao pontoy ou, 0 que
€ a mesma coisal(x,y) € o comprimento do segmento cujos
extremos Sao 0s pontaey.
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DESIGUALDADE TRIANGULAR

A desigualdade triangular & outra propriedade fundarhenta
sobre numeros reais. Veja o enunciado:

Seaeb sao numeros reais quaisquer. Entao

la+b] < [a]+b].

Veja por que vale a desigualdade triangular.

1) Sea+b> 0 entao

la+b|=a+b < |a]+|bl.

Nesta Ultima passagem, usamos a propriedade 1, vista an-
teriormente.

2) Sea+b < 0entdo

la+b|=—(at+b)=—a—b<|a+]b].

De novo fizemos uso da propriedade 1.

A desigualdade triangular que acabamos de provar pode-apare
cer expressa de outras maneiras. Veja um exemplo:

Exemplo 9.
Para quaisquer dois nUmeros remesb
|al — |b] < |a—b].
Veja como esta desigualdade & consequéncia direta da de-
sigualdade triangular. De fato
la|=]a—b+b| <|a—Db|+]b|.

Logo
|a| —[b] < Ja—b],

provando a desigualdade.
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Definicao 9.2

Dados os numeros rease r, onder > 0, os intervalos
(a—r,a+r) e [a—r,a+r]
sao ditos, respectivamente, o intervalo aberto de centra e

e raior e o intervalo fechado de centro ene raior.

NaFigura 9.2, representamos os intervalos centrados-&m
e+/2 de raios iguais a 1, o primeiro fechado e o segundo aberto.

V241 V2o 2+

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 9.2: Intervalos aberto e fechado.

4 i, Ointervalo(a—r,a+r) & constituido por todos os
nameros reais que estao a uma distancia inferior a
do nimeraa. Veja por que

(a—ra+r)={xeR;a-r<x<a+r}.

Vamos separar a dupla desigualdade que aparece na
definicao do intervalo em

a—r<x e x<a+r.
Estas desigualdades sao equivalentes por sua vez a
—(x—a)<r e x—a<r.

Logo, 0 nUlmerak— a e seu simétrice-(x —a) sao
inferiores ar. Entao

Ix—al <r.

Portanto, podemos escrever o intervalo aberto de cen-
tro a e raior, como

(a—r,a+r)={xeR;

x—a| <r}={xeR;d(x,a)<r}.

Esta maneira de representar o intervalo & geometri-
camente relevante. Podemos dizer ae r,a+r)
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€ o conjunto dos numeros (pontos) da reta que estao
a uma distancia inferior mdo numero (ponto) que &
o centro do intervalo.

ii. Sel =(a,b) & umintervalo aberto, ent@w< bed=
b—aé o diametro do intervalb Veja aFigura 9.3,
onde o diametra é representado.

—>
———————))
a b IR

Figura 9.3: Diametro de um intervalo.

1. Sejam = (a,b) umintervalo aberto & =b—a o diametro

. a+b d b-a
do intervalo, prove que = 5 er =—-=—— sao,

respectivamente, o centro e o raio do intervalo

: : 36
2. Considere o intervalo= (a,b),a=+/2eb= > Calcule
o raior del.

| NEQUACOES DO PRIMEIRO GRAU COM
M ODULO

Para encerrar esta aula vamos praticar, em alguns exemplos,
a solucao de inequacdes onde aparecem modulos.

Exemplo 9.2

a) Determine o conjunto de nUmeros reais, tais|guel| < 5.

Solugdo: Usando a definicao de modulo, a desigualdade pro-
posta corresponde a duas desigualdades

X+1<5e —(x+1)<5.

Ou sejax < 4 e —6 < x. Portanto,S= (—6,4) & o conjunto
solucao.
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b)

Determine o conjunto solugao da inequag@e 1| > 6.

Solucao: A desigualdade é equivalente a
X—1>6e —(x—1)>6.

Ou sejax > 7 e—5> x. Logo, o conjunto solu¢a8 & dado
pela uniao de dois intervalos abertos infinit8s= (—c, —5) U
(7,00).

Determine o conjunto solucao da inequagée 1| < [x—
1|.

Solugao: O problema consiste em identificar todos os nimeros
reaisx tais que a distancia atél é inferior a distancia até 1.
Temos trés casos a examinar.

1% caso:x > 1.

Neste casox+ 1> 0ex—1> 0 e a equacao se torma- 1 <
Xx—1< 1< —1, 0que é absurdo.

22caso:—1<x< 1.

Neste casox+ 1> 0 ex—1<0. Entdao a desigualdade se
expressa como

X+1l<—(x—1) e 2X<0&x<0.

Logo, juntando que-1 < x < 1 ex < 0 encontramos quel <
x < 0 é solucao neste caso.

32 caso:x < —1.

Neste casox+ 1 < 0 ex—1 < 0 e a desigualdade se expressa
como—(x+1) < —(x—1). Ou seja,—1 < 1. Portanto, todo
x < —1 & solugao da inequacao.

Juntando as possibilidades representadas pele # casos
temos que

S= [_170) U (_007_1) = (_0070)

€ o0 conjunto solucao procurado.

1.

Existe algum numero realtal que|a—2| = |a+1|? In-
terprete sua solucao em termos de distancia.
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2. Determine os numerose R que estao a distancia 3 do

nimero—3.

. Dado intervalo abertb, determine o centrec e o raior.

Isto &, escrevana formal = (c—r,c+r), onde
a) | =(-3,2)
b) 1 = (32, 5)

. Calcule o diametro de cada um dos intervalos do exemplo

9.2.

. Determine e represente na reta real o conjunto solugao d

1
a Z1=2
) x+5‘
b) x—3/=-1
C) |x+6/<3



Aula 1 O 4

SISTEMAS DE COORDENADAS
EM UM PLANO

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

identificar que coordenadas em uma reta ou em
um plano &o ferramentas que permitem repre-
sentar graficamente subconjuntos da reta e do
plano;

compreender que numa reta com coordenadas a
nogdo de nddulo de um amero real conduza
nogo de dishncia entre pontos de uma reta.
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Veja a inscricao encontrada num pergaminho de uma biblio-
teca na Antigliidade, dando referéncias para encontraeswol-
ro enterrado.

Na ilha de Samos, partindo das arvores baobas gémeas,
andar 3200 pés na direcao do sol poente e aguardar a
meia noite de uma lua nova de marco. Caminhar mais
7.280 pés na direcao da estrela Sirius, e o tesouro estara
em seus pés.

Considerando o espaco descrito pelo “mapa do tesouro” como
um plano, as indicacOes referem-se a pontos com locaksac
precisas e as direcdes que ligam esses pontos.

A Figura 10.1 a seguir, poderia ser uma representacao es-
guematica do “mapa do tesouro”. Os pontgB e C seriam,
respectivamente, o ponto de partida, a primeira paradaagaea-
dar a lua nova de marco e finalmente o tesouro no p@nto
As direcdes indicadas d& paraB e deB paraC representam
as dire¢Bes do sol poente e da estrela Sirius num céu devaa
de marco.

Figura 10.1 O mapa do tesouro.

Nesta aula, vamos introduzir um sistema de coordenadas no
plano para resolver problemas ligados a localizagaoou¢os,
a descricao de lugares geométricos (regides do plardgre-
cer uma ferramenta para resolver problemas que permitam uma
expressao geometrica.



COORDENADAS EM UMA RETA

Dada uma reta indicamos 0s pontos sobre a reta por letras
mailsculag\, B, C etc.

A idéia de introduzir coordenadas em uma reta & a de asso-
ciar a cada ponto da reta um numero real, de maneira tae orga
nizada, que possam ser conseguidas as seguintes propsedad

o fica definido uma unidade de medida;

e todo ponto representa um e apenas um numero real e, to-
dos os nUmeros reais sao representados;

e adistancia entre dois pontos €& dada pelo mbdulo da difare
dos nimeros inscritos sobre o ponto.

Uma vez introduzido o sistema de coordenadas sobre a reta,
esta estabelelecido uma representacao geométricaliosros
reais. A partir dai, pontos da reta e nUmeros reais sacsame
coisa. Problemas envolvendo numeros reais podem seviresol
dos geometricamente e propriedades de niUmeros reais podem
ser interpretadas geometricamente.

Este assunto coincide com a representacao geométrica do
nameros reais sobre uma reta, assunto visto nas aulamesger
Nao & demais repetir a constru¢ao, agora com foco nensist
de coordenadas.

Dada uma reta, escolha um ponto origef@ e o represente
pelo nimero 0 (zero). Escolha outro ponto diferente para-1o
lizar o nUmero 1. Neste ponto estamos aptos a represebtar so
a reta todos os numeros reais. Vejaigura 10.2

segmento U

Figura 10.2 Aretareal.

O segment®A cujas extremidades sao os pontos 0 (zero) e
1 (um), indicado como segmerlitg define a unidade de medida
gue permite localizar todos os nUmeros reais sobre a reta.

CEDERJ 123

AULA E MODULO 1



M étodos Determiristicos | | Sistemas de Coordenadas em um Plano

Uma identificacao
biunivoca entre
dois conjuntoX e

Y &€ umarelacao
que associa a cada
elemento deX um
Unico elemento de
Y, e de modo que a
relagdo pode ser
invertida
associando a cada
elemento d¢,
igualmente, um
Unico elemento
deX.

A notacacAB
representa tanto o
segmento de reta
como a medida de
seu comprimento.
O contexto no qual
€ escritoAB deve
indicar claramente
do que se

esta falando.

Alguns autores
preferem escrever
m(AB) ouAB para
a medida do
comprimento do
segmenta\B.
Cremos que esta
opcao sobrecarrega
os textos com
quase nenhuma
vantagem.
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Reforcando a idéia. A todo ponth da retar esta associ-
ado um Unico numero real digamas,que € a coordenada do
ponto. NaFigura 10.2, 0os pontosA e B tém como coordenadas,
respectivamente, os nimeros /2.

Umareta com estrutura de coordenadas é dita uma reta numeé-
rica ou a reta real. Estamos autorizados a representare¢gta r
porR. Veja esta notacao ridgura 10.2

DISTANCIAENTRE DOIS PONTOS DA RETA

Numa reta com coordenadas & muito facil calcular a dishan
entre dois ponto& e B. Seaeb sao respectivamente os nimeros
gue representam as coordenadas dos pdned, entao o com-
primento do segmento de redB & a distancia entre os pontos,
a qual pode ser calculada por

d(A,B)=AB=|b—a|.

Vamos entender bem o que esta escrito na formula acima.
A distancia entreA e B € o comprimento do segmento cujos
extremos sao esses pontos. Esse comprimento esta ingiocad
AB e pode ser calculado pelo mbdulo do nUmeroea.

COORDENADAS DO PONTO MEDIO

Considere na reta os pontAs B cujas coordenadas sao os
numerosa e b, respectivamente. Entao

m_a+b
2

€ a coordenada do poniid, isto €, o ponto médio do segmento
AB. Veja porque isto € verdadeiro.

Vamos trabalhar a situacdo em due: a. O caso em que
b > a é totalmente equivalente.

No caso entao em que< a, o pontoB esta a esquerda do
pontoA na representacao na reta. Vejaigura 10.3:



B M A R
Figura 10.3 Coordenadas do ponto médio.

- a+b,
Nestas condi¢bes temos que mostrar e > é a co-
ordenada do ponto médiM. Veja que

b<m<a.

De fato,

b<m@b<¥©2b<a+b©b<a.

Comob < a, a equivaléncia anterior prova goe: m. Também,

a+b
m<a<:>T<a<:>a+b<2a<:>b<a.

Do mesmo modo, como< a, a desigualdade anterior mostra
quem< a.

As desigualdades anteriores confirmam Quem < a. Ou
seja, 0 pontdM esta entré\ e B.

Para concluir qu& & o ponto médio, basta verificar que
d(A/M) =d(M,B) < AM = MB.
Esta Gltima igualdade € equivalente a

a+b
\m—a|:\b—m|<:>m—a:b—m<:>m:%.

Isto confirma a coordenadado ponto médio.

COORDENADAS EM UM PLANO

Mas, pretendemos ir aléem, introduzindo coordenadas em um
plano. De que modo? Considere um plane um par de retas
t e sperpendiculares, cuja intersecao ocorre no ponto O.a/%kja
Figura 10.4.
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Identificacdo
biunivica

Uma identificacao
biunivoca entre
dois conjuntoxX e
Y &€ umarelacao
que associa a cada
elemento d&X um
Unico elemento de
Y, de modo que a
relacdo pode ser
invertida
associando a cada
elemento d¢,
igualmente, um
Gnico elemento
deX.
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Considere em cada uma dessas retas sistemas de coorde-
nadas de modo quee s se tornem retas numeéricas, com a
mesma unidadd de medida.

A\ 4

2 x - 0 1 t

Figura 10.4: Eixos ortogonais no plano.

Afirmamos que, com a ajuda deste par de retas (ou eixos),
existe umadentificagdo biunivocaentre os ponto® do plano
a e os paresgx,y), ondex, y sdo nimeros reais.

Como funciona? Tome um ponloarbitrario e trace perpen-
diculares as retase s obtendo, respectivamente, 0s pornas
y. Assim, legitimamente, podemos denotar

P=(xy).

Os nimeros ey sao chamados, respectivamente, a abscissa e a
ordenada do pontB. As retad e s sao ditas, respectivamente,

0 eixo horizontal ou das abcissas e o eixo vertical ou das orde
nadas.

Retorne aFigura 10.4, para visualizar a representacao do
pontoP.

O PLANO EuUCLIDIANO

Veja o passo fundamental que demos! Ao introduzir adequa-
damente um par de eixos (retas) no plangrovocamos uma
identificacao biunivoca entre os pon®sgea, e os pares orde-



nados(x,y) de nUmeros reais. Essa identificacéo & escrita como
P = (x,y) e permite expressar o plamocomo o conjunto

R? = {(x,y); X e y s&0 nUmeros regjis

gue & o produto cartesiano de duas copias do conjuntamhosmns
reaisR.

Portanto, & Gtil ao invés de dizer qaetem um sistema de
coordenadas, escrevermos simplesm®&dtpara o planar.

Entao, esta estabelecida nossa conven¢ao. Quanaévescr
mos,

R? = {(x,y); x,y € R},

estamos nos referindo a um plano com um sistema de coorde-
nadas retangulares. O plafit¥ com esta estrutura recebe o
nome de plano Euclidiano, em homenagem ao gedmetra grego
Euclides.

£ A identificacio biunivoca entre pontBslo plano e pares
de nUmeros reais significa que dois porfps- (x1,y1) €
P = (x2,y2) S@0 iguais se e somentexge= Xz ey = Y.

REPRESENTACAO GRAFICA

No plano EuclidiandR? temos o local ideal para represen-
tar graficamente objetos geométricos, como pontos, sdgsjen
retas e figuras planas em geral. A partir da Aula 10, a idéia
de representar geometricamente objetos no gRfatinge um
ponto importante com a representacao grafica de fumcoe

Vamos comecar mostrando casos bem simples.

Exemplo 10.

a. Descreva algebricamente e represente no plano o segmento
de reta cujos extremos sa&o os pories(2,1), B=(—1,1).

Solugdo: Na Figura 10.5 temos a representacao grafica do
segmentdB.
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B=(1.1) |4 A=(21)

x‘h’

Figura 10.5. Um segmento er?.

Em termos algébricos,

AB={(x,y) eR% —1<x<2 y=1}.

b. Represente graficamente os conjuntos

U={(xy)cR?%0<x<1} e
V={(xy) eR% -1<y<1}

Solucao: Para representar graficamehtelevamos em conta
a variacao da abcissee o fato que nao ha restricao a variacao
da ordenady. Para a representacao graficajdevamos em
conta a variacao da ordenaga o fato que nao ha restricao a
variacao da abcissa Veja aFigura 10.6.

Figura 10.6. Faixas vertical e horizontal.

c. Represente graficamente o conjunto

Z={(xy)eR%0<x<le—-1<y<1}.

Solugdo: Para construir o grafico dg, levamos em conta as
variagOes da abcissee da ordenadg. Mas antes de tudo, veja

128 CEDERJ



queZ =U NV. Isto facilita tudo para a representacao pois, do
exemplo anterior, conhecemos os graficofJdeV. A Figura
10.7representa através dessa intersecao.

™

Figura 10.7: Um retangulo enR?.

SEMIPLANOS E QUADRANTES

Vamos continuar explorando coordenadas para descrever im-

portantes subconjuntos @&. Considere, como rieigura 10.8,

R2 com seu sistema de coordenadas,

y
P
?’2' """"""" Y
Yo | ’P1
X0 X X, X,
P; """""""""""" Y,
Yo | ¢ P,

Figura 10.8 Pontos no plan®?.

onde estao representados 0s poios (X1,Y1), P> = (X2,Y2),

Ps = (X3,Y3) € Py = (X4,Ya).

O eixo x das abcissas divide o plano em dois semiplanos,

um deles posicionado acima do eixo e outro abaixo do eixo. Por
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exemplo, poderiamos nos referir a estes semiplanos ataspe
mente pelos simboldd, eH_.

Veja como se expressam esses semiplanos em termos de con-
juntos,

H, ={(xy) eR%y>0} e
H_ = {(x,y) € R? y <0}.

Veja naFigura 10.9a representacao grafica de.

H+

Figura 10.9: Semiplanos eni?.

Se vocé comparar Bigura 10.9 com aFigura 10.8 vera
gue os ponto®; e P, pertencem &, e os ponto$; e P, nao
pertencem &l .

Veja diretamente na definicao Hie para concluir que todos
0s pontos sobre o eixopertencem a&,. Isto &,(x,0) € H,
qualquer que sejac R.

O conjuntoH_ teria uma representacao grafica analoga. Isto
faz parte da atividade que propomos:

Exercicio 10.1

1. Construa um sistema ortogonal de coordenadas num plano
e represente os pontds= (0,—-2),B=(5,3),C=(-1,2),

D=(-3,0).
2. Responda falso (F) ou verdadeiro (V) para cada uma das
perguntas:
a. (0,—2) e Hy b. (5,3) e H-
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c. (=7,2) e H_ d.(=3,0) e H_
e. (—3,0)eH,

3. Descreva o conjuntid, NH_.

Vocé realizou a atividade? Entao podemos continuar n0sso
caminho explorativo na identificacio de novos conjuntRd
expressos atraves de desigualdades. Veja os dois prérixem-
plos.

Exemplo 10.2

L. ={(xy) €R% x>0} e L_={(xy)eR? x<0},

sao semiplanos d&?, obtidos quando o plano todo & repartido
pelo eixo das ordenadgs O primeiro ficando a direita do eixo
y e 0 segundo, a esquerda do eioVeja naFigura 10.10 a
representacao grafica te.

Figura 10.1Q0 Representagao de semiplano.

Observe que vale a seguinte propriedade:

LiNL_ ={(0,y); ye R} =eixoy.
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QUADRANTES DE R?

E muito Gtil considerar a divisdo do plano em quadrantes.
Veja como fica simples a representacao dos quadrantegstra
do uso de coordenadas!

Vamos representar os quadrantes pelos simliglo®,, Q3
e Qq, respectivamente, primeiro, segundo, terceiro e quade qu
drantes do plano.

Temos que
Qi={(xy); x>0ey>0},
Q2={(xy); x<0ey>0},
Qz3={(xy); x<0ey<O0};
Qs={(xy); x>0ey<0}

Veja naFigura 10.11a representacao grafica @e, o se-
gundo quadrante.

Figura 10.11 O segundo quadrante @&&.

£ i, AorigemO = (0,0) &€ comum a todos os quadrantes,
0e€Q1NQ2NQ3NQy4.

ii. QNQ2=1{(0,y); y> 0}, & a parte nao negativa do
eixoy.



Exercicio 10.2

[(e]

Identifique graficamente, num plano com coordenadas, o0s
quadranttea Q2, Q3 € Qa.

Represente graficamente os conjuntos
) Q2N Qs, i) Q3N Q4 e i) Q4N Q1.

Os pontog—2,3), (3,3) sao vértices consecutivos de um
guadrado que nao intercepta o e@¥. Quais sao as co-
ordenadas dos outros vértices?

Os ponto#\ = (2,3), B=(—2,7) séo vértices opostos de
um quadrado. Determine os outros vértices.

Um sistema de coordenadas no plano esta orientado de
modo que 0 eixxx aponta para o leste e o eiyopara

o norte. A unidade de comprimento & o km. Um cami-
nhante sai do pontp-1,2) caminha 5km na dire¢ao sul,
em seguida 13km na direcao leste, 2km na direcao norte e
finalmente 11km na direcao oeste. Quais as coordenadas
do pontoP de chegada do caminhante?

Considere numa reta numeérica os poW@sB, cujas co-
ordenadas sao0 representadas pelos nime2es2./2 e
2, respectivamente. Encontre o nUmergue representa
a coordenada dil, o ponto médio dé\B. Represente os
pontos sobre a reta.

Represente graficamente &ho conjunto

A={(xy)eR% 0<x<2ey<x}.

Os pontoA = (1,0), B=(0,1) eC = (2,a) sao vértices
consecutivos de um retangulo. Encontre a ordenada do
terceiro vértice e escreva as coordenadas do quartoeérti
D.

. Represente efii? o conjunto

F={(xy) €R%x>0,y>0ex+y<1}.
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Aula 1 1 é

DISTANCIA ENTRE PONTOS DO
PLANO EUCLIDIANO

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

usar o sistema de coordenadas para calcular a
distancia entre dois pontos;

descrever lugares ge@tnicos mais simples com
0 uso de coordenadas e distia.
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Um sistema de coordenadas permite representar graficamente
objetos geométricos no plano, mas também permite a agaliz
de medidas. Essas medidas podem ser as mais simples como a
distancia entre dois pontos, areas de poligonos rexgjlaté
areas de regides mais complicadas do plano como interseig
figuras. Tudo até onde o limite do método nao cause safitiohe
Para situacdes mais complexas, temos de recorrer a famtam
mais sofisticadas. A mais importante dessas sendo asdéadtc
Calculo Diferencial e Integral que sera assunto de Mitdde-
terministicos Il.

DISTANCIAENTRE DOIS PONTOS DA RETA

Recorde da aula anterior que a distancia entre dois péntos
eB sobre areta real € dada pelo valor absoluto da difereriga en
as coordenadas dos pontos. AssimAgem coordenada e B
tem coordenadhb, entao a distancia entfee B, que escrevemos
comod(A,B) é

d(A,B)=AB=|b—a| = /(a—b)2.

Figura 11.1: Distancia na reta.

DISTANCIAENTRE DoOIS PONTOS DO PLANO

Considere dois pontd3= (x1,y1) eQ = (X2,¥2). A distancia
entreP e Q € o comprimento do segmen®®). Em termos das
coordenadas dos pontos, a distaniia Q) & dada pela equacao

d(P.Q) =PQ=1/(i—X)%+(y1-y2)2.  (1L1)
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Vamos ver por que esta formula funciona. Considere quatro
casos:

a) Os pontod? e Q coincidem. Isto éx; = X e y1 = Yo.
Neste caso, a distancia & zero. Este resultado é corapati
com a formula (11.1) da distancia.

b) Os ponto$ eQ sao distintos e situados numa reta paralela
ao eixox. Isto &,x; # X2 ey; = Y». Veja aFigura 11.2,
a esquerda, onde os ponfd® Q definem um segmento
paralelo ao eixax. ComoP, Q, x; e X2 Sa0 vértices de um
retangulo entao

PQ= ‘X]_—Xz‘ = (X]_—X2>2.

Portanto, a formula (11.1) & valida, neste caso.

y
y
A Q
Py, ni¥:.a '
X4 X, X X=X, X

Figura 11.2 Distancia no plano I.

c) Os ponto® e Q sao distintos e situados numa reta paralela
ao eixoy. Isto &,x; = Xz ey; # Y». Este caso € similar ao
anterior e aparece representadoFigura 11.2 a direita.
Temos que

PQ= [y1—Y2[ =1/ (y1—¥2)%.
De novo a formula (11.1) continua valida.

d) Os pontod? e Q sao distintosy; # X2 ey; # y». Este € 0
caso geral e esta representadd-igura 11.3.
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y
Pf’ ---------- - -yj ---------- 'A
X,: L X,
: 0 X
B Y, Q

Figura 11.3 Distancia no plano Il.

Note queP e Q sao veértices opostos de um retangulo cu-
jos lados medenx; — x2| e |y1 — y2|. Aplicando o Teorema de
Pitagoras ao triangulo retangud®Q, encontramos que

PQ? = |x1—Xo|? + [y1— Y2l = (X1 — X2)? + (Y1 — ¥2)?

ou

d(P.Q) =PQ= /(1 —x)2 + (y1—y2)2.

gue é a formula (11.1).

Exemplo 11.

a) A distancia entre os pont&s= (3,2) eQ = (1,6) &,

dPQ) = B-17+(2-67 = 21 (47
— V4116 = vZ0 = V45 = 25.

b) A distancia entre os pontés=(—1,3)eQ=(—-7,—7) &

dPQ = V[I-(-NP+B- (7P = VEe+1F = vI36
— VAx34 = 2,/34.

Exemplo 11.2

Quais sao os pontos do plano equidistantes dos péntes
(=1,0)eB=(-1,3).
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Solugdo: SeP = (x,y) & um ponto arbitrario e equidistante Ae B,
entao

d(PA) =d(PB) & \/(x+ 12 +y2 =/ (x+ 12+ (y—3)2.
Desenvolvendo ambos os membros da Gltima igualdade, vem qu
(x+1)2%+y? = (x+1)?+(y-3)2 =y =(y—3)2<0=—6y+9
Logo,
2
6
Portanto, o conjunt&dos pontos equidistantes e B verificam

d(PA)=d(PB) <y=

NI W

S= {(X,y) €R?; y=g}-

. , . 3
Ora, este conjunt8 & uma reta paralela ao eixa uma alturgy = >

Veja aFigura 11.4.

3/2 S

Figura 11.4: Retay = 3/2.

Exercicio 11.1

1. Calcule a distancia do ponfo= (—2,3) até o eixax.

2. Encontre os pontos do eixoque estao a distancia 1 do
ponto(—3,1).

Exemplo 11.

a) Quais sao os pontos do plano equidistantes dos pontos
A=(-10eB=(0,-1)?

Solugdo: SeP = (x,y) &€ um ponto arbitrario equidistante de
eB, entao

d(PA) = d(PB) & \/(x+ D2 +y2 = |2+ (y+ 12,
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Isto &,
(X+1)%+y?* =%+ (y+1)%.

Logo,
XA 2X+ 14+ =X+ +2y+1ex=Yy.
Entao, o conjuntd,
S={(xy) €R* x=y}

sao todos os pontos equidistantes dos pofiteg —1,0) eB =
(0,-1).

Confira naFigura 11.5queSé no exercicio 11.1 a reta bissetriz
comum ao angulo formado pelos eixos positivos do sistema de
coordenadas.

Figura 11.5: Bissetriz dos eixos coordenados.

b) Um circuloS no plano de raiad > 0 e com centro no
pontoC = (a,b) & descrito pela equacao,

S ={(x,y); ¥*+y?>—2ax—2by=r?—a?—b?}.

Veja como encontrar este resultado, acompanhando pela
Figura 11.6.
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Figura 11.6: Um circulo no plano.

A distancia de um pontB = (x,y) até o centr& = (a,b)
€ constante e igualra Entao

d(PC)=r=/(x—a32+(y-b2=r.

Agora, elevando ao quadrado ambos os membros da igual-
dade e isolando os termos independentes no segundo mem-
bro, encontramos

X2 +y? —2ax—2by=r?—a? —b?.

Exercicio 11.2

1. Encontre a equagao do circulo de raio 2 com centro no
pontoC = (—2,1).

2. Numa reta com coordenadas,

a) determine todos os numeros redtigis qued(x, —2) =
3X.

b) existe algum nimero reatal qued(x, —2) =d(x,5)?

c) determine todos os nUmeros restais qued(x, —1) >
d(x,8).

d) determine o conjunto de nUmeros regigra 0s quais
vale a igualdade

1 1

d(x,2) d(x,—4)"

3. Os pontoA = (—1,0) eC = (2,—3) sao veértices opostos
de um quadradé&BCD.
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a) Calcule o comprimento da diagonal do quadrado.
b) Encontre as coordenadas dos outros verioep.

4. Encontre um pontB = (0,a) sobre o eixy e equidistante
dos pontofA = (—2,3) eB = (3,0).

5. Encontre a equacao de um circulo situado no terceae qu
drante, de raid = 2 e que tangencia o0 eixpno ponto
A= (0,-3).

6. Determine o centr@ e o raior do circulox? + 2x+y? —
3=0.

7. Considere o circulg? +y? —4y—12=0.

a) Determine o centr@ e o raior do circulo.

b) Encontre as coordenadas dos pomtasB, onde o
circulo encontra o eixa.

142 CEDERJ



Aula 1 2 é

EQUACOES, INEQUACOES E SISTEMAS DE
PRIMEIRO E SEGUNDO GRAUS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

recordar os conceitos eatodo de solugo de
equages e sistemas de eqoag do primeiro e
segundo graus;

resolver equdies e sistemas de eqoag do primeiro
e segundo graus;

resolver inequdies do segundo grau.



M étodos Determiristicos | | Equacdes, Inequacdes e Sistemas de Primeiro e Seguads G

Nesta aula, vamos revisar o contedo sobre equacdes e sis
temas de primeiro e segundo graus. Sao assuntos esselgciais
grande aplicacao pratica e que, certamente, sera ratilitemn
varias disciplinas do curso de Administracao.

A EQUACAO DO PRIMEIRO GRAU

Toda equacgao que pode ser escrita ha forma
ax+b=0,

ondea e b sdo nUmeros reaisee# 0 € uma equacao do primeiro
grau.

Resolver uma equacao & usar varias operacoes pasa tra
forma-la em equacgdes equivalentes, mais simples, qustaen
determinar os valores da variavajue torna verdadeira a igual-
dade expressa pela equacao. Sempre existe uma Unicasolu
numa equacao do primeiro grau. Veja as transformaces g
permitem encontrar a solucao.

b
ax+b:0:>ax:—b:>x:—a.

b L, ~ , :
O valor—gl , que & Unico, é a solugao, também chamado de raiz

da equacao. Veja a seguir trés exemplos. Note que o rercei
exemplo & uma equacao que precisa ser trabalhada para-ser
crita como equacao do primeiro grau e apresenta umagastri
para a solucao.

Exemplo 12.

Acompanhe as solugdes das equacdes do primeiro grau, a
seqguir:

a) X+5=7

~ 3
Solug@o: 3x+5=7=3x=7-5=3=2=Xx= >

b) 2x+ 3 X n 5
3 2 2 3
Solugao: Note que 6 € o minimo multiplo comum dos nimeros
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que compdem os denominadores da equacao. Assim,

2Xx 3 x 5 4 9 3x 10
§+§—2+3:>€+6—€+€:>4X—3X—10—9.

Logo,x=1 é a solucao.
2 3

£ 3 o,
©3x">

Solugao: Note em primeiro lugar que devemos procurar uma
solucdo da equacgao com a condicao yee3, uma vez que o
valorx = 3 anula o denominador da primeira parcela da equacao,
tornando sem sentido a fracao. Feito essa ressalva, veja g
2-(3—x) & um mdltiplo comum dos denominadores da equacao.
Esse resultado permite transformar a equacao numaauojdac
primeiro grau. Assim,

2 3 2-2 3
=0= +2‘

(3
3x 2 2 (3-x)

3

x)_0-2-(3—x)_0
X)) 2-(3-x)

Logo,

13
4+3(3—xX)=0=4+9-3x=0= —3x=—-13=3x=13=x= 3
Exercicio 12.1
Resolva as equacdes a seguir:

1. 5(x—2) —2(3x—7) = —45

2. 5(’—( -2)- §(3X—7) — 1

3
X—1 1
3. 5(T—1) _§(3x—7)
Xx+1
4, 3_2X—1_O
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SISTEMAS DE EQUACOES DO PRIMEIRO
GRAU

Muitas vezes aparece no nosso cotidiano problemas que po-
dem ser equacionados através de equacdes do primeirogra
duas variaveig ey. Veja um exemplo:

Exemplo 12.2

O triplo da idade de Pedro somada ao dobro da idade de seu
pai totalizam 135 anos.

Solugdo: Ora, se representarmos poa idade de Pedro e pgra
idade de seu pai, entao,

3x+2y = 135.

Se quisermos conhecer as idades de Pedro e seu pai, teremes de
solver a equacao apresentada. No entanto, vejam que géequassuli
mais de uma solugao. Por exemplte; 5 ey =60 oux=15ey =45

sao solugdes. A abundancia de solugdes € carstitarde equacdes
gue possuem mais de uma variavel. Na verdade, a equdtddaaie
maneira independente possui infinitas solucdes. Parsstegrbasta
observar que para cada valor xléixado corresponde um valor de

1 ~
gue resolve o problema. Por exemploxse —5 entao

1 - 27
X+2y=135= 3<— E) +2y=135= 73+2y:135:>y: 73

Evidentemente que os valores ®e y que acabamos de encontrar
nao servem como idade para Pedro e seu pai, mas sao e®ldad
equacao do ponto de vista puro. No entanto, uma nova isigam
sobre as idades de Pedro e seu pai pode tornar o problemelsoll
Por exemplo, o dado novo, que ha cinco anos a idade de Peduoner
quarto da idade do pai. Essa informacao fornece mais unracaq
envolvendo as idades procuradas. Veja que ha cinco andade de
Pedro erdx—5), enquanto a de seu pai €sa—5). Esse dado permite
escrever uma outra equacao, a saber que

(x~5) = 5(/-5).

Portanto, para encontrar as idades precisamos encontoaes/a e
y das variaveis que tornam verdadeiras, simultaneamemteasaas
equacdes:



3Xx+2y =135
{ (12.2)

(x-5)=3(/-5)

O conjunto formado pelas duas equac¢des anteriores énitesdo um
sistema linear de duas equac¢des com duas variaveis. © livgar é
dado em funcao que as variaveis das equacdes serenmarprgrau.
Vamos resolver o sistema de equagdes. Veja que a segundedeq
pode ser transformada resultando numa equacao equazalen

(x=5)= i—Ll(y—S) & 4(Xx—5)=y—-54—-20=y—-5< 4x—y=15.

Entao o sistema de equacdes (12.1) € equivalente a temsisnais
simples

3 =135
{ X+ (12.2)

4x—y=15
Existem varios métodos para resolver um sistema de duss;@ées

com duas variaveis. Vamos apresentar, em seguida, osloséte
substituicao e de adi¢ao.

METODO DA SUBSTITUIG AO

Para resolver um sistema pelo método da substituicag, o p
meiro passo é expressar uma variavel em funcao da asmiar(
uma variavel). Acompanhe a aplicacao desse primeirsegpas
segunda das equacdes em (12.2). Temos que

4x—y=15= —y=15—4x=y= —15+4x.

O segundo passo consiste em focalizar, agora, a primeiegaqu
e substituir nesta o valor da variavel isolada anteriotsea se-
gunda equacao. Esse procedimento permite escrever que

3x+2y =135= 3x+2(—15+4x) = 135=- 11x= 165= x=15.

Uma vez determinado= 15, este valor € levado na equacao
anteriory = —15+ 4x, com o objetivo de determinar o valor da
variavely. Portanto,

y=-1544x e x=15=y=-154+60=y=45.

CEDERJ 147

AULA E MODULO 1



M étodos Determiristicos | | Equacdes, Inequacdes e Sistemas de Primeiro e Seguads G

148 CEDERJ

A resposta do problema &, portanto, que Pedro tem 15 anos
e seu pai 45 anos.

Exercicio 12.2

Resolva, a seguir, pelo método da substituicao o sistima
primeiro grau:

X
——2y=-1
3

y
2X+ = = —6.
x+3 6

METODO DA ADIGCAO

O método da adi¢ao para a solucao de um sistema de duas
equacdes com duas variaveis (também denominadagriitas)
€ muito Gtil e mesmo preferivel ao método de subsfimipois,
em alguns casos, oferece solucao direta e mais simplesos/a
mostrar como funciona o0 método com um exemplo.

Exemplo 12.

Resolver o sistema do primeiro grau:

X—-2y=1

—X+y=-2
Solugdo: O método da adigdo consiste em multiplicar uma ou as
duas equacdes por niumeros reais nao-nulos, de modosqueaadas
equacdes “elimine uma variavel”. Assim, tendo como tajeelimi-
nar a variavek, multiplicamos a segunda equacao por 3 e somamos
com a primeira

+  X-2y=1
—3x+3y=—6
OXx+y=-5

ApoOs a operacao de adicao encontramos que
Ox+y=-5=y=-5.

Este valor dey substituido na primeira equacgao (poderia também ser



na segunda) resulta que
X—2(-5 =1=3x+10=1=3x=—-9=x= _—39:>x:—3.

Portanto,
x=-3 e y=-5,

sao as solucdes da equacao.

Exercicio 12.3

Resolva pelo método da adicao o sistema do primeiro grau:

X
——2y=3
3 y

2X+y=>5.

EQUACAO DO SEGUNDO GRAU

Toda equacgao que pode ser colocada na forma
ax+bx+c=0

ondea, b e ¢c sdo numeros reaisa@+ 0 € uma equacgao do se-
gundo grau com uma variavel.

As constantes reaes b e c sao chamadas de coeficientes da
equacao. Note a obrigatoriedade de o coeficiastr nao-nulo.
Essa exigéncia € para garantir o grau dois para a equagao

Uma solucao da equacao do segundo grau é todo valor par-
ticular da variavek que torna verdadeira a igualdade expressa
pela equacao. Por exemplo, a equacao

2 +3x—2=0,

. . .1
tem como raizes 0S numeros reais > ex=-2.

METODO GERAL DE SOLUGAO DA EQUACAO DO
SEGUNDO GRAU

As solucdes para a equacao do segundo grau podem ser en-
contradas pelo método denominado de completar quadrado, o
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gue vem também a ser uma aplicacao de um produto notavel
gue ja vimos na Aula 6. Veja como funciona.

Comoa # 0, entao podemos dividir todos os membros da
equacao poa para encontrar

2.0 S g . b PP c PP ( b > p?—4ac
a a a  4a?2 a 4da? 2a)  4a?

Na Ultima passagem na sequéncia de implicacOes argsyi
usamos propriedade de produto notavel.

Desenvolvendo mais a equacao, encontramos que

(D) _b-dac_ [  b\_ A
2a)  4a? 2a)  4a?’

onde,
A=b?—4ac
& denominado o discriminante da equagao. Assim,
. — —b+vA
b +VA —b+ VA 1T 2a
Xt o =—F— =2 X=—F7— =
2a  2a 2a —b—vA
=T

A (ltima equacao fornece as duas raizes da equacda. Es
formula resolutiva da equagcao do segundo grau, foi abdit
termos dos coeficientes, b e ¢, onde aparece/A , (a raiz
guadrada de delta) e & conhecida cdrmomula de Bhaskara

Note que sb tem sentido falar em solu¢des (raizes)k, se
o discriminanted € um namero positivo ou nulo. Acompanhe,
logo a seguir, a discussao sobre a existéncia de s@wacpartir
do sinal deA.

4 i, No desenvolvimento da Formula de Bhaskara que
fornece as raizes da equacao do segundo grau, aparece
a constante
A =b?—4ac

determinada pelos coeficientes da equa¢fié.de-
nominado o discriminante da equagao. Temos trés
situacdes a considerar decorrente dos possiveis sinais
deA.



ii. SeA> 0, entdio exista/A, um nimero positivo, e a
equacao possui duas solucdes distirtaesx,.

i. Se A =0, entaoy/A = 0. Neste caso, a equacio
possui apenas uma solucao. Como se trata de uma
equacao do segundo grau, & conveniente, nesta situa-
cao, dizer que as duas solugdes sao coincidentes, isto
e, X1 = Xo.

iv. SeA < 0, ent&o nao exist¢A. Neste caso, a equacao
NAo possui solucao.

Exemplo 12.4

Resolva a equagaé + 3x— 10= 0.

Solugao: Para a equagao em foco, temos que 1,b=3,c= —10.
Portanto,

A=b?—4dac=3 —4x1x(-10)=49=VA=7.

Usando, agora, a formula de Bhaskara, encontramos que,

)(_—3—1—7_2

—b:l:\/z 1= 2 o
X=—— =

2a X_—3—7_ 5

2= T =

sao as duas raizes distintas da equacao.

EQUACOES INCOMPLETAS

Lembre que a Unica restricao imposta sobre os coefigente
da equacao geral do segundo geadi+ bx+c = 0 & quea #
0. Por isso, em muitas situacdes particulares, as eggaém
um dos coeficienteb ou ¢ nulos, ou mesmo ambos os coefi-
cientes nulos. Tais equagdes sao ditas incompletasidQues-
tas ocasifes especiais ocorrem, &€ conveniente deterdirea
tamente as solu¢des da equacao, sem o uso da formala ger
de Bhaskara. Pois como voce vera, comparativamente, oima s
lucao direta reduz a quantidade de calculos. Acompasbkigao
direta em dois exemplos apresentados na seqiiéncia.
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Exemplo 12.5

a) Determine as raizes da equagée 3x = 0.

152 CEDERJ

b)

Solugdo: Esta & uma equagao incompleta do &6 + bx =
0, ondea=1,b= -3 ec=0. Colocando a variavet em
evidéncia (fatorando a equac¢ao), encontramos

X(x—3) =0.

Ora, para que um produto de dois fatores resulte nulo, &sa@de,
e suficiente que um dos fatores seja nulo. Assim,

X(Xx—3)=0&x=0 ou x—3=0&x=0 ou x=3.

Obtemos, portanto, através de uma manipulacao atgedr
reta da equacao, as duas raizes 0 ex, = 3 da equacao.

Determine as raizes da equacs®-348=0.

Solugio: Esta & uma equagao incompleta do #pé-+c =0,
ondea = 3 ec = —48. Trabalhando diretamente a equacao en-
contramos que

I -48=0c 3¢ =48 X% =164 x=+V16=+4.
Portantox; = 4 ex, = —4, sao as solu¢cdes da equacao.

Determine as raizes da equage-9=0.

Solugdo: Também essa equagao incompleta & dodige- c =
0, ondea=1 ec=9. Trabalhando diretamente a equacao,
encontramos que

X¥+9=0sx=-9&x=4v-9.

Observe que a Ultima igualdade expressa as solucdesrem te
mos da raiz quadrada de um nimero negativo. Mas, nao existe
raiz quadrada de um namero negativo. Ou dito de outro modo,
nao existe nenhum nimero real que possa ser igualada a rai
guadrada de um nimero negativo.

Conclusao: a equacad + 9 = 0 nAo possui solugio no con-
junto dos nimeros reais.



Exercicio 12.4

Resolva as equacoes:

—3x°4+9=0
2. (x—2)%+4x=4

=

| NEQUACOES DO SEGUNDO GRAU

Usando a formula geral que fornece as solu¢des da aquacg”
do segundo grau e a linguagem dos intervalos de nimerass reai

podemos expressar as solucdes de inequacdes do segrando

Acompanhe os exemplos a seguir.

Exemplo 12.6

a) Encontre o conjunto solucdo da inequacx®+x > —6.

Solugao: Multiplicando ambos os membros da inequacao por
—1 e invertendo o sinal da desigualdade, a inequacao &sequi

lente a
X —X<b6=xX—Xx—6<0.

Olhando para a equacao do segundo gfatx— 6= 0, encon-

tramos
A=b’—4ac=(-1)>—4-1-(—6) = A=25.

Logo,
e —b+tvVA 1+y25 145
2a 2 2’
definem as raizes, como sendo

X1=3 eXxp=-2.

Logo,
X —X—6=(x—3)(x+2).
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Assim, a inequacao que precisamos resolver &
(x—3)(x+2) <0.

Ora, as solucdes possiveis ocorrem apenas quando oasfato
do primeiro membro da inequacao possuem sinais coogtari
Entao

Xx—3>0ex+2<0oux—3<0ex+2>0
sao as solucdes. Desenvolvendo, encontramos
X>3 ex<—-2oux<3ex>-2.

Como nao existe niumenotal quex > 3 ex < —2, ficamos
somente com a segunda possibilidade3 ex > —2. Portanto,
0 conjunto solucao é representado pela intersecaaeiwalos,

S=(~,3)N(~2,0) = (~2,3).

b) Para que valores reais e desigualdade abaixo faz sen-

tido e & verdadeira.
1 1

0.
x—1 xt+1°

Solugao: Primeiramente & preciso que
X#1 ex#-1,

para que faca sentido as fragdes que aparecem na ddsigeal
Podemos escrever

1 1 x+l-(x=1) 2 0
x—1 X+l x-Dx1D) =Dt D

Ora, para que a desigualdade seja verdadeira & suficiemte qu
(x—1)(x+1) > 0.

Vamos fazer uma tabela para identificar os sinaixdel e
x+1. Veja aFigura 12.1



(z — 1) — | — : +
(@ +1) S R
(c-De+y + -

Figura 12.1: Os sinais dx— 1 ex+1.

Note que
X+1>0&x>-1e(x—1)>0&x>1.
Também,
X+1<0&ex<-1le((x—1)<0&x<1.
Com isto, concluimos, a partir ddgura 12.1que
(x+1)(x—1)>0 < x<-1oux>1.
Portanto, o conjunto solu¢c&da inequacao &

S=(—0,—-1)U(l,00) =R —[-1,1].

Exercicio 12.5

1 1
1. Resolva a inequacae— — —— > 20.
9 9x+1 x—1>

2. Resolva a inequacad — 3x > 10.

SISTEMAS DE EQUACOES DO SEGUNDO
GRAU

Neste ponto de nosso estudo, &€ conveniente também a con-
sideracao de sistemas de equacdes, onde uma ecudoduri-
meiro grau e a outra de segundo grau. Os métodos de solucao
(substituicao, adicao, etc...) seguem a mesma dogde solu-
cao do caso de sistemas de primeiro grau.

Acompanhe a solugcao do exemplo a seguir.
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Exemplo 12.

Resolva o sistema de equacoes,

X +y=3
X—y=1

Solugdo: Usando o método de substituigdo, encontramos a partir da
segunda equacao que
X-—y=1=-y=-3KX=y=3—-1.
Substituindo este valor dena primeira equacao, obtemos
X+y=3=x+3—-1=3=x+3x—4=0.

Resolvendo esta Ultima equacao, oade 1, b= 3 ec = —4, encon-
tramos

A=b?—4dac=3?—4x1x(—4)=25=VA=5.

Portanto,
X_—3+5_l
—b++A 1=
X=——— =
2a -3-5_
X= —m = —
2 2

s&o as solucdes da equagda-3x— 4 = 0.

Agora devemaos voltar a primeira equagao que expressaéaeby em
funcao da variavex. Ou sejay = 3x— 1. Lembre que esta equacgao
foi obtida a partir da segunda equacgao do sistema. Usandalares
X1 = 4 exp = —1 nesta equacgao encontramos que

y=3x-1 e x=x1=1=y1=3x1-1=y;=2.

y=3%-1 e x=x=-4=y,=3(-4)-1=y,=-13.
Portanto, os valores sao:
x1=1ley1=2 ou x=-4 ey,=-13.

A substituicdo destes valores no sistema confirma queneseé se
trata das solucOes procuradas.



Exercicio 12.6

1. Resolva os sistemas de equacoes:

3x—|-4y_—
x+3y—

5X — 3y 36

X2 +y? =25

X+y= 3
(X+y)2—2xy=5
{ x+y a ?

2. Resolva as equacdes a seguir:

1 6-X 3

a 4 3x—3 x-1

b) (x+ g) (x4+1)=2¢%-11

0 g OX — 8 5x -6
5x —9x
4 1 B 5

d —
) x—3+x+3 X2 —9

x—3 1
2 T4 -__3
€) 2 +x
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INTRODUCAO AS FUNCOES

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

reconhecer os atributos de uma faag

conceituar dofmio, contradormio, imagem
de uma fungo;

identificar doninios de fun@es reais.
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INTRODUCAO

O conceito de funcao €& fundamental em qualquer area da
Matematica, seja teorica ou aplicada, oferecendo semanta
modelar aplicacdes nas diferentes areas da atividacheurau
No curso de Administracao, nosso foco principal no moment
a ferramenta funcao auxilia na formulacado de conceitom
resolucao de problemas; e isto voce ira constatar nendebyi-
mento desta disciplina.

Aidéia de funcao € a de relacionar elementos entre dois ¢
juntos através de uma regra com propriedades especiaga. Es
regra deve associar a cada elemento do primeiro conjunto um
unico elemento do segundo conjunto. No entanto, antes-de en
trar em detalhes, vamos levantar algumas situacdes p&ra q
VOCeé possa ter a primeira percep¢ao da presenca dgsefino
dia-a-dia.

Exemplo 13.

O caso da inflacao.

Depois de todas as dificuldades econdmicas vividas recente
mente pelo Brasil, mesmo sem grandes conhecimentos de-econo
mia, eu e voce, temos uma noc¢ao intuitiva do que € a #lac
Em sua generalidade, o fendmeno inflagao pode ser visto po
dois angulos equivalentes. Por um lado, inflagao & umeaton
generalizado, continuado e persistente dos precos. Roranu
gulo, constitui uma diminui¢ao persistente e continwgmpoder
aquisitivo do dinheiro.

Veja aTabela 13.1 que relaciona as taxas de inflagao no
Brasil, medida peldndice de Precos ao Consumidor (IPC) do
IBGE, na primeira metade da década de 1990 do século massad

Ano | Taxa de inflagao (%
1990 1585,18
1991 475,10
1992 1149,06
1993 2489,11
1994 929,32
1995 21,98

Tabela 13.1 Ainflagio nos anos 1990-1995.
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Essa tabela configura uma funcao. Veja os atributos princi
pais. Cada coluna da tabela representa um conjunto, em que 0s
elementos sao listados um a um. Existe uma regra que associa
exatamente a cada elemento do primeiro conjunto (primeka c
luna) o elemento correspondente do segundo conjunto (dagun
coluna) situado na mesma linha. Neste exemplo, se deneminar
mos por

A= {x|x&um ano da década 1990-1995

B = {y|yé& uma taxa porcentual

entao alabela 13.1 representa uma funcao do conjuitao
conjuntoB.

Alem da apresentacao em tabelas, como feito no exemplo
anterior, no dia-a-dia dos meios de comunicac¢ao, asm#odes
sobre as funcdes aparecem através de graficos. Maénge fr
trataremos especificamente de graficos, no momento vaatas tr
ligeiramente deste tema, mostrando outros modos como podem
ser organizados os dados da funcéo taxa de inflacaocdalaé
1990-1995, para a comunicacao entre as pessoas. Porlexemp
o grafico daFigura 13.1 & auto-explicativo e mostra, de uma
maneira alternativa &abela 13.1 o comportamento da inflacao
na década 1990-1995. Esse & um grafico que usa colunas.

Inflacao
2489,11 ]
1585,18 ]

1149,06
929,32

475,10
21,98 H I

9 91 92 93 94 95 ano

Figura 13.1 As barras representando a inflagao.
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O exemplo anterior retrata a época do pesadelo da inflacao
brasileira. No presente ano de 2005, apesar da economia apre
sentar fraco crescimento, oS juros estarem na estratpfaras
estabilidade na inflagao. Os dois Gltimos indices det20P005
registrados pelo IBGE, foram, respectivamente, de 5% e 6%,
respectivamente.

Exemplo 13.2

O voo Rio-Sao Paulo.

Um crondmetro assinala 50 minutos desde o0 momento em
gue um aviao decola do Rio de Janeiro até o0 momento em que
toca o solo em Sao Paulo, em sua chegada. A altura do aviao
do vdo 3224 em relagao ao solo, durante a duracao damigég
uma funcao do tempo de vbo. Mais precisamente, paraggialq
tempo t entre 0 e 50 minutos corresponde um numero real que
representa a altura do aviao. Examine a seguiFigara 13.2,
um possivel grafico para representar essa funcao. Netpara
os tempog = 0 et = 50 (avidao no solo) a altura €& nula. Para
t =25 a altura & 10km e pata=5 a altura & 1km.

50 tempo

Figura 13.2 A altura do aviao em fungzo do tempo.

Essa fungao tem como conjunto de partida os numeros do in-
tervalo fechadgO, 50 e como conjunto de chegada os nimeros
reais positivos ou nul{d, c].

O CONCEITO DE FUNCAO

Para definir uma funcao, precisamos de dois conjuntos e uma
regra que estabeleca uma associagao entre os elemestusd
juntos, com propriedades especiais. Acompanhe os detalhes



Definicao 13.1

Uma funcao entre dois conjuntdse B fica definida a partir
de uma regra que associa a cada elemento do corjuato
um e apenas um elemento do conjuBtd notacao usada é

f:A — B
X — y=f(x)

para representar uma fungao entre os conjuk®B. O con-
juntosA e B sao denominados, respectivamente, o dominio e
o contradominio da funcgéao.

A definicao que acabamos de estabelecer envolve muitos de-
talhes, precisamente definidos, que podem escapar nuneinarim
leitura. Por prevencao, vamos fazer uma radiografia cetapl
desse conceito.

Na notacao usada para representar a funcao, a prine¢ira s
significa que elementosdo conjuntoA sao levados pela fungao
a elementoy do conjuntoB. A segunda seta especifica, por de-
terminacao da regra, qual € o elemeytpue corresponde a um
elementax.

Para aprofundar a radiografia do conceito de fungao, aolte
ler a definicdo anteriormente destacada em box e veja que

# i, Todo elemento do conjunidesta envolvido na defi-
nicao. Ou seja, para todo= A existe um Unico ele-
mentoy € B tal quey = f(x). O elementg & dito a
imagem dex pela funcaof. Tambénx € chamado a
variavel independenteyea variavel dependente.

ii. Nao existe nenhuma obrigatoriedade de que todo ele-
mento deB seja imagem de um elemento AleVeja
no exemplo de funcao apresentado a seguir, verifi-
cando especialmente no grafico da funcaéigara
13.3 que o elemento 4 nao & imagem de nenhum
elemento do conjunta.

Exemplo 13.

Considere os conjuntds= {1,2,3} eB={0,1,2,3,4,5} e
a funcao
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f:A — B
X — y=f(x)=2x-1.
Veja naTabela 13.2 relacionando os valores da variavel inde-
pendente da funcao, com aqueles da variavel dependgnte

y = f(X)
1
3
5

W[N] | X

Tabela 13.2 Correspondéncia entre elementos da funcao.

Em contrapartida, & possivel construir uma outra imagem v
sual da funcao. Acompanhd=ggura 13.3 a sequir.

A B

Figura 13.3 Representacao diagramatica da fungzo.

Este modo de representar deixa evidente que a regrg=
2x—1, que relaciona elementos Aea elementos d8, define
uma funcdo. Veja que a cada elementoAdenrresponde um e
apenas um elemento @ Observe que de cada elementoAde
parte uma Unica seta que atinge um Unico elemeni de

Note naFigura 13.3 que nem todo elemento @faz parte
daimagem da funcao. Por exemplo, os elementos 0, 2 e 4. Aqui
fica em evidéncia mais uma propriedade que vocé deve ter em
mente acerca de fung¢des: todo elemento do dominio jpertia
funcao, no entanto podem existir elementos do contragiom’
gue ficam fora da imagem da funcao.
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# Ao examinarmos os detalhes do exemplo anterior, cons-
tatamosin locus a partir daFigura 13.3, a propriedade
fundamental da regra que define a funcao: de cada ele-
mento deA parte uma Unica seta que atinge um Gnico el-
emento deB. E nao poderia ser diferente senao a regra
nao definiria uma funcdo. Por exemplo, uma regra que
produzisse um esquema diagramatico do tipo como repro-
duzido naFigura 13.4a seguir, nao definiria uma funcao,
pois do elemento & A partem duas flechas.

A B

-

Figura 13.4: Regra que n&o define fungao.

Exemplo 13.4

Considere agora a funcao

g:A — B
X — Y= g()() :)(24—1,
sobre os conjuntoA = {-1,0,1} e B = {0,1,2,3,4,5}.
Constate que temos uma nova regra definindo uma nova funcgao
Examine ndigura 13.5, a representagao diagramatica da funcao
g.

Note uma situagao nova neste exemplo. Para dois valores
distintosx = —1 e x =1, corresponde como imagem 0 mesmo
valor paray = 2. Isto nao aconteceu no exemplo anterior.
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A B

g»

Figura 13.5. Representag&o da funcgo

FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

A partir de agora, passamos ao estudo de funcdes que fazem
parte de nosso objetivo principal: funcdes reais deavatifeal.
Ou seja, estudaremos apenas fun¢des para quais o ddminio
€ um subconjunto de nimeros reais, e o contradonBrioa
totalidade dos numeros reais, ist8 & R. Entao, podemos re-
presentar a fungao como

f:D— R, ondeD C B.

Portanto, tanto a variavel dependertguanto a independente
y = f(x) sdo nUmeros reais.

Igualdade de funges

Duas funcbed e g sao iguais quando possuem 0 mesmo
dominioD e f(x) = g(x) para toda € D.

Operagoes entre fun@es

A vantagem de trabalhar com func¢des € o fato que, como no
caso de nUmeros reais, podemos somar, subtrair, musdtiggic
dividir funcBes que possuem o mesmo dominio. Veja asigéés
a seguir, nas quais estamos supondofqgesao funcoes definidas
num mesmo domini® C R.



Soma de fun@es

A soma de duas func¢ddse g € uma nova funcasdefinida
no mesmo domini®, tal que

s(x) = f(x) +g(x), paratodox e D.

Produto de fungdes

O produto de duas fun¢dés g & uma nova funcap definida
no mesmo domini®, tal que

p(x) = f(x)-g(x), paratodoxe D.

Exemplo 13.5

Considere as funcoes: R — R eg: R — R definidas por
f(x) = —2x eg(x) = x> + 1. Entao as fungdex) e p(x), res-
pectivamente, a soma e o produto das funcdes sao defpodas

S(X) = —2X+ X +1=x2+1—2x= (x—1)?;
p(X) = (—2%)- (¥ +1) = -2 — 2x.

Quociente de fun@es

Dadas duas funcoese g definida no mesmo dominid e
ondeg(x) # 0, para tod, fica definida a fungao quociendg
tal que

q(x) = 9% paratodoce D.

Exemplo 13.6

Usando as mesmas func¢okee g do exemplo anterior e ob-
servando queg(x) # 0 para todo nUmero realentao, a fungao
quocientey(x) é expressa pela equagao

B —2X B 2X
X241 X241

d(x)
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# i, As operacdes entre funcdes estabelecidas, permitem

realizar soma e produtos de um numero finito qual-
quer de fungdes. Assim, dadas as funci@es), f2(x),
.o, fie1(X), fa(X), todas com o mesmo dominio de
definicaoD, as funcdes somse produtop, ficam
definidas, respectivamente, pelas formulas:

S(X) = f1(X) + f2(X) + - -+ fao1(X) + fr(X) ;
p(x) = f1(X) - f2(X) - ... - fa_1(X) - fn(X) .

. As vezes é vantajoso representar o produto de uma

func&o por ela mesma pelo simbdié. Ou seja, a
funcaof? é a funcao que para cada valor da variavel

X, fornece
f2(x) = f(x)- f(x).

A mesma situacao se aplicaria a poténcia enésima,
onde o simbold" representa a funcao produto e
fatores iguais d (x).

DOMINIO DE EXISTENCIA DE UMA FUNCAO

As funcdes que estamos estudando, funcdes reais deethri
real, necessitam de dois ingredientes para sua defini¢cao:

e O dominioD da fungao.

e Aregraque associa a cada elementd um Gnico nUmero
realy = f(x).

A partir desta dupla necessidade constatamos, por um lado,
gue, sobre o dominib C R, podemos construir uma infinidade
de funcdes, basta variar a regra.

Por outro lado, se uma regra € especificada, em geral, pode-
mos considerar uma infinidade de dominios diferentes para a
mesma regra, obtendo infinitas func¢des distintas.

Entao, nao esquec;afE preciso o dominid® e a regray =
f(x), para termos a fungao.



No entanto, por economia de meios e sem prejuizo do en-
tendimento, nos livros didaticos frequientemente umedarapa-
rece definida apenas por uma regra. Nesta situacao, angéo/e
€ que o domini® da func¢ao & o maior subconjunto de nimeros
reais para o qual a regra se aplica, ou faz sentido. Vamoa nest
disciplina seguir esta convencao. Veja esta situaggmroximo
exemplo.

Exemplo 13.

Se uma funcad é definida simplesmente pela regra (formula)
y= f(X) =vX— 3, entdo seu dominid de definicao esta suben-
tendido.

Neste caso, para que a funcao tenha sentido, & preciso que
dado um particular nUmero reakxista,/x — 3. Para isto, basta
guex— 3> 0. Portanto, s > 3, a regra esta bem definida.
LogoD = [3,+) & o dominio da func¢ao.

Exemplo 13.§

Considere a func¢ao definida pela formula f (x) =
e vamos determinar seu domimade definicao.

v1—2X
X+6

Note que precisamos ter-12x > 0 e X+ 6 # 0, para que
estejam bem definidos, respectivamente, o numerador e o de-
nominador da férmula (regra) pela qual a funcao se espres

Faca entao as contas para concluir que € suficiente gue
2 ex#—6.

Portanto, o domini® da funcao €& obtido como intersecao
do intervalol = (—,1/2] com o conjuntB = {Xx € R | x #
—6}. Logo,

D= (—c0,-6)U(—6,1/2)

€ o dominio da funcao.
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Exercicio 13.1

Encontre os dominios das fun¢des:

a.y:f(x)zxz\/_)_(6 b.y=9g(X)=vVx2—6
2—X X—3
CY=hN=Ua—es GYT Iy
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GRAFICOS DE FUNCOES:
AS FUNCOES LINEAR E QUADRATICA

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o conceito deadiico de uma furgo.
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A visualizacao geométrica de fungdes & muito impuda
principalmente para resolver problemas e entender os itosice
Também porque, ao representar as func¢des atravesatieogt”
estamos introduzindo um sistema de coordenadas como ferra-
menta que certamente auxilia na solucao de problemas.

Considere a funcap= f(x), x€ D, ondeD C R & um con-
junto de nimeros reais. Ora, a formula da funcao exprgse
para cada € D existe um Unico/ € R tal quey = f(x). Esse
par (x,y) define um ponto do plano com coordenadas. O con-
junto desses pontos quandwearia em todo o domini® forma
o gréafico da fungao. Portanto, o grafico da fun€&g é um sub-
conjunto deR?, o qual & representado simbolicamente of)

e COmOo conjunto se expressa como

G(f) ={xy) [y=f(x)}.

CONSTRUCAO DO GRAFICO

Dada a funcag = f(x), o desafio é fazer uma representacao
a mais correta possivel de seu grafico. A técnica consiste
dois passos principais que vamos destacar:

e usar uma quantidade suficiente de valores numéricos para
a variavek e definir, através da formula da funcao, os pon-
tos(x,y) correspondentes do plano que estao no grafico da
funcao;

e usar, possivelmente, outros conhecimentos geométricos
da funcao para completar um esboc¢o do grafico.

Uma pausa para comentar os dois passos anteriormente de-
lineados. Veja que o primeiro passo encerra com o desenho de
uma quantidade finita de pont@sy) no plano, enquanto o se-
gundo passo corresponde a intuir a forma do grafico. Nesse se
gundo passo & muito importante informacdes gerais aiddae
sobre grafico de fungdes. Por exemplo, com o estudo é-poss
vel identificar fun¢des cujos graficos sao represerst@adopara-
bolas, circulos, retas e outras figuras geométricasafortes-
ses conhecimentos gerais permitem intuir, a partir de umend
finito de pontos conhecidos, a forma do grafico. Acompanhe um
exemplo.



Exemplo 14.

Construa aproximadamente o grafico da fungaox+ 2.

Solugdo: Comegamos construindo uma tabela de val¢xgg, onde
y =X+ 2 e localizando esses pontos no plano.Rigura 14.1, temos
a esquerda trés colunas onde os powtes (—1,1), B=(0,2),C =
(1,3) eD = (2,4) foram definidos através da formula da funcao.

x

1
[

O|O|wm >
N RO

Figura 14.1: Gréfico da fungay = x+ 2.

Assim, por exemplo, para a determinagao do padwte (—1,1),
usamos que

X=-lemy=x4+2=y=-142=y=1.
Para o pont® = (0,2), usamos que
x=0emy=x+2=y=04+2=y=2
e assim igualmente para 0s outros pontos.

Na direita daFigura 14.1, os pontosA, B, C e D estao localizados
no planoR? com sistema de coordenadas. A partir das posicdes dos
pontos & possivel deduzir que o grafico € uma reta. Naaderdum
pouco mais adiante estabeleceremos que toda funcaocodp-tipx+
b, ondea,b € R e a# 0 tem como grafico uma reta. VejaFegura
14.2 onde temos qua = (0,b) eB= (-2,0) ea#0.
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|
7
Xy

Figura 14.2 Gréafico de uma reta.

Exercicio 14.1

Observe que o grafico da funcfie= X+ 2 intersecta o eixo
0y no pontoB = (0,2). Quais sdo as coordenadas do pdato
de intersecao do grafico com o eigx?

Exemplo 14.2

: . e ~ 4
a) Construir a representacao grafica da fury;aoS—X X E

D=11,4].
Solugao: Inicialmente construimos uma tabela de pontos, veja
aFigura 14.3
yA
v 2
=5«
All 1
il

B |2 3

Cc|3 2

D|4 4

=

Figura 14.3 Gréafico da funcay = %(
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Unindo um a um os pontos do grafico e sabendo que a fungao
representa uma hipérbole, chegamos a um esboco do gitafico
funcao, que esta representado a direit&idara 14.3

b) Construa o grafico da fun¢daal que

-1 se x<-1
y= X se —-1l<x<1
1 se x>1

Solugao: O dominioD da fungao & todo o conjunto dos nime-
ros reais, isto &) = R. A definicao da funcao explicita que para
qualquer valomx € (—o,—1], o valory = f(x) assinalado & o
mesmo e constante= —1. Portanto, a fungao é constante nes-
se intervalo. Também a funcdo & constayte 1 para todo

€ (1,+). Agora precisamos trabalhar os valoyeguando
X esta no intervalo abertp-1,1). Para esses casos, veja que
y=x. Por exemplo, os pontds- 3, —3), (0,0) e (3, 3) estao
no grafico. Veja digura 14.4 a seguir.

A\

fffffff -1

Figura 14.4: Grafico da fungad.

Exercicio 14.2

Construa uma representacao aproximada dos graficos das
funcoes:

a) y=10—x
X se x<1
b) y=

—— Sse x>1
X+1
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Nosso proximo objetivo de estudo & destacar algumas fun-
cOes especiais. Comegcamos com a mais simples delasgaofun
constante.

FUNCOES CONSTANTES

Dado o numero reat, a funcaoy = ¢ & uma funcao cons-
tante. Como para todoc R o valory correspondente da funcao
permanece constante, entao o grafico da funcao & umpas-
lela ao eixo0'x e passando pelo pon(6,c). Examine o gréafico
dafuncao n&igura 14.5, onde € representada uma funcao cons-
tante donde < 0.

c

Figura 14.5: Gréfico de fungao constante.

A FUNCAO LINEAR AFIM

Nesse ponto, avan¢camos mais um degrau na escala de com-
plexidade. Vamos considerar uma fungao ainda muito gspl
gue, no entanto, serve para modelar muitos fendbmenos que oc
rem na pratica. Trata-se da funcao linear afim.

A funcao
y=ax+b,abeRa#0,

é dita uma funcao linear afim.

O gréfico de qualquer funcao linear afim & uma reta. No ca-
so especial em que o coeficieftte- 0, a funcao &€ comumente
denominadduncao linear.

Considere entao a funcgao linear afim

y=ax+b,abeRa#0.



Veja a construcao do grafico para o caso emaye0 eb < 0
como representado rragura 14.6.

_—b

Figura 14.6. Grafico da fungao linear.

b
a’

Note que os pontog0,b) e (— 2,0) estdo no grafico da

funcao linear afim. Como dois pontos determinam uma reta, o

grafico pode ser construido.

INTERPRETAGAO DO COEFICIENTE a

Considere uma funcao linegr= ax+ b, a > 0 e dois pontos
(X1,Y1) € (X2,¥2) no grafico da funcao.

y
Yol 1
Ay
Yi|rs (o f
X1 )(‘2 X
—
AX

Figura 14.7: Acréscimo nas variaveis.
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Veja queAx = xo — X3 corresponde ao acréscimo que deve-
mos dar ao valox; para chegar ao valo. De fato, veja que

Xo = Xo + X1 — X1 = X1+ Xo — X1 = X1 + AX.

Assim, 0 acréscimfx a variavelx; resulta no valok,. Por ou-
tro lado, para passar ge paray, a variavel dependente sofre
um acréscimo dAy =y, —y;. Ou seja,

Yo=Yo+Y1—Y1=Y1+Yo—Yy1=Yy1+A4y.
Veja que

A_Y_Yz—yl_aX2+b—(ax1+b) a(Xz—X]_)

AX  Xo—Xp Xp — X1 X0 — X1

Portanto, o coeficienta representa 0 quociente entre as varia-
cOes, ou ainda define que a variag@® proporcional a variacao
Ax com fator de proporcionalidade Em funcado distoa é
chamado aoeficiente angular da reta

Note que, em particular, quandx = 1 entaocAy = a. Ou
seja, quando a variavel independente passa garax; + 1, a
variavel dependente oscila geparay; + a.

Finalmente, veja que quando= 0 na equacag = ax+ b
resulta que/ = b. Isto identifica(0, b) como o ponto onde o gra-
fico da funcao corta o eixp Portanto o coeficientie identifica
0 ponto de intersecao da reta com 0 gfxo

Exemplo 14.

a) Equacao da reta por dois pontos.

Considere no plano a reta que passa pelos pohtes
(—1,2) e B=(0,5) e encontre a func¢ao linear afim cujo
grafico € areta.

Solugao: Veja o grafico da reta representadofigura 14.8.

Uma funcao linear afim se expressa coyng ax+ b e pre-
cisamos usar os dados do exemplo para definir os coeficientes
a e b e encontrar a equacao particular que expressa a fungao
procurada.



b)

1 X

Figura 14.8 Reta por dois pontos.

Portanto, usando os dados encontramos que

A=(-12) em y=ax+b = 2=-a+b
B=(0,5 em y=ax+b = b=5.

Basta entao resolver o sistema de equacdes nas variéwbi
Comob =5, entao

2=—-a+b=a=3.

Logo, a func¢ao linear afim procurada &

y=3x+5.

Sabendo que numa funcao linear afim, toda vez que a va-
riavel independentesofre um acréscimax = 1, a varia-

vel dependentg sofre um acréscimo correspondente de
Ay = —2. Além disso, parx = 3, y = —1, encontre a
formula que expressa a funcao linear afim e represente o
grafico correspondente.

Solugao: Sejay = ax+bafuncao linear afim procurada. Como
paraAx = 1 correspondédy = —2, encontramos que

Ay -2

— =a=—=a=a=—2.

AT 7T
Por outro lado, o pont®\ = (3,—1) pertence ao grafico da
funcao.

CEDERJ 179

AULA H MODULO 1



M étodos Determiristicos | | Graficos de Funcdes: as Funcgdes Linear e Quadratica

180 CEDERJ

Substituindo todos esses dados na equacao vem que

y=ax+b=y=-2x+b=-1=-23)+b=Db=>5.

Com os valorea = —2 eb =5 definidos, chegamos a expressao
da funcéo:
y=—2X+5.

Como o grafico da funcao & uma reta, dois pontos sao sufi-
cientes para determina-lo. Ja temos o pahte (3,—1) e pre-
cisamos de mais um poni& Fazendo = 0 na equagao, vem
que

y=-2x+5ex=0=y=-2(0)+5=y=>5.

PortantoB = (0,5) & o outro ponto procurado e o grafico pode
ser construido. Vejaligura 14.9,

Figura 14.9: Grafico de fungao linear afim.

A FUNCAO QUADRATICA

Toda funcao
y=ax +bx+c,

onde os coeficientes b e ¢ sao nUmeros reaisa=+~ 0 € uma
funcao quadratica.

Com um pouco de esforgco matematico, envolvendo estudo
do lugar geométrico num plano equidistante de uma retaiende
ponto, pode ser provado que a parabola & a curva que num plan
com coordenadas € representada por uma equacao geeadrat
E pode se ir mais aléem, mostrando que o eixo de simetria da



parabola &€ uma reta paralela ao eiXg. Observamos de pas-
sagem gue esse eixo de simetria contém o vértice da parabo
Vamos destacar os elementos principais que ajudam a etabora
graficos de fun¢des quadraticas.

1. E importante calcular, caso existam, as raizes da equaca
ax +bx+c=0.

Pois, sexy € uma raiz, entdo o pontap, 0) pertence a parabola
e representa no plano o ponto onde a parabola cruza @&ixo

2. Sea> 0, a concavidade da parabola & voltada para cima
(direcao positiva do eix@'y) e no caso da < 0, a concavidade
da parabola & voltada para baixo (direcao negativaxdn@y).

3. O veérticeV da parabola tem como coordenadas,

b A 5
V= (—5, —4—61), ondeA = b“ —4ac.

Note que no caso em que a parabola corta o éixpisto €,
quando a equagao quadratica possui raizesx,, entao as co-
ordenadas do vértice podem ser expressas como

X1+ X2 A
V = —— .
( 2 4a)

4. O ponto(0, c) € a intersecao da parabola com o gixo

Veja dois exemplos.

Exemplo 14.4

a) Construir o grafico da funczo quadratjca x> — x — 2.

Solugao: Em primeiro lugar & preciso determinar as raizes da
equacao? —x— 2= 0. Temos que:

a=1lb=-lec=-2=A=b’—4ac=09.
Logo,
—b+vA 14+.9 {xl = 2
X= = =

2a 2 X = -1
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Portanto, os pontos= (2,0) eB = (—1,0) definem a intersecao
da parabola com o eix¢'x. Calculando as coordenadas do vér-
ticeV = (xy,Yy) encontramos

X1+ X2 2—-1
X, = _
2

1
VT2 T 2"

1
Parax, = > encontramos

1\? 1 9
ol 2— — = —_ _ = = ——
Yy=X"—X—-2=W (2> > 2=W 1

Ent&o, as coordenadas do vértite- (xy,Yy) fornecem

19
v=(z-2).
(22)

Por outro lado, se= 0, ent&o a funcao quadratiga: x* —x— 2
fornecey = —2. Isto mostra qu€ = (0,—2) & o ponto de en-
contro da parabola com o eix@y.

Finalmente, cona= 1 > 0, a parabola possui concavidade para
cima.

Esses dados permitem tracar o esboc¢o do grafico da ferabo
como mostrado nkigura 14.1Q

Ya
‘—f Eixo de simetria

\/

Figura 14.1Q Parabolay = x* — x — 2.



b) Construir, aproximadamente, o grafico da funcao catawdr
y=—X°+2X.
Solugdo: Em primeiro lugar, a equagex? + 2x = 0 pode ser
resolvida definindo suas raizes

X—2x=0=—x(x—2)=0 = {Xl:o
X2:2
Também N 042
X1+ X2
= = =1
= 2
e

W=+ 2% =y =—1242(1) =y, =1.

Ent&o, o vértic&/ = (xy,Yy) esta definido:

V=(11).

Para encontrar o pon@onde a parabola corta o eixty, colo-
camosx = 0 na equacao quadratica. Assim,

x=0ey=—x+2x=y=—0?+2(0) = y=0.
Ent&oC = (0,0).

Veja agora aFigura 14.11 que pode ser construida a partir
desses dados.

Ya

A\

Figura 14.11 Parabolay = —x? + 2x.

c) Construir, aproximadamente, o grafico da funcao catawdr
y = X2+ 2x+2.
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Solugao: Veja que

a=1lb=2ec=2=A=b’—4dac=—-4<0.

Portanto, a equacasd + 2x+ 2 = 0 nao tem solucg&o. Isto evi-
déncia que a parabola nao corta o eiXe. Comoa=1> 0,

a parabola tem concavidade para cima. Como nao corta o eixo
Ox, a parabola fica toda acima do eigx.

Vamos calcular as coordenadas do véntice (xy,Yyy). Temos
que

b A
x\,:—z—a,y\,:4—a:>x\,:—1,y\,:1.
Logo,V = (—1,1) & o vértice.

Também fazendr = 0 na equagap= x>+ 2x+ 2, encontramos
y=2. Logo,(0,2) & o ponto de encontro da parabola com o eixo
0y. Esses dados permitem um esboco da parabola como o da
Figura 14.12:

\ 4

Figura 14.12 Parabolay = x* +2x+ 2.

Exercicio 14.3
Construa, aproximadamente, os graficos das equacoesatjoas:
a) y=-—X2+x+6

b) y=x?>—3x+3
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FUNCOES POLINOMIAIS : DETERMINAG AO DE GRAFICOS
POR SEUSPONTOS E GRAFICOS DE REGIOES DO PLANO

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

entender o conceito de fuag polinomial;

saber construir reges do plano definidas
por equages e inequdies;

poder construir a reta que se ajusta a um
conjunto de pontos.
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Nas aulas anteriores, introduzimos o conceito de funcao e
tratamos os primeiros exemplos que foram as funcdesaest
lineares afins e as fun¢des quadraticas. Na verdads,fasgées
sao casos particulares de uma classe mais ampla: askipgéd
linomiais. Veja a definicao seguinte.

Definicao 15.1

Dado um numero natura > 1, uma funcao polinomial de
graun & uma fung¢ao expressa por uma equacao do tipo

y=axX"+a,_ X" 14 taxPt+axt+ag  (15.1)

onde x & uma variavel realan,an_1,---,ax,a; € ag Sao
nameros reais a, # 0.

£ i, Osn(meros reai,,an_1, - - - ,a»,a; €8y SA0 0S coe-
ficientes da funcao polinomial. Observe a obriga-
toriedadea, # 0. A nao-nulidade desse coeficiente
determina o grau da funcao polinomial.

ii. Associada a funcao polinomial (15.1), & definida a
equacao polinomial de grau

axX"+ a1 X"+ axt+ag =0, xeR.

iii. O numero reakt & umaraiz da equacgao polinomial se
o valorx = ¢ anula o primeiro membro da equacao,
isto &,

anc"+a,_1c" - +ac®+act +ag=0.

iv. As fun¢des constantes, linear afim e quadratica sao
funcOes polinomiais de grau zero, um e dois, respec-
tivamente. Por exemplo, a funcao quadratyca
—3x% +2x— 1 & uma funcao polinomial de grau 2,
que se identifica com a forma geyed axx? +ayx+
ap, ondeay = —3,a1 =2 eap= —1.

v. E possivel definir funcdes polinomiais a partir de
mondmios. Assim, por exemplo o produto

y=(x=1)-(x+1)- (x=2) = y=x =2 —x+2.
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Dada uma funcao polinomial, esta colocado o problema de
construir no plano, mesmo aproximadamente, o grafico da fun
cao. A técnica que permite a constru¢ao desses gsafica
mesma usada nos casos anteriores de funcgodes lineare® afins
quadraticasE preciso determinar um nimero suficiente de pon-
tos do grafico que permitam a forma geral do grafico. Esse € u
modo de construcao artesanal. Hoje, com os computaderes d
gue disponho, existem ferramentas que permitem a coastrug
de qualquer grafico de funcao polinomial num piscar de®#
mesmos fun¢gdes mais complexas. A técnica do computa@aor n
foge muito do principio artesanal que temos usado. A difszre
€ que o computador pode realizar milhdes de operacGesepo
gundo e localizar uma quantidade muito grande de pontos. De-
pois, & sb unir esses pontos que estao suficientementenms.

Na verdade, quando olhamos para a tela do computador para
apreciar o grafico de uma funcao, temos a impressao de con
tinuidade (ndo existe espaco entre um ponto e outro dizgya

Mas isso € resultado da nossa limitada acuidade visualyama
gue o computador sempre trabalha com um namero finito de
pontos.

Vamos tratar, apenas a titulo de ilustracao e com o mtet
esquentar os tamborins, um caso simples de funcao palhom
de grau 3.

Exemplo 15.

A funcaoy = x3 — 2x2 — x+ 2 & uma fung&o polinomial de
grau 3. Veja que, para essa funcap—=1,ap = —-2,a1=—-1e
ap = 2. Veja que os valores=1,x= —1 ex= 2 anulam o valor
da funcao. Isso pode ser visto simplesmente fazendo &@cen
verificando que

y=xX -2 —x+2=(x—1)-(x+1)- (x=2),

conforme ja trabalhado anteriormente. Esse resultaddranos
que 0s pontos

A= (1,0),B=(—1,0)eC = (2,0)

pertencem ao grafico da funcao. Alem disso, podemosidefin
mais alguns pontos, o que faremos na tabela que aparece na
Figura 15.1, a sequir.
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Ya
X1y
D| 0|2
E|-2|4
F| 3|8 -1 1
G|-3|4 f\\/z X

Figura 15.1: Fungao polinomiay = x3 — 2x — x+ 2.

CURVAS QUE SE AJUSTAM A UM CON-
JUNTO DE PONTOS

As fung¢des com as quais estamos trabalhando, fungiess i
res afins, quadraticas e mais geralmente polinomiaisysle-
los matematicos que se ajustam a problemas praticoseas a
de Economia e Administracao. Mas, como sao modelosij-prec
sam ser ajustados, em maior ou menor precisao, para respond
a situacdes concretas.

Até agora tratamos o problema de construir graficos de al-
guns tipos de fungdes. O objetivo agora & oferecer uria id”
num caso bem simples de como atacar o problema inverso: dado
um certo numero de pontos no plano, determinar a curvagolin
mial que mais se ajusta a esses pontos. Um comentério faz sen
tido sobre a natureza do problema: dependendo da posigao d
pontos, a curva polinomial que mais se aproxima pode ser uma
reta, ou uma parabola ou o grafico de um polindmio de grau su
perior a dois. No entanto, por questao de simplicidader& pa
nao fugir ao objetivo da disciplina, trataremos de resohyee-
nas o caso de definir a reta que mais se aproxima de um conjunto
de pontos prefixados.



METODO DOS MiNIMOS QUADRADOS

Considere trés pontgs= (0,-1),B= (3,0) eC=(2,1) e
o problema de determinar a reta que mais se ajusta a esses pon-
tos. Ou, dito de outra maneira, queremos determinar a reta qu
passa 0 mais perto possivel dos pontos, do ponto de vistalglo
Na Figura 15.2, a seguir, sao apresentadas quatro retas. Note
gue as retas, q et como candidatas a solucao do problema pos-
suem a vantagem comum de passar por dois dentre os pontos e
a desvantagem comum de deixar um terceiro ponto muito longe
da reta.

Por outro lado, a retanao contém nenhum dos pontos, mas
resolve o problema, tratando os trés pontos de modo urgferm
portanto possui a melhor proximidade possivel em relagss
pontos.

Figura 15.2 Curva ajustando pontos.

O método que permite encontrar a retgue resolve o pro-
blema & denominado método dos minimos quadrados, cuje en
ciado agora apresentamos.
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Dado um conjunto de pontos no planéy (x1,y1),A2(X2,Y2),
-+, An(Xn,¥n), @ reta que melhor se aproxima desses pontos &
definida pory = ax+ b, onde

EXy—nX—y -

3 % —n(x)*

Nesta férmula, os simbolos significam:

z Xy = €& a soma dom produtosxy;

z X% = & a soma dos quadrados?

X X R % - Lo
% — 1 X4t n,VZY1+Y2+n +Yn s30 médias

P L
aritmeticas.

Acompanhe pelo exemplo a seguir a aplicacao do método
para encontrar a reta que melhor aproxima 4 pontos.

Exemplo 15.2

Vamos encontrar pelo método dos minimos quadrados a reta
qgue melhor aproxima os pontds = (10,27),Ax = (20,20),Az =
(30,14) e Ay = (40,7).

Solugdo: Para melhor organizar os calculos, tendo em vista calcular
0s somatorios, lancamos mao de uma tabela. Veja a takelgua.

Pontos| x | vi | xy | X
A | 10 [ 27| 270 | 100
A, | 20 [ 20| 400 | 400
As | 30 | 14| 420 | 900
As | 40 | 7 | 280 | 1600
S | 100 | 68 | 1370| 3000

Também

10
% + 20+ 30+ 40 _ o
4
y— 27+20+14+7 17
4
Entao:

¥ Xy— Ry = 1370— 4 x 25x 17= —330
3 % —n(x)* = 3000 4 x 625= 500.
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Logo,

—330 N 33 67
e entao a reta procurada é y = —0,66x+33,5.

Veja a representacao da solucao do problema na figuigua.se

\,
281
21L 1 Ao

! I
14p -
7ho LNA
|

|
L 1
10 20 30 40

Figura 15.3 Reta que aproxima 4 pontos.

GRAFICOS DE SEGMENTOS DE RETAS E REGIOES
DO PLANO

Muitas vezes, os dados de um problema exigem a consideraga
de funcdes lineares afins ou fun¢des quadraticas dafirem
dominiosD que sao apenas parte dos numeros reais. Os graficos
das funcdes, nesses casos, podem ser segmentos de teta, pa
de parabolas. Vejam um exemplo.

Exemplo 15.

Representar graficamente- —x—1,x € (—2,1].

Solugao: O grafico sera parte de uma reta, uma vezyyse—x— 1
€ uma funcao linear afim. Veja que= 0 ex = 1 estao no dominio da
funcao. Entao:

Logo, A= (0,—1) e B= (1,—2) sao pontos que definem o grafico.
Veja aFigura 15.4.
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Figura 15.4: Segmento de reta.

Note que o pontd—2,1) nao pertence ao grafico, uma vez que
o dominioD = (—2,1] & aberto a esquerda. Por isso, esse ponto &
representado vazado no grafico. No entanto, o pBrto(1,—2) &
representado cheio, uma vez que esse ponto pertence asiaomi

Exemplo 15.4

Representar graficamente o conjunto do plano definido por
y<2x—1eO0<x<2.

Solugdo: Note que a equacgao linear afym= 2x— 1 & representada
por uma reta. A condicap< 2x— 1 indica os pontos que ficam abaixo
da reta.

Por outro lado, todos os pont¢sy) do plano que verificam &
x < 2 sdo uma faixa vertical. Juntando essas duas condigiiegamos
aregiao hachurada dgura 15.5, que representa o grafico procurado.

/ 2 X
~1

Figura 15.5; Grafico da regiao procurada.



Exercicio 15.1

Representar graficamente os conjuntos do plano definido por:

a)y<—x+3 e -1<x<1,;

b) —2<y<—x+3.
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APLICAG OES

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

perceber a impo@incia das funiges e de seus
graficos para resolver problemaspcos;

poder representar graficamente a fimdemanda
de mercado;

poder representar graficamente a ampferta
de mercado;

ser capaz de resolver problemas relacionados
fungdes de demanda e de oferta de mercado, bem
COmo encontrar 0s precos e as quantidades de
equilibrio do mercado.
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Nesta aula vamos olhar, como se fosse uma caixa de fer-
ramentas, as técnicas desenvolvidas nas aulas 13 atéohd. C
essas ferramentas em maos, vamos procurar motivar o uso de
funcdes e de graficos para abordar questdes relacisicadaa
Lei da Oferta e da Procura, e 0s assuntos relacionados: daman
de mercado, oferta de mercado e precos.

Para um certo produto colocado no mercado, a Lei da Oferta
e da Procura busca regular a relagado entre a procura (ou de-
manda) pelo produto e a quantidade de oferta desse produto. E
linhas gerais, em periodos de grande oferta de um detedtmina
produto, o seu prec¢o cai, provocando um aumento ho consumo.
E em contrapartida, em face de uma grande demanda por um
determinado produto, os precos tendem a subir, ocorremao u
retragcao no consumo.

Mas €& preciso lembrar que nesta aula trataremos a Lei da
Oferta e da Procura como um modelo ideal, para explicanfierd
nos complexos do mercado. Por isto, & importante ter emement
gue conclusdes simplistas freqlientemente nao saadeirds
como a que diz que quanto menor o preco de um determinado
produto, maior a quantidade procurada e vendida. Ou queéauan
maior o pre¢co, menor a quantidade procurada. No fenomano d
oferta e da demanda, outras variaveis influenciam a eguggs
traduz a Lei da Oferta e da Procura, tornando-a muito coraplex
Entre essas variaveis destacam-se, por exemplo, 0os slesafo
cessidades das pessoas; 0 poder de compra; o nivel de desem-
prego; a disponibilidade dos servi¢os; a producao redie na-
cional; a sazonalidade da oferta e das condi¢cdes ctiastpor
exemplo, para os produtos agricolas; fluxo de exporsaedie
importacdes e também a intervencao reguladora dosrgos,
por exemplo, liberando impostos ou incentivando a impadac
do produto.

Para examinar, ainda que de modo ideal, a Lei da Oferta e da
Procura, vamos considerar como exemplo a questao do goeco
feijao, um alimento com limitadas possibilidades de aenaz
mento. O feijao uma vez colhido deve ser consumido dentro de
seis meses. A partir desse tempo ha um processo de endureci-
mento do grao, caindo muito a qualidade do produto. Assim, n
pico da colheita, a oferta do produto no mercado aumentamuit
e nesta ocasiao 0s pre¢os sao relativamente menoresuffor
lado, no periodo que antecede a colheita, a escassez ddgrod
limita sua oferta e pressiona a procura (ou demanda).



Portanto, em linhas gerais, uma oferta menor do feijao au-
menta 0s pre¢os e provoca uma retracao na demanda. No en-
tanto, isto nao significa, necessariamente, um consumamen
de proteina. O consumidor, pressionado pelo preco atioupa
outras fontes proteicas cujo preco esta mais em contaxeor-
plo, nesta situacao, pode ocorrer que o preco do frarjgorssds
em conta na equacao da economia doméstica. Assim, ideal-
mente, a populacao consome mais feijao na época de fedis,0
substituindo o feijao por outros alimentos na época deasien
oferta.

DEMANDA DE MERCADO

Considere uma utilidade qualgudrque pode ser um bem
ou um servico. A demandadessa utilidade pode ser entendida
como a soma de todas as quantidades dessa mesma utilidade que
os consumidores estarao dispostos a adquirir a um prauom
determinado periodo de tempo, que pode ser um dia, um més ou
um ano.

A funcao demanda & a funcao que a cada pr@ssocia
a demanda correspondente. A representacao grafica dessa
funcao é referida como a curva de demanda ou curva denarocu
dessa utilidade.

Veja que a demanda (ou procura) a que nos referimos cor-
responde ao conjunto de todos os compradores da utilidade e
nao a um comprador individual. Portanto, a demanda de mer-
cado & obtida pelo somatorio de todas as demandas de densum
dores individuais. Vamos dar um exemplo que pode esclarecer
esta situacao, considerando primeiramente o caso siuiplee-
manda individual para depois considerar o caso geral.

DEMANDA |NDIVIDUAL

Vamos tomar como exemplo a carne de boi e estudar o con-
ceito de demanda individual para este item de consumo. Vamos
nos fixar num periodo de consumo semanal de uma familia cuja
fonte de renda é o salario do seu chefe, o Sr. Pedro. A deman-
da da familia, durante uma semana, representa a quantdade
carne bovina que Pedro estaria disposto a adquirir a aneges
alternativos. Por exemplo, se o preco for R$ 1,00 por q&is,
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dro estaria disposto a adquirir no maximo 10kg. Se o preco
for aumentado para R$ 2,00 o quilo, Pedro estaria disposto a
adquirir no maximo 8 quilos por semana. E assim sucessiva-
mente, a medida que o preco de oferta sobe, o chefe dedamili
manifesta menor desejo de adquirir o produtoTabela 16.1
mostra na primeira coluna o preco de oferta do produto e na
segunda coluna a quantidade maxima por semana que Pedro es-
taria disposto a adquirir pelo preco estipulado.

Preco (R$/quilo) Quantidade (Quilo/semana)
1 10
2 8
3 6
4 4
5 2

Tabela 16.1 Demanda de uma familia pela carne de boi.

A primeira coluna representa a oferta, caracterizandogopre
P do produto, enquanto que a coluna da direita representa a de-
mandaD pelo produto a um precB. Portanto, a demandaé
uma funcao do precB. A partir dos dados da tabela podemos
descrever globalmente a funcao demanda. A idéia & que um
vez definida a funcgao, ela pode predizer qual &€ a quargidad
carne de boi que Pedro compraria se o preco fosse um valor na
constante ndabela 16.1 Vamos colocar os dados da tabela em
um grafico, obtendo o que denominamos a curva de demanda.
Veja aFigura 16.1, a seguir.

12345 p

Figura 16.1 Curva de demanda para carne de boi.



Examinando o grafico, concluimos que a funcao que traduz
a demand® em funcao do precP é dada pela equacao:

D=-2P+12,

ondeP € (0,+).

Note que o preco sendo sempre positivo, 0 dominio de defi-
nicao da funcao €& o conjunto dos nimeros maiores que ze

A construcao da curva de demanda, representada peloayréafi
da funcao demanda, permite prever o comportamento do con-
sumidor. Por exemplo, se a oferta da carne bovina for cobocad
a R$ 2,40 o quilo ou a R$ 5,80 o quilo, entao o chefe de familia
estaria disposto a adquirir no maximo, respectivameregui-
los ou 0,40 quilos (400 gramas). Veja as contas.

P=240 em D=-2P+12 = D=-2(2,40)+12 = D=7,20;
P=580 em D=-2P+12 = D=-2(580+12 = D=0,40.

Note que o preco da carne bovina nao pode atingir o pPego
R$ 6,00, sob pena da demaridaer nula. Examine o grafico e
faca contas com a funcao demanda para comprovar esse fato

Com este exemplo que caracterizou uma demanda indivi-
dual para um certo produto num periodo determinado, posemo
passar ao caso geral da demanda de mercado, que & o conceito
correto trabalhado em Economia. Para encontrar a demanda de
mercado, basta somar os valores das demandas individuas. Po
isto a fungdo demanda de mercado & a soma de todas agfunc”™
demandas individuais.

£ i. No nosso exemplo obtivemos a demaridlaomo

uma funcao linear afim, cuja variavel independente
€ o precoP. Evidentemente que nos casos concre-
tos esta funcao & muito complicada, uma vez que
e influenciada por fatores de dificil controle como,
por exemplo, o desejo subjetivo dos consumidores
em adquirir o produto, a renda dos consumidores, a
politica global do governo, etc.

ii. Em Economia, a representacao grafica da funcao de-
manda & costumeiramente realizada invertendo os ei-
X0s, colocando prec¢os no eixo vertical e demanda no
eixo horizontal. Assim, trabalhando o exemplo ante-
rior, ondeD = —2P + 12, podemos expressBrem
funcao deP e encontrar que
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1
P=—--D+6.
> +

A representagao grafica com os eixos invertidos fica
entao como mostrado ragura 16.2

2 4 6 8 10 D

Figura 16.2 O prego como fungéo da demanda.

Vamos ver mais um exemplo.

Exemplo 16.

A funcioD = 16— P? representa a demanda de mercBdo
de um produto em funcao do preBo

Note que a equacao que representa a funcao demanda so te
sentido econdmico, quando o0s precos e as demandas térasval
positivos. Essas condicdes determinam o dominio dgfude-
manda. Portanto,

P>0 e D>0 = P>0 e 16-P?>0 = P>0 e P<4.

Logo, (0,4) & o intervalo de nUmeros reais que define o dominio
da funcao demanda, ou sejaP € (0,4).

O grafico da funcao é parte de uma parabola e representa a
curva de demanda. VejaFagura 16.3a seguir.
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16,

curva demanda

Figura 16.3 Curva de demanda d2= 16— P2,

Exemplo 16.2

Considere a fun¢ao quadratiba= —2P?+ 9P+ 18, em que
P representa o preco unitario de um certo produtd, a de-
manda de mercado correspondente num certo periodo de.tempo
Vamos determinar a curva de demanda e analisar seus aspectos
principais.

Em primeiro lugar, vamos encontrar as raizes da equacao
quadratica—2P? + 9P + 18 = 0.

Temos quea= —2,b =9 ec = 18. Portanto,
A =Db?— 4ac=225.

Entao,

_ —bxVA

P
2a = ")

O vérticeV da parabola é definida por

b A 9 225
V—<—5’—4—a):’v—(z’?)~
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Alem disso, como a equacao que representa a funcao de-
manda so tem sentido econdmico, quando 0s prec¢os e asdema
das tém valores positivos. Portanto, temos que

P>0 e D>0 = Pe(0,6).

Logo, (0,6) & o intervalo de nUmeros reais que define o
dominio da funcao demanda

O grafico da funcao é parte de uma parabola e representa a
curva de demanda. VejaFagura 16.4a seguir.

Demanda

—3/2

Figura 16.4: Curva de demanda de= —2P? + 9P+ 18.

Exemplo 16.

Uma pesquisa de mercado procura estabelecer a curva de de-
manda para um certo bem de consuBnd¥eja aTabela 16.2que
assinala os valores da demardlao mercado correspondentes
aos precos de oferia

PrecoP (R$ por unidade) DemandaD
20 320
40 250
60 150
80 100

Tabela 16.2 Pesquisa de demanda de mercado.
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Dado um conjunto de 4 pontos no plaAg = (20,320),
Az = (40,250), Az = (60,150) e A4 = (80,100), a reta que me-
Ihor se aproxima desses pontos é definidayperax+ b, onde,

a 2T
3 % —n(x)*

Nesta formula os simbolos significam:

b=y-—ax

2xy: € a soma don produtosxy;.

sz = & a soma dos quadrados?.

X X: . Lo
R— 1+X2+ +Xn7y:)/1+)/2+n +Yn s30 médias

P
aritmeticas.

Para melhor organizar os calculos, tendo em vista caloslar
somatorios, langcamos mao de uma tabela. Veja a tabetpua.se

Pontos| X | vi | XV X2

A1 20 | 320| 6400 | 40
Ao 40 | 250| 10000| 1600
Az 60 | 150| 9000 | 3600
A4 80 | 100| 8000 | 6400
>

200 | 820 | 33400| 12000

Também 200
X = 4—0 - 50
820
y=—=205
y=7
Entao:

$ Xy—nxy = 33400 4 x 50 x 205= 33400 41000= —7600
3 %2 —n(X)? = 12000~ 4 x 2500= 2000
Logo,

~7600 38
2000 10

38 e b:y—a>—<2205+i—(8)><50:395
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e entao a reta procurada &

y = —3,8x+ 395.

Veja a representacao da solucao do problenfaguara 16.5
a sequir.

39%

Figura 16.5. Reta que aproxima 4 pontos.

Exemplo 16.4

O diretor de um museu em Londres observou que, aos domin-
gos, quando o preco da entrada € R$ 4,00, em média, o alumer
de visitantes diarios & 320 e quando o prec¢o para a entiada
domingo aumenta para R$ 6,00, em média, o nimero de visi-
tantes cai para 240. Supondo que a demdh@auma funcao
linear afim do precd?, encontre a fungao e represente a curva
de demanda.

Solugao: Como se trata de uma fungao linear afim, entdo, para deter-
minados nimeros rease b temos que

D =aP+Db.

Como (P,D) = (4,320) e (P,D) = (6,240), entdo, substituindo na
funcao demanda encontramos que

320=4a+b e 240=6a+b = a=-40 e b=480.

Assim,
D = —40P + 480,



€ a funcao procurada, e o grafico pode ser observaffignaa 16.6a
seguir.

480

12 P

Figura 16.6. Demanda por ingressos no museu.

OFERTA DE MERCADO

Considere uma utilidade qualqugique pode ser um bem ou
um servigo. A ofert&) dessa utilidade pode ser entendida como
a soma de todas as quantidades dessa mesma utilidade que os
produtores estarao dispostos a colocar a venda no megiaato
precoP, num determinado periodo de tempo.

A funcao oferta € uma funcao que associa a cada [@Peco
fixado a ofertaQ correspondente. A representacao grafica dessa
funcao é referida como a curva de oferta dessa utilidade.

Veja que a oferta a que nos referimos corresponde a de to-
dos os produtores da utilidade e nao de um produtor indaidu
Portanto, € evidente que a oferta de mercado & obtida pelo s
matorio de todas as ofertas dos produtores individuaisioga
dar um exemplo para esclarecer esta situagao.

Exemplo 16.5

A funcao linear afimfQ = —10+ P, com 10< P < 40, repre-
senta a oferta de mercad® de uma certa utilidade ao preco
unitarioP.
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Vamos construir a curva de oferta. Acompanhe pédara
16.7. Inicialmente, encontramos que se

P=20 e Q=-10+P = Q=10;
P=40 e Q=-10+P = Q=30.

Logo, (P,Q) = (20,10) e (P,Q) = (40,30) sao pontos da curva
de oferta e determinam o grafico da funcao oferta. VEjgara
16.7.

10 40 p

Figura 16.7: Grafico da ofert® = —10+P.

Exemplo 16.6

A funczo quadratic® = 2P? + 5P — 3, representa a oferta
de mercad® de uma certa utilidade ao pre¢o unitdficem que
0 preco maximo que os consumidores estao dispostos a@aga
P=R$ 2,00.

Vamos construir a curva de oferta. Acompanhe pédgira
16.8 Inicialmente, vamos resolver a equac¢®3 2 5P — 3= 0.
Temos que

A=52—4(2)(-3)=49= VA=T.

Logo
1
_ p— =
p_ 54j:7 N 1 >
P,= -3



Note que o vértic& = (R,,Q,) tem como abcissR, a média
aritmética das raizé e P.. Ou seja,

a1
_P+R T3t3 5
A Y

Continuando o calculo do vértice, encontramos que

5 49
R=-7 e Q=2P?+5P-3 = Q=-%-

Portanto,
5 49

R

€ o vértice da parabola.

Com esses dados podemos construir a parabola que repre-
senta a curva de oferta. Acompanhe pépura 16.8,

Q

15
Oferta

-3 12 2 p
S ] —49/8

Figura 16.8 Grafico da ofert&) = 2P? + 5P — 3.

PRECO DE EQUIL iBRIO E QUANTIDADE DE EQUIL iBRIO

O preco de equilibridd= para um dado bem ou utilidade
€ 0 preco para o qual a demanda e oferta de mercado dessa
utilidade coincidem. A quantidade correspondente aogpdec
equilibrio & denominada quantidade de equilibrio,@spntada
pelo simboldQe. Veja um exemplo.
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Exemplo 16.

Considere a demanda de mercd&dle- 225— 2P e a oferta
Q =P —21. Vamos determinar os graficos das curvas de de-
manda e de oferta e os valoRse Qg, respectivamente, o preco
e a quantidade de equilibrio.

Solugao: Para determinar o preco de equilibReé suficiente encon-
trar o precd? para o quaD = Q, ou seja,

225-2P=P-21 = 225+21=P+2P = PR=82

Uma vez determinado o preco de equililfig a quantidade de equilibrio
Qe pode ser calculada:

Q=P-21 e =82 = Qe=PF-21 = Q=61

Veja a seguir, n&igura 16.9, a representagao grafica das curvas de de-
manda e de oferta com os valores do preco de equilibrio mtigade
de equilibrio assinalados.

183/2|

Oferta
DE=Qg| -

21 e 2252 p

Figura 16.9: O preco e a quantidade de equilibrio

Exercicio 16.1

Considere a demanda de mercddle- 136— 2P e a oferta
Q = 10P —80. Faca os graficos das curvas de demanda e de
oferta e determin€: e Qg, respectivamente, 0 pre¢o e a quan-
tidade de equilibrio.



Exemplo 16.§

Considere a demanda de mercddle- 600— 2P e a oferta
Q = P? —52P. Vamos determinar os graficos das curvas de de-
manda e de oferta e os valoRse Qg, respectivamente, o preco
e a quantidade de equilibrio.

Solucao: Para determinar o preco de equilibReé suficiente encon-
trar o precd? para o quaD = Q, ou seja,

600— 2P = P> -~ 52P = P? — 50P — 600= 0.

Resolvendo a equacao, encontramos os vaPres-10 eP = 60.

Como o preco deve ser positivo, concluimos que
Pe = 60.

Um vez determinado o preco de equilibfp, a quantidade de

equilibrio Qg pode ser calculada:
D=600—-2P e RFE=60 = Qg=60—-2R = Qg =480
Veja a seguir, n&igura 16.10 a representacao grafica das cur-

vas de demanda e de oferta com os valores do preco de equilib
guantidade de equilibrio assinalados.

Q:D

600

Oferta

DE=Qg |[----------9) :
' \__— Demanda

26 :
676 52 B 300 P

Figura 16.1Q O preco e a quantidade de equilibkio
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Exercicio 16.2

Considere a demanda de mercddle= P> — 18P+ 10 e a
ofertaQ = 12P — 72. Faca os graficos das curvas de demanda
e de oferta e determin@: e Qg, respectivamente, o preco e a
quantidade de equilibrio.

210 CEDERJ



Respostas

Aula 1

Respostas dos Exeicios

Exercicio 1.1

a) F b) V c) F
d) Vv e) V

Exercicio 1.2

Resposta: item c)

Respostas dos Exeicios

1.1. A—B={-1,13/3}

1.2.Bx (B—A)={(4,4),(4,5),(5,4),(5,5)}
Ax(A-B)={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}

13. a)(AuC)-B
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b) (BNC)—A

A

Aula 2

Respostas dos Exeicios

Exercicio 2.1
]
—_———
-10 —6 -2 3
Exercicio 2.2
a) —1 b) —7 c) Nao
Exercicio 2.3
F \% \
Exercicio 2.4
14 10 25
a) I b) T C) T
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Exercicio 2.5

} - >
2 -1 0 1 18 19
73 1 -3 1
4 8+4’ 2 +2
Exercicio 2.6
3 1 -12 3 19 1
Ve=25 ~ Tt sT s
_1_59 3 9
2 9
l/ | _%21 | 1\/113
T+ ] ] ] ] H— >
4 3 2 -1 0 1 R
b) B< _12<§<3
-5 5 6 13

4 13 1 13
< =& -<_—-&64<65

c) Basta mostrar que 0625

Respostas dos Exeiicios

21. a)1& b)1llx c)-2/m d) X+4y e)1l&k+11

2.2. 33

Aula 3

Respostas dos Exeiicios

Exercicio 3.1

e Proposicao
e Proposicao
e Proposicao

e Nao é proposicao
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Proposicao
Proposicao
Proposicao
Proposicao
Proposicao
Nao & proposicao
Proposicao
Nao & proposicao
Proposicao
Nao é proposi¢ao
Proposicao

Nao é proposi¢ao

Exercicio 3.2

A péra nao & uma fruta.

Todas as péras nao sao longas.
Algumas pessoas hao gostam de dancar.
Todas as pessoas tém carro.

Algumas pessoas nao tém televisores ou nao tém apare-
lhos de video.

O dinheiro traz a felicidade.

Ha desfiles de escola de samba sem mestre-sala ou sem
porta-bandeira.

Dom Quixote nao & um personagem criado por Miguel de
Cervantes.

Existe amor que nao é forte.

Ha amor fraco.



Exercicio 3.3

Qualquer que seja 0 nUmero inteiro inteiro? < 0.
Para todo nimero real, tg?a & igual a seba menos um.
Existe um nUmero read cuja raiz quadrada & 4.

Existe um numero naturaltal que 2 dividex ou 3 divide
X.

Solucgao alternativa: existe um numero natxrelvisivel
por 2 ou divisivel por 3.

Existe nUmero rea, tal que ser € igual a metade da raiz
guadrada de 3.

Para todo numero raciongl existem numeros inteirgs
e q, tais quex & igual ap dividido porq.

Existe nUmero raciona, tal quex elevado ao quadrado é
igual a nove vinte cinco avos.

Para todo nUmero rea) r maior que zero, existe numero
naturalk, tal que, sen € maior do qué, entao 1 dividido
porn & menor do que.

Aula 4

Respostas dos Exeicios

Exercicio 4.1
a)pVv ~(q
'pla|~q|pVv~q]
VIV F Y,
VIF| V Y,
FIV]| F F
FIF| V Y,
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b) (~ p) Vv (~q)

lplal~p[~a[(~p) V(~a)]

c) (~p)A(~0q)

lplal~p[~a[(~pA(~a)]

d)~(~pAaq)

[p[a[~p[~pArq]~(~pAq) ]

e)(pv ~qA ~p

pla]~p|~q[pv~q|(pVv~a)A(~p) ]
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f)pA(qv ~q)

plal~q|@v~ag |pA(qV~q)]

9) (PA ~ Q) Vr

lplalr|~alpA~q|(pA~q Vr |

VIV |V

F

\Y

\%
\%

VIiF|V |V

FIF|V ]V

h)(~pVva)V ~r

lplalr|~p|~pva|[~r|(~pVagA~r]

\%
\%

F

\%

FIV|IV] V

FIF|V] V

Exercicio 4.2

pla]r [aar|pvg |pvr [ pv(gAr) [ (pva)A(pVr) |
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Exercicio 4.3

Mostrar as leis de Absorcao através de tabelas-verdade

Pv(PAQ) =P
plalpralpVviprg | p]
VIV] V ; ;
VI FE| F Y; Y,
FIV]| F F F
FIE| F F F
PA(PVO)=Dp
plalpvalpAa(pvag | p]
VIV V Y] Y]
VIE| V i i
FIV]| V F F
FIF| F F F
Exercicio 4.4

a)~ (pA~p)
p|~p|pA~p|[~(pA~Dp) |
V] F F Y]

Fl V F Y;

b) (p=a) Ap) =4
|

plalp=q|(p=aAp|[(P=a AP =7q]
VIV] V i i
VIF| F F i
FIV| V F v
FIF| V F Y;
c)p=(pVaQ)
plalpvalp=pVvq]

VIV] V V

VIF|] V v

FIV] V Y;

FIF| F i
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d)~(pV Q) <~ pA~q

plalpva|~(pVva |~p|~q[~pA~q]|~(pVQ) &~pA~q]
V|V \Y F F F F \Y
V|F \% F F \% F \%
FlV \% F \% F F \%
F|F F \% \% \% \ \%
Aula 5
Respostas dos Exeicios
Exercicio 5.1
p = Alfredo come lagosta
g = Alfredo fica feliz
premissas: conclusao:
pP=q q
p

Este argumento € valido.

Exercicio 5.2

p = Eu trabalho com afinco
g = Eu fico batendo papo com os amigos

r = Eu termino de pintar minha cerca

premissas: conclusao:
p=r q
~gq=p

~ T

Verificarque  (p=r)A(~q=p)A(~1)=q
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|~q|~r[a|blanb](aanb)jAc]anbarc=q]|

nn < < < <||o
n< << <||la
<< < n<| -
<IK<INMnN<L| <|7m
<INn<| <<l m
I I LKI LK< 1| <
n<I << LIL<I<
nn< << n<
mm<|/mmm mm

SR NEEEME R

O argumento € valido.

Exercicio 5.3

p = Eu como agriao todos os dias

g = Eu viverei mais do que 80 anos

premissas: conclusao:
pP=q ~(
~(

Verificar p=gA(~p) =~q
N———"

a

[plaf[~p[alar(~p [ar(~p=~q]
ViV| F |V F Vv
VIF| F |F F Y
FIV|V |V \ F
FIF| V |V \ V

O argumento nao € valido.

Exercicio 5.4

p = Eu dirijo meu carro

g = Eu ultrapasso os 80 km/h

r = Eu provocarei acidentes

premissas: conclusao:
(pA ~Q) =~ r
PACQ
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Verificar: (PA ~g)=~T)A(PAQ)) =T

~ ~~ ~——
a b
pla|r|~a|lpA~qg|~r]a]blanblarnb=r]
ViV|IV|F F F|lV|IV] V \Y
VIVI|IF| F F V |V |V \% F
VIF|V]|V \% F |F|F F \%
VIF|F| V \% V |V I|F F \%
FIV|V]| F F F|V|F F \Y
FIV|IF| F F V |V I|F F \Y
FIF|V]| V F F|V|F F \Y
FIF|F| V F V |[VI|F F \Y
O argumento nao € valido.
Exercicio 5.5

p = Faz bom tempo
g = Da praia
r = Eu levo minha bola de volei
s= Mariana fica super feliz

premissas: conclusao:

p=d ~T

r=s

gA ~S
Verificar: (p=q A(r=s)A(QA ~S)=~Tr
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plagfr]s|~s|la|b|c]anblanbAac|~r[anbAc=~r |

\%

F

\%
\%

\%

F

\%
\%
\%

F

\Y
\Y

F

F

F

\Y,

V|V |F

V|V |F

F
F
F
F

V|V I|F

V|V |F

V|V |F

V|V I|F

F

V |[V|F|V

F

V [V |V |V
F
\Y,

F
\%

F

V |[V|F|V

F

V [V |V |V

F

V |V|F|F

F

V V|V |F

VIV |V |V
VIV |V |F

VIV |IF|V

VIV |F|F

VIF[V]V
VIF|V][F
VIF|[F|V
VI F|F[F

FIV|V |V
FIVIV]|F
FIV|IF |V

FIV|IF|F

FIF|V |V
FIF|V|F
FIF|F|V
FIF|F|F

O argumento € valido.

Exercicio 5.6

p = Maria vem

Joana vem

q:

r Carla vem

conclusao:

P=q

premissas:

P=q

Verificar:

lplalr|(p=q |~r|~q|~r=~q|aAb]|p=r]anb=c]

\%
\%

F

\Y,
\Y,

F
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O argumento é valido.

Exercicio 5.7

p = Luiz sabe poupar dinheiro
g = Luiz fica rico

r = Luiz compra um carro novo

premissas: conclusao:
pP=q q
q=r
;
Verificar: (p=q A(Q=r)Ar=p
T T
plafr|albJanbjJaAbAr|aAbAr=p]
ViV |V | V|V \% \% \%
VIVIF|V]|F F F \%
VIF|V|F |V F F \%
VIF|[F|F[V] F F v
FIV|V | V]|V \% \% F
FIV|[F|V|F]| F F V
FIF|V | V|V \% \% F
FIF|F |V |V \% F \%
O argumento nao € valido.
Aula 6
Respostas dos Exeicios
Exercicio 6.1
4 1
a) 0,334= %)> 3 uma vez que & 334> 1000
1 334 1 1002-1000 2 1
b) 0.334- 5= 1000 3~ 3000 3000 1000

c) Basta examinar o resultado em b).
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Exercicio 6.2
—-187 8
a) 13 _—15+1—3=>q_ —15
Exercicio 6.3

A resposta é 24,8%.

Exercicio 6.4

Considere qu€ é o total de clientes. Log&; corresponde
a 100% dos clientes. Enta@l 00— 32)% = 68% corresponde
ao percentual de pessoas fisicas. Segundo o enunciadedo ex
cicio, 2040 constitui o total de pessoas fisicas, ou §§% do
total C de clientes. Essas informagdes permitem escrever
68

68%x C =2040< 100 x C =2040< C = 3000.

Enfim, a agéncia possui 3000 clientes.

Exercicio 6.5

SejaM o valor obtido apds o aumento percentual. Entao,

1034
(100+3,4)% =103 4% = & =1,034.
100
Logo,
M =400x 1,034=4136.
Exercicio 6.6

O total correspondente ao servico sera de 10% de R$ 26,00,
ou seja, 0 acréscimo é del® x 26,00= 2,60. Logo, o total da
despesa corresponde a

26,00+ 2,60= 28,60« Total de R$2860.



Exercicio 6.7

Denominando poM o valor final, entao

M = 0,90 x 0,80 x 0,70 x 2000= 1008= M = R$1008 00.

Exercicio 6.8

Representaremos os precos dos prodaidse C pora, be
c, respectivamente. Os dados do exercicio implicam que

a=13b;b=0,8c=a=13x0,8cs a=104c.
Além disso, também,
a+b+c=2840< 1,04c+0,8c+c = 28,40« 2,84c = 28,40.
Portanto,

284

XY

= c=R$ 1000.

Usando esse Ultimo dado e as equacgOes anteriores, encon-
tramos

a=1,04x10,00< a=R$ 1040 eb=0,8x 10,00« b= R$8,00.

Portanto, os precos saa:= R$1040,b=R$800 ec =
R$1Q00.

Exercicio 6.9

O preco final de vendé do carro pode ser calculado através
de

V = (1—0,05) x (1—0,1) x 40000« V = R$34200,00.

Exercicio 6.10

Primeiro, temos que calcular o salario br&do vendedor.
Como o salario bruto, com um decréscimo de 10%, resulta em
R$ 4.500,00, entao

(1-0,1)-S=4500«< 0,9-S= 4500« S= R$5000,00.
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Como a parte fixa do salario bruto & de R$ 2.300,00, o valor
correspondente ao ganho através de comissdes sera ddORPD.
Com estes dados, se o valor das vendas for representadlo por
entdo a aplicacao de 3% sobre a parté dele excede R$ 10.000,00
representa R$ 2.700,00 (a parte da comissao). Logo,

3%- (V —10000 = 2700« 3V —30000= 270000= V = 100000Q

Portanto, o total de vendas correspondeu a R$ 100.000,00.

Respostas dos Exeicios

6.1. a)—2,25 b)—6,428571 ) 446 d) 65,8
e) 0,7

6.2. —3,22< —3,217< 0,272< ;—g

6.3. —0,03

Aula 7

Respostas dos Exeicios

Exercicio 7.1

a) 125 b) 625 c) 1000
d) 1

Exercicio 7.2

a) 3w b) 22 c) 3* d) 612

Exercicio 7.3

) (V23 i= (V2) T (B VEVEES

V3 V2) V2V2V2V2



(V2-52 = (V2)2+42-V2-(-5)+(-5)? =

©) 2102425 = 27— 10V/2

Exercicio 7.4

a) V—250=v—-2.53= /2. (-5)3= 52
b) V48= V24 x3=2/3
) V/—512=v/—29= ¢/(-2)5.24= —2V24 = —27/16

Exercicio 7.5

) (-500)° = (~4.5%)° = [4.(-5)’ =4°-(-5)° = 572

1 1 1 1
b) (~32) *=(-25) *=[(-2)% *=(-2)"l= (i) - 1

Exercicio 7.6

a)26 b)-37 ¢)7 d)-32 €0

Respostas dos Exeicios

7.1. Observe que:

= - () e )] -

_ %[—(ﬂ Vi3 2vas q

3

0.)

3
7.2. a) (vV2-1°

(3-2v2)(v2—-1) =5/2-7

_ ﬁ( \/6+1 V3234 \/é)zﬁ—g

(Q_l). 2 _ V2-4 2(vV2+2)
by \ 4
— \/24_4.(_\/2_2) =

3+
2

(VZ-1)2.(V2-1) = (2-2V2+1)(V2-1) =

VZ-2 4 (V2-2(V2+2)
V2
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2
73. a) ?2=5"= 3%-2=0= X=3
b) x=-9
c) x=0oux=1
7.4.d

7.5. Verificacao.

7.6. Observe que:

(v

1-va)® = (1-ya? (1-va) =
(1-2¥a+Vad)(1-¥a) = 1-3¥a+3vVa?—a =
= 1+3ya(ya—1) —a

7.7. a) Vejaque
(3—2V3)(3+2V3) =32 —(2v/3)2=9-12=-3

€ um nimero negativo. Examine cada um dos fatores
do produto anterior. Como-82v/3 > 0 entdo 3-
21/3 & negativo.

b) Veja que

(\/3+J§—\/3J§) <\/3+\/§+\/3¢§) =

=3+v3-3V/3=3-2V3,

& um nimero negativo (use o item a) ). Cofi8+ /3+
3V/3 & positivo, entiaa/3+v/3— /3v/3 é nega-
tivo.

Aula 8

Respostas dos Exeicios

Exercicio 8.1

A tecla acima de CH e a tecla a direita de VOL.
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Exercicio 8.2

a) Sex € (—1,v2) = —1 < x< v/2. Em particularx < 3.
Logo, x € (—,3). Isto prova a).

b) Sex < (—+/3,10), entao—v/3 < x< 10. Sex € [0,10v/2),
ent&o 0< x< 10v/2. Como 10< 10v/2, um nimero reat,
para estar simultaneamente em ambos 0s conjuntos, deve

satisfazer X x < 10.

Exercicio 8.3

a) Encontramos que

1 1 7
2x<—7=>§-2x<§-(—7)=>x<—§.

Logo, todos 0s nUmeros reais menores-gid¢2 sao solugdes.
Deste modo, o conjunto solu¢g@ dado poB= (— o, —1).

b) Encontramos que
5
—1X< -5 1X>5< x> 13

Logo,S= (,%) & o conjunto solugao.

Respostas dos Exeicios

8.1. Note que
-13 13x17 221 18 —-18x12 216

12 = 12x17  12x17 ° T177 17x12 17x12°

. —13 —-18
Sendo—221< —216, entaoﬁ < <7

Do mesmo modo, aproveitando as contas ja feitas, vem

. 18 13
que, 216< 221 e, enta01—7 <Iz Logo,

13_-18_18_13
12 17 17 ~12°
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8.2. Note que
183 . V3_-2V3
2 2x3 3  3x2°
V3 1

Agora,—2v/3 < —3. Portanto,—? <3

2
Do mesmo mod% < V2, uma vez qu< ) < (V2>

.4
Ou seja,z—z < 2. Portanto,

V3 1 7
—?<—§<§<\f2.

8.3. Mostrar que % /10 & equivalente a’3< (\/170)2 e isto
é verdade, pois € 10.

Por outro ladoy/10< 3,2 & equivalente é\/l_O)Z <(3,2)0°=
10,24. Portanto,

3<V10< 3,2.
8.4. Veja que
V5 N \/5 V5> V5 & §>1
N V5

Ou seja, 5> n. Portanton=1,2,3 e 4, satisfazem a
desigualdade original.

8.5. a) Aregido dareta é:

=2

| | | | IR
-2 -1 0 1 2
b) Aregido dareta é
s 10
8 4
* ‘ pmetO—— IR
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c) Aregiao dareta é:

8.6. a)[-2,0), b)(-1,1), c)(-»1, d)[=2 )

8.7. a) fz(% —1) <V2(VXx-1) = x—v2<2x-
V2 = —x<0 = x>0.
Conjunto solu¢aoS= {x € R;x > 0} = (0, ).

b) Em primeiro lugar, € obrigatério#£ 0. Temos que
1 1.0e 100
X X

As solucdes, portanto, ocorrem quande (1 — X)
possuem o mesmo sinal. Vamos fazer a tabela de

sinais.

1-x +
X - i+ +

1-x ! ! —
x T

Logo, o conjunto solugdo 8= {x e R; -1 < x< 1} =
(-1,1).

8.8. a) Falso. Note que2 ¢ (—2,00) U (—o0,—2).

b) Falso. Note qu% € [1,) eg ¢ N.

c) Verdadeiro. O nUmero 1 pertence a ambos 0s con-

juntos.
8.9. Note que

——+n<i = n<i+— =
V5 V2 V2 /5
5 1\> 25 10 1 25 1

2

P<(—=+-—=) =5 +-"=+z=>+=Z+V10.
(ﬁ \fS) 2 J10 5 2 5
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8.10.

8.11.

Ou seja, € preciso encontrar o manamatural tal que

n <£7+\/_0 (%)

Para avaliar o segundo membro da desigualdade, usamos
o fato de que 2 > /10> 3 para encontrar que

127 127
12,7+3< 1—0+¢T0< 127+3,2 < 157< 1_0+m< 15,9.

Com estes dados e usando a desigual@adeoncluimos
, . , 1
qguen = 3 & 0 maior nimero natural tal que—= +n <

V5
5
7
a) Como os numeros envolvidos sao positivos, multi-
plicando ambos os membros pof5 + /3, a de-
sigualdade fica equivalente a

1<2v2(V5+V3) =2(V10+V6).

E claro que a desigualdade & verdadeira.

7 7\? 49 _
b) \/3\/§<§ & 3V3< 3) = Ouainda,

27V3< 49 & (27V3)° < 4% & 272 x3< 49

A Ultima desigualdade sendo verdadeira, em vista

das equivaléncias, também & verdadeiro¢8/3 <
-

3
a) V. Como os nimeros sao positivos, € suficientéraros
que(a+b)? > (2v/a-b)? ou, equivalentemente, que
a2+ 2ab+b? > 4ab. Ou ainda, qua? — 2ab+b? >
0. Ou seja,(a—b)?2 > 0. Esta desigualdade vale
sempre.

b) F. Tomea=—-1eb=0.
c) V. Vejaquea®—1=(a®+a+1)(a—1)>a’+a+1l.



Aula 9

Respostas dos Exeicios

Exercicio 9.1
Note que
_ —ﬂ)_ —B—r e b_C—b_ﬂ)—B—r
2 2 - 2 2
Exercicio 9.2

1(36 fz) _ 36—5205\/2

Respostas dos Exeicios

9.1. A igualdade significa que esta igualmente distante dos
pontos (nimeros) 2 el.

Sea< —1, aigualdade & equivalenteda—2) = —(a+
1) = 2= -1, sem solucao.

Se—1< a<?2, aigualdade & equivalentega—2) =

1

at+l=a=_.

i 2
Sea > 2, a igualdade & equivalenteaa-2=a+1 =

—2=1, sem solucao.
1, ~
Logo,a= > é a Unica solucao.

9.2. Xx=-6ex=0

12 12'12 ' 12
0 44v3-v2 V3+V2 4+V3-V2 V3+2
( > T2 2 tT )

b)|:(1 31 1+31)

9.4. a) 5, b)%l, c) V342
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5 5 5
b) x—3=—-1=x=2 ou —(x—3)=-1=x=4

C) X+6<3=x< -3 ou —(x+6)<3=x>-9.
Logo,x € (—9,-3).

1 9 1 11
95. a)Xx+-=2=x==- ou —<x+§):2=>x:——

Aula 10

Respostas dos Exeicios

Exercicio 10.1

a) Arepresentacao dos pontos €:

b) 1-F, 2-F, 3-F, 4-V, 5-V

c) Hy NH_ = {(x,y) € R, y=0} & o eixox.

Exercicio 10.2

a) Observe que:
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b) (i)

Q,

Q

Q2NQs={(xy) € R% y=0 ex < 0}, representa o eixo
X NAo positivo.

i)

Q, Q,

Q3NQs={(x,y) € R% x=0 ey < 0}, representa o eixo
y N&o positivo.

ii)

Q4N Q1= {(x,y) € R%; y=0 e x> 0}, representa o eixo
X NA&o negativo.

Respostas dos Exeiicios

10.1. (—2,8) e(3,8)
10.2. (-2,3) e (2,7)
10.3.P = (1,—1)
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10.4. Temos que:

m= %(—2+2\/§+2) =2
A M B
0 1 V2 2
10.5. Aregiao é:
2 .............
A
T2
10.6.a=3, D= (3,2)
10.7. Aregido é:
N
1
F
T

Aula 11

Respostas dos Exeiicios

Exercicio 11.1

A reta perpendicular ao eixoe que passa pelo ponto=
(—2,3) encontra o eixa no pontoP = (—2,0). Entao,

d(AP) = \/[-2—(-2)J2+(3-0)2=3.
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Exercicio 11.2

Os pontos do eixy sao do tipoP = (0,a) ondea € R.
A , 1
A distancia do pontd® procurado até o pont< — 5,1) vale
1. Entao

1\ 2 3
<O+§) +(a—1)2:12:>a:1i%.

2

Logo <O, 1+ é) e (O, 1- ?) Sao 0s pontos procurados.

Exercicio 11.3

Temos que

(X+2)°24(y—1)2 =22 =+ +4x—2y+1=0.

Respostas dos Exeicios

NI~

11.1. (ax=1; (b)x:g; (c)x>

- (d)x=—1

11.2. (@)3/2; ()B=(2,0), (c)D=(-1,-3)

2
11.3.P= =
2. (03)

11.4. X2 +y2 +4x+6y+9=0
11.5.C=(-1,0), r =2

11.6. aC=(0,2)er=4 b)A=(2V/3,0)eB=(-2V3,0)
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Aula 12

Respostas dos Exeicios

Exercicio 12.1

a) x=49

b) —13

c) x=19
2

d) 3

Exercicio 12.2

x=-3ey=0

Exercicio 12.3

x=3ey=-1

Exercicio 12.4
a) X1 =V3ex=—3
b) x=0
8
:O = ——
C) X1 exy 3
d) X1:\/T58X2:—\/E

e) xy=1lexp=-9

f) x1:—1ex2:—2

Exercicio 12.5

310 e 310
10 10
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Exercicio 12.6

X € (—00,—2) U (5,+400)

Exercicio 12.7

ayx=1 e y=-2

b) x=12 e y=8

) Xx=2 ey=1 ou x=1 e y=2
d x=4 ey=3 oux=—-4 e y=-3

Exercicio 12.8
4
a) x=9 C)X=—=
) )x=—2

5
b) x1=5 e xp=-— dx1=-1 e xp=-2

2
Aula 13

Respostas dos Exeicios

Exercicio 13.1

a) D(f) = (o,Jé) U <\/é,oo)
b) D(g) =R
c) D(h) = (=0, —1) U (3, )

@ D)= ( 53]
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Aula 14

Respostas dos Exeicios

Exercicio 14.1

A intercessao com o eixOxocorre quandy = 0, logoA =
(—2,0).

Exercicio 14.2

a) O grafico & uma reta que passa pelos poBo$0) e
(10,0).

b) O grafico & uma reta pare< 1 e uma hipérbole voltada
para cima para > 1. A medida quexaumenta, os valores
dey se aproximam de 0, e o grafico se aproxima do eixo

Ox

i

1 1

pd

2 5

3 ;
99 0,02
999 | 0,002

Exercicio 14.3

a) O grafico &€ uma parabola voltada para baixo. Pararteaca
grafico, devemos calcular o vértice e as raizes. ldeatific
se da equacao:

a=-1,b=1ec=6
A=1-4-(-1)-6=25



2 2) 272
maximo, as raizes:

_ —145

1 25 125 L,
V= = , 0 vertice & o ponto de

— — 2 X% =23
X ——eX , Xo
X y
-2 0
“1] 4
0 6
T | 25
2 4
1 6
3 0

b) O grafico & uma parabola voltada para cima:

A=9-4.1.3=9-12=-3

)

O vértice & o ponto de minimo, e o grafico nao intercepta
0 eixoOx porque a fun¢ao nao possui raizes.
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Aula 15

Respostas dos Exeicios

Exercicio 15.1

-1<x<1

e

a) y<—x+3

b) —2<y<-x+3

A
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Aula 16

Respostas dos Exeicios

Exercicio 16.1

Para determinar o ponto de equilibrio temos que igualar a
demanda e a oferta.
D=Q=136—-2P=10P—-80=12P=216= P =18

PortantoPE = 18 eQE = 180—80= 100 ponto de equilibrio
E(18,100).

Exercicio 16.2

Considere a demanda de mercddle= P2 —18P+10 e a
ofertaQ =12P —72.

Faca os graficos das curvas de demanda e oferta e determine
PE e QE, respectivamente, o preco e a quantidade de equilibrio.

Para determinar o ponto de equilibrio temos que igualar a
demanda e a oferta.

D=Q=P?>-18P+10=12P—72= P, = 3,04 ouP, = 26,95.

Fazendo-se o estudo da fun¢cdo demanda, a demanda & posi-
tiva no intervalo O< P < 0,57 ouP > 17,43, portanto, o ponto
de equilibrio & (26,95, 251 40).
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