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Ideais maximais e ndmeros primos

Aula 7 — Ideais maximais e nimeros primos

Metas

Nesta aula definiremos ideais maximalis e mostraremos como os nimeros

primos estao relacionados com os ideais maximais de Z.

Objetivos
Ao final desta aula vocé deverd ser capaz de:
e Definir ideais maximais de Z.

e Mostrar que os niimeros primos sao os geradores dos ideais maximais

em 7Z;

e Demonstrar a equivaléncia de trés propriedades que definem o conceito

de ntmeros primos.

Introducao

O inteiro 1 s6 tem um divisor positivo, que é o préprio. Qualquer outro
inteiro positivo a > 1 tém pelo menos dois divisores positivos: 1 e a. Um

nimero é chamado primo quando tem exatamente dois divisores positivos.

Defini¢do 1 (ndmero primo)
Um nimero inteiro a # +1 é um ntmero primo quando s6 tem dois divisores

positivos: 1 e |al.

Os numeros inteiros a # +1 que nao sao primos sao chamados de
nimeros compostos.

Por exemplo, os inteiros 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29 sao os 10 primei-
ros inteiros primos positivos. Os inteiros —2, —3,—5,—-7,—11,—13--- sao
inteiros primos negativos.

Os primos sao as unidades bésicas em relagao as quais podemos expres-
sar todos os niimeros inteiros, no sentido de que qualquer inteiro maior que 1
pode ser escrito como produto de fatores primos. Este é o chamado Teorema

Fundamental da Aritmética, que veremos mais tarde.

Nessa aula, que serve de preparacao para a demonstracao do chamado
Teorema Fundamental da Aritmética, mostraremos como os inteiros primos

estao relacionados aos geradores dos ideais maximais de Z.

AULA 7

Os gregos chamavam os
nimeros primos de primeiros
ou indecomponiveis e 0s
compostos de secunddrios ou
decomponiveis. Os romanos
traduziram do grego para o
latim usando a palavra
primos para representar
esses numeros “primeiros”.

Note que £1 nao sao
numeros primos! Os inteiros
ficam assim divididos em 3
subconjuntos: {£1}, os
inteiros primos e os inteiros
compostos.
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Lembre-se que {0} e Z sao
ideais de Z

Lembre-se que
MFT=Mnzt

CEDERJ

Ideais maximais e nimeros primos

Ideais maximais de 7Z

Vamos iniciar definindo ideal maximal de Z e entao relacionando estes

ideais com os inteiros primos.

Definicdo 2 (ldeal Maximal de Z)

um ideal M de Z é chamado mazimal se ¢ ideal proprio de Z (isto é, M & Z)
e M nao estd contido propriamente em nenhum outro ideal préprio de Z, ou
seja, os unicos ideais de Z contendo M sao M e Z.

Em outras palavras, um ideal M de Z é maximal se
i. M & Z (ideal préprio)

ii. Se I é um ideal de Z, M C I C Z, entao [ = M ou [ =Z.
Exemplo 1
O ideal Z - 6 nao é maximal. De fato, temos que Z -6 & Z - 2 & 7Z, pois

r €Z-6 = x=06q,para algum q € Z

=1=23¢) =r€Z-2

Assim, Z-6 CZ-2, mas Z-6 # Z-2 (por exemplo, 2 € Z -2, mas 2 € 7 - 6).

Atividades

1. Mostre que
7Z-8G7-4G7-2% 7.

2. Mostre que o ideal Z-m, onde m é um inteiro composto, nao é maximal.

Relacao entre ideais maximais de Z e inteiros primos

Seja M C Z um ideal maximal de Z e seja p € M™* tal que M =7Z-p
(existe tal p pelo teorema dos ideais principais).

O que podemos dizer a respeito desse niimero p? A primeira observagao
é que, como M & Z e p € M™, temos p > 2, ja que p = 1 nos daria M = Z.

E o que mais poderiamos dizer a respeito desse niimero p > 2, gerador

de M?

A primeira resposta vem do seguinte resultado:
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Proposicao 1
Seja M =Z-p, p > 2, um ideal maximal de Z. Entao D(p)™ = {1, p}, isto

é, p € primo.

Demonstracao:

Seja M =7 - p, p > 2 um ideal maximal de Z e seja m € D(p)" um
divisor positivo de p. Vamos provar que m = 1 ou m = p.

De fato, m € D(p)™ nos diz que p = m - k, k > 0 e portanto todo
multiplo de p é também multiplo de m, isto é, M =7Z-p C Z-m. Como M
¢ ideal maximal de Z temos duas possibilidades:

(a) M=Z-p=7Z-m ou
(b) Z-m =Z.
Agora

(a)Z-p=Z-m = m€eZ - m=%Z-p=— m=3s-p,s>0. Mas
p = m -k e dai segue que: m = (sk)m o que implica sk = 1, com
k,s > 0. Portanto s=k=1em =p.

(b) Z-m=Z,m>0= m=1.

Assim provamos que m = 1 ou m = p e a Proposicao 1 esta demons-
trada. 0

Demonstramos entao que todo ideal maximal é gerado por um niimero
primo. O préximo teorema afirma que também vale a reciproca: todo ideal
gerado por um nimero primo ¢ maximal.

Teorema 1
Seja p > 2 um dado nimero inteiro e seja M = Z - p o ideal principal de Z
gerado por p. Entao M = Z - p é ideal maximal de Z se, e somente se, p é

primo.

Demonstracao:
(=) Essa parte jé foi demonstrada através da proposigao 1.
(<=) Seja p > 2 um ntmero primo dado, e seja M = Z - p o ideal principal
gerado por p.
Vamos mostrar que M = Z - p é um ideal maximal de Z.

De fato, sabemos que Z-n = 7Z se, e somente se, n = +1. Como p > 2,

teremos

AULA 7
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(i) M=Z-p&G7Z (M é o ideal préprio de Z).

Agora, seja I um ideal contendo M, isto é, Z-p = M C I C Z. Vamos
provar a condicao (ii) da definigdo de ideal maximal, a saber, que I = M ou
I =7 (isto é, M é maximal).

Pelo Teorema do Ideal Principal, existe m > 0 tal que I = Z - m.
Estamos assumindo M = Z -p C I = Z - m. Assim, p € M implica
p € I =7Z-m o que implica que existe um k > 0 tal que p = k- m. Assim,
m € D(p)"™ = {1,p} (pois estamos assumindo p > 2 primo). Portanto
m € {1, p}.

Sem =1temos [ =7Z-m = 7Z-1= 7. Por outro lado, se m = p temos

I =7Z-m=7%7Z-p= M e isto completa a demonstragao. O

Atividades

1. Mostre que Z - 5 é um ideal maximal de Z.

2. Mostre que Z -n =7 < n = +1.

Propriedades dos niimeros primos

Na aula 6 vimos que se a,b € Zt ed >0talque Z-a+Z-b=7Z-d
entdao d = mdc(a,b). Em particular, como d € Z -d, entdao d € Z-a+ Z - b,
isto é, existem r, s € Z tais que d = ra + sb. Se o mdc(a,b) = 1, existirao
r,s € Z tais que ra + sb = 1.

Agora vamos demonstrar uma proposicao que serd usada na demons-
tracao do préximo teorema, que prova a equivaléncia de trés condigoes para

a definicao de ntimeros primos.

Proposicao 2

Seja p > 2 um numero primo e seja a € Z*. Se p nao ¢é divisor de a entao

mdc(a,p) = 1. Em particular, nessa situacdo, existem r,s € Z tais que
rp+ sa = 1.
Demonstracao:

Seja p > 2 um numero primo. Assim, D(p)* = {1,p} e seja d =

mdc(p, a). Pela definicao de mdc temos que:

d = max(D(p)" ND(a)?).
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Se p nao é divisor de a entdo p € D(a)™ e dai segue, tendo em vista

que D(p)* = {1,p}, que
D(p)" ND(a)" = {1}

e, portanto, d = max(D(p)* N D(a)*) = 1.

Pela observagao feita antes do enunciado dessa proposicao, temos que,
se p > 2 primo nao ¢é divisor de a € Z*, entao existem r,s € Z tais que
1 =rp+ sa. Il

Notagao para divisibilidade: Usamos a notagdo d | a quando d é um

divisor de a. Caso contrério, escrevemos d f a.

Agora mostraremos a equivaléncia de trés propriedades que caracteri-

zam numeros primos.

Teorema 2
Seja p > 2 um numero inteiro dado. FEntao as seguintes condigbes sao

equivalentes:
(i) p é primo, isto &, D(p)* = {1, p}
(ii) Para todo a,b € Z* se plab entao p|a ou p|b

(iii) Se p =mk com m,k € Z* entao m =1 ou k = 1.

Demonstracao: (caminho ciclico (i)=(ii)==-(iil)==-(i)).
(i)==(ii) Suponhamos p > 2 primo e a,b € Z* com p|ab. Vamos mostrar
que pla ou p|b.

Se pla entdao nada hé a provar. Suponha que p fa. Pela proposigao

anterior, temos que mdc(p,a) = 1 e existem r, s € Z tais que rp + sa = 1.

Multiplicando esta igualdade por b temos p(rb) + s(ab) = b, isto é,
b = (rb)p + s(ab). Se plab temos ab = pm, para algum m € Z, e assim
b= (rb)p + (sm)p = (rb+ sm)p e isto nos diz que p|b. Portanto, se p fa,
temos plb.
(il)=(iii) Vamos assumir agora que para todo a,b € Z* se p|ab entao p|a
ou p|b. Vamos provar (iii).

De fato, sejam m, k € Z* tais que p = mk. Dai segue que p é divisor de
p = mk. Portanto, por (ii), temos que p|m ou plk. Mas p|m implica p < m

e p=mk > m implica p = m, isto é, k = 1.

AULA 7

CEDERJ



Algebra 1

CEDERJ “

Ideais maximais e nimeros primos

Mas p|k implica p < k e p = mk > k implica p = k, isto é, m = 1 como
querfamos demonstrar. Logo (ii)==>(iii).
(ili)==(i) Vamos supor p > 2 tal que, se p = mk com m,k € Z* entdo
m =1 ou k = 1. Vamos provar que p é primo.

Seja r € D(p)*. Assim p = rs para algum s € Z". Por (iii) temos
r=1lous=1 Ses=1,r=p Logor =1our = p e isto nos diz que
D(p)™ = {1, p}, isto é, p é primo. O

Definimos anteriormente um inteiro primo como aquele que satisfaz a
condicao (i) do teorema anterior. A equivaléncia das 3 condi¢bes nos mostra
que poderiamos ter usado qualquer uma delas como definicao de nimero

primo.

Atividades

1. Dé um exemplo de inteiros m,a e b tais que m | ab, mas que m [ a
e m [b. Por que este inteiro m deve ser necessariamente um nimero

composto?

Mais sobre o mdc de dois inteiros

Vimos que, se a e b sdao dois inteiros e d = mdc(a, b), entao existem x
e y tais que za + yb = d. O valor de d = mdc(a, b) pode ser calculado de
maneira eficiente usando o algoritmo de Euclides. A questao que colocamos

agora é: como calcular estes x e y, dados a e b ?

A resposta é que podemos “inverter” os passos do algoritmo de Euclides

para escrevermos d em termos de a e b. Vamos comegar com um exemplo.

Exemplo 2
Calcule, utilizando o algoritmo de Euclides, o mdc de 300 e 135 e e escreva

este inteiro em termos de 135 e 300.
Vamos la. Usando o algoritmo de Euclides temos:

300 =2-135+ 30
135=4-30+15
30=2-1540
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Vemos que 15 = mdc(300, 135). Para escrever 15 em fungao de 300 e 135,

comecamos com a penultima equagao:
135=4-30+15=15=135—-4-30
Agora substituimos 30 pelo valor que podemos obter na primeira equagcao:

15=135—-4-30=135—4(300 —2-135) = —4-300+9 - 135

Atividades

1. Determine inteiros = e y tais que 1 = x - 198 4 y - 25.

Resumo

Nesta aula abordamos os inteiros primos. Todo inteiro pode ser escrito

como produto de ntimeros primos, o que provaremos na proxima aula.

H& varias maneiras de definirmos nimeros primos. O Teorema 2 apre-
senta trés propriedades equivalentes que caracterizam os inteiros primos.

Qualquer uma delas poderia ter sido utilizada como defini¢ao.

Os ideais proprios de Z que nao estao contidos em outro ideal préprio
de Z sao os ideais maximais de Z. Vimos que estes sao exatamente os ideais
gerados por primos. Esta é uma outra caracterizagao de primos em Z, esta

mais algébrica. Voltaremos a ela quando estudarmos anéis em geral.

n CEDERJ
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Exercicios

1. Encontre inteiros x e y tais que za + yb = mdc(a, b), onde:

(a) a=102e b= 33.
(b) a=—15e ¢ = 50.
(c) a=20ec=1.

. Prove que inteiros consecutivos devem ser primos entre si.
. Prove que 2a + 1 e 4a® + 1 sao primos entre si.

. Sejam a, b, c € Z* inteiros positivos dados. Mostre que

a - mde(b, ¢) = mdc(ab, ac)

. Sejam a,m,n € Z" inteiros positivos dados. Mostre que

mdc(a, m) = mdc(a,n) =1 = mdc(a,mn) = 1.

. Seja I =7 -n C Z um dado ideal de Z onde n € Z. Mostre que

I=7Z-n=7Z<+=n==1.

.Sejaly ClyCcI3C---C I, C--- uma cadeia de ideais de Z. Mostre

que
I:UQ
=1

¢ um ideal de Z.

. Sejam [ e J dois dados ideais de Z. Mostre que: se I ¢ Je J ¢ I

entao I U J nao é um ideal de Z.

. Seja p > 2 um dado nuimero primo. Mostre que os tnicos multiplos de

p nao nulos que sao nimeros primos sao p e—p.




Fatoracdo tnica: o Teorema Fundamental da Aritmética

Aula 8 — Fatoracao tnica: o Teorema

Fundamental da Aritmética

Metas

Nesta aula apresentaremos o conjunto dos niimeros primos como pilar

bésico na decomposicao de nimeros inteiros como produto de primos.

Objetivos

e Demonstrar o Teorema Fundamental da Aritmética (teorema da fa-

toragao unica);

e Demonstrar, usando o teorema da fatoragao tnica, que o conjunto dos

nimeros primos ¢ infinito;

e Exprimir e relacionar MDC e MMC, usando a fatoracao unica.

Introducao

Nesta aula demonstraremos o teorema da fatoragao unica, também co-
nhecido como o Teorema Fundamental da Aritmética. Nesse Teorema os
nimeros primos aparecem como pilar basico, indecomponiveis, e cada inteiro

pode se decompor como produto de fatores primos.

O conhecimento da decomposicao em fatores primos nos permitird de-
monstrar propriedades importantes sobre nimeros inteiros. Essa decom-
posicao é unica a menos da ordenacao dos fatores primos que entram na

decomposi¢cao do nimero.

Observe que se considerassemos 1 como primo, nao terfamos decom-
posicdo tinica em fatores primos. Por exemplo, 2 =12 = (1)22 =132 = ...,
Considerando que D(n)"™ = D(—n)*, e que p é primo se, e somente se
—p é primo, terfamos, por exemplo, 6 = 2-3 = (—2)(—3). Para simplificar a
nossa abordagem, essencialmente sem perda de generalidade, vamos traba-
lhar com primos p > 2 e fatorar, no Teorema Fundamental da Aritmética,

numeros inteiros n > 2.

AULA 8

C.F. Gauss, matematico
alemao do século
XVIII/XIX, foi o primeiro a
desenvolver a aritmética
como ciéncia, de modo
sistemdtico. O enunciado do
Teorema Fundamental da
Aritmética, como
apresentamos aqui, foi
publicado em 1801, no
famoso livro “Disquisiotores
Arithmetcal”.
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Como aplicacao do teorema da fatoracao unica, vamos provar que o

conjunto dos nimeros primos € infinito e também explicitar e relacionar MDC

e MMC.

Um pouco de historia

Antes de enunciarmos o teorema fundamental vamos fazer as observacoes
sobre numeros primos dando uma idéia de que muitas questoes envolvendo

nimeros primos ainda estao por ser resolvidas.

No6s vamos provar, usando o Teorema Fundamental da Aritmética
(Teorema 1, a seguir), que o conjunto dos nimeros primos ¢ infinito, usando

um belo argumento devido a Euclides.

Para se ter uma idéia da importancia do tema, podemos citar que varios
matematicos apresentaram, em diferentes épocas, demonstracoes sobre a in-

finitude do conjunto dos niimeros primos.

Por exemplo, Kummer (1878), Pdlya (1924), Bellman (1947), Washing-
ton (1980), entre outros.

Um outro aspecto a se destacar é a dificuldade de decidirmos se um
nimero inteiro N, muito grande é ou nao primo. H4 algoritmos que indicam
se um inteiro ¢ ou nao primo, estes algoritmos sao conhecidos como testes de

primalidade.

Pierre Fermat, matematico francés do século XVII, conjecturou que os
nimeros da forma F,, = 2™ 4+ 1 com m = 2" eram todos primos. Os 5

primeiros niimeros de Fermat sao, de fato, primos:
F0:3, Fy :5, F, = 17, F3:257e F, =65.537 .

No entanto, Euler provou que F5 = 641 x 6700417. Portanto, F5 nao é primo.

Os primos da forma F, = 22" 4+ 1 sdo conhecidos como primos de
Fermat. O maior primo de Fermat conhecido até hoje é F,. Para se ter
uma melhor compreensao das dificuldades aqui envolvidas basta dizer que o

7000 glgarismos e foi provado que

nimero de Fermat Fy3471 possui mais de (10)
nao é primo por Keller, em 1984. O niimero Fj; possui mais de 30 bilhoes

de algarismos.

Uma questao ainda nao resolvida ¢é saber se existem infinitos primos de
Fermat F,,. Também nao é conhecido se os ntimeros Fhy, Foy, Fog sao ou nao

primos.

Em aulas futuras, voltaremos a fazer mais observagoes sobre esse tema e
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falaremos dos chamados nimeros de Mersenne, que sao os numeros da forma Boas referéncias sobre os

B . . ) primos de Mersenne, sdo
M, = 2" — 1. Sao de especial interesse os nimeros da forma M, = 2" — 1 http://www.mersenne.org/

com p primo. Um primo da forma 2P — 1 é chamado um primo de Mersenne. prime.htm e
http://www.utm.edu/research/
M2 - 3, M3 - 77 M5 - 31,M7 - 127, Sa0 pl"lmOS maS, M]_l - 23 X 89 ¢ um primes/mersenne/
nimero composto.

Muitos dos chamados primos gigantes foram obtidos testando os niimeros
de Mersenne. O maior primo conhecido neste momento é um primo de Mer-

senne. Trata-se do ntmero
924036583 _ |

Este é 0 41° primo de Mersenne conhecido e tem exatamente 7235733 digitos!
Sua primalidade foi provada em 15 de maio de 2004, parte de um grande es-
forgo de trabalho colaborativo pela Internet chamado GIMPS (Great Internet

Mersenne Prime Search).

Marin Mersenne (1588-1648) foi um monge francés, contemporaneo de
Fermat. Ele nao foi o primeiro a estudar os numero da forma M, = 2" — 1,
mas entrou na histéria por afirmar, em 1644, que os numeros 2" — 1 sao
primos para

n=23,5"713,17,19,31,67,127 e 257

e compostos para todos os outros inteiros positivos n < 257.

Por esta afirmacao, alids incorreta, o nome de Mersenne ficou associado

aos primos da forma 2" — 1.

Com relagao aos ntumeros da lista de Mersenne, é facil ver que para
n=2,3,5,7,13 os ntiimeros 2" — 1 sao primos. O fato de que 21" —1 ¢ 219 —1
sao primos era conhecido antes de Mersenne.

Cerca de 100 anos depois, em 1750, Euler mostrou que 23! — 1 é primo.

2127 1 é primo. Um pouco

Outro século depois, em 1876, Lucas mostrou que
mais tarde, em 1883, Pervouchine mostrou que 2! — 1 é primo. Portanto,

faltava um inteiro na lista de Mersenne.

No inicio do século XX, Powers mostrou que os ntimeros 2% —1 ¢ 2107 —1
também sao primos. Os inteiros 89 e 107 devem entao se acrescentados a lista
de Mersenne. Por volta de 1947, todos os inteiros n < 258 ja haviam sido
checados. A lista correta de inteiros n < 258 tal que 2" — 1 é primo ¢ a
seguinte:

n=2,3,5"7,13,17,19,31,61,89,107 e 127 .

Como dissemos, o maior primo conhecido hoje é um primo de Mersenne,

o0 41° primo de Mersenne: 224036583 _ 1

CEDERJ
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A palavra Criptografia
deriva do grego “kryptos”,
que quer dizer escondido.
Criptografia quer dizer entao
algo como “escrita
escondida”.

Criptografia é o estudo das
formas de converter uma
informagao de sua
apresentagdo normal para
uma forma em que nao
possa ser compreendida sem
uma informacdo especial,
que pode ser uma “chave”
ou “senha”. O processo de
conversao é chamada
“encriptagao”

Criptografia é amplamente
utilizada em transacoes
bancérias e troca de
informagodes pela Internet e
envolve processos
matematicos complexos,
especialmente da area de
Teoria dos Numeros.

CEDERJ
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Os testes de primalidade tornaram-se bastante titeis em tempos recentes
pela sua aplicacao a criptografia. Voltaremos a falar sobre aplicagoes de
teoria dos nuimeros a criptografia mais tarde, quando estudarmos o Teorema

de Fermat.

O Teorema Fundamental da Aritmética

Na aula passada, no Teorema 2, vimos que, se p > 2 é um inteiro, entao

as trés propriedades a seguir sao equivalentes:

(i) D(p)* = {1,p} (essa foi a nossa definigao inicial de niimeros primos)
(ii) Para todo a,b € Z* se p|ab entao p|a ou p|b

(iii) Se p =mk com m,k € Z* entaiom =1ou k =1

Agora vamos enunciar o Teorema da Fatoracao Unica, também conhe-

cido como Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema 1

(1) Todo inteiro n > 2 pode ser expresso como produto de nimeros pri-
mos (nao necessariamente distintos) n = py.py. -+ .pr com p; > 2 primos e
1 <i < k. Mais ainda,

(2) Essa expressao n = pj.ps.- - .pg, como produto de primos é tunica a

menos de permutacao na ordem dos fatores primos.

Demonstracao:

(1) Vamos supor que a afirmacao ¢é falsa e chegaremos a uma contradigdo
(absurdo).

Seja S ={m € Z | m > 2 e m néo é produto de primos}. Como esta-
mos assumindo que o teorema ¢ falso, temos que S C Z™ é um subconjunto
nao vazio de Z limitado inferiormente pelo inteiro 2. Pelo principio da boa
ordenacao de Z, S possui um primeiro elemento m = min S, que é o menor

inteiro maior ou igual a 2, em S.

Comom € S;m > 2 e mnao é produto de primos, entao, em particular,
m nao é primo. Assim, m € S é um nimero composto m = rt onde 1 < r <
mel<t<m. Portanto, 2 <r e 2 <t e comom é o menor elemento de 5,

r<met<mtemosquer & Set¢S. Pelanossa definicao de S segue que

r=p1.p2.c-- P € t=q1.qo. " .qs
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podem ser expressos como produto de primos. Mas, entao,

m =71t =p1.pa.cc Prqige s

também pode ser expresso como produto de primos, logo m ¢ S. Mas m foi
escolhido pertencendo ao conjunto S, como primeiro elemento de S. Assim,

temos uma contradicao e a primeira parte do teorema esté estabelecida.

Agora vamos provar a segunda parte do teorema, a unicidade, a menos
de permutacao dos fatores primos. Para isto, vamos precisar de um resultado
que enunciaremos como um lema. Provaremos o lema e depois voltaremos a

demonstragao da unicidade.

Lema 1
Sejam p1, pa, - - - , pr NUMeros primos maiores ou iguais a 2. Seja N = py.ps. - -+ D
e seja ¢,q > 2 primo tal que ¢ | N, entao existe ¢ com 1 < i < k tal que

q = pPi-

Demonstracao do lema:
Vamos usar indugao sobre k, o nimero de primos na lista py, po, - - -, D

Se k =1, entao N = p; é primo.
g|N=¢q|pp=q=1loug=p

ja que p; é primo. Como ¢ é primo, entao ¢ # 1 e logo g = p.

Suponha que k > 2 e que o lema vale para k£ — 1. Entao
Lembre-se que provamos, na
aula passada, que p primo e
q | N = q ‘pl : (p2pk) =dq ‘ b1 ougq | (p2pk) . p | ab implica em p | a ou
p | b (parte (ii) do Teorema 2

Se q | p1 entao, como p; é primo e ¢ > 1, resulta em g = p;. da Aula 7)

Se q [/ p1 temos q | (p2---pxr). Nesse caso, pela hipdtese de indugao
sobre k, temos que existe ¢ com 2 < ¢ < k tal que ¢ = p;. Em todas as

situagoes ¢ € {p1,p2, -, Pk}, como queriamos demonstrar. [l

Agora, vamos demonstrar a segunda parte (unicidade) do teorema da
fatoracao tnica.

(2) Para mostrar a unicidade, vamos mostrar que, sen > 2,1n = p1.pa.- -+ .py =
q1-qQ2 - - - .q; sao duas expressoes de n como produto de primos, entao k =1t e
a ordenacao qi, qo, -+ + , qp— ¢ uma reordenacao de pi,pa,-- -, Pg.

Vamos demonstrar, por inducao sobre .
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Set =1, temos N = pi.ps.--- .pr = ¢ com ¢ primo, ¢ > 2, e
P1, P2, -+, Pk Primos maiores ou iguais a dois. Nessa situacao temos

q1|N=p1.p2.--- Dk -

Pelo lema, existe ¢ com 1 <7 < k tal que q; = p;. Dai segue que, k =t =1
e N=p, =q.
Suponha que t > 2, que o resultado seja véalido para t — 1 e que N =

p1-P2-c - Pk = Q1-G2- -+ -q. Nesse caso, ¢1|N = p1.pa.--+ .pg. Pelo lema,
temos que existe ¢ com 1 <17 < k tal que ¢; = p;.

Como

N =pi.ps.--- Di—1-Pi-Pit+1-° Pk = Q1~(Q2. T -Qt) € Di=q1,

segue, simplificando, que

Pipa-c Pic1-Pi1-t Pe = G203 Gy -

' Vo
k—1 fatores t—1 fatores

Como temos apenas (t—1) fatores no lado direito da igualdade, podemos

aplicar nossa hipétese de inducao sobre ¢ e teremos que k —1 =1 —1, o que

implica k = t, e que (¢2,q3, -+ ,qx) é uma ordenacao dos fatores primos
(p1, P2, Pim1, Piv1, -, pr). Como p; = g1 temos que qi,qo,q3, gk €
uma ordenagao de pq,pa, - -+, P, 0 que prova a parte (2). O
Exemplo 3
Podemos escrever o inteiro 12 como produto de fatores primos da seguinte
forma:

12=2-2-3

12=2-3-2

12=3-2-2

Para remover este incomodo de haverem varias ordens possiveis para os
fatores primos, podemos fixar uma ordenacao em especial. Por exemplo, po-
demos fixar que os fatores primos sejam ordenados em ordem nao-decrescente.

Desta forma, a fatoracao passa a ser unica.

No exemplo acima, a Unica fatoracao em que os primos estao em ordem

nao-decrescente é 12 =2-2- 3.
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Agora vamos enunciar o teorema da fatoracao unica em uma versao
especial em que fixamos a ordenacao dos fatores primos. A demonstragao é
um corolério do Teorema 1.

Teorema 2
Todo nimero inteiro n < 2 pode ser expresso de modo tinico como produto

de primos n = p1.ps.--- .pr onde 2 < p; < py < -+ < pg 840 primos.

Demonstracao:

Basta observar que existe uma unica ordenacgao py,ps, - -+ ,pr quando
pP1<ps < < g O
Atividades

1. E comum agruparmos os primos iguais na fatoracao N = py-ps - - - pp em
poténcias. Por exemplo, escrevemos 12 = 223, ao invés de 12 =2 -2 - 3.
Escreva uma versao do Teorema Fundamental da Aritmética onde os
primos iguais estao agrupados em poténcia e ordenados em ordem cres-

cente.

A infinitude do conjunto dos nimeros primos

Em seguida provaremos a infinidade do conjunto dos niimeros primos.
A demonstracao dada é essencialmente um argumento dado por Euclides nos
Elementos.
Teorema 3

O conjunto dos niimeros primos ¢ infinito.

Demonstracao:
Basta demonstrarmos que Pt = {p | p primo, p > 2} é infinito.
Por absurdo, vamos supor que P™ = {2,3,--- | p,} é um conjunto finito.

Seja N = pi.ps. -+ .pr 0 numero obtido pelo produto de todos os
elementos de P*. Agora, o md¢(N,N+1)=1,jdquesem| Nem| N +1
entdo m | (N+1)— N = 1. Assim, como cada p; | N, temos que p; f (N +1)
para todo 1 <1 < k.

Mas N +1 = ¢q1.q2.- - - .q; € produto de primos, pelo teorema da fa-
toragao tnica e cada primo ¢; é divisor de (N + 1) e ¢; &€ {p1,p2, " , P},
contrariando o fato de P™ = {p1,ps2, -+ ,pr} ser o conjunto de todos os

primos maiores ou iguais a dois. U

AULA 8
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Atividades

1. Dois primos p e ¢ sao chamados primos gémeos se sua diferenca é 2.
Por exemplo 3 e 5 sao primos gémeos. FEncontre 6 pares de primos

gemeos.

O conjunto dos primos gémeos ¢ infinito? Este é um problema em
aberto na Matematical Nao se sabe se existem ou nao infinitos primos

geémeos.

Numeros de divisores de um inteiro

Nesta secao, provaremos uma férmula que permite calcular o ntimero

de divisores de um inteiro, a partir da fatoracao deste.

Inicialmente, vamos provar um lema.

Lema 2
Se mde(b,¢) = 1 e d | be entdao existem r,t com r € D(b)*, t € D(c)* e
mde(r,t) =1 tal que d = rt.

Demonstracao:

Seja p™ | be onde p > 2 é primo e m > 1. Assim, p | be, p primo implica
plb ou p|e. Como mdc(b, ¢) = 1 entdo ou p|b ou p|c (exclusivo).

Suponha que p|b. Nesse caso pfc. Portanto mdc(p, ¢) = 1 e isto implica
que mdc(p™, ¢) = 1. Portanto p™|bc e p|b implica p™|b e mdc(p™, c) = 1.

No caso p|c, terfamos p /b e a conclusao seria p™|c e mde(p™,b) = 1.

Assim, partindo de mde(b,¢) = 1 concluimos que cada poténcia de
primos que dividem be, divide integralmente b ou divide integralmente ¢ (com

exclusividade), isto é,
p"lbe= (p™|bep fe)ou(p fbep™|c).

Como, pelo teorema da fatoracao tunica d é produto de poténcia de
primos, e d | be, essas poténcias de primos divisores de d serao divisores de bc

e estarao separadas entre aquelas que dividem b e as demais que dividem c.

Assim,
r=pltpy?o prE pltb e t=qitgyto gt q;j\c,
na fatoracao d = pi"™.py?. - p*.qt.qy?. -+ ¢t =rt, onde mde(r,t) =1e

o lema estd provado.
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Proposicao 1
Sejam a, b, c € Z* dados inteiros positivos tais que a = bc e mde(b, c) = 1.

Mostre que Lembre-se que a notagio | X|
‘D(CI,)+‘ = |D(b)+‘ : ‘D(C)+‘ . significa a cardinalidade do
conjunto X, isto é, o nimero
de elementos do conjunto X
Demonstracao:

Pela proposigao anterior sabemos que todo d € D(a)* pode ser escrito
como um produto d = rt, onde r € D(b)*,t € D(c)*.

Basta agora mostrar que isto se da de maneira Unica: Se d = rt e
d =1t comr,r € Db et,t’! € D(c)", entdo r = r' et = t'. Para
demonstrar isso, precisaremos da hip6tese mdc(b, ¢) = 1.

Suponhamos d | be, onde mde(b, ¢) = 1. Suponha também que d = rt e

d=1"t',com r,r' | bet t'|c Assim, teremos
rld=rt=r't =r|r't.
Mas
mdc(b,¢) =1 = mde(r,t') =1 =17 |7
Reciprocamente,
| d=rt=rt=1rt e mde(r',t) =1

nos da r' | r. Portanto r,7’ € ZT e r < r' e ' < r implica r = 1’.
Por um raciocinio totalmente analogo, podemos concluir que t = t'.

Assim, cada divisor d de a = bec com mde(b, ¢) = 1 pode ser expresso,
de modo tinico, como produto d = rt com r € D(b)*,t € D(c)". Isto nos diz

que
[D(a)™| = |D(®)"] - [D(c)"].

2 Sejaa € Z" um dado inteiro positivo expresso como produto de poténcias

de primos py, pa, - -+, pr > 2 na forma a = pi*.ps%. - - - .pp*¥. Mostre que
D(@)"| = (1+a)(1+az) - (14 ax)
(isto nos dd uma férmula para calcularmos o nimero de divisores de

a).

Demonstracao:

Neste exercicio, vamos usar inducao sobre k.

CEDERJ
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Se k =1 temos que a = p7*. Nesse caso temos

D(a’)+ = {17p17p%7 e 7]9?1 = CL}

()] = (1-+a0).

Assume verdadeiro para (k — 1) fatores primos a = pi*S onde
S =py2pst.- - ppt.

Pelo exercicio 1 temos que

D(a)*] = D) - ID(S)].
Mas |[D(p*)"| = (1 4+ 1) e, por indugao sobre k,
S=p32 - P IDS) | =1+ a)(14+asz) (14 ax).
Portanto,

ID(a)T| = (14 ay)(1+ag) - (1 +ayp)

CEDERJ m
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Exercicios

1. Sejam a = p'.py.--- ple b = ¢ .gi. - .q,tj dois inteiros positivos
expressos como produto de poténcias de seus respectivos fatores primos
distintos, como na notacao acima, com 1 < r; para todo 7 e 1 <t; para
todo j.

Mostre que podemos sempre representar os dados niimeros a e b usando

0 mesmo conjunto de primos:

a=pytpy*. - pRt
e
b=p"py e D
desde que considerarmos «; > 0, 3; > 0 para todoi =1,2,--- , k.

2. Sejam a e b dois dados inteiros positivos e denotemos (veja exercicio

1):

— (o5 a2 (05
=Py P P

b=plpy
onde a; > 0,0; > 0 paratodoi=1,2,--- k.

Seja y; = min{ay, f;} > 0,i = 1,2,--- ,k e seja §; = max{wy, 5;} >
>0i=1,2--- .k

(1) Mostre que mdc(a, b) = p{*.p?. -+ pp* = D
(2) Mostre que mmc(a, b) = pi'.p5*. - .pif = M
(3) M = %), onde D = mdc(a,b) e M = mmc(a,b)
3. Seja Iy C I, C--- C I, C--- uma cadeia ascendente de ideais de Z.

Mostre que existe k € Z* tal que Iy = Iy = -+ = Ijpp = -+ - (toda

cadeia ascendente de ideais de Z, estabiliza).

4. Seja lh =7Z-2D> 1, =72-4>---D1,=7Z-2" DO ---. Verifique que
{I}2°, é uma cadeia descendente de ideais de Z que nao estabiliza, isto

é, uma cadeia infinita descendente de ideais.
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Aula 9 — Os inteiros modulo n: Uma

primeira apresentacao

Metas

Nesta aula introduziremos, através da relacao de congruéncia, o con-

junto Z = {0,1,--- ,(n — 1)}, das classes dos inteiros médulo n.

Objetivos

e Definir a relacao de congruéncia moédulo n, em Z, e trabalhar proprie-

dades basicas dessa relacao;

e Demonstrar, para inteiro n € Z*, que o conjunto Z,, das classes de

congruéncia moédulo n, € finito contendo exatamente n classes;

e Interpretar a definicao de congruéncia médulo n através de Ideais prin-

cipais em Z.

Introducao

Iniciamos nessa aula o que chamamos de aritmética modular, onde em
vez de trabalharmos com numeros inteiros, trabalhamos com classes de in-

teiros médulo n (também chamadas de classes resto mddulo n).

Essa aritmética modular esta relacionada com fendmenos que se repe-
tem apds um certo periodo fixo, chamado de fendmenos ciclicos ou periédicos.
Por exemplo, se voce estiver trabalhando com horas, esse periodo ¢ igual a
24, e um fenomeno ocorrido 20 horas apds o meio dia, de um certo dia, tera
ocorrido as 8 horas da manha do dia seguinte, ja que 12 + 20 = 32 e 32,

moédulo 24, é igual a 8.

Nessa aula faremos uma primeira apresentacao da congruéncia modulo
n em Z (que é uma relagdo de equivaléncia), mostrando que o conjunto
quociente Z,, das classes de equivaléncia moédulo n, n > 0, contém exatamente
n elementos. Apresentaremos ainda, a congruéncia através das dos ideais
principais em Z, isto ¢, mostraremos que existe uma relagao entre classes de

congruéncia médulo n e ideais principais de Z.

AULA 9
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A relacao de congruéncia moédulo n em Z

Aqui, vale a pena vocé recordar o conceito de relagao de equivaléncia
apresentado na aula 2. Uma relacao bindria em um conjunto A é uma relacao
de equivaléncia nesse conjunto se ela for Reflexiva, Simétrica e Transitiva.

Introduzimos as notacoes:

e a~ b (aé equivalente a b)
e a={x € A|x~a} (classe de equivaléncia do elemento A)

e A= A/~={a|ac A} (o conjunto quociente de A pela relagio ~)

Mostramos, ainda na aula 2, que A = {@ | a € A} define uma particao

do conjunto A, isto é, A = UE (cada @ # ), e A é unido disjunta de classes

acA
de equivaléncia).

Apo6s recordar esses conceitos vamos definir uma relagao de equivaléncia
em 7Z especialmente 1til, que é a relacao de congruéncia médulo n, em Z.
Definicao 1
Seja n um dado inteiro nao negativo, e sejam a,b € Z. Dizemos que a é

congruente a b, modulo n, se a diferenga (a — b) é multiplo inteiro de n.

Utilizamos a notagdo = (mod n), para a congruéncia médulo n. A

definicao acima pode ser escrita como:
a=b (modn)<= JkeZ talque (a—0b)=Fkn.

Se a nao é congruente a b, moédulo n, usaremos a notagao:

aZb (modn).
Exemplo 4

27 = 13 (mod 7) mas 27 # 13 (mod 5)) ja que 27 — 13 = 14 é multiplo de
7, mas nao ¢ multiplo de 5.

Exemplo 5
108 = 380 (mod 17), pois 108 — 380 = —(272) = (—16) x 17.

Exemplo 6
100 = 1 (mod 9), pois 99 = (100 — 1) = 11 x 9. Observe que, como 9 é

multiplo de 3, entao 100 também ¢é congruente a 1, médulo 3.
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Exemplo 7
100 =1 (mod 11) e 10=—1 (mod 11).
Agora vamos provar uma fundamental proposicao sobre congruéncia.

Proposicao 1
A relacdo = (mod n), de congruéncia médulo n, é uma relacdo de equi-

valéncia em Z.

Demonstracao:

Sejam a,b,c € Z, e seja n > 0 um dado numero inteiro. Temos que

provar que a relacdo = (mod n) é reflexiva, simétrica e transitiva.

(1) a=a (mod n) (reflexiva).

De fato, (a —a) =0=0 x n.

(77) a=b (mod n) = b =a (mod n) (simétrica).
De fato,
a=0b (mod n) = 3k € Z tal que (a — b) = kn = 3(—k) € Ztal que
(b—a)=(—k)n=>b=a (modn).
(i71) a =b (mod n),b=c (mod n) = a = ¢ (mod n) (transitiva).
Ora, temos que
a=b (modn)= 3keZtalque (a—b)=kn e
b=c (modn)=— Jse€Ztal que (b—c)=sn.
Portanto, somando essa duas igualdades temos:
(a=b)+(b—c)=kn+sn=a—c=(k+s)n

Logo, (a — ¢) é multiplo de n.

0J
Atividade
Considere a relacao de equivaléncia = (mod 5) em Z. Mostre que:
1. Os elementos do conjunto {---,—10,—5,0,5,10,---} sdo todos equi-

valentes (mod 5).

2. Descreva todas as classes de equivaléncia (mod 5). Mostre que existem

5 classes de equivaléncia no total.

Na préxima segao estudaremos exatamente quais sao as classes de Z (mod n).

AULA 9
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As classes de equivaléncia de Z (mod n)

Vamos estudar as classes de equivaléncia de da relacao = (mod n) e,
em particular, mostrar que existem exatamente n classes de equivaléncia da

relagao de congruéncia = (mod n).

Inicialmente, vamos ver dois casos especiais: os inteiros 0 e 1. Estes

casos serao considerados a parte, como casos excepcionais.

Inteiros (mod 0)
Se n = 0, a definicao de congruéncia médulo 0, nos diz que:
a=b (mod0)<= JkecZtalque (a—b)=kx0=0<=a=0b.

Assim, congruéncia médulo 0 nada mais é do que igualdade entre

inteiros.

Nesse caso, as classes @ sao dadas por:
a={re€Z|rx=a (mod0)}={z€Z|z=a}={a}.

Isto é, a classe @ contém apenas o elemento a. Pode, assim, ser identifi-
cada com o conjunto {a}. O conjunto quociente Z/= (mod 0) pode ser

identificado com Z e é, portanto, infinito.

Inteiros (mod 1)
Se n =1, a definicao de congruéncia médulo 1 nos diz que:
a=b (modl)<=3JkeZtalque (a—b)=kx1=kFk.

Isto é, a = b (mod 1) se, e somente se, a diferenca a — b é um nimero inteiro.

Mas isto é sempre verdade! Logo
a=b (mod1),Va,beZ.

Todo inteiro a é congruente a qualquer outro inteiro b (mod 1) . As classes

a sao dadas por:
a={r€Z|rx=a (modl)} =727,
Assim, sé existe uma classe de equivaléncia, que é o conjunto Z:

0=1=2=---=m=---=17Z.




Os inteiros médulo n: Uma primeira apresentacdo

| AULA 9

Vimos entao dois casos extremos: As classes de Z (mod 0) sdo conjun-
tos unitdrios: @ = {a}, enquanto que a classe de qualquer a € Z (mod 1) é

o préprio conjunto Z.

Vamos denotar por Z, o conjunto quociente de todas as classes de
congruéncia médulo n. Pelo que estudamos acima, temos: _
De uma forma mais curta,

falamos que Zn é o conjunto

hd Z0 = { T {2}7 {1}’ {0}7 {1}7 {2}7 o } das classes (mod n)
o In = {Z}
Observe que, no caso n = 0, temos que Zg € infinito, e no caso n = 1
temos que Z; é um conjunto unitario.
Agora vamos provar que paran > 2, Z, possui exatamente n elementos.

Proposicao 2

Seja n > 2 um dado ntmero inteiro. Entao

Z,={0,1,2,--- ,(n—1)}.

Em particular, Z,, possui exatamente n classes.

Demonstracao:

Primeiramente, vamos mostrar que as n classes 0,1,2,---,(n — 1) sdo

todas distintas.

Sejam a,b € Z, com 0 < a <b<mn-—1. Nessecaso0 < (b—a) <n
e, portanto, b Z a (mod n).
Como @ =b <= a=b (mod n) <= b=a (mod n), entdo temos que

b # @, como queriamos demonstrar. Assim, as classes

0,1,2,---,(n—1)

sao todas distintas.

Vamos agora provar que estas sao todas as classes (mod n), isto é,

re€Z,=2€{0,1,2,---,(n—1)}.

Seja T € Z,.
Caso 1: = > 0.
Sex < (n—1)entao 7 € {0,1,2,---,(n—1)}.
Assuma x > n. Pelo Teorema da Divisao de Euclides, existe ¢,r € Z
tais que
r=qn+r, 0<r<n-—1.

CEDERJ
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Assim, © — r = gqn, o que implica em x = r (mod n).
Portanto 7=7¢€ {0,1,2,--- ,(n— 1)}, pois 0 <r <m —1.
Caso 2: = < 0.

Nesse caso sabemos que existe inteiro positivo k tal que x+kn =y > 0.

Como y — x = kn temos que
y=x (mod n)

e y=1.

Como y > 0, pelo caso 1,5 € {0,1,2,---,(n —1)}. Como T = ¥ entao

7€{0,1,2,---,(n— 1)}, como queriamos demonstrar.

Portanto, acabamos de provar que Z, = {0,1,2,---,(n — 1)} possui
exatamente n classes de congruéncia médulo n. U
Atividades

Volte a atividade proposta na secao passada, descrever o conjunto Zs e

mostrar que ele tem 5 elementos. Pela Proposicao 2, temos que

Zs = {0,1,2,3,4} .

Vocé pode descrever cada uma destas classes?

CEDERJ m
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Propriedades da congruéncia

Agora vamos provar algumas propriedades de congruéncia que nos serao
uteis na demonstracao de critérios de divisibilidade por 3, 5, 9 e 11, que

apresentaremos na proxima aula.
Proposicao 3

(7) (10)* =0 (mod 5),Vs > 1, inteiro;

(ii) (10)°
(10)°

1 (mod 9),Vs > 1 inteiro. Em particular temos também que
(mod 3);

(77i) (10)°* = —1 (mod 11),Vs =2k + 1 > 1, inteiro fmpar

(7v) (10)* =1 (mod 1)1,Vs = 2m > 2, inteiro par.

Demonstracao:

(i) (10)* = (5-2)* = 5(2°5%71), que é um multiplo de 5 para todo s € Z
com s > 1. Entao (10)° =0 (mod 5).

(i4) (10)* — 1= (10 — )[(10)*7" + (10)* % + - - + (10)* + (10) + 1] .
Portanto (10)*~! é multiplo de 9 (e em particular também ¢ miltiplo
de 3).
Assim, (10)* =1 (mod 9) e (10)°* =1 (mod 3) para todo s > 1.

2%k+1 —

(737) Vamos provar que (10) —1 (mod 11) por inducao sobre k.

Se k = 0 temos:

(10)*™ =10= -1+ (11)= -1 (mod 11).
Agora assumimos (10)**! = —1 (mod 11) como sendo verdadeira e
vamos provar que (10)2F+D+1 = (10)2++3 = —1 (mod 11).

Ora temos que (10)%*%3 = (10)? x (10?**!), mas (10)> = 1 +9 x 11
e (10)%*+! = —1 + 11s, para algum s € Z, pela hipétese de inducao.

Assim,

(10)%+3 = (10)% x 101 = (14+9 x 11)(—=1 + s x 11) =
—14+(sx11=9%x11+(99)s x 11) = =1+ (100s —9) x 11 = —1 (mod 11).

(iv) Andlogo a demonstragao de (i), (10)*™ = 1(mod11), por indugao

sobre m.

O
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Atividade

Mostre que (10)*™ = 1(mod11),Ym € Z*. (Sugestdo: use indugao
sobre m.)
Congruéncias via ideais principais em Z

Trabalhamos nessa aula com o conceito de congruéncia modulo n, mos-

trando que o conjunto quociente das classes de congruéncia é dado por

Zn:{67T7 7(n_1)}
onde cada classe é dada por:
a={r€Zlx=a (modn)}={a+kn|keZ}.

Seja J = Zn a sub-estrutura de ideal principal do dominio Z. Podemos
reescrever a classe @, através de:

a={kn+alkeZ}=(Zn)+a=J+a, ondeJ=17Zn.
Portanto, nessa linguagem, temos:
r=a (modn)<=zeJ+a<= (r—a)eJ="17ZIn.

Exemplo 1

Tome n = 5. Temos

J=175={...,-10,-5,0,5,10,...}  0=1{...,—10,-5,0,5,10,...}
T={..,-9,-4,1,6,11,..} 2={...,—8,-3,2,7,12,...}
3={..,-7,-2,3,8,13,...} d={..,-6,—-1,4,9,14,.. .}

Note que temos
0=J 1=14J 2=2+J 3=3+J 4=4+J
Atividades

1. Seja J C Z uma sub-estrutura ideal de Z, isto é, J satisfazendo as trés
seguintes propriedades:

(a) 0eJ
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Defina uma relagao binaria ~ em 7Z do seguinte modo: x,y € Z,
r~y<s=(r—y)eJ.

(a) Utilize as trés propriedades que definem ideal para mostrar que ~

¢ uma relacao de equivaléncia em Z.

(b) Verifique que se J = Zn,n € Z*, a relagdo de equivaléncia ~,
acima definida, é exatamente a relacao de congruéncia modulo n,

em 7.

2. Determine a congruéncia de 6m + 5, moédulo 4, sabendo-se que
m =1 (mod 4).

3. Sabendo-se que x = y (modn), mostre que z2 + y? = 2(zy) (mod n?).

4. Determine a classe 2 em Zs e em Zs.

Na préxima aula definiremos soma e produto entre classes e voltaremos

a falar em critério de divisibilidade.

Resumo

Nessa aula destacamos, mais uma vez, a importancia de se trabalhar
com o conceito de relagao de equivaléncia, e apresentamos a especial relacao
de congruéncia médulo n, no conjunto Z dos niimeros inteiros. Esse conceito
sera mais explorado nas préximas aulas. Apresentamos alguns exemplos de
congruéncias que serao importantes na demonstracao de critérios de divisi-
bilidade. Por fim, Mostramos a relacao entre congruéncia modulo n e ideais

maximais de Z.

AULA 9
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Aula 10 — Propriedades de congruéncia e

critérios de divisibilidade

Metas

Nesta aula apresentaremos propriedades fundamentais de congruéncia.

Objetivos
e Discutir criticamente as propriedades béasicas de congruéncia;

e Operar com congruéncia e demonstrar critérios de divisibilidade e célculos

de resto em divisao nos inteiros.

Introducao

Nesta aula demonstraremos propriedades basicas de congruéncia que
nos permitirdao, nas préoximas aulas, definir soma e produto entre classes, e
aplicar esse conceito de congruéncia para mostrar critérios de divisibilidade

nos inteiros e calculos de restos de divisao em Z.

Propriedades basicas de congruéncia

Vamos iniciar demonstrando algumas propriedades béasicas importantes

da congrueéncia.

Proposicio 1
Seja n € ZT um dado numero inteiro e sejam a e b inteiros tais que

a=r (modn) e b=s (mod n). Entao
(i) (a+0)=(r+s) (mod n)

(1) a-b=r-s (mod n)

Demonstracao:
Temos que
a=r (modn)=a=r+kn, k €Z

b=s (modn)=0b=s+km, k€Z

CEDERJ
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Assim,
(a+b) = (r+kin)+(s+kon) = (r+s)+(ki+k2)n = (a+b) = (r+s) (mod n) .

e
ab =rs + (rko)n + (sky)n + (kikg)n® = ab =rs +tn ,

onde t = (rky + sky + (k1k2)n). Assim,

a-b=r-s (mod n)

Coroldrio 1

Seja n € Z* um dado inteiro e sejam a, b € Z. Entao
(1) a=1(modn) = a-b=b(modn)
(77) a = —1(modn) = a-b= —b(modn)
(4ii) a =r (modn) = a* = r*(modn),Vk € Z*
Demonstracao:

(1), (i7) e (ii7) sdo conseqiiéncias imediatas Proposi¢ao 1, item (iz). A

demonstracao de (iii) é feita através de indugao sobre k. O

Atividade

Demonstre, usando indugao sobre k, o item (éii) do Coroldrio 1

Calculo do resto da divisao de um inteiro por 7 e 11

Vamos agora aplicar as propriedades de congruéncia que ja estudamos
para o calculo do resto da divisao de um inteiro por outro niimero. O que
é fantastico é que podemos calcular o resto sem efetuar a divisao, melhor
ainda, sem ter que calcular o nimero que devemos dividir.

No exemplo a seguir, calculamos o resto da divisao de N = 2123599
9123509

por 7
e 11. Nao precisamos calcular explicitamente , que, alidas, é um inteiro

enorme com 37180 digitos!

Exemplo 8
Seja N o (gigantesco) nimero inteiro dado por N = 212359 Vamos calcular

o resto da divisao de N por 7 e por 11.
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1. Resto da divisdao de NV por 7.

Observe que 2% é a menor poténcia de 2 tal que 2° =1 (mod 7). Divi-
dindo 123509 por 3 obtemos

123509 = (41169) x 3 + 2.

Dai segue que

N = 9123509 _ 93x41160+2 _ 93x4116092 _ (93)41169 92y

Mas, 22> = 8 = 1 (mod 7). Pelo coroldrio anterior, {tem (ii7), temos

que

22 =1 (mod 7) = (2%)110 = 14119 (104 7)
= (2" =1 (mod 7).

Pelo mesmo corolario, item (i7), temos que

(251 =1 (mod7)e4=4 (mod7)= N = (2%)19922
=1x4=4 (mod7).

Portanto, N =4 (mod 7), isto é, o resto da divisao de N por 7 é 4.
2. Resto da divisdo de N por 11.

Basta observar que 2° = 32 = —1 (mod 11), e nesse caso
210 =2%.2°=(~1)- (1) =1 (mod 11).

Como 123509 = 12350 - 10 + 9 temos

N = 2123509 — 212350><10+9 — (210)12350(29) ]

Como 2! =1 (mod 11), temos pelo coroldrio anterior que
N=1x2" (mod11).

Mas, 29 =252 25 = —1 (mod 11) e 2* =16 =5 (mod 11).

Dai segue que

N=2 (mod11)= N =22 (mod11)= N = (-1)(5) (mod 11)
= N=-5 (mod1l)=N=6 (mod 11).

A resposta é o resto da divisao de N por 11 que é, portanto, igual a 6.

CEDERJ
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Note que nos dois exemplos anteriores usamos o truque de encontrar
a menor poténcia 2" tal que 2" seja congruente a £1 (mddulo o inteiro em
questao). O problema é que nem sempre esta poténcia existe e nem sempre
ela é pequena. Nestes casos é mais facil reduzir o problema para um problema

mais facil e resolvé-lo, como no exemplo a seguir.
Exemplo 9
Calcule o resto da divisao de 3'3% por 23.

Solucao: As primeiras poténcias de 3 sao:
3'=3,32=93=27T=4 (mod 23),3*=81=12 (mod 23),---

) Pois é, nao obtivemos =41 nestas primeiras poténcias. Aqui, ao invés de
Para obter £1 teriamos que

até o expoente 11: continuar procurando, podemos usar o 3% = 4 (mod 23), para reduzir o
311 =1 (mod 3) . e
problema a um mais facil.

Como 1300 = 3 - 433 + 1, entao

31300 — 33-433+1 — (33)43331 = 44333 =3. (22)433 =3. 2866

Nao resolvemos o problema, mas caimos em problema menor. Podemos agora
usar 2° = 32 =9 (mod 23). Como 866 =5 - 173 + 1, temos

N =3.2500 — 3.951T+1 _ 3.9 (95)1T — 9.3. 9173 — 9.3.(32)173 = 9.3347
Aplicamos novamente o 3% =4 (mod 23). Como 347 = 3 - 115 + 2 entao
N = 2.33115+2 — 9,32, (39)115 = 9.32 4115 _ 9.32.(92)115 _ 329231 (10 23)
Aplicando sucessivamente 2° =9 (mod 23) e 3> =4 (mod 23) obtemos

N = 32‘2231:32‘25464-1:32‘2.(25)4652_32.946:2‘32.392:2‘394
2‘3_(33)31E2_3_43l:3‘2_(22)31:3_263:3‘25~12+3:3_23.(25)12
= 3.23.912:23.325:23.33-8—&-1:23.3.(33)8523.3.48:23.3.216
— 3‘219:3‘2354-4:3_24.(25)3524‘3‘93:24‘37:24‘332-%1
24.3.(3%2=2%.3.42=3.22=3.2""%=3.22.2°=3.8.9=8.33
= 8:4=32=9 (mod 23)

Portanto, o resto de 3'3% por 23 ¢ 9.

Uma observacao importante sobre este exemplo é que ha uma maneira
muito mais simples de achar o mesmo resultado! Aprenderemos mais tarde

que 3?2 =1 (mod 23), o que simplifica muito as coisas!
Veremos que aP~! =1
(mod p) para todo p primo e

a ?Eg%ka} q a. Este |

é o Pequeno Teorema de

Fermat
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Atividades

Calcule a resto da divisao de N = 334567 por 7, 11 e 13.

Sugestao: use o seguinte:

33=27=-1 (mod7),3°=243=1 (mod11)e3*=1 (mod 13).

Critérios de divisibilidade

Nesta secao vamos estudar os critérios de divisibilidade. Estes sao re-
gras simples que permitem determinar rapidamente se um inteiro N ¢é di-
visivel por outro. Provavelmente vocé viu no ensino fundamental alguns
critérios de divisibilidade. Talvez vocé ainda nao conheca a prova de que

estes critérios funcionam.

Seja N = a,a,_1a;a1a9 um nimero inteiro positivo, escrito na base deci-
mal, onde ag,aq,---,a, sao os algarismos que compoem o nuimero
(0<a;<9,i=0,---,r). Entao

N =(10)"-a, +(10)" ' a,_y + -+ (10)" - a; + - - + (10) - ay + aq .

A chave para estes critérios é ver o resto de 10 pelo inteiro que queremos
estabelecer o critério.

Os casos 2,5 e 10 sao particularmente simples, pois estes sao divisores
de 10. Como 10 =0 (mod 2) entao

N = (10)"-a, + (10)" @,y + -+ (10)" - a; + - - + (10) - a1 + ao
=0-a,4+0-a_1+--4+0-a;+ay=ag (mod 2)

Assim, N = ag (mod 2). Portanto
N=0 (mod2)<a =0 (mod2)

isto é, quando ag = 0,2,4,6 ou 8 (lembre-se que 0 < ag < 9).

Analogamente, como 10 = 0 (mod 5) entao

N = (10)"-a, + (10)" @,y + -+ (10)" - a; + - - + (10) - a1 + ag
=0-a,4+0-a_1+---4+0-a;+ay=ag (mod 5)

Assim, N = ag (mod 5). Portanto,

N=0 (modb)<a =0 (mod?5)

CEDERJ
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isto ¢, quando ag = 0 ou 5.

Como 10 = 0 (mod 10) entdo, de maneira inteiramente anéloga,
N = qp (mod 10). Assim,

N=0 (mod10)< ay=0 (mod 10)

isto é, quando ag = 0.

Em resumo, provamos que um inteiro N é divisivel por 2 quanto termina
em 0, 2,4, 6 ou 8; divisivel por 5 quando termina em 0 ou 5 e divisivel por 10
quando termina em 0. Como observamos, estes critérios sao faceis de serem
determinados porque 2, 5 e 10 sao divisores de 10. Em um grau de dificuldade

maior estao os inteiros 3,9 e 11. Temos que:

10=1 (mod 3)
10=1 (mod9)
10=-1 (mod 11)

Usaremos estas congruéncias para demonstrar os conhecidos critérios
de divisibilidade por 3 e por 11 (deixaremos o 9 como exercicio).

Critério de divisibilidade por 3

Proposi¢do 2 (Divisibilidade por 3)
N ¢ divisivel por 3 se, e somente se, a soma y . _,a; dos algarismos que

compoe o nimero N, em sua expressao decimal, ¢ um multiplo de 3.

Demonstracao:

Escrevemos N = a, - a,_1---a;---ajap em expressao decimal. Assim,
N = (10)"-a, +(10)" " -a,_y+- -+ (10)"-a; +- - -+ (10) -a1 +ap = Zazmz

Utilizando as propriedades de congruéncia provadas anteriormente,

temos:
10=1 (mod3)=10°=1 (mod 3),V s> 1 inteiro
Logo,
(10)"-a; =a; x 1 =a; (mod 3), Vi inteiro
e assim
N:XT:OLJOZ—Z:OLZX1—23@Z (mod 3) = N = Zaz (mod 3) .
i=0 i=0
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Assim
N ¢ miltiplo de 3 <= N =0 (mod3) <= > a;=0 (mod 3)
=0

I8
Y a; é miiltiplo de 3,
=0

demonstrando o critério de divisibilidade por 3. U
Exemplo 10

O inteiro 349803 ¢ divisivel por 3, pois 3+44+9+ 84+ 0+ 3 = 27 que é
multiplo de 3.

Atividade

Enuncie e demonstre o critério de divisibilidade por 9.

Sugestao: Siga os mesmos passos da demonstracao do critério da divisao
por 3.

Critério de divisibilidade por 11

O critério de divisibilidade por 11 é o seguinte:

Proposi¢do 3 (Divisibilidade por 11)
N =a,-a,_1---a;---ayag é divisivel por 11 se, e somente se, a soma alternada
Soi_o(—=1)" - a; é um miltiplo de 11.

Exemplo 11
O inteiro 37196791709 é um multiplo de 11, pois

3—T7T+1-946-74+9—-1+7-0+9=11
¢ multiplo de 11.

Demonstracao da proposicao:

Seja N =a, -a,_1---a;---a; + ap a expressao decimal de N. Assim,
N = (10)"-a, + (10)" @,y +---+ (10)" - a; + -+ -+ (10) - a1 + ao .

Como 10 = —1 (mod 11), entao

1015(_”@':{ 1, seié par

—1, se i é impar

CEDERJ
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Assim,

N frnd ar.ar_l...ai...al+a0

ap+ar(—1) +as.1+az(=1) +as.l+as(=1) +---+(=1)"-a, (mod 11)

= ay—ay+ay—az+as—as---

Portanto,

N é miltiplo de 11 <= N =0 (mod 11) <= » (~1)'-¢; =0 (mod 11)
=0

<= a soma alternada Z(—l)i -a; é multiplo de 11.
i=0

o que demonstra o critério de divisibilidade por 11. U

Atividade

Elabore um exemplo para o critério de divisibilidade acima. Por exem-
plo, multiplique 11 por algum inteiro n e verifique que 11n satisfaz o critério
de divisibilidade por 11.

Um pouco mais sobre divisibilidade

E possivel combinar critérios de divisibilidade. Por exemplo, um inteiro
¢ multiplo de 55 se, e somente se, é multiplo de 5 e 11 simultaneamente. O

que garante isso é o seguinte lema simples:

Lema 3
Sejam, p e ¢ primos distintos, o inteiro N é muiltiplo de pq se, e somente se,

N é maultiplo de p e q.

Demonstragao: Se N é multiplo de pg, entdao N = k(pq) para algum k € Z,
logo
N = (kq)p = (kq)p
ou seja, N é multiplo de p e de gq.
Assuma agora que p | N e ¢ | N. Entao estes primos estao presentes

na expressao de N como produto de fatores primos, isto é,

N=p.¢ -, comij>1.
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Portanto pq | N. O

E facil ver que o mesmo acontece para um numero qualquer de primos
distintos: um inteiro N é divisivel por pq,ps,ps3,--- se, e somente se, N é

simultaneamente divisivel por py1, pa, p3, - .

Como aplicacao deste lema vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 12
Mostre que 98275320 é multiplo de 55.

Solugao: Como 55 = 5.11, basta mostrar que 55 é multiplo de 5 e 11 simul-

taneamente.

Como o ultimo algarismo de 98275320 é 0 entao ¢ miultiplo de 5. Com
relacao ao 11, temos que a soma alternada dos algarismos de 98275320 é
9—84+2—-7+5—-34+2—-0=0, o que mostra que 98275320 é multiplo de
11.

Atividades

Mostre que um inteiro N é divisivel por primos distintos p1, p2, ps3, - - -

se, e somente se, N ¢é simultaneamente divisivel por cada um dos primos

P1,P2,P3," " "

Resumo

Nesta aula estabelecemos mais algumas propriedades de congruéncia e
abordamos os critérios de divisibilidade por 3 e 11. Podemos testar a divisi-
bilidade por produto de primos distintos p;.ps.ps . .. testando a divisibilidade

por cada um deles.

AULA 10
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Exercicios

1. Calcule:

(a) 26736730 (mod 7)
(b) 323490 (mod 11)
(c) 13%%5% (mod 19)
2. Mostre que o inteiro N = a,a,_1 - - -ajag € multiplo de 4 se, e somente
se, o inteiro ajag é multiplo de 4.
Sugestao: Note que 10" =0 (mod 4) para r > 2.
3. Generalize o resultado anterior para qualquer poténcia de 2.
4. Sejam N = a,a,_1---aya9 € Ny = a,a,_1---a;. Mostre que N é di-
visivel por 7 se, e somente se, N; — 2aq ¢ divisivel por 7.
Exemplo: Se N = 3507 entao N; = 350 e Ny — 2a9 = 350 —2 -7 =
350 — 14 = 336. Tanto 336 quanto 3507 sao divisiveis por 7.

Embora o resultado acima seja um critério de divisibilidade por 7, nao
é nada pratico, uma vez que determinar se N; — 2ag ¢é divisivel por 7 é

quase tao dificil quanto determinar se N é divisivel por 7.

CEDERJ
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Aula 11 — O anel dos inteiros modulo n

Metas

Nesta aula introduziremos operacoes de soma e produto de classes de
congruéncia munindo Z,, de uma estrutura de anel comutativo com unidade

multiplicativa 1.

Objetivos
e Definir e operar com soma e produto de classes de congruéncia;

e definir a no¢ao de anel comutativo com unidade (multiplicativa) apre-

sentando Z,, +,- como um desses modelos de anéis.

Introducao

Nesta aula usaremos propriedades basicas essenciais de congruéncia
para definir soma e produto de classes de congruéncia em Z,, e apresentar

Ly, +,- como um modelo de anel comutativo com unidade.

O anel Z,, dos inteiros médulo n

Agora vamos introduzir operacoes de soma e produto de classes de
congruéncias, mostrando que as defini¢oes sao “boas”, no sentido de que nao
dependem da escolha de representantes das classes de congruéncia.

Seja n € Z*T um dado inteiro, e sejam @, b duas classes de congruéncia

modulo n. Nosso objetivo é definir uma soma e produto de classes.

A definicao mais natural é

G+b=a+b e a-b=ab.

O problema é que uma classe tem varios (infinitos, na verdade) representantes
possiveis. Qualquer definicao que envolva representantes de uma classe so é
interessante se nao depender do representante utilizado. E o que teremos que

garantir para nossas defini¢des de soma e produto.

AULA 11
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Observe que se a = a’ (mod n) e b =b (mod n) entao

{a+b = (d+V) (modn)
a-b (@ - ') (mod n)

Assim, (a+b) = (' + V) e (a-b) = (a'-V) e temos igualdades de classes
com representantes distintos.

Portanto a classe da soma e a classe do produto nao depende da escolha
dos representantes que escolhemos para as respectivas classes. Definimos

entao:

Definicdo 1 (Soma e produto de classes)

Sejam @ e b classes em Z,. definimos

—
S
=

~—

I
Ql
<

Como mostramos que

a=d e b=b=(a+b)=(@+V) e (a-b)=(d V)

entao o resultado das operagoes, soma e produto, com classes nao muda se

mudarmos os representantes das classes.

Agora o conjunto Z, estd munido de operacoes soma e produto de

classes. Vamos escrever esse modelo como Z,,, +, -.

As propriedades basicas de Z,, +, -

Vamos ver aqui que varias propriedades do anel dos inteiros Z, +, -,
com a soma e produto usuais, se transferem para Z,, +, -. Mostraremos, em

particular, que Z,, +, - ¢ um anel.

No entanto, ha diferencas entre Z e Z,,. Para comegar, Z, 4, - é um anel
infinito, enquanto que Z,, +, - ¢ sempre um anel finito. Veremos também, na
proxima aula, diferencgas bastante importantes no que se refere aos chamados

“divisores de zero”.

Propriedades de soma de classes

(1) A soma de classes é associativa, isto é,

(@+b)+c=a+ (b+7),Va,bceZ,
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(2) Existe uma classe 0 tal que
a+0=0+a=a,vVacz,
(3) Para toda classe @ € Z, existe uma classe b = (—a) tal que
a+b=0b+a= 6, (isto é, toda classe @ possui uma classe inverso aditivo de E)
(4) A soma de classes é comutativa, isto é,

a+b=b+a, Va,becZ,

Demonstracao:

Vamos fazer a demonstragao das propriedades em relagdo a soma.

Sejam @, b, ¢ € Z,,.

(1)

a+b=(a+b)= (@a+b)+ce=(a+b)+c=][(a+b)+]

Mas (a+0b) +c=a+ (b+c¢) com a,b, c € Z. Logo,

[(a+b)+c]=[a+(b+c)]=a+(b+c)=a+(b+7).

ol Qf
Q O
|
s
+| +
o
P
I

(4)

a+b=(a+b)=0+a)=b+a

jAquea+b=b+aemZ.

CEDERJ
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Propriedades basicas de produto de classes
Sejam @, b, ¢ € Z,.

(5) O produto de classes é associativo, isto é,

(6) Existe 1 € Z,, talquea-1 =1-a = @ (existe unidade multiplicativa
1em Z,)

(7) O produto de classes é comutativo, isto é,

Leis distributivas

(8)

ol

I
Q|
ol SN
ol (%|

Sl

—
s
+/—\|

&4
ol
I

Demonstracao:

()

a-(b-e)=a-(b-c)=la-(b-c)]=(a-b)-c=(a-b)-¢=(a-b)-c

(aqui usamos a associatividade (a-b)-c=a- (b-c) em Z).

(6)

—|
ST
| |
—|
)
Q|
S— | N——
1
Q 9

(7)

a-b=(a-b)=(b-a)=b-a
(aqui usamos a comutatividade a -b =b-a em Z).
(8)

a-(b+o)=a(b+c)=[a-b+c)]=(a-b+a-c)=(a-b)+(a-c)=ab+ac

(aqui usamos a distributividade a- (b+c¢) =a-b+a-cem Z).

CEDERJ |
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Também temos que:

(@+b)-c=(a+b)-e=[(a+b)-c]=[a-c+b-cJ=a-c+b-¢

(aqui usamos a distributividade (a +b)-c=a-c+b-cem Z).
Tendo em vista que Z,,+,- satisfaz as 8 propriedades ele é chamado

de um modelo de anel comutativo com unidade (multiplicativa) 1.

Observe que Z, +, - é também um modelo de anel comutativo com uni-

dade 1 € Z, mas que satisfaz ainda uma nova propriedade:

(9) Z nao possui divisores de zero, isto é, para todo a,b € Z, a e b diferentes

de zero, tem-se a - b # 0.

O modelo Z,,+, - nem sempre satisfaz essa nova propriedade. Vamos
mostrar que apenas se n = p ¢ um ndimero primo o modelo Z, satisfaz a

propriedade 9 e uma propriedade 10 mais forte que a 9.

(10) Seja p > 2 primo. Para todo @ € Z, existe uma classe b € Z, tal que
ab=1.

Isto é, todo elemento nao-nulo possui um inverso multiplicativo.

maneir ral, um conjun - com rago m
De maneira geral, co to A, 4, - com operacoes de soma + e
multiplicagao - é chamado Anel comutativo com unidade quando satisfaz

as propriedades (1) a (8) listadas anteriormente.

O modelo Z, +, - é um anel e provamos acima que Z,, +- ¢ um anel para

qualquer n > 1.

Se, além disso, o anel satisfizer a propriedade (9) entdo é chamado
Dominio de Integridade. Temos que Z é um dominio de integridade,
mas, como mostraremos na préxima aula, Z, é dominio de integridade se, e
somente se, n é primo.

Se o anel satisfizer a propriedade (10) entao é chamado Corpo. O
dominio de integridade Z nao é corpo, mas Z, é corpo sempre que n ¢ primo.

Tudo isto sera demonstrado na préxima aula.

AULA 11
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Tabelas de operacoes em Z,

Vamos construir algumas tabelas se soma e multiplicacao das classes
em Z,. Estas tabelas dispoe as classes de Z,, nas primeiras linha e coluna e

o resultado das operacoes do interior da tabela.

Vamos aos exemplos.

Exemplo 13

o~ ol
N = O O
e =l RN
ol o ol <l
o = Ol
=Nl I Dol

]I NI
N = O

Soma em Zs Produto em Zs

Vamos fazer um outro exemplo deste tipo.

Exemplo 14

+10 123145 0123145
0123145 0(0 00O0O0OD
123450 1/0 1 2345
234501 210240 2 14
345012 3/0 30303
450123 410 4 204 2
5012314 5(0 54321

Soma em Zg Produto em Zg

Resumo

Nessa aula apresentamos as defini¢oes de soma e produto em Z,,. Estas

foram induzidas a partir das defini¢oes de soma e produto em Z.

As oito produtos basicas das operacoes de soma e produto em Z se
transferiram para soma e produto em Z,,, o que torna Z, um anel comutativo

com unidade, tal como Z.

O que diferencia a estrutura algébrica de Z e Z, sao as propriedades

(9) e (10) descritas anteriormente. O anel Z satisfaz a propriedade (9) e é,

CEDERJ |




O anel dos inteiros médulo n

portanto, um Dominio de Integridade, mas nao satisfaz a propriedade (10),
isto é, nao é corpo.

Para Z,, temos duas situacoes diferentes, dependendo de n. Se n nao é
primo, entao Z, nao ¢ Dominio de Integridade e se n é primo entao Z,, ¢ um

corpo. Tudo isto serd demonstrado na proxima aula.

Atividades

1. Escreva as tabelas de operagoes de soma e multiplicacao de Z,, para

os seguintes valores de n.

a

b

(c
(d

3
Il

(
(

3
Il

3
Il

3
Il

)
)
)
)

2. Seja f: Zg — Zg a funcao definida por f(z) = 2z + 1. Determine

b—k\]Cﬂl\')

Im(f) ={f(a) |a € Z¢} C Zs .

A funcdo é sobrejetiva? E injetiva?

3. Responda as mesmas perguntas do exercicio anterior para a funcao

f: Zy — Z7 definida por f(z) = 2z + 1.

AULA 11

Veremos que todo corpo é
dominio de integridade. Por
isto dizer que Z, é corpo
para n primo implica que Z,
também é dominio

CEDERJ






inversos multiplicativos e divisores de zero em Z,,

Aula 12 — inversos multiplicativos e divisores

de zero em 7,

Metas

Apresentar Z,, +, ., com propriedades especificas que dependem da es-

colha de n.

Objetivos

Ao final desta aula vocé deve ser capaz de:

e Determinar para que valores de n existem divisores de zero em 7Z,,.

e Determinar quais elementos em 7Z, possuem inverso multiplicativo e

quais sao divisores de zero.

Introducao

Vimos na aula passada que Z,, +,. € um anel comutativo com unidade
1. Para resolvermos equacoes envolvendo congruéncias necessitamos de algu-
mas propriedades especificas que nos permitam explicitar as solugoes dessas

congrueéncias.

Nessa aula vamos dar continuidade ao estudo da estrutura algébrica
de (Z,,+,-). Vamos estudar propriedades e situagoes especiais envolvendo o

produto em Z,,.

Os dois conceitos fundamentais introduzidos nesta aula sdo os de diwisor

de zero e o de inverso multiplicativo. Vamos a eles!

Divisores de zero

Vimos estudando divisores de inteiros desde o 1° grau: d é divisor de n
se existe algum inteiro k tal que n = d.k. Se n = 0 entao qualquer inteiro d

¢é divisor de zero no sentido usual da palavra divisor, pois n = d.0.

Em Z,, também vale que o produto de qualquer classe @ pela classe nula

é a classe nula: @.0 = 0.

Mas aqui existe uma diferenca fundamental entre Z e Z,: nos inteiros

o produto de dois niimeros diferentes de zero é um nimero diferente de zero.

AULA 12
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O mesmo pode nao acontecer em Z,. Para certos valores de n existem classes
a@#0eb#0 tais que a.b = 0.

Vamos estudar agora exatamente este tipo de situacao. Para comecar,
vamos dar uma definicdo para a expressao “divisor de zero” que se aplica

exatamente a estas situacgoes.

Definicdo 1 (Divisor de zero)
Uma classe @ # 0 é chamada divisor de zero em Z,, quando existe uma classe
b+#0tal que ab =10

Observe que, no sentido dado pela definicao acima, ndo hd divisores de

zero em Z, pois o produto de inteiros nao-nulos é sempre um inteiro nao-nulo.

Agora daremos um exemplo mostrando que existem divisores de zero

em ZG'

Exemplo 15

Observe a tabela de multiplicacao de Zg.

0123145
0/0000D0D
1101 2345
2|10 2402 4
310 3030 3
410 4 204 2
5/0 54321

Como 2.3 = 3.2 = 0 entao 2 e 3 sao divisores de zero em Zg. Da mesma
forma, 3.4 = 0 mostra que 4 também é divisor de zero. Assim as classes 2, 3

e 4 sao divisores de zero em Zs.

Atividades

1. Encontre os divisores de zero em Zsg.
2. Mostre que Z; nao tem divisores de zero.

3. Mostre que a classe 5 é um divisor de zero em Zj,, mas a classe 5 nao

é um divisor de zero em Zg.




inversos multiplicativos e divisores de zero em Z,,

| AULA 12

Quando Z, tem divisores de zero?

Vimos que Zg possui 3 divisores de zero: as classes 2, 3 e 4. Por outro
lado, Z7 nao possui divisores de zero. A pergunta natural aqui é a seguinte:
para que valores de n > 2 o anel Z, possui divisores de zero? A proxima

proposicao responde a esta pergunta.

Proposicao 1
Seja n > 2, um dado numero inteiro. O anel Z,, possui divisores de zero se,

e somente se, n nao é um numero primo.

Demonstracao.

(=) Vamos iniciar provando que Z, possui divisores de zero entao n é

composto.

Suponha que Z, possua divisores de zero. Sejam a,b € Z, tais que
ab=0. Entao _
Note que as classes @, b nao

ab=0=ab=0 (IIlOd n) =>n | ab sdo necessariamente
distintas. Por exemplo, Z4

: - T L, = o o divisor d
Se n fosse um primo, entdo n | ab implicaria em n | @ ou n | b, isto é, @ =0 possul tm tico divisor de
zero, que é a classe 2. Neste

ou b =0, o que contraria a hipdtese de que @ # 0 e b # 0. caso, 2-2 = 0.
Assim, se existirem divisores de zero em Z,, entao n nao é um nuimero

primo.
(<)
Vamos agora provar que se n nao ¢ um primo entao Z, tem divisores

de zero.
Suponha que n = ab, onde 1 < a,b < n.
Como 1,a,b < nentdoa# 0 e b# 0. Como

n=ab=a-b=n=0

e, assim, Z,, tem divisores de zero. Il

Uma outra maneira de escrever a Proposi¢ao 1 é a seguinte: Z, nao

possui divisores de zero se, e somente se, n ¢ um nimero primo.

Atividades

Reveja todos os exemplos de Z,, com os quais ja trabalhamos e verifique

que a Proposicao 1 se aplica.
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Inversos multiplicativos em Z,,

Nesta se¢ao vamos estudar uma outra propriedade importante com
relagao a multiplicacao das classes em Z,: a de terem ou nao inverso multi-

plicativo.

Vamos voltar a tabela de multiplicacdo de Zg. Para a classe 2, nao ha

uma outra classe b tal que 2-b = 1. O mesmo vale para as classes 3 e 4.

Por outro lado, observe as classes 1 e 5. Temos
1-1=1 e 5-5=1

As classes 1 e 5 sao o que se poderia chamar de “divisores de um”, mas nao é
essa a expressao mais usada. E mais comum falarmos que uma classe possui
“inverso multiplicativo”. Vamos escrever a definicao exata e depois voltamos

ao Zg.

Definicdo 2 (Inverso multiplicativo)
Seja @ # 0 em Z,. Dizemos que @ possui inverso multiplicativo em Z, se

existe uma classe b € Z,, tal que
a-b=b-a=1

Uma classe @ que possui inverso multiplicativo em Z,, é chamada in-

vertivel.

Voltando ao Zg, vimos que as classes {1,5} possuem inverso multipli-

cativo, ao passo que as classes {2,3,4} nao possuem inverso multiplicativo.

Neste ponto vocé deve ter percebido que os elementos de Zg\{0} que
nao possuem inverso multiplicativo sao exatamente os 3 divisores de zero de
Zg. Mostraremos, no préximo Lema, que este é sempre o caso: um divisor

de zero em Z, nunca possui inverso multiplicativo.
Lema 4

Seja @ € Z,, um divisor de zero. A classe @ nao possui inverso multiplicativo.

Demonstracao.

Suponha que @ possua algum inverso multiplicativo b € Z,,, isto é @-b =

—|

Como @ é divisor de zero em Z,, entao existe algum ¢ # 0 em Z,, com
tal que

a-c=0.
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Multiplicando ambos os lados desta equaciao por b, obtemos:
a-¢b=0-b=(a-b)-c=0=>1-¢=0=c¢=0,

o que contradiz o fato de que ¢ # 0. O

Muito bem, agora sabemos que os divisores de zero nao sao inversiveis.
Mas quem sao os inversiveis? No caso de Zg, todos os nao divisores de zero

(as classes {1,5}) sdo inversiveis. Serd que este é sempre o caso?

A proxima proposicao dd uma caracterizagao de todos os elementos

inversiveis em Z,,.

Proposicdo 2
Seja n > 2. Uma classe a € Z, possui inverso multiplicativo se, e somente

se, mdc(a,n) = 1.

Demonstracao.
(=)
Suponhamos que @ # 0 possua um inverso multiplicativo b # 0 em Z,.

Assim, @-b = 1. segue que
a-b=1=ab=1=ab=1 (modn)=ab—1=kn=ab—kn=1,

para algum k € Z.

Seja d > 1 um divisor comum de n e a. Entdao d | a e d | n, logo

d|a=d|ab

=d|(ab—kn)=d|l=d=1
d|n=4d|kn

Concluimos entao que mdc(a,n) = 1.

(<)
Suponha agora que mdc(a,n) = 1. Vamos mostrar que @ possui inverso

multiplicativo em Z,,.

Como mdc(a,n) = 1 entao existem r,s € Z tais que ra + sn = 1.

Segue-se que

T=ratsn=1=F-G+5 A=7-a+5 0=7-a+0=7a,

|

onde usamos o fato de que m = 0. De 7-a = 1 resulta que @ possui inverso

multiplicativo em Z,. 0
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Atividades

Construa a tabela de multiplicacao de Zi5. Verifique as classes in-

vertiveis sdo as classes @, com 1 < a < 11, tais que mdc(a, 12) = 1.

Inversiveis e divisores de zero em 7,

Ja vimos que os divisores de zero em Z,, nao sao inversiveis e vimos que

os inversiveis em Z, sdo exatamente as classes @ tais que mdc(a,n) = 1.

Mostraremos agora que os elementos nao-nulos de Z, que nao sao in-
versiveis sao divisores de zero. Ja haviamos observado isto para o anel Zg.

Nele, temos:

inversiveis  divisores de zero

Proposicado 3

Os elementos nao-nulos de Z,, que nao sao inversiveis sao divisores de zero.

Demonstracao.

Seja @ € Z, nao nulo e nao invertivel. Pela Proposicao 2, temos que,

como @ nao ¢ invertivel,
mdc(a,n) =d > 1.

Como d | a e d | n, existem inteiros e e f tais que a = d.e e n = d.f.
Multiplicando a por f temos

af =def = (df)e=ne=af =ne=a-f=e¢-n=¢-0=0

Comon=df ed>1,entdo 1 < f <neassim f#0. Dea- f =0, resulta
que @ é divisor de zero. .

Comparando as Proposicoes 2 e 3 vemos que os divisores de zero em

Z, sao exatamente as classes @ tais que @ # 0 e mdc(a,n) > 1.

Assim, provamos que para qualquer n, temos:

Z,={0} U {@|mdc(a,n)=d>1} U {a]|mde(a,n)=1}
l !

divisores de zero inversiveis
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Atividades

Determine todos os divisores de zero e todos os elementos inversiveis

em Z, para os seguintes inteiros n:

1. n=38 2. n=10 3. n=12

O corpo 7,

No caso do anel Z,, com p um primo, todos os elementos nao-nulos sao
inversiveis, isto ¢, nao ha divisores de zero, como mostra o seguinte corolario
da Proposicao 2.

Corolario 2
Se p > 2 é um ndimero primo, entdao todo elemento @ # 0 em Z, possui

inverso multiplicativo.

Demonstracao.

Seja p > 2 um nimero primo e seja @ # 0. Temos que

a#0=p fa.

Como p é primo e p f a entdao mdc(a,p) = 1. Pela Proposi¢ao 2 segue-se que

@ possui inverso multiplicativo. 0
Encontramos aqui um anel com uma propriedade especial muito impor-

tante: a de que todo elemento nao-nulo possui inverso multiplicativo. Anéis

deste tipo sao chamados corpos e possuem grande importancia na Algebra.

Defini¢do 3 (Corpo)

Um anel comutativo com unidade tal que todo elemento nao-nulo possui

inverso multiplicativo é chamado um corpo.

Portanto, o anel Z,,+,-, com p > 2 primo, ¢ um corpo. Este é um

corpo com exatamente p elementos:
ZP:{Oala"' 7p_1}-
Este é, portanto, um corpo com um numero finito de elementos, ou
seja, um corpo finito.
O anel Z nao é um corpo. Os tnicos inteiros nao-nulos que possuem in-

verso multiplicativo sao os inteiros {+1, —1}. Os outros inteiros nao possuem

inverso multiplicativo.

AULA 12
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J& o anel Q, dos ntimeros racionais, ¢ um corpo. Todo ntimero ”*, com

m,n # 0, possui inverso multiplicativo, a saber, o inteiro 2 pois
m

Calculando o inverso multiplicativo de @ em Z,,

Se mdc(a,n) = 1 entao a classe @ possui inversa multiplicativa. Mas

como calcular esta inversa?

Vimos que
mdc(a,n) = 1 = Existem r, s € Z tais que ra 4+ sn = 1

Mas

ra+sn=1=r-a+s-n=r-a+0=1=7-a=1
Assim, 7 é o inverso multiplicativo de a.

Exemplo 16

Calcule o inverso multiplicativo de 23 em Zg; .

E fécil ver que mde(23,61) = 1 porque 23 é primo e 23 f61. Usaremos

o algoritmo de Euclides para determinar os inteiros r, s tais que 23r+461s = 1.

Temos que
61 = 2x234+15 = 15 =61—-2x%x23
23 = 1x154+8 = 8=23-1x15
15 = 1x8+47 — T7T=15—-1x8
8§ = 1x7+1 — 1=8-1x7

. L Invertendo os passos temos:
OS numeros em negrlto sao

os substituidos a cada passo

g.el.os~valoreso.btidos.nas 1] = 8—1%xT7T=8-1x% (15_1 X8):(—1) x15+2x%x8
= (-1)x154+2(23—-1x15)=2x23—3x 15=2x 23— 3 x (61 — 2 x 23)
= 8x23-3x61

Portanto, 8 é o inverso multiplicativo de 23 em Zg,. Escrevemos também

8§=23"" (mod 61).

CEDERJ
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Resumo

Nesta aula estudamos duas propriedades relacionadas a multiplicacao
de elementos de Z,,. Estudamos os divisores de zero e os elementos inversiveis
em Z,. Aprendemos a reconhecer estes elementos: dado @ € Z,,, com @ # 0,

temos que

mdc(a,n) =1 = @ ¢ invertivel em Z,

mdc(a,n) =d >1 = @ édivisor de zero em Z,

Por fim, aprendemos a calcular efetivamente o inverso multiplicativo de

uma classe @ € Z,, com mdc(a,n) = 1, utilizando o algoritmo de Euclides.

Atividades

1. Mostre que se @ # 0 possui inverso multiplicativo em Z,, entdao esse

inverso é unico.
2. Encontre o inverso multiplicativo de:

(a) 29 em Zlgl
(b) 15 em Zﬁ?.
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