Fundacédo

CECIER)

Consorcio Cederj

Centro de Educacdo Superior a Disténcia do Estado do Rio de Janeiro

Algebra Linear |

Volume 2

Luiz Manoel Figueiredo
Marisa Ortegoza da Cunha

GOVERNO DO

Riode Janeiro

SECRETARIA DE CIéNC}A,
TECNOLOGIA, INOVACAO E
DESENVOLVIMENTO SOCIAL

UNIVERSIDADE =N

MINISTERIO DA

ABERTA DO BRASIL EDUCACAO

G OV ERNO FEDER NN\

Apoio:

APERJ

Fundacéo Carlos Chagas Filho de Ampara
a Pesquisa do Estado do Rio de Janeira



Fundacao Cecierj / Consdrcio Cederj

www.cederj.edu.br

Presidente
Carlos Eduardo Bielschowsky

Vice-presidente
Marilvia Dansa de Alencar

Coordenacao do Curso de Matematica

UFF - Marcelo da Silva Corréa

UNIRIO - Luiz Pedro San Gil Jutuca

Material Didatico

Elaboracgéo de Contetido
Luiz Manoel Figueiredo
Marisa Ortegoza da Cunha

Biblioteca

Raquel Cristina da Silva Tiellet
Simone da Cruz Correa de Souza
Vera Vani Alves de Pinho

Coordenacao de Equipe Coordenacéo de Producéo
Marcelo Freitas Fabio Rapello Alencar
llustracao Assistente de Producéo
Ronaldo d’Aguiar Silva Bianca Giacomelli
Programacéo Visual Capa

Nilda Helena Lopes da Silva Sami Souza

Revisdo Linguistica e Tipografica Producéo Grafica
Patricia Paula Patricia Esteves
Ulisses Schnaider

Copyright © 2016, Fundacéo Cecierj / Consdrcio Cederj

Nenhuma parte deste material podera ser reproduzida, transmitida e gravada, por qualquer meio
eletrdnico, mecanico, por fotocdpia e outros, sem a prévia autorizagao, por escrito, da Fundago.

F475
Figueiredo, Luiz Manoel.
Algebra Linear 1 : volume 2 / Luiz Manoel Figueiredo ; Marisa
Ortegoza da Cunha. - Rio de Janeiro : Fundag¢ao CECIER], 2015.
130p.; 19 x 26,5 cm.

ISBN: 978-85-458-0051-4

1. Algebra linear. 2. Algebra linear - Problemas, questdes,
exercicios. I. Cunha, Marisa Ortegoza da. IL Titulo.

CDD: 512.5

Referéncias Bibliograficas e catalogagao na fonte, de acordo com as normas da ABNT.
Texto revisado segundo o novo Acordo Ortogréfico da Lingua Portuguesa.




Governo do Estado do Rio de Janeiro

Governador
Luiz Fernando de Souza Pezdo

Secretario de Estado de Ciéncia, Tecnologia, Inovacéo e Desenvolvimento Social
Gabriell Carvalho Neves Franco dos Santos

Instituicoes Consorciadas

CEFET/RJ - Gentro Federal de Educacao Tecnoldgica Celso Suckow da Fonseca
Diretor-geral: Carlos Henrique Figueiredo Alves

FAETEC - Fundacéo de Apoio a Escola Técnica
Presidente: Alexandre Sérgio Alves Vieira

IFF - Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia Fluminense
Reitor: Jefferson Manhaes de Azevedo

UENF - Universidade Estadual do Norte Fluminense Darcy Ribeiro
Reitor: Luis César Passoni

UERJ - Universidade do Estado do Rio de Janeiro
Reitor; Ruy Garcia Marques

UFF - Universidade Federal Fluminense
Reitor: Sidney Luiz de Matos Mello

UFRJ - Universidade Federal do Rio de Janeiro
Reitor: Roberto Leher

UFRRJ - Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
Reitor: Ricardo Luiz Louro Berbara

UNIRIO - Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro
Reitor: Luiz Pedro San Gil Jutuca






Sumario
Aula 18 ® TranSTOrMAGOES LINBAIES .......c.eereeurerereescsreresssssssesessssssesessssssssesssssssesesssssssessssssssessssssssessssssssssessasssnns 7
Luiz Manoel Figueiredo / Marisa Ortegoza da Cunha

Aula 19  Propriedades das Transformages LINEAreS..........cuuurersssssesenssssesesssssssesssssssesssssssssssssssssssessssssnns 19
Luiz Manoel Figueiredo / Marisa Ortegoza da Cunha
Aula 20 * Nicleo e Imagem de uma Transformagao LINEAT ..........cvereeerreresessmeressssssssesesssssssesssssssesessssssesessass 31
Luiz Manoel Figueiredo / Marisa Ortegoza da Cunha
Aula 21 « Teorema do NUCIEO0 € da IMAGEM ........ccoevererererererereresese s se s e e se e sesesesneens 43
Luiz Manoel Figueiredo / Marisa Ortegoza da Cunha
Aula 22 ¢ Representagdo Matricial de uma TransSformagao LiNBar ..........coveeererereresesesesesssssesssesssesesesesesesessseaens 55
Luiz Manoel Figueiredo / Marisa Ortegoza da Cunha
Aula 23 © A Algebra das TrANSTOIMAGHES ...........cwcvuerrseeruesssssssssssssesssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssanessaens 65
Luiz Manoel Figueiredo / Marisa Ortegoza da Cunha
Aula 24  Transformagtes ESPECIais N0 [R2.........coceeeererereresesesesesesesesesesssess s sssessssssssssssssssssssssssssssssssssssasasas 77
Luiz Manoel Figueiredo / Marisa Ortegoza da Cunha
Aula 25 e Transformagdes ESPECiais N0 [R3.........cococeeeererererereresere e 89
Luiz Manoel Figueiredo / Marisa Ortegoza da Cunha
Aula 26 ® Operadores LiNeares INVEISIVEIS ........cvuvererererererereseseseresesesesesesesesesesesesesesssesssesesssesssesesssssssessssssssssens 99
Luiz Manoel Figueiredo / Marisa Ortegoza da Cunha
Aula 27  MUAANGA 0B BASE.......c.coererureccririrecrerise e e s 109

Luiz Manoel Figueiredo / Marisa Ortegoza da Cunha

Aula 28 e Exercicios de Revisao do MOAUIO 2............covrverererererenenenesesereresesese s s sesesesesesesesesesesesesesesesesesens 119
Luiz Manoel Figueiredo / Marisa Ortegoza da Cunha






Aula 1 8

TRANSFORMAG OES L INEARES

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

definir os conceitos de transfornza; matricial
e linear;

apresentararios exemplos de transforniaes li-
neares.
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INTRODUCAO

Um dos conceitos centrais na Matematica é futgdo. De
modo geral, usa-se os termos funcao, aplicacao e tnanatao
como sindbnimos.

Uma funcao & uma associagao entre dois conjuAitess,
envolvendo todos os elementosAlemas nao necessariamente
todos os elementos d& e que associa cada elementoAla
somente um elemento @ Esta maneira de ver uma funcao so-
mente como uma associacao & uma visao essencialmtitteses

Uma outra maneira de ver 0 mesmo conceito, porém mais
dindmica, & que uma funcao & uma transformacao, lgwa™
elementos do conjuntd em elementos do conjuni) ou seja,
“transforma’” elementos deem elementos dB.

Na Algebra Linear, usa-se mais o termo transformacao do
gue funcao, especialmente no caso das transformag@aesds,
gue definiremos nesta aula. Em resumo, uma transformagao d
um espaco vetoridf em um espaco vetorigl € simplesmente
uma funcao d& emW.

Como observamos, sao de interesse especial as transforma-
cOes lineares. Vamos comecar definindo transfornmsagisri-
ciais e, depois, as lineares. Veremos que para transfoenale
R"emR™, os dois conceitos sao equivalentes.



TRANSFORMAGOES MATRICIAIS

Uma transformacao matricial € uma funcdo dada por
T(x) = Ax, ondeA & uma matriz. Mais precisamente, séja
uma matrizmx n. Entao a aplicacad : R" — R™ dada por
X — Ax €& uma transformacao matricial.

[ Exemplo 18.1. |

Seja

2 13
A:[l 2 o}

entdo A induz a transformaczo matricii R® — R?, dada por
X — AX.

1]
Por exemplo, s&= | —1 |, entao
2 -
[ 1
2 1 3 7
(32 o) 2 =LA
| 2
X1
Em geral, s&<= | x2 |, entao
X3
X1
2 1 3 2X1 + X2+ 3%3
AX= ] X | = .
1 20 X1+ 2X2

X3

([ Exemplo 18.2. |

Se
2 -1 2
A:[z 1 —11

eb= { ; } . Encontre unx € R3, tal queAx=b.

CEDERJ 9
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Solugao:

X1
Sejax= | X |, entdaoAx=Db, leva a
X3

2X1 — Xo + 2X3
2X1 + X2 — X3

2 — 2X1—X2 2—2X3
2 X1 +Xo = 2+X3

Somando as duas equacdes, obtemos

X
4x1:4—x3:>x1:1—23.

Subtraindo as mesmas equacdes, obtemos

3
2%, = 0+ 3x3 :>X2:?.

X3

1

4

Portanto, todo vetoxk = ¥ |, x3 € R, & levado a pela
X3

transformacao matricidl = Ax

[ Exemplo 18.3. |

1
SejaA=x=| 2 . Determine a imagem de = Ax.
1

Solugao:

a
Temos queT : R? — R3. Sejau = [ X } e sejaTu= { b } :
c

X2
Entao
1 « a
2 {Xl}: b
1 -1 2 c
X1+X%X = a X1+X = a
2+X% = b — —X = b-2a
X1—X = C —2X = Cc—a

10 CEDERJ



X1 = b-—a X1 = b—-a
X = 2a—b = X = 2a-b ,
0 = c—a—2b+4a 0 = 3a—-2b+c

0 que mostra qguéx= btem solucao quand@3- 2b+c= 0. Portanto,
a aplicacao dada pela matAdevaR? no plano X —2y+z=0.

T = AX RS

Figura 18.1: AplicacoT levaR? no plano X—2y+z=0.

TRANSFORMAG OES L INEARES

Dada uma matrixnx n A vetoresn x 1 u ev, e um escalar
C, segue-se das propriedades da multiplicacao de matyiees

A(u+Vv)=Au+Av e A(cu)=cAu.

De maneira geral, quando uma funcao possui as duas pro-
priedades acima, dizemos que ela € linear. Definiremosagor
transformacodes lineares.

Definicao 18.1.

Uma transformaca® é€ linear se:
1. T(u+V) = Tu+tyv, para todosi e vno dominio deT .
2. T(cv) =cT(v), para todor e para todo escalar
Em outras palavras, podemos dizer que uma transforneacao

linear quando preserva a soma de vetores e o produto dewvetore
por escalares.

Preservar a soma de vetores quer dizer que se somarmos 0s
vetores primeiro+ V) e, em seguida, aplicarmds obtendo
T(u+v), oresultado &€ o mesmo que aplicarrosos vetores e

CEDERJ 11
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depois somarmos os resultadosu(+ Tv), Iisto &
TUu+v)=Tu+Tw

SeA & uma matrizy e v séo vetores no dominio de= Ax
ecé um escalar, entdo a propried@de -+ Vv) = Au+ Avmostra
que T preserva a soma de matrizes e a propriedade
A(cu) = cA(u) mostra qué preserva o produto por escalar. Por-
tanto,toda transformago matricialé linear.

Por outro lado, nem toda transformacao linear de espacos
vetoriais & matricial. Veremos um exemplo deste tipo abaix
Ja as transformacgdes linearesRleem R™ sao sempre matri-
ciais. Provaremos este fato na Aula 23 onde tambem estudare-
mos em detalhes como obter a representacao matricial de um
transformacao linear.

SejaT: V — W uma transformacao linear, ontlee W sao
espacos vetoriais, e saj& V. Entao

T(Ov) =T(0v) =0.T(v) = 0w,

onde @ indica o vetor nulo do espaco vetoriale Gy indica

o vetor nulo do espaco vetod. Mostramos entdao que uma
transformacao linear : V — W leva o vetor nulo d& no vetor
nulo dew.

Outra propriedade muito utilizada € a seguinte:
T(cv+du)=T(cv)+T(du) =cT(v)+dT(u).

A deducao acima utiliza as duas propriedades que defirem li
nearidade. Observe que esta propriedade, sozinha, ingptica
linearidade.

Isto &, se uma transformacacsatisfaz
T(cv+du) =cT(u)+dT(v),

entao ela é linear. Para ver isto, basta notar que fazendo
c=d =1 obtemosT (u+Vv) = Tu+ Tv (preservagcao da soma
de vetores) e fazendo= 1 ed = 0, obtemosT (cu) = cT(u)
(preservacao do produto de vetores por escalares).

Aplicando sucessivamente o mesmo raciocinio acima, pode-
mos mostrar que

T(cva+---+ W) =C1T(ve) + -+ 0T (W) ,



ondecy, - -+, Cx SA0 escalaresw, - - -, Vx Sao vetores no dominio
deT.

( Exemplo 18.4. |

A transformacad : V — W dada porT (x) = Oy & linear.
Esta transformacao, chamada transformacao nulaidelcave-
tor deV no vetor nulo d&V.

( Exemplo 18.5. |

SejaV um espaco vetorial qualquer, a transformacao
T:V —V dada porT(u) = u & linear. Esta transformacao &
chamada indentidade. $e=R", entdo a transformacao linear
dada pela matrit,, identidade de ordem, & a transformacao
identidade dé&R".

( Exemplo 18.6. |

Sejar € R. Mostre que a transformacda R" — R" dada
por T (x) = rx & uma transformacao linear.

Solugao:

Sejamu,v € R" ec,d escalares. Entao
T(cu+dv) =r(cu+dv) =rcu+rdv=c(ru)+d(rv) =cT (u)+dT(v).
PortantoT & uma transformacao linear.

Ser = 0, entdo temos a transformacao nula. rSe 1, temos a
transformacéao identidade. Se<Or < 1, entdo dizemos quE &€ uma
contragcado. Se > 1, entdo dizemos quE & uma dilatacao. A figura
abaixo mostra a dilata¢ao(x) = 2x.

([ Exemplo 18.7. |

Atransformacad : R? — R? dada pofT (x) = x+(1,0) ndo
é linear. Para ver isto, basta notar que ela nao leva o mator
no vetor nulo. Esta & uma translacao de vetoréRho

CEDERJ 13

AULA E MODULO 1



Algebra Linear | | Transformagdes Lineares

Tx = 2x

T

Figura 18.2 DilatagaoT (x) = 2x.

[ Exemplo 18.8. |

A transformac&o lineaf: R?2 — R? dada pela matriz

0 -1 isto &
1 0 |’

o-[3 o el

X2 X1
Como esta transformacao & matricial, entao ela é lin&ee-
terminando a imagem de alguns vetores e representando em um
grafico esses vetores e suas imagens, podemos ver quaesta tr
formagao gira os vetores em torno da origem, no sentide ant
horario, de um angulo de 90 Isto & verdade. Estudaremos

com maiores detalhes transformacoes lineares espemai® a
rotacdo de um angul®, nas aulas 25 e 26.

T(u)
v

T(v)
u

Figura 18.3 Rotagzo de um angulo de®0

[ Exemplo 18.9. |

SejaPy 0 espaco dos polindmios de grau menor ou igual a
n. Definimos o operador deriva¢in P" — P! por

D(ag+agt +---+ant") = ag +2apt 4+ - - +nagt" "t

14 CEDERJ



Isto &,D leva cada termeytk emkatk—1.

E facil ver que este operador & uma transformacao linear
Note que ele & a derivacao de fun¢des no sentido ussitito
ao especo dos polindmios. Sabemos que para a derivalgo v

D(cfi+dfy) =cD(f1)+dD(fy),

confirmando qu® & uma transformacao linear.

Note que esta transformacao é linear, mas nao & natrici
Nao ha uma matripA tal queD = Ax. No entanto, veremos,
na Aula 23, que toda transformacao linear entre espagas-d
mensao finita ttm uma representacdao matricial. Ha uma m
triz A tal que sep & um polindmio e sép|g € a representacao
deste polindmio em uma baBeescolhida dé>", entaoA[p|g €
a representacao d¥p nesta base.

[ Exemplo 18.10. |

Um banco de investimentos possui quatro tipos de investi-
mentos, que chamaremos de investime#{p8, C e D. Um
cliente faz sua carteira distribuindo cada seu dinheiroeeas
quatro op¢des do banco. Representamos a carteira deantecli

XA

XB

por um vetor 4x 1. Assim uma carteira = indicaxa

XD
reais investidos na op¢a xg reais investidos na opcaetc.

Se o investimentd resultou emya reais por real aplicado,
B resultou emyg reais por real aplicado etc, entao o resultado
total de cada cliente sera calculado pela transforméipaar
T: R* - R, dada por

XA

XB

(%) (YA Y& Yo Yp ] o
XD
= YaXa+YBXB+YcXc +YpXD -

CEDERJ 15
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Resumo

Nesta aula, estudamos um dos conceitos fundamentais em
Algebra Linear, que & o de Transformac2o Linear.

Vimos, inicialmente, as transformac¢des matriciais. Em
seguida, definimos transformagoes lineares.

Vimos diversos exemplos de transformacdes lineareky-inc
sive uma aplicacao a economia.

Exercicio 18.1.

1. SejaT : R? — R a transformaczo definida pdix= Ax,

ondeA = 1 22 . Encontre a imagem de
-1 21
2 -1
u= -3 e u= 1
0 1

2. Quantas linhas e colunas deve ter uma matpara definir
uma aplicagio d&* emR® por T(x) = Ax.

3. Para os valores da matidz e vetorb nos itens abaixo,
encontre, se for possivel, um vetatal queT x= b.

1 0 1 2
was[2 8 2] 2]

2 -1 3
11 -1 2
b.A=| 2 5|, b=| -3
1 6 2

4. Encontre todos os valores ge= R* que s@o levados no
vetor nulo pela transformag¢&o— Ax, onde

1 1 1 1
A=|1 -1 -1 2
1 2 3 -1

5. Nos itens abaixo, use um sistema de coordenadas para re-

, 2 3
presentar graflcamente 0s vetores T y V= 1|

Tue Tv. Faca uma descricdo geométrica do efeito da
aplicacao dd nos vetores d&?.

16 CEDERJ



a.T(x):[g g} c.T(x):[_Ol _01].

b. T(x):[°65 0705}. d. T(x):[g ﬂ

6. Sejal : R? — R? uma transformaco linear. Se
1 2 0 -1
(lol)=12] e v([2])-[5]-
determineT({ZDeT([xl]).
1 X2

RESPOSTAS DOSEXERCICIOS

SEiEH!

2. Adeve ser uma matriz:64.

2—cC
3. @x=]c+1
C

(b) Nao ha valor de tal queT x=b.

, paratoda € R.

4. O espago gerado pgf—3,—1,3,1)} & levado no vetor

nulo.
5. (a) Dilatagao por um fator de 3.
(b) Contracao por uma fator de®
(c) Rotacao de 180
(d) Projecao sobre o eixo-y.

CEDERJ 17
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Aula 1 9 4

PROPRIEDADES DAS
TRANSFORMAC OES LINEARES

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

reconhecer e aplicar as propriedades das transf@esac
lineares.
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PROPRIEDADES DAS TRANSFORMAGOES
L INEARES

Na Aula 18, conhecemos um tipo muito especial de funcao
- as transformacgodes lineares, que sao funcdes dedimdae
espacos vetoriais e com caracteristicas que as tornaio ineis,
em uma gama imensa de problemas e situacdes da Matematica
Fisica, Engenharia e Computacgao, entre outras arezstuto e
trabalho.

Nesta aula veremos varias propriedades das transfoesac”™
lineares. Em especial, veremos um fato muito importante gqu
0 seguinte: para determinar uma transformagao linear
T:V — W, basta conhecer seus valores em uma base qualquer
deV.

PROPRIEDADES DAS TRANSFORMAG OES
L INEARES

SejamV e W espacgos vetoriais € : V — W uma transfor-
macao linear. Valem as seguintes propriedades:

i. T(Ov) =0w
Em palavras: uma transformacao linear leva o vetor nulo
do dominio ao vetor nulo do contra-dominio. Esta pro-
priedade ja foi demonstrada na Aula 18.

ii. T(—=v)=-T(v),WweV
Em palavras: A imagem do vetor oposto & o oposto da
imagem do vetor.

ComoT[(—1)v]=(—-1)T(v), decorre qud (—v) = —T(v).
iii. SeU & um subespaco deentaoT (U) &€ um subespaco de
W.

Devemos mostrar quep0< T(U) e queT (U) é fechado
para soma de vetores e multiplicacao por escalar.

ComoU um subespaco d¢, entdao § € U. Pela pro-
priedade i. T(Oy) =0y € T(U).

Sejamx,y € T(U). Existemu,v € U tais queT (u) =x e
T(v) =y. ComoU é subespaco dé, entaou+veU. De
T(u+v) € T(U) resulta que

Tu+v)=T(u)+T(v)=x+yeT(U).

20 CEDERJ



Finalmente, sejam € T(U) e a € R. Existeu e U tal
queT (u) = x. Comoau € U, entdorl (au) € T(U), o que
resulta em

T(au)=aT(u)=axeT(U),
e podemos concluir que(U) & subespaco d&'.
Dadosvy, Vo, ...,Vh €V,

T(aivi+aoVo+...4+apVn) = 01T (V1) + 02T (Vo) +...+ 00 T (Vp) -

Em palavras: A imagem de uma combinacao linear de
vetores d& & uma combinacao linear das imagens desses
vetores, com 0s mesmos coeficientes.

Esta propriedade ja foi apresentada na Aula 18. Vamos
dar aqui uma demonstracao usando indugao saobre

O cason = 1 segue diretamente da definicao de transfor-
macao linear, poi¥ (a1v1) = a1T(v1). Vamos supor que

a propriedade vale pare= k, isto €,

T(aivi+agVo+...4+agvk) = a1T (V1) + 02T (Vo) + ...+ akT (V) -

Vamos provar que vale pare=k+1:

T(a1vi+ 02V2 + ... + OkVk + Ok 1Vik+1)

=T[(a1v1+ azVva+ ... + akVk) + (Ok+1Vii1)]

]
TIRCT (v 4 AV + ..+ Okk) + T (Ol 1k 1)

hip.ind.
P T (ve) + 2T (Vo) + o 4 T (Vi) + T (ks 1Vier1)

0O 0 T (va) + 2T (V2) + ..+ AT (Vi) + At T (Vies1)

isto &, vale a propriedade pama= k+ 1, o que conclui a
demonstracao.

Se {vi,V2,...,vp} € um conjunto gerador d¥ entdo
{T(v1),T(Vv2),...,T(vn)} & um conjunto gerador da ima-
gem deT.

Demonstraéo

Seja{vi,Vo,...,Vn} um conjunto gerador d¥. Sejaw
um vetor na imagem d&, isto &, exister emV tal que

CEDERJ 21
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w = T(v). Entdo existem escalareg, a, ..., a, tais que
V= a1V + aoVo + ... + apvn. Podemos escrever:

W =T(v)=
=T(ai1vi+ aova+ ...+ 0nVp) (g)
= 01T (V1) +a2T (V2) + ... +- anT (Vo).

Logo, os vetored (v1),T(V2),..., T(Vn) geram a imagem
deT.

vi. Se T(v1),T(V2),...,T(vn) € W sa@o LI, entdo os vetores
V1,Vo,...,Vp €V s@o LI.

Demonstrago
Seja a combinacao linear

Q1Vi+ OoVo + ...+ apVh =0y. (1)

Vamos aplicar a transformag¢doa ambos os lados dessa
igualdade:

T(avi+oova+...+0apvn) =T(O0y) =

a1 T(v1) +azT (Vo) + ...+ anT (Vh) = Ow -

Como os vetore$ (vy), T (V2), ..., T(vy) sdo LI, concluimos
quea; = ax =...= dp = 0. Ou seja, todos os coeficientes
da combinacao linear (1) sao iguais a zero, o que implica
gue os vetoregs, Vo, ...,V Sao L.

[ Exemplo 19.1. |

SejamV um espaco vetoriale€ V. A aplicacao

Ty: V. =V
V = V+u

& chamad#ranslagio definida por UE facil verificar que, quando
u # Oy, essa aplicacao nao € linear, pois

Tu(Ov) =0v +u=u#0y,

violando a propriedade i. , acima. Por outro lado, quando
u= 0y, essa aplicacao € o operador identidade dgue € linear.
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([ Exemplo 19.2. |

A reciproca da propriedade/i) ndo é verdadeira, isto &,
e possivel termos um conjunto de vetoresvdgque sejam LI,
mas com suas imagens formando um conjunto LD/nCon-
sidere, por exemplo, o operador projecao ortogonal sobneo
x, definido emR?, isto &, a transformacao linear tal que
T(x,y) = (x,0), para todo vetorx,y) do plano. Os vetores
vi = (3,1) e v, = (3,4) sdo LI, mas suas imagens coincidem:
T(v1) = T(v2) = (3,0). Logo, o conjunto{T (v1), T(v2)} C R?
e LD. Essa situacao € ilustradaligura 19.1

(34) T(x.Y)=(x,0)

@1

3.1) (3,0)

Figura 19.1 v; ev, sdo LI;T(vq) e T(v2) sao LD.

Uma caracteristica importante das transformacos rasea
gue elas ficam completamente determinadas se as conhecemos
nos vetores de uma base do dominio. Isto &, dada uma transfo
magcao lineall :V — W, se conhecemos as imagens paios
vetores de uma base We podemos obter a expressaoTdg),
para um vetow genérico dé&/. O exemplo a seguir mostra esse
procedimento:

([ Exemplo 19.3. |

SejaT : R% — RS, linear, tal que
T(1,0,0)=(1,1,1);
T(07 la 0) = (23 _17 1)’

T(0,0,1) = (1,0,2).

Vamos determinal (X,Y,z), onde(x,y,z) & um vetor genérico
deR3.

Osvetores; =(1,0,0),v>=(0,1,0) evs = (0,0, 1) formam
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a base candnica d&®. Assim, um veton = (x,y,z), genérico,
deR3, se escrevéx,y,z) = xvi + yv» + zws. Aplicando a pro-
priedadg(iv), temos:
Tv) =T(XY,2) =

=T(xvi+yw+2v) =

=XT(v1) +yT(v2) +2T(v3) =

=x(1,1,1)+y(2,-1,1)+21,0,2) =

= (X+2y+ZX—-Y,X+Y+22).

Logo, T é dada pofl (x,Y,2) = (X+2y+ 7z X— Yy, X+ y+ 22).

Vamos ver como fazer no caso em que a base na qual a
transformacao linear € conhecida ndo seja a canonica:

[ Exemplo 19.4. |

Uma transformaco linedr: R? — R3 é tal que

T(2,0)=(2,-1,1).
Vamos determinaf (x,y), para(x,y) € R,

Primeiramente, verificamos que os vetowgs= (1,—1) e
Vo> = (2,0) formam uma base dR?. Neste caso, como sao dois
vetores num espaco bi-dimensional, uma forma rapida de ve
ficar que sado LI é calcular o determinante formado pelas sua
coordenadas e constatar que € diferente de zero. Deixasws i
com voceé, como exercicio (!).

A seguir, escrevemos um vetor genérico do espago como
uma combinacao linear dos vetores dessa base:

a+2b=x

v=(Xx,y) =avi +bw =a(1,-1) +b(2,0) = { _a—y

Resolvendo o sistema, obtenws —yeb = ’“’Ty Portanto,

(xy) = -¥(L-1)+ (2,0



Usando a linearidade de obtemos
T(v) =T(xy) =
=T(—yvi+"5V2) =
= —yT(v1) + 2T (v2) = .
= _y(17 1, 2) + %/(27 _17 1) =
= <X, _ngy, @) .

Logo, T & dada pof (x,y) = (x, _Xg3y, X_T> .

([ Exemplo 19.5. |

Em relacao a transformacao linear do Exen$#@, encon-
trev e R? tal queT (v) = (3,1,4).

Queremogx,y) € R? tal queT (x,y) = (3,1,4).

X—3y X—3y X=3
X, — >, = (3L4)={ 5¥=1
( 2 2 ) 314 x%y _
> =
X=3
= —X—-3y=2
Xx—3y=28
, X=3
Resolvendo o sistema, obtem{)s 5.
-3

Logo, o vetor procurado €, —-5/3).

[ Exemplo 19.6. |

Dado um espaco vetoridl, umfuncional lineardefinido em Note que o conjunto dos
V & uma transformacao line&rV — R. Considere o funcional numeros reais &, ele
linear f definido emR? tal quef(1,1) =2ef(2,1) =3. Vamos  mesmo, um espago
determinarf (x,y), para(x,y) € R?. vetorial real.

Novamente, comeg¢amos conferindo que os vet@tel) e
(2,1) formam uma base dR?. Escrevemos, entdo, um ve-
tor genérico(x,y), como combinacao linear dos vetores dados:
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(x,y) =a(1,1) +b(2,1). Resolvendo, obtemos

a+2b = x N a = —X+z2y
at+tb =y b = x-y ’

isto &,(x,y) = (—x+2y)(1,1) + (x—y)(2,1).
Entao
Txy) = T{(—x+2y)(1,1)+(x-Yy)(21)) =
= (—x+2y)T(1,1)+(x—y)T(2,1)
= (—X+2y).24+(Xx—y).3=x+Y.

Logo, T € dada pofl (x,y) = x+Y.

[ Exemplo 19.7. |

Em relacao ao funcional linear definido no exemplo antgrio
vamos procurar os vetoresde R? tais quef(v) = 0. Isto &,
queremogx,y) tal que f(x,y) = x+y = 0. Isso nos leva aos
vetores do plano da formg, —x). Logo, hé infinitos vetores
deR? que s&o levados ao zero, pelo funciofala saber, todo
vetor do conjuntd (x, —x)|x € R}.

Para finalizar, um exemplo no espaco dos polindmios:

[ Exemplo 19.8. |

SejaT a transformacao linear eR(R) dada por
T(1) =1-t;

T(1+t)=t3

T(t+t3)=3-t%

T(t?+t3) = 1+t2

Vamos determinar T(x + yt + zt?2 + wt®), onde
X+ yt + zt? + wt® & um polindmio qualquer d&s(R) e, a seguir,
calcularT (2 — 3t +4t3).

Como nos exemplos anteriores, constatamos que
{1,1+1t,t4+t2,t2+1t3} € uma base dBs(R).
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A seguir, escrevemos o vetor genéricdRJER) nessa base:

X+yt+zt2 +wtd =al+b(l+t)+ot+t2) +d(t?+t3) =
= (a+b)+ (b+c)t + (c+d)t2+dt3.

Obtemos, assim, o0 seguinte sistema:

a+b=x
b+c=y
c+d=z "’
d=w

que, resolvido, fornece a solucao:
=X—y+zZ—W

y—z+Ww
zZ—w
w

a
b
c
d

Escrevemos, entao:

X+yt+z 4wt = (X—y+2z—w).14(y—z+w)(1+t) +
+(z—W)(t+12) +w(t? +13) .

Aplicamos a transformac¢ab em ambos os lados dessa igual-

dade:
T(x+yt+zt2 +wt?) =
T((X—y+z—W).1+ (y—z+W)(1+1) + (z— W) (t+1t%) +
+w(t? %)) =
= (X=y+z—-W).T(Q)+(y—z+w).T(1+t)+
+ (z—W).T(t+1t3) + wT(t2+t3)

= (x—y+z—W).(1-t)+ (y—z+wW).3+ (z—w).(3— 1) +
+w.(1+12)

= (X—y+42—3W) + (—X+y— 2+ W)t + (—z+ 2w)t?
+ (y—z4+w)t3.
Logo, a transformacao procurada & dada por:
TX+yt+zC8+wtd) = (X—y-+4z2—3wW) + (—x+y—z+W)t+
+(—z+2W)t2 4 (y—z+w)t.
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Vamos, agora, calculaf (2 — 3t + 4t3). Temosx = 2;
y=-3;z=0ew=4. Entao

T(2-3t+4t%) = —7—t+8t>+13.

Resumo

Nesta aula estudamos as propriedades das transformiacoes
neares. O fato mais relevante & que podemos determinar
uma transformacao linear a partir da sua aplicacao res v
tores de uma base, apenas. Assim, o numero de informacoes
necessarias a respeito de uma transformacao lineargpar

a conhecamos completamente, € igual a dimensao dgespac
vetorial no qual ela é definida. Isso & uma especificidade da
transformacoes lineares: nenhuma outra funcao peumiia
manipulacao tao simplesE por essa qualidade, em parti-
cular, que as transformacoes lineares sao, por exxelés
funcdes usadas na Computacao em geral.

Exercicio 19.1.

1. SejaT : R? —» R a transformacao linear para a qual
T(1,1) =3 e T(0,1) = —2. EncontreT(x,y), para
(x,y) € R,

2. Um operador linea, definido emP(R), & tal que
T =t3Tt)=1-teT(t?) =1+t +t2

a. DetermineT (a+ bt + ct?), ondea+ bt +ct? € um
vetor genérico dé(R).

b. Determinep € P»(R) tal queT (p) = 3—t +t2.

3. Encontre T(x,y) onde T : R> — R3 & definida por
T(1,2) = (3,-1,5)eT(0,1) = (2,1, ~1).

4. Determine T(x,y,z) onde T : R® — R & dada por
T(1,1,1)=3,T(0,1,—2) =1eT(0,0,1) = —2.
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Vocé devera assimilar o significado de cada proprie

dominio. A translacao & o exemplo mais importante d

(Autoavaliacdo )

vista. A primeira delas & extremamente (til para rapidasie
identificar algumas transformacgdes que nao sao lisepe|
nao levarem o vetor nulo do dominio ao vetor nulo do contra-

jade

SSO

Alem disso, vocé deve se familiarizar com a técnica de en-
contrar uma transformacao linear a partir de seus vatwss
vetores de uma base do dominio. Veja que 0s exercicigs sao

repetitivos: mudam o espaco e a base considerada, mas a es-

trutura se repete. Caso voceé tenha alguma davida, entre em

| contato com o tutor da disciplina. E... vamos em frentey

RESPOSTAS DOSEXERCICIOS

1. T(x,y) =5x—2y

2. a T(a+bt+ct?) = (b+c)+ (—b+c)t+(a+o)t?
b. p=2t+t?

3. T(Xay) = (_X+2y7 _3X+y7 7X_y>
4. T(x,Y,z) =8x—3y—2z
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Aula 2 O

NUCLEO E I MAGEM DE UMA
TRANSFORMAC AO LINEAR

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

determinar o fGicleo e a imagem de uma trans-
formago linear;

identificar o ricleo de uma transformag linear
como um subespaco do damo;

identificar a imagem de uma transforraadli-
near como um subespaco do contragum
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Alguns textos usam
a notacader(T),
pois niicleo, em
inglés, ékernel
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NUCLEO E | MAGEM DE UMA
TRANSFORMAGAO L INEAR

Na Aula 19, mencionamos a imagem de uma transformacao
linear. Nesta aula, vamos definir o nlcleo de uma transfgiima
linear e mostraremos que, tanto o nlicleo, como a imagem, pos
suem estrutura de espaco vetorial.

NUCLEO DE UMA TRANSFORMAGAO L INEAR

SejamV eW espacos vetoriaise:V — W uma transforma-
cao linear. Chamamos d#icleode T, representado pa¥(T),
0 seguinte conjunto:

N(T) ={veV[T(v)=0w; .

Em palavras: o nucleo de uma transformacao linear & e sub
conjunto do dominio formado pelos vetores que sao levados
vetor nulo do contradominio.

Figura 20.1

( Exemplo 20.1. |

a. SejaT :V — W a transformagao linear nula, isto &, a
transformacao tal queé(v) = Ow, Vv € V. E facil ver que
seu nicleo é todo o espago

b. O nlcleo da transformacao identidade, definida nogespa
vetorialV, & o conjunto formado apenas pelo vetor nulo
deV.

c. A projecao ortogonal sobre o eixo dasemR?, & uma
transformacao linear cujo nlcleo € o eixo gos



( Exemplo20.2. |

O niicleo da transformacao linebr. R? — R3 dada por

T(XY) = (X+Y,X—y,x—2y)
€ o conjunto{(x,y) € R? | T(x,y) = (0,0,0)}, isto &

X+y=0
(X+y,x—y,x—2y):(0,0,0) = X_y:0
x—2y=0

Esse sistema tem solucge- 0 ey =0. Logo,N(T) ={(0,0)}.

[ Exemplo 20.3. |

SejaT : R* — R® a transformaco linear dada por

T(X,y,Z,t) = (2X,X—|—2y—Z,X_y_|_2_|_t) )

EntaoN(T) = {(x,y,zt) € R*| T(x,y,zt) = (0,0,0)}. Isto
€, um vetor(x,y,zt) de R* pertence ao nicleo dE se, e so-
mente se,

2x=0
(2X,Xx+2y—z,x—y+2z+t) =(0,0,0) =< x+2y—z=0
X—y+z+t=0

Esse sistema tem conjunto-soludd6, k, 2k, —k); k € R}, que &

o nlcleo deT.

| MAGEM DE UMA TRANSFORMAGAO LINEAR

SejamV e W espacgos vetoriais €: V — W uma transfor-
macao linear. AmagemdeT, representado pom(T), &€ o con-
junto de todos os vetores Wéda formar (v), para algunveV,
isto &

Im(T) ={weW |w=T(v), paraalgumve V}.
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Note que a
representacao
geomeétrica de
Im(T) & um plano
passando pela
origem. Vocé se
lembra? Os
subespacos dg3
Sao as retas e 0s
planos passando
pela origem, alem
do subespaco nulo
e do propriaR®.
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([ Exemplo 20.4. |

a. SeT :V — W é a transformacao linear nula, isto €, tal
queT (v) = 0w, Vv eV, suaimagem & o conjunto formado
apenas pelo vetor nulo .

b. Aimagem da transformacao identidade, definida no,@espac
vetorialV, & o espacV.

c. A projecao ortogonal sobre o eixo dasemR? & uma
transformacao linear cuja imagem & o eixo #0s

[ Exemplo 20.5. |

Vamos determinar a imagem da transformacao linear
T : R? — R3 dada por

T(X7y> = (X+yvx_yax_2y> .

Queremos encontrar os vetokes- (a,b,c) € R3 para os quais
existev = (x,y) € R? tal queT (v) = w, isto &, queremos que a
equacao

T(XY) = (X+Y,Xx—y,X—2y) = (a,b,c)

tenha solucao. Isso equivale a analisar as condicGasgp@ o
sistema

X+y=a
X—y=Db
X—2y=c

admita solucao. Escalonando, obtemos o0 seguinte sigguia

valente:
X+y=a

y=(a-b)/2
0= (a—3b+2c)/2

gue admite solucao se, e somentease3b+ 2c = 0.

Logo,

Im(T) = {(a,b,c) e R®}ja—3b+2c =0} .



[ Exemplo 20.6. |

SejaT : R* — RS2 a transformaco linear dada por
T(X7y7 th) = (ZX,X—}— 2y— ZX—y+ Z+t) )

Queremos determinar as condi¢des para que um vatbrc),
de R3 seja a imagem, poF, de algum vetor d®*. Como no
exemplo anterior, queremos que o sistema

2X=a
X+2y—z=Db
X—y+z+t=cC

admita solugao. Escalonando, chegamos ao sistema Equie/a

X—y+z+t=cC
y+t=b+c—a ,
—z—2t=(3a—2b—4c)/2

gue & compativel para quaisquer valoresidee c. Logo, todo
vetor (a,b,c) € R3 pertence a imagem d&, ou seja,
Im(T) =R3.

Vocé ja deve ter se dado conta de que as transformagoes li
neares possuem propriedades realmente especiais, qeanao
contramos nas demais fungdes. O nlcleo e a imagem de uma
transformacao linear nao sao apenas conjuntos: anfibese-
tam estrutura de espaco vetorial, como mostraremos nok res
tados a seguir.

Teorema 20.1.

SejamV e W espacos vetoriais € : V — W uma transfor-
macao linear. O nlcleo de é subespaco vetorial dé

Demonstraéo

Primeiramente, vemos quey = N(T), uma vez que
T(0y) = Ow. PortantdN(T) # 0.

Sejamvy, v, vetores no nicleo de. Isto €,T(v1) =T(wvp) =

Ow, entaoT (v1 +V2) = T(v1) + T (v2) = Ow + Ow = Ow. Logo,
(vi+V2) € N(T). Portanto, o nucleo é fechado para a soma.
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Sejama € R ev e N(T). Isto & T(v) = Ow, entao
T(av)=aT(v)=a0y=0y. Logo,(av) € N(T), o que mostra
gue o nucleo é fechado para o produto por escalar.

Teorema 20.2.

SejamV e W espacos vetoriais € : V — W uma transfor-
macao linear. A imagem dE & subespaco vetorial &.

Demonstraéo
A imagem deT nao é vazia, poisp € a imagem de\Q

Sejamw;, W, vetores na imagem dE. Isso significa que e-
xistem vetoresv; e v, em V, tais que T(vi1) = wy e
T(v2) = wo. Entdo o vetorw; +ws) pertence a imagem de
T, pois & aimagem do vetov, + v»). De fato, temos:

T(vi+Vvo) =T(vy) +t(V2) =Wy +Wo.

Finalmente, sejamxr € R ew € Im(T). Isto &, existesr € V
tal queT(v) =w. Entdo, comadl (av) = aT(v) = aw, temos
que(aw) € Im(T).

Uma vez provado que o nlcleo e a imagem sao subespacos
vetoriais, o proximo passo & determinar a dimensao e abia
base para cada urk.o que faremos nos exemplos seguintes.

[ Exemplo 20.7. |

Dada a transformac?o line@ir: R® — R3 dada por
T(X,y,Z) = (X+y,X— Z,y+Z) )

determine uma base e a dimensao de seu nicleo e de sua ima-
gem.

Vamos determinar o nicleo de Queremos encontrar 0s
vetores(x,y, z) deR? tais que

X+y=20
T(X,y,2) = (X+Yy,x—2Yy+2) =(0,0,0) =< x—z=0 |,
y+z=0
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cujo conjunto-solucao &

{(k —k k);ke R} = {k(1,—1,1);k e R}.

Logo, o nucleo d& é gerado pelo vetofl,—1,1). Entao
temos que diml(T) =1 eumabase dd(T) é{(1,—-1,1)}.

Vamos, agora, determinar a imagemTdeQueremos esta-
belecer as condi¢des que um veiab, c) deR® deve satisfazer
para que exista um vetor(x,y,z), em RS tal que
T(X,y,2) = (X+Yy,X—2zY+2z) = (a,b,c). Essa igualdade leva
a um sistema linear que, escalonado, fornece

X+y=a
y+z=a-b
O=a—-b-c

Para que existam solu¢des, devemosaterb —c =0, que &

a equacao que caracteriza os vetores da imageim deomo
a=Db+c um vetor da imagem pode ser escrito
(b+c,b,c) =b(1,1,0) +¢c(1,0,1). Logo, aimagem possui di-
mensao 2 e uma base para elg®1,0),(1,0,1)}.

Os dois proximos exemplos “invertem”o processo: vamos
determinar uma transformacao linear (ela nao sei@jiaipartir
do seu nlcleo ou de sua imagem.

[ Exemplo 20.8. |

Encontrar uma transformaco lindar R — R3, cuja ima-
gem é gerada pelos vetorgs2,3) e (1,1,1). Note que a escolha

. - dFT neste exemplo
Vimos, na aula passada, que uma transformacao linear fica,

. ao é de forma
completamente determinada se a conhecemos nos vetores e o
. . . .. alguma unica.
uma base de seu dominio. Consideremos, por simplicidade, a =~ .
A 3 . . Poderiamos, por
base candnica d&° e vamos determinar as imagens dos vetores

dessa base, pdr. ex:ﬂﬁ;ig
T(1,0,0) = (1,2,3) T(1,0,0) =
(1,1,1),
T(0,1,00=(1,1,1) T(0,1,0)=(1,1,1)
T(0,0,1) = (0,0,0) eT(0,0,1)=
(1,2,3).

Note que o terceiro vetor deve ser levado a um que forme,
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com os dois vetores dados no enunciado, um conjunto LD, uma
vez que a dimensdao da imagem é 2. Entao, como
(x,¥,2) = x(1,0,0) +y(0,1,0) +z(0,0,1), temos

T(x,y,2) = xT(1,0,0)+yT(0,1,0)+2T(0,0,1) =
= x(1,2,3)+y(1,1,1) +20,0,0) =
= (X+Y,2X+Y,3x+Y),

gue € a lei que define a transformadao

[ Exemplo 20.9. |

Encontrar uma transformacao lindarR3 — R3, cujo nicleo
é gerado pelos vetorés, 2,3) e (1,1,1).

Aqui, também, vamos definir uma transformacao linearaaum
base deR3, mas esta base deve conter os vetores dados. Isto
é, vamos completar o conjun{@l,2,3),(1,1,1)} para que se
torne uma base d&3. Para isso, devemos escolher um vetor
(x,y,2) tal que o conjunto{(1,2,3),(1,1,1),(x,y,2)} seja LI.

Em outras palavras, basta que seja um vetor tal que o determi-
nante formado pelas coordenadas dos trés vetores do tmnjun
seja diferente de zero. Isto é:

#0=2z# —X+2y.

X R
< PN
N P W

Podemos considerar, por exemplo, o vethi0,0). Temos,
entdo, uma base d&® em cujos vetores iremos definir a trans-
formacao:

T(1,2,3)=(0,0,0)
T(1,1,1)=(0,0,0)
T(1,0,0) = (1,0,0) (por exemplo)

Observe que a dimensao do nicleo € 2; logo, o terceiro veto
da base deve estar fora do nlcleo, ou seja, ter imagem f&o nu

Para finalizar, temos que escrever um vetor genéricRdo
como combinagao linear dos vetores da base considerada e,



fim, determinar a expressao e

at+b+c=x
(xy,2) = a(1,2,3)+b(1,1,1)+c(1,0,0)={ 2a+b=y
3a+b=1z

= a=-y+zb=3y—-2zc=x—-2y+z
Logo,

T(x,y,z) =aT(1,2,3)+bT(1,1,1)+cT(1,0,0) =
= (—-y+2)(0,0,0) + (3y—22)(0,0,0)+
+(x—2y+2)(1,0,0)

Assim, uma possivel resposta &, y,z) = (x—2y+2z,0,0).

Resumo

Nesta aula definimos o nlucleo e a imagem de uma
transformacao lineaf. Vimos que ambos sao subespacos
vetoriais: o ndcleo, do dominio de e a imagem, do con-
tradominio deT. Os exemplos visaram ajudar na assimilacao
da técnica para caracterizar o nucleo e a imagem, determi-
nar suas dimensdes e encontrar uma base para cada. Na
proxima aula veremos um resultado importante que relacion
as dimensdes do nlcleo, da imagem e do dominio de uma
transformacao linear.

Exercicio 20.1.

1. Verifique se o vetov € V pertence ao nucleo da transfor-
macao lineafl :V — W, em cada caso:

(@ V=R W=R?% T(xy)=(X+y—2z3y+2);

v=(4,-1,3)
(b) V=R% W=R% T(Xy)=(X+y—23y+2);
v=(1,-1,2)
() V=My([R); W=R;
T < a1 2 ) = a11+ag2+ 2ap1 + 2apy;
dp1 Az
L_[1 -3
|5 2
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d) V=My(R); W=R;

a1 a
12 — g1 +ag0+ 2801 + 2a0;
dp1 app

v—{a H

2. SejaT : P — P; a transformacao linear definida por
T(p(t)) =tp(t). Quais dos seguintes vetores estao na i-
magem ddg ?

(a) t?
(b) O
(c)t+1
(d) t*—
3. Determine a dimensao e uma base do nlcleo, a dimensao e

uma base da imagem da transformac?o lifedk® — R?
dada por

T(X,y,Z) = (y—ZZ,X—y—Z>.

4. SejaT a transformacao linear definida elh, tal que

T(v) = Ay, parav € My, ondeA = { _i g . Determine

a dimensao e encontre uma base da imagem, determine a
dimensao e encontre uma base do nlcle®.de

5. Atransformacad : P; — P, que associa cada polindmio
p(t) ao polindbmio obtido pela derivacdo, isto é:
T(p(t)) = p(t), € linear. Descreva o nucleo de

6. Encontre uma transformacao lindar R® — R* cuja i-
magem seja gerada pelos vetoie®, 2,3) e (1,0, —1,5).

7. Encontre uma transformacao lindarR® — R? cujo nlicleo
seja gerado pelo vetot, 0, 3).

RESPOSTAS DOSEXERCICIOS

1. (a) pertence
(b) nao pertence
(c) nao pertence
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(d) pertence
. a); b); d)

. dimN(T)=1;umabasedN(T): {(3,2,1)} (Hainfinitas
bases.)

dimIm(T) =2 (Im(T) = R?); uma base de

Im(T) : {(1,0),(0,1)} (H& infinitas bases.)

1,
00 - ) .
. N(T):{( 0 0>},d|mN(T):O,Im(T):M2, uma
base para a imagem de

{5050 (28)(5 D)}

. O nlcleo d& & formado pelos polindmios constantes de

Ps.
. Ha infinitas solucgdes.

. Ha infinitas solucgdes.
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Aula 2 1

TEOREMA DO NUCLEO
E DA | MAGEM

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

apresentar o teorema daaieo e da imagem, al-
gumas conseduncias e exemplos.
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TEOREMA DO NUCLEO E DA | MAGEM

Na aula passada, vimos que, BeV — W & uma transfor-
macao linear, o nlcleN(T) & um subespaco vetorial tkee a
imagemim(T) & um subespaco vetorial Ueé.

Nesta aula apresentaremos o teorema do ndcleo e da ima-
gem, que relaciona as dimensaotleN(T) e Im(T).

Teorema 21.1.

SejamV e W espacos vetoriais de dimewnsao finita. Seja
T:V — W uma transformacao linear, entao

dimV =dimN(T) 4+ dimIm(T) .

Demonstraéo

Sejap=dimIm(T) eq=dimN(T). Sejam{vy,...,vq} uma
base deN(T) e {wy,Wo,...,wp} uma base dem(T).

Existem{ug,...,up} CV tais que
Wi =T (ug),Wo =T(U2),...,wp=T(up).
Vamos mostrar que o0 conjunto
{Vv1,...,vg,U1,...,Up}
€ uma base d¢, o que demonstra o teorema, pois entao temos
dimV =q+ p=dimN(T)+dimIm(T) .
Vamos iniciar provando que o conjurftay, . .., Vg, Uz, ..., Up}
e LI. Suponha que
aiui+---+apup+Prvi+---+Bgvg=0 (1),
onde ox0’s e3”s sao escalares. Aplicando o operdatotemos
aiT(up)+---+apT (Up) +PB1T (V1) +- -+ B4T (Vq) =T(0)=0.

ComoT(u)=w,i=1,...,peT(v)=0,i=1,...,q, resulta



que
AWy +---+apWp =0.

Mas{wi,...,wp} &€ um conjunto L.I. (sendo base be(T)),
portantoa; = - -- = ap = 0. Substituindo na equagcéb), resulta

Bivi+---+Bgvg=0.

Como{vy,...,Vq} € umabase dd¥(T), entdo & um conjunto L1,
o que implicaenf; =--- = By =0.

Concluimos quégvy,...,Vqg,Ug,...,Up} € LI.

Vamos agora mostrar que esse conjunto §er&ejav € V
um vetor qualquer. Comb(v) € Im(T), entdo existem escalares
ai,...,0ptais que

T(V)=awi+...+apWp=0a1T(Uy) +...+apT (up) .
Podemos escrever esta equacao como

T(v—oguy—...—apup) =0=v—aqu; —... —apup € N(T) .

Como{vy,...,vq} € uma base dBI(T), existempy,...,Bq
tais que

V—0Ogup—...— OpUp = Bvi+... 4+ BgVq ,
ou seja

Isto mostra qugvs, .. .,Vqg,Ug,...,Up} gera o espacy.

CQD

[ Exemplo21.1. |

A projecao ortogonal sobre o eixo-x & a transformacao
T: R? — R? dada poiT (x,y) = (x,0).
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(x,y)

(x,0)

Figura 21.1: Projecao ortogonal sobre o eixo-x.

Temos que o nicleo de é formado pelo$x, y) tais que
T(xy) = (x,0) = (0,0) = x=0.

Ou seja,N(T) = {(0,y)} que & gerado pof(0,1)}. Portanto
dimN(T) = 1.

A imagem deT &
ImT =T(xy) = (x,0),
que & um espaco gerado dao,1)}. Portanto, dinm(T) = 1.

Os valores de difT) e Im(T) confirmam o teorema do nU-
cleo e da imagem, pois

2 =dimR? = dimN(T) +-dimIim(T) =14+ 1=2.

([ Exemplo21.2. |

A transformac?o lineaf : R?2 — R3 dada por

T(X7y> = (X+yax_yax_2y> .

Vimos, no Exemplo 20.2 da Aula 20, qdET) = {(0,0)}.
Portanto,
dimR? = dimN(T) +dim Im(T) = 2= 0+dim Im(T)
=dimIm(T)=2.
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Para confirmar isto, vamos calculdm(T). Seja
(a,b,c) € Im(T). Entao

Xx+y=a
T(X,y):(X+y,x—y,x—2y):(a,b,0):> X_y:b
X—2y=c

Reduzindo este sistema, obtemos

([ Exemplo 21.3. |

No Exemplo 20.3, da Aula 20, vimos que a transformacao
linearT : R* — R® dada por

T(XY,zt) = (2X, X+ 2y —ZX— Y+ Z+1)

tem ncledN(T) ={0,k, 2k, —k)} que & gerado pdn0, 1,2, —1}.
Portanto dinN(t) = 1. Aplicando o teorema do nicleo e da i-
magem, obtemos

dimR* = dimN(T) +dimIm(T) = dimIm(T) =4—1=3.

De fato, sga,b,c) € Im(T) ent&o,

2X=a
(2¢,Xx+2y—z,x—y+z+t)=(a,b,c) =< x+2y—z=b
X—y+z+t=c

Nao é dificil verificar que este sistema tem solucaaaral-
quer valor d€a, b, c), o que demonstra que dim(T) = 3.

Na proxima secao veremos algumas aplicacdes do t@orem
gue acabamos de provar para transformacoes injetordse so
jetoras.
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TRANSFORMAG OES INJETORAS E
SOBREJETORAS

Vamos recordar algumas definicdes. Uma transformacao
T:V — W é sobrejetora quandon(T) =W. Comolm(T) é
subespaco d¢/, entdao, s&V tem dimensao finita, temos gie
é sobrejetora quando dim(T) = dimW.

Uma transformacao € injetora quando

T(vi)=T(v2)=>Vvi=Vo=>V;—V=0.

No caso de transformacdes lineares, podemos dar outra ca-
racterizagao.

Proposicao 21.2.

Uma transformacao linedr € injetora se, e somente se, vale
0 seguinte
T(v)=0=v=0.

Demonstraéo

SeT é injetora, entao claramente vale a propriedade acima,
poisT (v) =0eT(0) =0implicav= 0 pela propriedade injetiva.

Se vale a propriedade acima, temos que

Tvi)=T(Vv2)=T(v1—W)=0=Vvi—Vo=0=Vvi =V>.

CQD

Assim, entre as tranformacoes lineares, as injetoaagpde-
las em que apenas o vetor nulo & levado no vetor nulo, iEté &
injetora quanddN(T) = {0y }.

Resumindo, em termos dos subespdgud ) eN(T), temos
0 seguinte:

e T & sobrejetora quanden(T) =W.

e T éinjetora quanddl(T) = {0y}.
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Vamos agora provar uma conseguéncia muito interessante
do teorema do nlcleo e da imagem.

Teorema 21.3.

Uma transformacao linear entre espacos vetoriais denanes
dimensao finita € injetora se, e somente se, & sobrejetora

Demonstraéo

Isto & verdade porque, 36 V —W en=dimV = dimW,
entdo, como pelo teorema do ndcleo e da imagem,
n=dimN(T)+dimIm(T), temos

Em geral, s&J é
subespaco de&/ e
dimU = dimw
entadl =W.

N(T)={0v} < dimN(T)=0<dimIm(T)=n<Im(T) =W
A Ultima equivaléncia &€ consequéncia do fato de que

n=dimim(T) =dimW = Im(T) =W..

CQD

Uma caracteristica importante das transformacdesnase
bijetoras & que levam uma base em uma base. Mais precisa-
mente:

Teorema 21.4.

SejaT: V — W uma transformacao linear entre os espacgos
V eW. EntaoT € bijetora se, e somente §eleva uma base de
V em uma base d#.

Demonstraéo

Suponha qué& leve uma base d¢ em uma base dé&/. Seja
n = dmV e {v,---,vo} uma base deV. Entdo
{T(v1),---,T(vn)} € uma base d¢/, logoV eW tém a mesma
dimensam. Alem disso, sev € W entao existenar, - - - , ap tais
que

w=01T(v1)+---+anT(Vh) =T(0vi+---+0pvp) =>we ImT.
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Portanto,T & sobrejetora.

Pelo teorema anterior, conlo &€ uma transformacao linear
sobrejetora entre espacos de mesma dimensao, €réduije-
tora.

Suponha agora qué seja uma transformacao linear bije-
tora. Seja{vy,---,vn} uma base d¥. Queremos mostrar que
{T(v1), -+, T(vn)} € uma base d¢/.

Se existenu, - - - , ay, tais que

entao
T(avi+---+apvy) =0.

ComoT é injetora entao
aivVi+---+apva=0.

Jaque{vy, -,V } ébase, entdaa; =--- = a, =0, 0 que mostra
que{T(v1), -+, T(Vn)} &um conjunto L.I.

Resta apenas mostrdi (v1),---,T(vn)} geraW. Seja
weW. ComoT é sobrejetora, entao existec V tal que
T(v) =w. Como{vy,---,Vh} € uma base d¥, entdo existem
ai,---,0ptais quev = aivi + - - - + apVvp. Portanto,

w=T(V)=T(avi+---+anvh) = a1T (V1) + -+ dnT(Vp) .

CQD

| SOMORFISMOS E AUTOMORFISMOS

Um isomorfismo dos espacos vetoNasmW & uma aplica-
cao linearT : V — W que € bijetora. Dizemos que dois espacos
vetoriaisvV eW saoisomorfogguando existe algum isomorfismo
T:V—>W.

Vimos, no Teorema 21.4, que, $e& um isomorfismo entre
V eW, entaoT leva uma base d¢ em uma base d&/. Con-
sequentement®, e W tém a mesma dimensao. Isto &, espacos
vetoriais isomorfos tém a mesma dimensao.



Um isomorfismadrl : V — V & chamad@automorfismaleV.

([ Exemplo21.4. |

1. O operador identidade V — V & um automorfismo de
V, para qualquer espaco vetonal

2. O operadol : R? — Pi(R) dado poiT (Xq,X2) = X1 + XoX
& um isomorfismo d&2 no espacd; (R) dos polindmios
de grau menor ou igual a 1 e coeficientes reais.

A verificacao de qué é linear e & bijetora & muito simples
e sera deixada como exercicios.

Resumo

O resultado mais importante desta aula & o teorema domUcle
e daimagem (Teorema 21.1).

Provamos, como consequéncia do Teorema 21.1, que uma
transformacao entre espacos de mesma dimensao érinjet
se, e somente se, & sobrejetora.

Provamos tambem que as transformacoes lineares bgetora
sao caracterizadas pela propriedade de levarem base em bas

Exercicio 21.1.

1. SejaT: R® — R? a transformac&o linear definida por
T(X,y,Z) = (X+y72X_Z)'

a. Determine o nlcleo dE.
b. Determine a imagem de

2. SejaT: R® — R3 a transformac&o linear dada por
T(xY,2) = (x,y,0).

a. Determine o nlcleo dE.
b. Determine a imagem de.

3. Mostre que a aplicaczo linear R3 — R3 dada por
T(X,Y.2) = (X+2Y+zZX+22)

& um automorfismo d&3.
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4. Determine uma aplicaczo linebr R® — R4 tal quelmT
seja o espaco gerado pgr, 1,0,1),(2,0,1,1)}.

5. Determine uma transformacao linébr R® — R? cujo
nlcleo seja gerado p¢(1,0,1)}.

6. Mostre que a transformacao lin€ar R3 — P»(R) dada
por T (X1, X2, X3) = X1 4+ X2 X + X3X? & um isomorfismo.

7. Prove que o espad®? & isomorfo ao espaco

U={(xy,2 eR®|z=0}.

RESPOSTAS DOSEXERCICIOS

1. a.N(T)éoespacgo gerado péfl,—1,2)}.
b. ImT = R2.

2. a.N(T)éoespaco gerado p6(0,0,1)}.
b. ImT & o espaco gerado pé(1,0,0),(0,1,0)}.

3. Vamos determinad(T).

Xx+z = 0
T(X,y,Z):(0,0,0):> Yy+z = 0 :>X:y:Z:O
X+2z = 0

PortantoT & transformacao linear injetora entre espacos
de mesma dimensao, o que implica que & bijetora.

4. Partindo da basg(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, base cand-
nica doR3, vamos definir uma transformaco linear por
(1,0,0) - (1,1,0,1) (0,1,0) — (2,0,1,1)

(0,0,1) — (0,0,0,0)

A transformacao é

= x(1,1,0,1) +y(2,0,1,1) 4+ 2(0,0,0,0)
= (X+2y,%Y,X+Y) .

5. Vamos iniciar determinando uma baseRfeque inclua o
vetor(1,0,1). Por exemplo{(1,0,0),(0,1,0),(1,0,1)} &
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base d&R? (verifique!). Agora definimos uma transforma-
cao linear por

(1,0,0) = (1,0) (0,1,0)— (0,1) (1,0,1) — (0,0).
Um vetor(x,y,z) se escreve nesta base como
(x,¥,2) = (x—2)(1,0,0) +y(1,0,0) +2(1,0,1)
Portanto,
T(XY,2) = (x—2)(1,0) +y(1,0) +2(0,0) = (x—2z2)y) .

. Como dinR® = dimP,(R) = 3, basta mostrar quE & in-
jetora (ou quél’ é sobrejetora).

T (X1, %2, X3) = 0= Xg +XoX +XaX2 =0= X1 =Xp =X3 =0

7. Um isomorfismo & dado pdr(x,y) = (x,Y,0).
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Aula 2 2

REPRESENTACAO MATRICIAL
DE UMA TRANSFORMAC AO LINEAR

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

determinar a representagmatricial de uma transformaag
linear;

determinar uma transformag linear a partir de
sua representag matricial.
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REPRESENTACAO MATRICIAL DE UMA
TRANSFORMAGCAO LINEAR

Na Aula 18, vimos que toda transformacgao matricial édine
Num sentido inverso, mostraremos agora que toda transforma
cao linear entre espacos vetoriais de dimensao finmtatécial,
isto &, pode ser representada por uma matriz, de modo que sua
aplicacdo a um vetor do dominio se resuma a multiplicaa es

Na Aula 18,
dissemos que
fariamos isso na

Aula 23, mas . .
matriz pelo vetor. Veremos que os elementos dessa matriz de-

resolvemos . L

adiantar esse pendem das bases escolhidas, tanto para o dominio quaato pa

topicoll 0 contradominio, como obté-la e como aplica-la em egers’

A ideia:

DadosV eW, espacos vetoriais,e:V — W, linear, quere-
mos determinar uma matr que nos possibilite escrever:

T(V) =My,

paratodov e V.

Sejam:

V: espaco vetorial, de dimensap

W: espaco vetorial, de dimens#p

A= {v1,Vo,...,Vn}, base d&/;

B = {w1,Wy,...,wn}, base d&V;

T :V — W, uma transformacao linear,
veV.

Primeiramente, comoc V, eAé base d¥, podemos escre-
verv como combinacao linear dos vetoresAjasto €, existem
escalaresi1, oo, ..., 0y tais que

V=0a1V1+ ayVo + ... + OnVp. (1)

Usando (1) e a linearidade de podemos escrever:

T(v) = T(avi+0ovo+...+anp) =
= a1T(v)+ 02T (V2) +...+anT (Vn). (2)
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Cada vetofT (vi),i = 1,2, ...,n, presente enf2), pertence a
W; logo, pode ser expresso como combinacao linear dosegetor
da baseB. Ou seja, para cada vetqri =1,2,...,n, deA, exis-
tem escalareay;,ay, ..., amj tais que

T (Vi) = aiWy + agWa + ... + amiWm.

Detalhando mais, temos:
T(v1) = a71w1 + apaWo + ... + amaWm

T (Vo) = a1oWy + agoWo + ... + 8mpWin

T(Vn) = @1nW1 + agnWa + ... + amnWm

Substituindo essas expressoes(@mtemos:

T(v) = ai(agawi+axiwo + ... + amWm)
+0p(a12W1 + agoWa + ... + 8mpWm)
+...

+an(ainWi + agnWo + ... + ampWm) =

= (mag1+ azagz+ ...+ onain)Wp
+(01821+ Q2a22+ ... + Qndgn)Wo
+...

+(018m1 + 028n2 + ... + And@mn)Wm ~ (3)

O vetorT (v), por sua vez, esta eWl. Logo, pode ser escrito
em relacao a bad®, isto &, existem escalar@s, B, ..., Bm tais
que

T(V) = Biwi + BoWz + ... + BrWm.  (4)

Comparando as expressd8&s e (4), concluimos que:

Br = a1101+ 1202+ ... +&1nlin

B2 = ap101 + 82202+ ... + agnhn

Bm = 8m101+ ame02 + ... + 8mn0n

As igualdades acima podem ser representadas na seguinte
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forma matricial:

aj1 a2 ... ain ag By
a1 axp .. anx az B2
. . . . - . (5)
8mi @m2 ... amn an Bm

Observe que os vetores-coluna que aparecem nessa igual-
dade sdo os vetores-coordenadas dos vet@€sv), em relacéo
as base# e B, respectivamente. Representando a matrizn
por [T]a, podemos escrever a igualda@ na forma:

[TlasMa=[T(V)s

Dizemos que a matrifT |ag € amatriz de T (ou matriz as-
sociadaa T) em reldpas bases A e.B

OBTENDO A MATRIZ ASSOCIADA A UMA
TRANSFORMAGCAO LINEAR

Vocé nao tera que repetir todo esse procedimento paea obt
a matriz associada a uma transformacao linear. Primeingen
note que, se diM = n e dimW = m, entao a matriz associada a
uma transformacao linear deemW émx n e & tal que:

e a primeira coluna & formada pelos elementos do vetor-
coordenadas d& (v;) em relagdo a basB, ou seja, €
[T(v1)lB;

e a segunda coluna & formada pelos elementos do vetor-
coordenadas d& (v2) em relacado a basB, ou seja, €

[T(Vv2)]B;

e de modo geral, a i-ésima coluna da matriz &€ a imagem do
i-simo vetor da basa, escrito na basB.

Essa ideia esta ilustrada Ragura 22.1



[T]

|

T [TVl 5 [TVl

Figura 22.1: A matriz[T]ag, ondeA= {v1,V2,...,Vn}.

45 Quando as bases consideradas sao as candnicas, dizemos
que a matriz obtida &€ a matriz candnica da transformacao
linear. Além disso, quando lidamos com operadores li-
neares, ou seja, com transformacodes lineares em que o
dominio e o contradominio coincidem, se consideramos
uma Unica base para representar, tanto os vetores de en-
trada quanto suas imagens, podemos simplificar a notacao.
Por exemplo, sendd a base escolhida, representamos

[T]A,A por [T]A.

([ Exemplo22.1. |

Seja T : R? —» R® a transformacao linear dada por
T(XY) = (X+Y,2x,x— 3y). Vamos determinar a matriz associ-
ada aT, relatvamente as base8 = {(2,1),(—1,0)} e
B={(1,2,1),(0,1,1),(0,0,3)}.

Sabemos quéT|ag € do tipo 3x 2 e que cada coluna é a
imagem do respectivo vetor da baseescrita na basB. Vamos

|

proceder aos seguintes passos:

a. AplicarT aos vetores da bage

T(2,1) = (3,4,-1)

T(-1,0)=(-1,-2,-1)

b. Explicitar como a basB geraR?, isto &, determinar como
um vetor genérico d&2 se decompde como combinaczo

linear dos vetores de:

|
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a=x
(x,y,2)=a(1,2,1)+b(0,1,1)+¢(0,0,3) = ¢ b=y—2x .
c= X—:)gl—f—Z

Assim, o vetor-coordenada dr,y, z), em relacdo a base
X
B,é| y—2x
X—y+z
3

c. Obter os vetores-coordenadas dos vetores dodtem

3 -1
(3,4,-1)g=| -2 | e[(-1,-2,-1)]g=| O
_2 0

3

d. Escrever a matriz:

3 -1
Tlap=| -2 O
_% 0

No Exemplo 22.1, dada uma transformagao e fixadas duas
bases, obtivemos a matriz associada. No proximo exemplo se
guiremos o percurso inverso: vamos determinar a transfiama
a partir da matriz.

[ Exemplo22.2. |

SejamA = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,2)} e B = {(1,1),(2,0)},
bases, respectivamente, KiéeR?, e T : R® — R?, transforma-

cao linear com matriz associaflBja g = é % S} Vamos

determinar a transformacaq isto &, a expressao dgx,y, z),
para(x,y,z) € RS,

Pela definicao de matriz associada, temos que
T(1,1,0) = 1.(1,1) 4+ 0.(2,0) = (1,1)
T(0,1,0) =1.(1,1)+3.(2,0)= (7,1)
T(0,0,2) =2.(1,1)4+0.(2,0) = (2,2)

Agora, vamos escrevéx, y, z) € R3 em relacio a bask

(x,y,2) =a.(1,1,0) +b(0,1,0) +¢(0,0,2) = (a,a+b, 2c).
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Dai, temosa=x;b=y—xec= 3.

Entao,

T(xy2) = xT(LL,0)+(y-XT(0.10)+:T(0.0.2)

_ x(1,1)+(y—x)(7,1)+§(2,2)
= (—6x+7y+zy+72).

([ Exemplo22.3. |

Seja T o operador linear definido enP; tal que
T (a+bx+cx+dx®) = (2a+b) + (2b-+¢)x+ (2c+d)x? +2d 3.
Determine a matriz canonica de

A base candnica d &C = {1,x,x%,x3}. Vamos aplicaiT
em cada um dos vetores @e

T(1)=2= [T(1)c =

O OON

T(X)=14+2x=[T(X)]c =

oONPEF O

NEF, OO

Logo, [T]c =

OQOON
OQON PP
ONPEF, O
NEF—, OO
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Resumo

Nesta aula vimos como determinar a matriz associada a
uma transformacao linear. Essa matriz depende das bases
de saida e de chegada, fixadas. A representacao matricial
é privilegio das transformacdes lineares e possailén-

tre outras aplicacdes importantes, um tratamento camput
cional: armazenando a matriz, a propria transformagao |
near esta armazenada, pronta para ser aplicada a quantidad
de vezes que se fizer necessaria. Nas proximas aulas vere-
mos que, a medida que operamos com transformacoes line-
ares, operacdes analogas podem ser realizadas com as ma-
trizes dessas transformacoes.

Exercicio 22.1.

1. Determine a matrifT' |a g, sendor : R3 — R? a transfor-
macao linear definida pdr(x,y,z) = (2Xx+Yy—z X+ 2y),
A={(1,0,0),(2,-1,0),(0,1,1)} eB= {(—1,1),(0,1)}.

2. Determine o operador linedr, definido emR?, sabendo
que sua matriz em relacao a b#se {1,1),(1,2)} é

10
1 2|
3. Sejal :R3 — R?talque[T]ap = _i 2 _11

A=1{(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1)} eB={(~1,0),(0,~1)},
bases d®? e doRR?, respectivamente.

, sendo

a. Encontre a expressao Gé&x,y, z).
b. Determine o nicleo dE.

c. Determine a imagem de.

d. T & injetora?E sobrejetora?

4. SejaT a transformacao linear d&® em R? dada por
T(x,y,2) = (2x+y—2zx+ 2y). Fixadas as bases
A=1{(1,0,0),(2,—-1,0),(0,1,1)}eB={(-1,1),(0,1)},
de R® e R? respectivamente, e considerando
v=(1,2,0) € RS,

a. Dé o vetor-coordenadas dem relacao a bask
b. CalculeT (v).
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c. Determine o vetor-coordenadasTgv) em relacao

a baseB.
d. Obtenha a matrigl']|ag.

e. Calcule o vetor-coordenadas T@é/0 em relacao
baseB, usando a matriz obtida no item d) (ist
calcule[T]ag[V]a) € compare com o item c)).

5. A transformacao linedf : R? — R3 tem matriz

3 1
Tlag=|2 5],
1 -1

em relagdo as bases = {(—1,1),
B=1{(1,1,-1),(2,1,0),(3,0,1)}, doR3. Determine:

a. A expressao d&(x,y).
b. A matriz candnica dé&.

a
o é,

(1,0)}, do R?, e

6. SejamA={(1,-1),(0,2)} eB={(1,0,—-1),(0,1,2),(1,2,0)},

1 O
bases d®? eR3, respectivamente,[&]ap= | 1 1
0 -1

a. DetermindT.

10
b. Ache uma basé deR? tal que[T]ac=| 0 O
01

7. Considere o operador identidddeefinido emR?, isto &,
o operador linear tal que(x,y) = (x,y), para todo
(x,y) € R2. Considere as bases= {(1,1),(0,-1)} e

B={(2,-3),(—3,5)}, deR?. Encontre a matrifl |a g.

Autoavaliacao )

Basicamente, vimos duas técnicaditer e aplicar a matriz
associada a uma transformacao linear. Vocé deveréafas
miliarizado com os passos que levam a obtencao dess
triz e, além disso, ter sempre em mente que a m@tfigs SO
pode ser multiplicada por vetores representados nafas
gue o produto & a imagem do vetor, escrita em relacao 3
B. Caso vocé tenha alguma dlvida, entre em contato ¢
tutor da disciplina.

[a
a ma-

e
) base
om o
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RESPOSTAS DOSEXERCICIOS

1. [Tlag= [

2. T(X>y> =

3.

|

64 CEDERJ

-2 -3 0
3 3 2

2X, 2X+Y)
(Z_ 2y7 —X+ y)

o

T(xY,2) =
ImT = R?

. N(T) = [(1,1,2)] (subespago dB* gerado pelo ve-
tor (1,1, 2)).

T nao é injetoraT & sobrejetora.

] 5]
2
0
(4.5)
5
-2 -3 o]
3 32

d.

= (8x+ 18y,6x+ 11y, —2x — 4y)

EE

6 11
20 2x+y)

-2 -4
a.T(xy) = ,
(0,1,0), (-1,

b. C={(1,

8 -3
5 -2

(%
11), —1,2)}.



Aula 2 3 4

A ALGEBRA DAS TRANSFORMAG OES

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

operar algebricamente com as transforosa¢
neares;

reconhecer as analogia entre as opagagfetu-
adas com transformaes lineares e as efetuadas
com suas matrizes associadas;

reconhecer a estrutura de espaco vetorial no con-
junto das transforma@es lineares.
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A ALGEBRA DAS TRANSFORMAGOES

Na aula anterior, vimos que toda transformacao linear en-
tre espacos de dimensao finita sao matriciais. Por oatto, |
nas Aulas 2 e 3, do Médulo I, aprendemos a somar matrizes,
a multiplicar uma matriz por um nimero real e a multiplicar
duas matrizes. Pois bem: nesta aula, iremos unir os coaceito
de operacdes com matrizes e com transformacoes Imezae
triciais. Definiremos opera¢des que nos possibilita@abinar
transformacoes lineares, de modo a obter novas tranat@es
lineares. Veremos, também, que, com essas operacdes; 0 C
junto de todas as transformacodes lineares definidas daoise
espacos fixados €, ele proprio, um espaco vetorial.

ADICAO DE TRANSFORMAG OES L INEARES

SejamV e W espacos vetoriaisT : V - W, S:V - W
transformacdes lineares. Definimos a transformasggiimade
T e Scomo sendo:

(T+S: VoW
V= T(V)+ V)

Vamos mostrar que a soma de transformacdes lineares € uma
transformacao linear. Para isso, sejawme V, a € R. Entao

S(uU+Vv)=T(u+V)+SUu+v)=
u)+T (V) +S(u) +S(v) =T (u) +S(u) +T (V) +S(v) =
u) + (T +9)(v).

)(av) =T (av)+Sav)=aT(v)+aSv) =
=a[T(v)+S(v)]=a(T +)(v).

M ULTIPLICAC, AO DE UMA TRANSFORMAQAO
LINEAR POR UM NUMERO REAL

SejamV um espaco vetorial, : V — W, uma transformacao
linear ek € R. Definimos a transformac¢dwodutodek por T
como sendo:

(kT): VW
Vi KT(V)



Vamos mostrar que o produto de transformacao linear por
escalar € uma transformacao linear. Para isso, sejara V,
a € R. Entao

o (KT)(u+v)=KkT(u+Vv)=Kk(T(u)+T(v)) =
= KT (u) + kT (v) = (KT)(u) + (KT)(v).

o (KT)(av) = kT(av) = kaT(v) = a[kT(v)] = a(KT)(v).

Podemos afirmar o seguinte resultado:

SejamV eW espacos vetoriais. Com as operacdes de adicao
e multiplicacao por escalar vistas acima, o conjunto dasas
transformacodes lineares eemW formam um espaco veto-
rial. Representaremos esse espacoyfdrw). Alem disso, se
dimV =nedimW=m, temos quaimL(V,W) = mn No caso
particular deVv =W, o espaco vetorial de todos os operadores

. - - ’ V 2 d z
lineares definidos e sera representado pbfV). 0ce podera

encontrar uma
demonstracao
[ Exemplo 23.1. j desse resultado no
livro de Algebra
Blrear, de Seymour
Lipschutz, da
Colecao Schaum.

SejamT,S: R3 — R? as transformacdes lineares dadas b
T(XY,2) = (X+Yy,X—y+2) eS(X,y,2) = (X,y). Entao:

o (T+9(XY,2) =T(XY,2) +S(XY,2) = (2X+Y,X+2).

e (3T)(XY,2) = 3(X+Y,X—y+2) = (3x+3y,3x— 3y + 32).

e 2T - 55)(x,y,2) = 2(X +y,Xx =y + 2) — 5(x,y) =
= (—3Xx+ 2y, 2x— 7y + 22).

COMPOSIGCAO DE TANSFORMAG OES L INEARES

SejamV,U,W espacos vetoriais :V —-U eS: U —-W
transformacodes lineares. Definimos a transformagioposta
SoT como sendo:

SoT: VW
v Y(T(v))

A Figura 23.1lilustra essa ideia:
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T
y s
oy w S(T(v))

Figura 23.1: A transformagao composgn T.

Vamos mostrar que a composta de transformagoes lineares
€ uma transformacao linear. Para isso, sejame V, a € R.
Entao

e (SoT)(u+Vv)=9T(u+Vv)|=9T(U)+T(v)] =
=3(T(U)) +S(T(v)) = (SoT)(u) +(SoT)(v).

e (SoT)(av) = §T(av)) = SaT(v)] = agT(v)) =
=a(SoT)(v).

[ Exemplo 23.2. |

SejamT : R? — R3 tal queT(x,y) = (X+V,3x,x—2y) e
S:R3 — R* dada porS(x,y,z) = (X+Y,X—V,0,x+y+2). A
transformaczo compos8r T, deR? emR*, & dada por:

(SeT)(%,y) =S(T(xy)) = SX+V,3XX-2y)=
(4x+Yy,—2x+Y,0,5x—y).

ASs OPERACOES ANALOGAS COM AS MATRIZES
ASSOCIADAS

SenddvV eW espacos vetoriais de dimensao finita, vimos, na
Aula 22, que, fixadas bases &me emW, cada transformacao
linear definida entre esses espacgos esta associada a uriza ma
Ora, qual sera a matriz associada a soma de duas trangfmsa
lineares? E ao produto de uma transformacao linear porsdim e
calar? E a composta de duas transformacdes linearesPdenz
os calculos que levam a obten¢ao da matriz associadgaoios
as seguintes conclusdes:



e A matriz associada a soma de duas transformacoes linea-
res & a somadas matrizes associadas a essas transfesmaco

e A matriz associada ao produto de uma transformacao li-
near por um escalar & o produto da matriz associada a
transformacao pelo mesmo escalar.

e A matriz associada a composta de duas transformacdes
lineares € o produto (numa determinada ordem) das ma-
trizes associadas as transformacoes.

Mais formalmente, o que temos é:

e SeT e Ssao transformacdes lineares\demW; A & base
deV; B é base d&V, entdo
[T+Sa8=[T]las+[SaB

e SeT é transformacao linear d¢emW; A & base d¥; B
€ base d&V ek € R, entao

kT]ag=K[T]aB

e SeT é transformacao linear 4¢emU; Sé transformacao
linear deU emW; A é base d&, B € base d& eC € base
deW, entao

[SoT]ac =[SBc-[TlaB

( Exemplo 23.3. |

Vamos retomar as transformacdes do Exemplo 23.1:
T,S: R3 — R? dadas porT(x,y,z2) = (X+Yy,X—y+2) e
S(x,y,2) = (x,y). As matrizes candnicas dee Ssao:

SRR

Entdo (em cada caso, vocé pode obter a matriz diretamente e
comparar os resultados!!):

.[T+S]:[T]+[S]:{i : ﬂ
.[ST]:S[T]z[g - g}
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1
1

o [2T—59=2[T]-5[S :2{ 5

[-3 20
| 2 -7 2]

o)
o

| — |

=

o

o

| IS |
I

[ Exemplo 23.4. |

Consideremos, novamente, as transformacdes dadas no
Exemplo 23.2: T :R? - R3 e S: R® — R4 com
T(X,Y) = (X+Y,3X,X—2y) eS(X,Y,2) = (X+VY,X—V,0,X+Yy+2).
Vamos aplicar essas transformacdes aos vetores daschages
nicas dos espacos envolvidos:

T(1,0) = (1,3,1)
T(0,1) = (1,0,—2)
S(1,0,0) = (1,1,0,1)
S(0,1,0) = (1,—1,0,1)
S(0,0,1) = (0,0,0,1).

11 1 1o
Logo,[T]=]13 0] el[§=
1 _o 0O 00
1 11
Dai,
1oio| [ 1] |2 i
[SoT]=[9.[T] = 0 0ol i_(z) = 0 o
1 11 5 -1

[ Exemplo 23.5. |

Considere o operador linedr, definido emR? tal que
T(x,y) = (2x,x+ 3y). Representamos pdr a compostd o T.
Vamos determinar a matriz (candnica) Hea expressao d&?
e a matriz dér2.

ComoT(1,0)=(2,1) eT(0,1) = (0,3), temos
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2 0
m-13 3]
Agora,T?(x,y) = T(T(x,y)) = T(2X,x+3y) = (4x, 5x+9y).

Temos duas maneiras de obter a matriZ de

AULA E MODULO 1

1. Pela construcao da matriz associada:
T2(1,0) = (4,5)
T2(0,1) = (0,9)

4 0 ]

Logo, [T?] = [ 5 o

2. Usando o fato de que a matriz e T € o produto da
matriz deT por ela mesma:

m-mm-mre= 3 3] 2 3= 5 o]

como ja haviamos obtido.

Resumo

Nesta aula aprendemos a obter novas transformagoes line-
ares, através de operacdes algébricas e de compadica
transformacdes lineares. Vimos, também, como as ma-
trizes associadas das transformacoes lineares enaslaibs
operacdes se relacionam entre si. Nas proximas aulas es-
tudaremos, em detalhes, as principais transformacées li
neares geométricas (aquelas definidasRime emR3) e
exploraremos bastante a praticidade de se trabalhar com
composicao de transformacdes e suas matrizes asasciad

Exercicio 23.1.

1. SejanT eStransformacdes lineares Bé emR? definidas
porT(XayaZ) = (3X,y—Z) € S(X,y,Z) = (X_ Z,X+y+2)-
Encontre férmulas para as transformacdes S, 4T e
3T —2S

2. Sejam T : R2 - R® e S: R® —» R? dadas por
T(xy) = (5%,x—Y,3y) e S(X,Y,2) = (X+ 3z 2y — ). De-
duza formulas para as composgsl e To S,
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3. Na Aula 18, Exercicio 18.1, item 5, vocé descreveu, geo-

metricamente, o efeito de cada aplicacao dada, nos getore
deRR?. As transformagdes dadas foram:

nw-|§ 5] mw-|73 7]
w5 0] =g 8]

Faca uma descricdo geométrica do efeito da aplicdeao
cada transformaco linear abaixo, nos vetoreRde

a. TzoTq

b. TioT

C. T4qoTs

. SejamF e T operadores lineares ef®® definidos por

F(x,y) = (Y,X) eT(x,y) = (0,X). Estabele¢a formulas que
definam os operadorés+ T, 2F —3T eFoT.

. SejaC = {e;,ey,e3} a base candnica d&3. Seja

Te L(R3) 0 operador dado pof(e;) = e; T(e2) = €3
eT(e3) =ey.

a. Determin€l (x,y,z).

b. Mostre quer3=1.
(Obs.: T3=ToToT; | indica o operador identi-
dade.)

. Sejaml,F € L(V) tais queT oF = F o T. Mostre que:

a. (T+F)2=T24+2(ToF)+F?2
b. (T+F)o(T—F)=T?-F?2

. Dizemos que um operadbdre L(V) éidempotentguando

T2 =T. Dizemos que um operaddre L(V) & nilpotente
guandol " = 0 (operador nulo), para algum nimeroa-
tural.

Determine se os seguintes operadores lineares sao idem-
potentes, nilpotentes, ou nenhuma das duas coisas:

a. T € L(R? tal queT (x,y) = (0,X).

b. O operador derivacdd € L(P,).

c. T cL(R3tal queT(x,Y,2) = (—X, —Y, —2)



d. F € L(R? dado porF(x,y) = (x,0)
e. T € L(R3) tal queT(x,Y,2) = (z,X,y)
8. Desafio: Suponharl :V — U e S: U — W, transforma-
cOes lineares. Demonstre o seguinte:
a. SeT e Ssao injetoras, entd®o T € injetora.
b. SeT e Ssao sobrejetoras, entd@o T & sobrejetora.
c. SeSoT € injetora, entad é injetora.
d. SeSoT & sobrejetora, enté®é sobrejetora.

/Autoavaliacio N

Esta aula reuniu conceitos que voceé talvez ja conhegesse,
como soma e composicao de fungdes, e operacdes comn ma-
trizes. O interessante € reunir essas ideias e verificab com
as operacodes entre transformacodes lineares saogasaho
gue ocorre com as matrizes associadas. Além disso, o fato de
gue o conjunto das transformacoes lineares seja um @spag
vetorial nos da a visao de como poderiamos construirsjovo
espacos, num processo infinito: o préximo passo serida-gons
derar o conjunto das transformacoes lineares definidas|en
espacos de transformacoes lineares!! Se vocé tiveidsen
qualquer dificuldade na resolucao dos exercicios, ownga|c
preensao dos exemplos, peca ajuda ao tutor da disciplgia.
proximas duas aulas serao de aplicacao desses canasgito
\principais transformacdes geométricas. Y,

RESPOSTAS DOSEXERCICIOS

(T+9(X,y,2) = (4x—Z, X+ 2y)
(4T)(X= ya Z) = (12Xa 4y—4Z)
(3T —29)(x,Y,2) = (7x+2z,—2x+Yy—52)
(SoT)(X,y) = S(5%,x— Y, 3y) = (5x+ 9y, 2x — 5y).
(TOS)(X,y,Z) = T(X+3Z,2y—2) =
= (5x+ 15z, x—2y+ 4z 6y — 32).

3. a. Dilatagdo por um fator de 3 e rotagao, no sentido
anti-horario, de 180
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b. Dilatacao por um fator de 3/2.

c. Contracao por um fator de 1/2 e projecao sobre o
eixoy.

4. (F +T)(Xay) = (y72X>! (ZF - 3T)(X7y) = (Zy,—X);
(FoT)(xy) = (x0)

T(xY,2) = (zXY)

6. a. SejaveV. Entao
(T+F)2(v) = [(T+F)o(T+F)|(v
= (T+RAIT+F)V)]=
(T+R)[TW+FV)] =
= T[T(V)+F(V)]+
+F[T(V) +F (V)] =

(v
= (()) T(F(v) +F(T(V)+
+F(F(v) =

= (ToT)()+(T F)(V)+
+H(FoT)(V) + (FoF)(v).

ComoToF =FoT, temos:
(TH+F)?2(v) = (ToT)(V)+

+2(ToF)(V)+ (FoF)(v) =
= T2(V)+2(ToF)(v)+ '
+F2(v)

Como essa igualdade se verifica para qualyaey,

temos que

(T+F)2=T24+2(ToF)+F2

b. Sejave V.

[(T+F)o(T=F)v) = (T+F)(T-F)(V)]=
= (T+F)[T(v)—F(v)]=
= T(T(v)—F(v)+

+F(T(v) —F(v)) =

ComoToF =FoT, temos:
[(T+F)o(T=F)(v) = T(T(v))-F(F(v) =
= T?2(v)—F?(v).
Como essa igualdade se verifica para qualygev,
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temos que
(T+F)o(T—F)=T2-F2,
a. nilpotenteT? = 0)

. nilpotente (A derivada de ordem-1 de um polindmio
de grau menor ou igualraé o polindmio nulo.)

. idempotente

d. idempotente

. nenhuma das duas coisas

. Vamos supor que existamme v emV tais que(So
T)(u)=(SoT)(v). EntaoS(T (u)) = ST (v)). Como
Séinjetora,T(u) =T(v). ComoT & injetora,u= .
Logo, se(SoT)(u) = (SoT)(v), entdaou =v, o que
prova queSo T € injetora.

. Sejaw € W. ComoS é sobrejetora, existec U tal
queS(u) =w. ComoT é sobrejetora, existeemV
para o qual (v) =u. Assim,(SoT)(v) =S(T(v)) =
S(u) =w. Logo,So T & sobrejetora.

. Suponhamo$ nao injetora. Entao, existem vetores
distintos,v1, vz, emV, para os quaid (v1) = T(V2).
Assim, (So T)(v1) = S(T(v1)) = S(T(v2)) = (So
T)(v2); logo, So T nao € injetora, o que contraria
a nossa hipotese. Portaniog injetora.

. SeveV, entao(SoT)(V) = S(T(V)) € ImS Isto &, fLeTb;a_”EO: Lé“,”a
Im(SoT) C IMS Vamos supor qué nzo & sobre-' o0t - A= EE€

jetora. Entadm Sesta propriamente contida am sobrejetora quando
Im(f) =B. Logo,

, . iq quandof nao é
Logo, Im(So T) esta propriamente contida e. sobrejetora, sua

ﬁ\_ssilm, SOE hao & sobbrgjetora, O que Nega a nNossa ;... m
ipotese. LogoSé sobrejetora. subconjunto

proprio do
contradominidB.
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Aula 2 4 é

TRANSFORMAG OES ESPECIAIS NO R?

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

estudar alguns tipos de transforrias doR?:
rotag@o, reflexdo, escala e cisalhamento.
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TRANSFORMAGOES ESPECIAIS NO R?

Nesta aula estudaremos algumas transformagdes especiai
noR?. Vamos comecar pela transformacao de escala.

TRANSFORMAGAO DE ESCALA

Dado um escalak, a transformacad : R? — R? definida
por
T(x) = kx

€ chamaddransforma@o de escala Também chamamos esta
transformacao deontra@o quando 0< k < 1 e dedilatagao
quandok > 1.

Este tipo de transformacao mantém a direcao e sentado d
cada vetor d&2, multiplicando o médulo do vetor pelo escalar
k, como mostra a figura a seguir.

T(v)

T(w)

Figura 24.1: Transformag&o de escala.

Quando estudamos uma transformacao linear, muitas gezes
interessante observar sua acao sobre uma certa regjaran
Por exemplo, observar como ela transforma o quadradorimita

{(xy) eR?|0<x<1e0<y<1}
ou o circulo unitario

{(xy) eR?| P +y?*<1}.



Vejamos a acao da dilatacddx) = 1,5x nestes dois casos:

-
T

.
N

Figura 24.2 Agao deT (x) = 1,5x em um circulo.

Figura 24.3 Acao deT (x) = 1,5x em um quadrado.

CISALHAMENTO

Uma transformacéo de cisalhamento & uma transformnaca

T: R? - R?, dada pela matri ou pela matriz{ 1

1 0
0 1) k 1]
ondek & um nimero real nao-nulo.

A transformacao dada p({ré i;

ron-[ 45575

é chamadaisalhamento horizontaDbserve, na figura a seguir,

,isto é
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o efeito desta transformacao dada %ctl; 1 } sobre o quadrado

unitario.

TX,y)=(x+y,y)

T

Figura 24.4: Cisalhamento horizontal.

A transformacao dada p{rt g 1 , OU seja,

o[22 [5]- [

e chamadaisalhamento verticalObserve, na figura a seguir, o
efeito desta transformacao dada ;{oi (1) } sobre o quadrado

unitario.

T(x,y) = (X,x+y)

T

Figura 24.5: Cisalhamento horizontal.

Para mostrar que uma transformacao de cisalhamento leva o
guadrado unitario em um paralelogramo, basta notar que uma
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transformacao deste tipo leva segmentos de reta em segmen
tos de reta. A retax+ by = c & levada pela transformacao
T(x,y) = (X+Kky,y), por exemplo, na reta

a(x+ky)+by=c = ax+(ak+b)yy=c.

Alem disso, retas paralela+ by = ¢ e ax+ by = ¢’ sdo
claramente levadas em retas paralelas. Portanto, osesdo
guadrado unitario sao levados em vértices de um pagabaiwo.

ROTAGCAO NO PLANO

Sejav = (x,y) um vetor no plano. Suponha que este vetor
faca um anguld® com o eixox. SejaV = (X,y') o vetor obtido
rodandov de um angula, no sentido anti-horario, como mostra
a figura abaixo.

Figura 24.6. Rotagzo no plano.

Vamos determinar a transformagao linear que realizaaa rot
¢cao de um determinado angulo. Se um vettaz um angul®d
com o0 eixox, as coordenadas deste vetor sao
(||v|| cos8, ||v||senf), como mostra a figura abaixo.
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As formulas para o
COSSEeNo e 0 seno da
soma de dois

angulo sao
coja+b)=
cosacosh —
semserb e
serfa+b) =
seracosb +
serbcosa

82 CEDERJ

Iv||senf d— - - - - __ \Y}

Figura 24.7: Coordenadas do vetar

Portanto, podemos escrever

v=(xy) = (|[vl[cos8, ||v||send).

Observando quéV|| = ||v|| e queV faz um angulod + ¢
com o eixox, podemos escrever

V= (X.y) = ([vlcog6+ @), [[v|ser(f+@)).

Logo,
X =|v|cog0+ @) = |v|(cosOcosp— sendsenp)
= (|]v cos8) cosp — (|[v]| send) senp
= XCOSp—Yysenp
y =|v|sen®+¢@) = |v|(sendcosp+ coshsenp)
= (|lvllsenB) cosp+ (|[v] cosg) senp
= XSenp+ ycosy
Isto &
X | | xcosp—ysenp | | cosp —senp X
y | | xsenp+ycosp | | senp cosp y

Assim, a transformacao linear dada pela matriz
{ COSp —senp

1 tem, em termos geométricos, o efeito de fazer
senp cosp



uma rota¢ao, no sentido anti-horario, de um angulo

Aplicando a transformacao de rotacao de um anguéms
vetores(1,0) e (0,1), obtemos (observeRigura 24.8).

cosp —senp 1| | cosp e
senp Ccosp 0| | senp

AULA E MODULO 1

COSQp —seny 0| | —senp
senp Ccos 1| | cosp

_1(0.1)
(—seng,cosp) -~~~
d . (cosp, senp)

9
" ¢ (1,0 )

I
!
!

Figura 24.8 Rotagao de um angulp aplicada aos vetoré4,0) e (0,1).

[ Exemplo24.1. |

A matriz da transformacao linear que tem o efeito geoietetr
de uma rotacao de 45no sentido anti-horario & a matriz

_\/_51
2
\/— .

2

N

cos4d —send§ ]
sen48 cos4® |

SNEN

REFLEX OES

A transformacad (x,y) = (—x, —Y) & chamada reflexdo na
origem. Este nome & devido ao fato de que os poftgg e
(—x,—Yy) s@o simétricos em relacao & origem, isto &, a origem
e ponto médio do segmento de reta ligando estes dois pontos
Veja, na figura a seguir, a acao desta transformacao auirgdo
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unitario.

T(xY) = (=x,-Y)
/\

(x,y)

(x.7y)

Figura 24.9: Reflexao na origem.
A mediatriza um

segmentdABEé a
reta que é
perpendicular ao
segmentABe o
corta no ponto
médio.

Dois pontos sao ditos simétricos em relacao a uma retac
esta reta & a mediatriz do segmento que liga estes pontos.

A

Figura 24.1Q Os pontosA e B s&o simétricos em relagzo a reta

Uma transformacad & umareflexao na reta tr quando o
pontoT (X,y) & o simétrico, em relagaorado ponto(x,y). Al-
guns exemplos de reflexdes em relacao a retas sao osts=syui

1. A reflexdo no eixox e dada pela matri% é _q |)ou
seja, & dada pdF(x,y) = (x, —y). _
~ . 1 -1 0]

2. A reflexao no eixoy e dada pela matrl% o 1| o

seja, & dada por(x,y) = (—X,Y).
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3. Areflexao naretg= —x & dada pela matri% _01 _ol 1 !

ou seja, & dada pdr(x,y) = (=Y, —X).
As figuras a seguir ilustram estas trés reflexdes.

T(X!y) = (Xv_y)

N

Figura 24.11 Reflexao no eixa.

T(X!y) = (_va)

N

Figura 24.12 Reflexao no eixg.

T(X!y) = (_yv_x)

T (xy)
/

(=y,~x)

y=-x

Figura 24.13 Reflexao na reta= —x.
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PROJECAO

A projec@ode um pontdA sobre uma retaé um pontd® e r
tal queAP & perpendicular a reta.

Figura 24.14 Projecao do pontd sobre a reta.

A transformacao de projecao na retéeva cada ponto em
sua projecao na retg isto &, o pontdl (x,y) &€ a projecao do
ponto(x,y) na retar.

Sao exemplos de projecao:

1. A projecao sobre o eixoé dada pela matriy é 8 , ou
seja, & dada pdF(x,y) = (x,0). _
. L [0 0]

2. A projecao sobre o eixpé dada pela matriz 0o 1|09

seja, &€ dada par(x,y) = (0,y).

As figuras a seguir ilustram estas duas projecoes.
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T(xy) = (x,0)

T

Figura 24.15 Projegao no eixa.

T(xy) = (0.y)

T

Figura 24.16 Projecao no eixg.

Resumo

Nesta aula estudamos algumas transformacgdes lineares
T: R? — R? de especial importancia.

Outras transformacdes lineares podem ser construiglas p
composicao de duas ou mais das transformacdes apre-
sentadas nesta aula. Observe que a composicao de
transformacoes lineares & uma transformacao linear.

Exercicio 24.1.

1. Indique o efeito sobre o quadrado unitario das transderm
cOes dadas pelas seguintes matrizes:

AULA E MODULO 1
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o 2]

2. Determine a matriz da transformacao de rotacao de um
angulo de 48,

3. Determine a matriz da transformacao linear que leva a
uma reflexdo na origem seguida de uma rotac&o e 30

4. Determine a nlcleo da projecao sobre o &ixo

5. Determine a nicleo da transformaczo de rotacao fe 60
seguida de projecao sobre 0 exo

RESPOSTAS DOSEXERCICIOS

1. a. dilatacao
b. cisalhamento horizontal
c. cisalhamento vertical

2. Considerando a rotagcao no sentido anti-horario:

cos4® —sen48 @ —@
sen48 cos4® | @ @

|2 E [ 0] | % 3
1 B0 -1 1 _\3
2 2 2 2

4. Atransformacao é dada po(x,y) = (x,0). Logo,
N(T) = {(0,y) € R?}

5. A matriz candnica é obtida por
00] |3 2| 00
o1)lyp 5 [Tle sl
2 2

assim, a transformacao & dadapéx,y) = | O, Vaxty :

2

Logo,N(T) = {(x,y) € R?, y= —/3x}



Aula 2 5 4

TRANSFORMAG OES ESPECIAIS NO R®

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

ver alguns exemplos de transforrbag lineares
3
noR°.
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TRANSFORMAGOES ESPECIAIS NO R3

Ha muito mais transformacdes lineares basica&hdo que
noR?. Por exemplo, n®?, vimos as projecdes nos eixee .
Ja noR3 temos as projecdes nos trés eixos coordenados (eixos
X, Y € Z), mais as projecoes nos trés planos coordenados (planos
Xy, xzeyz). Em vez de fazer um estudo completo de todas essas
transformacdes lineares que poderiam ser consideragdasab,
veremos, nesta aula, uma série de exemplos de transfoesac
lineares ndR3.

([ Exemplo 25.1. |

Transformacoes de escala.

As transformacdes T: R® — RS, dadas por
T(X,Y¥,2) =A(X,y,2),ondeA € R,A > 0eA # 1, sdo chamadas
transformacoes de escala. Elas tém o efeito de dilagar (s1)
ou contrair (se 6< A < 1) um objeto ndR3,

([ Exemplo 25.2. |

Projecdes nos eixos coordenados.

A transformacad : R3 — RS, dada poiT (x,Y,z) = (x,0,0)
€ chamada projecao sobre o exx@s transformacdes dadas por
T(x,y,2) = (0,y,0) e T(x,y,2) = (0,0,2) séo as projecdes sobre
0S eixosy e z, respectivamente.

Figura 25.1: O segment@d\B' & a projec¢ao no eixwdo segmentéB.
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Vamos estudar agora alguns exemplos que envolvem ratacde

([ Exemplo 25.3. |

Determine a matriz da transformacao linear que tem ocefeit
geométrico de uma rotacao de’3m torno do eixa.

z
el
VT~
om0
o
\ |
v
\
PY
I
! I
! I
! I
! I
! I
o
; b/\ b’
—i= S
AR y
\ .
L Q
u
a/ - -

Figura 25.2 O pontoQ & obtido do pontd por rotacao de 30em torno
do eixoz

SejaP = (a, b, c) e sejaQ o ponto obtido por rotagao de 80
em torno do eixa. EntaoQ possui a mesma coordenada 2m
que o pontd®. Podemos escrev€ = (a,b/,c).

SejaP’ e Q' as projecdes dos pontése Q sobre o plano
cartesianxy. Entao,

P =(ab0) e Q=(d,b,0)
e temos qué&)’ & obtido deP’ por uma rotagao de 80

Lembrando que a rotacao de um ang@loo plano é dada
por
cosf —send
{ send cosf 1 ’

temos que

a] [cos30 —sen3@|[a] | -i|[a
b |~ | sen30@ cos3C@ b | ! § b |-
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Portanto,
V3 1
AR
c 0O 0 1 c
V3 1
- - T _2 O z - ~
Assim, a matriz % @ 0 | €amatriz datransformacgao
0O 0 1

linear rotacao de 30em torno do eixa.

Note que a rotacao em torno de uma reta qualquer passando
pela origem & uma transformacao linear, mas a rotagéomo
de uma reta quedopassa pela origemao & uma transformacao
linear. Basta notar que, neste Ultimo caso, a origem saréalh

para outro ponto que nao a propria origem.

, : z . .
A figura abaixo representa uma rotacao em torno doixo

7

Figura 25.3 Rotagao em torno do eixp

[ Exemplo 25.4. |

Calcule a matriz da transformacao linear obtida por uma
rotacao de 30em torno do eixa, seguido de uma rotagao de
45° em torno do eixqy e de uma dilatacao de um fatg®2.

Neste exemplo, temos uma transformacao composta, que € a
composicao de trés transformagoes.
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A primeira delas, rotacao de 86m torno do eixa, foi estu-

V3 1 g

2 2
dada no exemplo anterior. Vimos que tem ma riz2 @ 0

0O 0 1

Vamos agora calcular a matriz da segunda transformacao.

Uma rotacao em torno do eixopreserva a coordenagae
faz uma rotagao nas coordenada&s. A matriz de uma rotagao
no plano de 4%é

cosd —send | [cosd® —send8] | 2 2
sen@ cos® | | send8 cos4® | x/Ti @ :

Assim, a matriz da transformacao rotacao de &% torno
do eixoy é

V2 g 2
2 2
O 1 O
V2 g V2
2 2

Com relacao a terceira transformacao, a matriz deadie
de um fator de/2 &

V2 0 0
0 vV2 0
0 0 V2

Finalmente, a transformacao linear que € a compostasiest

trés transformacdes & dada pelo produto das trészest(ob-
serve a ordem):

(V2 0 07|%® o0 -¥|[L 1o
0 vV2 0 01 0 1 30
L 0 0 V2] | ¥ 0 ¥ 0 0 1
10 -17[¥% -1 o
= Jovz ol 4o

1 0 1 0 0 1
— | v2 6

2 2

V3 1 4

L 2 2

AULA E MODULO 1
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A molécula ao lado
é de uma proteina
chamada crambin,
encontradaem

algumas sementes.

Ela possui 327
atomos.
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APLICAG OES EM COMPUTAG AO GRAFICA

A computacao grafica € uma area da Matematica queastud
a representacao em um computador de imagens e movimentos.
E um campo que tem inimeras aplicacdes, que vao desde as
simulacdes de carros e avides em tlneis de vento ads<fei
especiais nos filmes de cinema e a modelagem molecular e rea-
lidade virtual.

Basicamente, uma imagem consiste em uma certa quanti-
dade de pontos e retas ou curvas ligando estes pontos esmuita
vezes, em informag¢des de como preencher a area limitada p
estas retas e curvas.

Quando o objeto é representado por segmentos de reta, algu-
mas transformacdes usuais em computacao grafica lsegm
mentos de retas em outros segmentos de reta. Varias destas
transformacgdes podem ser representadas por transfesbe
neares. Assim, a matematica envolvida nha computagicgr”
muitas vezes consiste na multiplicacao de matrizes sepre
tando transformacodes lineares por matrizes que refdssaeb-
jetos.

Figura 25.4: Modelagem da molécula de uma proteina.

COORDENADAS HOMOG ENEAS

Vimos anteriormente que a translacao nao & uma transfor
magcao linear. Isto cria uma dificuldade pois, 0 movimergo d



arrastar um objeto, por exemplo, que seria naturalmente uma
translacao, nao pode ser representado matematicapuarien
produto de matrizes.

Uma maneira de evitar este problema é utilizar coordenadas
homogéneas, que definiremos a seguir. Cada pony € R?
é identificado com o pont(x,y,1) € R3. Dizemos quéXx,y,1)
sao as coordenadas homogéneas do poqyo. Desta forma,
identificamos o plan®? com o plana = 1.

Nao podemos somar coordenadas homogéneas ou mukHiplica
las por escalar, pois, por exemple,(&,y, 1) = (2x,2y,2). Como
este Gltimo ponto nao tem-coordenada 1, foge a identificacao
que fizemos(,y) <> (x,y,1)).

De qualquer forma, a multiplicagdo de um pofioy, 1) por

uma matriz do tipo A0 , ondeA & uma matriz % 2, leva

01
a um ponto da form&x,y’,1), que pode ser identificado com
(X,y) € RZ.

Uma translacado da formg,y) — (x+a,y+b) nao & li-
near, logo nao pode ser escrita como produto por uma matriz
2 x 2. No entanto, em coordenadas homogéneas, esta mesma
translacao & descrita como

xy1) — (x+a,y+b1).

Esta transformacao pode ser calculada como produto de ma-
trizes na forma a sequir:

X+a 1 0 a X
y+b | =0 1 b y
1 0 01 1

Desta forma, descrevemos a translacao como produto de ma-
trizes.

Ha uma area da Matematica chamada Geometria Algébrica,
onde as coordenadas homogéneas tém um papel fundamental,
mas nao exatamente pela razao exposta acima. Nela, as coor
denadas homogéneas sao representadas pelo si(mbgloz),
ondex,y eznao podem ser todos nulos, e fazemos a identificacao

x:y:2)=(X:y:72)
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se existel # 0 tal que
x=AX,y=Ay,ez=A7Z.

O conjunto dos pontos dados por coordenadas homogéneos
e chamado Espaco Projetivo, que &, por assim dizer, G@spa
onde atua a geometria algébrica.

Resumo

Nesta aula vimos alguns exemplos de transformacoes linea
res noR3, em especial a rotagio em torno de um dos eixos
coordenados.

Tocamos, de uma forma muito inicial, o imenso campo das
aplicacbes dallgebra Linear, examinando um pouco da
representacao de objetos e seus movimentos.

Por fim, falamos um pouco das coordenadas homogéneas,
que tém uma aplicacao interessante na computacioayea

um papel fundamental na Geometria Algébrica.

Exercicio 25.1.

1. Determine as seguintes transformacoes lineares:
(a) Projecao sobre o eix
(b) Projecao sobre o plang,

2. Encontre a matriz da transformacao de rotacao dengéa
de 4%, em torno do eixc.

3. Encontre a tranformacao linear que tem o efeito de uma
rotacao de 30em torno do eixy, seguido de uma projecao
sobre o plangz

4. Determine a tranformacao que leva a uma rotacao e 30
em torno do eixa, seguida de uma rotacdo de®°38m

torno do eixoy.
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Aula 2 6 4

OPERADORES L INEARES |NVERSIVEIS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

identificar operadores lineares invisess;
obter o inverso de operadores lineares invets.
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Pré-requisito:
Aulas 4, 18 a 25.

OPERADORES L INEARES |NVERSIVEIS

Nesta aula iremos identificar operadores lineares inveagsi
O conceito & o mesmo de funcao inversa, vista em Matemati
elementar, e ja estudada em pré-calculo: uma fungaeesivel
guando existe uma outra que, composta com ela, resulta na fun
cao identidade. Vocé também ja estudou que uma ftudga-
versivel se, e somente se, € injetora e bijetora. Por dadim
na Aula 4, Moédulo 1, vimos o método de escalonamento para
inverter matrizes. Nesta aula, uniremos as duas idéiase@-ap
deremos a decidir se um operador linear € ou nao invémsjve
guando o for, obter a expressao e a matriz associada dalopera

E claro que as matrizes asiinear inverso.
sociadas a operadores line-

ares sao quadradas.

100 CEDERJ

Definicao 26.1.

Um operador linearT € L(V) & inverdvel se existe
TleL(v)talqueToT1=T"1oT =1 (operador identi-
dade definido env).

Na Aula 21, vimos o Teorema do nlcleo e daimagem, valido
em espacos vetoriais de dimensodes finitas. Recordando:

Dada uma transformacao linebr. V — W, tem-se

dimV=dimN(T)+dimIm(T).
Como consequéncias desse teorema, vimos, também, que:

i. T éinjetora se, e somente $§,T) = {oy }.
ii. T &sobrejetora se, e somentedémIm(T) = dimW.

iii. SedimV = dimW, entaoT & injetora se, e somente se, &
sobrejetora.

Podemos concluir, entao, que para que um operador linear
T € L(V) seja inversivel, é suficiente que seja injetor (ou sobre-
jetor). Em outras palavras: ou um operador € inversingt@r
e sobrejetor) ou nao & nem injetor, nem sobrejetor. Istasé,
duas condi¢Bes sao satisfeitas ou nenhuma da duasfeisati



Pela observacdo, acima, para decidir se um operador linear
€ ou nao inversivel, basta determinar o seu nicleo; pois

T éinversivel< N(T) = {oy }.

45 Um operador linear inversivel, definido no espaco vettoria
V, & chamado urautomorfismaleV.

([ Exemplo 26.1. |

Consideremos o operador linear definido Rhdado por
T(X, ¥, 2) = (x—Y, 2X, y+2z). O nlcleo deT & {(0, 0, 0)}.
Logo, T € injetor e, pelo que foi dito anteriormente, inversivel.
Vamos encontrar uma férmula pafal. Suponhamos que
T(x, Y, 2) =(a, b, c). EntaoT ~(a,b,c) = (x, y, 2). Isto é:

T(X Y, 2)= (XY, 2X, y+2) = (a, b, ¢).

Precisamos expressaly e zem funcao de, b e c:

X—y=a x=h/2
2x=b =< y=-a+b/2
y+z=c z=a—b/2+c

Logo, T~%(a,b,c) = (b/2,—a+b/2,a—b/2+c).

MATRIZ ASSOCIADA AO OPERADOR INVERSO

Suponhamos que o operadorV — V sejainversivel. Entao
existeT ! € L(V) tal que

ToTl=1. (1)

Sejam[T] e [T~1] as matrizes candnicas dee de seu ope-
rador inverso, respectivamente. Na Aula 23, vimos que aiznatr
associada a composta de duas transformacdes linearpsoé
duto das matrizes associadas as transformacoes. , frude-
mos escrever

ToT H=[TLITY. (2
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Como a matriz candnica do operador identidade € a identi-

A letra | indica tanto o dade, EI'T'(].), temos:

operador quanto a matriz
identidade.

ToT Y =1. (3

A expressad4) nos diz que:

e Se 0 operadof € inversivel, entdo sua matriz associada
também é inversivel.

e A matriz associada ao operador inversoldé a inversa
da matriz associadala

A partir disso, para verificar se um operador linear & in-

versivel, podemos verificar se sua matriz associada ésimed,

pelo método do escalonamento: se o procedimento for bem-
sucedido, alem de concluir que o operador & inversiaele]
remos a matriz do seu inverso. Caso contrario (a matrize&o
inversivel), o operador em questao nao sera invdrsive

Alem disso, se estivermos interessados apenas em saber se 0

operador & ou nao inversivel, sem a preocupacao de iz
formula para o seu inverso, podemos calcular o deternerdant
sua matriz associada, pois:
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O operador lineaf & inversivel se, e somente sket[T] # 0.

45 Como dito acima, estamos nos referindo, aqui, & matriz

candnica do operaddr. Veremos, na proxima aula, que

o determinante da matriz associada a um operador linear
€ uma constante, isto €, independe da base escolhida para
a representacao do operador. Pode-se, inclusive, fazer r
feréncia aadeterminante do operadot.ogo, 0S mesmos
resultados vistos nesta aula se aplicam as matrizds de
relativas a outras bases, que nao a canonica.



[ Exemplo 26.2. |

SejaT € L(R?) dado por
T(X,Y,2) = (3Xx—y+4z,x+ 22, 2x+ 3y — 52).

Vamos escrever sua matriz candnica e aplicar o método-de in
versao por escalonamento:

3 -1 4
1 0 2=

2

T =

w
|
ol

3 -1 41007

1 0 2010 7™ —

2 3-5|]001

1 0 2010

3 -1 4] 100/ Ly+Lpy—3L —
|2 3 5|00 1] Lg«Lg—2L4

(1 0 2|0 10]

0 -1-2]1-30|, 6 —
0 3 -9 |0 -21] 2 2

(10 2] 0 1 0]

01 2| -1 30 —
_0 3 -9 ’ 0 -2 1_ L3<—L3—3L2

(10 2| 0 10

01 2| -1 30 L —
0 0 —15 3 -11 1| Lz« ——L

L | 3¢ 153
10 2| 0 1 01 | L—2L,
012 -1 3 Y
|00 1] -1/5 11/15 -1/15| 27 2773
(1 0 0| 2/15 —7/15 2/15

0 10| —35 2315 2/15|.

|00 1] -1/5 11/15 -1/15

Logo, a matriZT]| & invertivel e

Lo 272
Tr=n| -9 23 2.
~3 11 -1
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Concluimos, entao, que o operadoe invertivel e

_ 2X—1y+2z —9x+23y+2z —3x+1ly—z
T 1(X’y’z):< 15 15 15 >

[ Exemplo 26.3. |

Vamos verificar se o operadof € L(R*) dado por
T(X,Y,zt) = (X+2y,y—2z—t,x+y+2zx+ 3z+t) & inversivel
e, caso seja, encontrar seu inverso.

12 0 O
Vamos aplicar & matrifT| = 2 i _21 _10 0 método de
10 3 1
inversao por escalonamento:
12 0 0] 1000
01-2-1]0100
11 1 0[0010| Lgelsg—Ly
10 3 1|0001 L4(—L4—L1
[ 1 2 0 0’ 1 00 0_ L1<—L1—2L2
R O 1-2-1| 0100 .
0 -1 1 0| -1 01 0| Lg+L3s+Ly
|0 -2 3 1| -1 00 1] La+La+2
(10 4 2| 1 -2 0 0]
R 01-2-1] 0 100
00 -1 -1 | -1 1 1 0| L3« —Ls
|00 -1 -1] -1 201
10 4 2| 1 -2 0 0 L+ L1—4L3
. 01-2-1| 0 1 00O L2<—L2+2L3_>
00 1 1| 1 -1-10
|00 -1 -1 ] -1 2 0 1] Lyg+Ls+Ls
(1 00 -2] -3 2 40
R 010 1] 2 -1 -20
oo1 1] 1 -1 -10}"
| 000 O] O 1 -11

Como a quarta linha se anulou, concluimos que a matriz nao
e inversivel. Logo, o operaddrnao € inversivel.

Uma outra propriedade importante dos operadores in@ssiv
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afirma que

Um operador Te L(V), inversvel, transforma base em ba
isto &: se Bé uma base de V, éu T(B) tamtemé base d
V.

[ Exemplo 26.4. |

SejaT o operador linear definido eR® tal queT (1, 1, 1) =
(1,0,0)),T(-2,1,0)=(0, —1,0)eT(1, 3,2)=(0, -1, 1).
Vamos verificar s@ € inversivel e, caso seja, determinar
Tx vy, 2).

Notemos, primeiramente, que 0 conjunto
B=1{(1,1,1),(~2,1,0),(1,3,2)} € umabase dB3. Assim,T esta
bem definido. Se aplicarmos o método do escalonamento a ma-
triz [T]g, obteremos, casb seja inversivel, a matriZ ~|g, mas
queremos a expressao el em relacio & base candnicae
e ainda nao sabemos como migrar de uma base para outra (ver-
emos como fazer isso, na proxima aula). Neste caso, erdao,
mos usar a definicao e a condicao de linearidade do opeirad
verso. Como vimos acima,(B) = {(1,0,0),(0,—1,0),(0,—1,1)}
também & base d&3. Vamos expressar um vetor,y, z), gené-
rico, deR3, em relacao a base(B):

(x,y,2) =a(1,0,0)+b(0,—-1,0)) +¢(0,—-1,1) =
X

a=Xx a
={ —b—c=y = (¢ b=-y—-2z.
c=z2 c=z

Assim, podemos escrever:
T_l(x7 V2 Z) = T_1<X(1a 07 0) + (_y_ Z) (Oa _17 0))+
+2(0,-1,1)) =

= XT_1(17 Oa 0) + (_y_ Z)T_l(oa _17 0)+
+zT7740,-1,1) =

=x(1,1,1)+(-y—2)(—2,1,0)+2(1,3,2) =
= (X+2y+ 3z, X— Y+ 2z X+ 22).
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Resumo

Nesta aula destacamos os operadores lineares que admitem
um inverso. Relacionamos diretamente a condi¢ao de in-
versibilidade dos operadores com a inversibilidade das ma-
trizes associadas a eles. Dado um operador linear, apren-
demos a descobrir se € ou nao inversivel — seja pela
determinacao de seu ndcleo, seja pelo calculo do determ
nante de uma sua matriz associada, ou ainda pela busca de
seu operador inverso, pela definicao ou pela tentativa-de i
versao de sua matriz associada.

Exercicio 26.1.

1. Verifique, em cada caso, se o operadiog L(V) & in-
versivel. Caso seja, encontre uma formula para o seu in-
Verso.

a.V=R? T(xYy)=(3x+5y,2x+ 3y).

b. V=R3 T(XV,2) = (X,2X—y+ 3z 4x+Yy+82).

c. V=R3 T(xy,2) = (6x+3y—4z, —4x+y— 6z x+
2y —5z).

2. Atransformacao linedf : R® — R® dada por
T(1,0,0) = (1,1,0),

T(0,1,0)=(0,0,1) e
T(0,0,1) = (1,-1,2)

€& um automorfismo?

3. Considere as seguintes transformacodes linearessplana
Ty1: reflexdao em torno da reta= x;
To: um cisalhamento horizontal de fator 2;

Ts: uma rotaczo de 9o sentido anti-horario.

a. Determine a expressao e a matriz da transformacao
linearT =TzoTr0Ty.



b. Determine a expressao e a matriz da transformacao
linear inversa dé .

4. Mostre que, se os operadores lineafes S sao inver-
siveis, entao o operador lineep Stambém € inversivel e
(Togt=stoT L

5. Mostre que a rotacao anti-horaria de um anduke um
operador inversivel erfR? e que seu inverso é a rotacio
horaria do mesmo angulo.

Autoavaliacao

Esta aula analisou as condi¢Oes para que um operadoar|linea
seja inversivel e como obter, caso exista, o operadorsayer
Caso vocé tenha sentido alguma dificuldade na resolugsio d
exercicios ou na compreensao dos exemplos, faca contato
com o tutor da disciplina.

RESPOSTAS DOSEXERCICIOS

1. a T7i(xy) = (—3x+5y,2x— 3y)
b, T-(xy.7) = (x, 4x—8y+ 3z —6x+y+z>‘

11 ’ 11
c. T ndo é inversivel

2. Sim. Pode-se verificar isso determinando o nucled de
ou escalonando sua matriz associada e mostrando que é

inversivel.
s am-mmm-| 2 5|5 ][] 5]-
{_; (H;T(x,y):(—x,Zery).

b. [T-Y =[T] = { - ﬂ e

T-1(x,y) = (—X,2x+Y). (Note queT 1 =T.)
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Aula 2 7 4

M UDANCA DE BASE

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

determinar a matriz de mudanca de uma base
para outra,

relacionar_ as matrizes asso_ciadas a uma trans-
formago linear, relativas a diferentes bases.
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M UDANGA DE BASE

Pré-requisitos: Nesta aula, vamos nos utilizar de um operador linear es-

Aulas 18 a 26. pecial — o operador identidade, para obter uma matriz gue ir’
funcionar como uma “tradutora” de uma base para outra, num
espaco vetorial. A ideia & poder migrar de uma para ousa,ba
relacionando as coordenadas de um mesmo vetor ou as matrizes
associadas a um mesmo operador linear.

Dado um espaco vetoridl, o operador identidadg, definido
emV, é trivialmente linear. Assim, dadas duas basesB, de
V, eveV, amatrizdd, em relagao as basd® B (representada
por[l]ap), € tal que

(Hag-Ma= Vs .

Como vimos, na Aula 22, essa matriz & construida de tal
forma que a i-ésima coluna é formada pelas coordenadas do i
eésimo vetor dé\, em relacao a bad

Como o operador identidade n&o altera o vetor, a Uniaa a¢”™
da multiplicacéo da matrid|a g pelo vetor-coordenadds) &
reescreve-lo em relacao a bdse

Definicao 27.1.

A matriz [I]ap & chamadamnatriz mudanga(ou matriz de
transicao) da baseA para a bas8.

O papel da matrifd |4 g € transformar as coordenadas de um
vetorv na baseél em coordenadas do mesmo vetora baseB.

[ Exemplo 27.1. |

EmR?, sejam as base= {(1,1),(0,2)} eB={(1,—1),(1,0)}.
Vamos construir a matrig |a g.

A matriz [I]ag € 2x 2; sua primeira coluna & o vetor-co-
ordenadas dg(1,1) = (1,1) em relacdo a bad® sua segunda
coluna & o vetor-coordenadas d®,2) = (0,2) em relagcdo a
baseB. Vamos, ent&o, descobrir como a b&sgeraR?, isto &,
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qual o vetor-coordenadas de um vetor genépicy), em relacao

a baseB: o
B _ at+b=x a=-y

(x,y) =a(l, 1)+b(1,0):>{ _a—y :>{ b=xty °

Logo, [(X,Y)]s = [ x:ryy ]

Usando essa formula, temos:
1.20e=| 73 |elo2a=| 3|

Logo, [I]ag = [ _; _g]

O operador identidade € inversivel; logo, a matriz mydanc
de base (que nada mais & do que uma matriz associada ao ope-
rador identidade) & inversivel: a inversa da matriz desigio
da baseA para a basB & a matriz de transicao da baBgara a
baseA, isto é:
[ag[llBa=1.

( Exemplo 27.2. |

Vamos obter a matriz mudanca da b&sgara a basd, do
Exemplo 27.1. Suas colunas sao os vetores-coordenades-dos
tores da basB, em relacao a bas® Vamos, entao, determinar
como um vetor genérico de? se escreve na bage

(x,y):a(1,1)+b(0,2)¢{ b:%x = [(X,Y)]a= { y—x }

1 1
Logo, [llga= { 1 1 ]
>

Entao, vemos que:

[l]A7B~[|]B7A:[_; _g}[_i _;}:{é (H:I.
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( Exemplo 27.3. |

Consideremos as basdse B do Exemplo 27.1. Seja
v = (3,4) € R?. Usando as formulas dos vetores-coordenadas
em relacao as basése B, ja obtidas, temos:

o[- 4]

2
Notemos que

i[5 2][3]-[ -

[ Exemplo 27.4. |

Consideremos, eniR?, as based = {(2,-1),(-1,1)} e
B={(1,0),(2,1)}. Sejave R?tal que[vlg = [ _i } Va-

mos obtelfv]a, usando a matriz de transicaoAlparaB, de dois
modos.

Primeiramente, aplicando o procedimento de construeao d
4 -3 1

matriz mudancga de base, obtenflds g = { 1 1

1° modo:

Sabemos qupy|g = [I]as-[Va. Sejalvja = { §2 } Entao:

BRI R

;s{ 4xp — 3yp =2 j{ Xa=—10

—Xa+ya=—4 ya=—14
Entao[vja = [ :ig 1
2° modo:

Vamos inverter a matrifd |4 g, por escalonamento, obtendo

pa= [ 1 ﬂ

Agora, temos:
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ua=leada=| 1 5]-] 5] 09

Javimos:

e Todo operador linear pode ser representado por uma ma-
triz, uma vez fixada uma base.

e Podemos “traduzir” o vetor-coordenadas de um vetor, de
uma base para outra.

A questao, agora, €: como mudar a representacao do-opera
dor, se escolhemos outra base, ou:

Como traduzir a matriz de representag; de um operador,
de uma base para outra?

A resposta €& dada pelo seguinte teorema:

Teorema 27.1.

SejamT € L(V), AeBbases d¥. Entao

[Hag-[Tla[llga=[T]s.

Demonstraéo

Sejav e V. Temos:

(Nap-[T]a-lllga) Me = ([1]ag-[Tla) ([l]BAlMB) =
= (a[Tla) VA=
= [l]ag([T]alV]a) =
= [lag([T(V)]a) =
=[T(v)]s.
Logo, [I]A B-[T]A-[I]B,A = [T]B.

CQD

A expressao envolvendo as matrizesTdeeferentes a duas
bases distintas € uma importante relacao definida naotm;
das matrizes quadradas de uma determinada ordem. A seguir,
definimos, formalmente, essa relagao.
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Definicao 27.2(Semelhanca de Matrizes)

SejamA,B € Mp(R). Dizemos queB & semelhante a A
quando existe uma matrz, emM,(R), inversivel, tal que

B=PlAP

Teorema 27.2.

Arelacao de semelhanca, definida Big(R), € uma relacao
de equivaléncia eivl(R).

Demonstraéo
i. A matriz| € Mp(R) & inversivel, com~1 =1. Como
A =1"1Al, temos queA & semelhante A e a relac@o de

semelhanca é reflexiva.

ii. SejamA,B e My(R), comB semelhante A. Ent&o existe
Q< Mn(R), inversivel, tal qud = Q~*AQ. Multiplicando
ambos os lados, a esquerda, QotemosQB = AQ. Mul-
tiplicando, agora, os dois lados p@r?, a direita, obte-
mos QBQ ! = A. SendoP = Q %, podemos escrever
A = P~1BP, ou sejaA & semelhante B e a relacao de
semelhanca & simétrica.

iii. SejamA,B,C € Mp(R), comB semelhante & eC seme-
lhante aB. Entao existem matriz&d e P, emM,(R), in-
versiveis, tais quB = Q- *AQeC = P~1BP. Substituindo
a expressao deB na segunda igualdade, temos
C=P }Q1AQP = (P-1Q 1)A(QP) = (QP) 1A(QP).
Como a matrizQP esta emM,(R) e é inversivel, con-
cluimos queC é semelhante A e a relacao de semelhanca
e transitiva.

De i., ii. e iii. concluimos que a relacao de semelha@ca ”
uma relacao de equivaléncia.

4 i, Devido ao Teorema 27.2, ¥ & semelhante &,
também podemos dizer qéeé semelhante B ou,
simplesmente, que as matriZee B sao semelhantes.



ii. SendoT € L(V), AeBbases d&/, as matrize$T |a
e [T]g sédo semelhantes.

iii Todas as representac0es matriciais do operador li-
nearT formam uma classe de equivaléncia de ma-
trizes semelhantes.

A relacao de semelhanca ainda implica uma igualdade de
determinantes, como prova o teorema a seguir.

Teorema 27.3.

Matrizes semelhantes possuem 0 mesmo determinante.

Demonstrago

SejamB, A € M (R) semelhantes. EntZ®= P~1AP, para
alguma matri? € M,(R), inversivel. Usando a propriedade do
determinante da matriz inversa, vista na Aula 5, podemas-esc
ver:

detB =det(P~1AP) =
—detPldetAdetP=
— (detP)~l.detAdetP=
— [(detP~L.detP.detA=
= l.detA=
=detA

Do Teorema 27.3, podemos concluir que todas as matrizes
gue representam um mesmo operador life®m o mesmo de-
terminante. Podemos, assim, defindl@erminante de um ope-
rador linear T, como sendo o determinante de qualquer matriz
associada &. Alem disso, a condi¢ao dE ser inversivel pode,
agora, ser dada na forma:

T éinversivek= det T=# 0.

45 Ha uma outra maneira de obtermos a matriz de mudanca
de base. Sendh, B,C bases do espaco vetoni4) vale a
igualdade:

[Hag=llce[lac
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Note que, na igualdade anterior, a b&éunciona como
uma “intermediaria”’entre a base iniciale a final,B. Pode-
mos adotar esse processo, supondo que a base intermédiaria
candnica. O exemplo a seguir ilustra como isso se da.

[ Exemplo 27.5. |

Vamos retomar as bases do Exemplo 27.1 e escrever as ma-
trizes de mudanca da ba&gara a candnica e da base candnica

para a basB. Temos:
Note que, para

. . 1 0],
construiramatriz =~ [l]ac = [ 1 2} ;
de transicao dé 11 1 9 L
para a canonica, — -1_ = a
basta escrever as [I]QB ([I]Bp) [ -1 0} [ 1 1 }
coordenadas dos Logo,
vetores da basé
como as colunas da

matriz. [lag=[llcs:[llac= { 2 _1} { 1 g} B { _; _2}

Resumo

Nesta aula estudamos uma matriz muito importante, que € a
gue possibilita mudar a base de representacao, tanto de um
vetor quanto de um operador linear. Com o contetido desta
aula, encerramos nosso curscoidgebra Linear I. A Aula 28

— a (ltima — constara de exercicios relativos a todo orsdgu
modulo, com resolucao ao final.

Exercicio 27.1.

1. EmRS3, considere as bases
A={(-3,0,-3),(—-3,2,-1),(1,—-6,—-1)} e
B= {(_65 _65 O)a (_27 _67 4)7 (—2, _35 7)}

i. Determine a matriz de transicao da bas@ara a
baseB.
ii. Calcule|v|a, dadov = (-5,8,-5).

iii. Escrevalv]g, usando a matriz obtida no item i.
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2. EmR?, sejam as base={(1,1),(1,-1)}, B={(2,1),(1,0)}
eC, a candnica. Obtenha as matrizgg a, [llzc e|llsa

101
3. Dada a matriz de transicddag= | 0 1 1 |, deter-
111
mine a bas®, sabendo qua = {(1,0,0),(0,1,0),(0,1,1)}

2 O -1
4. Dada a matriz de transi¢@loa g = 2 |, deter-
0
mine a basé, sabendo quB = {(1,1, o 1 1,1),(0,1,1)}.

5. A matriz de mudanca da bage- {1+t,1—t?} para uma

baseB, ambas dé%»(R), & [ 1 _f 1 DetermineB.

6. SendoB = {(1,0),(0,1)} e B = {(1,1),(2,1)} bases de
R2, determine:

I. a matriz de mudanca da baB’epara a baseg;

ii. [V]g, sabendo quév|g = [ ; 1

(Autoavaliacio )

Com esta aula, concluimos o contetdo desta disciplineg|Vo
devera estar familiarizado com a técnica de obtencaoale
trizes de transicao e com as aplicacdes dela em ei@sgic
A matriz de mudanca de base sera importante em aulas fu-
turas. Certifique-se de que apreendeu bem o conteltdo| desta
aula. Caso tenha qualquer davida, contate o tutor da disci-
plina. A proxima aula fecha o médulo e apresenta umajlista
de exercicios gerais sobre a teoria apresentada no segundo
modulo. Bom término de curso, boas férias e até as aelas d
\Algebra Linear I Ja
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RESPOSTAS DOSEXERCICIOS

3
—2
|
12 1/2

2. llca=([llac) = [ 12 —1/2 }; llsc= [ 1 01;

- |22 3]

~3/4 -17/12 2512 | i

0 2/3 —4/3

19/12
i [ 43/12]
4/3

[ 3/4 3/4 —5/12
.

3. Solugdo: SejaB = {vi,v,v3}. Pela definicdo da matriz de
transicao, os elementos da i-ésima coluna sao os cagisi da
combinacgao linear que representa o i-ésimo vetor dahase
relacdo a base B, isto é:

(1, 0, 0) =1vy +0vy +1v3
(0,1,0) = Ovy + 1vp + 1v3
{ (0, 1, 1)) =1vi+1vo+ 1vg

= B = {(Oa Oa 1)7 (_17 17 1)7 (17 07 _1)}
4. Soluggo: SendoA = {vi,Vv,,Vv3}, temos:
vi=2(1,1,0)+1(1,1,1) + 1(0,1,1) = (3,4,2)
V2 =0(1,1,0) +1(1,1,1)+3(0,1,1) = (1,4,4)
vs=—1(1,1,0)+2(1,1,1)+0(0,1,1) = (1,1,2)
5. B={(2/3+1/3-1t?/3,1/342t/3+12/3}

6. (a)[l]sf,B:H ﬂ (b)MB:{_g}
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EXERCICIOS DE REVISAO
DO MODULO 2

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

aplicar a teoria estudada noddulo 2 em exer-
cicios gerais.
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EXERCICIOS DE REVISAO
DO MODULO 2

Tente resolver 0s exercicios propostos nesta aula, aates d
consultar a resolucao, ao final da lista. Caso sinta alglifiia
culdade, recorra a aula relativa ao assunto, releia contgabe

e... tente de novo!

Exercicio 28.1.

1. Provao - MEC - 1998
Seja P a transformacdo dd&R® em RS, definida por
P(x,y,2) = (x,y,0). Se a imagem de uma retapor P,
€ um ponto, entao:

esta reta € paralela ®X

esta reta é paralela LY

esta reta & paralela ©Z

esta reta necessariamente contém a origem

® 20 T W

nao existe tal reta

2. Provao - MEC - 1998
Chama-se nuclede uma transformacao line@ro con-
junto dos pontos cuja imagem poré nula. O nlcleo da
transformacdo linearT : R® — R3 definida por
T(x,y,2) = (z, x—Y,—2), &€ 0 subespago d&3 gerado por:

a
b
C.
d
e

3. A seguir sdo dados operadores linearesRéne emR3.
Verifique quais sao inversiveis e, nos casos afirmativos,
determine uma formula pafier 1.

a. TeL(R?); T(xy) = (3x—4y,x+3y)
b. TeL(R?); T(xy) = (X+y,x—Y)
c. TEL(RY); T(xy,2) = (X+2zX+Y,2x+y+2)
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d TeL(R®;, T(XY,2 =(XX-ZX—y—2)

4. Seja o operaddf : R® — R definido pela matriz

1 01
3 -2 1
0O -10

a. Mostre qud & um isomorfismo. : o
Um isomorfismo &

b. Determine a lei que define o operador’. uma transformacao
c. Encontre o vetor € R3tal queT (v) = (—1,-5,-3)  linearbietorae,
portanto,
inversivel.
5. Mostre que o operador linear, 3, com matriz candnica

1 2 3

2 3 4| nao éinversivel.

357

Determinev € R3 tal queT (v) = (2,3,5).

6. Dadag]l|ap = _; 3 eA=1{(1,2),(1,-1)}, deter-
mine a bas®.

7. Dadag]l|ag = _; 3 eB=1{(1,2),(1,-1)}, deter-
mine a basé\.

d

111
8. Se[llJap= | 2 3 1|, determine[v|a, sabendo que
4 9 1

[V]B = 3
5

9. Seja o operador linedr: R? — R? tal que
T(Xay) = (X+y,X—y)-
a. DetermindT|g, ondeB = {(1,2),(0,1)}.

b. Use a matriz encontrada em (a) para caldllé&v)|g,
dado v= (5,3).

10. Determine a matriz da transformacao linear plana que e
quivale a seguinte sequéncia de transformacoes:

a. uma rotacao anti-horaria dg2 rd, seguida de

AULA E MODULO 1
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b. uma contracao de fator 1/4, seguida de
c. uma reflexao em torno da reta- x, seguida de
d. um cisalhamento na direcipode um fator 3.
11. Seja a transformacao linekr R* — RS tal queT (e;)
(Oa 0, 1),T(€2) = (17 2, 1),T(€3) = (_27 1, _1> eT(e4)
D

(1,1,1), onde{e;, &5, €3,€4} € a base candnica dr¢.
termine:

e_

a. T(x,y,zt), para(x,y,zt) € R

b. Determine o nucleo dE.

c. Determine a imagem de.

d. Determineu € R*tal queT (u) = (1,0,1)

12. Sejam as transformaco®s: R* - R® e F : R® —» R?
dadas pof (x,y,z,t) = (x,t+2Yy) eF(X,Y,2) = (Xx—7 2y),
determine, em relacao a transforma€aoT :

a. O nacleo.
b. Aimagem.

c. A matriz de representacao.

13. Provao - MEC - 1998

A transformagadl : R> — R? & definida porT (x,y) =
(x+2y,y). A imagem, pofT, do quadrado representado
na figura acima é:

b) c)
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

d) e)

. DetermineT € L(R? tal queT(1,1) = (1,5) e T(1,2) =
(0,1).

SejanT : R® — R? eF : R?> — R as transformacdes line-
ares definidas por (x,y,z) = (z,x+y) eF(x,y) = 3x—V.
Determine uma formula para a transforma&aor .

Sejav = (x,y,zt) € R* Quais das aplicacdes abaixo si0
operadores lineares d&*?

a. T(x,y,zt)=(0,0,0,0)

b. T(x,y,zt)=(1,1,1,1)

c. T(x.y,zt)=(xy,zt)+(1,2,3,4)
d. T(x,y,zt) = (X+Yy,y—zx+t,z—t)

Representar graficamente a nety = x e a imagem de
pela transformaco linear d®? dada por
T(Xay) = (_X+yax+y)

Seja{e;, e, e3} a base candnica de® e T € R3 tal que
T(e1) =e; T(e) =e1+e3; T(e3) =ex+e3. Determine:

a. T(ep+e+e3)
b. T(2e; —3e;+€3)

1 -2 O
A matriz 3 -1 2| representa um operador li-
-1 0 -2
nearT € R3. Determine:
a. T(1,1,1)
b. T(x,y,2)
1 01 -
Dada a matri 10 de uma transformacao lineér

do R?, representar num grafico o veter= (2,3) e sua
imagem porT .
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RESOLUCAO DOS EXERCICIOS

1. A transformagao d&3 em R, definida porP(x,y,z) =
(x,y,0) & a projecao sobre o plang, paralela ao eixo
Oz Se aimagem de uma ratapor P, & um ponto, entao
€ porque essa reta € paralela ao €d@ A alternativa
correta é a letra (c.).

2. O nlcleo da transformaczo linebr. R® — R3 definida
por T(xy,z) = (zx —Yy,—2z), €& o0 conjunto
N(T) = {(xy,2 € R%T(xy,2 = (0,00} =
{(xy,2) € R (zx—y,—2) = (0,0,0)}. Isso nos leva ao

z=0
sistema linear homogénep x—y =0 , cuja solucao &
-z=0
{(x.x,0);x€ R} = {x(1,1,0);x € R} = [(1,1,0)]. Logo,
a alternativa correta € (d.).

3. Neste exercicio também poderiamos verificar se cen(cl
deT & ou nao o subespaco nulo.

a. [T]:ﬁ _g = det[T] =9+4=13#0=[T]
e inversivel. Logo, o operadar é inversivel e
Tyt |3 4 [ 3/13 413

N |1 3 | —1/13 3/13 |-
EntaoT ~1(x,y) = (3x/13+4y/13, —x/13+3y/13).
b.
1 1
[T]:[l _11 =det[T] = -1-1=

= —2#0= [T

é inversivel. Logo, o operadar é inversivel e

r-me- [ 3] -4 )

EntaoT ~1(x,y) = (X/2+Yy/2,x/2—y/2).
1 01
c.[T]=11 1 0| =det[T]=0=[T]| ndo é in-
211
versivel. Logo, o operaddr nao € inversivel.
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1 -1 -1
inversivel. Logo, o operaddr & inversivel 6T 1] =
[T]~L. Invertendo a matriZT], por escalonamento,

1 0 O
d. [T][l 0 1] =det[T|]=—-1#0=[T|é

1 0 O
obtemodT|™'1=|0 1 —-1].
1 -1 O

EntaoT 1(x,y,2) = (X,y— 2z x—Y).

1 01
4. a. det[S -2 1] =—2+#0=T éumisoformismo.

0 -10
b.
1 01]"
THY=mt=|3-21| =
|0 -1 0
[ -1/2 12 -1
= 0o 0 -1
3/2 -1/2 1

= TYxy,2) = (—x/2+32/2,x/2—2/2, ~x—y—2/2).

1 01 X -1
c. |3 -2 1 y| =] -5
0 -1 0 z -3
X+z=-1
=< X-2y+z2=-5 ==x=1y=3;z= -2

Logo,v=(1,3,-2).

12 3
5. det[ 2 3 4] = 0. Logo, T nao é inversivel.
7

35
Sejav = (x,Y,z) tal queT (v) = (2,3,5).
Entao
1 2 3 X 2 X+2y+3z=2
2 3 4 y|l=1|3|=4¢ 2X+3y+4z2=3 =V
3 57 z 5 3X+5y+7z2=5

pode ser qualquer vetor da forrflal — 2k, k), comk € R.
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6. SejaB = {v1,V>}. Entao

(1, 2) =—-1vi+2vw V1= (—5/13,—16/13)
{ (1,-1) =3vi+ 7V { vo = (4/13,5/13)
Logo,B = {(—5/13,—16/13),(4/13,5/13)}.

7. SejaA = {v1,V»}. Entao:
vi=-1(1,2)+2(1,-1) = (1,—-4)
vo =3(1,2)+7(1,—-1) = (10,—-1)
Logo,A={(1,—4),(10,-1)}.

HEN )
HE

—2
3
5

— 1 —3/2 1/2
3 —5/2 1/2]

= —4
| 11

9. a.T(1,2)=(3,-1); T(0,1)=(1,-1) (x,y)=a(1,2)+
b(0,1) =a=xeb=y—2x=

Do b-2l =12 1]

][ 2smre | 2]

b. Primeiramente, vamos obter as coordenadas=de
(5,3) emrelacao a bad® usando a formula ja obtida

A
3
5

no item anteriorjv|g = { _g } Entao

Te=meie = | 3 3| 3]~

il
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10.

11.

Rotacao anti-horaria de/2 rd: [ 2 _é ];

N . 1/4 0.
contracao de fator 1/4[ 0 1/4],

reflexao em torno da reta= x: [ 01 }

10

cisalhamento na dire¢do de um fator 3:{ ; (1) 1 :

A matriz procurada é:

el e ]Y ol
:[ééi —1/21‘

Seja a transformaco linebr R* — RS tal que

T(el) = (070a 1)’T(e2) = (17 Za 1)5T(e3) = (_27 15_1) €
T(e4) = (1,1,1), onde{e;, &, €3,64} & a base candnica de
R*. Determine:

a. T(X7y7zvt) = (y_22+t72y+z+t7x+y_z+t)
b. N(T) = {(x,y,zt) € R T(x,y,zt) = (0,0,0)} =

y—2z+t=0

2y+z+t=0 . O conjunto-solugdo desse sis-
X+y—z+t=0

tema e{(x,y,zt) € R x = —zy = -3zt = 5z}.

Dai, uma possivel maneira de caracterizar o nlcleo

deT & escrevendo

N(T) = {(—k —3k k,5k);k€ R} = [(—1,—3,1,5)].

Obs.: O veto(—1,—3,1,5) &€ um gerador do nlcleo
de T, mas qualquer outro multiplo desse vetor, ndo
nulo, também & gerador.

c. Pelo teorema do nlcleo e da imagem,
dimR* = dimN(T) + dimIm(T). No item (b.), vi-
mMos que o nlcleo d€ & gerado por apenas 1 vetor.
Logo,dimN(T) = 1. Dai,

4=1+dimImT) = dimIm(T) = 3,

ComoT esta definida dR* emR3, concluimos que
Im(T) = R3. (Isto &,T & sobrejetora.)
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d. Sejau= (x,y,zt). Entdo

Tu = TXYzt)=
= (y—2z4t,2y+z+t,Xx+y—z+t)=
y—2z+t=1
= (1,0,1)=< 2y+z+t=0
X+y—z+t=1

= u & qualquer vetor dR* da forma
(—k,—1—3k,k,2+5k k€ R.

12. Vamos obter a formula da compobtaT:
(FoT): R*— R?é& dada por

(FoT)(xy,2t) = F(T(XY,zt)=F(Xt+zy) =
= (X—y,2t+22).

a. N(FoT)={(x,y,zt) € R} (x—y,2t+22) = (0,0)}
Xx—y=0 ~
= o4 27—0 Entao

N(FoT) = {(xy,zt)e R x=yez=—t} =
{(X,x,—t,t);x,t € R} =
= {x(1,1,0,0)+1t(0,0,-1,1)} =
= [(1,1,0,0),[0,0,—1,1)].

b. Pelo teorema do nlcleo e da imagem, temos:
dimR* = dimN(F o T) +-dimIm(F o T). Pelo item
(b.),dimN(FoT) =2. Logo,dimimFoT) =2,
que é a dimens&o do contradominRr). Logo,
Im(FoT) = R? (isto &,F o T & sobrejetora.)

c. Como
(FoT)(1,0,0,0)=(1,0)
(FoT)(0,1,0,0)=(—1,0)
(FoT)(0,0,1,0) = (0,2)
(FoT)(0,0,0,1) = (0,2),

temosunFoT]:{é _é 2 21

13. A transformacao dada & um cisalhamento, na dirdgao
eixo x, de um fator 2. O grafico que espelha a imagem do
guadrado dado & o da letra (a.).
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14. Os vetoresl,1) e (1,2) formam um base dR?. Vamos
expressarx,y) nessa base:

(x,y)=a(1,1)+b(1,2) = {
Entao

T(xy) = T{(2=y)(L1)+(y—x)(1,2)) =
= (X=y)TALD+{Y—-xT(1,2)=
= (X=y)(1,5)+(y-x)(0,1)

= T(XY) = (2X—Y,9x—4y).

a+b=x a=2x—y
a+2b=y b=y-—x

15.

(FoT)(xy,2) = F(T(xY,2)=F(zx+y) =
32— (x+y)=—x-y+3z

16. Resposta: (a.), (d.)

17. a.

Ter+ex+e3) = T(e)+T(e)+T(es)=
= etet+et+e+e=
= e +26e+263.

b.

T(2e1 -3 +€&) = 2T(e)—3T(e)+T(ez3=
= 230 -3etete=
= —-3e1+3e—263.

18. a
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b.
1 -2 O X
T(xy,2)] = 3 -1 2|.|ly|=
| -1 0 -2 z
[ X— 2y
= X—-y+2z
—X—2z

= ‘I:(x,y,z) = (X—2y,3x—y+2z,—x— 22).
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