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Aula 1 9 4

OPERADORES ORTOGONAIS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o conceito e as propriedades apresentadas
sobre operadores ortogonais;

aplicar os conceitos apresentados em exemplos impor-
tantes.



Algebra Linear Il | Operadores Ortogonais

Pré-requisitos
Aulas 10a 14,17 e
18.

8 CEDERJ

OPERADORES ORTOGONAIS

Voceé deve se lembrar de que um operador liffeaR" — R" & dito
ortogonalse existe uma base ortonornsatle R" tal que a matriz d&
na basex &€ uma matriz ortogonal, isto &, se a maffliz, € ortogonal.

Veremos que os operadores ortogonais estao bem definidanno
tido de que o fato de ser um operador ortogonal nao depentiasta
ortonormal escolhida, ou seja, se a mdffig, numa certa base ortonor-
mal a deR", for ortogonal, entao a matr{Z |3 também sera ortogonal
para qualquer outra base ortonorrfiale R".

Na verdade, temos o seguinte resultado:

Teorema 19.1.

SejamT : R" — R" um operador linear ortogonabee B duas bases
ortonormais d&R". Se a matriT]|, & ortogonal, entdo a matriZ|g
também sera ortogonal.

Demonstrago

O teorema sobre mudanca de base para operadores linest@apv
curso deAlgebra Linear I, nos garante que

Tlg =P {T]aP,

ondeP & a matriz mudanca de base, da bggeara a baser. Como
a e 3 sao duas bases ortonormaisR& temos queP &€ uma matriz
ortogonal e, peldeorema 10.1.da Aula 10, segue-se que

p1=p
ondeP' & a transposta da matiz Assim,

[T]B P [T]aP.

Como|[T]q € uma matriz ortogonal por hipbtese e como o produto
de matrizes ortogonais &€ também uma matriz ortogonat|gomos que
[T]g também sera uma matriz ortogonal.

O resultado anterior simplifica um problema crucial: pandfiear-
mos se um dado operador linéar R" — R"é ortogonal, basta consi-
derar qualquer base ortonornmalde R" e verificar se a matrifT |, €
uma matriz ortogonal.



([ Exemplo 19.1. |

Verifique que o operador linedr: R3 — R
T(x,y,z) = (xcosB —ysend, xsend +ycosh, z),

com®@ € [0,2m), & um operador ortogonal.
Solugao:

De fato, escolhendo a base candrieg e, e3} deRR3, dada por

e1=(1,0,0), e=(0,1,0) ee3=(0,0,1),
obtemos
T(e1) = (cosB,send,0)

T(e) = (—send cosb,0)
T(e3) =(0,0,1).

Portanto, a matriz que represeiitaesta base & dada por
cosf —send O
A= | send cos6 0 |.
0 0 1
Sabemos quA & uma matriz ortogonal d&3. Mais aindaA & uma rotac&o

de 0 radianos em torno do eixofExemplo 17.1 da Aula 17). Assim, o0 opera-
dor linearT & um operador ortogonal.

O proximo teorema segue imediatamentddorema 10.2da Aula
10.

Teorema 19.2.

SejaT : R" — R" um operador ortogonal. Entao as seguintes pro-
priedades sao validas:

1. T transforma bases ortonormais em bases ortonormais, qQgseja
{v1,v2,...,vn} €& uma base ortonormal deR", entdo
{Tv1,Tva,...,Tv,} também & uma base ortonormalidé

2. T preserva o produto interno, ou seja, para tagde € R" vale
que
(Tu,Tv) = (u,v).

AULA H MODULO 2
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Algebra Linear Il | Operadores Ortogonais

3. T preserva a norma, ou seja, para tedoR" vale que

TV =IvI].

[ Exemplo 19.2. |

SejaT : R? — R? um operador ortogonal, entdo sua matriz na base
canonica é da forma

cosf —send cosf sen@
sen@ cosf send —cosO )’

ondef € [0, 2m).
Solugao:

De fato, senddl : R?> — R? um operador ortogonal, sua matriz na base
candnica d&R? sera uma matriz ortogonal de ordem 2. Mas, pelos Exemplos
10.1 e 10.2 da Aula 10, sabemos que toda matriz ortogonalddsno? é da

forma
cosf@ —send cosfO send
send coso sen@ —cosf /)’

Sabemos também que a primeira matriz representa umaooda® radi-
anos, no sentido anti-horario, em torno da origem, e a skguoratriz repre-
senta uma reflexdo em torno da reta pela origem que formangoicade8 /2
radianos com o semieixopositivo.

[ Exemplo 19.3. |

a. Determine a transformacao linéar. R? — R? que leva o seg-
mento de reta de extremidades6,2) e (—1,2) ao segmento
de reta de extremidadés-2,6) e (1,2), respectivamente (veja
aFigura 19.1).

b. Mostre que a transformacao acima & uma rotacao. rinite,
também, o angulo dessa rotacao.

10 CEDERJ



Figura 19.1: O operadoiT.

Solugao:

a. Queremos encontrar escalaads, c,d € R tais que a matriz que repre-
sental na base canbdnica seja dada por

n-(23)

Da condigao sobre as extremidades, temos

rean=(22)(4)-( 7)o
raa-(25) ()2
0 que nos da o sistema linear

—6a+2b = -2
—6¢c+2d
—-a+2b
—c+2d =

|
N RO

E facil ver que a solucao desse sistema & dada por:

a=3/5 b=4/5 c¢=-4/5 e d=3/5

m=( s 35 )

b. Como as colunas da matrizT], representadas pelos vetores
vi1 = (3/5,—-4/5) evp, = (4/5, 3/5), formam uma base ortonormal de

Assim,

AULA E MODULO 2
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Algebra Linear Il | Operadores Ortogonais

R?, concluimos que a matrid | & ortogonal e, consequentemente, o
operador lineafl & um operador ortogonal. Além disso, [dét=1 e,
assim, o operaddF & uma rotaczo d&? cujo angulod & dado por

8 = —arccog3/5).

Exercicio 19.1.

1. SejaT : R® — R® uma reflexdo num planar de R® tal que
T(1,0,—1) = (—1,0,1). Determine a matriz que representa o
operadofT com respeito a base canodnica.

2. Determine os autovalores e os autovetores associada@sdfot-
macao lineafl do exercicio anterior.

12 CEDERJ



Aula 2 O 4

PROJECOES ORTOGONAIS — 1* PARTE

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o conceito de prajecortogonal em di-
mensxo 2;

aplicar os conceitos apresentados em exemplos impor-
tantes.



Algebra Linear Il | Projecdes ortogonais -2 Parte

PROJECOES ORTOGONAIS — 1* PARTE

Pré-requisitos

Aulas 10 a 14, 17, Nesta e na proxima aula, vamos apresentar um tipo de tramesfo

18 e 19. cao usada em areas como a Computacao Grafica e o DéSenhwetrico.
Trata-se das projecdes ortogonais. Nesta primeira aalzalharemos
com as projecdes ortogonais &.

[ Exemplo 20.1. |

Determine a matriz que representa a projecao ortogormak s
eixo, isto &, sobre a reta de equacao cartesjan®.

Solugao:

Geometricamente, essa transformacao é representizdaigngra 20.1

: V= (x,J’)

11 -
Tv)=(x,0) X

Figura 20.1: A projegao ortogonal no eixg-

Assim, temos a transformacao linear

T:R2 5 R2
T(xy) = (x,0).

Denotando pofe;,e,} a base candnica d&?, temos que
T(e1)=T(L0)=(1,0)=1-e1+0-&

T(e)=T(0,1) =(0,0) =0-e1+0-€&.

Portanto, a matriz que representa a transformacéa base canodnica &

dada por
10
A_<O 0).

14 CEDERJ



Vemos imediatamente algumas propriedades dessa pogjetg@onal.

1. A matrizA e, portanto, o operaddr, nao & inversivel, pois dgt) = 0.

2. ComoT (&) =0- ey, entdaoA, = 0 & um autovalor d& com autovetor
associade, = (0,1). Nao é dificil ver que o autoespaco associado a
A2 =0 & exatamente o eixg-isto €, a reta de equacao cartesiarao.

3. ComoT(e;) =1-ey, entdoA; = 1 & um autovalor d& com autovetor
associadee; = (1,0). Nao é dificil ver que o autoespaco associado a
A1 = 1 & exatamente o eixg-isto €, a reta de equacao cartesigra0.

4. O operadorT & diagonalizavel e seu polindbmio caracteristico é
p(X) = x(x—1).

( Exemplo 20.2. |

Determine a matriz que representa a projecao ortogormk so
eixo+y, isto &, sobre a reta de equacao cartestan®.

Solugao:
A projecao ortogonal no o eixp€ dada pela transformacao linear
T:R?2 — R?
Txy) =(0y).

Geometricamente, esta transformacao é representéalgigera 20.2

T(x,y) |D. ---------------- (x’y)

Figura 20.2 A projecao ortogonal no eixg-

AULA E MODULO 2
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Como no Exemplo 20.1, temos que

T(e1)=T(1,0)=(0,0)=0-€1+0-&
T(e)=T(0,1)=(0,1) =0-e1+1-&.

Portanto, a matriz que representa a transformdcé&a base canodnica &
dada por
00
A= ( 00 ) |

Como antes, vemos que:

1. A matrizA e, portanto, o operaddr, nao & inversivel, pois dgt) = 0.

2. ComoT(e1) = 0-eq, entdoA; = 0 & um autovalor d& com autovetor
associadee; = (1, 0). Nao é dificil ver que o autoespaco associado a
A1 = 0 & exatamente o eixg-isto &, a reta de equacao cartesigra0.

3. ComoT (&) = 1- ey, entdaoA, = 1 & um autovalor d&@ com autovetor
associade, = (0, 1). Nao é dificil ver que o autoespaco associado a
A2 =1 & exatamente o eixg-isto €, a reta de equacao cartesiara0.

4. O operador T & diagonalizavel com polinbmio caracteristico
p(X) = Xx(x—1).

Os Exemplos 20.1 e 20.2 sao muito simples, porém sao nmito
portantes a sua compreensao e o seu significado geomé&gpecial-
mente, certifigue-se de que tenha entendido os autoespsgosados
a cada autovalor. Usaremos essas ideias para apresentgegapror-
togonal sobre uma retaqualquer ddR? passando pela origem. Se vocé
compreendeu bem a geometria dos exemplos anteriores, redutdtera
dificuldade em acompanhar o caso geral a seguir.

[ Exemplo 20.3. |

Descreva a projecio ortogonal sobre uma ketie R? que passa
pela origem.

Solugao:

Suponhamos que a rdtsseja paralela a um vetor unitanig € R?, como
ilustra aFigura 20.3



Uy

v
x

Figura 20.3 A retal paralela ao vetor unitario;.

O efeito geométrico da projecao ortogonal sobre altgtaobservado na
Figura 20.4.

T(v)

v
x

Figura 20.4: A projecao ortogonal na reta

A projecao ortogonal de um vetema direcao do vetan;, &€ dada por

T:R2 —» R2

v o~ Ty=eu

{ug,un)

ug,

de onde vemos quE & uma transformacao linear. Para obter a formula acima,
observamos que desejamos um velerda formaTv = ku; de modo que
v — ku; seja ortogonal a; , como indica a@igura 20.5.

AULA E MODULO 2

CEDERJ 17
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SN
7

ku, u,

Figura 20.5. A projecao ortogonal de na diregao dei;

Assim, da ortogonalidade entve- ku; e us, temos

0 = (v—kugug)
(v,u1) — (kug,uq)
= <V,U1> — k<U1,U1> R

0 que nos da
k(ui,u1) = (v,us)
K — (v,up) 7
(ug,uy)
e, portanto,
Tv=ku; = M us.
(ug,uy)

Observe que na formula acima o vetgr nao precisa ser unitario, mas,
caso seja, com@us, u;) = 1, entdo a formula acima se simplifica para

Tv= (v, u7) Uj.

Nosso problema agora & encontrar a matriz que represeatgséormacao
T. Veremos que, escolhendo uma base ortonormal adequéfa @enatriz de
T nessa base & muito similar & matriz do Exemplo 20.1, vister@rmente.
Lembre que o problema da escolha de uma base ortonormalaatie{fufoi
tratado quando estudamos as reflexdeRdeom respeito a uma reta qualquer
passando pela origem. Veja a Aula 12.

SejaB = {uz,u,} uma base ortonormal & ondeu; & um vetor unitario
paralelo a ret& e u, € um vetor unitario normal a reta Veja aFigura 20.6.

Nesse caso, com@ui,u;) = 1 e pela observacado acima, temos que
Tv = (v,u1) us. Assim, vemos que

Tu; = (uz,u;) Uy =u;=1-u;+0-uy
Tuyz = (uz,u1) U1 =0-u; =0-u;+0-uy.

18 CEDERJ



U, Uy

AULA E MODULO 2

v
x

Figura 20.6. A base ortonormg8 = {uy, u,}.

Portanto, a matriz que representa a transformacaa basg3 é dada por

me=(5 o)

gue é exatamente da mesma forma que a matriz do Exemplo 2@.4ui-
sermos obter a matriz que represehtaa base canodnica, é sb6 fazermos uma
mudanca de base. $e= {e;,e,} & a base candnica &, entao

Tla =P [T]BP_17

onde P & a matriz mudanca de base, da bfispara a basex. Como

P =[u; uy], isto &, suas colunas sao vetores ortonormais, éhé&oma matriz
ortogonal e, portantd?~! = Pt. Como nos Exemplos 20.1 e 20.2, temos as
seguintes propriedades.

1. As matrizegT|q € [T]g €, portanto, o operaddr, nao sao inversiveis,
pois defT]z = 0.

2. ComoT (uz) = 0-uy, entdoA, = 0 & um autovalor d& com autovetor
associadas,. Nao é dificil ver que o autoespacgo associadp & 0 é
exatamente a reta pela origem ortogonal alreta

3. ComoT(ug) = 1-uy, entdoA; = 1 & um autovalor d& com autovetor
associadai;. Nao é dificil ver que o autoespacgo associadg & 1 é
exatamente a reta

4. O operadorT & diagonalizavel e seu polindbmio caracteristico é
p(X) =x(x—1).

Cabe aqui, mais uma vez, ressaltar a analogia entre est@dezgemplo

CEDERJ 19
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e os dois primeiros. Isto se deve a escolha adequada de smatanormal
deRR?.

Exercicio 20.1.

1. Determine a matriz da projecao ortogonal sobre ayreta/3x
com respeito a base canonica.

2. Determine os autovalores e 0s autoespacos associadi@nsa
formacao linear do exercicio anterior.

20 CEDERJ



Aula 2 1 4

PROJECOES ORTOGONAIS — 2* PARTE

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o conceito de prajecortogonal em di-
mensxo 3;

aplicar os conceitos apresentados em exemplos impor-
tantes.
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PROJECOES ORTOGONAIS — 2" PARTE

Pré-requisitos

Aulas 10a 14, 17 a Nesta aula daremos continuidade ao estudo das projecidem-0

20. nais, estudando as projecdes ortogonaisRm Apresentamos, ini-
cialmente, os casos mais simples das projecdes ortagonaiplanos
coordenados. Em seguida, trataremos do caso geral de ujpaguro
ortogonal sobre um plano passando pela origem.

([ Exemplo21.1. |

Determine a matriz que representa a projecao ortogorak s
planoxy, isto &, sobre o plano de equacao cartesiznd.

Solugao:

Geometricamente, essa transformacgao é representdaigera 21.1

V=(X,7,2)

y

'
I
e

{,'z (x,y,0)

Figura 21.1: A projecao ortogonal no plarxy.

Assim, temos a transformacao linear
T:RS 5 R3
T(%Y,2) = (x,Y,0).
Denotando pofe;, e, e3} a base candnica d&?, temos que
T(e) =T(1,0,0)=(1,0,0)=1-6,+0-62+0-€3

T(e3) =T(0,0,1) = (0,0,0) =0-&1+0-&+0-es.

Portanto, a matriz que representa a transformacé&a base canodnica &

22 CEDERJ



dada por

>

I
oo
or o
o oo

Como nos exemplos da Aula 20, vemos imediatamente algurnpseufades
dessa projecao ortogonal.

AULA E MODULO 2

1. A matriz A e, portanto, o operadof, ndo sao inversiveis, pois
detA) = 0.

2. ComoT (e3) = 0-e3, entdoAz = 0 & um autovalor d& com autovetor
associadaes. Nao é dificil ver que o autoespaco associadg & 0 é
exatamente o eixa-que & o espaco gerado par

3. ComoT(e;) =1-e;eT(e) =1-ep, entdod; = A, = 1 & um autovalor
de T de multiplicidade 2 com autovetores associadpe ;. Nao &
dificil ver que o autoespaco associadda= A, = 1 & exatamente o
planoxy, que & o espaco gerado pelos vetores candeices,.

4. O operador T & diagonalizavel com polinbmio caracteristico
p(x) = x(x—1)2.

Mais uma vez, chamamos a atencao do aluno para que cordpreen
bem a geometria desse exemplo, pois ela sera recorrenexeimplos
seguintes. Vejamos outro exemplo de projecao ortoganalrma plano
coordenado.

([ Exemplo21.2. |

Determine a matriz que representa a projecao ortogormak so
planoyz, isto &€, sobre o plano de equacao cartesiand.

Solugao:

Geometricamente, essa transformacgao é representadaigera 21.2

CEDERJ 23
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______________________

Figura 21.2 A projecao ortogonal no plange

Assim, temos a transformacao linear

T:R3 5 R3
T(xy,2) = (0,y,2).

Se vocé entendeu bem a geometria do Exer@plty entao vera que, neste
caso, temos

T(e1) =T(1,0,0)=(0,0,0)=0-&1+0-&+0-€3
T(e3)=T(0,0,1)=(0,0,1) =0-&1+0- &2+ 1-6es.

Portanto, a matriz que representa a transformdcé&a base canodnica &
dada por

0

A=1| 0

0

o O

0
0
1
Seguem também as propriedades:

1. A matriz A e, portanto, o operadol, nao sao inversiveis, pois
det/A) =0.

2. ComoT(e1) = 0-eq, entdoA; = 0 & um autovalor d& com autovetor
associadae;. Nao é dificil ver que o autoespaco associadq & 0 é
exatamente 0 eix®; que & o espaco gerado par

3. ComoT (e) =1-e,eT(e3) =1-e3, entdod, = A3 = 1 &€ um autovalor
de T de multiplicidade 2 com autovetores associadp® e3. Nao &
dificil ver que o autoespaco associaddzz= A3 = 1 &€ exatamente 0
planoyz, que & o espaco gerado pelos vetores candeicess.



4. O operador T & diagonalizavel com polinbmio caracteristico
p(xX) = x(x—1)2.

O outro caso trivial, a projecao ortogonal sobre o planc total-
mente analogo aos exemplos anteriores e deixamos conwa@agrara
voceé. Assim, estando bem compreendidos os dois exempiersaxas,
podemos tratar da projecao ortogonal sobre um plano gealipR3
passando pela origem.

AULA E MODULO 2

([ Exemplo 21.3. |

Descreva a projecao ortogonal sobre um plante R3 que passa
pela origem.

Solugao:

SejaT : R® — R a projecao ortogonal sobre o plantoGeometricamente,
essa transformacgao & representada pigjara 21.3

Plano

Figura 21.3: A projecao ortogonal no planas-

Vamos agora obter uma base ortonoriae R de modo que a matriz que
representa a transformac@messa base seja da mesma forma que a matriz do
Exemplo21.1 Como conhecemos a equacao cartesiana de ptasabemos
como obter um vetor normal a esse plano. Lembret teen equacaax-+ by-+
cz+d =0, entdo o vetou = (a,b,c) & um vetor normal ao plarm. Seja, entao,

Uz um vetor unitario normal ao planm. Usando a equacao cartesianarte
como foi feito nas Aulas 17 e 18, facilmente determinamosrestunitariosiq
e u; de modo que = {uj,up,u3} seja uma base ortonormal 8. Observe
gue os vetores unitariag e u, sao ortogonais e pertencem ao plano

Veja aFigura 21.4.
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Uy Plano &

Figura 21.4: A base ortonormg8 = {uj,u,,uz}.

A projecao ortogonal de um vetersobre o planat &€ dada por

T:R® —» RS
<V,U1> Up + <V,U2>

vV = Tv=
(Ug,uy) ' (uz,Ug)

uz,
de onde vemos quE & uma transformacao linear. Para obter a formula acima,

observamos que desejamos um vé@terda formaTv = kju; + kou, de modo
quev — kiu; — kou, seja ortogonal a1 e uy, como indica &igura 21.5.

lano &
- kyuy - kou, P

k]ll] +kouy

Figura 21.5. A projecao ortogonal de no planor.

Assim, da ortogonalidade entve- kju; — kou, e U, temos

0 = (v—kyus—koup,ug)

= (v,ug) — (keug, ug) — (keUz, uz)
(
(

Vv, U1> kl <u17 U1> - k2 <u27 u1>
Vv, u1) —kg (ug,uq) ,

jaque(uz,u;) = 0, 0 que nos da
kl <u17u1> = <V7u1>

. <V,U1>
' {ugug)



Analogamente, da ortogonalidade entre kyu; — kou, € u, obtemos que

<V, U2>

ke = ,
2 (uz,uz)

e, portanto,

(v,us) U (V,Uuz) u

Tv =kiug + kot =
etz (up,ug) - (Ug,ug)

Usando o fato da; eu, serem vetores unitarios, isto(@g, u;) = (Uz,uz) =
1, obtemos
Tv = (v,uq) ug+ (v,uz) uy.

Portanto, vemos que

Tuy = (Ug,uz) Ug+(Ug,U2) Up =Uy =1-u;+0-up+0-u3
Tuz = (Uz,U1) Uz + (U2,Up) Up=Up=0-u;+1-Uz+0-us
Tuz = (u3,U1) U1+ (uz,up) Up =0-us+0-uz+0-us.

Portanto, a matriz que representa a transformacaa basg3 é dada por

[Tl =

o O -
(el o)
o O o

qgue & exatamente da mesma forma que a matriz do Exe2iplo Se qui-

sermos obter a matriz que represehtaa base candnica, & sb6 fazermos uma

mudanca de base. $e= {e;, e, e3} &€ a base canodnica @, entao
[Tla =P[TIgP ™,

onde P & a matriz mudanca de base, da bfispara a basex. Como
P = [u1 uz ug], isto &, suas colunas sao vetores ortonormais, éh&oma
matriz ortogonal e, portant® 1 = P'. Como nos exempldl.1e21.2 temos
as seguintes propriedades:

1. As matrizegT]q € [T]g €, portanto, o operaddr, nao s&o inversiveis,
pois de{T]gz = 0.

2. ComoT (u3) = 0-ug, entdaoAz = 0 & um autovalor d& com autovetor
associadaiz. Nao é dificil ver que o autoespacgo associadg & 0 é
exatamente a reta pela origem ortogonal a

3. ComoT(u1) =1-u; e T(uz) = 1-uy, entdoA; = A, =1 & um auto-
valor deT com autovetores associadese u,. Nao é dificil ver que o
autoespaco associadd a= A, = 1 & exatamente o plarm

AULA E MODULO 2
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4. O operador T & diagonalizavel com polinbmio caracteristico
p(X) = x(x—1)°.

Cabe aqui, mais uma vez, ressaltar a analogia entre essrderc
exemplo e os dois primeiros. Isso se deve a escolha adedeadaa
base ortonormal d&3.

Exercicio 21.1.

1. Determine a matriz da projecao ortogonal sobre o plaumm
respeito a base canodnica.

2. Determine a matriz da projecao ortogonal sobre o planp=0
com respeito a base canonica.

3. Determine a matriz da projecao ortogonal sobre o plamadyp
pelos vetores; = (1,1,0) evy = (—1,1,1), com respeito a base
candnica.
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Aula 2 2

MATRIZES SIM ETRICAS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o conceito de matriz gimca,

aplicar os conceitos apresentados em exemplos impor-
tantes.
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MATRIZES SIM ETRICAS
Pré-requisitos
Aulas 6,7, 8,9, 10, Em muitas aplicacdes dalgebra Linear, as matrizes simétricas
20e21 aparecem com maior frequéncia que qualquer outra classatiizes
importantes. A teoria correspondente a essas matrizesté rioa e
elegante, e depende, de maneira especial, das teoriaggdealiaacao
e ortogonalidade, vistas em aulas anteriores. Veremotg agk, que
a diagonalizacao de uma matriz simétrica € um fundamessgencial

e necessario a discussao das formas quadraticas qugaeshos no
proximo modulo.

Lembramos que todas as matrizes e vetores consideradasotém
mente elementos e componentes reais. Antes de comecaestgiar
a teoria de diagonalizacao de matrizes simétricas,aariembrarmos
de algumas definicdes que serao essenciais a este dontel

Definicao 22.1.

Uma matrizA € My(R) & simétrica se A = A, ondeA! representa
a matriz transposta d&. Equivalentemente, a matrik = (&) €
simétrica seyj = aji para todd, j.

Observe, primeiramente, que o conceito de matriz sinsgtea@plica
apenas a matrizes quadradas. Observe também que os esrdant
diagonal principal de uma matriz simétriéapodem assumir valores
arbitrarios; no entanto, elementos simétricos com iesgediagonal
principal ttm o mesmo valor.

([ Exemplo22.1. |

As duas matrizes a seguir sao simétricas:

4 -1 O
A:(i é) e B=| -1 2 3
0O 3 -2

No entanto, as matrizes abaixo nao sao simétricas:
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2 1 -1 N
C:<13 o) e b=

A matriz C nao é simétrica porque ela nao &€ matriz quadrada, e a
matrizD nao & simétrica porquis; = 1 # —1 = dss.

N NG
NN D

-1
2
3

Vamos rever algumas propriedades das matrizes simétricas

Teorema 22.1.

SejamA, B € Mp(R) matrizes simétricas. Ent&+ B e cA, onde
c € R, também s&o matrizes simétricas.

Vale observar que o produto de duas matrizes simétrica® mée-
cessariamente uma matriz simétrica. Por exemplo, dadasmaizes

simétricas
12 4 5
A:(z 3) © B:(s 6>
temos que a matriz produto
1 2 4 5 14 17
AB:(z 3> (5 6):<23 28>
nao & uma matriz simétrica, pqi&B)21 = 23+ 17 = (AB)12.

Vamos rever o processo de diagonalizacao de matrizesritdes
nas Aulas 6 e 7, agora aplicado a um caso particular de umamatr
simétrica.

([ Exemplo22.2. |

6 -2 -1
Diagonalize, caso seja possivel,amaftiz | —2 6 -1
-1 -1 5

AULA E MODULO 2
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Solugao:
O polindmio caracteristico da matrzé dado por:
p(x) = detxlz—A)
Xx—6 2 1

- | 2 x-6 1
1 1 x-5
x—6 1 2 1 2 1
= X=8 7y x5 ’_2" 1 x—5 ’*1' X—6 1’

= xX3— 1724 90x— 144.

As possiveis raizes racionais géx) sao, obrigatoriamente, divisores de
144. Por inspec¢ao, vemos que 3 & uma raiz e, depois, ctangtea fatoracao
de p(x), descobrimos que 6 e 8 também sao raizes. Assim,

P(X) = (x—=3)(x—6)(x—8).

Assim, os autovalores da matdgsaoA; =3, A, =6 eA3=8. Como
a matrizA possui 3 autovalores distintos, ja podemos concluir gaeelma
matriz diagonalizavel.

Para o autovaloA; = 3, temos que 0S seus autovetores associados,
vV = (X,Y,2), satisfazem o sistema linear

(3|3 —A)V: 0.

Um calculo rotineiro, como foi visto na Aula 7, mostra queutogspaco
E(3) &€ um subespaco de dimensao 1 e & gerado peloweto(1, 1, 1). Ana-
logamente, o autoespa&d6), associado ao autovaldp = 6, &€ o subespaco
de dimensao 1 gerado pelo vetor= (—1,—1,2), e o autoespack(8), as-
sociado ao autovalokz = 8, &€ o subespaco de dimensao 1 gerado pelo vetor
v3=(—1,1,0). Esses trés vetoreg,, v, e v, formam uma base de® e pode-
fiam ser usados para construir uma maRigue diagonaliza a matria. E
facil ver que{vi,vo,v3} &€ um conjunto ortogonal de* e que obteremos uma
matriz ortogonalP se usarmos uma base ortonormjal,u,,us}, obtida de
{v1,V2,v3}, normalizando cada um dos vetokgsv, e vz. Como um multiplo
nao-nulo de um autovetor também & um autovetor, a nova faasu,,us}
também seria uma base de autovetoreReOs vetores assim obtidos s&o:

ur = (1/v3,1/v3,1/V3);

u, = (—1/v6,-1/v6,2/V/6) e
Us = (—1/v2,1/v/2,0).



Assim, as matrizeB e D sao dadas por:

1/vV3 -1/vV6 —1/V2 300
(1/\/§ ~1/v/6 1/\@) eD(oeo>.
1/vV3 2/V6 0 0 08

Sabemos, das Aulas 6 e 7, gde= PDP~1. Agora, como as colunas de
P formam vetores ortonormais, entao, pelo Teorén2eda Aula 9,P € uma
matriz ortogonal, isto &1 = P!. Assim, temos também que= PDF..

Vimos, no Exempld22.2 que os autovetores da matriz simétrica
A, associados a autovalores distintos, sao ortogonaig.élssna pro-
priedade geral, como mostra o proximo teorema.

Teorema 22.2.

SejaA € Mp(R) uma matriz simétrica; entdo qualquer conjunto de
autovetores associados a autovalores distintos sacoodsy

Demonstraéo

Sejamvy,Vo,. .., VK autovetores da matrik associados aos autova-
lores distintosA1, A, ..., Ax. Assim, dados\j # Aj, e observando que
Avi = Ajv; e Avj = Ajvj, queremos mostrar que;,v;j) = 0. Para isto,
observamos que

Ai (vi,vj) = é)\.v.,vj>
(
(Vi
(

vtA)vJ , PpoisA & simétrica
Vi (Avj)

gvi,AVj>

Vi, AjVi)
= Aj <Vi,Vj>.

Portanto, (Aj — Aj) (vi,vj) = 0. ComoA; —Aj # 0, segue que
(vi,vj) =0, isto &, os vetoreg eVvj s&o ortogonais.]

O tipo de diagonalizacao que aparece no Exer@pl@é muito im-
portante na teoria das matrizes simétricas. Por isso,genszguinte
defini¢ao.

AULA E MODULO 2
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Definicao 22.2.

Uma matrizA € My(R) é ditadiagonaliAvel por matriz ortogonal
se existe uma matriz ortogorRl(lembre,P~! = P!) e uma matriz
diagonalD tais queA = PDF.

Da discussao do ExempR®2.2 vimos que, para diagonalizar uma
matrizA € Mp(R) utilizando uma matriz ortogon&, foi preciso encon-
trar n autovetores linearmente independentes e ortogonais. stape
€: quando €& que isso & possivel de ser realizado? Onpodteéorema
caracteriza o tipo de matriz que pode ser diagonalizada ptniznor-
togonal.

Teorema 22.3.

Uma matrizA € Mp(R) & diagonalizavel por matriz ortogonal se e
somente sé & uma matriz simétrica.

Demonstrago

Uma das direcdes & muito simples de ser feita. Suponha ge@
diagonalizavel por matriz ortogonal, como na Defini@2@2 entao

A' = (PDP)' = (P")'D'P' = PDF = A,

onde (P')! = P e D' = D, ja queD & uma matriz diagonal. Assim,
concluimos qué & uma matriz simétrica.

A reciproca & muito mais complicada e sera omitida nesites. A
ideia basica desta parte da demonstracao sera afdaaerd proxima
aula e envolve um dos teoremas mais importantésgiebra Linear[]

([ Exemplo22.3. |

Determine se a matriz
3 -2 4
A=| -2 6 2
4 2 3

é diagonalizavel por matriz ortogonal e, caso seja, odeter uma ma-
triz ortogonalP e uma matriz diagondd tal queA = PDF.
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Solugao:

ComoA & uma matriz simétrica, entao, pelo Teorema 22.3, elagod
nalizavel por matriz ortogonal. Vamos, agora, realizaalowo de diagonali-
zagao deA.

Os autovalores da matrisao as raizes do polindmio caracteristico

p(x) = detxlz—A)
Xx—3 2 —4
= 2 X—6 =2
-4 -2 x-3

= x3—12¢+21x+98.

Observando, por inspecao, qiie= —2 & uma raiz de(x), temos que

p(X) = (X+2) (X% — 14x+49) = (x+2) (x— 7).

Assim, os autovalores da matAzaoA; = —2, com multiplicidade algébrica
1, eA, =7, com multiplicidade algébrica 2.

Para o autovalok; = —2, temos que 0s autovetores associades(x, Y, z),
satisfazem o sistema linear

(—2l3— A =0.

Completando os calculos, temos que o0 autoespde®) & um subespaco
de dimensao 1 e é gerado pelo vetpr= (—2,—1,2).

Para o autovalaok, = 7, como ja sabemos que a matiz diagonalizavel,
0 autoespack(7) tem dimensao igual a 2. O fato interessante &€ que podemos
construir uma base ortogonal de autovetores para essepagbh&g7). Os
autovetorew = (X, Y, z) associados ao autovalds = 7 satisfazem o sistema
linear
(73— A)v=0.

Usando as técnicas usuais para a resolucao de sistereae, obtemos
que:
E(7) = {veR®| Av=7v}
{veR?| (7TI3—Av=0}
= {(xy,2 €R3| 2x+y—2z=0}.

Para obter uma base ortogonal H€7), observamos facilmente que
v2 = (1,0,1) € E(7). O outro vetorvs = (a,b,c) € E(7) deve satisfazer
2a+b—2c=0 e ainda ser ortogonahg, isto &,(v,,v3) =0, ou sejaa+c=0.

AULA E MODULO 2
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Portantoyvs = (a,b,c) deve satisfazer o sistema linear

2a+b—-2c=0
a+c=0.

Completando os célculos, obtemos, por exemgjes (—1,4,1). Observe
gue, pelo Teorema 22.2, 0 autovetgré ortogonal aos autovetores e vs, ja
gue eles correspondem a autovalores distintos da matrérigamA. Assim,
{v1,V2,v3} & um conjunto ortogonal de autovetores da matriklormalizando
esses vetores, obtemos:

U= L = (=2/3,-1/3,2/3);
[[val|
U= Y2 — (1/v/2,0,1/V2);
INA
Us = ﬁ — (~1/V/18,4/V18,1/V18).

Portanto,{u1,uz,us} & uma base ortonormal de autovetoresAdeCom
esses autovetores, obtemos a maRiz2 com os autovalores, obtemos a
matrizD:

-2/3 1/v2 -1/v18 2 0
P=| -1/3 0 4v18 |;D=| 0 7
2/3 2/v2 1/V18 00

de modo queé\ = PDF.

Exercicio 22.1.

1. Mostre que S@ & uma matriz simétrica, ent®¢ também & uma
matriz simétrica.

~N OO

2. Mostre que s &€ uma matriz diagonalizavel por matriz ortogonal
entaoA? também é.

3. Determine uma matriz ortogon@le uma matriz diagond tal
queA = PDF, onde a matri&A & dada por

12 0 O
21 0 O
A= 00 1 -2
00 -2 1



Aula 2 3 4

O TEOREMA ESPECTRAL

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o significado do Teorema Espectral;
compreender a decompoadgespectral de matrizes si-
meétricas;

aplicar os conceitos apresentados em exemplos impor-
tantes.
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Pré-requisitos
Aulas 5 e 22.
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O TEOREMA ESPECTRAL

Nesta aula, continuaremos estudando as matrizes siagetritare-
mos uma breve discussao do chamado Teorema Espectral parags
Simétricas, mencionado na demonstracao do Teoremalaagla pas-
sada. Os detalhes da demonstracao desse importantenéesszao
omitidos nestas notas. Uma versao simples do Teorema tEspec
apresentada a seguir.

Teorema 23.1(Teorema Espectral para Matrizes Simétricas)

SejaA € Mp(R) uma matriz simétrica (isto &' = A). Entao vale:

1. A matrizA possuin autovalores reais, contando suas multiplici-
dades.

2. Adimensao do autoespaco associado a cada autdvalgual a
multiplicidade deA como raiz do polindmio caracteristico de
isto €, a multiplicidade geométrica deé igual a sua multiplici-
dade algébrica.

3. Os autoespacgos sao ortogonais entre si, isto &, ogehnites as-
sociados a autovalores distintos sao ortogonais.

4. A matriz A & diagonalizavel por matriz ortogonal, isto &, exis-
tem uma matriz ortogond® e uma matriz diagondD tal que
A= PDF.

#5 Como ja foi observado anteriormente, o polindmio caréstieo

de uma matriA nao possui hecessariamente apenas raizes reais.

Por exemplo, dada a matriz

0 -1
A= ,
1 0
seu polindmio caracteristico, dado pafx) = x*> + 1, nA0 pos-
sui raizes reais. Mas isso nao acontecéAder uma matriz

simétrica. O item 1 do Teorema Espectral afirma que o paliad
caracteristico de uma matriz simétrica possui apenassaeais.

A demonstracao desse fato, embora simples, € bem taszalh
e utiliza o Teorema Fundamental d&gebra, que diz que todo
polindbmio de grawn com coeficientes reais possuraizes reais
ou complexas, contando suas multiplicidades. Na demaastra



do Teorema Espectral mostra-se que eaizes do polindbmio ca-
racteristico sao, de fato, raizes reais.

#5 SeA & uma matriz simétrica e temautovalores distintos, entzo
pelo Teorema 5.2 da Aula 5 e pelo Teorema 22.2 da Aula 22,
vemos queéA é diagonalizavel por matriz ortogonal.

£ SeA é uma matriz simétrica e tem algum autovalor com multipli-
cidade algébrica maior que 1, ainda & verdade que podemos d
agonaliza-la. Na verdade, podemos mostrar qu& ssimétrica
e tem um autovaloA de multiplicidadek, entao o autoespaco
associado tem dimens#olsto significa que o sistema linear

AULA E MODULO 2

(Aln—AV=0

admitek solucdes linearmente independentes, isto €, a mAtriz
temk autovetores linearmente independentes associados ao auto
valorA. Usando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt,
podemos obter uma base ortonormal para este autoespags. Ob
mMOos assim um conjunto deautovetores ortonormais associados
ao autovalorA. Como autovetores associados a autovalores dis-
tintos sao ortogonais, entao, considerando o conjuntodies os
autovalores dé\, obtemos uma base ortonormal de autovetores
paraR". Consequentementd,é uma matriz diagonalizavel, e a
matriz diagonalizadorR, formada pela base de autovetoreg\de

€ uma matriz ortogonal.

DECOMPOSICAO ESPECTRAL DE UMA MATRIZ
SIM ETRICA

SejaA € Mp(R) uma matriz simétrica ¢uq,uy,...,un} uma base
ortonormal de autovetores associados aos autovalgras, ..., A, da
matrizA. SejaP a matriz ortogonal tendo esses autovetores como colu-
nas eD a matriz diagonal tal qua = PDP'.. Ent&o

A = PDFP
A O 0
0 A --- 0
= [upuz - un) | . L | lurug )
0 0 - A
= [AUz Aguz -+ Apup][up Uz oo up)t

= Aquguf + Aupub + - - Apunlll, .
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Esta representacao &€ chamada d@eomposigo espectral de A

[ Exemplo23.1. |

Obtenha uma decomposicao espectral da mAtﬂz( ; i > .

Solugao:

SendoA uma matriz simétrica, essa decomposicao existe. O goulm
caracteristico dé & dado por

p(x) = detxl,—A)
= x°—11x+24
= (x—8)(x—3).

Entao os autovalores sag= 8 e, = 3, e ainda podemos obter os respec-
tivos autovetoresi; = (2/v/5,1/v/5) e us = (—1/v/5,2/4/5). Assim, temos
que

A = PDP
2 1 2 1
72\ | VB8 VB | /8 0\| VB V5
(2 4> i <o 3) 12
VB V5 V5 V5

Denotando a matriP = [u; uy], temos, pela decomposicao espectral, que:

A = 8uyu + 3upub.

Para verificar essa decomposicao da matriabserve que:

2 4 2
t V5 ( 2 1) SR
ulh = — — =
1 1 V5 5 2 1
V5 5 5
—_1 1 -2
¢ V5 ( -1 2 > 5 5
ugu, = — — =
2 V5 V5 2 4
NG 5 5
e, finalmente,



82 16 " 72
5 5 5 5
8uzuf + 3u,ub, = + — —A
AR (R 6 12 ] |24
5 5 5 5

PROCESSO DEDIAGONALIZAC, AO DE UMA M ATRIZ
SIMETRICA A € My(R)

1° Passo:0Obtenha o polindmio caracteristico da matijz

p(x) = det(xl, — A).

2° Passo:Encontre as raizes do polindmio caracteristicédElas
sao todas reais e existem exatamendelas, contando suas multiplici-
dades.

3° Passo: Para cada autovalor da matrizA, de multiplicidade
algébricak, determine seu autoespaco associado

EA)={VER"|(Alh—Av =0},

que & um subespaco vetorial de dimenkaoPara cadd&E(A) assim
obtido, determine uma base ortonormal que consistikaalgovetores.
Se desejar, pode utilizar o processo de ortogonalizag&am-Schmidt.
A reuniao dessas bases determina uma base ortonormalaletaues
paraR".

4° Passo: SejaP a matriz cujas colunas sao osautovetores da
base ortonormal d&" obtida no terceiro passo. Portant®,e uma
matriz ortogonal. Sej® a matriz diagonal cuja diagonal principal &
formada pelos autovalores da matri&, tomados na mesma ordem de
seus autovetores correspondentes na mairizmos, entao,

A=PDP.

[ Exemplo23.2. |

Aplique o processo de diagonalizacao acima a matriz
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0 2 2

2 02
2 20

e obtenha sua decomposicao espectral.

A=

Solugao:

Observe, inicialmente, qu&é uma matriz simétrica e, portanto, se aplica
o0 processo de diagonalizacao acima. Nao é dificilrd@tear que o polindmio
caracteristico da matrix & dado por

p(x) = det(xlz3 — A) = (x+ 2)2(x—4),
de modo que os autovalores Asao:

A1 =—2 com multiplicidade algébrica ,2 e
A2 =4 com multiplicidade algébrica .1

O autoespaco associaddpa= —2 é dado por

E(-2) = {veR3| (A+2l3)v=0}
= {(xy,2) €R®| x+y+2z=0}.

Para escolhermos uma base ortogonaEde2), podemos usar o pro-
cesso de ortogonalizagao de Gram-Schmidt a partir de wma ualquer
de E(—2) ou podemos tentar obter diretamente dois vetores ortom®miea
E(—2), como ja foi feito anteriormente. Faremos o calculo dimgnte. Da
equacax+y+ z= 0 podemos ver facilmente qug = (1,0,—1) € E(—2).
O outro vetory, = (a,b,c) € E(—2), deve satisfazea+ b+ c = 0 e ainda ser
ortogonal a1, isto &é,(vz,v1) = 0, ou sejaa— c = 0. Portantoy, = (a,b,c)
deve satisfazer o sistema linear

a+b+c=0
a—c=0.

Completando os calculos, obtemos, por exemgles (1,—-2,1). Norma-
lizando esses dois vetores, obtemos:

Uy = H\\;—in —(1/v2,0, -1/V2) e
up = H\\;—zH — (1/v/6,-2/\/6, 1/\/6).

Assim, {u1,u,} forma uma base ortonormal do autoespg¢e 2).
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Por outro lado, o0 autoespaco associade & 4 & dado por

E(4) = {veR®| (4l3—Av=0}
= {(xy,2 €cR®|x=ze y=12z}.

E facil ver quevs = (1,1,1) € E(4). Normalizando esse vetor, obtemos

que

V.

ug = ﬁ = (1/V3, 1/V3, 1/V3)
3

representa uma base ortonormal do autoespa¢n ComoA é matriz simé-
trica, 0s autovetores associados a autovalores distiatogrsogonais e, assim,
us & ortogonal ai; e up. Portanto,{us,u;,us} &€ uma base ortonormal e
formada por autovetores de Com esses autovetores, obtemos a m&tez
com os autovalores obtemos a mabiz

1/v2  1/v/6 1//3

P=[u; Uy Ug] = 0 -2/v/6 1/V3 |;
-1/vV2  1/V/6 1/V/3
-2 00
D= 0 -2 0|,
0O 0 4

de modo quéA = PDP. A decomposicao espectral da matiz dada por:

A= —2uiuf — 2uoub + 4usus,

ou ainda, . . L.
3 0 —3 & "6 6 11
A= 2| 00 O0f of - § -8 |44l
-3 0 3 § & s 11
o 1\ (b3 d) (84
= 00 0 + % _% % + %% %
1o 1) |\ 553 59
0 2 2
_ |20 2
2 20
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Resumo

E muito importante que vocé entenda bem o significado deste T
rema Espectral. Lembre do que aconteceu em exemplos vistos a
teriormente, em que a matriz considerada nao era siraétéstu-
damos exemplos de matrizes nao-simétricas com autegaepeti-
dos que eram diagonalizaveis e outros exemplos de matréaes
simétricas que nao eram diagonalizaveis. Ha algumaseticas
marcantes entre 0s casos simétrico e nao-simeétricoenuiarémos
resumir agora.

Se A for uma matriz nao-simétrica, entdao nem todas as ralees
seu polindmio caracteristico precisam ser nUmeros reague &
necessario no caso de a ma#izer simétrica. SA for uma matriz
nao-simétrica e todas as raizes de seu polindmio eaisiito forem
numeros reais, entao ainda é possivel4uéo seja diagonalizavel.
E o caso em que um autovaldrde multiplicidade algébrick nao
possuik autovetores linearmente independentes, isto &€, quando o
autoespaco correspondente tem dimensao menok,qoe ainda,
guando a multiplicidade geométrica do autovalor &€ memner spya
multiplicidade algébrica. Agora, quandoé uma matriz simétrica,
além de todos os autovalores serem reais, sao iguaisiplcidade
algébrica e a multiplicidade geométrica de cada autovalo

E, por fim, diferente do que ocorre no caso de matriz singtsie a
matrizA & nao-simétrica, entao autovetores associados asdates
distintos ndo precisam ser ortogonais. Estude e anatisea@juda
de seu tutor, exemplos ja vistos em aulas anteriores emaqueem
as diferengas descritas aqui.
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Exercicio 23.1.

1. Em cada caso, aplique o processo de diagonalizacadra ma
determinando matrizes ortogon& e diagonalD, tais que

A= PDFP.
2 2
a.A_(2 2>
0 -1 -1
b.A=| -1 0 -1
-1 -1 0
2200
2200
CA=100 22
0022
311 -1
2. SelamA=| 1 3 1 |ev= 1 |. Verifique queA =5
113 0

€ um autovalor dé\ e quev & um autovetor dé&. Em seguida
obtenha matrizes ortogorale diagonaD, tais queA = PDFP.
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Aula 2 4 é

OPERADORES AUTOADJUNTOS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o conceito de operador autoadjunto;

aplicar os conceitos apresentados em exemplos impor-
tantes.
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Pré-requisitos
Aulas 8 e 20 a 23.

48 CEDERJ

OPERADORES AUTOADJUNTOS

Nesta aula vamos definir os operadores line@areR" — R" asso-
ciados as matrizes simétricas e estudar suas propriedadmo estare-
mos trabalhando sempre com bases ortonormais, € de surndampa
gue o espaco vetoril@" esteja munido de um produto interno, o qual
estaremos sempre supondo que seja o produto interno cardeik".

Definicao 24.1.
Um operador lineall : R" — R" & denominad@autoadjuntcse sa-

tisfaz
(T(u),v) = (u,T(v)) paratodou,ve R".

O resultado que segue relaciona os operadores autoadpamozs
matrizes simétricas.

Teorema 24.1.

Um operador lineall : R" — R" & autoadjunto se e somente se a
matriz A, que represent com respeito a qualquer base ortonorimal
deR", € uma matriz simétrica.

Demonstraéo

Com respeito a base ortonornsatieR", temos qud (u) = Aupara
todou € R". Assim, para toda, Vv € R", temos que

(Tu,v) = (Au,v) = (Au)tv = u'Alv

(U, Tv) = (u,Av) = Uu'Av,
ondeA! é a transposta da matrz Assim,

T &€ autoadjunte= (T (u),v) = (u,T(v)) para todau,v € R"
< (Au,v) = (u,Av) paratodas,v € R"
& u'Alv = u'Av para todau,v € R"
& A=A
< A& uma matriz simétrica

O

E importante salientar que n&o existe uma relacao taples entre



o operador lineall : R" — R" e sua representagao matricket [T|,
guando a base nao for ortonormal (veja a observacao ao final do
Exemplo24.1).

O Teorema 24.1 também fornece um critério pratico pateroenar
se um dado operador linear R" — R" & autoadjunto. Basta considerar
qualquerbase ortonormat deRR" e verificar se a matria = [T|, € uma
matriz simétrica.

([ Exemplo24.1. |

Determine se o operador linear
T:R?2 - R?
T(xy) = (x0)
& autoadjunto.
Solugao:

Vimos, no Exemplo 20.1 da Aula 20, glieg a projecao ortogonal sobre o
eixox. Considerando a base candnica= {e1,e,} deR?, vimos que a matriz
gue represent@ nesta base & dada por

A:[T]a:<(l) 8).

Como a base canodnica é ortonormal e a mar&z simétrica, entao, pelo
Teorema 24.1, o operaddré autoadjunto.

Vejamos o que acontece quando escolhemos umassR? que nao é
ortonormal. Considere a bae= {u;,u,} dada por

up = (v2/2,v/2/2) e uz = (0,1).

Esta claro que esta base nao € ortonormal, e ainda tereos qu

Tuy =T(V2/2,v/2/2) = (v/2/2,0) =1-us + (—v/2/2) - uz
TUzzT(O,l) = (0,0) =0-u;+0-us.

Dai, segue que a matriz que represéntaa basg3 &€ dada por

3=~ _Jz2 o)

Observe que esta matriz ndo & simétrica, mas tambéneghe0 é ortonor-
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mal, o que nao contradiz o Teorema 24.1.

[ Exemplo 24.2. |

Considere os operadores lineares

T:RZ5R2, Ti(xy) = (x,2y)

T iR R?, To(xy) = (%,%).
Verifiqgue queT; e T, sdo operadores autoadjuntos e verifique se a
composicad; o T, também & operador autoadjunto.
Solugao:

Considerando a base candnicaRfe verificamos que as matrizég e Ay
que representam respectivamente, os operaderes, nesta base, sao dadas

por
10 01
A1:<0 2>eA2:<1 O).

Como essas duas matrizes sao matrizes simétricas, tooslupelo Teo-
rema 24.1, qud; e T, sao operadores autoadjuntos. No entanto, o operador
obtido pela composicao

T10T2 . RZ%RZ? (TloTZ)(va) = (y,ZX)

é representado, na base canonica, pela matriz

01
(2 0),
gue nao &€ uma matriz simétrica. Assim, outra vez pelo éraar24.1, a

composicaol; o T, ndao & um operador autoadjunto. Dai, concluimos que a
composicao de operadores autoadjuntos nao &, neie@ssate, autoadjunto.

O proximo teorema segue imediatamente dos resultados stdr
trizes simétricas estudados nas Aulas 22 e 23.



Teorema 24.2.

SejaT : R" — R" um operador autoadjunto. Entao

1. Autovetores correspondentes a autovalores distintdssé#® or-
togonais, isto &, sey,V»,..., Vi saok autovetores associados aos
autovalores distintod, Ao, ..., Ay, entaovy,Vvo,...,Vk SA0 orto-
gonais.

2. O operadoil possuin autovalores reais, contando suas multipli-
cidades.

3. A dimensao do autoespaco associado a cada autdvalmgual a
multiplicidade deA como raiz do polindmio caracteristico de
isto &, a multiplicidade geométrica de cada autovalérigual a
sua multiplicidade algébrica.

4. Os autoespacos desao ortogonais entre si.

5. Existe uma base ortonormgl, Uy, ...,u,} de R" formada por
autovetores dé.

A Ultima afirmacdo do Teorema 24.2 também & conhecigaoco
Teorema Espectral para Operadores AutoAdjuntos Reais sihiples-
mente, que estes operadores sao diagonalizaveis.

( Exemplo 24.3. |

SejaT : R% — RR3 dado por

T(XY,2) = (3%, 2y +2y+22).

a. Verifiqgue quel & um operador autoadjunto.
b. Determine os autovalores e 0s autovetoreb deverifique quél
é diagonalizavel.

Solugao:

a. Considerando a base candnjeg e, e3} deR?3, temos que

Te1 =T(1,0,0) =(3,0,0),
Te,=T(0,1,0) = (0,2,1),
Te3=T(0,0,1) =(0,1,2).
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Assim, a matriz que representa o operador linEBara base candnica &
dada por

Observando qué & uma matriz simétrica, temos, pelo Teorema 24.1,Tgée
um operador autoadjunto.

b. O polindmio caracteristico do operadoé dado por

p(x) = detxlz—A)

x—3 0 0
= 0 x-2 -1
0 -1 x-2

= (x—=3)°(x—1).

Assim, os autovalores de saoA; = 3, com multiplicidade algébrica 2, e
A2 =1 com multiplicidade algébrica 1. Nao é dificil obterega autoespaco
E(3), associado &; = 3, & dado por

E(B) = {veR3 Tv=3v}
{(x,y,2) € R®| y=z e x arbitrario} .

Portanto, uma base ortonormal BE3) & dada por

ui=(1,0,0) euy = <0,%,%>.

Analogamente, o autoespa€¢l), associado &, = 1, & dado por
E(1) = {veR®}| Tv=v}
= {(vavz) € R3 | x=0 ey= _2}7

1 -1
e uma base ortonormal dg1) & dada pelo vetonz = [ 0,—,— |. Con-
= P : ( VZVJ

sequentementgd = {uj,up,uz} & uma base ortonormal d&? formada por
autovetores d& e, nesta bas4, € representado pela matriz diagonal

B=[Tls =

o O Ww
o w o
= O O

Portanto,T & um operador diagonalizavel.



( Exemplo 24.4. |

Determine valores da& b € R de modo que o operaddr: R® — R3,
definido por

T(X,Y,2) = (X+ 2ay+ 2z,4x— 5y — bz 2x — 4y + 2),

seja autoadjunto. Determine, também, uma base ortonated for-
mada por autovetores dee a matriz que representanesta base.

Solugao:

Considerando a base candnie, e, e3} deR3, temos que

Ter=T(1,0,00=(1,4,2)=1-e1+4-e2+2-€3,

Assim, a matriz que representa o operador linBara base candnica &

dada por
1 2a 2
A=| 4 -5 —b |.
2 -4 1

Para quel' seja um operador autoadjunto, & necessario que a MagRn
simétrica, isto &, qué' = A. Para isso, & preciso qua2 4 e —b= —4, ou
seja, que

a=2eb=4

Assim, obtemos a matriz simétrica

1 4 2
A=| 4 -5 -4 |,
2 -4 1
garantindo que o operaddr é autoadjunto. Nao é dificil verificar que o
polindmio caracteristico d€ é dado por
p(x) = detxlz—A)
= (x+9)(x—3)2.

Os autoespacos correspondentes sao dados por

E(-9) = {veR3| Tv=-9v}
= {(X,y,Z)G]RS’] X:—Zey:22}7
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E(RB) = {veR3| Tv=23v}
= {(xy,2) e R®| —x+2y+2z=0}.

Uma base ortonormal d&(—9) & dada pelo vetan; = (%, :/—%, =), en-
qguanto uma base ortonormal H¢3) & dada pelos vetores = (TE’ 0, %)
1 1 1)

euz = (\/é, T~ Consequentementg8 = {ug,uz,us} & uma base

ortonormal deR3 formada por autovetores de e, nessa base ordenada,
é representado pela matriz diagonal

—9 0 0
B=[Tlzg=( 0 3 0.
00 3

Observe qué & um operador diagonalizavel.

[ Exemplo 24.5. |

Dados os vetoras= (4, 4, —2),v=(4, -2, 4)ew= (1, -2, —2),
sejaT : R2 — R3 o operador linear dado por

Tu=(10,-2,-2), Tv=(-2,10,—2) e Tw= (1,1,-5).

Verifique queT & um operador autoadjunto.
Solugao:

E facil ver que{u, v, w} & uma base ortogonal, pois

(V) =4-44+4.(-2)+(-2)-4=0;
(Uw)=4-144-(-2)+(-2)-(-2) =0;
(VW) =4-1+(~2)-(-2) +4:(-2) =0.

Assim, os vetores normalizados

Uy = ﬁ — (2/3, 2/3,-1/3),

Up = ﬁ —(2/3,-1/3,2/3) e
w

us = g7 = (1/3.-2/3,-2/3

formam uma base ortonormal &. Comol||u|| = ||v|| = 6 e||w| = 3, temos
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T(u) = T(ﬁ) :T<%U> Z%T(U)Z%(lq—z,—z):
- (33

T(uz) = T(ﬁ) =T (év) = %T(v) = %(—2,10,—2) _
- (23,

TUs) = T( " )=T(§w) = 5Tw) = 5(11,-5) =

[Iwi]
_ (L1115
- \3373 )

Agora, nao é dificil ver que os vetor&gus), T (uz) e T (u3) Se expressam
em funcao da bag® = {uj,uz,us} como:

w

T(up) =(5/3,-1/3,-1/3) =1-u3+1-up+1-us;
T(up) =(-1/3,5/3,-1/3) =1-u1 + (—1) -uz+ (—1) - ug;
T(us) = (1/3,1/3,-5/3) = 1-Ug + (~1)-Up + 1-Us.

Portanto, a matriz que representa o operddoom respeito a base ortonor-
mal {us,uz,us} & dada por

1 1 1
B=[Tgp=| 1 -1 -1
1 -1 1

ComoB & uma matriz simétrica, concluimos, pelo Teorema 24ug, @
operadorT & autoadjunto. Observe que, neste exemplo, usamos uma base
ortonormal que nao é a base candnica nem & uma base detatts.

Autoavaliacao

E de suma importancia que vocé reveja e entenda muito hem a
relacdo que existe entre as matrizes simétricas, edsdas aulds
anteriores, e 0s operadores autoadjuntos vistos nesteCartgare
0S conceitos e estude os exemplos. Em caso de dUvidases@® h
em consultar o seu tutor.
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Exercicio 24.1.

1. Verifique que o operaddr : R3 — R3, dado por
T(X,Y,2) = (2X+y+2 X+2y—27, X—y+22),
€ autoadjunto.

2. Determine uma base ortonormal de autovetores do opefador
dado no exercicio anterior.
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Aula 2 5 4

FORMAS BILINEARES

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o conceito de forma bilinear;

aplicar os conceitos apresentados em casos particula-
res.
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FORMAS BILINEARES

Pré-requisito

Aula 22. Nesta aula vamos introduzir um conceito que generaliza,aanoc
de aplicacao linear num espaco vetorial. Mais espeuikcde, va-
mos desenvolver o conceito de forma bilinear, que da origeformas
guadraticas que serao estudadas na proxima aula. Ver@ahefinicao
de formas bilineares e estudaremos algumas de suas pautegegprin-
cipalmente sua relacao com as matrizes, o que constigpecto mais
importante para fins praticos.

Definicao 25.1.

SejaV um espaco vetorial real. Unfarma bilinearemV & uma
aplicacao
B:VxV — R
(u,v) — B(u,v)

gue é linear em cada uma das duas variaveis, isto €, que satis-
faz:

i. paratodau, v, weV eacR,

B(u+w, v) =B(u, v) +B(w, v)
B(au, v) =aB(u, v);

ii. paratodou, v, weV eacR,

B(u, w+vVv) =B(u, w)+B(u, v)
B(u, av) =aB(u, v).

[ Exemplo 25.1. |

Seja F o produto escalarem V = R", isto &, dados
u=(up, Up,...,Un),v=(Vv1, V2,..., Vy) € R", considere a aplicacao

F:VxV — R
(u,v) — F(u,V)=uUpvi+ U2+ +UyVp.

Verifique queF & uma forma bilinear e®".
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Solugao:
De fato, considerando outro vetar= (wy, Wa,..., Wy) € R"eac R,
temos que
Fu+aw,v) = B((ui+aw, Up+aws,..., Uy+awn), (Vi, Va,..., Vn))

= (up+awp)vi+ (Uz+awz)Vvo + -+ - + (Un + awy) vy
= (UVi+UVo+ -+ UnVn) +a(W1v1 +WoVa + - - - + WiVy)
= F(u,v)+aF(w,v),

0 que mostra qué& (u, v) & uma transformacao linear na primeira variavel
u. Um argumento analogo, deixado a cargo do aluno, mostraFque V)
também & uma transformacao linear na segunda vanavkgsim, podemos
concluir queF (u, v) & uma aplicacao bilinear d&.

[ Exemplo 25.2. |

Seja a matriz
2
A= 4
0 0 3

Mostre que podemos associar a matdz uma forma bilinear
B:R3 x R3 — R dada por

N O
o o

2 00 Y,
B((x1, X2,X3), (Y1, Y2,¥3)) = (XaXxex3) | 4 2 0 Y2
00 3 Y,

= 2X1y1+4x2y1+ 2X2y2 + 3X3Y3

Solugao:

Observe que para todo par de vetares € R3

X1 Y1
u=1| X |ev=1| Y2 |,

X3 Y3
podemos reescrever

B(u, v) = Uu'Av,

ondeu! & a matriz transposta de Assim, a bilinearidade da aplicacB(u, v)
decorre facilmente das propriedades do produto e da somatriees.

Este exemplo & facilmente generalizado.
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Teorema 25.1.

SejaA = (ajj) € My(R), isto &, uma matriz de ordem Podemos
associar a matria uma forma bilineaF : R" x R" — R dada por

F(u, v) =u'Av,
ondeu, v e R".

Observe que, reescrevendo os vetarewv na forma

X1 Y1
X2 Y2
u= ) ev= . )
Xn Yn
entao
F(u,v) =utAv
a1 aip -+ ain A
ay; apy -+ Ay Y,
= (X2 - Xn) . SRS : :
dnl @n2 - Ann yn
=a11Xay1 +a12xX1y2 + - - - + annXn¥n
n
= 2 &jXyj.
J:

i,]=1

SejamV um espaco vetorial redt, : V xV — R uma forma bilinear em
V,ea ={eyq, e,..., &} uma base d¥. Sejamu, v €V com

U=uie;+ U2+ -+ Un€n

V =V1€1 + Vo€ + - - 4 Vpeén.
Entao,
F(u,v) =F(uer+Uex+ -+ Unen, V1€ + Vo€ + - - + V)
= UpviF (er,e1) +upVvoF (€r,€2) + - - - + UnVnF (€n, €n)
n
=2 uiVjF(a7ej)'
i,]=1

Assim, a forma bilineaF fica completamente determinada peaiés
valoresF (g, gj).



Definicao 25.2.

A matrizA= (aj), comajj =F (&, €j), € chamada depresentago
matricial da forma bilineaf com relacao a base, ou, simples-
mente, dematrizdeF com relacao a.

Esta matriz representano sentido que

n
z uviF(e, €)= [u ]t AlV]a
i,]=1

para todo par de vetores v € V. Como de costumey], denota o
vetor das coordenadas deom respeito a base.

([ Exemplo 25.3. |

Seja a forma bilineaF : R? x R? — R dada por

F(u, v) =F((x1, X2), (Y1, ¥2)) = Xay1 — X1y2 + 3X2y1 — 5X2Y2,

para todou = (xq, X2), V= (y1, y2) € R?. Consideren = {e1, &} a
base canonica d& e 8 = {(1, 0), (1, 1)} outra base d&?. Deter-
mine a matriz dé& com respeito a essas bases.

Solugao:

Primeiramente, fagamos o calculo da matrizFleom respeito a base
candnica:

F(eL el) = F((lv 0)7 (17 O))
F(ela eZ) = F((lv 0)7 (07 1))
F(827 el) = F((Ov 1)7 (17 O)) 3
F(e2, &) =F((0, 1), (0, 1)) =

1

Portanto, temos que a matriz Bena base candnica 2

=5 5)

Para a matriz d& na base3, temos

F((1,0), (1,0)) =1,
F((1, 0), (1,1))=0;
F((1, 1), (1, 0) =4
F((1,1),(1,1)=-2

Portanto, temos que a matriz Bena basg8 = {(1, 0), (1, 1)} é

AULA E MODULO 2

CEDERJ 61



Algebra Linear Il | Formas Bilineares

62 CEDERJ

(1 9).

Um problema interessante & saber qual a relacao entratsizesA e B que
representam uma mesma forma bilineaem duas bases e 3, respectiva-
mente.

No caso do exemplo anterior, Berepresenta a matriz mudanca de base,
da baseB para a base, temos

-(31)
(3 -G

— P'AP.

Dai,

De um modo geral, temos 0 seguinte teorema:

Teorema 25.2.

SejaF uma forma bilinear de um espaco vetokalSeA & a matriz
deF numa baser e B € matriz deF numa bas¢ deV, entao

B=P'AP

ondeP & a matriz mudanca de base, da hagmara a base.

Definicao 25.3.

Uma forma bilineaF no espaco vetoridl € denominadaimétrica
se
F(u,v)= F(v,u)

para todo par de vetores v € V.

Teorema 25.3.

SejaF uma forma bilinear no espaco vetoriale A a matriz que
represent& numa base deV. EntaoF & uma forma bilinear simétrica
se e somente $&é uma matriz simétrica.



Demonstraéo

PorF ser uma forma bilinear em, temos que

F(u,v) =utAv
= (U'Av)!, pois u'Av & um escalar
=viAlu.

Se, aindaF for uma forma bilinear simétrica, entao
VIAlU = F(u, v) = F(v, u) = V!Au
para todau, v € V. Portanto, temos

Al = A

isto &, a matriA & simétrica.

Reciprocamente, s&& uma matriz simétrica (isto &l = A), entao
a forma bilinealr também & simétrica, pois

F(u,v) =utAv
= (U'Av)!, pois u'Av & um escalar
=ViAlu
=Vv!Au, pois Al =A
=F(v, u)

para todo par de vetores v e V.

Autoavaliacao

Vocé deve ter compreendido que o conceito de forma bili@@sn
generalizagao do conceito de transformacao linebagiante esty-

dado. E de extrema importancia rever todos 0os conceitos e tentar
resolver os exercicios propostos. Caso surjam dificukjadasult
as notas de aula ou peca ajuda ao seu tutor. Os conceita
ainda serao bastante utilizados. Por isso, nao deixedetdana bo
revisdo de matrizes simétricas.
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Exercicio 25.1.

1. SejaA € M(R). Verifique que a aplicacab : R" x R" — R,
definida porF (u, v) = u'Av & uma forma bilinear.
2. SejaF : R®x R3 — R, definida pofF (u, v) = (u, v), o produto
escalar eniR®,
a. Determine a matri& que representa a forma bilindacom
respeito & base candniaac R3.

b. Determine a matriB que representa a forma bilindacom

respeito a base
B={(1,1,0),(-1,0,1),(0,2,1)}.

3. Seja a forma bilinedf : R? x R? — R definida por
F(u, v) =F((X1, X2), (Y1, ¥2)) = 2Xay1 — 3X1Y2 + XY,

para todau = (x1, o), V= (ya, y2) € B2,

a. Determine a matria que representB com respeito a base
a=4{(1,0), (1, 1)}.

b. Determine a matriB que representB com respeito a base
B= {(27 1)7 (17—1)}'

c. Determine a matriz mudanca de b#seda baseB3 para a
baseq, e verifiqgue qué = P'AP.
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FORMAS QUADRATICAS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o conceito de forma quatta;

aplicar os conceitos apresentados em casos particu-
lares.
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FORMAS QUADRATICAS

Pré-requisitos

Aulas 22 e 25. As formas bilineares, vistas na aula anterior, dao origerformas
guadraticas que serao estudadas nesta aula. As forndraticas ocor-
rem com grande destaque em aplicagéesﬁhj&bra Linear a Enge-
nharia, como em critérios para projetos, em problemas id@zaicao
e em processamento de sinais. Elas também ocorrem na,Fésic
descricdes de energia potencial e energia cinética; emndimia, nas
funcOes de utilidade; e, também, em Estatistica. Emag@$sas situ-
acOes & muito importante o conhecimento do sinal (pasdu nega-
tivo) que a forma quadratica pode assumir, assim como cemimiento
de seus autovalores associados. Uma parte muito impodariase
matematica para o estudo das formas quadraticas seginecfiaie do
Nosso estudo prévio sobre matrizes simétricas.

Definicao 26.1.

SejaV um espaco vetorial real. Uma aplicacgaV — R &
chamada déorma quadéaticase existe uma forma bilinear simétrica
F:V xV — Rtal queq(v) = F(v, v) paratodor € V.

SejaA a matriz que representa a forma bilinéana basea C V.
Dizemos que matri& &€ arepresentago matricialda forma quadratica
g com respeito a essa mesma base V. Como a forma bilinear
F & simétrica, entdo, pelo Teorema 25.3, da Aula 25, a mAt@
uma matriz simétrica. Com respeito a basedenotamo = (&;j) e
V= (X1, X2,..., Xn) €V; entao

qv) =F(v,v)
= VAV
dixr 12 -+ An X1
ag1 a2 -+ A X2
=X X)) [ : :
9n1 an2 - @nn Xn
n
= 2 ajXXj.
j:

i j=1

E agora, send@ simeétrica, vale que;j = a;ji. Portanto,
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n n
av) = Y ajxXj = awxf +aG+- - +HanXg+2 ) ajxixj. (26.1)
i,J=1 i<

Observe ainda que, gefor uma matriz diagonal, isto &; = 0 para

I # ], entao teremos
n

D aijxixj =0,
i<]
0 que nos da
q(v) = 810X + 822G+ - + 8nnXe,
gue sera denominadapresentago diagonalda forma quadratica.

Veremos, mais a frente, que toda forma quadratica sendjpnéeuma
representacao diagonal.

( Exemplo 26.1. |

Seja a forma quadratiap: R2 — R dada por

q(x, y) =X — 10xy+y*.

Determine a matriA que representa a forma quadratipzom respeito
a base canonica.

Solugao:

ComoA & uma matriz simétrica, podemos denotar
a b,
A=(50)
ab X
q(x, y) —@W(bc><y>

= ax® + 2bxy+cy?.

temos, entao,

Entao, vale que
ax + 2bxy+ cy? = x2 — 10xy+ 2,

de onde concluimos que

obtendo
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a-(573)

Observe gue € a forma quadratica associada a forma bilinear

F(u,v) = (X X) ( _é _i> (ﬁ)

= X1y1 — SXpy1 — BX1Y2 +XoY2,

ondeu = (X1, X2), V= (y1, ¥2) € R?, com respeito & base candnica.

[ Exemplo 26.2. |

Sejaq: R® — R a forma quadratica dada por
q(V) = q(Xa, X2, X3) = 555 + 353 + 2X5 — X1%2 + 8XoX3,

ondev = (X1, X2, X3) € R3. Determinar a matriA que representa a
forma quadraticaj com respeito a base candnica e expresse a forma
quadratica na forma matricig(v) = V'Av.

Solugao:

Os coeficientes dg?, x3 e x5 formam a diagonal principal da matri,
como indica a equacao (26.1). CorAcé matriz simétrica, o coeficiente de
XXj, parai # j, &€ a soma dos coeficientes iguajs= ajj, como indica outra
vez a equacao (26.1). Portanto,

1
aj = aji =

> (coeficiente dexx;).

Assim, & facil ver que

5 -1/2 0
A= -1/2 3 4
0 4 2
E, finalmente,
5 -1/2 0 X1
g(X1, X2, X3) = (X1 X2 X3) -1/2 3 4 Xo
0 4 2 X3

Queremos agora estudar o efeito de uma mudanca de basesebiema
guadratica. Assim, sejam: V — R uma forma quadraticae e 3 duas bases
do espaco vetorial . SejaP a matriz mudanca de base, da bBggara a base
a. SeAé a matriz que representa a forma quadratica basexr e B € a matriz



deq na baseB, entao, pelo Teorema 25.2, da Aula 25, sabemos que
B=PAP

Observe que, sB & uma matriz ortogonal que diagonaliza a mafjzntao
B = P'AP=P~!AP & uma matriz diagonal. Nesse caso, a mariambém &
chamadanudanca de vaéiveis Usaremos esses fatos no proximo exemplo.

[ Exemplo 26.3. |

Determine uma mudanca de varialPajue transforma a forma qua-
draticaq : R? — R, dada por

2 2
g(X1, X2) = XT — 8X1X2 — 5%5

na base candnica, em uma forma diagonal. Obtenha, tanmdbé&m,

pressao dessa forma diagonal.

Solugao:

Observando os coeficientes gevemos que a matriA que representg
na base candnica & dada por

A3 8 )

Diagonalizar a forma quadratiagpé equivalente a diagonalizar a matriz
simétricaA. Usando os procedimentos ja conhecidos sobre diagogatiza
de matrizes simétricas, os autovalores da m#rs8oA; =3 e, = —-7. A
matrizP sera obtida a partir de uma base ortonormal de autovetefesiando
os calculos, que & um exercicio para vocé, obtemos

_( 25 - _

U = ( _1/v5 ) autovetor associado ao autovalar= 3, e
_ (V5 - _

Uy = ( 2//5 > autovetor associado ao autovaler= —7.

Como{uy, up} forma uma base ortonormal &2, entéo

g 2VB VB
Pl =( 5% 308)

e a matriz diagonal correspondente sera

3 0
>=(6 )
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ondeD = P'AP.

A forma diagonal dej & dada por

alys, ¥2) = (1 ¥2) ( g _3) ( ))2 >

=3y; - 7y3,

=() o)

v=Pw, ouw=Pv

onde

€ a mudanca de variaveis.
Veja que

q(v) = q(xla XZ) = X% — 8X1Xo — 5X%
o 1 -4 X1
(38 (3)
=ViAv
= (Pw)'A(Pw)
=w!(P'AP)w

=wDw

—wva (5 9) (%)

=357y
=q(y1, Y2) =d(w).
Observe que a forma diagonal

a(y1, y2) = 3y5 — 73

Nao contém o termo cruzagey,.

Este exemplo anterior ilustra o teorema a seguir. A partenesa
de sua demonstracao foi apresentada nos calculos dopix@®.3 e
consiste na mudanca de variaveis efetuada.

Teorema 26.1(Teorema dos Eixos Principais)

Sejaq:V — R uma forma quadratica. Entao, sempre existe uma
mudangca de variaveRque transforma a forma quadratig@) = vtAv



na forma diagonadj(w) = w'Dw, ondev = Pw e D = P'AP.

O nome Teorema dos Eixos Principais segue do fato de que as co-
lunas deP sao chamadaaixos principaida forma quadraticg. Uma
interpretacdo geométrica deste teorema sera vistandagnas aulas,
mais precisamente no estudo da classificagao de curvésasde na
classificacao de superficies quadricas.

[ Exemplo 26.4. |

Determine uma mudanca de varialPajue transforme a forma qua-
draticaq : R® — R, dada por

q(X1, Xz, Xa) = 3X§ + 2% + 3§ + 4x1X2 + 4XX3

na base candnica, em uma forma diagonal. Obtenha também a e
pressao dessa forma diagonal.

Solugao:

Observando os coeficientes gevemos que a matria que representg
na base candnica & dada por

320
A=| 2 2 2
0 21

Procedendo a diagonaliza¢cao da matriz siméthicdeixamos os detalhes
dos calculos como um exercicio para vocé, obtemos ovalotesA; = 5,
A2 =2 eAsz =—1. A matriz mudanca de variavBlsera obtida a partir de uma
base ortonormal de autovetores. Efetuando os calcultsmals:

2/3
up = | 2/3 | autovetor associado ao autovalgr=5;
1/3

-2/3
Uy = 1/3 | autovetor associado ao autovalgr= 2;
2/3

1/3
us= | —2/3 | autovetor associado ao autovalar= —1.
2/3
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Comof{uy, Uy, ug} forma uma base ortonormal &, entao

2/3 —2/3 1/3
P=[uy uz ug] = ( 2/3  1/3 2/3)
1/3  2/3 2/3

€ uma matriz ortogonal e a matriz diagonal correspondente s
50 0
D=0 2 0],
0 0 -1

A forma diagonal dej & dada por

50 0 Vi
alyw, ¥2,¥3) =1 y2ys) [ 0 2 0O )
00 -1 Vs

:5y%+2y%_y§7

X1 Y1
V= Xo ew= Y2 >
X3 Y3

v=Pw, ouw=Plv

ondeD = P'AP.

onde

& a mudanca de variaveis requerida.

Observe, mais uma vez, que a forma diagonal

a(yz, Yz, Ya) = 5¥2 +2y5 — V3

nao contém os termos cruzadpyo, Y1y3 € Yoys, isto &, 0s termog;y; com

i,
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Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o conceito dértca;

aplicar os conceitos apresentados em casos particu-
lares.
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Pré-requisitos
Aulas 22, 25 e 26.

74 CEDERJ

CONICAS

Nesta aula estudaremos algumas figuras important&$,dw seja,
determinados conjuntos de pontos do plano cujas coordesatiafa-
zem certas propriedades. Mais precisamente, consideyarembcon-
juntos deR? cujas coordenadas, (y) satisfazem uma equac&o do tipo

axC + bxy+cy? +dx—+ey+ f =0,

ondea, b, ¢, d, e e f sdo constantes reais (com pelo menos um dos
namerosa, b ou c diferente de zero). A ideia toda & simplificar e clas-
sificar equacdes desse tipo e, para isso, usaremos otadesusobre
diagonalizacao de formas quadraticas apresentadadanaraerior.

Definicao 27.1.

Umacdnicaé um conjunto de pontos @y cujas coordenadas, fy),
em relacao a base canodnica, satisfazem uma equag¢gmmdo

ax® + bxy+cy? + dx+ey+ f =0, (27.1)

onde os coeficientes b, ¢, d, ee f sdo nUmeros reais e pelo menos
um dos nUmeroag, b ou c &€ ndo-nulo.

Observe que a equacao (27.1) contéem uma forma quaairatic

q(x, y) = ax® + bxy+cy?,

uma forma linear,
£(, y) = dx+ey,

e o termo constanté

[ Exemplo 27.1. |

Identifique o conjunto dos pontds, y) € R? que satisfazem a e-
guagao
X+y?—4=0.



Solugao:
Comparando a equacao
X2+ y2 —-4=0

com a equacao (27.1), vemos que os valores dos coeficisies= c = 1,
b=d=e=0ef = -4, e, portanto, representa uma conica. Reescrevendo a
equacao na forma

AULA E MODULO 2

Xy =4,

identificamos os pontos¢(y) como pertencendo a circunferéncia de centro
(O, 0) e raio 2, como ilustraigura 27.1.

NI

Figura 27.1 A circunferéncia® +y? = 4.

([ Exemplo 27.2. |

Identifique o conjunto dos pontds, y) € R? que satisfazem a e-
quacao
y? —kx=0,

ondek & um nimero real nao-nulo.
Solugao:

Comparando a equacao
Y2 —kx=0

com a equacao (27.1), vemos que os valores dos coeficisaites = 1,
a=b=e=f=0ed=—-k#0, e, portanto, representa uma codnica. Re-
escrevendo a equacgao na forma

y? = kx
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identificamos os pontosx(y) como pertencendo a uma parabola com eixo
coincidindo com o eixg4 como ilustra &igura 27.2

YA YA

N
7

caso k<0 caso k>0

Figura 27.2 A parabolay’ = kx.

[ Exemplo 27.3. |

Identifique o conjunto dos pontds, y) € R? que satisfazem a e-

guagao
2 \2
X
=0,
a2 b?
coma, beR,a, b>0.
Solugao:
Comparando a equacao
X2y
@ 20

com a equagao (27.1), vemos que ela também representadnica. Rees-
crevendo a equacao na forma

%
0?2 a2’
temos
y:iPX,
a

0 que representa um par de retas concorrentes que passaigeta, @omo
ilustra aFigura 27.3
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Figura 27.3 Asretasy = +2x.

Os proximos exemplos mostram como procedemos para sicaplifi
uma equacao de uma conica.

[ Exemplo 27.4. |

Identifique a cOnica representada pela equagao

5x? — 4xy+ 8y? — 36 = 0.

Solugao:

Precisamos, inicialmente, eliminar o termo migteixy); para isto, reali-
zamos diagonalizacao da forma quadratica correspteden

a(x, y) = 5x% — 4xy+ 8y>.
Escrevemos a equagar’s- 4xy+ 8y? — 36 = 0 na forma matricial

VIAV = 36,

N X 2 i 5 -2
v_<y>eR eA_(_2 8)'

Lembre-se de que, na Aula 26, a maiiZ a matriz simétrica que re-
presenta a forma quadraticgx, y) = 5x% — 4xy + 8y® com respeito a base
candnica. Nao é dificil ver que os autovalores da métsaoA; =4 e, =9,

e 0s autovetores normalizados sao

T < i?g > , autovetor associado ao autovalgr= 4

com
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uzz( —1/v/5

, autovetor associado ao autovalor= 9.
2/V/5 ) 3k

Comof{uy, up} forma uma base ortonormal @2, entao

_ _(2/v5 —-1/V/5
Petis = (5 50 )

€ uma matriz ortogonal que diagonaliza a matriz a matriz diagonal corres-

pondente sera
4 0
o-(49)

A forma diagonal dej & dada por

q(x1, 1) = (X1 y1) ( g 8) ( ;i >

= 4x2 + 9y2,

() e ()

v=Pvq, ou v =Plv.

Temos qued = P'AP.

onde

com

Portanto, a equacao da cdnica pode ser reescrita como

q(x1, y1) = 36,
ou ainda,
4%5 + 9y = 36,
0 que nos da a equacao
‘R,
9 4 ’

gue representa uma elipse de semieixo maior 3 e semieixorr@ermmmo
ilustra aFigura 27.4.



N

-
=

3

Figura 27.4: A elipseé +y74% =1

( Exemplo 27.5. |

Identifique a cbnica representada pela equacao

2X2 + Axy+ 2y% 4+ 4V/2x+12V/2y -8 = 0.

Solugao:

Observe que neste exemplo a forma linedx, y) = dx+ ey =
4\/2x+ 12\/2y & nao-nula. Reescrevendo a conica na forma matricié- ob
mos

VIAV+Bv—-8=0, (27.2)
onde
V= ( X > € R?,
y
5 -2
=3 %)
e

B=(4V2 12/2).

A matriz A € a matriz simétrica que representa a forma quadratica
a(x, y) = 2x% + 4xy+ 2y? com respeito a base candnica. Nzo é dificil ver
(exercicio para o aluno) que os autovalores da mateaoA; =4 eA, =0, e

0S autovetores normalizados sao

wn (12

autovetor associado ao autovaldr =4
1/\/§ ) 9 M )
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u2:< —1/v2

1 /2 > , autovetor associado ao autovalds = O.

Comof{uy, up} forma uma base ortonormal @2, entao

_ (V2 -1/V2
P=tnul=( V5 07 )

€ uma matriz ortogonal que diagonaliza a maie a matriz diagonal corres-

pondente sera
4 0
o-(49)

A forma diagonal dej & dada por

q(x1, 1) = (X1 y1) ( g 8) < ;i )

E, tambémp = P'AP.

A2

= 4x1,
isto &,

VIAV = 4,
onde
(3) en=(3)
V= e V)= )
y Y1

com

v=Pv;, ou vy =Pv.

Como detP) = 1, observe que = Pv; & uma rotacdo. A forma linear se
transforma em

Bv =B(Pvy)

=BPv;
= (4V2 12/2) ( ifﬁ _17\}? ) ( ;i >

— (16 8)<§1>

= 16x1 + 8y;.

Substituindo
VIAV = 4x2 e Bv = 16x; + 8y;



em (27.2), obtemos
4x2 + 161+ 8y; —8=0,

ou, simplificando,
X34 4x; +2y; —2=0. (27.3)

Completando o quadrado na variaxegl
X4 4xy = (X1 4 2)°> — 4.
E, substituindo em (27.3), obtemos
(X1 +2)?>—4+2y;—2=0,

ou
(x1+2)%+2(y1—3) =0. (27.4)

Essa equacao ja &€ uma forma bem mais simples da comita mja se pode
identificar a equacao de uma parabola, mas ela ainda podeais simplifi-
cada. Realizando a mudanca de variaveis em (27.4) dada por

{ Xo=X1+2
YZZYl—37

que representa uma transla¢adRfo obtemos
XZ = _2y27

gue representa a conica inicial aos novos eigs: Nessa forma, identifi-
camos facilmente a equacao de uma parabola, como imEigura 27.5.

yZ/\

Figura 27.5. A parabolax = —2y,.
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PROCEDIMENTO PARA SIMPLIFICAR A EQUACAO DE
UMA CONICA

Seja a conic@ dada pela equacao
ax® + bxy+cy? + dx+ey+ f =0.
Podemos reescrevé-la na forma matricial,
VIAV+Bv+ f =0,
onde

qx,y) =ax+bxy+cy?

“00 (w2 ) (5)

= VAV,

com

A ideia principal do procedimento a seguir consiste emzagalima
rotacao nos eixoxy, de modo a eliminar o termo cruzabry.

1° Passo: Encontrar uma matriz ortogon&® = [u; Uy que dia-
gonalizeA. Lembre que as colunas deformam uma baséus, uy}
ortonormal de autovetores da mattipara oR?. Assim,

A1 O
_pt _ 1
D_PAPcomD_(0 )\2>,
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ondeA 1 e A, sao os autovalores da matAassociados aos autovetores
U1 e Uy, respectivamente.

2° Passo:Permutar as colunas d& caso seja necessario, de modo
que se tenha d@®) = 1. Isso garante que a transformacgao ortogonal

X
v=Pvs, comvy=| ‘1|,
Y1

seja uma rotacao no plano.

3° Passo:Obter a equacao que representa a cohic® novo sis-
tema de eixosoy,. Para isso, observe que

ax +bxy+cy? =V'Av
= (Pv1)'A(Pv1); ondev =Pv;

=V (P'AP) v,
=VviDvy
)\1 0 X1
= (X
(X1 yl)( 0 )\2> <y1>
:)\1X%+/\2)’%7

dx+ey =Bv
= B(Pv1) ; ondev = Pv;
= (BP)vy; ondeBP=(d; e1)

X1
=(d
(di er) ( Vi )
= dixg +€y1.
Assim, a equacad*Av + Bv + f = 0 se transforma em
ADE +AgyE+dixa +eryr + f =0,

gue € uma equacao que representa a cdnieandao contém termos
cruzados (emy).

Vamos fazer uma breve analise dessa equacao.

1. Considere o0 caso em que o0s autovalores sao nao-nulos:

A1 # 0,A2 # 0. Neste caso, podemos completar os quadrados
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nas variaveig; eys, obtendo
A+ Agy2 +dixg +ery; + f =
= (A8 +dixq) + (A2y2 + e1y1)
=AX5+Ay5+F,
comF € R. Assim, a equacgao
A+ Aoy + iy + ey +f=0
é transformada em
Mg+ A5 +F =0.
Note que

a. SeA; > 0,A2 > 0, entdo a conic& sera uma elipse, caso
F < 0; ou um ponto (2, y2) = (0, 0)), casoF = 0; ou 0
conjunto vazio, casé > 0.

b. SeA; < 0,A2 < 0, entdo a conicd sera uma elipse, caso
F > 0; ou um ponto (x2, y2) = (0, 0)), casoF = 0; ou 0
conjunto vazio, casb < 0.

c. SeA1 <0< Ay, entao a conicad sera uma hipérbole, caso
F # 0; ou um par de retas concorrentes, dase 0.

. Considere o caso de um autovalor nulo, digamps; 0 eAs £~ 0

(necessariament® +# 0). Novamente, completando o quadrado
na variavel;, obtemos

Ayz+dixgt+eyi+f = (Ay2+ewyr) +dixg + f
= A2y5+dixo +F.
Assim, a equacao inicial da coniEdica transformada em
Aoy3+dixo+F = 0.
Note que

a. Sed; # 0, entad” sera uma parabola.

b. Sed; = 0, entdaoll sera um par de retas paralelas, caso
A2-F < 0; ou uma Gnica reta, caso= 0; ou 0 conjunto
vazio, caso\,-F > 0.



3. O casol, =0eA;1 # 0 é analogo ao anterior.

E importante observar que nunca poderemoatef A, = 0, pois
estamos supondo que a forma quadratica associada aféo-n

Veja, também, que

AULA E MODULO 2

A1-A2 :‘

. b?
Portanto,A; - A, tem 0 mesmo sinal dac — 7 gue por sua

vez tem o mesmo sinal ded— b?. Assim, podemos refazer a
analise anterior em func&o dtiscriminante B — 4ac da forma
guadratica.

Teorema 27.1.

Dada a conica de equacar’ + bxy+ cy? + dx+ey+ f =0, ent&o
esta conica representa:

a. uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio, caso

b? — 4ac< 0:

b. uma parabola, duas retas paralelas ou uma Unica reta, ca

b? — 4ac=0;

c. uma hipérbole ou duas retas concorrentes, caso

b? — 4ac> 0.
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Autoavaliacio )

\ & equacao ao maximo. Y,

Esta aula constitui uma excelente aplicacao dos corsceigios
nas aulas anteriores. No entanto, pressupomos que vdt aé
guns conhecimentos acerca das equacdes de conicasomads,
como elipses, parabolas e hipérboles. Conhecendo epsasies
e com o conhecimento adquirido das Ultimas aulas, vooale&e
encontrar muita dificuldade para compreender os concejfis|a
sentados aqui. No entanto, como esta aula reline muitogcienh
mentos matematicos, vocé deve ser persistente na leibgraxemf
plos e do procedimento apresentado, sempre recorrendtcamoy
caso de encontrar uma dificuldade maior. Na proxima awltare-
mos de equac¢des semelhantes, agora com trés variavienes de
duas, mas o procedimento sera exatamente 0 mesmo, ouiag#
nalizar uma forma quadratica e completar quadrados a@i§car

=)

Exercicio 27.1.

1. Dada a cOnica de equac®é — 4xy—y? — 4x— 8y + 14=0, aplique

o procedimento apresentado nesta aula, simplificando &&gua

ao maximo e identificando a cdnica apresentada.
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QUADRICAS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o conceito generalizado de umadg
ca;

aplicar os conceitos apresentados em casos particu-
lares.
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QUADRICAS
Pré-requisitos
Aulas 22, 25, 26 e Esta aula & uma continuacao da aula anterior sobre aginiela
27. estudaremos as superficies quadricas no espagdlais precisamente,

vamos estudar alguns conjuntosikiecujas coordenadas, com respeito
a base canonica, satisfazem uma equacao do tipo

axC + by? 4 cZ + dxy+ exz+ fyz+gx+ hy+kz+ p = 0.

Usando novamente os resultados sobre diagonalizacaoriohad
guadraticas, iremos simplificar essa equacao e desaswaiperficies
mais simples que ela pode representar.

Definicao 28.1.

Umasuperfcie gladrica, ou, simplesmente, untpiadrica, € o con-
junto de pontos d&®3 cujas coordenadas,(y, z) satisfazem uma
equacao da forma

axX + by’ + cZ + dxy+ exz+ fyz+gx+hy+kz+p=0, (28.1)

onde os coeficientes b, c,...,k, p s&o nimeros reais e pelo menos
um dos coeficientes, b, ¢, d, e, f & ndo-nulo.

Observe que a equacao (28.1) contéem uma forma quaalrdic-
nula emR3,

q(x, y, 2) = a +by? + cZ + dxy+ exz+ fyz
uma forma linear eni3,
(X, Y, 2) = gx+hy-+kz
e 0 termo constante.

Apresentaremos a seguir os exemplos mais comuns de sigerfi
guadricas.

88 CEDERJ



AULA E MODULO 2

a. Elipsoide b. Hiperbol6ide de uma folha
Xz yz 22 VARV

(0,b,0)

c. Hiperbolbide de duas folhas d. Cone eliptico
XX oy 2 XXy 7
(‘—W @ 1) (?*@ ?‘0)
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e. Parabolobide eliptico f. Parabol6ide hiperbolico
X2y Xy

g. Cilindro eliptico h. Cilindro parabolico

2
Figura 28.1: Graficos de Quédricas.
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Observe que a equacao (28.1) também pode representaontn c
junto vazio (por exemplog? 4y + 1 = 0), um @nico ponto (por exem-
plo, X2 +y?+(z—1)%2 = 0), um plano (por exempla?® = 0), dois planos
paralelos (por exempla? = 4) ou dois planos secantes (por exemplo,
xz=0). Nestes casos, as quadricas sao dieeneradas

Assim como foi feito para as conicas, mostraremos que &gree
uma mudanca de coordenadas podemos reduzir a equacad 28
modo que a quéadrica seja identificada como sendo de um aestgs-
critos. Esse problema & o diassificar a qadrica

Sempre que a quadrica for representada por uma equagataqu
contém termos emy, Xz yz X, y e z, dizemos que a equacao esta na
forma cardnicae que a quadrica esta pasi@o carbnica A presenca
de termos cruzados da formyg, xzou yzna equacao (28.1) indica que
a quadrica sofreu uma rotacao com respeito a posigadnica, e a
presenca de termos da formgy ou zindica que a quadrica sofreu uma
translacao com respeito a posicao candnica.

Como foi feito no caso das codnicas, vamos desenvolver um pro
cedimento para representar uma quadrica na forma candAiédeia
principal do procedimento consiste em obter um novo sistéeneo-
ordenadasiy;z; de modo que nao aparecam 0s termos cruzagdas
X1Z1 €Y12;.

Vamos, primeiramente, expressar a equacao (28.1) naforatri-
cial. Temos,

aix,y, 2 =ax+by +cZ+dxy+exzt fyz

a d/2 e/2 X
=(xy2|d2 b f2]]|y

e/2 f/2 ¢ z
=VIAV,
onde
X a d/2 e/2
v=|y | eA=|d/2 b f/2
z e/2 /2 c

Observe também que

AULA E MODULO 2
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(X,y,2) =gx+hy+kz

X
=@ h K|y
z
=Bv,
onde
B=(g h K.

Substituinday(x, y, z) = V!Av e/(X, y, z) = Bvem (28.1), obtemos a
forma vetorial da quadrica,

VIAV+Bv+p=0. (28.2)

PROCEDIMENTO PARA SIMPLIFICAR A EQUACAO DE
UMA QUADRATICA

Sejal” a quadrica representada pela equacao (28.1),
axC + by? + cZ + dxy+ exz+ fyz+gx+ hy+kz+ p =0,
cuja forma vetorial &€ a equacao (28.2),

VIAV+Bv+p=0.

1° Passo:Encontrar uma matriz ortogonBl= [u; u» ugz] que di-
agonalizaA. Como ja foi visto varias vezes ao longo do curso, lembre
que as colunas de formam uma base ortonormél, u, uz} de au-
tovetores da matri& para oR3. Assim,

A 0 O
D=PAPcomD=| 0 X 0 |,
0 0 As

ondeAq1, Ao e A3 sao os autovalores da matzassociados aos
autovetoreslq, Uy € Uy, respectivamente.

2° Passo:Permutar as colunas @ caso seja necessario, de modo
que se tenha d@®) = 1. Isso garante que a transformacgao ortogonal



X1
v=Pvy, comvi=| y1 |,
4]

seja uma rotagao no plano.

3° Passo: Obter a equagao que representa a quadriceds novo
sistema de eixo%y1z;. Para isso, observe que

ax® + by? + cZ + dxy+ exz+ fyz=VIAv
= (Pv1)!A(Pv1) ; ondev = Pv;

= V| (P'AP) vy
=VviDvy
)\1 0 O X1
= (X1 Y1 21)( 0 A 0) (Y1)
0O 0 A3 Z1
= A1+ Agy2 + A3Z2

gx+hy+kz=Bv
= B(Pv1); ondev = Pv;
= (BP)vy; ondeBP= (g1 h; ki)

X1
=(01 h1 ki) | w1
4]

= 01X1 +hiyr +kiz; .

Assim, a equacao
VIAV+Bv+p=0

se transforma em

A 4+ Aoyi + A3z +gixa 4+ hiyr +kiza + p=0.

Essa equacao representa a quadrieanao contém os termos cruzados

X1Y1, X171 €Y171.
4° Passo:Completando os quadrados emy; e z;, obtemos
(AXE + 91x1) + (A2y5 + hay) + (AsZ + +kaz) + p=0

h k
/\1(X% + %Xl) —’:—/\2()’% + —1y1) —}—)\3(2% + —121) +p=0
A1 Ao A3

AULA E MODULO 2
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)‘1(X1+2)\1) +/\2(Y1+2/\2) +)\3(21+2/\3) +p1=0.

Passando para as novas variaveis

VN E VI L EPR <
X2—X1+2/\1, yz—y1+2)\2, 22—21+2)\3,

obtemos a equacgao
Alxg + /\2y§ + )\32% +p1=0.

Essa equacao representa a quadrieanao contém os termos cruzados

X2Y2, X2Zp €Y2Zp NEM 0S termos ey, Yo € 2. Portanto, € uma equacao
na forma candnica.

([ Exemplo 28.1. |

Descreva a superficie quadrica cuja equacao é dada por

4X? + Ay + A7 + Axy+ 4xz+ dyz— 3 = 0.

Solugao:
Reescrevendo essa equacao na forma matricial, temos

VIAV—-3=0, (28.3)

X 4 2 2
v=1| Yy e A= 2 4 2 |.
z 2 2 4

Deixamos para vocé o exercicio de calcular os autovatossautovetores
correspondentes da matAz Obtemos:

onde

e A1 = 2: & um autovalor com multiplicidade algébrica 2 e autorext
associados
—~1/V/2 -1/V6
uu=| 1/v2 | eu=| -1/V6 |;
0 2/\/6

e A, = 8: & um autovalor com multiplicidade algébrica 1 e autovals-
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sociado
1//3
usz = ( 1/\/§ ) .
1/V/3

Como{uy, uy, uz} forma uma base ortonormal @&, temos que

IV 1B V3
P=u u US]( 1/vV2 -1/V6 1/\@>
0 2/v/6 1/\/3

€ uma matriz ortogonal que diagonaliza a ma¥iz a matriz diagonal corres-
pondente sera

Vale também qu® = P'AP.

Observe que déP) = 1, logo P representa uma rotacio €ri. Con-

siderando
X X1
v=1Y evi=| W
z 2

e substituindosr = Pv; emvtAv, obtemos
VIAV = (Pvy)'A(Pv;)
=V (P'AP)v;
=V!Dv; onde PPAP=D

2 00 X1
= (X1 Y1 21) 2 0 Y1
0O 8 VAl

0
0
=2¢+2y;+8%.

Portanto, substituindo
VIAV = 2¢¢ 4 2y% 4- 8%
na equacao (28.3), obtemos
24+ 2y + 82 =3,
ou, equivalentemente,
X2 ﬁ

i
ﬁ+3/2+%:1‘

AULA E MODULO 2
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Observe que essa equagao nao contém os termos croggfosz; ey1z;
nem o0s termos emy, y1 € z;. Portanto, € uma equacao na forma candnica.
Identificamos, facilmente, que essa equacao represemtalipsdide, como
ilustra aFigura 28.1.a

([ Exemplo 28.2. |

Identifique a superficie quadrica cuja equacao & dada p

—X2 +2yz—/2y++/22—101=0.

Solugao:

Inicialmente, observe que a presenca do termo cruyadws levara a
realizar uma rotacao de eixos, e a presenca dos ternezsdisz ey, a realizar
uma translacao de eixos.

Reescrevendo essa equacgao na forma matricial, temos

VIAV+Bv—101=0, (28.4)
onde
X -1 0 O
v=|vy |, A= 0 01)]eB=(0 —v2 V2.
z 010

Deixamos para vocé, novamente, o exercicio de calculautmvalores e
0s autovetores correspondentes da matr@btemos:

e A1 = —1:autovalor com multiplicidade algébrica 2 e autovet@sso-

ciados
1 0
uu=| 0| eu= 1/v2 |;
0 ~1/v2
e Ay =1:autovalor com multiplicidade algébrica 1 e autoval@oasado
0

us= | 1/v2

1/V2

Comof{uy, uy, us} forma uma base ortonormal @, entao
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1 0 0
P=[u; Up Ug] = ( 0 1/V2 1/\/2)
0 -1/vV2 1/V2

€ uma matriz ortogonal que diagonaliza a ma#iz a matriz diagonal corres-

pondente sera
-1
D= 0 .
0
Vale também qu® = P'AP.
Como no Exemplo 28.1, dd?) = 1, logo P representa uma rotacado em

R3. Considerando
X
v=|y | evs= ,
z

e substituindosr = Pv; emvtAv, obtemos

00
-1 0
01

X1

Y1
Al

VIAV = (Pvy)'A(Pvy)
=V (P'AP)v;
=V!Dvy, onde PPAP=D

-1 00
= (X]_ Y1 Z]_) 0 -1 0
0 01

A

e, substituindor = Pv; emBv, obtemos

)(2)

Bv B(Pvi)
BPv1

1 0 0
0 —v2 ﬁ)(o vz 132

0 -1/v2 1/V2
(0 -2 0 (

X1

Y1

V4]
—2y1.

Portanto, substituindo
VIAV= X3 —y2+Z e Bv=—-2y;

em (28.4), obtemos

(%)

X —yi+Z -2y =101

AULA E MODULO 2

CEDERJ 97



Algebra Linear Il | Quadricas

98 CEDERJ

Agora, completando o quadrado na variayeltemos
—G+Z— (Y5 +2y1) = 101
0 que nos da
-G —[(y1+1)?-1+Z =101

e, portanto,
—x¢ — (y1+1)*+2Z = 100,

ou, equivalentemente,

2 2
2 ) B
10 17 + 10— 1 (28.5)
Essa equacao ja &€ uma forma canodnica para a quadicia mja se pode
identificar a equacao de um hiperbolbide de duas folhas, efa ainda pode
ser mais simplificada. Realizando a mudanca de variaegia dor

Xo = X1
Y2=y1+1
HL=12,

que representa uma translacadRip a equacao (28.5) se transforma em

K% Y% .5y

17 100 17 ’
gue representa a quadrica inicial aos novos ekgsz,. Nessa forma, identi-
ficamos novamente a equacao de um hiperbolbide de diesfalomo ilustra

aFigura 28.1.c.

Autoavaliacao

Terminamos o estudo das conicas Bhe das quéadricas efR?,
gue constituem uma excelente aplicacao da diagonalizdgs fort
mas quadraticasE importante que vocé reveja o procedimento de
simplificacao dessas equacdes e compreenda os calealizados
nos exemplos. Também & importante que fique clara a ieteqid
geomeétrica de cada mudanca de variaveis realizada.




Exercicio 28.1.

Obtenha uma forma canodnica de cada quadrica abaixo éfigeat
a quadrica.

1. Xy—4v2x+2/2y+2—-9=0.

2. Xy+2Xz+2yz—6X—6y—4z—9=0.

3. %4 7y?+ 1022 — 2xy— 4xz+ 4yz— 12x+ 12y + 60z + 66 = 0.

AULA E MODULO 2
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AUTOVALORES COMPLEXOS

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender o conceito de autovalor complexo;

aplicar os conceitos apresentados em casos particu-
lares.
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Pré-requisitos
Aulas 3 e 5.
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AUTOVALORES COMPLEXOS

Vimos logo na Aula 3 que, dada uma mathiz My(RR), seu polind-
mio caracteristicp(x) &€ um polindmio de gran com coeficientes reais
e, portanto, possui um total aeraizes, contando suas multiplicidades
e as raizes complexas. Nesta aula, estudaremos algunplegehe
matrizes reais com autovalores complexos.

Inicialmente, vamos relembrar alguns conceitos sobreenféstom-
plexos. Denotamos o conjunto dos nUmeros complexo&porepre-
sentamos por

C:{a+bi|a,beR e i:\/—_l}

A igualdade de niumeros complexos €& definida por
a+bi=c+diseesomente se=ceb=d.

A adicao e a multiplicacao de nUmeros complexos séinidas por:

a. (a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i;
b. (a+bi)-(c+di)= (ac—bd) + (ad+bc)i,
para todos os, b, ¢, d € R. E facil verificar que todas as propriedades

de corpo dos numeros reais continuam validas para osnmgntem-
plexos.

Definimos oconjugadode um namero complexn= a+ bi como
sendo o nUmero complexs= a— bi.

A teoria de espagos vetoriais e de algebra matricial debada
no caso de componentes reais e escalares reais se apliéGngmala
componentes e escalares complexos. Por exemplo, 0 esgagiahC?
e definido por

C2={(z,w)|zw €C},

com as operacg0es usuais

a. (zz, wi) + (22, Wo) = (z1 + 22, W1 +Wp);

b. z- (zz, w\1) = (z- 71, - ),

ondez, 7, w1, 2o, wp € C.



Assim, dada uma matri& € My(C), um nimero complexa € C
€ um autovalor (complexd da matrizA se existe um vetor nao-nulo
v e C"tal que
Av=Av.

Dizemos quev & um autovetor (complex9® associado ao autovalor
A eC.

([ Exemplo29.1. |

Discuta a diagonaliza¢ao da matriz
0 -1
A= ( o ) .

Solugao:

Sabemos, do nosso estudo de rotacdes no plano, que esgaoragspon-
de a uma rota¢ao de/2 radianos no sentido anti-horario em torno da origem
do plano cartesianB?. Assim, fica claro que nenhum vetor nzo-nule R? &
transformado, pela acao da ma#iznum maultiplo dele mesmo. Assim, a ma-
triz AnZo possui autovetores @4 e, consequentemente, nao tem autovalores
reais. De fato, o polindmio caracteristico Alé

p(x) = detxlp—A)
x 1
-1 X
=x2+1.

Esse polindmio sb possui as raizes compléxas i e A, = —1.

No entanto, considerandad com matriz complexa, isto & € My(C),
A1 =1 e A, = —i sao autovalores complexos da matz pois os vetores
vi=(1,—i), v2=(1, i) € C?, e satisfazem

(2 8) (1))
(2 8) (1) (1) -

Assim, v; = (1,—i) & um autovetor associado ao autovalar= i, e
vo = (1, i) € um autovetor associado ao autovalpe —i.

Como a matriz nao possui autovalores reais, ela nao @mntdigavel en-

AULA E MODULO 2
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quanto matriz real. No entanto, como ela possui dois auimeslcomplexos
distintos, a matriA é diagonalizavel quando considerada como matriz com-
plexa. Mais ainda, considerando as matri2e® € M,(C) dadas por

(5o ) (32 )
(2 ) (32 02)
(

isto &,A=PDPL. Portanto, no caso complexo, a matiZ semelhante a
matriz diagonaD.

[ Exemplo29.2. |

0,5 —0,6
A= ( 0,75 11 )

determine os autovalores de2 uma base para cada autoespaco.

Dada a matriz

Solugao:

Obtendo o polindmio caracteristico da matiz

p(x) =detxl,—A)
x—0,5 0,6
—0,75 x—1,1
= (x—0,5)(x—1,1) — (0,6)(—0,75)
=x2—1,6x+1.
Calculando as raizes desse polindmio quadratico, aigem

A =0,8-0,6i ey =0,8+0,6i.



Considerando o autovaldg = 0,80, 6i, queremos obter= (z, w) € C?
nao-nulo tal que
AV = AV,

(o5 22) () =0e-0m (1)

0 que nos da o sistema linear

ou seja,

(—0,3+0,6i)z—0,6w =0
0,752+ (0,34 0,6i)w =0.

Como os autovalores sao distintos, cada autoespaco teemsfio 1; portanto,
as equacodes do sistema anterior sao dependentes. Asasiaconsiderar uma
das equacdes; por exemplo, da segunda equacao, temos

z=(-0,4-0,8i)w.

Escolhendav = 5 (para eliminar a parte decimal), obtenms —2—4i. As-
sim, uma base para o0 autoespaco associado ao autdyate0,8 — 0,6i &

dada pelo vetor
Vi — —2—4i
1= 5 .
Analogamente, para o autovalby = 0,8+ 0,61, obtemos o autovetor
[ 244
Ay — 0,5 -0,6 —2+4i
271075 11 5

[ —A+2i
N 4+ 3i

— (0,8+0,6i) ( e >

pois

= )\2V2.

Observe que a matri & semelhante a matriz diagonal

5_ (M 0Y)_/(08-06i 0
“Lo A )" 0 0,8+0,6i /-
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Autoavaliacao

Nao & nosso objetivo generalizar toda a teoria de diagmgalo d
matrizes reais para 0 caso complexo; apesar disso, desea
porcionar novas e importantes aplicacdeéhgebra Linear. Muito
problemas envolvendo matrizes com autovalores complexare
cem naturalmente em Engenharia Elétrica, em Fisica ez
Sistemas Dinamicos de um modo geral. Essa discussaomas
feita num curso avancado ddgebra Linear. Portanto, nosso obje-
tivo foi apenas o de apresentar a vocé alguns exemplos efaras

Exercicio 29.1.

1. Determine os autovalores e uma base para cada autmespac

matriz
1 -2
A (12),
2. Calcule os autovalores e autovetores da matriz
a —b
A=(5 a)
ondea, b€ R coma=# 0oub#0.

3. Dada a matriA € My(R) com autovalorA € C, mostre que\
também & autovalor da matiz
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EXERCICIOS RESOLVIDOS — 3 PARTE

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

aplicar os conceitos e as propriedades vistas nas Aulas
17 a 29.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS — 32 PARTE
Pré-requisitos
Aulas 17 a 29. Nas proximas aulas apresentaremos uma série de ersna@esplvi-
dos sobre a segunda parte do curso. Esses exercicios cgajadeon-
solidar os conceitos apresentados nas aulas anteriores.

A nossa orientacao & que voceé primeiro tente resolvda aan dos
exercicios, usando, se necessario, as anotacoes ldasaateriores, e,
s6 depois de obtida a sua propria solu¢ao, comparastaa solucao
apresentada aqui. Caso vocé nao consiga resolver algenci@r, nao
se aflija, leia atentamente a solugao correspondenteoc®eainda tiver
dificuldade, ndo hesite em procurar ajuda de seu tutor.

Exercicio 30.1.

1. Determine a matriz, com respeito a base canodnica, dagam
ortogonal sobre a reta= x.

2. Determine as projecdes ortogonais dos poRios (1, 0, 1) e
P =(1, 1, 1) sobre o planx+y—z=0.

3. Determine o valor das constante®, c, d € R para que

1 a+b b 5 b—c 2d+3
A= 2 0 4 eB=| 3 5 1
3 4 3 d b+c 0

sejam matrizes simétricas.

4. Dadas as matrizes simétricasB € M, (R), mostre queAB+ BA
também & uma matriz simétrica.

5. Dadas as matrizé's B € My(RR) tal queA & uma matriz simétrica,
verifique queB'AB & uma matriz simétrica.

6. Dadosa, b € R, comb = 0, encontre uma matriz ortogorfajue

by .., o
b a),lstoe,talqueD_PAP.

diagonaliza a matriA = ( a
7. Sejal : R® — R3 um operador autoadjunto com autovalores asso-

ciados A1 = 3 e A, = 4; suponha quevy = (1, 1, 1) e

vo = (2, 0, 1) sdo dois autovetores associados ao autovalor

A1 = 3. Determine um autovetor associado ao autovies 4 e

uma base ortonormal de autovetoredde
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8. Para cada matriz abaixo, determine uma matriz ortogdeaima §
matriz diagonaD tais queA = PDF'. 2
o)
3100 31000 =

1300 13000
a.A= b.bA=| 0 0 2 1 1

00O00O
0000 00121 <
00112 =
<
SOLUCOES

1. Denotamos pol : R? — R? a projec&o ortogonal sobre a reta
y = X, como ilustra &igura 30.1

P y=x

Figura 30.1: A projecao ortogonal sobre a reta= x e a base ortonormg.

Vamos primeiro determinar uma matriz que represérdam res-
peito a uma base ortonorm@l= {u, uz}. Sejam:

u; = (1/v2, 1/v/2) vetor unitario paralelo a retyg = x; e
up = (—=1/v/2, 1/+/2) um vetor unitario normal & reta= x.

Como
T(up) =u1=1-u;+0-uz

T(u2) =0=0-u1+0-uy,
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temos que

Bzmﬁz(ég).

Assim, a matrizA que represent@d com respeito a base candnica
e dada por
A=PBP 1,

onde /\/é /\/é
1 -1
= vl =(1v2 v )

ComoP & uma matriz ortogonal, temos que

1 o [ 1/V2 12
Pl‘ﬁ‘<—yﬂiuﬁ)’

portanto,
A=pPBP1?

(HA (3 (1)

()

. SejaT : R® - R3 a projecdo ortogonal sobre o plano

m: X+Yy—2z= 0; precisamos determinar a matAzque repre-

senta essa projecao com respeito a base candnica. Notam
vamos primeiro obter a matriz que represehtaom respeito a
uma base ortonorm@ = {uy, up, uz}. Veja aFigura 30.2

P plano ©

()

Figura 30.2 Uma base ortonormd.

Considere os seguintes vetores:
u1 = (1/v/2, 0, 1/+/2) um vetor unitario paralelo ao plarm
up = (—1/v/6, 2/+/6, 1/1/6) um vetor unitario ortogonal a; e



paralelo ao planare
uz = (1/v/3, 1/v/3,—1/+/3) um vetor unitario normal ao plano
.

Como

T(up)=u1=1-u;p+0-u2+0-us;

T(uz) =u2=0-u;+1-up+0-us;
e

T(uz)=0=0-u1+0-uz2+0-us,
temos que

100
B=[Tlzg=( 01 0]|.
000

Assim, a matrizA que representd com respeito a base candnica
é dada por

A=PBP
onde
1/v2 -1/v6 1/V3
P=up u Ug]—( 0 2/\/6 1/\/§)
1/v2 1/vV6 -1/V3

ComoP & uma matriz ortogonal, temos que
1/v2 0 1/v/2
Pl=P= ( ~-1/v6 2/V6 1/\/é>;
1/v/3 1/vV/3 -1/V/3
portanto
A=PBP!
1/v2 -1/V/6 1/V/3 100
_< 0 2/\/6 1/@)(010).
1/vV2 1/V6 -1/V3 000

1/v2 0 1/v/2
.(1/\@ 2/\/6 1/\@)
1/v/3 1/vV/3 —-1/V/3

2/3 —1/3 1/3
= -1/3 2/3 1/3 |.
( 1/3  1/3 2/3)

AULA E MODULO 2
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Assim, as imagens dos pontBs e P, sob a acao da projecao
ortogonal sobre o planmg, sao obtidas por multiplicacao de ma-
trizes:

2/3 -1/3 1/3 1 1
Apl(l/s 73 1/3)(0)(0);
1/3  1/3 2/3 1 1

2/3 —1/3 1/3 1 2/3
Apz_(l/g 73 1/3)(1)_(2/3),
1/3  1/3 2/3 1 4/3

Portanto, temos que a projecao léleé P, e a projecao dé, é
(2/3, 2/3, 4/3).

3. Lembre que uma matri& & simétrica se e somente Ae= A'.
Assim, para a matriz

1 a+b b
A=|2 o0 4},
3 4 3

temosA = Al se e somente se

1 a+b b 1
2 0 4|=| a+b :
3 4 3 b

ou seja, se e somentege-b=2eb=3, ou, aindapa=-1¢€

b=3.
5 b—c 2d+3
B=| 3 5 1 ,
d b+c 0
temosB = B! se e somente se
5 b—-c 2d+3 5 3 d
3 5 1 = b—c 5 b+c |,
d b+c 0 2d+3 1 O

ou seja, se e somentelsec=3, b+c=1e A+3=d, ou,
aindab=2,c=-1e d=-3.

~ON
W bh w

Para a matriz



4. Sendd eB matrizes simétricas, temds= Al e B = B!. Portanto,

(AB+BA)! = (AB)!+ (BA)!
— BtAt —I—At Bt
=BA+AB
= AB+ BA.

Portanto, &AB-+ BAtambém & uma matriz simétrica.
. De fato, temos que

(BtAB)t — BtAt(Bt)t
= B'AB;

logo, B'AB também & uma matriz simétrica.

. ComoA & matriz simétrica, existe uma matriz ortogoRatjue
diagonaliza a matriA. Lembre que as colunas éesao autove-
tores unitarios da matri&. Portanto, precisamos calcular os au-
tovalores e os respectivos autovetores da matr&eu polindmio
caracteristico & dado por

p(x) =detxlz—A)

| x—a —b
| —=b x—a
= (x= )2~ (=)’

= x% — 2ax+ (& —b?).

Portanto, os autovalores sa@ =a+b e A, =a—b. Como

b # 0, segue qué; # A,. Vamos, agora, ao calculo dos autove-
tores. O autovetor associado ao autovaloe= a+b & um vetor
u1 = (X, y) € R? que satisfaz

()\1|2 —A) U = 0,

(%) ()-(6)

Comob # 0, obtemox =y. Assim, uma escolha dg = (X, Y)
que seja vetor unitario & dada por = (1/v2, 1/v/2). Como
A1 # A2 e a matriz A & simétrica, entdo todo autovetor
up = (X, y) € R? associado ao autovaldp = a— b & ortogonal

ou seja,

AULA E MODULO 2
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ao vetoru;. Portanto, podemos escolher= (—1/v2, 1/v/2).
Assim, a matriz

TN, BTN
SCEREVIVY

diagonaliza a matria, isto &,

D =PAP
-( vz wva) (5 a) (3 Tv2)

_(a+b O
- 0 a-b

€ uma matriz diagonal semelhante a mafxiz

7. Sejavz € R3 um autovetor associado ao autovaler= 4. Como

T & um operador autoadjunto e os vetores v, sao linearmente
independentes, devemos terortogonal av; e vo. Como esta-
mos emR3, v & paralelo ao vetov, x vo; portanto, podemos
considerar

V3 =V1 X V2= (1, 1,—2).

Observe que para os autovetoves v, associados ao autovalor
A1 = 3 temos

<V17V2> - <(21 07 1)7 (17 15 1)>
=2-1+0-1+41-1
=3#£0;

logo, V1 e Vo Nao sao ortogonais entre si. Para construir uma base
ortogonal de autovetores, consideramos 0s vetwpregs e um
novo vetorw, comw ortogonal a/, e vz, por exemplo,

w=vyxVvz=(-1,5,2).

Normalizando esses vetores, obtemos uma base ortonormal de



autovetore@ = {uj, uy, uz}, dada por:

U o= W _(—1 5 2 )
Y qwl ~ \V30 v30' v30)'
Vo 2 1)

U = = —707— ;
N2 (\/B V5

a. Sendo
3100
1300
A= 0 0 00}
0 00O
seu polindmio caracteristico & dado por

p(x) = detxls—A)

x—3 -1 00
| -1 x=3 00
o 0 0 x O

0 0O 0 x

= X2(x? — 6x+8)
=x2(x—2)(x—4).
Logo, seus autovalores sao:
e A1 =0, com multiplicidade algébrica 2;

e A» =2, com multiplicidade algébrica 1; e

e A3 =4, com multiplicidade algébrica 1.

Vamos, agora, calcular uma base ortonormal de autovetores
deA. Para o autovaloik; = 0, sabemos que os autovetores
associados = (x, y, z, t) € R* satisfazem

(0-|4—A)V=0

—-Av=0

AULA E MODULO 2
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isto &, satisfazem o sistema linear homogéneo

3 -1 0 0\ /x 0
-1 -300]||[y] |o
o ooofflz] ]o
0 000/ \t 0

Escalonando a matriz associada desse sistema linear,0)o cas
a matriz—A, obtemos as solucdes

x=0, y=0 e zt arbitrarios.

Portanto, escolhendo om=1,t =0, e oraz=0,t =1,
obtemos que

up=(0,0,1,0) u,=(0,0,0,1)

formam uma base ortonormal do autoespac¢o associado ao
autovalorA; = 0.

Para o autovalok, = 2, sabemos que os autovetores associ-
adosv = (X, y, z, t) € R* satisfazem

(2-|4—A)V=0,

isto &, satisfazem o sistema linear homogéneo

-1 -1 00 X 0
-1 -1 00 y|l |0
O 020 z| | O
O 00 2 t 0

Escalonando a matriz associada desse sistema linear, obte-
mos as solucdes

y=-X e z=t=s=0, com x arbitrario.

Portanto, escolhendx = 1/v/2 e, consequentemente,
y=—1/+/2, obtemos que

1 -1
==, —=, 07 0)
(\/E V2
forma uma base ortonormal do autoespaco associado ao au-
tovalorA, = 2. Finalmente, para o autovalds = 4, 0s au-



tovetores associades= (X, y, z, t) € R* satisfazem
(4-12—AVv =0,

ou seja, satisfazem o sistema linear homogéneo

OORrPEk
OO RrrF
oOh~OO
MO OO
- N< X
o OO

Escalonando a matriz associada desse sistema linear, obte-
mos as solugdes

y=Xx e z=t=0, comx arbitrario.

Portanto, escolhendx = 1/v/2 e, consequentemente,
y=1/v/2, obtemos que

1 1
up=|—=,—,0 0)
(\/é’ v2'
forma uma base ortonormal do autoespaco associado ao au-
tovalor A3 = 4. Como a matriA &€ simétrica, observe que
0s autovetores associados a autovalores distintos simert
nais. Assim = {uz, Uy, us, us} & uma base ortonormal

deR* formada por autovetores da matéizPortanto, a ma-
triz ortogonalP,

00 1/V2 1/V2
_ oo -1/v2 1/V2
P=[u; Uz Uz U4 = 10 0 0 ,
01 0 0
e a matriz diagondD,
0000O
0000O
P=1l0020]
0 00 4

satisfazenA = PDFP.
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b. No caso

>

I
cCoOoOrw
coowtr
R NOO
N PR OO
NBRFRRFROO

=
[ERN

seu polindmio caracteristico & dado por
p(x) =defxls—A)

Xx—3 -1 0 0 0
-1 x-3 O 0 0
= 0 0O x-2 -1 -1
0 0 -1 x-2 -1
0 0 -1 -1 x-2

w3 1 ||x2 -1 -1
=70 el 1 ox-2 1
-1 -1 x-2

= (x2 — 6x+8) () — 6x2 + 9x — 4)
= (x—1)2(x—2)(x—4)2.

Logo, os autovalores da matAzsao:

e A1 =1 com multiplicidade algébrica 2;
e Ay =2, com multiplicidade algébrica 1; e
e A3 =4, com multiplicidade algébrica 2.
Vamos, agora, calcular uma base ortonormal de autovetores

deA. Para o autovaloik; = 1, sabemos que os autovetores
associados = (X, y, z, t, s) € R satisfazem

(1-1s—AVv=0,
isto &, satisfazem o sistema linear homogéneo

-2 -1 0 0 O
-1 -2 0 0 O
0O 0 -1 -1 -1
0O 0 -1 -1 1
0O 0 -1 -1 1

n o~ N< X
I
cooooo

Escalonando a matriz associada desse sistema linear, obte-
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mos as solucdes
x=0, y=0, z=-t—scomt e s arbitrarios.
Portanto, escolhendo= 0 es= —1, obtemos o autovetor
v1=(0,0,1,0,-1).

Para obter um segundo autovetgr= (a, b, c, d, e) asso-
ciado ao autovalok; = 1 e que seja ortogonabla, devemos
ter

a=b=0
c+d+e=0
c—e=0,

sendo que a Ultima equacéo segue da condiggos) = 0.
Uma solucdao desse sistema linear & dada por
v =(0,0,1,-2, 1). Assim,{vi, V2} & uma base orto-
gonal do autoespaco associad a= 1.

Para o autovalok, = 2, sabemos que os autovetores associ-
adosv = (X, vy, z, t,s) € R satisfazem

(2-|5—A)V=0,

isto &, satisfazem o sistema linear homogéneo

-1 -1 0 0 O X 0
-1 -1 0 0 O y 0
O 0 0-1 -1 z |=|o
0O 0-1 0 -1 t 0
0 0 -1 -1 0 s 0

Escalonando a matriz associada desse sistema linear, obte-
mos as solugdes

y=-X e z=t=s=0, com Xx arbitrario.
Portanto, escolhendo= 1, obtemos o autovetor
v3=(1,-1,0, 0, 0),

gue forma uma base do autoespaco associado ao autovalor
Ar=2.

Finalmente, para o autovaldg = 4, os autovetores associ-
adosv = (X, y, z, t, s) € R satisfazem

(4-15— AV =0,
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ou seja, satisfazem o sistema linear homogéneo

1 -1 0 0 O X 0
-1 1 0 0 ©oO y 0
O 0 2 -1 -1 z|=1]120
O 0 -1 2 -1 t 0
O 0 -1 -1 2 S 0

Escalonando a matriz associada desse sistema linear, obte-
mos as solucdes

y=X, S=z e t=z com x e z arbitrarios.

Agindo como no caso do autovaldt = 1, obtemos os se-
guintes autovetores associados ao autovegjer 4.

v4=(1,1,0,0,0)ev5=(0,0, 1,1, 1), e eles formam
uma base ortogonal para o autoespaco associado ao auto-
valoriz = 4.

Assim, {v1, Vo, V3, V4, V5} &€ uma base ortogonal d&>
formada por autovetores da matAz Normalizando os ve-
tores dessa base, obtemos

up, =

U =

Us =

Observe, agora, qu& = {us, Uz, U3, Ug, Us} € uma base
ortonormal d&R® formada por autovetores da mattizPor-
tanto, a matriz ortogond,

120 CEDERJ



P=[u; Uz uz ug us|=

0 0
0 0
= 1/vV2  1/V6
0 -2/V6
-1/vV2  1/V6
e a matriz diagondD,
1
0
D=] 0
0
0

oOoOoOPr o

Yv2 1/V2
-1/v2 1/V2
0 0
0 0
0 0
000
000
200
040
0 0 4

0

0

0
V3
V3
V3

AULA E MODULO 2

satisfazenA = PDP.. Lembre que a ordem dos elementos

da diagonal principal da matri2 depende da ordem das
colunas da matriz ortogonBle vice-versa.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS — 42 PARTE

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

aplicar os conceitos e as propriedades vistas nas Aulas
17 a 29.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS — 42 PARTE
Pré-requisitos
Aulas 17 a 30. Nesta aula, vamos dar continuidade a apresentacao deicaes
resolvidos sobre a segunda parte do curso. Estes exaroiajpidarao
a consolidar os conceitos apresentados nas aulas argeriore

Mais uma vez, ressaltamos que vocé deve primeiro tentalvezs
cada um dos exercicios, usando, se necessario, as @e®@gs aulas
anteriores, e, s6 depois de obtida a sua propria solegagpara-la com
a solucao apresentada aqui. Caso vocé nao consigaeestijum e-
xercicio, nao se aflija, leia atentamente a solugcaaespondente e, se
ainda tiver dificuldade, nao hesite em procurar ajuda déwteu Uma
discussao entre alunos e tutor sobre as solu¢cdes eadaste sempre
muito proveitosa.

Exercicio 31.1.

1. Para cada caso abaixo, determine a matriz que repredentasa
bilinear com respeito a base ordenada especificada.

a. F :R®x R® — R dada pofF (u, v) = (u, v) com respeito &
basef = {uy, up, us}, up =(-2,0, 1),u,=(1,2, 1) e
uz=(0,1,-2).

b. F : R?2 x R? - R dada pofF (u, v) = (u, a) - (v, b), com
a, b € R?, com respeito & base candnica.

2. Expresse as formas quadraticas abaixo na forAa, onde a
matrizA & uma matriz simétrica.

a. q(xg, X2) = 32 +7x3

b. q(X1, X, X3, Xa) = X2 + X3 + 3X3 + X3 + 2X1%2 + 4X1 X3
+ 6XoX3 + 7 X1Xg — 2XoXa

C. (X1, X2, X3) = X2 + X3 — X3+ 2X1%2 — 3X1X3 -+ X2X3
d. q(x1, X2) = —7X1%2
€. (X1, X2,...,%) = (C1X1 + CoXo + --- + CaXn)?, cOm
C1, C2,...,Ch € R.
3. Diagonalize as seguintes formas quadraticas:

a. q(x, y) =2xy
b. q(x, y, ) = 2xy+ 2xz+ 2yz
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Em cada caso, determine uma matriz ortogonal que diagarealiz
forma quadratica.

. Identifique as cbnicas representadas pelas equabgae®aEm
cada caso, determine uma matriz ortogonal que diagonaliza a
forma quadratica.

a. 2%+5y?> =20

b. x> — 16y? + 8x+ 128y = 256

C. 4% —20xy+ 25y%> — 15x— 6y =0

. Identifique as quadricas representadas pelas equabaxo. Em

cada caso, determine uma matriz ortogonal que diagonaliza a
forma quadratica.

a. Xy+2xz+2yz—6x—6y—4z= -9
b. 2Xy—6v2x+10y/2y+2z—-31=0

6. SejaF a forma bilinear d&k? definida por

F((X1, X2), (Y1, ¥2)) = 2X1y1 — 3X1y2 + X2Y2.

a. Determine a matria que representB com respeito a base
a=4{(1,0), (1,1)}.

b. Determine a matriB que representB com respeito a base
B = {(Zv 1)7 (17_1)}'

c. Determine a matriz mudanca de b&seda base3 para a
basea, e verifique quéd = P'AP.
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SOLUCOES

1. a. Lembre-se da Aula 25, na qual a matriz que representana fo
bilinear com respeito a bage= {u1, uy, uz} & dada pela matriz
A= (&j), ondea;j = F(uj, uj). Neste caso, temos:

a1 = F(ug, up) =(ug, ug) =
= <(_27 07 1)a (_27 07 1)> =5;

a2 = F(ug, up) =(ug, ug) =
= <(_27 0, 1>7 (17 2, 1>> = -1,

a3 = F(uy, ug) =(uy, Uz) =
= ((—-2,0,1),(0,1,-2)) =—-2;
a1 = F(up, up) =(up, uy) =

a2 = F(ug, uz) = (uz, uz

a3 = F(up,u

agx = F(us, uz) = (us,
{

azgz = F(us, uz) = (usz, ug) =

Assim, a matriZA & dada por

5 -1 -2
A=| -1 6 0].
-2 0 5

Observe qué\ & uma matriz simétrica.

b. Sejama = (a1, a») e b = (b1, by) vetores com respeito a base
canonica. Sej& = (&) a matriz que representa a forma bilinear
F(u, v) = (u, & - (v, b) com respeito a base candnica. Assim,
temos:
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a1 = F(e, e)=(e, a) (e, b)=
= ((1,0), (a1, a2))-((1, 0), (b1, b2)) = ayby;

a2 = F(e, &)=(e,a) (&, b)=
= ((1,0), (a1, a)) - ((0, 1), (bg, b2)) = azby;

a1 = F(e, €)= (e, a)-(e1, b)=
= ((0,1), (a1, a))-((1, 0), (b1, b2)) = aby;

a2 = F(e, &)=(e, a) (e, b)=
= ((0,1), (a1, a))-((0, 1), (bg, b2)) = azby.

Portanto,

[ &by aibp
S\ agbhy aghy

Observe que, em geral, a matinao &€ uma matriz simétrica.

2. Como foi visto na Aula 26, temos:

a.

30
a0 =0 x) (o 9 ) () =347

q(x1, X2, X3, X4) =

1 12 772 X1
x| L 231 X0
1RXBX) 1l 5 33 0| %
72 -1 0 1) \ x

= X2 ++ X3 + 3X3 -+ X3 + 2X1Xp + AX1X3 + BXoXg + TXqXa — 2XpXa

q(x1, X2, X3) =

1 1 -3/2 X1
Z(X]_ X2 X3) ( 1 1 1/2) (Xz)
~3/2 1/2 -1 X3

21 2 2
= X+ X5 — X5+ 2X X2 — 3X1 X3 + XoX3

(X1, X2) = (X1 X2) ( _3/2 _Z)/Z ) ( 2 > = —Tx1%
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q(X1, X2, ..., %) = (C1X1 +CoXo+ - - -+ CnXn)? =

= CXG + GG+ -+ COX; + 2C1CoXX + 2C1CgXaXg + o
+2Cn-1CnXn-1%n

¢ ©C CiC3 -+ GGy X1
CIC2 €5 CC3 -+ CaCp Xo
= (X% - %) | €1Cs C2C3 gz - sty X3
CiCh CCn C3Cn ---  Cf Xn

3. a. Observando os coeficientesglgemos que a matri& que repre-
sentag na base canodnica & dada por

01
A= ( 01 ) .
Diagonalizar a forma quadraticgé equivalente a diagonalizar a
matriz simétricaA. Usando os procedimentos ja conhecidos sobre
diagonalizacao de matrizes simétricas, os autovattaesatrizA
saoA; = 1eA, = —1. AmatrizP sera obtida a partir de uma base

ortonormal de autovetores de Efetuando os calculos, o que é
um exercicio para vocé, obtemos

_ (V2 - _

U = ( 1 NG ) autovetor associado ao autovalar=1, e
o -1/V2 . B

Uy = ( 1//2 > autovetor associado ao autovaler= —1.

Como{us, up} forma uma base ortonormal &, entao

B (V2 -1/V2
= (175 105 )

gue representa uma rotacaomd radianos, e a matriz diagonal
correspondente sera

1 O
>=(0 1),
ondeD = P'AP. Observe que a forma diagonal gé dada por

a(xt, y1) = (X1 y1) ( é _S) ( Q )

2 2
=X1—VY1-
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b. Observando os coeficientesqleemos que a matri& que repre-

sentag na base canonica é dada por

011
A=| 101
110

Procedendo a diagonalizacao da matriz simé#iadeixamos 0s
detalhes dos calculos como um exercicio para voce, ases
autovalores\; = —1, com multiplicidade algébrica 2, = 2.

A matriz mudanca de variav® sera obtida a partir de uma base
ortonormal de autovetores ée Efetuando os calculos, obtemos

1//6
up=| -2/ /6 | autovetor associado ao autovalar= —1;

1/V6
1/v/2

0 autovetor associado ao autovalar= —1;

_1/\/§
1/V3

us= | 1/4/3 | autovetor associado ao autovalgr= 2.

1//3

Comod{us, Uz, uz} forma uma base ortonormal &, entao

1/V6 1/vV2 1/V/3
P=[u; up us]=| —2/v6 0 1//3
1/vV/6 —1/v2 1/V/3

€ uma matriz ortogonal e a matriz diagonal correspondenée s

uz

-1 00
D= o0 -1 0],
0 02

ondeD = P'AP.
A forma diagonal deg) & dada por

-1 00 X1
a(x1, y1, z1) = (X Y1 z1) 0 -10 Y1
0 0 2

V4]
=X —y2 427,

Como P & uma matriz ortogonal e dé&) = 1, entdoP & uma
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rotacao enR3.

. Como a forma quadraticgx, y) = 2x° + 5y? nao contém ter-

mMos emxy, a equacao da conica ja esta diagonalizada. Podemos

escrevé-la na forma
2 yz
— 4+ = 1,
10 4

e, dai, identificar a cdnica como uma elipse de semieyxb8 e
2. Veja aFigura 31.1

Figura 31.1: Aelipse’ + % =1.

Como a equacad — 16y? + 8x+ 128/ = 256 nao contém termos
emxy, ela ja se encontra diagonalizada, restando apenas comple
tar os quadrados erey:

(X% 4 8x) — 16(y> — 8y) = 256
(x+4)2—16—16[(y—4)2—16] =256
(X+4)% —16(y — 4)? =16
(x+4)?*  (y—4)? 1
6 1 o

Efetuando a translagao

{ X =X+4
Y1:y—4;

a equacao que representa a codnica se transforma, nmaidie
coordenadagiy;, em

2 \2
XT_Y1_

16 1



Podemos identificar a hipérbole Riegura 31.2

AULA E MODULO 2

Figura 31.2 A hiperboled — % = 1.

c. Reescrevendo a conicg4- 20xy-+ 25y2 — 15x— 6y = 0 na forma
matricial, obtemos
VIAV+Bv =0,

v:(X)ERZ,
y

B=(—15 —6).

onde

A matriz A & a matriz simétrica que representa a forma quadratica
q(x, y) = 4x% — 20xy+ 25y* com respeito & base candnica. N&o &
dificil ver — os calculos ficam para vocé — que os autoesata
matrizAsao A1 =0 e Ay =29, e 0s autovetores normalizados
sao

_ [ 5/V2S . _
U = ( 2/7/29 ) autovetor associado ao autovalar= 0, e

Uy = ( _53/\/\/2—? ) autovetor associado ao autovaler= 29.

Como{uy, up} forma uma base ortonormal &2, entao

(528 —2/v/29
P=tuvd= (323 5z )
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€ uma matriz ortogonal que diagonaliza a makjze a matriz
diagonal correspondente sera

00
D:(o 29)’

comD = P!AP. Como detP) = 1, a matriz ortogonaP repre-
senta uma rotac&o eRr.

=(5)en=(),

e substituindw = Pv; emVtAv, obtemos

Considerando

VIAV = (PVl)tA(PV]_)
= V! (P'AP)v;
=V!Dvy; onde PPAP=D

= (%1 y1>(8 209> (ﬁ)

= 20y2.

A forma linear se transforma em

Bv = B(Pv1)
= BPvy
_ 5/v29 —2/v29 ( X
=15 ‘6>(2/@ 5/v/29 )(ﬁ)

—(~3v29 0) ( ;1 )

= —3v/29x,.
Substituindo

VIAV = 29y e Bv = —3v/29x;
emvtAv + Bv = 0, obtemos
29y2 — 3v/29x%; = 0.
ou, ainda,
vy

XlzT 15
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onde identificamos facilmente a equacao de uma paratfejaa

Figura 31.3.

yll\

Figura 31.3 A parabolax; = @yﬁ.

5. a. Reescrevendo a equaghy + 2xz+ 2yz— 6x — 6y —4z= —9 na
forma matricial, temos

onde

VIAV+Bv = —9,

011
v=|y ]|, A=l 10 1| eB=(-6 -6 —4).
110

z

A matriz A ja foi diagonalizada no Exercicio 3.b. Encontramos:

1/V6
up = —2/\/6
1//6

1/v/2
0
_1/\/§

1/V3
usz = 1/\/§
1/V3

Uo =

autovetor associado ao autovalar= —1;

autovetor associado ao autovalar= —1;

autovetor associado ao autovaler= 2.

Como{uy, up, uz} forma uma base ortonormal &, temos que

1/vV6 1/vV2 1/V/3

P=[u; up us]=| —2/v6 0 1/v/3

1/vV/6 —1/vV2 1/V/3
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€ uma matriz ortogonal que diagonaliza a makjze a matriz
diagonal correspondente sera

Vale também qu® = P'AP.

Observe que déP) = 1, logoP representa uma rotagao €.
Considerando

X X1
V=1|Y evi=1| y1 |,
4 Z1

e substituindw = Pv; emVvtAv, obtemos
VIAV = (Pvy)'A(Pvy)
=Vt (P'AP)v;
=ViDvy; onde P'AP=D

-1 00 X1
= (X1 Y1 1) 0 -10 Y1
0 0 2 Z;

= X2 —y2 4272

Agora, substituinde = Pv; emBv, obtemos

Bv = B(Pv;)
= BPv;
1/vV6  1/vV2 1//3 X1
=(-6-6-4[ -2/vV6 0 1/V3 Y1
1/v6 -1/v/2 1/V3 4l

_2,._2, 16
VARV A

Portanto, substituindo

16

2 2

t 2

VAV = —X —y2+222er_—x—— ey /
e NN
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na equacae'Av +Bv = —9, obtemos

y2+222+ =9

N fylx/ﬁ

Completando os quadrados nas variawgjsy; e z;, obtemos a
quadrica

N R e o

Agora, aplicando a translacao

Xo = X1 — —

\/é
y2_y1+f
22_21+\f;

obtemos

G-Y5+25=1,

gue representa uimiperbobide de duas folhas

. Reescrevendo a equagig— 6v/2x+10y/2y+z—31=0naforma
matricial, temos
VAV +Bv = 31,

onde

= (—-6v2 10v2 1).

O o
o OO

Deixamos para vocé, novamente, o exercicio de calculauts
valores e o0s autovetores correspondentes da nfat@btemos:

0
up = O | autovetor associado ao autovalar= 0
1
1/\/2
u=1 1/ /2 | autovetor associado ao autovaler= 1
-1 / \/ﬁ
Uz = 1//2 autovetor associado ao autovalar= —1.
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Como{uy, uz, us} forma uma base ortonormal &, temos que

0 1/vV2 -1/v2
P=[uiuug=|( 0 1/v2 1/v/2
1 0 0

€ uma matriz ortogonal que diagonaliza a makjze a matriz
diagonal correspondente sera

00 O
p={01 o],
00 -1

ondeD = P'AP.

Observe que déP) = 1, logoP representa uma rotaczo €k,
a saber, uma rotacao de/4 radianos em torno do eixo-Con-
siderando

X X1
v=11Y evi=1| y1 |,
z VAl

e substituindow = Pv; emVvtAv, obtemos
VIAV = (Pvy)!A(Pvy)
= Vi (P'AP)vy
=ViDvy; pois PPAP=D

00 0 X1
=(Xxtyrz){ 01 O Y1

0 0 -1 21
=Vi-Z.

Agora, substituinde = Pv, emBv, obtemos

Bv =B(Pvy)
= BPv;

0 1/V2 —1/V2 X1
=(—=6v2 10V2 1) ( 0 1v2 1/V2 ) (yl)
0

1 0 Z;
X1
=141 nn
4]

=Xy +4y1+ 162



b.

Portanto, substituindo
VtA,V = y%—z% e Bv=x1+4y, + 1621
na equacae'Av + Bv = — 9, obtemos

V2 —Z + X1 +4y1+ 162 = 31

Completando os quadrados nas variayeie z;, obtemos
(Y2 +4y1) — (Z —1621) +x = 31

(Y1+2)%—4— (z1—8)2+64+x, =31

e, por fim,
X14+29=—(y1+2)%+(z1—8)%.

Agora, aplicando a translacao
Xo = X1+ 29
Y2=Yy1+2
=218,

obtemos
X2 = _y% + Z%?

gue representa uparabobide hiperlblico.

. Queremos montar a matrfz = (a;j), onde a; = F(uj, uj),

u; = (1, 0) eup = (1, 1). Temos:

a1 =F(u1, u1) =F((1, 0), (1, 0)) = 2;

ajp = F(Ul, U2) = F((l, 0), (1, 1)) =-1;
a1 = F(Uz, U]_) ((17 1)7 (17 O)) 2;
a2 = F(Uz, UZ) ((17 1)7 (17 1)) 0.

A:(g ‘g)

Queremos montar a matr2 = (bjj), onde bjj = F(vi, vj),

—F
—F

Logo,
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vi=(2,1)evs=(1,—1). Temos:

b1 = F(Vl, Vl) = F((Z, 1), (2, 1)) 3;

b1 = F(Vl, Vz) = F((Z, 1), (1,—1)) =09;
b2y = F(VZ; Vl) = F((la_l)a (27 1)) =0;
b2 = F(VZ; VZ) = F((la_l)a (17—1>) =6.

39
B ( 39 ) |
c. Expressande; ev, em funcao del; e us (0os detalhes ficam para
voce), obtemos:

Logo,

vi =1-up+1-up;
V2 =2-Up+(-1)-uy,

e, portantoP = ( i _f) eP = (; _i)

onde

one-(3 1)(35) (1 2)-(32)-s
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UM CASO PRATICO

Ao final desta aula, vacdevea ser capaz de:

compreender os conceitos de autovalor e autovetor;
reconhecer um escalar como autovalor de uma matriz;
reconhecer um vetor como autovetor de uma matriz.
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UM MODELO DE CRESCIMENTO
POPULACIONAL

Nesta Ultima aula, vamos ilustrar como a teoria de autoesale au-
tovetores de matrizes com coeficientes reais pode ser uaedanalisar
um modelo de crescimento populacional.

Iniciaremos nossa discussao com a apresentacao de uetasod-
ples de crescimento populacional. Para isso, vamos sugocejtas
espécies tém uma taxa de crescimento constante. Isséicsigiue a
populacao cresce a percentuais iguais em intervalosweoteiguais.

Vamos considerar uma espécie em que cada individuo de erraa g
cao produz novos descendentes e, logo em seguida, morre. Assim, se
pn denota o nimero de individuos da populacao da n-ésemacgo,
supondo que as geracoes se sucedem a intervalos de tegupds i
temos que

Pn =TPn-1.
Por exemplo, se = 2, temos:pg € a populacao inicial da espécie;
P1 = 2po;

P2 =2p1 = 2(2po) = 2%po;
ps =2p2 = 2(2%pg) = 23po.

De modo geral, temop, = 2"pg. E parar arbitrario, temos
pn = r"po. Esse modelo pode ser usado, por exemplo, para descrever
a populacao de certa bactéria, na qual, a cada perioteng®, cada
bactéria se divide em duas outras. Para esse modelo, aapapuresce
para o infinito se > 1, decresce para zero se<0r < 1 e permanece
constante se= 1.

Como vocé pode notar, esse modelo populacional & muitpleim
Por exemplo, para a maioria das espécies o numero de destes
depende da idade dos pais. No caso da espécie humana, uhrexr mul
com 50 anos de idade tem mais dificuldade de ter filhos que ur@@ de
anos. Estudaremos um modelo que leva em consideracatisse
complexidade.

Vamos considerar uma certa espécie de passaros em queesa
de machos & igual ao numero de femeas. Assim, basta @ntro
namero de fémeas. Vamos supor, ainda, que o periodo dedregdo &
de um ano e que, apbs o0 nascimento de uma nova fémea, eddes@p



se reproduzir apds um ano de vida. Antes de um ano ela sesaleca-
da uma fémea jovem e ap6s um ano sera considerada uma é&uiéa.
Podemos, entao, denotar por:

Pj,n @ populagdo de femeas jovens ap@sos (1 periodos de repro-
ducao);

Pan & populacao de fémeas adultas apaésios.

Vamos também assumir que, a cada ano, uma fracde fémeas
jovens sobrevive e se torna fémeas adultas, que cada fho#a pro-
duzk novas fémeas jovens e que uma frafate fémeas adultas sobre-
vive.

A suposicao de taxa de sobrevivéncia constante sigrjtiesa so-
brevivéncia dos adultos independe da sua idade, o que mapresse
aplica.

Com as suposic¢oes anteriores, podemos relacionar agudjoute
fémeas jovens e adultas da seguinte forma:

{ Pjn=KPjn-1
Pan = O Pjn—1+ B Pan-1,

0 que nos da um sistema linear de ordem 2. Em notacao mahtric
podemos reescrevé-lo como

I:)n =A I:)n—la

_( Pjn (0 k>
Pn_(p&n> eA_(a 5.

Observe que

onde

PL=ARy;
P =AR = A(AR) = A%R;
P = AR =A(AR) = A°R;
Py = AR = A(A%R) = A'R,

e, assim, de um modo geral,

Pn = AnP07

_( Pjo
P — 5
0 ( Pa,0 )

onde
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€ a matriz que representa a populacao inicial de fénjeasns e adul-
tas).

[ Exemplo32.1. |

Vamos considerar o modelo descrito anteriormente durantpes
riodo de 20 anos com matredada por

0 2
A:<o,3 o,5>'

Essa matriz informa que cada fémea adulta ger2 fémeas jovens
a cada ano e que as taxas de sobrevivénciansad), 3 para femeas
jovens e = 0,5 para fémeas adultas. Observe que: (3 significa
gue as fémeas jovens tém menos chances de sobreviver gdel&s.
Vamos supor, inicialmente, que temos 10 fémeas adultasleuns

jovem; portanto,
0
(1)

Assim, apds um ano, temos

0 2 0 20
Pl:APOZ(o,s o,5)(1o>:( 5 )

Como pj.1 = 20 e pa1 = 5, a populagao total de femeas & de 25
individuos ap6s um ano e a razao entre féemeas jovendtaséu
Pi1_ 20

=4,
Pa1 5

Apbs o segundo ano, temos

0o 2 20 10
PZZAPl:(o,s 0,5) ( 5 ):(8,5>'

O valor de 8,5 para fémeas adultas pode ser interpretado aom
total de 8 individuos. No entanto, conpg, =10 e pa> = 38,5, a
populacao total de fémeas € de 18 individuos apbosatws, e a razao
entre fémeas jovens e adultas &
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Piz_ 19 _;1g
pa,2 875

Procedendo dessa forma, obtemos a seguinte tabela desvalore

Tabela 32.1

Ano | Fémeas jovens Fémeas adultas Total de fémeas pj,n/ Pa,n
n Pj.n Pa,n Pin+ Pan

0 0 10 10 0
1 20 5 25 4,00
2 10 8 18 1,18
3 17 7 24 2,34
4 14 8 22 1,66
5 17 8 25 2,00
10 22 12 34 1,87
11 24 12 36 1,88
12 25 13 38 1,88
20 42 22 64 1,88

Retornando ao modelo geral, suponhamos que a nfetezha dois
autovalores reais distintod; e A2, com autovetores correspondentes
V1 eV, respectivamente. Coma e v, sao linearmente independentes,
eles formam uma base @2 e, portanto, podemos escrever

Po=aj1vi+axvy, com ag,ap € R.
ComoPR, = A"R,, temos que

Ph =AR
= A"(agv1 +apv2),

e, portanto,

B = alA”vl —+ agA”vz.

Agora, comov; € autovetor associado ao autovalgr temos
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Avy = Avy,

Ay = A(Avy)
= A(/\]_Vl)
= /\1(AV1)
= A1(A1v1)
= A@v1;

Advi = Advy;

e, de um modo gerah"v;, = A{'vi. AnalogamenteA™v, = Alvo. Por-
tanto, podemos reescrever a equagao

Py = a1 A1 + axA'vy

na forma
Ph= al/\:[lV]_ + 8.2/\2nV2.

O polindmio caracteristico da matdz= ( 2 . ) é dado por

B

p(x) =detxl,—A)
= X2 — Bx—ka,

cujas raizes sao

Az%(ﬁiM).

Comok>0,0<a <1le0<pf<1,temos qug?+4ak>0e,
portanto, a matriA de fato possui dois autovalores reais distindase
A2, como supusemos inicialmente. Vemos também que

A= % <B+\/B2+4ak> >0

Ao = % ([3—\/[32+4ak> <0,
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ainda, queAi| > |A2|. Assim, neste caso, o vetBs pode ser reescrito
como

n A2 "
B, = )\1 aiv1+ | — Vo | .
A1

n
< 1, temos que(j\\—i) — 0 quanda — +oo, ou

2 A
Agora, ja qu# A—i
seja,% ~ 0 quanda & muito grande. Nesse caso, teremos
Pn ~ al)\fV]_.

Isso significa que, apds um tempo grande, a populacaoriqop
cional avi.

([ Exemplo32.2. |

Dando continuidade aBxemplo 32.1 comoA = ( 003 025 )

temos que o polindmio caracteristico &

p(x) = x> —0,5x—0,6.

Assim, 0os autovalores sao

A= % (o,5+ \/z,ﬁs) ~ 1,06

Ay = % (0,5—\/T65) ~ —0,56.

Efetuando contas rotineiras que vocé pode conferir, oliders res-
pectivos autovetores:

V1= 1 e Vo = 1
1=\ 0,53 2=\ -0,28 )

Observe, do autoveter, que

1

@ ~ 1,88,
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0 que explica a razapj n/pan Na quinta coluna da tabela @&xemplo
32.1

No exemplo anterior, trabalhamos com precisao de duas dasa
mais nas aproximacoes numéricksclaro que obteremos informacoes
mais precisas se usarmos um numero maior de casas decimais.

Devemos, também, esclarecer algumas limitacdes desdelon As
taxas de nascimento e morte de uma populacao de passaias e
ano para ano e, em patrticular, dependem do clima da regiaamoSsa
discussao, assumimos um meio ambiente constante.

Muitos ecologistas também tém observado que as taxassié na
mento e morte variam com o tamanho da populacdo. Em plarticu
populacado nao pode crescer mais depois de atingir ura tartanho
limite, pois incorre no problema da falta de alimento. Egdainse a
populacao crescesse indefinidamente a uma taxa constémiea su-
perpovoar qualquer ecossistema.

Exercicio 32.1.

1. Usando o modelo populacional desenvolvido neste dapie-
termine o nUmero de fémeas jovens e adultas ap6s peramid,

2,5, 10, 19 e 20 anos. Em cada caso, calcule também a razao

Pj.n/Pan. Considere

Po:<102>, k=3, a=04¢ef=06.

45 Esperamos que voce tenha apreciado os conhecimentos @atem
ticos desenvolvidos neste curso. Eles sao, realmentengiaa
aplicacao pratica. Na medida em que vocé desenvolvieau
ferramentas matematicas, vocé vera esses conceimggaslo
em muitos contextos diferentes. No mais, n6s, autoresjatess
a voceé toda a sorte e sucesso na sua caminhada pelo masavilho
mundo da Matematica.
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SOLUGOES DE EXERCICIOS SELECIONADOS

AULA 19

Exercicio 19.1

1_m_( )

2. autovalo\; = 1 com multiplicidade 2: autovetores
Uy = (1/\/2,071/\/2) euz = (0, 170)1
autovalorA, = —1 com multiplicidade 1: autovetor

us = (1/v/2,0,-1//2).

= O O
(N e
O O PF

AULA 20

Exercicio 20.1

1. Matriz da projegao ortogonal com respeito a basertiand

A:( 1/4 V3/4 )

V3/4 3/4
A diagonalizacao da matrix & dada por
A=PDF =
:< 1/2 —\@/2> (1 o) < 1/2 \@/2)
V3/2  1/2 00 —/3/2  1/2
AULA 21

Exercicio 21.1
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3. E dada pelo produto de matrizes

1 00
010
000

o & B

Wik ool ol §|H §|H &LI_\

Wk Wik |
Wl

S Sl S

S Sl b

Sl Sl S

Shgk o
Il

ol ool
=

Wl

AULA 22

Exercicio 22.1

1. ComoA! = A, temos
(AZ)I — (AA)t :AtAt — (At)z :AZ’

garantindo qué\? & uma matriz simétrica.

2. SejanP matriz ortogona(P~! = P!) e D matriz diagonal tais que
A= PDF. Entao

A2 = AA= (PDF) (PDP) = PD(P'P)DP' = PDIDP' = PD?F',

mostrando qué? também & diagonalizavel por matriz ortogonal.

3. ComoA & uma matriz simétrica, temos, pelo Teorema 22.3, que
A € diagonalizavel por matriz ortogonal. Os autovaloreA dao:

A1 =3 com multiplicidade algébrica 2;
A2 =—1 com multiplicidade algébrica 2

Uma base ortonormal para o autoespB¢8) é dada por:

u; = (1/v2,1/+/2,0, 0);
u, = (0,0,1/v2,-1/v2),

AULA E MODULO 2
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enquanto uma base para o autoespagel) é dada por:

uz = (1/v2,0,0);
us=(0,0,1/v2,1/V2).

Assim, as matrizes

1/v2 0 Yv2 0
P 1/v2 0 -1/v2 0
0 1/V2 0 1/V2

O OO Ww

satisfazenA = PDFP.

AULA 23

o yYv2 oyvzy. . (00
1. a.P_<_1/\/§ 1/\@), D_<0 4)

1/v/3 -1/v2 -1//6
b.P=| 1/vV/3 1/V2 1/\@) ;
1/v3 0 2/\V/6

200
b_| o010
001

1//2 0 1v2 o0

o 0 1/vV2 0 Yv2 |’
0o -1/V2 0 12
0000
0000

P=100140
000 4
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2. Observe qu& =5 & um autovalor dé, masv=(—1,1,0) nao &
um autovetor correspondente ao autovales 5. Temos:

1/v/3 -1/vV2 -1/V6
P= ( 1/v/3 1/v2 —1/\/6); D

500
=020
1/v/3 0 2//6 002

AULA 24

1. A matriz que representa o operadarom respeito a base candnica

ComoA & uma matriz simétrica, segue que o0 operad@ au-
toadjunto.

2. A base pode s = {uj,up,u3}, dada por

uy = (—1/v/3,1/v3, 1/v/3); us = (1/v/2,1/v/2, 0) e
us = (-1/v6,1/v6,-2/6).

AULA 25

1. Paratodai, v, we R"eacR,

F(u+aw, v) = (u+aw)'Av
= (ut+aw')Av
= UutAv+a(wtAv)
=F(u,v)+aF(w,v).

Assim,F & linear na primeira variavel. De forma analoga, mostra-
se que- também é linear na segunda variavel.

100 2 -1 2
2.aA=I13=|1 010 b.B=| -1 2 1
001 2 15
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AULA 27

. X5 Y5
1. A hipérbole de equat;aﬁ2 —22-1,

Y2
8

AuULA 28

1. 2, = X5 — y3; paraboloide hiperbolico.

2. X5 +Y3 — 22 = —19; hiperboloide de duas folhas.

3. %24 % 12 _1; elipsoide.

AULA 29

1. A =2+1; V1=(—l—|—i, 1)
)\2:2—i; V2:(—1—i, 1)

2. O polindmio caracteristico p(x) = x2 — 2ax+ a® + b?, cujas
raizes sao\; = a+bi e A, = a— bi, com autovetores associa-
dosvy = (1,—i) evo = (1, i), respectivamente.

3. Basta observar que, #eé matriz real, entdao seu polindbmio ca-
racteristicop(x) tem coeficientes reais. Logo, 3eé uma raiz
complexa dep(x), entaoA também é raiz d@(x).
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AULA 32

Exercicio 32.1

1. Os autovalores sab, ~ 1,44 e, ~ — 0,836, com autovalores

correspondentes

v ((209Y ., _(-357
=1 2= 1)
Valores:
Tabela 32.2
Ano | Fémeas jovens Fémeas adultag Total de fémeas pj,n/ Pa,n
n Pij.n Pan Pin* Pan
0 0 12 12 0
1 36 7 43 5,14
2 21 19 40 1,11
5 104 45 149 2,31
10 600 291 981 2,06
19 16,090 7,737 23,827 2,08
20 23,170 11,140 34,310 2,08
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