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Prefacio

O texto que ora introduzimos tem como proposito servir de Notas de
Aula para o curso de Analise Real do CEDERJ. O texto é dividido em aulas.
Sao 32 aulas cujos temas serao descritos mais adiante. Cada aula contém
uma série de exercicios propostos. Algumas aulas contém ao final secoes

b

entituladas “Prossiga:. .. Essas se¢oes sao textos complementares e nao
fazem parte do conteudo propriamente dito das aulas. Elas servem para
saciar a curiosidade de leitores mais empenhados com relacao a questoes

surgidas no texto da aula ou a topicos relacionados com essas questoes.

As referéncias bésicas para a elaboracao destas Notas sao os livros
[1, 2, 3, 4] que compoem a bibliografia. Claramente, por tratar-se de uma
matéria tao fundamental, objeto de intimeras obras, dentre as quais grandes
classicos da literatura matematica, diversas outras referéncias além dessas
quatro explicitamente citadas terao influido, talvez de modo menos direto.
Como o propésito do texto é somente o de servir de guia para um curso
com programa bem definido, ndo houve de nossa parte nenhuma tentativa
de originalidade. Assim, em grande parte, nosso trabalho se resumiu a fazer
selecao, concatenacao e edicao de material extraido das referéncias citadas,

a luz do programa a ser desenvolvido no curso.

A seguir damos a lista dos temas das aulas que compodem o curso.

e Modbdulo 1:

Aula 1: Preliminares: Conjuntos e Funcoes.

Aula 2: Os Numeros Naturais e o Principio da Indugao.
Aula 3: Conjuntos Finitos, Enumeraveis e Nao-Enumeraveis.
Aula 4: Os Numeros Reais I.

Aula 5: Os Numeros Reais I1.

Aula 6: Sequeéncias e Limites.

Aula 7: Operagoes e Desigualdades com Limites de Sequéncias.



Aula 8: Sequéncias Monoétonas e Subseqiiéncias.
Aula 9: Critério de Cauchy e Limites Infinitos.
Aula 10: Séries Numéricas.
Aula 11: Convergéncia Absoluta e Nao-Absoluta de Séries.
Aula 12: Limites de Funcoes.
Aula 13: Teoremas de Limites de Funcoes.
Aula 14: Fungoes Continuas.
Aula 15: Combinacoes de Fungoes Continuas.

Aula 16: Funcoes Continuas em Intervalos.
e Modulo 2:

Aula 17: Continuidade Uniforme.

Aula 18: Limites Laterais, Limites Infinitos e no Infinito.
Aula 19: Funcgoes Mondétonas e Fungao Inversa.

Aula 20: A Derivada.

Aula 21: A Regra da Cadeia.

Aula 22: O Teorema do Valor Médio.

Aula 23: O Teorema de Taylor. Maximos e Minimos Locais. Fungoes Con-

vexas.
Aula 24: Integral de Riemann.
Aula 25: Fungoes Integraveis a Riemann.
Aula 26: O Teorema Fundamental do Célculo.
Aula 27: Sequéncias de Fungoes.
Aula 28: Cambio de Limites.
Aula 29: Fungoes Exponenciais e Logaritmos.
Aula 30: Fungoes Trigonométricas.
Aula 31: Topologia na Reta.

Aula 32: Conjuntos Compactos.
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Continuidade Uniforme

MODULO 2 - AULA 17

Aula 17 — Continuidade Uniforme

Metas da aula: Discutir o conceito de funcao uniformemente continua,
estabelecer o Teorema da Continuidade Uniforme e o Teorema da Extensao

Continua.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber a definicao de fun¢ao uniformemente continua bem como seu uso

para demonstrar se uma funcao é ou nao uniformemente continua.

e Saber os enunciados do Teorema da Continuidade Uniforme e do Teo-
rema da Extensao Continua bem como a aplicacao desses resultados

em casos especificos.

Introducao

Nesta aula vamos apresentar o conceito de funcao uniformemente continua
sobre um conjunto dado. Como veremos, trata-se de uma propriedade que
determinadas fungoes apresentam que é mais forte que a propriedade de
ser continua sobre o mesmo conjunto. Estabeleceremos também dois re-
sultados muito importantes relacionados com esse conceito: o Teorema da

Continuidade Uniforme e o Teorema da Extensao Continua.

Funcoes Uniformemente Continuas

Iniciaremos apresentando a defini¢ao de funcao uniformemente continua

que sera discutida subsequentemente.

Definigao 17.1

Diz-se que uma funcao f : X C R — R é uniformemente continua em X se
para cada ¢ > 0 existe um 0 = d(¢) > 0 tal que se z e T € X satisfazem
|z — Z| < 6, entdo |f(x) — f(Z)| <e.

Como podemos ver, a definicao anterior se assemelha muito com a
Definicao 14.1 de funcao continua em z, com Z podendo variar em todo
conjunto X. O ponto crucial que distingue a Defini¢ao 17.1 da Definicao 14.1
é que o numero d > 0 na Defini¢ao 14.1 depende em geral nao apenas de e > 0
mas também de z € X. Ja na Definigao 17.1 o ntiimero 6 > 0 deve depender

somente de € > 0! Ou seja, para que a fun¢ao seja uniformemente continua
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em X, dado qualquer € > 0, devemos ser capazes de encontrar um ¢ > 0 tal
que para todo T € X se x € V5(z), entdo f(x) € V.(f(7)).

Exemplos 17.1

(a) Se f(z) =3x+ 1, entdo |f(x) — f(z)| = 3|z — Z|. Assim, dado ¢ > 0,
se tomarmos d = £/3, entao para todos z,z € R, |z — Z| < § implica
|f(z) — f(Z)| < e. Portanto, f(z) = 3x + 1 é uniformemente continua
em R. Da mesma forma, verificamos que toda funcao afim, isto é, da
forma f(x) = ax + b, com a,b € R, é uniformemente continua em R.
De fato, o caso a = 0 ¢ trivial ja que a funcao é constante, e se a # 0,
como |f(z) — f(z)| = |a||lx — Z|, dado € > 0 podemos tomar 6 = ¢/|a|
para termos que se x,Z € R e |z — Z| < 0, entao |f(z) — f(Z)] < e.

(b) Consideremos a func¢ao f(x) = 1/z em X := {z € R : z > 0} (veja
Figura 17.1). Como

dado Z > 0 e € > 0, vemos que se § := min{3|z|, 1z%¢}, entdo [z — | <

3
2

1/|z||z] < 2/%* e, portanto,

0 implica %:E <z < 2z. Logo, se |r — Z| < 0 temos, em particular,

7@) — f@) < Sl —al < S0 <,

0 que prova que f é continua em Z, como ja era sabido. Observe que o
0 que definimos depende nao s6 € mas também de Z. Poderiamos ter
definido ¢ de varios outros modos capazes de nos fornecer a desigual-
dade desejada |f(x) — f(Z)| < e, mas em qualquer uma dessas outras
defini¢oes 6 sempre dependeria inevitavelmente de z, além de €, e de
tal modo que 6 — 0 quando z — 0, como ficara mais claro quando

analisarmos a seguir o critério de negacao da continuidade uniforme.

Sera 1util escrevermos com precisao a condicao equivalente a dizer que
uma funcao f ndo é uniformemente continua, isto é, a proposicao equivalente
a negacao da condicao dada pela Definigao 17.1. Para enfatizar, colocaremos
essa sentenca como enunciado do seguinte teorema ao qual chamaremos de
critério de negacao da continuidade uniforme. A prova serd deixada para

voce como simples exercicio.

Teorema 17.1 (Critério de Negagao da Continuidade Uniforme)

Seja X CRe f: X — R. Entao as seguintes condigoes sao equivalentes:

CEDERJ |
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Figura 17.1: Dois gréficos de f(z) := 1/x para © > 0. Observe que o 0

maximo é cada vez menor a medida que T se aproxima de 0.

(i) f nao é uniformemente continua em X.

(ii) Existe €9 > 0 tal que para todo ¢ > 0 existem pontos x5, Ts em X tais
que |zs — Zs| < 0 e |f(xs) — f(Zs5)| > eo.

(iii) Existe g > 0 e duas sequéncias (z,,) e (Z,) em X tais que lim(x,—Z,) =
0e|f(xz,) — f(Z,)] > eo para todo n € N.

Exemplos 17.2
(a) Podemos aplicar o critério de negacao da continuidade uniforme 17.1
para verificar que f(x) = 1/z nao é uniformemente continua em X =
(0,00). De fato, se z,, :=1/n ez, :=1/(n+1), entao lim(z, —z,) = 0,
mas | f(z,) — f(Z,)| = 1 para todo n € N.

(b) De modo semelhante, podemos usar o critério 17.1 para verificar que a
fungao f(z) = sen(1/x) ndo é uniformemente continua em X = (0, 00).
Com efeito, definimos z,, := 1/(n7) e z, := 2/((2n — 1)7). Entao
lim(z, — Z,) = 0, mas |f(z,) — f(Z,)| = |0 — (£1)] = 1 para todo
n € N.

Apresentamos a seguir um importante resultado que assegura que uma
funcao continua num intervalo limitado fechado é uniformente continua nesse

intervalo.

Teorema 17.2 (da Continuidade Uniforme)
Seja I := [a,b] um intervalo limitado fechado e seja f : I — R uma fungao

continua em I. Entao f é uniformemente continua em 1.

Prova: Se f nao é uniformemente continua em I, entao, pelo Teorema 17.1,

existem £y > 0 e duas sequéncias (z,) e (Z,) em [ tais que |z, — Z,| < 1/n

| CEDERJ
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e |f(x,) — f(Zn)] > €0 para todo n € N. Como I ¢é limitado, a sequéncia
(x,) é limitada e, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass 8.5, existe uma sub-
sequéncia (x,, ) de (z,) que converge a um certo z € R. Como a < z,, < b,
segue do Teorema 7.5 que a < z < b, isto é, x € I. Também ¢é claro que a

subsequéncia correspondente (7, ) satisfaz lim z,, = 7, ja que
|jnk - j| < |jnk - xnk| + |wnk - i‘|

Agora, como f é continua em [, f é continua em T e, portanto, ambas as
sequéncias (f(zn,)) € (f(Zn,)) tém que convergir a f(z). Mas isso é absurdo
ja que |f(x,) — f(Z,)] > €o. Temos entdo uma contradi¢do originada pela
hipotese de que f nao é uniformemente continua em I. Concluimos dai que

f é uniformemente continua em 1. O

Funcoes Lipschitz

A seguir vamos definir uma classe especial de fungoes cuja propriedade
caracteristica implica imediatamente, como veremos, a continuidade uni-

forme de seus membros em seus respectivos dominios.

Definigao 17.2
Seja X C Reseja f: X — R. Diz-se que f é uma fun¢ao Lipschitz ou que
f satisfaz uma condicao Lipschitz em X se existe uma constante C' > 0 tal
que

|f(z) — f(z)] < Clx — 7 para todos z,z € X. (17.1)

Quando X ¢é um intervalo em R, a condigao (17.1) admite a seguinte

interpretagao geométrica. Podemos escrever (17.1) como

o)1)

<C, r,xel, x #7.

A expressao dentro do valor absoluto na desigualdade anterior é o valor
da inclinagao (ou coeficiente angular) de um segmento de reta ligando os
pontos (z, f(z)) e (z, f(z)) do grafico de f. Assim, a fungao f satisfaz uma
condicao Lipschitz se, e somente se, as inclinagoes de todos os segmentos de
reta ligando dois pontos quaisquer do grafico de f sobre I sao limitados pelo

numero C.

Uma consequéncia imediata da definicao de fungao Lipschitz é a seguinte

proposicao.

CEDERJ |
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Teorema 17.3

Se f: X — R é uma funcao Lipschitz, entao f é uniformemente continua em

X.

Prova: Se a condicao (17.1) é satisfeita, entao, dado € > 0, podemos tomar
d:=¢/C. Se z,z € X satisfazem |z — Z| < 0, entao

_ €
1@) - f@)| < O ==
Portanto, f é uniformemente continua em X. 0

Exemplos 17.3
(a) Se f(z):= 2% em X := (0,b), onde b > 0, entao

|[f(2) = f(2)] = | + zl|z — 2] < 2blz — 2|

para todos x,Z € (0,b). Assim, f satisfaz (17.1) com C' :=2b em X e,

portanto, f é uniformemente continua em X.

Naturalmente, como f estda definida e é continua no intervalo limi-
tado fechado [0, b], entao deduzimos do Teorema da Continuidade Uni-
forme 17.2 que f é uniformemente continua em [0, b] e, portanto, também
em X = (0,b). Aqui usamos o fato de que se X C Y C Re f é uni-

formemente continua em Y, entao f é uniformemente continua em X

(por qué?).

(b) Nem toda funcao uniformemente continua num conjunto X C R é
Lipschitz em X!

Como exemplo disso, consideremos a funcao f(x) := /o, x € I :=
[0,1]. Como f é continua em I, segue do Teorema da Continuidade
Uniforme 17.3 que f é uniformemente continua em /. Contudo, nao
existe C' > 0 tal que |f(z)| < C|z| para todo x € I. Com efeito, se
tal desigualdade valesse para todo = € (0, 1], entdo, multiplicando a
desigualdade por 1//z, terfamos 1 < C'y/z. Como o membro a direita
da ultima desigualdade tende a 0 quando x decresce para zero, partindo
dela chegariamos a 1 < 0, que é absurdo. Portanto, f nao é uma funcao

Lipschitz em 1.

(c) Em certos casos, é possivel combinar o Teorema da Continuidade Uni-
forme 17.2 com o Teorema 17.3 para demonstrar a continuidade uni-

forme de uma dada fun¢gao num conjunto.
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Por exemplo, consideremos a fun¢ao f(z) := /x no conjunto X =
[0,00). A continuidade uniforme de f no intervalo [0, 1] segue do Teo-
rema da Continuidade Uniforme como vimos em (b). Se J := [1,00),

entao para x,z € J temos

|z — Z| 1

|f(z) = f(@)] = Va - V] = it e <3

|z — Z|.

1
2
Teorema 17.3 que f é uniformemente continua em J.

Logo, f ¢ uma funcao Lipschitz em J com C' = 3 e, portanto, segue do

Agora, X = IUJ, f é continuaem X e INJ = {1}. Além disso,sex € [
ex € J,entao r < Z. Assim, dado € > 0, como f é uniformemente
continua em [, existe d; > 0 tal que se z,z € [ e |z — Z| < 4y,
entao |f(z) — f(Z)| < e. Da mesma forma, como f é uniformemente
continua em J, existe 02 > 0 tal que se z,% € J e |v — Z| < d, entao
|f(z)—f(Z)] < e. Mais ainda, como f é continua em 1, existe 3 > 0 tal
que se z,T € Vg, (1) ={y € R : |y — 1] < 83}, entdo |f(z) — f(T)] < ¢
(por qué?). Entao, tomando

§ := min{0y, d, 03},

deduzimos que se =,z € X e |xr — &| < J, entao |f(z) — f(Z)| < e (por

qué?). Logo, f é uniformemente continua em X.

O Teorema da Extensao Continua

Vimos que se f é uma funcao continua num intervalo limitado fechado
la,b], entdao f é uniformemente continua em [a, b]. Em particular, se f é uma
fungao continua em [a,b], entdo f é uniformemente continua no intervalo
limitado aberto (a, b) (por qué?). No que segue, vamos provar uma espécie de
reciproca desse fato, isto é, que se f é uniformemente continua no intervalo
limitado aberto (a,b), entdo f pode ser extendida a uma fun¢ao continua
sobre o intervalo limitado fechado [a,b]. Antes porém vamos estabelecer um

resultado que é interessante por si so.

Teorema 17.4
Se f: X — R é uniformemente continua num subconjunto X de R e se (z,,)
¢ uma sequéncia de Cauchy em X, entao (f(z,)) é uma sequéncia de Cauchy

em R.
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Prova: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em X, e seja dado ¢ > 0.
Primeiro escolhemos § > 0 tal que se z,Z7 € X satisfazem |z — Z| < 0,
entao |f(z)— f(Z)| < e. Como (z,,) é uma sequéncia de Cauchy, existe Ny(9)
tal que |z, —z,,| < 0 para todos n,m > Ny(d). Pela escolha de §, isso implica
que para n,m > Ny(d), temos |f(z,) — f(zm)| < e. Portanto, a sequéncia

(f(x,)) é uma sequéncia de Cauchy em R. O

Agora sim estamos prontos para estabelecer o resultado sobre a ex-

tensao de fungoes uniformemente continuas.

Teorema 17.5 (da Extensao Continua)
Se f é uma funcao uniformemente continua num intervalo aberto limitado
(a,b), ou ilimitado (a,o00) ou (—o0,b), entdo f pode ser estendida como

funcao continua aos intervalos fechados correspondentes [a, b], [a, 00) e (—0o0, b].

Prova: Vamos considerar o caso de um intervalo aberto limitado (a,b); o
caso de um intervalo ilimitado (a,c0) ou (—o0, b) decorre imediatamente da
analise do caso limitado, sendo ainda mais simples, e sera deixado para voceée
como exercicio. Suponhamos entdao que f seja uniformemente continua em
(a,b). Mostraremos como estender f a a; o argumento para estender ao

ponto b é semelhante.

Essa extensao é feita mostrando-se que lim, ., f(z) = L existe. Isso
por sua vez pode ser alcancado utilizando-se o critério sequencial para lim-
ites. Se (z,) é uma sequéncia em (a,b) com limz, = a, entdo ela é uma
sequéncia de Cauchy e, pelo Teorema 17.4, a sequéncia (f(z,)) também é
de Cauchy. Pelo Teorema 9.1 (Critério de Cauchy), (f(x,)) é convergente,
isto é, existe lim f(x,) = L. Se (Z,) é uma outra sequéncia qualquer em
(a,b) com limZ, = a, entdo lim(z, — z,) = a —a = 0. Assim, pela con-
tinuidade uniforme de f, dado € > 0 qualquer, existe Ny € N tal que se
n > No, |z, — Z,| < 0(¢) e, portanto, |f(x,) — f(Z,)| < €, 0 que prova que
lim(f(z,) — f(z,)) = 0. Logo, lim f(z,) = lim f(z,) = L.

Como obtemos o mesmo limite L para (f(x,)) para toda sequéncia (z,,)
em (a,b) convergindo a a, concluimos pelo critério sequencial para limites
que f tem limite L em a. O mesmo argumento se aplica para b. Assim,

concluimos que f tem extensao continua ao intervalo [a, b]. O

Exemplos 17.4
(a) A funcao f(z) := sen(l/x) em (0,00) nao possui limite em & = 0;

concluimos pelo Teorema da Extensao Continua 17.5 que f nao é uni-
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formemente continua em (0, ), qualquer que seja b > 0.

(b) A fungao f(x) := xsen(l/z) em (0,00) satisfaz lim, o f(z) = 0.

Fazendo, f(0) := 0, vemos que f assim estendida é continua em [0, 00).
Portanto, f é uniformemente continua em (0,b), qualquer que seja
b > 0, j4 que é a restricao ao intervalo aberto (0,b) de uma funcao
continua em [0, b] e esta, por sua vez, é uniformemente continua, pelo

Teorema da Continuidade Uniforme 17.2.

Exercicios 17.1

1.

Mostre que a fungao f(x) := 1/ é uniformemente continua em X :=

la, 00), para qualquer a > 0.

. Mostre que a funcao f(z) := sen(1/x) é uniformemente continua em
X := [a,00) para todo a > 0, mas nao é uniformemente continua em
Y = (0, 00).

Use o critério da negacao da continuidade uniforme 17.2 para mostrar

que as seguintes funcoes nao sao uniformemente continuas.

(a) f(z) :=2% em X :=[0,00).
(b) f(z) := cos(1/2?), em X := (0, 00).

Mostre que a func¢ao f(x) :=1/(1 + 2?) é uniformemente continua em

R.

Mostre que se f e g sao uniformemente continuas em X C R, entao

f + g é uniformemente continua em X.

Mostre que se f e g sao limitadas e uniformemente continuas em X C R,

entao fg é uniformemente continua em X.

Se f(x) := x e g(x) := senz, mostre que f e g sdo ambas uniforme-
mente continuas em R, mas seu produto fg¢ nao é funcao uniformemente
continua em R. Por que o item anterior nao é aplicavel a esse exemplo?
[Dica: Investigue os valores da fungao fg para as sequéncias x,, = 2mn
ey, =2mn+1/n.]

Prove que se f,g : R — R sao uniformemente continuas em R, entao

sua composta fog: R — R é uniformemente continua em R.

Prove que se f é uniformemente continua em X C Re [f(x)] >k >0

para todo z € X, entdo a funcao 1/f é uniformemente continua em X.

CEDERJ “
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10.

11.

12.

Prove que se f é uniformemente continua num conjunto limitado X C

R, entao f é limitada em X.

Mostre que se f é continua em [0,00) e uniformemente continua em

[a,00) para algum a > 0, entao f ¢ uniformemente continua em [0, c0).

Diz-se que uma funcao f : R — R é periddica em R se existe um niimero
¢ >0 tal que f(z+¢) = f(x) para todo x € R. Prove que uma fungao

continua periédica em R é limitada e uniformemente continua em R.

MODULO 2 - AULA 17
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Aula 18 — Limites Laterais, Limites Infinitos e

no Infinito

Metas da aula: Apresentar algumas extensoes ao conceito de limite
de funcoes. Especificamente, serao definidos os conceitos de limite lateral a
esquerda, limite lateral a direita, convergéncia de uma funcao a 0o quando x
converge (a direita, ou a esquerda) para um ponto de acumulagao do dominio,

e de limite de fungoes quando = tende a 4o0.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber as defini¢oes de limite lateral a esquerda e limite lateral a direita

de uma fungdo num ponto de acumulacao do seu dominio.

e Saber o que significa uma funcao tender a +o00 quando r — ¥, x* — T+

exr — T—.

e Saber o conceito de limite de uma funcao quando x tende a Foo.

Introducao

Nesta aula apresentaremos algumas extensoes tteis do conceito de limi-
te de uma funcao. A primeira dessas extensoes é o conceito de limite lateral
de uma funcao f a direita e a esquerda de um ponto de acumulacao = de
seu dominio X C R. Essa nocao se reduz a nocao usual de limite quando,
em lugar de considerarmos a funcao f definida em X, a consideramos como
definida em X N (Z, 00), no caso do limite a direita, e X N (—o0, Z), no caso

do limite a esquerda.

A segunda extensao sera a introducao de limites +00 e —oo de uma
funcao num ponto de acumulagao do seu dominio, que, por sua vez, também
se estende naturalmente a limites laterais. Apesar de +00 e —00 nao serem
numeros reais e, portanto, essa nocao de limite nao corresponder a uma idéia
de convergéncia aproximativa dos valores da funcao para um determinado
valor, no sentido da distancia na reta, trata-se de um conceito que exprime
uma visao bastante intuitiva. Mais especificamente, essa definicao exprime
a idéia natural de tendéncia de crescimento (decrescimento) indefinitivo dos
valores de uma fungao f(x) de modo regular, embora nao necessariamente

mondétono, quando x se aproxima de um ponto de acumulacao z do dominio

de f.
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A terceira extensao serd a noc¢ao de limite de uma fungao f(x) quando
x tende a 400 ou —o0, no caso em que o dominio de f contém um intervalo
ilimitado do tipo (a,00) ou (—o0, b), respectivamente. Essa nocao exprime
a idéia intuitiva de que os valores f(z) se aproximam mais e mais de um
determinado valor L a medida que x cresce sem parar ou decresce sem parar.
Finalmente, essa tltima extensao do conceito de limite também admite, por
seu turno, uma extensao aos “valores” L = 400, assim como a nog¢ao original

de limite e aquela de limites laterais.

Todas essas nogoes sao 1teis porque exprimem um comportamente espe-
cial de uma funcao quando x se aproxima unilateralmente ou bilateralmente
de um determinado ponto de acumulagao de seu dominio, ou quando x cresce
ou decresce indefinitivamente. Em particular, elas sao uteis quando quere-
mos fazer um esboco do grafico de uma dada funcao. Do ponto de vista
matematico elas nao acrescentam nenhuma dificuldade particular a analise
de questoes, em relacao a nocao de limite de fungao ja estudada. Por isso
mesmo, a discussao que faremos aqui pode parecer um pouco tediosa por ser
em muitos aspectos repetitiva. Por outro lado, temos certeza de que voce
nao tera qualquer dificuldade em assimilar rapidamente todas essas novas

nocoes.

Limites Laterais

A seguir damos a definicao de limite de uma funcao a direita e a es-

querda de um ponto de acumulacao de seu dominio.

Definicao 18.1
Seja X C Reseja f: X —R.

(i) Se z € R é um ponto de acumulacao do conjunto X N (z,00) = {x €
X : x> &}, entao dizemos que L € R é limite a direita de f em T e
ESCrevemos

lim f=L ou lim f(z)=1L

r—T+ r—T+
se dado £ > 0 existe um § = d(¢) > 0 tal que para todo = € X com
0<z—7<9,entdo |f(x)— f(T)] <e.

(ii) Se z € R é um ponto de acumulac¢ao do conjunto X N (—o0,z) = {z €
X : x < T}, entdo dizemos que L € R é limite a esquerda de f em T e

eSCrevernos

lim f=L ou lim f(z)=1L

T—T— T—T—
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se dado qualquer £ > 0 existe um § = d(¢) > 0 tal que para todo x € X
com 0 <z —x <9, entdo |f(x)—L| <e.

Os limites lim fe lim f sao denominados conjuntamente limites uni-

T—T+ T—T—

laterais ou simplesmente limites laterais de f em T.

Como o limite lateral a direita de uma funcao f num ponto de acu-
mulagao Z de seu dominio X nada mais é que o limite da funcao f|X N(z, c0)
em 7, do mesmo modo que o limite lateral a esquerda em T é a mesma coisa
que o limite da funcao f|X N (z,00) em Z, segue que todas as propriedades e
proposicoes validas para o limite usual de uma fun¢ao valem também para os
limites laterais com as devidas adaptagoes. Em particular, os limites laterais
sao unicos e valem os resultados sobre operacgoes com limites, desigualdades,

o critério sequencial, etc.

Por exemplo, o critério sequencial no caso de limites laterais tem o
enunciado seguinte, cuja demonstracao, inteiramente andloga aquela para o

limite usual, deixamos para vocé como exercicio.

Teorema 18.1
Sejam X C R, f: X — R ez € R um ponto de acumulagao de X N (z, 00).
Entao as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

i) li =1L

(1) fim f

(ii) Para toda sequéncia (z,) que converge a Z tal que x,, € X e x, > T

para todo n € N, a sequéncia (f(z,)) converge a L.

Deixamos para vocé como exercicio a formulacao e prova do resultado

analogo ao anterior para limites a esquerda.

O seguinte resultado relaciona a nocao de limite de uma funcao aos
limites laterais. Sua prova é imediata levando em conta a redugao do conceito
de limites laterais ao de limite das fungoes f|X N (z,00) e fIX N (—o0, T).

Deixamos os detalhes da prova para vocé como exercicio.

Teorema 18.2

Sejam X C R, f: X — R, ez € R um ponto de acumulagao de ambos os
conjuntos X N (z,00) e X N (—o00,Z). Entao lim f = L se, e somente se,
lim f=L= lim f. o

r—T+ r—T—

Exemplos 18.1
(a) A fungao f(x) := sgn(z) (veja Exemplo 12.3(b)) no ponto & := 0

constitui um dos mais simples exemplos de funcao que possui ambos os
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limites laterais em Z, cujos valores, porém, sao distintos. Em particular,

como ja visto no Exemplo 12.3 (b), nao existe o limite de f em z.

Como f|(0,00) =1 e f|(—00,0) = —1 temos, claramente, lir&f =1
e 111”51 f=-1

Considere a funcao f(x) := e'/* para x # 0 (veja Figura 18.1).

Provemos, inicialmente, que f nao tem um limite finito a direita em
Z = 0, ja que nao ¢é limitada em nenhum intervalo do tipo (0,0) com

0 > 0. Faremos uso da desigualdade
0<t<e para t > 0, (18.1)

que sera provada quando fizermos o estudo analitico da fun¢ao expo-
nencial em aula futura. Apenas para saciar a curiosidade, mencionamos

que (18.1) é consequéncia da identidade

2 3
e—z —1+ +2,+3,+

que pode ser usada para definir e!, como veremos na referida ocasiao.
Segue de (18.1) que se x > 0, entdo 0 < 1/x < et/ Logo, se tomarmos

r, = 1/n, entdo f(x,) > n para todo n € N. Portanto, lim e'/* nao

r—04

existe em R.

No entanto, mostraremos que 11151 e/* = 0. De fato, se z < 0 e

r—0—

tomarmos t = —1/x em (18.1) obtemos 0 < —1/x < e~/*. Como
r <0, segue que 0 < e'/* < —x para todo = < 0. Daf concluimos que
lim e'/* = 0.

z—0—

Seja f(z) := 1/(e"* + 1) para x # 0 (veja Figura 18.2).
Vimos em (b) que 0 < 1/x < e/* para z > 0, donde

1 1

O<€1/z+1<61/1<x,

o que implica que lir& f=0.

Por outro lado, vimos em (b) que hI(I]l e'/* = (. Segue entdo do andlogo

do Teorema 13.2 para limites laterais que

. 1 1 1

im

a—0— \ el/r 4+ 1 hmx_@ el 0+1

Isso nos da outro exemplo em que existem ambos os limites laterais

mas esses sao distintos.
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Figura 18.1: Gréfico de f(x) = e¥/* z # 0.

Figura 18.2: Gréfico de f(z) = 1/(e/* 4+ 1), z # 0.
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Limites Infinitos

A seguir, como mencionamos no inicio da aula, vamos definir limites

infinitos.

Definicao 18.2
Sejam X C R, f: X — R ez € R um ponto de acumulagao de X.

(1)

(i)

Dizemos que f tende a oo quando x — T e denotamos

lim f = oo,

se para todo M > 0 existe § = 6(M) > 0 tal que para todo x € X se
0 < |z —2z| <4, entao f(z) > M.

Dizemos que f tende para —oo quando x — T, e escrevemos

lim f = —o0,

T—T

se para todo M > 0 existe 6 = §(M) tal que para todo x € X se
0 < |z —2Z| <J,entao f(x) < —M.

Exemplos 18.2

(a)

glclir(l]; = oo (veja Figura 18.3).

Com efeito, dado M > 0, seja § := 1/V M. Segue que se 0 < |z| < 6,

entao z2 < 1/M e assim 1/x? > M, o que prova a afirmacao.

Seja f(x) := 1/x para x # 0 (veja Figura 18.3). Entao se f; :=
f1(0,00) e fo := f|(—00,0), temos lim, .o f1 = 00 e lim, o fo = —00.
Em particular, f nao tende nem a oo, nem a —oo, e nem possui limite,

quando z — 0.

O fato de que ilir(l) fi=o0e ilir(l) fo = —oo decorre do seguinte. Dado
M > 0,sed:=1/M,entdao 0 < z < § implica fi(z) >Me -0 <z <0
implica fo(x) < —M, o que prova que 9161{% fi=xe }:I_)I% fa = —o0,
respectivamente.

O fato de co e —oco nao serem numeros reais faz com que a nocao de

limites infinitos nao possa ser tratada da mesma forma como a nogao usual

de limite de uma funcao. Em particular, os resultados sobre operagoes com

limites e desigualdades, nao se estendem em geral aos limites infinitos. De

modo informal é possivel saber em que situagoes aqueles resultados podem
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Figura 18.3: Graficos de f(z) = 1/2% 2 #0, e g(z) = 1/z, x # 0.

deixar de ser vélidos para limites infinitos. Nomeadamente, sempre que ocor-
rerem expressoes indefinidas envolvendo os simbolos 00, como oo — oo ou
00 /00, os resultados validos para limites usuais podem nao mais valer para

limites infinitos.

A seguir estabelecemos um resultado andlogo ao Teorema do Sanduiche

para limites infinitos.

Teorema 18.3
Sejam X C R, f,g: X — R, e x € R um ponto de acumulagao de X.
Suponhamos que f(z) < g(x) para todo z € X, x # 7.

(i) Se lim f = oo, entdo lim g = oc.

Tr—x r—x
(ii) Se lim g = —o0, entao lim f = —oc.
Tr—T T—T

Prova: (i) Se lim f = co e M > 0 é dado, entao existe § = §(M) > 0 tal
que se 0 < |z _m:;‘x< dex € X, segue que f(z) > M. Mas como f(x) < g(z)
para todo x € X, x # T, temos que se 0 < |z — Z| < § e z € X, entao
g(x) > M. Logo, glCILIQlEQ = 0.

(ii) Segue de modo inteiramente similar a (i). O

Vimos no Exemplo 18.2 (b) que a fungao f(x) := 1/x nao tende nem
a 0o nem a —oo quando x — 0, porém as restrigoes de f a (0,00) e (—o0,0)
tendem a co e —oo, respectivamente, quando x — 0. Isso é exatamente
o analogo da existéncia dos limites laterais finitos para o caso de limites

infinitos. Formalizamos essa nocao a seguir.

Definicao 18.3
Sejam X C Re f: X — R. Sez € R é um ponto de acumulacao de

X N(Z,00), entao dizemos que f tende a co (respectivamente, —oo) quando

CEDERJ
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r — T4, e denotamos

lim f =00 (respectivamente, lim f = —00),
T—T+ r—T+

se para todo M > 0 existe 6 = d(M) > 0 tal que para todo = € X com
0<z—2<9,entdo f(x) > M (respectivamente, f(x) < —M).

Analogamente, se T € R é um ponto de acumulacdo de X N (—oo, %),
dizemos que f tende a oo (respectivamente, —oo) quando x — T—, e deno-
tamos

lim f =00 (respectivamente, lim f = —00),

se para todo M > 0 existe § = 6(M) > 0 tal que para todo z € X com
0<x—x<0,entdo f(x) > M (respectivamente, f(x) < —M).
Exemplos 18.3
(a) Seja f(z) := 1/, para z # 0. Como ja visto no Exemplo 18.2 (b),
f1(0,00) tende a 0o quando x — 0 e f|(—00,0) tende a —oo quando

x — 0. Isso, claramente, é equivalente a

(b) Vimos no Exemplo 18.1 (b) que a funcio f(x) := e/* para x # 0 ndo é
limitada em nenhum intervalo da forma (0,d), § > 0. Em particular o
limite & direita de e!/* quando  — 0+, no sentido da Definicao 18.1,

nao existe. Contudo, como

1
—<ell® for z > 0,
x

vemos facilmente que lir(r)1+ e’/* = 0o no sentido da Definicio 18.3.
Tr—

Limites no Infinito

A seguir definimos a nocao de limite de uma fun¢ao quando r — +ooc.

Definicao 18.4
Sejam X C Re f: X — R. Suponhamos que (a,00) C X para algum a € R.

Dizemos que L € R é limite de f quando x — oo, e denotamos

lim f=L ou lim f(z)=1L,

r—00 T—00

se dado £ > 0 existe K = K(g) > a tal que se z > K, entao |f(z) — L| < e.
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Analogamente, se (—oo,b) C R para algum b € R, dizemos que L € R
é limite de f quando xr — —oo, e denotamos

lim f=L ou lim f(x)=L,

T——00 r——00

se dado € > 0 existe K = K(g) < b tal que se x < K, entao |f(z) — L| < e.

O limite de uma fungdo quando z — oo (r — —o0) possui todas
as propriedades do limite de uma funcao quando x tende a um ponto de
acumulacao do seu dominio. Assim, valem a unicidade dos limites lim, ., f,

lim, . . f, os resultados sobre as operacoes com limites, desigualdades, etc.

Em particular, o critério sequencial possui uma versao para limites no

infinito que enunciamos a seguir.

Teorema 18.4
Sejam X C R, f: X — R, e suponhamos que (a,c0) C X para algum a € R.

Entao as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) L = lim f.

T—00

(ii) Para toda sequéncia (z,) em (a,00) tal que limz, = oo, a sequéncia
(f(z,)) converge a L.

Deixamos para vocé como exercicio a prova desse teorema (inteiramente
semelhante aquela para o limite de uma funcdo num ponto de acumulacao
do dominio) bem como o enunciado e a prova do resultado andlogo para o

limite quando x — —oc.

Exemplos 18.4

(a) lim —=0= lim —.
T—00 I T——00 T

Com efeito, dado ¢ > 0, se z > 1/¢, entao |1/x| = 1/x < &, 0 que prova

1
que lim — = 0. Por outro lado, se x < —1/¢, entao |1/z| = —1/z < ¢,
Tr—00 U
o que prova que lim — = 0.
rT——00 U
. 1
(b) lim =5 =0= lm -5

Com efeito, dado € > 0, se z > 1/4/e ou © < —1/4/€, entao |1/x?*| =

1/2? < &, o que estabelece ambos os limites.

Também para o caso de limites em +o0 temos a seguinte definicao de

limites infinitos, analoga a Definicao 18.2.

CEDERJ
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Definicao 18.5

Sejam X C Re f: X — R. Suponhamos que (a,00) C X para algum
a € R. Dizemos que f tende a 0o (respectivamente, —co) quando x — oo, e
escrevemos

lim f = o0 (respectivamente, lim f = —o0)

se dado M > 0 existe K = K(M) > a tal que se > K, entao f(z) > M
(respectivamente, f(x) < —M).
Analogamente, se (—00,b) C X para algum b € R, dizemos que f tende

a 0o (respectivamente, —0o0) quando © — —o00, € escrevemos

lim f=o0 (respectivamente, lim f = —o0)

r——00 Tr——00

se dado M > 0 existe K = K(M) < b tal que se z < K, entao f(z) > M
(respectivamente, f(z) < —M).

Propomos a vocé como exercicio estabelecer o anélogo do Teorema 18.4

para o caso em que f tende a co ou —oo quando r — o0 ou ¥ — —oQ.

O resultado a seguir é um analogo do Teorema 9.5.

Teorema 18.5

Sejam X C R, f,g : X — R, e suponhamos que (a,00) C X para algum
a € R. Suponhamos ainda que g(x) > 0 para todo x > a e que para algum
L eR, L#0, temos

x
lim M = L.
z—o0 g(x)
(i) Se L > 0, entao lim f = oo se, e somente se, lim g = oo.
(ii) Se L <0, entao lim f = —oo se, e somente se, lim g = co.

Prova: (i) Como L > 0, a hip6tese implica que existe a’ > a tal que

0<1L§@<3L

— >a.
5 (@) 5 para x > a

Portanto, temos (3L)g(z) < f(z) < (3L)g(z) para todo z > a’, do qual

segue imediatamente a conclusao.

A prova de (ii) é semelhante. d

Deixamos para vocé como exercicio o estabelecimento de resultados
analogos quando r — —oo ou quando x — ¥ e & é um ponto de acumulacao

de X, bem como dos resultados correspondentes para limites laterais.

CEDERJ |
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Exemplos 18.5

(a) lim 2" = oo para todo n € N.

De fato, dado qualquer M > 0, se x > K := max{1l, M}, entao z" >

x > M, o que prova a afirmagcao.

(b) lim z" =ocosen € Nenépar,e lim 2" = —oo,sen € Nen é
T——00 T——00
impar.

Consideraremos o caso em que n é impar, no qual podemos escrever n =
2k+1 para algum k € NU{0}. Dado M > 0, seja K := min{—M, —1}.
Se z < K, entdo como (z%)* > 1, temos que 2" = (z*)fz <z < —M.

Como M > 0 é arbitrario, segue que lim 2" = —oo, quando n € N é

r——00

impar.

O caso em que n é par é mais simples e fica para vocé como exercicio.
(c) Seja p:R — R a fungdo polinomial
-1
p(z) = a2 + ap_ 12"+ -+ a1z + ap.

Entao lim p=o0se a, >0e lim p= —o0 se a, < 0.

T—00 Tr—00

De fato, seja g(x) = z™ e apliquemos o Teorema 18.5. Como, para

x>0,
1 1 1
M:an+an1(—>+~~+a1( _1>+a0(—),
g(x) x an n

segue que lim (p(z)/g(x)) = a,. A afirmagao segue entao do fato de

que lim g = oo combinado com o Teorema 18.5.

Tr—00

Deixamos a vocé como exercicio mostrar que lim p = 0o se n é par e

r——00

a, >0e lim p= —oo sen éimpar e a, > 0.

r——00

Exercicios 18.1
1. Provequese f,g: X — R, f é continua em = e ¥ é ponto de acumulacao
de X N (z,00) e X N (—00,Z), entdo lierr fg e lim fg existem se, e

somente se, lim g e lim g existem e, nesse caso,

T—T+ T—T—

A, fo=11@) g, o

. 1 :
2. Prove que se n é par, lim — = oo, lim — = o0, e se n é impar,
x—0+ ™ z—0— g™
. 1 :
lim — =o00e lim — = —o0.
z—0+ ™ z—0— g™
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3. Prove que lin% |z|~'/" = oo para todo n € N.

4. Diga se existem ou nao os limites abaixo e, em caso positivo, determine

seu valor:
a) lim — (z #0)
(b) lim —~ (z #0)

)
) im(Ve+T)/z (x> 1)
(d) lim (Ve+T)/z  (z>-1)
e) lim z/Vr+2 (> -2)
) lim (Vo —2)/(Ve+x) (>0
(g) lim (\/]a]=2)/(\/]a[+2) (2 <0).

x? x?

5. Mostre que g}g{l— a g xe xlfﬁ 21

+00.

6. Suponhamos que f e g tém limites em R quando t — oo e que f(x) <

g(x) para todo x € (a,00), para algum a € R. Prove que lim f <

lim g. o

Tr—00

7. Mostre que se f : (a,00) — R é tal que lim zf(z) = L, com L € R,

entao lim f(z) = 0.
8. Sejam f e g definidas em (a,00) e suponhamos que lim f = L e

Tr—00

lim g = co. Prove que lim fog= L.

Tr—00 T—00




Fucées Mondétonas e Inversas

Aula 19 — Fucoes Monétonas e Inversas

Metas da aula: Estudar as funcdes monétonas e suas propriedades.
Estabelecer a existéncia, em todos os pontos do dominio, de limites laterais
de fungoes mondtonas definidas em intervalos. Estabelecer o Teorema da

Inversa Continua.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Conhecer o conceito de fungao mondtona nao decrescente, crescente,
nao crescente e decrescente, e suas propriedades. Saber o significado
da existéncia de limites laterais de funcoes mondtonas definidas em

intervalos.

e Conhecer o conceito de fungao inversa. Saber o significado do Teorema

da Inversa Continua e como aplicd-lo em exemplos especificos.

Introducao

Nesta aula estudaremos as funcoes mondtonas em geral, definidas em
intervalos de R, e, em particular, as funcoes estritamente monoétonas: cres-
centes e decrescentes. Estas tltimas sao injetivas e portanto possuem fungoes
inversas. Vamos mostrar que as funcoes mondtonas definidas em interva-
los possuem limites laterais em todos os pontos do intervalo de definicao,
embora possam ser descontinuas em alguns pontos desse intervalo. Vere-
mos também que o conjunto dos pontos de descontinuidade das funcgoes
mondétonas definidas em intervalos é um conjunto enumeravel (finito ou in-
finito). Recordaremos o conceito de func@o inversa e estabeleceremos o
Teorema da Inversa Continua, que afirma que toda funcao estritamente
mondétona continua num intervalo possui uma inversa (estritamente monétona)
continua. Finalmente, analisaremos o exemplo concreto das raizes n-ésimas

e das poténcias racionais.

Funcoes Moné6tonas

Comecemos recordando a definicao de funcao monétona.

Definicao 19.1
Se X C R, entao diz-se que f: X — R

é nao decrescente em X se vale a
propriedade de que x1 < x5 implica f(z1) < f(z9) para x1, o € X. A fungao
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f é dita crescente em X se x1 < xo implica f(z1) < f(zq) para x1, 29 € X.
Similarmente, f : X — R é ndo crescente em X se vale a propriedade de
que x; < x9 implica f(xy) > f(x2) para x,zo € X. A funcdo f é dita
decrescente em X se x1 < xo implica f(z1) > f(x2) para x1,zs € X.

Se f: X — R énao decrescente ou nao crescente dizemos que ela é monaotona.

Se f é crescente ou decrescente dizemos que ela é estritamente mondtona.

Notemos que se f : X — R é nao decrescente, entao g := —f é nao
crescente. Da mesma forma, se f : X — R é nao crescente, entao g := —f é
nao decrescente. Portanto, em nossa discussao a seguir, para evitar repeticoes
em excesso, enunciaremos os resultados apenas para fungoes nao decrescentes.
Ficara subentendido que todos esses resultados possuem um analogo para
funcoes nao crescentes, cuja prova pode também ser obtida diretamente da
observacgao que acabamos de fazer, ou usando argumentos semelhantes aos

da prova do resultado correspondente para fungoes nao decrescentes.

Claramente, nem toda funcao mondétona é continua, como mostra o
exemplo da fun¢ao f(z) := sgn(z) em R, que é descontinua em z = 0.
Porém, o seguinte resultado mostra que essas fungoes, quando definidas em
intervalos, sempre possuem ambos os limites laterais (finitos) em todos os
pontos do intervalo de definicao, que nao sejam os extremos do intervalo.

Nestes ultimos sempre existem os limites unilaterais correspondentes.

Teorema 19.1
Seja I C R um intervalo e seja f : I — R nao decrescente em /. Suponhamos

que T € I nao é um extremo de /. Entao

(i) xlirg_f:sup{f(af) cxel, v <},

(ii) lim f=inf{f(z) : x €I, > z}.
T—IT+
No caso em que z € [ é um extremo de [ entao existe o limite unilateral
correspondente: a direita, se  é um extremo a esquerda, e a esquerda, se T

é um extremo a direita.

Prova: (i) Inicialmente lembremos que se x € [ e x < T, entao f(z) < f(z).
Portanto, o conjunto A := {f(x) : x € I, x < z} ¢ limitado superiormente
por f(Z), e ndo vazio ja que T nao é um extremo (a esquerda) de I. Logo,
existe L := sup{f(z) : x € I, v > z}. Se e > 0 ¢ dado, entdo L — ¢
nao é quota superior de A. Entao, existe z. € I, com z. < T, tal que

L—¢e < f(z.) < L. Como f énao decrescente, deduzimos que se § := = — .
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ese 0 < T —x <4, entao x. < r < T, de modo que
L—c< f(z.) < f(a) < L.

Portanto, |f(z) — L] < e quando 0 < Z —x < J e, como ¢ > 0 é arbitrério,
segue que (i) vale.
A demonstragao de (ii) bem como a do caso em que T é um extremo

de I sdo inteiramente semelhantes. O

O préximo resultado é um corolario do anterior e fornece um critério
de continuidade para uma funcao nao decrescente f num ponto = de seu

intervalo de definicao.

Teorema 19.2
Seja I C R um intervalo e seja f : I — R nao decrescente em I. Suponha-
mos que T € I nao é um extremo de I. Entao as seguintes afirmacoes sao

equivalentes.

(i) f é continua em Z.

(i) lim f= f(z)= lim f.

T—T— T—T+

(iii) sup{f(z) : x €1, x <z} = f(z) =inf{f(z) : x €I, o > z}.

Prova: Segue facilmente do Teorema 19.1 combinado com o Teorema 18.2.

Deixamos os detalhes para vocé como exercicio. [l

Seja I um intervalo e f : I — R uma fungao nao decrescente. Se a é o
extremo a esquerda de I, é um exercicio facil mostrar que f é continua em «a

se, e somente se,

fla)=inf{f(z) : z €I, a<ux}

ou se, e somente se, f(a) = lim f. Um fato andlogo vale para b € [ se b é
r—a+
um extremo a direita de I. Vocé deve ser capaz também, em todos os casos,

de estabelecer os resultados analogos para fungdes nao crescentes.

Definicao 19.2
Se f: I — R é uma funcao nao decrescente e & € [ nao é um extremo de I,

definimos o salto de f em T como (veja Figura 19.1)

s¢(z) == lim f— lim f.

T—T+ T—T—
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Se a € I é um extremo a esquerda de I, entao definimos o salto de f em a

por

s7(a) = lm f — f(a),

r—a+
a0 passo que se b € [ é um extremo a direita de I, definimos o salto de f em
b por
sg(b) :== f(b) — lim f.

r—b—

Segue do Teorema 19.1 que se T € I nao é um extremo de [,
sp(z) =inf{f(z) : v €I, x>z} —sup{f(z) : ze€l, z <z}, (19.1)

quando f é uma funcao nao decrescente. Como um facil exercicio, vocée
deve estabelecer as definicoes de salto, num ponto nao extremo e nos pontos
extremos de I, no caso de uma funcao nao crescente em I, bem como os

andlogos da férmula (19.1) nos diversos casos.

Figura 19.1: O salto de f em .

Teorema 19.3
Seja I C R um intervalo e f : I — R uma funcao nao decrescente em . Se

T € I, entao f é continua em T se, e somente se, sp(Z) = 0.

Prova: Se ¥ nao é um extremo de I, o resultado segue do Teorema 19.2. Se

T € I é um extremo a esquerda de I, entao f é continua em T se, e somente

se, f(c) = lim f, o que é equivalente a s;(Z) = 0. Argumento semelhante
T—T+

se aplica ao caso em que T é um extremo a direita de I. 0

Mostraremos a seguir que o conjunto dos pontos de descontinuidade de

uma fungao mondtona é sempre enumeravel.
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Teorema 19.4
Seja I C R um intervalo e seja f : I — R uma funcao mondtona em I.
Entao o conjunto de pontos D C I nos quais f é descontinua é um conjunto

enumeravel.

Prova: Vamos supor que f é nao decrescente. Segue do Teorema 19.3 que
D ={x eI : s¢g(x) > 0}. Consideraremos o caso em que I = [a,b] é um
intervalo fechado e limitado, deixando como exrecicio para vocé o caso de

um intervalo arbitrario.

Primeiro, notemos que sendo f nao decrescente, entdo s¢(z) > 0 para

todo x € I. Além disso, se a < x; < --- < x, < b, entdo temos (por qué?)

fla) < f(a) +sp(21) + -+ + sp(wn) < f(D), (19.2)

donde segue que (veja Figura 19.2)

sp(ar) + -+ sp(xn) < f(b) = f(a).

Consequentemente, dado qualquer £ € N, o conjunto
Dy :={rel=][ab] : ss(x) = (f(b) — f(a))/k}
pode possuir no maximo k pontos. Como
D = UgenDx,

(por qué?) concluimos que D é enumerével (por qué?). O

Exemplos 19.1
(a) Se f: R — R satisfaz a identidade

fle4+y) = f(z)+ f(y) para todos x,y € R, (19.3)

e [ é continua num unico ponto z € R, entao f é continua em todo
ponto de R. A demonstracao deste fato nao requer as nocoes aprendidas

nesta aula, mas vamos usa-los no item seguinte.

Com efeito, dados x,y € R, qualquer sequéncia (z,) convergindo a
x + y pode ser escrita na forma z, = x,, + y, onde x,, :== 2z, — y é uma
sequéncia convergindo a x. Logo, se f satisfaz (19.3) e f é continua em
T € R, temos

lim f=1lim f+ f(y) = f(Z)+ f(y) para todo y € R.

Z2—IT+Yy r—T

Como todo ponto z € R pode ser escrito na forma z = 4y, tomando-se

y =z — I, segue que [ é continua em R.
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Figura 19.2: sp(xy) + -+ + sp(x,) < f(b) — f(a).

(b) Portanto, se f é monétona e satisfaz (19.3), entao f é continua e, nesse

caso, f(z) = cx com c = f(1).

De fato, pelo Teorema 19.3, o conjunto dos pontos de descontinuidade
de f é enumeravel. Como R é nao enumeravel, o conjunto dos pontos
onde f é continua é nao vazio (na verdade, é infinito, ndo enumerdvel).

Pelo {tem anterior, f é continua em R. Agora, segue de (19.3) que

£(0) = £(0+0) = £(0) + £(0) = f(0) = 0,

0=/(0) = flz—2)=flz)+ [(—2) = f(-2) = = f(2),
e (por qué?)

f(m)= f(1)m  para todo m € Z.
Dado r =m/n € Q, com m € Z, n € N, temos
mf(1) = f(m) = f(nr) = nf(r) = f(r) = f(D)r.

Logo, vale f(x) = cx, com ¢ = f(1), para todo z € Q. Dado qualquer

r € R, temos = = lim x,,, com z,, € Q para todo n € N. Portanto, se f

¢ continua, temos
f(x) =lim f(z,) = limcz,, = climz, = cz.
Funcoes Inversas

Notemos que se f : X C R — R é estritamente mondtona, entao, em

particular, z # y implica f(x) # f(y) para todo z,y € X. Logo, f é injetiva.
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Portanto, se f : X — R é estritamente monétona e Y = f(X), entao existe

uma funcao inversa g : Y — R, isto é, g satisfaz
g(f(z))=x paratodozr € X,e f(g(y)) =y paratodoyeY.

No teorema a seguir mostraremos que se f : I — R é uma funcao continua
estritamente monétona, entao a funcao inversa g : J = f(I) — R é continua
em J e também é estritamente mondtona. Se f é crescente, entao g é cres-

cente; se f é decrescente, entao g é decrescente.

Teorema 19.5 (da Inversa Continua)
Seja I C R um intervalo e seja f : I — R uma funcao estritamente mondotona
e continua em /. Entao a funcao g inversa de f é estritamente mondtona e

continua em J = f(I).

Prova: Consideraremos o caso em que f é crescente. O caso em que f é

decrescente fica para vocé como exercicio.

Seja J = f(I). Como f é continua, o Teorema 16.5 garante que J é um
intervalo. Como f é injetiva em I, existe a funcao inversa g :== f~!:J — R.
Mais ainda, como x; < x5 inplica f(z1) < f(x2) para todos z1,xs € I, entao
y1 < yo implica g(y1) < g(y2) para todos yi,ys € J. De fato, caso valesse
y1 < Y2 € g(y1) > g(yo) para algum par de pontos yi,ys € J, entdo, fazendo
x1 = g(y1) e xa = g(yo), terlamos x1 > x5 e f(z1) = 11 < Yo = f(x2),
contrariando o fato de que f é crescente. Logo, g é crescente em J.

Resta mostrar que ¢ é continua. No entanto, isso é uma consequéncia
do fato que J é um intervalo. De fato, suponhamos que ¢ seja descontinua
num ponto y € J. Para simplificar, suponhamos inicialmente que 3 nao é
um extremo de J. Entao s,(y) > 0, de modo que lim g < lim g. Assim,

Yy—y— Yy—y+
podemos achar um ponto x, € R satisfazendo x # ¢(y) e lim g < z, <
Yy—=y—

ylir;rg. Agora, como I é um intervalo, g(J) = I e y ndo é um extremo de J,
entao temos que ylir;l_ gele yl_i,%l+ g € I (por qué?). Por outro lado, tal ponto
x4 teria a propriedade de que x, # g(y) para todo y € J (veja Figura 19.3).
Logo, z. ¢ I, o que contradiz o fato de que I é um intervalo. Portanto,
concluimos que g é continua em J. O caso em que y é um extremo de J é
tratado de maneira inteiramente similar, bastando observar que neste caso
g(y) é necessariamente um extremo de I (por qué?), e deixamos os detalhes

para vocé como exercicio. ]
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9(9) -} sq(9)
g Y
J

Figura 19.3: g(y) # x paray € J.

A Funcao Raiz n-ésima

Aplicaremos o Teorema da Inversa Continua 19.5 a funcao poténcia n-
ésima x +— ™ para n € N. Precisaremos distinguir dois casos: (i) n par; (ii)
n impar.

(i) n par. Neste caso, para obter uma fungao estritamente mondétona,
temos que restringir a fungao = +— z™ ao intervalo I := [0,00). Assim, seja
f(z) = o™ para x € I (veja Figura 19.4 a esquerda).

Sabemos que se 0 < x; < 9, entdo f(z1) = 27 < 2§ = f(x2). Por-
tanto, f é crescente em [. Mais ainda, segue do Exemplo 15.1 (a) que f é
continua em /. Logo, pelo Teorema 16.5 temos que J := f(I) é um inter-
valo. Mostraremos que J = [0,00). Seja y > 0 arbitrério. Pela Propriedade

Arquimediana, existe k € N tal que 0 < y < k. Como
fO)=0<y<k<k™= f(k),

segue do Teorema do Valor Intermediario 16.3 que y € J. Como y > 0 é
arbitrario, inferimos que J = [0, 00).

Concluimos do Teorema da Inversa Continua 19.5 que a funcao g que
é inversa de f(z) = 2™ em I = [0, 00) é crescente e continua em J = [0, c0).
E comum denotar-se

/n

n

g(z) =2 ou g(z) = V3
para x > 0, n par, e chamar 2'/" = {/x a raiz n-ésima de x > 0, n par (veja
Figura 19.4 a direita). Portanto, temos

(:L,n)l/n —r e (xl/n)n —
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para todo x € [0,00) e n par.

Figura 19.4: A esquerda o grafico de f(z) =2a" x>0, n par.
A direita o grafico de g(z) = 2™, # > 0, n par.

(ii) n ¢mpar. Nesse caso fazemos f(z) := 2" para todo € R. De novo,
pelo Exemplo 15.1 (a) f é continua em R. Da mesma forma que para n par,
verificamos facilmente que f é crescente e f(R) = R, o que deixamos para

vocé como exercicio (veja Figura 19.5 a esquerda).

Figura 19.5: A esquerda o gréfico de f(x) =2" z € R, n impar.
A direita o grafico de g(z) = z¥/", € R, n {mpar.

Segue do Teorema da Inversa Continua 19.5 que a funcao g, que é
inversa de f(z) = 2" para x € R, é crescente e continua em R. E comum

denotar-se

glz)=z" ou g(x)= Yz parazx € R, n impar,

e chamar '/ = {/z a raiz n-ésima de v € R. Também nesse caso temos

(z" =2 ou (zY")" =2z paratodoz € R e n fmpar.

MODULO 2 - AULA 19

CEDERJ



Fucées Mondétonas e Inversas

ANALISE REAL !

Poténcias Racionais

Uma vez definida a raiz n-ésima para n € N, é facil definir poténcias

racionais.

Definicao 19.3
(i) Se m,n € N e x > 0, definimos 2™/™ := (z'/™)™.

(ii) Se m,n € N e 2 > 0, definimos =™/ := (z!/7)=™™

r <0

Figura 19.6: Gréficos de z +— 2", z > 0, r € Q.

Portanto, fica assim definido 2" quando r é um racional qualquer e
x > 0. Os graficos de x — 2" assumem formas diferentes se r > 1, r = 1,
0<r<1,7r=0,our <0 (veja Figura 19.6). Como um nimero racional
r € Q pode ser escrito na forma r = m/n, com m € Z, n € N, de varias
maneiras, ¢ preciso mostrar que a Definicao 19.3 nao é ambigua. Isto é, se
r=m/n=p/gcomm,pEZen,q<Nesexz >0, entdao (x'/")™ = (x'/7).

Deixamos para voceé como exercicio a verificacao simples deste fato.

Teorema 19.6
Sem€Z,neN,ex>0,entdo 2™ = (z™)"/".

Prova: Se x > 0 e m,n € Z, entdo (z™)" = ™" = (2™)™. Agora, seja

y = 2™/" = (/™)™ de modo que y" = ((z'/™)™)" = ((zV/")")™ = 2™,
Portanto, segue que y = (2™)'/". O
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Como um exercicio, vocé deve mostrar também quese xz > 0er,s € Q,
entao

:L,ra:s — xr—i—s — xsmr e (l,r)s _ xrs — ($S)T.

Exercicios 19.1
1. Sel :=la,ble f: I — R éuma fungdo nao decrescente, entao o ponto a
(respectivamente, b) ¢ um ponto de minimo (respectivamente, maximo)
absoluto para f em I. Se f é crescente, entao a (respectivamente, b) é

o0 tnico ponto de minimo (respectivamente, méximo) absoluto.

2. Se f e g sao fungoes nao decrescentes num intervalo I C R, mostre que
f + g é¢ uma funcao nao decrescente em . Se f e g sao crescentes em

I, entao f + g é crescente em 1I.

3. Verifique que ambas as fungoes f(x) := z e g(x) := x — 1 sdo crescentes
em [0, 1], mas seu produto fg nao é sequer uma fungdo monétona em
0, 1].

4. Mostre que se f e g sao fungoes positivas e nao decrescentes num in-

tervalo I, entao seu produto fg é nao decrescente em I.

5. Mostre quese I := [a,b] e f : I — R é uma fungao nao decrescente em I,

entao f é continua em a se, e somente se, f(a) = inf{f(x) : = € (a,b]}.

6. Seja I C R um intervalo e f : [ — R uma funcao nao decrescente em /.
Suponhamos que T € I nao é um ponto extremo de I. Mostre que f é
continua em T se, e somente se, existe uma sequéncia (z,) em I tal que

T, < T sen éimpar, r, > T sen épar, limz, =z, e f(z) =lim f(x,).

7. Seja I C R um intervalo e seja f : I — R uma funcao nao decrescente
em /. Se T € I nao é um extremo de I, mostre que o salto s¢(z) de f

em 7 é dado por
sp(Z) = inf{f(x2) — f(z1) : 1 < T <@g, x1,22 € I}

8. Sejam f, g fungbes nao decrescentes num intervalo I C R e seja f(x) >
g(z) para todo z € I. Sey € f(I)Ng(I), mostre que f~(y) < g ' (y).
[Dica: Primeiro faga o esbogo de uma representagao grafica para essa

situagao.|

9. Seja I :=[0,1] e seja f : I — R definida por f(z) := z se x é racional,

e f(z) :==1— x se x é irracional. Mostre que f é injetiva em I e que

| CEDERJ
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f(f(z)) = z para todo x € I. Portanto, f é inversa de si mesmal.

Mostre que f é continua somente em = = 3

10. Seja z € R, x > 0. Mostre que se m,p € Z e n,q € N, e mq = np,
entdo (z'/™)™ = (xV/0)P,

11. Sez € R, x > 0, e se r,s € Q, mostre que z"2° = 2" = 22" e

(xr)s - (ZES)T.

CEDERJ
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Aula 20 — A Derivada

Metas da aula: Definir a derivada de uma funcdo num ponto. Apre-
sentar as propriedades basicas da derivada em relagao as operagoes de soma,

multiplicacao e quociente de funcgoes, dar exemplos e aplicacoes.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Conhecer a defini¢ao rigorosa de derivada de uma funcao num ponto e
saber utiliza-la na demonstracao de resultados elementares envolvendo

esse conceito.

Introducao

Nesta aula iniciaremos nosso estudo sobre a derivada de uma funcao.
Ao longo dessa discussao assumiremos que vocé ja estd familiarizado com
as interpretacoes geométricas e fisicas da derivada como usualmente des-
critas em cursos introdutérios de Célculo. Consequentemente, nos concen-
traremos aqui nos aspectos matematicos da derivada e nao abordaremos suas
aplicagoes em geometria, fisica, economia, etc. Porém, nao serd demais en-
fatizar a enorme importancia desse conceito, a qual pode ser medida pela
frequéncia com que o mesmo, talvez mais que qualquer outro na Matematica,
aparece, nas mais variadas formas, como elemento basico em aplicacoes dessa

ciéncia as demais areas do conhecimento humano.

Retringiremos nossa discussao ao caso de fungoes definidas em interva-
los. No entanto, como veremos a seguir, para que o conceito de derivada de
uma fungao num determinado ponto faga sentido, basta que a mesma esteja
definida nesse ponto e em pontos arbitrariamente proximos dele, diferentes do
mesmo. Sendo assim, a definicao pode ser estabelecida, de modo mais geral,
para pontos de acumulacao pertencentes ao dominio de uma certa funcao,
mesmo quando este é um subconjunto qualquer de R, nao necessariamente

um intervalo.

A definicao de derivada

Iniciamos nosso estudo sobre a derivada de uma fun¢ao com a definicao

a seguir.

MODULO 2 -
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Definicao 20.1
Seja I C R um intervalo, f : I — R, e ¥ € I. Dizemos que f tem derivada

em T, se existe o limite
@)~ @)

T—T T — 7T

Neste caso, chamamos tal limite a derivada de f em T e denotamos

f(z) == lim —f(x) — ‘]j(j)

Este limite deve ser entendido como limite da fungao (f(x) — f(z))/(z — ),

que esta definida em I\ {z}, quando z — Z.

Quando f tem derivada em Z, costuma-se também dizer que f ¢é dife-
rencidvel em T ou que f € derivdvel em . Outras notagoes para a derivada

de f no ponto ¥ sao:

DI o L)

Usaremos os verbos diferenciar e derivar indistintamente com o sentido de

tomar a derivada (de uma fungdo num determinado ponto).

Sez € I, denotemos I; :== [—7% = {h € R : Z+h € I}. Frequentemente

é conveniente escrever o limite anterior como

o) it TEER) = 1)

h—0 h

Neste caso, o limite deve ser entendido como limite da fungao (f(Z + h) —
f(Z))/h, que estd definida em I; \ {0}, quando h — 0.

Teorema 20.1
Seja I C R um intervalo, f : I — R, e x € I. Entao f é diferenciavel em x

se, e somente se, existe L € R e r; : I[; — R tal que

f(@+h)=f(Z)+ L-h+rz(h) (20.1)
com ' ri(h)
,11135 =0. (20.2)

Neste caso, temos L = f'(Z).

Prova: Suponhamos que f seja diferencidavel em z. Entao, tomamos L :=
1'(z) e definimos 75 : Iz — R por meio da equagcao (20.1). Da Defini¢ao 20.1

segue imediatamente que vale (20.2).
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Reciprocamente, suponhamos que existam L € R e r; : Iz — R satis-
fazendo (20.1) e (20.2). Neste caso, como (f(z+h)— f(z))/h = L+rz(h)/h,
existe o limite de (f(z + h) — f(Z))/h quando h — 0 e temos

0 — tim =) _ iy (f(x th) - f(x)) ~ L
h—0 h h—0 h
Segue da Defini¢ao 20.1 que f é derivavel em z e L = f'(Z). O

Claramente, dado qualquer L € R, a equagao (20.1) sera vélida desde
que ela propria seja usada para definir r; : I; — R. O significado do Teo-
rema 20.1 estd em estabelecer que quando, e somente quando(!), f for dife-

renciavel em z e L = f'(z), valerd também (20.2).

Teorema 20.2

Se f: I — R é diferenciavel em = € I, entao f é continua em Z.

Prova: Se f ¢ diferenciavel em z, entao valem (20.1) e (20.2) com L = f'(z).

Logo,
lim () = lim J(7 + h) = lim ((2) + /(@) + re(h)
=(h
= 7@ + @0+ lim Vh = 1(z),
h—0 h
o que mostra que f é continua em 7. O
Exemplos 20.1
(a) Uma fungdo constante, f(z) = ¢ para todo x € R, com ¢ € R, é
evidentemente diferenciavel em todo z € R e f'(z) = 0. A fungao

f(x) =z, z € R, também é claramente diferenciavel em todo = € R e

fllx) =1
(b) Usando o binomio de Newton vemos que

n __ n n—1 2
(x + hzl " onx h —l—hh p(z, h) a4 (e h),

onde p(x,h) é um polindémio em z e h. Logo, temos

" — "
lim —(x +h) - nx"’l,
h—0 h

o que mostra que f(x) = z™ é diferencidavel em todo x € R e f'(z) =

na" 1.
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(c)

Seja f(x) = zsen(1/x), para x € R\ {0}, e f(0) = 0. Mostraremos
que f nao ¢é diferencidavel em z = 0, mas g(z) = o f(x) ¢ diferencidvel
emZ=0¢eg(0)=0.

De fato, f(h)/h = sen(1/h) e sabemos de aulas anteriores que nao existe
limite de sen(1/h) quando h — 0. Concluimos pela Defini¢ao 20.1 que
f nao é diferenciavel em = = 0. Por outro lado, g(h)/h = hsen(1/h)
e sabemos de aulas anteriores que }Ig% hsen(1/h) = 0. Logo, g é difer-

enciavel em £ =0 e ¢'(0) = 0.

A reciproca do Teorema 20.2 é claramente falsa. Por exemplo, a funcao
f R — R, dada por f(x) := |z| é continua em & = 0, porém nao é
diferenciavel em 0. De fato, temos

P U e SR O Bl U (S T Y
z—0— 1 —0 z—0— =0+ x —0 z—0— T
Assim, embora existam os limites laterais, eles sao distintos. Portanto,
nao existe lim, _o(|z| — |0])/(z — 0), o que significa que f(z) = |z| nao

é diferenciavel em 0.

Tomando-se combinagoes lineares de fungoes da forma x +— |z — Z|,
com T € R, podemos facilmente construir fungoes continuas em R que
deixam de ser diferencidveis num conjunto finito qualquer {Z,--- ,Zyx}

de pontos de R.

Em 1872, para espanto geral da comunidade matematica de entao, Karl
Weierstrass exibiu um exemplo de uma func¢ao continua em R que nao
é diferenciavel em nenhum ponto de R. Pode-se mostrar que a fungao
f R — R definida pela série

oo

fa) =3 2in cos(3"z) (20.3)

n=0
tem essa propriedade. A demonstragao da continuidade de f faz uso de
um resultado bastante conhecido sobre séries de funcoes, o Teste-M de
Weierstrass. A prova da nao-diferenciabilidade de f em qualquer ponto
de R segue um argumento semelhante ao esbocado na secao Prossiga
ao final desta aula, para provar o mesmo fato para um exemplo ligeira-

mente diferente.

Definigao 20.2
Dizemos que f : I — R possui deriwada lateral a direita em T € I se existe o

limite lateral

lim
r—IT+ xr—x
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Neste caso, denotamos tal limite f'(Z). Definimos de modo inteiramente

andlogo a derivada lateral a esquerda de f em T € I que denotamos por
' (z).

Claramente, f sera diferenciavel em ¥ se, e somente se, existirem ambas
as derivadas laterais, a esquerda e a direita, e essas coincidirem, i.e, f'" (Z) =
1 (2).

No exemplo que demos hé pouco, da fungao f(z) = |z| em Z = 0, segue
do que foi visto que existem as derivadas laterais a esquerda e a direita em
=0, com f7(0) = —1 e f7(0) = 1. Portanto, f'~(0) # f(0) e, como
haviamos dito, f nao ¢é diferenciavel em 0.

O seguinte resultado é uma extensao do Teorema 20.2 cuja demons-
tragao se faz de modo inteiramente similar ao que foi feito para demonstrar
aquele resultado, com a diferenca que desta feita deve-se usar ambos os limites
laterais, em lugar do limite usual, para concluir que Iligl flz) = f(z) =

lim f(z). Deixamos os detalhes para vocé como exercicio.
r—T+

Teorema 20.3
Se f : I — R possui derivadas laterais, a esquerda e a direita, em = € I,

entao f é continua em Z.

Derivadas e operacoes com funcoes

A seguir vamos justificar algumas propriedades bésicas das derivadas
que sao muito uteis nos calculos de derivadas de combinagoes de funcoes.
Voce certamente ja tera se familiarizado com essas propriedades ao longo de

cursos anteriores de Célculo.

Teorema 20.4
Seja I C R um intervalo, z € I, esejam f: 1 — Re g: I — R fungoes

diferenciaveis em . Entao:
(i) Se ¢ € R, a funcao cf é diferenciavel em z, e
(cf)(z) = cf'(x). (20.4)
(ii) A funcao f + g é diferencidvel em z, e

(f +9) (@) = f'(z) + g'(2). (20.5)
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(iii) (Regra do Produto) A fungao fg ¢é diferencidvel em z, e
(f9)'(z) = f(2)g(x) + f(2)g'(2). (20.6)

(iv) (Regra do Quociente) Se ¢g(z) # 0, entao a funcao f/g é diferencidvel

em 7, e

I\ (o _ f'2)g(x) - f(@)g'(z
(£) (- Lioto)—stt) o)
9 9(7)

Prova: Vamos demonstrar (iii) e (iv), deixando as demonstragoes de (i) e
(ii) para vocé como exercicio.

(iii) Seja h := fg. Entdo para z € I, x # T, temos

W) = Wz) _ f)g(z) - f(2)9(7)

e - £@)e() + f@l) — @)
IS gy 4 s 20—

Pelo Teorema 20.2, g é continua em z; entdo lim g(x) = ¢g(z). Como f e g
sao diferenciaveis em Z, deduzimos do Teorema 13.2 sobre propriedades de

limites que 7
i w = [(@)g(z) — f(2)d (7).

Portanto, h := fg é diferenciavel em Z e vale (20.6).

(iv) Seja h := f/g. Como g é diferenciavel em Z, ela é continua nesse
ponto, pelo Teorema 20.2. Assim, como ¢(Z) # 0, sabemos do Teorema 13.5
que existe um intervalo J := (z —§,2+9) N1 C I tal que g(x) # 0 para todo
x € J. Parax € J, x # T, temos

gl)g(z) | =-= r—7
Usando a continuidade de g em Z e a diferenciabilidade de f e g em 7,
obtemos - o o
(o) — tin M) = h(E) _ F@)o@)  @)g'@)
=7 T 9(z)?
Assim, h = f/g é diferenciavel em 7 e vale (20.7). O
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Usando Inducao Matematica podemos obter facilmente as seguintes

extensoes das regras de diferenciacao.

Corolario 20.1

Se fi, fa, -+, fn sao fungoes definidas num intervalo I com valores em R que

sao diferenciaveis em x € I, entao:

(i)

(i)

A funcao fi + fo + -+ + f, é diferencidavel em 7, e
(it ot -+ fo) (@)= fil@) + f5(2) + -+ fL(2). (20.8)
A fungao fifs--- f, é diferenciavel em 7, e

(frfar- fa)'(Z) = [U(@) o) -+ ful®) + [1(2) f3(T) - - fu(T)
+ (@) f(7) - fo(2). (20.9)

Exemplos 20.2

(a)

Um caso especial importante da regra do produto estendida (20.9)

ocorre quando f; = fo =--- = f, = f. Neste caso, (20.9) se torna
(f")() = n(f(@)"" f'(2). (20.10)
Em particular, se tomarmos f(x) := x, entdo obtemos mais uma vez

que a derivada de g(z) := 2™ ¢é dada por ¢'(x) = naz" ', n € N. A
derivada de h(z) := 2™ = 1/g(z), € R\ {0}, n € N, ¢é obtida usando
a regra do quociente, i.e.,

(I_n)/ _ _gl(x) —nx —n—l'

= = —nx
g@p e

Portanto, vale (™)’ = ma™~! para todo m € Z\ {0}, com z € R\ {0}
sem<0execRsem>0.

Se p(x) := a,a" + ap_ 12"t + -+ + ayw + ag, entao p é diferencidvel
em todo z € Re p/(z) = na,z" '+ (n— Da, 12" 2+ -+ + agx + ay.
Se q(x) == bpx™ + bp12™ 1+ - + by + by, q(T) # 0, e r(x) =
p(z)/q(x), entdo, pela Regra do Quociente, r(x) é diferencidvel em z
e r'(7) = (p'(7)q(x) — p(Z)¢'(z))/q(z)? e ji sabemos como calcular
P(z),q(T).

(Regra de L’Hopital) Vamos provar aqui uma versao bastante simples
da popular regra de L’Hopital para o cédlculo de derivadas de formas

indeterminadas do tipo 0/0.
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Seja I C R um intervalo, z € I, f,g : I — R diferenciaveis em z, com

¢'(z) # 0. Suponhamos que f(z) =0 = g(z). Entao
(

@) f@)
e g(z)  g'(Z)
De fato, temos
f@  lim {@=f@
lnl_f():h T—T T—T $$7 _f/('/f‘)7

onde usamos a Defini¢ao 20.1 e a hipdtese f(z) = 0 = ¢(z).

g £ 213
e—1g7 —3rx4+2 4

De fato, ponhamos f(x) := 2° — 2z +2 e g(x) := 27 — 3z + 2. Entdo
f e g sao diferencidveis em x = 1, f(1) =0 = g(1) e ¢'(1) = 4 # 0.
Podemos entao aplicar a Regra de L.’Hopital para afirmar que o referido

limite é igual a f'(1)/¢'(1) = 3/4.

Exercicios 20.1
1. Use a definicao para encontrar a derivada de cada uma das seguintes

funcoes:

(a) f(z):= 2% parax € R,

)
(b) f(x):=1/2% parax € R, x # 0,
(¢) f(x):=/x para z > 0.
5 2
(d) f(z) :%pmaxeR

2. Mostre que f(x) := 2/, x € R, ndo é diferenciavel em z = 0.
3. Prove o Teorema 20.4 (i) e (ii).

4. Seja f : R — R definida por f(z) := x? para x racional, e f(x) := 0
para z irracional. Mostre que f é diferencidavel em x = 0, e encontre

J'(0).

5. Sejan € N,n>2 e f:R — R definida por f(z) := 2" parax >0e
f(z) := 0 para x < 0. Mostre que f é diferencidvel em todo ponto de

R, em particular, em z = 0.

6. Suponha que f : R — R é diferencidavel em = e que f(z) = 0. Mostre

que g(z) := | f(z)| é diferencidvel em em 7 se, e somente se, f'(z) = 0.
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7. Calcule os limites:

(a) 1 i
im -
Y 5 — 122+ 8

04222 —1

(b) lim

e——1 26 —x —2
8. Seja f : R — R diferenciavel em z € R. Prove que

o F@ ) — f@— 1)

h—0 2h = /().

Mostre que f(x) = |z| em & = 0 fornece um exemplo em que esse limite

existe mas f nao é diferenciavel em .

Prossiga: Funcao continua nao-diferenciavel em todo

ponto

Aqui apresentaremos um exemplo, devido a B.L. van der Waerden, de
funcao continua em R que nao é diferenciavel em todo ponto de R. Como
no caso de (20.3), esse exemplo também é descrito por meio de uma série de

funcoes
f@) = ¢alw), (20.11)
n=0

onde as fungoes @, (z), n € N, sao todas obtidas a partir de uma fungao

©o() na forma
() = k" o(k"x),
para um certo k € N fixo.

Mais especificamente, o exemplo que agora apresentamos é dado por
(20.11) com

Tz —k arak<g;<k+l’kez
wo(x) = dist(z;Z) = 1% = 5
k+1—x parak+%§x<k+1,kEZ,

on(x) := 10" (10™z).

A continuidade de f definida por (20.11) segue do Teste M de Weier-
strass que sera visto em aula futura e garante a convergéncia uniforme de
uma série de fungoes se os valores absolutos dos termos da série |, (z)| sdo
majorados por nimeros positivos M, tais que a série numérica y . M, é con-
vergente. No caso da série (20.11), M,, = 107",
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Y= wo(x)

[NIES
Ju—
8

Figura 20.1: Constru¢ao de funcao continua nao-diferenciavel em todo

ponto.

Vamos agora provar que f nao é diferencidavel em nenhum ponto = € R.
Como f é periddica de periodo 1, bastard considerar o caso em que 0 < x < 1.

Nesse caso, podemos escrever x na forma
r=0-a1a9...0y....

A ideia serd mostrar que existe uma sequéncia (h,,) com h,, — 0 tal que a
sequéncia ((f(z + hy) — f(x))/hy) nao é convergente.
Distinguimos dois casos: (1) 0 < 0 appiGn0--- < 1/2; (i) 1/2 <

0-api1a,49--- < 1. No primeiro caso, temos

©o(10"2) =0 - apy1aps2 - - -,

enquanto no segundo caso temos
wo(10"2) =1 —=0" api1Gpia-- .-

Ponhamos h,, = —107™ se a,, ¢ igual a 4 ou 9 e h,, = 107 se a,, €
{0,1,2,3,5,6,7,8}. Observe que desse modo, para cadan € {0,1,2,...,m—
1}, os numeros 10™(z + h,,) e 10"z estdo ambos num mesmo intervalo de
comprimento 1/2 da forma [k, k 4+ 1/2) ou [k + 1/2,k + 1).
Considere o quociente
Flo+ h) = @)
o,

Pela férmula (20.11) esse quociente pode ser expresso por uma série da forma

i po(10"(x + 107™)) — @o(10"x)

(20.12)

1Qn—m )
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ou da forma

i (10" (z = 107™)) — @p(10"x)
— 10n—m ’

dependendo se h,,, = 107 ou h,, = —107™.

Em qualquer um dos dois casos, é claro que os numeradores sao nulos
a partir de n = m em diante. Por outro lado, para n < m eles se re-
duzem a 10"™™ no primeiro caso e —10"~™ no segundo; portanto, o termo
correspondente da série serd igual a 1 no primeiro caso e —1 no segundo.
Consequentemente, o valor do quociente (20.12) é um inteiro positivo ou ne-
gativo, mas em todo caso par se m — 1 for par, e impar se m — 1 for impar.
Logo a sequéncia dos quocientes (20.12) nao pode convergir, ja que é formada

por inteiros de paridade alternante.

CEDERJ
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Aula 21 — A Regra da Cadeia

Metas da aula: Justificar rigorosamente a Regra da Cadeia para derivacao
de fungoes compostas. Estabelecer a féormula para derivacao da fungao in-

versa.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber o significado e algumas aplicacoes da Regra da Cadeia para

derivacao de funcoes compostas.

e Saber a formula para derivacao da fungao inversa e algumas de suas

aplicagoes.

Introducao

Nesta aula vamos justificar rigorosamente a importantissima Regra da
Cadeia, a qual vocé ja conhece de cursos anteriores de Célculo. Também

estabeleceremos a férmula para derivacao de fungoes inversas.

O Lema de Carathéodory

Iniciaremos nossa discussao apresentando um singelo resultado devido
ao importante matematico grego C. Carathéodory (1873-1950), que serd 1til
na demonstracao da Regra da Cadeia, que veremos a seguir, bem como na
demonstracao da formula para derivagao de funcoes inversas. Trata-se, na

verdade, de uma reformulacao do Teorema 20.1.

Lema 21.1 (Lema de Carathéodory)
Seja I C R um intervalo, € I, e f : I — R. Entao f é diferencidvel em z

se, e somente se, existe uma funcao ¢ em I que é continua em Z e satisfaz
@) = f@) = pa)w—7) wel (21.1)

Neste caso, temos ¢(z) = f'(z).

Prova: (=) Se f/'(Z) existe, podemos definir ¢ por

@)=f@)

Tr—

parax # T, x € I,
ple)=4q * )
f(x) para r = I.
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A continuidade de ¢ em Z segue do fato que lim p(z) = f'(z). Se = = Z,
entdo os dois membros de (21.1) sao iguais a O,szjox passo que se r # T, entao
multiplicando ¢(x) por x — Z nos dé (21.1) para todo x € I \ 7.

(<) Suponhamos agora que exista uma fungao ¢ continua em e satisfazendo
(21.1). Se dividirmos (21.1) por x — Z # 0, entao a continuidade de ¢ em

implica que

o(#) = lim p(z) =l L= 12)
T—T T—T x — X
existe. Portanto, f é diferenciavel em = e f'(Z) = ¢(T). O

Exemplos 21.1
1. Parailustrar o Lema de Carathéodory, consideremos a funcao f definida
por f(z) = \/x, para x > 0. Para T > 0, vale

1
VI —Vi=——=(2—17).
VI + VT ( )
Logo, para todo z > 0, podemos aplicar o Lema de Carathéodory
com p(r) = 1/(y/z + \/T) para concluir que f é diferencidvel em 7 e

f'(x) =1/(2V).

2. Por outro lado, f definida no item anterior nao é diferenciavel em z = 0.
De fato, se f fosse diferenciavel em 0, entao existiria ¢ continua em 0
tal que v/z = ¢(z)x. Mas entdo, para x # 0, terfamos 1/y/z = ¢(z), o
que daria uma contradicao com o fato de ¢ ser continua em 0.

A Regra da Cadeia

Em seguida aplicamos o Lema de Carathéodory para provar a famosa

Regra da Cadeia para derivacao de fungoes compostas.

Teorema 21.1 (Regra da Cadeia)
Sejam [, J intervalos em R, sejam g : I — R e f:J — R fungoes tais que
f(J) C I, esejax e J. Se f é diferencidavel em Z e se g é diferencidvel em

f(z), entao a funcao composta g o f é diferencidvel em T e
(g0 f)(z) =4g'(f(2)- f(2). (21.2)

Prova: Como f'(z) existe, o Lema de Carathéodory 21.1 implica que existe
uma funcao ¢ definida em J tal que ¢ é continua em = e f(z) — f(Z) =

o(x)(xz—z) parax € J, e p(z) = f'(z). Por outro lado, como g é diferenciavel
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em f(z), existe uma fungao 1) definida sobre I tal que ¢ é continua em
y:=f(@) eg(y)—9(y) =¢y)(y—y) paray € I, e Y(y) = ¢'(y). Substituindo
y = f(z) e y = f(x), obtemos

9(f(x)) = g(f(2)) = ©(f(2)(f(x) = f(7)) = (¥ o f(z) - () (z — T)

para todo x € J. Como a funcao (¢ o f) - ¢, definida em J, é continua em
e seu valor em z é ¢'(f(Z)) - f'(Z), o Lema de Carathéodory nos da (21.2).00

Exemplos 21.2
(a) Se f: I — R é diferencidvel em I e g(y) = y" paray € Ren € N,

entao, como ¢'(y) = ny™ !, segue da Regra da Cadeia 21.1 que

(go /) (x)=4d(f(x)) f(x) para z € I.

Portanto, temos (f")(z) = n(f(z))"'f'(x) para todo x € I, como

haviamos visto na aula passada.

(b) Suponhamos que f : I — R seja diferencidvel em [ e que f(z) # 0 para
x € I. Se g(y) := 1/y para y # 0, entdo, pelo que foi visto na aula
passada, ¢'(y) = —1/y* para y € R\ {0}. Portanto,

[

Ly "(2)=¢ "(x) = ara
() @ =to @ =g =5 pmaer

(c¢) Consideremos as fungoes S(z) := senx, C(z) := cosz, FE(z) := e” e
L(z) :=logz, x € R. Nos cursos de Célculo vocé aprendeu as férmulas

para as derivadas dessas funcoes, nomeadamente,

S'(z) = cosz = C(z), C'(x) = —senz = —S(x),
B(r) = & = (), L) = .

T

que serao justificadas em aulas futuras deste curso. Assumindo como
validas tais formulas, podemos aplicar a Regra da cadeia para calcular

derivadas de fungoes bastante complexas.

Como exemplo, vimos na aula passada que a fungao f(z) := z%sen(1/x),
x #0,e f(0) := 0, é diferencidvel em x = 0 com f'(0) = 0. Para z # 0,

a Regra da Cadeia, combinada com a Regra do Produto, nos da
-1
f'(x) = 2z sen(1/z) + 2°(—5 cos(1/x)) = 2z sen(1/x) — cos(1/x).
x

Em particular, vé-se claramente que f'(z) é descontinua em x = 0.
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(d) Calcular f'(x) se f(x) = log(1 + (senz)?), z € R.

Usando as formulas para as derivadas de S(x) e L(x) no item anterior

e aplicando duas vezes a Regra da Cadeia, obtemos

1 sen 2x
!/
— —2 = —_—
J{w) 1+ (senx)? PERECOST = (senz)?’

onde também utilizamos a conhecida férmula sen 2z = 2 sen x cos x.

Funcoes Inversas

A seguir vamos estabelecer a formula da derivada para a funcao inversa
de uma dada funcao estritamente mondtona. Se f é uma fungao continua
estritamente mondtona definida num intervalo I, entao sua funcao inversa

g = ! estd definida no intervalo J := f(I) e satisfaz a relacao
g(f(x))=xz  paraxel. (21.3)

Pelo Teorema da Inversa Continua 19.5, a funcao g é continuiaem J. Sezx € [
ey = f(z), ese f(z) existe e f'(Z) # 0, o teorema que veremos a seguir
garante a existéncia de ¢'(y). Neste caso, derivando (21.3) em = = & com o
auxilio da Regra da Cadeia, segue que ¢'(f(z))f'(z) = 1, donde concluimos

que ¢'(y) = 1/f'(x). Passemos ao enunciado e prova do resultado.

Teorema 21.2 (Férmula da Derivada da Funcao Inversa)
Seja I um intervalo em R e seja f : [ — R estritamente mondtona e continua
em [. Seja J := f(I)eg:J — R afungao estritamente mondtona e continua
inversa de f. Se f é diferencidvel em = € I e f'(z) # 0, entdo g é diferenciavel
em y:= f(z) e

§0) = 5= =5 (214

f@) - fa))

Prova: Pelo Lema de Carathéodory 21.1 obtemos uma funcao ¢ em I continua
em 7 satisfazendo f(z) — f(Z) = p(z)(x — ), x € I, com ¢(z) = f'(Z).
Como ¢(Z) # 0 por hipdtese, existe uma vizinhanca V := (z — §,7 + 0) tal
que p(z) # 0 para todo x € VNI. Se U := f(VNI), entao a fungao inversa

g satisfaz f(g(y)) = y para todo y € U, de modo que
y—9= W) = f(@) = ¢(9())(9(y) — 9(7))-

Como ¢(g(y)) # 0 para y € U, podemos dividir a equagao anterior por
©(g(y)) e obter
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Sendo a funcao 1/(p o g) continua em g, aplicamos o Lema de Carathéodory

para concluir que ¢'(y) existe e ¢'(y) = 1/¢(g(y)) = 1/p(z) = 1/f'(z). O

Observacao 21.1

No Teorema 21.2, a hipdtese f'(z) # 0 é essencial. De fato, se f'(z) = 0,
entao a funcao inversa g nunca é diferencidavel em y = f(z), ja que a hipdtese
da existéncia de ¢'(y) nos levaria a 1 = f'(z)¢'(y) = 0, o que é absurdo. A

3

fungao f(x) := 2% em 7 = 0 é um exemplo dessa situacao.

O resultado seguinte é um corolario do Teorema 21.2 combinado com
resultados anteriores.
Teorema 21.3
Seja [ um intervalo e f : I — R estritamente mondtona em I. Seja J := f(I)
eseja g:J — R a funcao inversa de f. Se f é diferencidvel em I e f'(z) # 0
para x € I, entao g é diferenciavel em J e
1

" flog

Prova: Se f é diferenciavel em I, entao o Teorema 20.2 implica que [ é

/

9

(21.5)

continua em I, e pelo Teorema da Inversa Continua 19.5, a fun¢ao inversa g

é continua em J. A equagao (21.5) agora segue do Teorema 21.2. OJ

Se f e g sao as funcoes no enunciado do Teorema 21.3 entao a relacao

(21.5) pode ser escrita na forma

, v el

W)= yel ou (§of))= ﬁ

(f" e 9)(y)

Exemplos 21.3
(a) A fungao f : R — R definida por f(x) := 2+ 2+ 1 é continua e estri-
tamente mondtona crescente, pois é a soma de duas fungoes crescentes,
filx) =2 e fo(r) = x+1. Além disso, f'(x) = 322+ 1 nunca se anula.
Portanto, pelo Teorema 21.2, a funcdo inversa g = f~! : R — R ¢é difer-

enciavel em todo ponto. Se tomarmos T = 2, entdo como f(2) = 10,

obtemos ¢'(10) = ¢'(f(2)) = 1/f'(2) = 1/13.

(b) Seja n € N par, I := [0,00), e f(x) := 2" para x € [. Vimos na
Aula 19 que f é crescente e continua em I, de modo que sua inversa

gy) =y
J. Mais ainda, temos f'(x) = na™ ! para x € I. Logo, segue que se

para y € J := [0,00) também ¢é crescente e continua em

y > 0, entao ¢'(y) existe e

CEDERJ
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Assim deduzimos que
/ L a/my—1
gy = —y para y > 0.

No entanto, g nao é diferenciavel em 0. Veja os graficos de f e g na
Figura 19.4.

Seja n € N, n # 1, fmpar, seja f(z) := 2" para z € R, e g(y) := y'/"
sua inversa definida para todo y € R. Como em (b) concluimos que ¢
é diferenciavel para y # 0 e que ¢'(y) = (1/n)y/" =1 para y # 0. Aqui
também ¢ nao é diferenciavel em y = 0. Os gréaficos de f e g aparecem

na Figura 19.5.

Seja r := m/n um nimero racional positivo, I = [0,00), e seja h(z) =
x" para z € I (lembre da Definicao 19.3). A fungao h é a composigao
das funcoes f(x) :=a™ e g(z) = V", v € I h(z) = f(g9(z)), x € I. Se

aplicarmos a Regra da Cadeia 21.1 e os resultados de (b) e (c), entdo

obtemos
1
W (z) = f'(g(2))g (x) = m(zY™)ym . —gt/m-1
n
n

para todo x > 0. Se r > 1, é um exercicio simples mostrar diretamente

da definigdo que a derivada também existe em z =0 e A/(0) = 0.

A fungao seno é crescente no intervalo I := [—x/2,7/2] e sen(l) =
[—1,1]. Portanto, sua funcao inversa, que serd denotada por arcsen,
estd definida em J := [—1,1]. Como foi dito no Exemplo 21.2(c), a
fungao seno é diferencidvel em R (em particular em I) e Dsenx =
cosx para ¢ € I. Como cosx # 0 para z € (—m/2,7/2) segue do

Teorema 21.2 que

D 1 1
arcseny = =
Y Dsenx Ccos T

_ 1 1
V1—(senz)? /1 —12

para todo y € (—1,1). A derivada de arcsen nao existe nos pontos —1
el.

Exercicios 21.1

Calcule a derivada de cada uma das seguintes funcoes:
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(a) f(z):=e"", xR
(b) f(z) :=logsenx, x € (0, 7).
(c) coslog(l +2?), z € R.

. Prove que se f : R — R é uma funcdo par, isto é, f(—x) = f(x) para
todo x € R, e é diferencidvel em todo ponto, entao a derivada f’ é uma
funcao impar, ou seja, f'(—x) = —f'(x) para todo z € R. De modo

semelhante, se f é impar f’ é par.

. Seja f : R — R definida por f(z) := z?sen(1/2?) para z # 0 e f(0) :=
0. Mostre que f é diferencidvel em todo x € R. Mostre também que a

derivada f’ nao é limitada em nenhum intervalo contendo 0.

. Se r > 0 é um numero racional, seja f : R — R definida por f(z) :=
|z|". Mostre que se r > 1, entao f'(x) existe para todo = € R, inclusive
x = 0.

. Dado que a fungao f(z) := 2° + 2 + 2 para x € R possui uma inversa

g := f~! definida em R, encontre ¢’(y) nos pontos correspondentes a

x=0, 1, —1.
. Dado que a restrigdo da funcdo cosseno a [ := [0, 7] é estritamente
decrescente e cos0 = 1, cosm = —1, seja J := [—1,1] earccos : J — R a

funcao inversa da restricao de cos a I. Mostre que arccos ¢ diferenciavel
em (—1,1)e

—1

W, para y c (—1,1)

D arccosy =

Mostre que arccos nao é diferenciavel em —1 e 1.

. Dado que a restri¢ao ao intervalo I := (—m/2,7/2) da funcao tangente,
tanx := senx/ cosx, é crescente e que tan(l) = R, seja arctan : R — R
a funcao inversa de tan em I. Mostre que arctan é diferenciavel em R
e que
1
D arctan(y) = ——, ara y € R.

. Seja r > 0 um numero racional e f : R — R definida por f(z) :=
|z|"sen(1/x) para x # 0 e f(0) := 0. Determine os valores de r para os

quais f é diferenciavel para todo x € R, inclusive x = 0.

CEDERJ
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Aula 22 — O Teorema do Valor Médio

Metas da aula: Estabelecer o Teorema do Extremo Interior, estudar a
relacao da derivada com o crescimento local de fungoes, e apresentar a pro-
priedade do valor intermedidrio das fungoes derivadas. Estabelecer o Teorema
do Valor Médio e apresentar algumas de suas aplicacoes, tais como no estudo

dos valores extremos locais de funcoes e na obtencao de desigualdades.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber o significado do Teorema do Extremo Interior e algumas de suas
aplicagoes. Conhecer as relagoes entre a derivada e o crescimento local

de fungoes e a propriedade do valor intermediario das fungoes derivadas.

e Saber o significado do Teorema do Valor Médio e algumas de suas
aplicagoes, tais como no estudo dos valores extremos locais de fungoes

e na obtengao de desigualdades.

Introducao

O principal resultado que veremos nesta aula é o Teorema do Valor
Médio, que relaciona os valores de uma funcao com os de sua derivada. Esse é
sem duvida um dos resultados mais tteis de toda a Andlise Real. Para provar
o Teorema do Valor Médio, precisaremos primeiro estabelecer o Teorema do
Extremo Interior. Este 1ltimo justifica a pratica de se examinar os zeros da
derivada para encontrar os extremos locais de uma fungao no interior de seu
intervalo de definicao. O Teorema do Extremo Interior também é usado para
demonstrar a propriedade do valor intermediario exibida pelas derivadas de

funcgoes diferencidveis ao longo de intervalos.

O Teorema do Extremo Interior

Iniciaremos nossa aula com o enunciado e a demonstracao do Teo-
rema do Extremo Interior, que justifica a pratica de se examinar os zeros
da derivada para encontrar os extremos locais de uma funcao.

Recordemos que, se I é um intervalo, diz-se que a funcao f : I — R
tem um mdximo local em T € I se existe uma vizinhanca V' := V3(z) de &
tal que f(z) < f(Z) para todo x € V N I. Neste caso também dizemos que

T é um ponto de mdzrimo local de f. Analogamente, dizemos que f tem um
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minimo local em T € I se existe uma vizinhanga V := Vs(z) de Z tal que
f(z) > f(z) para todo z € V N I. Recordemos também que por defini¢ao
V5(Z) = (z — 6,7 + 9). Dizemos que f tem um extremo local em z € [ se ela

tem um maximo local ou um minimo local em Z.

Diz-se que o ponto T é um ponto interior de I se T nao é um extremo

de I ou, equivalentemente, se existe uma vizinhanga Vs(z) tal que Vs(z) C 1.

Teorema 22.1 (Teorema do Extremo Interior)

Seja I C R um intervalo, x € I, e f: I — R diferenciavel em .

(i) Se Z nao é o extremo a direita de I, entdao f'(z) > 0 implica que existe
d > 0 tal que f(z) > f(z) para & < < T + J. Por outro lado, f'(z) < 0
implica que existe d > 0 tal que f(z) < f(Z) para T <z < T+ 9

(ii) Se Z nao é o extremo a esquerda de I, entao f'(z) < 0 implica que existe
d > 0 tal que f(z) > f(z) para T —§ < x < Z. Por outro lado, f'(z) > 0
implica que existe 6 > 0 tal que f(x) < f(Z) paraz —§ < x < Z.

(iii) Se & é um ponto interior de / e f tem um extremo local em Z, entao

f(@) =o.

Prova: (i) Suponhamos que Z nao ¢é o extremo a direita de /. Inicialmente,

consideremos o caso em que f’(z) > 0. Neste caso, como

i 1@ = 1@

=T r— T

= f'(z) >0,

segue do Teorema 13.5 (na discussao sobre desigualdades e limites de fungoes)

que existe um ¢ > 0 tal que se z € [ e 0 < |x — Z| < §, entdo

fz) — f(z)

x—X

> 0. (22.1)

Como Z nao é o extremo a direita de I, podemos obter ¢ > 0 suficientemente
pequeno tal que vale (22.1) e (Z,Z 4 ¢) C I. Sendo assim, se T < z < T + 0,

flz) - f(7)

rT— T

entao
(@)= f(Z)=(z—%)-

ou seja, f(z) > f(z) para T < x < T+ 6.

>0, (22.2)

No caso em que f'(z) < 0, teremos a desigualdade oposta, isto é, ‘<’ em
lugar de *>’; tanto em (22.1) como em (22.2). Isso nos dard que f(z) < f(Z)

para T < x < Z + 9, como afirmado.

A demontragao de (ii) é inteiramente anédloga a de (i) e ficard para vocé

como exercicio.
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(iii) Seja £ um ponto interior de I tal que f ¢ diferencidvel em 7 e tem
um extremo local em Z. Para fixar ideias, suponhamos que z é um ponto de
méximo local de f. Se f'(z) > 0, entdo o ftem (i) nos d4 uma contradigao
com o fato de  ser um méaximo local. Por outro lado, se f/(z) < 0, entao o
ftem (ii) nos dé4 uma contradicao com o fato de f ter um mdaximo local em
z. Logo, devemos ter f'(z) = 0. O caso em que T é minimo local segue de

maneira semelhante (como?). d

O item (iii) do Teorema 22.1 é o que se refere diretamente ao ponto de
extremo interior. Observe que uma fungao f : I — R pode ter um extremo
local num ponto Z sem que exista f'(z). Um exemplo disso é o caso da fungao
f(z) := |z|, para © € I := [—1,1]. Observe também que se o extremo local
z nao for um ponto interior de I, entdo pode existir f'(z) com f'(z) # 0.
Um exemplo desta tltima afirmagao é dado pela funcao f(z) := x, para
x € I:=10,1], onde £ = 0 é um ponto de minimo e £ = 1 é um ponto de
maximo.

A seguir, como primeira aplicacao do Teorema 22.1, vamos estabelecer
a propriedade do valor intermedidrio exibida pela derivada de funcao dife-
rencidvel em todo ponto de um intervalo I = [a, b]. Esse resultado é devido
ao matematico francés Gaston Darboux (1842-1917) que a ele empresta seu
nome. Ja vimos que a propriedade do valor intermediario é exibida pelas
fungoes continuas. O curioso é que a derivada de uma fungao diferenciavel

num intervalo [a, b] pode nao ser continua nesse intervalo!

Teorema 22.2 (Teorema de Darboux)
Se f ¢ diferencidvel em I = [a,b] com f'(a) # f'(b) e se k é um nimero
qualquer entre f’(a) e f'(b), entao existe pelo menos um ponto ¢ € (a, b) tal

que f'(c) = k.

Prova: Para fixar ideias, suponhamos que f'(a) < k < f'(b). Definimos g
em [ por g(z) := kx — f(x) para z € I. Como g é continua, ela assume um
valor maximo em /. Como ¢'(a) = k — f'(a) > 0, segue do Teorema 22.1(i)
que o méaximo de g ndo ocorre em = = a. Similarmente, como ¢'(b) =
k — f'(b) < 0, segue do Teorema 22.1(ii) que o maximo de g nao ocorre em
x = b. Portanto, ¢g assume seu maximo em algum ponto interior ¢ € (a,b).
Entao, do Teorema 22.1(iii) temos que 0 = ¢'(¢) = k— f’(¢). Logo, f'(c) = k.
0
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1. A fungao g : [—1,1] — R definida por

1 para0 <z <1
g(x) =140 para z = 0,
—1 para —1 <z <0,

que é a restricao da funcao sinal a [ := [—1, 1], claramente nao satisfaz
a propriedade do valor intermediario. Por exemplo, 0 = ¢(0) < 1/2 <
1 = g(1), mas nao existe ¢ € (0, 1) tal que g(c) = 1/2. Portanto, pelo
Teorema de Darboux, nao existe uma funcao f difenciavel em [—1,1]
tal que f'(z) = g(x) para todo = € [—1,1].

2. Por outro lado, ja vimos que a funcao f : I := [—1,1] — R, definida
por f(x) := x*sen(1/x) é diferencidvel em I. Sua derivada ¢ a fungao
g : I — R dada por g(z) := 2xsen(l/z) — cos(1/z) que, apesar de
descontinua em x = 0, satisfaz a propriedade do valor intermedidrio
(veja Figura 22.1).

g(x)

4 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 22.1: A funcio g(x) = 2xsen(1/x) — cos(1/x).

O Teorema do Valor Médio

A seguir estabeleceremos um resultado famoso conhecido como Teorema
de Rolle, cujo nome faz referéncia ao matematico francés Michel Rolle (1652
1719). Trata-se de um caso particular do Teorema do Valor Médio que lhe

é, na verdade, equivalente.
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Teorema 22.3 (Teorema de Rolle)
Seja f : [a,b] — R uma fungao continua no intervalo fechado I := [a, b] que
¢ diferencidvel em todo ponto do intervalo aberto (a,b) e satisfaz f(a) =

f(b) = 0. Entao existe ao menos um ponto T € (a,b) tal que f'(z) = 0.

Prova: Se f se anula identicamente em I, entao qualquer Z € (a, b) satisfaz a
conclusao. Logo, vamos assumir que f nao se anula identicamente. Trocando
f por —f se necessario, podemos supor sem perda de generalidade que f é
positiva em algum ponto de (a,b). Pelo Teorema do Méximo-Minimo 16.2,
f assume o valor sup{f(z) : x € I} > 0 em algum ponto z € I. Como
f(a) = f(b) = 0, o ponto T deve pertencer ao intervalo aberto (a,b). Logo,
f'(Z) existe. Como f tem um méximo relativo em Z, concluimos do Teorema
do Extremo Interior 22.1(iii) que f'(z) = 0. (Veja Figura 22.2). O

Figura 22.2: O Teorema de Rolle.

Como uma consequéncia do Teorema de Rolle, obtemos o fundamental

Teorema do Valor Médio.

Teorema 22.4 (Teorema do Valor Médio)
Suponhamos que f é continua num intervalo fechado I := [a,b], e que f é
diferencidvel em todo ponto do intervalo aberto (a,b). Entao existe ao menos

um ponto = € (a,b) tal que
f(b) = fla) = f'(@)(b—a). (22.3)

Prova: Consideremos a funcao ¢ definida em I por
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Observe que ¢ é simplesmente a diferenca entre f e a fungao cujo grafico é o
segmento de reta ligando os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)); veja Figura 22.3. As
hipéteses do Teorema de Rolle sao satisfeitas por ¢ ja que esta é continua em
la, b], diferencidvel em (a,b), e ¢(a) = ¢(b) = 0. Portanto, existe um ponto

z € (a,b) tal que

0=¢(@) = r - 101
Logo. £5) — f(@) = F()b ) 0

Figura 22.3: O Teorema do Valor Médio.

A seguir damos algumas aplicagoes do Teorema do Valor Médio que
mostram como esse resultado pode ser utilizado para retirar conclusoes sobre

a natureza de uma funcao [ a partir de informagao sobre sua derivada f’.

Teorema 22.5
Suponhamos que f é continua no intervalo fechado I := [a, b], diferenciavel no
intervalo aberto (a,b), e f'(x) = 0 para todo x € (a,b). Entao f é constante

em [.

Prova: Mostraremos que f(x) = f(a) para todo x € I. De fato, dado x € I,
com x > a, aplicamos o Teorema do Valor Médio a f sobre o intervalo fechado
la,z]. Obtemos que existe um ponto Z € (a,z), dependendo de z, tal que
f(z) = f(a) = f'(z)(x — a). Como f'(z) = 0 por hipétese, concluimos que
f(z) — f(a) =0, ou seja, f(z) = f(a), como afirmado. O

Corolario 22.1

Suponhamos que f e g s@o continuas em [ := [a, b], diferencidveis em (a,b),
e que f'(x) = ¢'(x) para todo = € (a,b). Entao existe uma constante C' € R
tal que f(z) = g(x) + C para todo = € I.

Prova: Basta considerar a funcao h := f — g e aplicar o Teorema 22.5. [
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Teorema 22.6

Seja f : I — R diferenciavel no intervalo /. Entao:
(i) f é nado-decrescente em I se, e somente se, f'(z) > 0 para todo = € I.
(ii) f é nao-crescente em [ se, e somente se, f'(x) < 0 para todo = € I.

Prova: (i) Suponhamos que f’(z) > 0 para todo x € I. Se xy,x9 € I
satisfazem x; < x5, entao aplicamos o Teorema do Valor Médio a f no

intervalo fechado J := [z, 5] para obter um ponto T € (z1,z5) tal que

flx2) = f(21) = f(T) (22 — 11).
Como f'(z) > 0 e x9 —x; > 0, segue que f(zg) — f(z1) > 0, ou seja,
f(x1) < f(x2), 0 que prova que f é nao-decrescente.
Para provar a reciproca, suponhamos que f é diferencidvel e nao-decrescente

em [. Logo, dado qualquer ponto Z € I, para todo = € I com x # T temos

(f(x) — f(z))/(x —x) > 0 (por qué?). Logo, pelo Teorema 13.3 concluimos

que
iy e S 8) = f(7)
= CASANNE R v §
(@) = lim =————= >0
(ii) A prova da parte (ii) é semelhante e sera deixada para vocé como
exercicio. 0J

Observacao 22.1

Note que um argumento idéntico ao da prova do Teorema 22.6 mostra que se
f'(x) > 0 para todo = € I, entdo f é crescente em [, isto é, x1 < x5 implica
f(z1) < f(x2) para x1, 25 € I. No entanto, a reciproca dessa afirmag¢ao nao
é verdadeira, ou seja, é possivel ter f crescente num intervalo I com f’ se
anulando em alguns pontos de I. Por exemplo, a funcao f : R — R definida
por f(z) := 23
andaloga vale para fungoes decrescentes.

é crescente em R, mas f/(0) = 0. Claramente, uma observagao

Teorema 22.7 (Teste da Primeira Derivada)
Seja f continua no intervalo I := [a,b] e seja ¢ um ponto interior de I.

Suponhamos que f é diferenciavel nos intervalos abertos (a,c) e (c,b).

(i) Se existe uma vizinhanca (¢ — d,c+ 0) C I tal que f'(x) > 0 para
c—d<z<ce f(xr) <0parac<z<c+0,entdo f tem um maximo

local em c.

(ii) Se existe uma vizinhanca (¢ — d,¢ 4+ 0) C I tal que f'(z) < 0 para
c—d<z<ce f(r)>0parac<z<c+J,entdo f tem um minimo

local em c.

CEDERJ
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Prova: (i) Se x € (¢ — 9, ¢), entao segue do Teorema do Valor Médio que
existe T € (z, ¢), dependendo de z, tal que f(c) — f(z) = f'(z)(c —x). Como
f'(z) > 0 concluimos que f(x) < f(c) para x € (¢ — d,¢). Similarmente,
segue do Teorema do Valor Médio e da hipdtese f'(x) < 0 para x € (¢,c+9)
que f(x) < f(c) para x € (¢,c + ). Portanto, f(z) < f(c¢) para todo

x € (c—d,¢+9), de modo que f tem um maximo local em c.

(ii) A prova de (ii) é inteiramente andloga e ficard para vocé como

exercicio. 0

Observacgao 22.2

A reciproca do Teste da Primeira Derivada 22.7 ndao é valida. Por exemplo, a
fungao f : R — R definida por f(x) := 2(sen(1/z)+2) se x # 0 e f(0) :=0
é diferenciavel em todo R e satisfaz f(x) > 0se x # 0, ja que |sen(1/z)| < 1.
Em particular, 0 é um ponto de minimo local. A derivada de f é dada por
f'(x) :==2x(sen(1/z) + 2) — cos(1/z) se x # 0 e f'(0) = 0. Assim, se xy :=
1/(2km) para k € N, temos x; — 0, quando k — oo, e f'(x) < 0 para todo k
suficientemente grande, ja que cos(1/zy) = 1 e lim (2zx(sen(1/xy) +2)) = 0.
Por outro lado, se z; := 2/((2k + 1)) para k € N, temos z;, — 0 quando
k — o0, e f'(zx) > 0 para todo k € N, jd que z > 0, cos(1/z;) = 0 e
sen(1/z;) = 1. Portanto, existem pontos arbitrariamente préximos de 0 para
os quais f’ é negativa e pontos arbitrariamente préximos de 0 para os quais

1! é positiva.

Aplicacoes do Teorema do Valor Médio em desigual-
dades

A seguir estabeleceremos uma aplicacao do Teorema do Valor Médio
relacionada com funcgoes Lipschitz. Concluiremos depois dando outros exem-

plos de aplicacoes desse resultado para a obtencao de desigualdades.

Teorema 22.8

Seja f : I — R diferenciavel em todo ponto do intervalo I. Se existe C' > 0
tal que |f'(z)] < C para todo = € I, entao |f(z) — f(y)| < Clz — y|, para
todos z,y € I.

Prova: Dados x,y € I, pelo Teorema do Valor Médio existe z € (z,y) tal

que f(x) — f(y) = f'()(x — y). Logo,

[f () = fWI < [f'(@)l|lz =yl < Cle —yl,




O Teorema do Valor Médio

| MODULO 2 - AULA 22
ja que, por hipétese, |f'(z)| < C. O

Exemplos 22.2
1. Como ja foi dito anteriormente, as funcoes trigonométricas sen x e cos
satisfazem Dsenz = cosz e Dcosx = —senz. Além disso vale a
relagao fundamental (senz)? + (cosx)? = 1, donde segue que |sen x| <
1 e|cosz| < 1. Esses fatos serdao provados rigorosamente em aulas
futuras. Do Teorema 22.8 segue que |senz — seny| < |z — y| para

todos z,y € R. Em particular, tomando z > 0 e y = 0 obtemos

—rx<senx <z para todo = > 0.

2. A fungao exponencial f(x) := e” tem derivada f’(x) = e® para todo
x € R. Logo, f'(x) > 1 parax >0e0 < f'(x) < 1paraz <0. A
partir dessas relacoes, provaremos a desigualdade

e >1+x para x € R, (22.4)

com igualdade ocorrendo se, e somente se, z = 0.

Se x = 0, como €°

= 1, claramente vale a igualdade. Se x > 0,
aplicamos o Teorema do Valor Médio a funcao f no intervalo [0, z], o

que nos da
" —1=¢"zx para algum z € (0, x).
Segue dai que e* — 1 > x, ou seja, e* > 1+ xsex > 0. Sex <0,

aplicando o Teorema do Valor Médio a fungao f no intervalo [z, 0], de

novo obtemos e* > 1+ x. Portanto, temos e* > 1+ x para todo x # 0.

3. (Desigualdade de Bernoulli) Para qualquer o € R, define-se a funcao

f(x) := z® para x > 0 por

% = ealogx'

Usando o fato ja mencionado, a ser provado em aula futura, de que

Dlogx = 1/x para x > 0, juntamente com a Regra da Cadeia, obtemos

«
(ma)/ — (ealog:c)/ — ealogaz L
i
_ Oéeozlogaceflogw _ Oée(afl)log:p
= ar® !,
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o que estende a férmula que haviamos estabelecido anteriormente para
a racional. Usando isso provaremos a desigualdade de Bernoulli que

estabelece que para todo a > 1 vale
(I+2)*>1+ax para todo x > —1, (22.5)

com igualdade valendo se, e somente se, x+ = 0. Observe que para
a = 1 vale trivialmente a igualdade para todo x € R; por isso esse caso

¢ descartado.

Essa desigualdade foi estabelecida anteriormente para o € N, usando
Inducao Matemaética. Vamos estendé-la a todo a € R tal que o > 1

usando o Teorema do Valor Médio.
Se g(x) := (1 +z)*, entao ¢'(z) = a(1 + x)*"!. Se x > 0, aplicamos o
Teorema do Valor Médio a g no intervalo [0, x], obtendo g(z) — g(0) =

¢'(Z)x para algum z € (0, ), ou seja,

(1+2)*—-1=a(l+2)* 2
Comoz > 0ea—1>0,segue que (1+z)** > 1 e portanto (1+z)* >
14 ax.

Se —1 < z < 0, uma aplicagao semelhante do Teorema do Valor Médio
a funcao ¢ no intervalo [z, 0] nos dd novamente (1+ x)* > 1 + ax (por

que?).

Como o caso x = 0 resulta em igualdade, concluimos que vale (22.5)

com igualdade ocorrendo se, e somente se, z = 0.

.Se0<a<1l,a>0eb>0, entao vale a desigualdade

a®b™* < aa + (1 — a)b, (22.6)

onde a igualdade vale se, e somente se, a = b. Vamos provar essa
afirmacao usando o Teorema 22.6. Essa desigualdade pode ser provada
também usando-se a concavidade da funcao logaritmo, que veremos

mais tarde.

A desigualdade (22.6) e a afirmacdo sobre a ocorréncia da igualdade
serao obtidas como consequéncia da afirmagao de que vale a desigual-
dade

¢ <ar+(1-a) paratodoz > 0e 0 < a <1, (22.7)
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valendo a igualdade se, e somente se = 1, tomando-se z = a/b,
a>0,b>0 (como?).

Provaremos entao a desigualdade (22.7) e a afirmagao correspondente
a validade da igualdade. Consideremos a fungao g(z) = ax — z®, com
r>0,0<a<1 Temos ¢'(z) = a(l — 21, de modo que ¢'(x) <0
para 0 < z < 1 e ¢/(z) > 0 para > 1. Segue do Teorema 22.6
(veja também a Observagao 22.1) que se x > 0, entao g(z) > g(1) e
g(x) = g(1) se, e somente se, x = 1, 0 que é equivalente a desigualdade

(22.7) e a afirmagao sobre a ocorréncia da igualdade (por qué?).

Exercicios 22.1

1.

Seja [ um intervalo e f : I — R diferenciavel em I. Mostre que se f’
nunca se anula em 7, entdo ou f’(z) > 0 para todo z € I ou f'(z) <0

para todo x € I. [Dica: Use o Teorema de Darboux.]

Seja I um intervalo, g : I — R e & € I um ponto interior de I. Mostre
que se existem os limites laterais L_ := lim g(z) e Ly := lirp+ g(x)

e L_ # L., entao g nao é a derivada de nenhuma funcao f : I — R.

[Dica: Use o Teorema de Darboux.]

Para cada uma das seguintes funcoes, encontre os pontos de extremo
local, os intervalos nos quais a funcao é crescente e aqueles nos quais a

funcao é decrescente.

(a
(b
(c

) )2=$2—3x+5parax€R.
) flz):
) flz):
(d) f(z) =2+ 1/x para x # 0.
) flz):
) [flz):

x
r) =123 — 31 — 4 para z € R.

r) = 2* 4+ 22% — 4 para x € R.

(e) f(z) :=+/x —2x+2parax > 0.
(f) f(z):=2x+1/2® para z # 0.
Sejam ay, as, . . ., a, numeros reais e seja f definida em R por

n

fla)=> (z—a)

i=1

Encontre o tnico ponto de minimo local para f.

Sejam a > b > 0 e n € N satisfazendo n > 2. Prove que a'/" — b!'/" <
(a — b)'/". [Dica: Mostre que f(x) := 2" — (1 — 2)'/™ é decrescente

para x > 1, e tome os valores de f em 1 e a/b.]

MODULO 2 - AULA 22
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. Use o Teorema do Valor Médio e os fatos ja mencionados sobre a funcao

exponencial para provar a desigualdade

e — e’ < e*(a—b) para todos a,b € R.

. Use o Teorema do Valor Médio para provar que (x—1)/z < logzx < x—1
para x > 1. [Dica: Use o fato de que Dlogx = 1/z para z > 0.]

. Seja f : ]a,b] — R continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b). Mostre
que se lim f'(x) = A, entdo f'(a) existe e ¢ igual a A. [Dica: Use a
definicao de f’(a) e o Teorema do Valor Médio.|

. Seja I um intervalo e f : I — R diferenciavel em I. Mostre que se [’ é

positiva em I, entao f é crescente em 1.
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Aula 23 — O Teorema de Taylor

Metas da aula: Estabelecer o Teorema de Taylor e apresentar suas
aplicagoes em aproximacoes de fungoes, na investigacao de extremos locais e

no estudo de funcoes convexas.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Conhecer o significado do Teorema de Taylor e suas aplicagoes em
aproximagoes de fungoes, na investigacao de extremos locais e no estudo

de funcoes convexas.

Introducao

Se I é um intervalo de R e f : I — R é uma funcao diferenciavel
em todos os pontos de I, entdo temos definida em [ a funcao f': I — R,
derivada (primeira) de f. Se a funcao f’ for diferencidvel em um ponto
T € I, entdo teremos definida a derivada de " em z, (f')'(Z), que denotamos
simplesmente por f”(z) e chamamos a derivada sequnda de f em z. Se f'
também for diferenciavel em todos os pontos de I, entao teremos definida a
funcao f”: I — R, derivada sequnda de f. Se f” é diferenciavel num ponto
T € I, entdo existe (f”)(Z) que denotamos por f”(z) ou f©(z), chamada
derivada terceira de f em T, e se f” é diferenciavel em todo ponto de I entao
teremos definida a funcio f” : I — R, também denotada por f® e chamada
derivada terceira de f. Desse modo podemos definir a derivada n-ésima da
funcio f em & € I, f(z), desde que tenhamos definida em todo ponto
de I a derivada (n — 1)-ésima de f, ™, e que esta seja diferencidvel em
Z. Observe que admitimos que Z seja um ponto extremo do intervalo I.
Observe também que para que possamos definir ™ (Z) basta que tenhamos
f™=Y definida em (Z — 6,7 + §) N [ para algum § > 0. A derivada n-ésima
em z, f™)(z), também é chamada derivada de ordem n de f em .

Se a funcao f tem uma derivada n-ésima num ponto xy, nao é dificil

obter um polinémio P, de grau n tal que P, (z0) = f(zo) e P (20) = f®) ()

para k=1,2,...,n. De fato, o polinomio
Po(z) := f(zo) + f'(x0)(x — z0) + / ;TO) (z — 20)? (23.1)
(n)
+- fT(':EO)(x — zo)" (23.2)
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tem a propriedade de que ele e suas derivadas até a ordem n no ponto x
coincidem com a funcao f e suas derivadas até a ordem n quando avaliadas

nesse 1mesio pOIltO .

Esse polinomio P, é chamado o polinomio de Taylor de grau n para f
em x e seu estudo remonta ao matemético inglés Brook Taylor (1683-1731),
embora a féormula para o resto R, := f — P, s6 tenha sido obtida muito
mais tarde por Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). A férmula ou Teorema
de Taylor (com resto de Lagrange) e suas aplicagoes constituem o tema desta

aula que passamos a estudar em detalhes a seguir.

A férmula de Taylor

Seja I :=la,b], xog € [ ¢ f: I — R continua em [a, b] e diferencidavel em
(a,b). Fixemos um ponto zg € I. Dado um ponto qualquer x € I, o Teorema
do Valor Médio afirma que existe um ponto Z = Z(z) no intervalo entre g e

x,i.e. T € (min{xg, z}, max{xg, z}), para o qual vale a equagao

f(@) = f(xo) + /() (x — mo). (23.3)

Essa equagao nos diz que o valor f(z) pode ser aproximado pelo valor f(zg)
e que ao fazermos essa aproximacao estaremos cometendo um erro dado por
Ro(z) == f(x) — f(xo) = f'(Z)(x — o).

Para podermos estimar o erro Ry(z) é preciso ter alguma informacao
sobre o comportamento da derivada f’(z) para x num intervalo I5 := (zg —
d, 9+ 0)N 1, para algum 0 > 0. Por exemplo, se para algum C > 0 tivermos
|f(z)] < C para = € I, entao teremos |Ro(z)| < Clx — x| para x € Is.

Em particular, se existe f’(xg), entao temos que |f/(z)| é limitado para
x € Is, para § > 0 suficientemente pequeno, ja que de (23.3) obtemos

lim f'(#(z)) = lim M

z—10 z—z0 T — T

Mais ainda, nesse caso é possivel escrever (23.3) na forma

f(x) = f(xo) + f(xo)(x — 20) + r1(2) parax € I, (23.5)

onde rq(z) satisfaz
lim (%)
r—x0 L — xo

=0, (23.6)

bastando para isso tomar

ri(z) == (f'(z(z)) = f'(20))(x — m0).
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Observe também que a equagao (23.5) nos da
ri(z) = f(z) = f(xo) = f'(x0)(x — x9).
Segue dai que 7 (z) é diferenciavel em z e
r1(x) = ri(zg) = 0. (23.7)

O seguinte resultado mostra, em particular, que (23.6) e (23.7) sdo na
verdade equivalentes, uma vez que 7 (x) é diferencidvel em xg, e estende esse
fato a derivadas de ordens mais altas.

Lema 23.1
Seja r : I := [a,b] — R n vezes diferenciavel em zo € I. As seguintes

afirmagoes sao equivalentes:

(i)
r(zo) = 1 (z0) = - - - = r™(zy) = 0. (23.8)

(i1) @)
whjgclo (x — xo)"

= 0. (23.9)

Prova: (i)=-(ii) Vamos usar Indu¢ao Matematica. Mostremos primeiro que
a implicagao vale para n = 1. Suponhamos entao que r(z¢) = '(x¢) = 0.

Usando essas hipdteses e a definicao de derivada obtemos

T(l‘) — T‘(ZL‘()) _ T/(xo) _ 07
T—=r0 T — X T—T0 T — X
0 que prova que a implicagao vale para n = 1. Suponhamos que a implicacao
valha para n = k. Temos que mostrar que nesse caso ela vale também para
n = k + 1 e, para isso, assumimos agora que r(z¢) = --- = r®)(x) =
r*+D(z0) = 0. A funcio ¢ := 1’ satisfaz ¢(xq) = ¢'(zg) = - - - = ¢¥ () = 0.
Pela hipétese de inducao temos
im0y P
e—zo (x — x0)F 2oz (T — x0)F
Agora, pelo Teorema do Valor Médio, dado = € I, existe z = Z(z) no in-
tervalo aberto I, entre xy e = tal que r(z) = 7'(Z)(x — o). Observe que

lim Z(z) = x j& que | — zo| < |z — x0|. Logo,

) @)
T—T0 (33' — LCO)kJrl T—x0 (1‘ — xo)kJrl
() (7 — x0)k

e—zo (T — x0)F (x — o))"

=0,
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jé que [(Z — zo)¥/(x — mo)*| < 1e

, r'(T) N

xll)rilo @ = 2] =0 (por qué?),

o que conclui a prova por indugao.

(ii)=(i) Provaremos também essa implica¢ao usando Inducao Matematica.

Vejamos incialmente o caso n = 1, para o qual supomos que

lim r(z)
z—x0 T — X

= 0.

Como r(x) é continua em zy, ja que é diferencidvel nesse ponto, entao

r(z)

rlro) = Jim r(x) = Jim T (o — o)
Por outro lado,
r'(zg) = lim —r(x) —(z0) = lim —T(x) =0,
T—T0 T — X T—x0 T — X

o que prova que a implicacao vale para n = 1. Suponhamos agora que a
implicacao seja véalida para n = k; vamos provar que entao ela também vale
para n = k + 1. Para isso assumimos que r(x) é (k + 1) vezes diferenciavel
em xg e

lim ————— =0.
e (z — @)k H1

Como r(x) satisfaz

r(x)  _

li =1 — =0
:vi»nxlo (LL’ — flfo)k acl—gflo (J} — :L’O)k-H (Q? xO) ’
segue da hipétese de inducio que 7(zg) = 1'(x¢) = --- = r®(z9) = 0.
1
Consideremos a fungao ¢(x) := r(z) — r ) (z0) (2 — 20)F !

(k+1)!
para x € I. Verificamos facilmente que

(1) = @' (wo) = -+ = ™ (g) = 0.
Como ja provamos que (i) implica (ii), deduzimos que

T p(z) Y r(z) (k+1)
0= Q}EQO (z — zo)FtT 9}520 ((:r; —zo)ht ) r (@o),

ou seja,

=0,
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o que conclui a prova da implicagao (ii)=(i). d

O Teorema de Taylor que veremos a seguir é um refinamento do Teo-
rema do Valor Médio para o caso em que existam derivadas de ordens maiores
do que 1; dai se pode perceber sua fundamental importancia. Recordemos a

definicao de P, () em (23.1). Adotamos a convencao de que f© = f.

Teorema 23.1 (Teorema de Taylor)
Sejan € N, I :=[a,b],e f: I — Rtalque f, f',..., f"Y sdo continuas em

I e f™ existe em (a,b). Fixemos o € I. Entdo:

(A) Para todo = € I existe T entre x( e = tal que

f"(z)

- (x — x0)". (23.10)

(B) Se existe £ (xg), podemos escrever
f(x) = Py(x) 4+ ro(x), (23.11)
onde r,(x) satisfaz
= 0. (23.12)
Em particular,

lim f™)(z) = £ (x0). (23.13)

T—T0

Além disso, o polinémio P, (z) é o tinico polindémio p(x) de grau < n

tal que f(x) = p(x) + r(z), onde r(x) satisfaz lim _r(@) = 0.
z—wo (T — )"

Prova: (A) Fixemos = e definamos o nimero M por
f(x) = Py1(z) + M(z — 20)". (23.14)

Temos que mostrar que n!M = £ (z) para algum Z entre ¢ e . Conside-

remos a funcao
g(t) == f(t) — Poa(t) — M(t — zo)" a<t<b. (23.15)
Por (23.1) e (23.5) temos
g™M (@)= fMt)—nM  a<t<b (23.16)

Portanto, a prova estard completa se pudermos mostrar que g™ (z) = 0 para

algum ¥ entre xg e x.

MODULO 2 -
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Como Pgi)l (z0) = f®) () para k =0,...,n — 1, temos

g(xg) =g'(x0) =+ = g("_l)(xo) =0. (23.17)

A definigao de M mostra que g(x) = 0, de modo que pelo Teorema de Rolle
¢'(Z1) = 0 para algum Z; entre xy e z. Como ¢'(z9) = 0, concluimos da
mesma forma que ¢”(z2) = 0 para algum Ty entre xg e Z;. Apds iterarmos
esse procedimento n vezes, chegamos & conclusao que g™ (Z,) = 0 para algum

T, entre zg e T, 1. Tomando ¥ = ¥, temos o desejado ponto entre x( e x.

(B) Definamos r,(z) pela equacao (23.11). Entao r,(x) é n vezes difer-

enciavel em xq e

ro(To) = 7 (20) = - - - = 1™ (z9) = 0.

Logo, pelo Lema 23.1 temos (23.12). De (A) podemos escrever

() = - (FO (@) = f () — )"

Dividindo essa equagao por (z — xo)", passando ao limite quando x — z e
aplicando (23.12), obtemos (23.13).

Suponhamos agora que p(x) é um polindémio de grau < n e f(z) =
p(z) + r(z), onde r(x) satisfaz lim ri)

T—0 (I — Xo)"
possivel escrever um tal polinomio na forma p(x) = a,(x — 29)" + ap-1(x —

= 0. Observe que sempre é

70)" 14+ +ag. O Lema 23.1 implica que 7(zo) = 7'(zg) = - - - = 7™ (x0) =

0. Logo, f®)(zg) = p®(x4) o que implica que a; = yf(k) (x9). Portanto,
p(z) = Py(x). ' O

Exemplos 23.1
(a) (Regra de L’Hopital para derivadas de ordem n) Sejam I := [a,b] e
f,9: I — R n vezes diferenciaveis no ponto xy € I com derivadas até

ordem n — 1 nulas em zy. Se g™ (x0) # 0 entdo

iy 4@ 1" (o)
a=w0 g(z) g (w0)

(23.18)

De fato, pelo Teorema de Taylor 23.1(B), temos

) (o (f(”)(:vo) L i@ )

nl (x — zo)"
S — (o oy (g(")(%) L i) )

n! (x —zo)"
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com

R, G R {C) B
T—T0 (I — xo)” T—T0 (l’ — xo)”
Portanto,
) | i)
lim M = lim n! (z = o) = f(”)(az'o)'
T—x0 g(:L‘) x—x0 g(")(a;o) N Trgz(x) g(")(gjo)
n! (x — xo)

A funcéo definida por f(z) := e /%" para = # 0 e f(0) := 0 satisfaz
f*)(0) = 0 para todo k € N. Em particular, o n-ésimo polinémio de

Taylor para f em 0 é P,(z) = 0 para todo n € N.

De fato, pelo Teorema do Valor Médio aplicado repetidamente a f e as
suas derivadas, basta mostrar que existem os limites glg% f™(z) e que
esses sao iguais a 0. Com efeito, pelo Teorema do Valor Médio temos
fED(2) — f*=D(0) = f®)(F)x, para algum 7 entre 0 e z. Como T — 0
quando x — 0, vemos que

lim f® () = lim f®)(z) = lim (=1 (z) — f=D(0)

_ (k)

x—0 x—0 x—0 x f (0)’
onde também usamos a definicao de derivada. Agora, usando seus
conhecimentos de Calculo, vocé podera verificar que para x # 0 temos

1
FO () = pr(=)e™™,
x
onde pi(y) é um polindomio de grau 3k. Portanto, a afirmagao estara
provada se mostrarmos que para todo m € N vale

/a2

e 1/x
lim
z—0 g™

= 0. (23.19)

Claramente, nesse caso particular basta mostrar (por qué?)

e—l/gv2
lim =0 para todo m € N.
r—0+ ™

Como 1/ — oo quando z — 0+ e 1/y — 0 quando y — oo, isso é
equivalente a mostrar que
lim y™e ¥ =0 para todo m € N. (23.20)
y—o0
Agora, das desigualdades y < 1 +y < €Y, obtemos y™ < e™¥. Assim,

para y > 0 temos
ymefy2 < 67y2+my _ ef(yfm/Z)zfm2 _ 6mee*(y*m/Q)2 — 0 quando y — oo,

0 que prova (23.20) e por conseguinte (23.19).
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(c) Vamos aproximar o niimero e com erro menor que 107°.

Consideremos a fungao f(z) := e e tomemos o = 0 e z = 1 na férmula
de Taylor (23.10). Precisamos determinar n tal que |R,(1)] < 1075
onde

Fr @
(n+1)!

por (23.10). Para isso usaremos o fato de que f'(x) = e” e a limitagao

Ry(x) := f(x) — Pu(r) =

(flf—l‘o) )

inicial e < 3 para 0 < x < 1.

Claramente, de f'(x) = f(z) = e segue que f*)(x) = ¢* para todo
k € N. Em particular, f*)(0) = 1 para todo k € N. Consequentemente

0 n-ésimo polinomio de Taylor é dado por

e o resto para v = 1 é R,(1) = " /(n + 1)! para algum 7 satisfazendo
0 <z < 1. Como e® < 3, devemos buscar um valor de n tal que
3/(n+ 1)! < 1075, Um célculo revela que 9! = 362880 > 3 x 10° de
modo que o valor n = 8 nos dard a desejada acurdcia. Mais ainda,
como 8! = 40320 nenhum valor menor de n serd satisfatério. Assim,
obtemos

1 1
em Ps(1) =141+ oy oo o =20 71828

com erro menor do que 1075,

O Teorema de Taylor pode ser usado para se obter desigualdades como

mostram os dois exemplos a seguir.

Exemplos 23.2 . .
(a) 1— 5202 <cosz <1—=2%+ 6|x|3 para todo z € R. Em particular,

2
temos . .
. 1—cosz
Apliquemos o Teorema de Taylor 23.1(A) a funcao f(z) := cosz em

xop = 0 e n = 3 para obter
L,
cosx =1— 3% + Ro(x),

com (@) B
_f"(x) 5 seni g
Ry(x) = BTt
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1 1
para algum Z entre 0 e . A desigualdade cosz < 1— —2%+ =|x|3 segue
imediatamente da férmula para Rs(z) e do fato de que | seny| < 1 para
todo y € R.

2 < cosx argumentamos do seguinte

1
Quanto a desigualdade 1 — 5% =
3

modo. Se 0 < x < 7, entao 0 < z < 7. Como T e x° sao positivos,
temos Rp(x) > 0. Também, se —m < x < 0, entao —7 < 7 < 0. Como

3

senz e x° sdo ambos negativos, de novo temos Ro(x) > 0. Portanto,

1 ~
temos 1 — —x? < cosx para |z| < 7. Se |z| > 7, entao 1 — 5:1:2 <-3<

cosx e a desigualdade vale trivialmente.

Da desigualdade demonstrada segue que

1 1T—cosz 1 1

< —— < —— 2|

2 x? 6
Como o limite do ultimo membro da desigualdade é igual ao primeiro

1

membro, isto &, 3 (23.21) segue do Teorema 13.4. O limite em (23.21)
também pode ser obtido diretamente da Regra de L’Hopital no Exem-
plo 23.1(a).

(b) Para todo k € N e todo z > 0 temos

1 1 1 1
x—§m2—|—~ - -—ﬁx% <log(l4x) < x—§x2—|—- : -—|—2k—+1x%+1. (23.22)
Usando o fato de que a derivada de log(1 + x) é 1/(1 + x) para x > 0,

vemos que o n-ésimo polinomio de Taylor para log(1+x) com 2o = 0 é

1 1
P,(x)=x— §:E2 +- 4 (—1)”_1595"

e o resto é dado por

(=1)"/(n+1) .1y
R,(x) = D x

para algum 7 satisfazendo 0 < ¥ < x. Assim, para x > 0, se n é par,
isto é n = 2k para algum k € N, entao temos Ray(x) > 0; se n é impar,
n = 2k + 1 para algum k € N, entdao Rori1(z) < 0. A desigualdade

(23.22) segue imediatamente dessas consideragoes.

Extremos Locais

Como foi visto, o Teste da Primeira Derivada 22.7 ajuda a determinar se

um ponto onde a derivada de f se anula é um maximo local ou um minimo
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local, ou simplesmente nao é um extremo local. Se existem derivadas de

ordens mais altas, essas também podem ser usadas para essa determinacao.

Teorema 23.2
Seja I um intervalo, xo um ponto interior de I e seja n > 2. Suponhamos
que as derivadas f’, f”,..., f" existam e sejam continuas numa vizinhanca

de mg e f'(xg) = -+ = f"V(xg) =0, mas f™(zg) # 0.

(i) Se n é par e f(™(xy) > 0, entdo f tem um minimo local em .
(ii) Se n é par e f™(zy) < 0, entdo f tem um méximo local em .

(iii) Se m é fmpar, entdo f nao tem um extremo local em xy.

Prova: Pelo Teorema de Taylor 23.1(A) temos para z € [

f"(z)

f(x) = Poa(x) + Bna(2) = flxo) + n/!

(x — x0)",

onde Z é um ponto entre o e 2. Como f™ é continua, se ™ (z4) # 0, entdo
existe um intervalo aberto U contendo xq tal que f™(z) tem o mesmo sinal
que f (o) para z € U. Se x € U, entdo o ponto Z também pertence a U e
consequentemente f(z) e () tém o mesmo sinal.

(i) Se n é par e f™(zy) > 0, entdo para z € U temos f™(z) > 0 e
(x —x0)" > 0 de modo que R,,_i(z) > 0. Logo, f(z) > f(zo) para xz € U, e
portanto f tem um minimo local em x.

(ii) Se n é par e f(™(xy) < 0, entdo segue que R,_;(r) < 0 parax € U,
de modo que f(x) < f(xg) para x € U. Portanto, f tem um maximo local

em xop.

" ¢ positivo se x > xg e negativo se

(iii) Se n ¢é fmpar, entao (z — x¢)
x < xp. Consequentemente, se © € U, entdao R,_1(x) terd sinais opostos a

esquerda e a direita de xy. Logo, f nao pode ter extremo local em x. O]

Funcoes Convexas

A nocao de convexidade desempenha um papel fundamental na Matemaética
assim como em outras ciéncias. Em particular, em problemas de otimizacao
que surgem em areas diversas como nas varias modalidades de engenharia,

economia, etc.
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Definicao 23.1
Seja I C R um intervalo. Diz-se que uma funcao f : I — R é convexa em [

se para quaisquer pontos z,w € I e todo 0 satisfazendo 0 < 6 < 1, temos
F(1=0)z+0w) < (1—=0)f(2)+0f(w). (23.23)

Observe que se z < w, entdo quando ¢ varia de 0 a 1, o ponto (1—60)z+
Ow percorre o intervalo de z a w. Assim, se f é convexa em [ e se z,w € I,
entao o segmento de reta unindo os pontos (z, f(z)) e (w, f(w)), pertencentes

ao grafico de f, se situa acima do grafico de f (veja Figura 23.1).

b= (1=0)f()+ 0w

Ty = (- 0)z £ 0w)

z 1—-6)z+ 0w w

Figura 23.1: Uma func¢ao convexa.

Sejam A := (z, f(2)), B := (w, f(w)), C = (1 =0)z+ 0w, f((1—6)z+
Gw)), AB o segmento de reta ligando A a B, AC e C'B os segmentos de reta
ligando A a C' e C' a B, respectivamente, e mag, mac € mgop as inclinagoes

das retas contendo AB, AC e CB, respectivamente. Observe que

_ fw) = f() _ f(=0)z + 0w) - f(2)
map = w— » 3 mac = Q(UJ—Z) )
ey — L= 0)z+ 6w) — f(w)

¢ 1-0(-w)

Assim, somando —f(z) a cada membro de (23.23) e em seguida dividindo

ambos os membros por §(w — z) obtemos
mac < MaB-
De modo semelhante, obtemos m g < mepg, donde resultam as desigualdades

Mmac < Map < McB- (23.24)

MODULO 2 -

AULA 23
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Teorema 23.3
Se f: I — R é convexa no intervalo I, entao existem as derivadas laterais
' (x0) e f'~(x0) para todo xo € I. Em particular, f é continua em todo

ponto interior de I.

Prova: Sejam 1, x9 € I satisfazendo: (i) x; < 29 < xg ou (ii) zg < x9 < 1.
Observemos que a reta contendo o segmento ligando os pontos (1, f(z1)) e
(x0, f(x0)) pode ser descrita pela equagao

f(z1) — f(z0)

Ty — Zo

y = f(zo) + (x — x0). (23.25)

Em ambos os casos (i) 21 < 23 < xq e (ii) 29 < 9 < 1, 0 ponto xs satisfaz
29 = (1 —60)zo+ 0z, para algum 6 com 0 < ¢ < 1. Logo, o ponto (x2, f(z2)),
pertencente ao gréfico de f, fica acima do ponto (x9,y,) pertencente a reta
ligando (xg, f(x0)) a (21, f(x1)). Usando (23.25), isso nos da

| @) = f(a)

xr1 — Zo

f(x2) < f(o) (29 — @0). (23.26)

Portanto, no caso (i), por (23.26) temos

f(x2) — f(x0) N f(x1) — f(x0)

To — X B Tr1 — Xy

: (23.27)

ao passo que no caso (ii) temos
fa1) = flxo)

f(x2) — f(x0) < .

T2 — Xg xr1 — To

Entao a funcao g(z) = (f(x) — f(xo))/(x — xo) para x € I com x # xq é
crescente em ambos os intervalos I_ = (—oo,z0) N[ e I, = (x9,00) N I.
Além disso, usando (23.24) deduzimos que g é limitada superiormente em [ _
e inferiormente em I, (por qué?). Concluimos entdo que existem os limites

laterais lim g(x) e 1im+g(x) que, por defini¢ao, sao as derivadas laterais
T—T0

T—x0—
[ (@o) e f’+(950)-

O fato de que f é continua em todo ponto interior de I decorre do
Teorema 20.3. 0J

Quando f é duas vezes diferenciavel a convexidade pode ser caracteri-

zada de modo bastante simples como mostra o resultado seguinte.

Teorema 23.4

Seja I um intervalo aberto e suponhamos que f : I — R é duas vezes
diferenciavel em todo ponto de I. Entao f é convexa em [ se, e somente se,
f"(x) > 0 para todo z € I.
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Prova: (=) Pelo Teorema de Taylor 23.1(B), dado a € I ¢ h € R tal que
a+hel, temos
1
flath) = fla)+ f(@)h + 5 /" (@)h* +r(h),
1
fla=h) = f(a) = f(@)h+ S (@h® +r(=h),
. r(h) _ . )
onde }Llr% 0z 0. Somando essas equacoes e dividindo por h*, obtemos
fla+h)—2f(a) + fla—h) r(h) | r(=h)
2 =@ G e
donde segue que
_ fla+h)=2f(a) + fla—h)
" o
f"(a) = fllli% 72 . (23.28)
Se f ¢ convexa, como a = 3(a+ h) + 5(a — h), temos
1 1 1 1
Fl@) = F(5la+h) + 5 a—h) < 5 flat h) + o fla—h).
Portanto, f(a + h) — 2f(a) + f(a —h) > 0. Como h? > 0 para todo h # 0,
vemos que o limite em (23.28) deve ser nao-negativo. Logo, f”(a) > 0 para
todo a € I.
(<) Sejam z,w € I, 0 < § < 1 e ponhamos zg := (1 — )z + fw. Pelo
Teorema de Taylor 23.1(A), temos
1
f(z) = f(wo) + f'(z0)(2 — x0) + 5]“’(@1)(2 — x0)%, (23.29)
1
F(w) = f(wo) + f'(xo) (w — o) + 5 1" (%2) (w = x0)”, (23.30)
para algum Z; entre z e z, e algum 7y entre zp e w. Multiplicando (23.29)
por (1—0) e (23.30) por 0, e em seguida somando as duas equagdes, obtemos
(1 _0) 1"( = 2 0 "~ 2
(1= 007() +07(w) = Flao) + T @)z — w0 + 2 (@) 0 o)
> f(xo) = f((1 —0)z+ 6w),
ja que
1—0 0
D @) — o) + 2 o) — 20)? 2 0
pelo fato de que f” é ndo-negativa. Logo, f é convexa em 1. 0
Exercicios 23.1
1. Seja f(z) := senax para * € R com a # 0. Encontre f(™(x) para
n €N, xeR.

AULA 23
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. Seja g(z) := 2?|z| para * € R. Encontre ¢'(z) e ¢"(z) para z € R, e
g" (x) para x # 0. Mostre que nao existe ¢g"”(0).

w

. Use Indugao para provar a regra de Leibniz para a n-ésima derivada do

produto

190 =3 () £ a)g o).

k=0

4. Mostre que se z > 0, entao 1 + %x— %mQ <Vli+z< 1+%a:.

5. Se z > 0 mostre que |(14z)"/* — (1+ ta — $2%)| < (5/81)z®. Use essa
desigualdade para aproximar v/1.2 e v/2.

D

. Se f(x) := e” mostre que o termo que d& o resto no Teorema de Tay-

lor 23.1(A) converge a 0 quando n — oo para cada z e xg fixados.
7. Calcule e com sete casas decimais corretas.

8. Determine se x = 0 é ou nao um extremo local das seguintes fungoes:

(a) f(x):=2"+2;

(b) f(z):=a*+1;

(¢) f(z):=senx — z;

(d) f(z):=cosz —1+ a2

9. Seja I C R um intervalo aberto e f duas vezes diferenciavel e convexa
em /. Se zy € I, mostre que nenhum ponto do grafico de f esta abaixo

da reta tangente ao grafico em (zg, f(xo)).
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Aula 24 — A Integral de Riemann

Metas da aula: Definir a integral de Riemann e dar vérios exemplos

onde o cédlculo da integral de funcoes particulares é feito a partir da defini¢ao.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber a definicao de integral de Riemann de uma funcao;

e Saber utilizar a definicao de integral para o calculo de integrais das

funcoes mais simples;

e Saber utilizar a definicao de integral para provar suas propriedades

mais elementares;

Introducao

Nesta aula vamos definir a integral de Riemann como limite das somas
de Riemann quando a norma das particoes tende a zero, como é usualmente
feito nos cursos de calculo. Nestes é comum se enfatizar a interpretacao
geométrica da integral como a area sob o grafico de uma fungao nao-negativa,
bem como suas diversas aplicagoes em fisica, engenharia, economia, etc. Aqui

vamos focalizar os aspectos puramente matematicos da integral.

Uma vez definida a integral de uma fungao f num intervalo [a, b], apre-
sentaremos exemplos onde calculamos a integral de certas fungoes usando
apenas a definicao dada. Em seguida provaremos o Teorema da Limitacao
que afirma que uma fungao integravel a Riemann num intervalo [a, b] é ne-

cessariamente limitada.

Estabeleceremos também uma propriedade da integral bastante con-
hecida desde os cursos de Calculo, que é o fato de que combinacoes lineares
de fungoes integraveis sao também funcoes integraveis cujas integrais sao as

combinagoes lineares correspondentes das respectivas fungoes.

Ao final definiremos somas superiores e inferiores de uma funcao e dare-
mos uma caracterizacao para fungoes integraveis num intervalo [a, b] através

dessas somas.
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Particoes e Particoes Aferidas

Se I :=[a,b] é um intervalo limitado em R, entdo uma parti¢ao de I é
um conjunto finito ordenado P := (xq, 21, ..., 2, 1,%,) de pontos em [ tais
que

Aa=2g < T < "< Tp1 < Ty =0.
Os pontos de P servem para dividir I = [a, b] em subintervalos sucessivos
II = [x07 x1]7 -[2 = [xla I2]7 crey -[TL—I = [[En_27$n_1], ]n = [xn—la xn]

Com o objetivo de chamar a atencao para os subintervalos da particao P

frequentemente escreveremos P = {[z;_1, x|} ;.

Definimos a norma da particao P como o nimero
|P|| = max{zy — xo, 22 — T1,...,Tp — Tp_1}. (24.1)

Portanto, a norma de uma particao ¢ meramente o comprimento do maior
dentre os subintervalos no qual a partigao subdivide [a, b]. Claramente, varias
particoes podem ter a mesma norma, de modo que a particdo ndo é uma

funcao da norma.

Dada uma particio P = {[z;_1,x;]}I; e uma escolha de n pontos
t; € I, = [x;_1,2;], chamamos uma particio aferida ao conjunto de pares
(I;,t;),i=1,...,n, e denotamos

P = {<[xi—17$i]7ti) 7i1:1;
os pontos selecionados t; € I; sao chamados afericoes.

Num contexto em que tivermos de nos referir a mais de uma particao
aferida associada a uma mesma particao P, além de P, utilizaremos também

as notagoes P ou P para denotar particoes aferidas.

As aferi¢oes podem ser escolhidas de maneira totalmente abitraria. Por
exemplo, podemos escolher como afericoes os extremos a esquerda, ou os
extremos a direita, ou os pontos médios, ou, enfim, quaisquer outros pontos
nos subintervalos da particao. Observe entao que um mesmo ponto pode
servir de afericao para dois intervalos consecutivos: z; € I; N [;1; e podemos
tomar t; = t;11 = x;, para algum ¢ € {1,...,n — 1}.

Se P = {([&;_1,x], t;)}™, é uma particao aferida, definimos a soma de
Riemann de uma fungao f : [a,b] — R correspondente a P como sendo o

numero

S(f;P) = Z Ft:) (s — ). (24.2)
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Vé-se facilmente que se f é positiva em [a,b], entdo a soma de Riemann
(24.2) é a soma das areas dos n retangulos cujas bases sao os subintervalos
I; = [z;_1,2;] e cujas alturas sao os valores f(t;) correspondentes. (Veja
Figura 24.1.)

Figura 24.1: Uma soma de Riemann.

Definicao de Integral de Riemann

A seguir definimos a integral de Riemann de uma fung¢ao f sobre um

intervalo |[a, b].

Definicao 24.1
Diz-se que uma funcao f : [a,b] — R ¢é integrdvel a Riemann em [a,b] se
existe um numero L € R tal que para todo ¢ > 0 existe § = d(g) > 0 tal que

se P é uma particao aferida qualquer de [a,b] com ||P|| < 6, entéo
1S(f;P) — L| <e. (24.3)

Quando f é integravel a Riemann em [a,b] usamos as notagoes para repre-

sentar o nimero L correspondente:

L:/abf ou /abf(x)dx.

O conjunto de todas as fungbes integraveis no intervalo [a, b] serd denotado
Rla, b].

Observacao 24.1
. . _— S : by, o
E comum resumir a defini¢ao anterior dizendo que a integral fa f é o “limite”

das somas de Riemann S(f;P) quando a norma ||P|| — 0. No entanto, como
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S(f,P) nio é uma funcio de ||P||, a palavra “limite” assim empregada tem
um significado distinto daquele que foi estudado anteriormente para fungoes,

embora a afinidade entre as situagoes seja bastante visivel.

Para que a definicao de integral que acabamos de dar faca sentido,

precisamos mostrar antes de tudo que o niimero L estd unicamente definido.

Teorema 24.1

Se f € Rla,b|, entdao o valor da integral esta unicamente determinado.

Prova: Provaremos este fato por contradicao. Suponhamos entao que f €
Rla, b] e que existam dois nimeros distintos L’ e L” satisfazendo a Definigao 24.1.
Seja £ = |L' — L”| > 0. Tomemos ¢ := ¢/3 na Definicao 24.1. Entao existe

= §(e) > 0 tal que se P é uma particio aferida qualquer de [a,b] com

|P|| < &, entdo devemos ter
S(f;P) =Ll <e e [S(f;P)—L"| <e.
Assim, fixada uma tal particio aferida P, teremos
O= |1~ L) < |1 = S(EP) 4 |1 = S(f:P)] < 25 = o

o que é absurdo e, portanto, conclui a prova por contradicao. O

Em seguida veremos alguns exemplos elementares em que usamos a
Definicao 24.1 para provar que um determinado nimero, que “chutamos” de
inicio corretamente, corresponde de fato ao valor da integral da funcao dada
em cada caso. Como na situacao andloga do limite de fungoes, nossa tarefa
serd essencialmente determinar, para cada ¢ > 0 dado, o nimero § = d(¢)

tal que vale (24.3) para toda particio aferida P com ||P|| < 4.

Exemplos 24.1

(a) Toda fungao constante em [a, b] pertence a R|a, b].

De fato, seja f(z) := C para todo = € [a, b], onde C' é um nimero real
qualquer. Se P := {([zi_1, %], t;)} é uma particio aferida qualquer de

la, b], entao é claro que
S(f,P) = ZC(ZL‘Z — ZL‘i_l) = C(b - a).
i=1

Portanto, para qualquer £ > 0, podemos escolher um 6 > 0 qualquer,

por exemplo § = b — a, de modo que se |P|| < 4§, entéo

IS(f;P)=C(b—a)|=0<e.
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Como € > 0 é arbitrario, concluimos que f € Rla,b] e f f=C(b—a).

Sejaa <c<be f:[a,b] — R definida por f(x):=C; paraa <z <c
e f(z) .= Cy para ¢ < z < b, onde Cy e Cy sdao dois nimeros reais
quaisquer. Entao f € Rla,b] e f f=Ci(c—a)+ Cyb—c).

De fato, seja P uma particdo aferida qualquer de [a,b] com ||P| <
d. Temos que ¢ € [z;,-1,2;] para algum subintervalo [x;,_1,z;,] da

particdo P correspondente a P. Claramente temos Tig — Tig—1 < O,

C— Tjy—1 <0 ez, —c<9d. Além disso,

10—1

201 i = Tic1) + () (g — Tig—1) Zcz i — Tio1)

= C1(Tig—1 — a) + f(t:)(wiy — Tig—1) + Ca(b — 7))
= Ci(c—a) + Ca(b—¢) + f(t:) (@i, — @ip—1)
— Cl(c - xio—l) - CQ(I’Z‘O - C).

Como t; é um ponto arbitrario em [z;,_1, x;,|, ndo conhecemos o valor
preciso de f(t;) mas sabemos que f(¢;) € {Cy,C2}. Em particular,
temos que |f(t1)| < |Ci| + |Ca|. Por conseguinte, temos

1S(f;P) — (Ci(c— a) + Ca(b— )| < |f(ta)l(wiy — Tig—1)
+ |Cil(c = 2ip—1) + |Cal(ziy — ©)
< 3(|C| + |Cy))o.

Assim, dado € > 0, para que tenhamos |S(f;P) — (Ci(c — a) + Ca(b —
¢))| < e basta tomarmos § > 0 tal que 3(|C| + |Ca])d < &, ou seja,

§ < ¢/(3(]C1] + |Cy|)). Podemos entao refazer os passos anteriores e
obter que |S(f; P)—(Ci(c—a)+Cy(b—c))| < e. Sendo € > 0 arbitrério,
concluimos que f € Rfa,b] e fab f = Ci(c—a)+Cy(b—c) como afirmado.

Seja f(r) := x para x € [a,b]. Mostraremos que f € R[a,b] e f f=
T(0? — a?).

De fato, dada uma particao qualquer P := {[;}I, de [a,b], com I[; =
[2;_1, x;], escolhemos inicialmente uma aferigao especial para P tomando

os pontos ¢; € I; definidos por ¢; = %(ZUZ + 2,1). Denotemos P :=
{(I;,q;)}_;. Temos

Pl = 12) = 5o+ ) — i) = (02 —ay),

| MODULO 2 -
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e, portanto,

Agora, consideremos uma afericao arbitraria para P definindo assim
uma particio aferida P := {(I;,t;)}7_, e suponhamos que ||P| < 4.
Como ambos t; e ¢; pertencem ao subintervalo I; de comprimento < 6,

segue que |t; — ¢;| < 0. Assim, temos

1S(f;P) = S( Zt v —xis1) — Y gilw — i)
i=1
§Z|t1—%‘| Ti— Ti-1) <5Z —xi1) = 0(zy, — x0) = 6(b— a).
i=1

Logo, usando o valor calculado para S(f;P) obtemos

. 1
SU:P) — 2 (07— a?)| < 50— a).
Assim, dado € > 0 qualquer, para que tenhamos |S(f; P)— %(62—a2)| <
¢ bastard tomarmos 0 > 0 tal que 6(b— a) < €, ou seja, 6 < e/(b— a),
e refazermos os passos anteriores. Como € > 0 ¢ arbitrario, concluimos

que a f dada pertence a R[a,b] e f f= a?).

Suponhamos que f € R[a,b] e seja g : [a,b] — R tal que g(z) = f(x)
para x € [a,b] \ F, onde F' = {{1,&,...,&n} é um subconjunto finito
de pontos em [a,b]. Entdao g € Rla,b] e

b b
fr= ]
De fato, como f € Rla,b], dado qualquer € > 0, existe §' = ¢'(g) > 0
tal que para toda particao aferida de [a,b], P = {([zi_1, x], 1)}y, se

H73|| < 0'(g), entao
. b e
stiP)- [ 1<

Seja M := max{[f(&)=g(&)], - -, [f(€n)—g(En)[}- Dada uma partigao
aferida de [a,b] qualquer, 73{([%_1,961'],752')}2-:1, o subconjunto F’ :=

{t; - i=1,...,n} N F tem no maximo N elementos (por qué?). As-
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sim, temos

n

1S(g:P) = S(f:P)| = D (g(t:) — f(t:)) (i — i)

i=1

< D lglt) = ft)l(z —wia)  (por qué?)

{i:t;€F"}
< MN|IP.

Seja ¢ > 0 dado. Tomemos

3

d =d(e) := min{d'(e), SN

}.
Se ||P|| < 4, entdo pela desigualdade triangular temos

—/ﬂsﬁ@@—/fHW@M—aﬁﬁw

<§+NM5§€.

Segue dai que g € Rla f qg= fb f, como afirmado.

, ¢ f(z) := 0 para
0.

Por exemplo, se g( ) = 1 para ¢ = % %7
1

e [0,1]\ {2, 2, 2, £}, entdo g € R|0, ]efg

wirs
|| o

Suponhamos que f € Rla,b] e seja g : [a,b] — R tal que g(x) =
f(z) para x € [a,b] \ E, onde E = {&,&,&3,...} é um subconjunto

enumeravel de pontos em [a, b]. Suponhamos ainda que

Jim [ £(&) = 9(&k)| = 0. (24.4)

[1=]

De fato, dado qualquer € > 0, por (24.4) sabemos que é possivel obter
N = N(e) tal que se k > N, entao

Entao g € Rla,b] e

Por outro lado, como f € R[a, b], podemos obter §' = §'(¢) > 0 tal que

se P é uma particao aferida qualquer de [a,b] com |P|| < §(¢), entdo

b
S(f;P)—/ fl< %

=
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Defina, como no ftem anterior, F' := {&,...,&v}, M = max{|f(&) —

g€, [f(En) — g(én)]} e, dada P = {([z;_1, 2], ;) }1,, ponhamos
F'={t; :i=1,...,n} N F. Temos

1S(g; P) = S(f; P)| = \Z(Q(Tfi) = () (@i — @)
< Y gt — Ft) (i — i)

{’iltiEF/}
+ Y gt = ft)(x — zim1)  (por qué?)
{iltiEE\F/}
: €
< MN _ %
= Pl + 30— a) (b—a) (por qué?)
= MN|[P| + .
Tomemos
o €
d =d(g) := min{d'(e), —3NM}'

Se ||P|| < 6, novamente pela desigualdade triangular temos

b b
S(g: P) —/ f1<15(/:P) —/ £+ 15(g:P) — S(7: P)|

€ €
< —+NMj+=<e.
3—|— —|—3_5

Concluimos entao que g € Rla,b] e f; g= fab f, como afirmado.

Por exemplo, se g(1/n) := 1/n para n € N e g(z) := 0 para z €
0,1]\ {1/n : n € N}, entao g € R[0,1] e folg =0.

(f) Suponhamos agora que f € Ra,b] e seja g : [a,b] — R tal que g(z) =
f(z) para x € [a,b] \ E, onde

EzuleEm, Em = {fgnaggnvfgna}
Suponhamos também que:

(i) para cadam € N
i [7(67) = o(&P)] = 0, (245
(ii) dado € > 0 qualquer, existe mg € N tal que se m > mg entao

sup | f(§") — 9(&")] <. (24.6)
keN
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Entao g € Rla,b] e f:g = fabf
A demonstracao desta afirmacao é bastante semelhante aquela do ftem
anterior. Com efeito, dado mg € N denotemos

Al = Umo:lEm7 A2 = U;.rjzmoJrlEm'

m

Em particular, temos F = A; U As.

Seja g : [a,b] — R definida por g(z) := g(x) para x € [a,b] \ As e
g(x) = f(z) para x € A,. Usando indugdo em my € N e o item
anterior provamos facilmente que § € Ra,b] e que fab g = f; f. (Voce
seria capaz de fornecer os detalhes da prova por indugao dessa afirmagao

sobre §7)

Por outro lado, dado qualquer € > 0, por (24.6) podemos escolher
mpy € N tal que

m m °
o ) AN < gy

Fixado um tal my € N, como g € R[a,b] e ff@ = fff, podemos
encontrar 0 > 0 tal que se P é uma particio aferida qualquer de la, b]

com ||P|| < 4, entdo
@R - [ 1<
Agora, dada qualquer particao aferida P temos

S(g:P) = S@P)I < Y lgts) = f(t)l(wi —xi1)  (por qué?)
{i:t;€A2}

< m(b —a) = 5 (por qué?).

Assim, se ||P|| < §, entdo pela desiguadade triangular obtemos

. b . . . b
S@P) - [ 11<15P) - S@GAI+IS@P) - [ <545 ==

o que completa a prova da afirmacao.

Como exemplo, consideremos a fungdo de Thomae ¢ : [0,1] — R
definida, como no Exemplo 14.1(h), por g(z) := 0 se z € [0,1] ¢é ir-
racional, g(0) := 0 e por g(z) := 1/n se x € [0, 1] é um nimero racional

e x = m/n onde m,n € N ndo possuem divisores comuns a nao ser 1.

m CEDERJ
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Tomando, E,, = {m/pm : k € N} onde (p,,, )52, ¢ a sucessao preser-
vando a ordem dos nimeros naturais maiores que m que nao possuem
divisores comuns com m exceto 1. Neste caso, tomando f(z) := 0 para
x € [0,1], temos g(z) = f(z) para x € [0,1] \ E, com E = U | E,,, e
é fécil verificar que sao satisfeitas as condigdes (i) e (ii) da afirmagao
(por qué?). Logo, g € R[0,1] e ffg = 0.

O Teorema da Limitacao

A seguir vamos mostrar que toda funcao integravel a Riemann é ne-

cessariamente limitada.

Teorema 24.2
Se f € Ra,b], entao f é limitada em [a, b].

Prova: Suponhamos por contradi¢ao que f é uma fungao ilimitada em R|a, 0]
com integral igual a L. Entéo existe § > 0 tal que se P é uma particao aferida

qualquer de [a, b] com |P|| < 8, entdo |S(f;P) — L| < 1, o que implica que
1S(f;P)| < |L|+ 1. (24.7)

Agora, seja Q = {[x;_1, ]}, uma parti¢ao de [a,b] com ||Q] < §. Como
|f| ndo é limitada em [a,b], entdo existe ao menos um subitervalo em Q,
digamos [z)_1,xk], no qual |f| ndo é limitada (por qué?).

Escolheremos aferi¢coes para Q que nos conduzirao a uma contradicao
com (24.7). Aferimos Q pondo t; := x; parai # k e escolhemos ty, € [z)_1, xk]

tal que

|f (i) (z — zp—1)| > |L|+ 1+

D ft) (@ — i)
ik
Entéao segue da desigualdade triangular (na forma |A + B| > |A| — | B|) que

S(F QN = 1 (tl(@n = i) = | D f(t) (@i — @) | > L]+ 1,
i#k
o que contradiz (24.7), concluindo a prova. O

Algumas propriedades elementares da integral

A seguir usamos a Definicao 24.1 para estabelecer as propriedades mais

bésicas da integral.
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Teorema 24.3
(i) Se f,g € Rla,b] e f(z) < g(x) para todo z € [a,b], entdo fabf < f:g
(ii) Se f € Rla,b] e c € R, entéo c¢f € Rla,b] e fabcf = cfabf
(i) Se f,g € Rla,b], entdao f+ g € Rla,b] e f (f+9) = ff—i—f
(iv) Se fi,..., fn estdao em Rla,b] e se c1,...,¢, € R, entdo a combinagao
linear f:=>"" ¢ f; pertence a Rla,b] e f fF=>r czf fi-
Prova: Vamos provar o item (iii). As provas dos itens (i), (ii) e (iv) serdo
deixadas para vocé como exercicio (veja os exercicios 7, 8 e 9 ao final desta
aula).
(iii) Suponhamos f,g € R[a,b]. Dado € > 0 podemos encontrar § =
5() > 0 tal que se P é uma particao aferida de [a, b] qualquer, com ||P|| < 4,
entao |S(f; P)—Li| < e/2¢|S(g; P)—Ly| < £/2, onde Ly := fff e Ly := f;g
(por que?). Agora, S(f + g; P) = S(f; P) + S(f: P) (por qué?). Segue que
se P é uma particao aferida qualquer de [a,b] com |P|| < 8, entéo
S(f +¢:P) = (Ly+ La)| = [(S(f: P) = L) + (S(f; P) — La)|
o . I £
<IS(P) ~ Lal +|S(5P) — Lol < 5 4+ 5 =&
o que conclui a prova de (iii). O
Somas Superiores e Somas Inferiores
Sejam f : [a,b] — R e P = {[r;_1, 2]}/, uma particdo qualquer de
la, b]. Denotemos
M; :=sup{f(x) : z € [x;_1, 2]} e my:=inf{f(x) : x € [x;_1, 2]}
A soma superior de [ associada a particio P é denotada por S*(f;P) e
definida por
=3 i
A soma inferior de [ associada a particao P é denotada por S.(f;P) e
definida por
Zmz Ti — Tj— 1
Temos o seguinte resultado que pode servir também para dar uma outra
defini¢ao equivalente de integral de f em [a, b].

AULA 24
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/] l /] Kij

To X1 T2 r3 T4 x5 T6 To X1 T2 r3 T4 x5 T6

Figura 24.2: A esquerda uma soma inferior. A direita a soma superior

correspondente.

Teorema 24.4

As duas afirmagoes seguintes sao equivalentes:
(i) f € Rla,b];

(ii) Existe um ntimero L € R satisfazendo o seguinte. Qualquer que seja
e > 0, existe 6 = d(¢) > 0 tal que se P é uma particao qualquer de
la,b] com ||P|| <6, entao

[S°(fiP) =Ll <e e [S.f;P)—L|<e
Nesse caso, temos L = fab f.

Prova: ((i)=-(ii)) Suponhamos que f € R]a,b]. Entao, dado £ > 0, existe
6 = 0() > 0 tal que se P ¢é uma particio aferida qualquer de [a,b] com
|P|| < 0, entdo |S(f;P) — L| < /2, onde L = f;f Escolhendo P com

|P|| < 6, tal que
£

Mi_?(b—a)

o que é sempre possivel pelas propriedades do supremo, obtemos

[S*(fiP) = LI < [S*(f: P) = S(fi P)| + S(f; P) — LI

< Z |M; — f(t)| (2 — 21) + [S(f; P) — L]

£
2(b—a)

(b—a)—l—g:a

Da mesma forma, escolhendo as aferi¢oes t; de modo que

miﬁf(ti)<mi+2(b_a>a
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o que é sempre possivel pelas propriedades do infimo, obtemos

1S.(f;P) — L| < |S.(£;P) — S(f; P)| +|S(f; P) — L]

< 9
— — =¢
2

DO | ™M

((ii)=(i)) Suponhamos agora que f satisfaz a propriedade de que para
todo e > 0, existe § = d(¢) > 0 tal que se P é uma particao qualquer de [a, b]

com ||P|| < ¢, entao
[S*(fiP) =Ll <e e |Sf;P) - Ll <e.
Dado & > 0, tomemos &' = ¢’(¢/4) tal que se |P|| < &', entao

S fP) - LI<5 e IS.([P) - Ll <.

Dada qualquer particao aferida P = {([z;_1,2:],t;)}",, claramente temos
S.(fiP) < S(f;P) < S*(f;P), onde P := {[x;-1,z;]}7, é a particio de
[a, b] correspondente a P (por qué?). Por outro lado, temos
. . e € €
SfP) = SfsP) S IS7(fP) = LI+ IS(fiP) = Ll < + = 5
Segue entdo que S(f;P) — S.(f;P) <
d(e) :==d'(g/4), temos

(por qué?). Logo, se |P|| < & =

DO | M

S(F:P) — LI < IS(7P) = S5 P +IS.(f:P) — Ll < S+ S = 5 <=

Portanto, f € Rla,b] e L = f: f. O

Exercicios 24.1

1. Se I :=[0,4], calcule as normas das seguintes parti¢oes:

(a
(b
(c
(d

0,0.5,15,2,34,4);

) Pri=(
) ngg
) (
) Pii=(0,05,25,35,4).

2!
P3 =

4
2. Se f(x) := z* para x € [0,4], calcule as seguintes somas de Riemann,

onde P; corresponde a particao P; do exercicio anterior aferida como

indicado:

(a) P1 com aferi¢bes correspondentes aos extremos a esquerda dos

subintervalos;

MODULO 2 -
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(b) P; com aferigoes correspondentes aos extremos a direita dos subin-

tervalos;

(c) Py com aferi¢oes correspondentes aos extremos a esquerda dos

subintervalos;

(d) Pa com aferi¢oes correspondentes aos extremos a direita dos subin-

tervalos;

Calcule as somas superiores S*(f; Ps), S*(f;Ps) e inferiores S, (f; Ps),
Si(f;Pa).

3. Mostre que f : [a,b] — R é integrdvel a Riemann em [a, b] se, e somente
se, existe um L € R tal que para todo € > 0 existe um § = () > 0
tal que se P é uma particio aferida qualquer com ||P| < 4, entdo
S(f;P)— L| <e.

4. Seja P uma particio aferida de [0, 3].

(a) Mostre que a unido U; de todos os subintervalos em P com afericoes
em [0, 1] satisfaz [0,1 — ||P||] € U, C [0,1 + ||P|].

(b) Mostre que a uniiio U, de todos os subintervalos em P com afericoes
em [1,2] satisfaz [1 + |P|,2 = P||] c Uy C [1 — |P|,2 + ||P]|]-

5. Seja P := {I;,t;)}_, uma particio aferida de [a,b] e seja ¢; < cs.

(a) Se u pertence a um subintervalo I; cuja aferigao satisfaz ¢; < t; <
¢y, mostre que ¢; — ||P|| < u < ey + |P]|.
(b) Se v € [a,b] e satisfaz ¢; + ||P|| < v < ¢y — ||P]|, entdo a aferiio

t; de qualquer subintervalo I; que contenha v satisfaz t; € [y, col.

6. (a) Seja f(x) :=2se0 <z <le f(r):=1se1 <z <2 Mostre,
usando a defini¢ao, que f € RI0,2] e calcule sua integral.
(b) Seja h(x) :==2se0<x <1, h(l):=3eh(zx)=1sel<z<2
Mostre que h € R|0,2] e calcule sua integral.

7. Se f,g € Rla,b] e f(z) < g(x) para todo = € [a,b], use a defini¢do
de integral para mostrar que fj f< fab g. [Dica: Observe que para
qualquer particao aferida P de [a, b] vale S(f;P) < S(g; P)]

8. Se f € Rla,b] e ¢ € R, use a definigao de fungao integravel em |a, b
para mostrar que c¢f € Rla,b] e fab cf = cf;7 f. [Dica: Observe que
para qualquer particio aferida P de [a,b] vale S(cf;P) = ¢S(f; P).]

CEDERJ
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10.

11.

12.

13.

14.

Use Inducao Matematica e os resultados dos dois itens anteriores para

mostrar que se fi,..., f, estdo em Ra,b] e se ¢1,...,¢, € R, entao a

combinacao linear f := >""" | ¢, f; pertence a Rla,b] e fab f=>" ¢ fab fi

Se f € Rla,b] e |f(x)] < M para todo = € [a,b], mostre que ‘fabf’ <
M(b — a).

Se f € Rla,b] e se (Py) é qualquer sequéncia de particoes aferidas
de [a,b] tais que ||Pg|| — 0, quando k — oo, prove que fabf =

Seja J um subintervalo qualquer de [a, b] com extremos ¢ < d e @ (x) =
lparax € J e py(r) :=0paraz € [a,b]\ J. Mostre que ¢; € R|a,b]

e fab @y = d—c. Chamamos a uma tal ¢; de funcao degrau elementar.

Uma fungao degrau ¢ : [a,b] — R é uma funcao em [a, b] da forma

N
Y = Z klgDJm
=1

onde os J; sao subintervalos de [a,b] com extremos ¢; < d;, cada ¢,
é uma funcao degrau elementar, e k; € R, paral = 1,...,N. Use os
exercicios 7, 8 e 9 anteriores para mostrar que se  é uma fungao degrau

em [a,b], entdo ¢ € Rla,b| e

b N
/ @ZZkl(dl—Cl).
a =1

Seja f : [0,1] — R dada por f(0):=0ce f(z) =1/2" se 1/2""! <z <
1/2", paran € NU{0}. Prove que f € R[0, 1] e calcule fol f.
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Aula 25 — Funcoes Integraveis a Riemann

Metas da aula: Provar o Critério de Cauchy para Integrabilidade e dar
algumas de suas aplicacoes na determinacao da integrabilidade de funcoes.
Demonstrar a integrabilidade do resultado de certas operagoes nao-lineares
com funcoes integraveis. Demonstrar a propriedade da aditividade da integral

de uma funcao em relacao a uniao de intervalos concatenados.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber o significado do Critério de Cauchy para Integrabilidade e como
aplica-lo na investigacao sobre a integrabilidade de funcoes e na de-

monstracao de certas propriedades das fungoes integraveis;

e Saber a propriedade da aditividade da integral de uma funcao em
relacdo a uniao de intervalos concatenados e seu uso no célculo de

integrais.

Introducao

Nesta aula vamos apresentar o Critério de Cauchy para Integrabilidade
que sera utilizado na determinacao da integrabilidade de certas fungoes e
na demonstracao de diversas propriedades. A primeira aplicacao do Critério
de Cauchy que daremos sera a demonstracao do fato de que toda funcao

continua é integravel a Riemann.

Entre outras aplicagoes veremos o Teorema do Sanduiche para Inte-
grais e a integrabilidade do resultado de certas operagoes nao-lineares com
fungoes integraveis como produto, quociente, valor absoluto e composigao
com fungoes Lipschitz.

Também vamos estabelecer a propriedade da aditividade da integral
em relacao a uniao de intervalos concatenados, isto ¢, dois intervalos cuja

intersecao se reduz a um ponto, o qual é um extremo de ambos.

Critério de Cauchy para Integrabilidade

Se P = (xo,%1,...,%Tpn_1,%,) é uma particao de [a,b], denotemos por
{P} o conjunto {xo,x1,...,Tp_1,%n}

Dadas duas partigoes P; e Py de [a,b], dizemos que Py refina ou €
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um refinamento para Py e denotamos Py < Py se {P1} C {P2}. Também
usaremos a notagao alternativa P; > P, como tendo o mesmo significado que
Py <Py

Um fato imediato a partir das definigoes que acabamos de dar é que
dadas duas partigoes quaisquer de [a, b], P e P, a particao P tal que {P} =
{P1} U {P,} satisfaz P < P; e P < P,. Denotaremos a particao P assim
definida a partir das particoes Py e Py por Py U Ps.
Lema 25.1
Seja f : [a,b] — R e sejam Py, P, particoes de [a,b] com Py < P;. Entao
Si(f;Pr) < Sul(f;P2) < S*(f;P2) < S*(f;Pr).

Prova: Seja Py := {;}1, e Py = {Jp};2,. Sejam
mip = inf{f(x) : v € L}, myo:=nf{f(z) : z € Ji}
e definamos M, e My, de modo semelhante apenas trocando inf por sup,

respectivamente.

Como Py < Py, entao dado qualquer intervalo J, em Py, existe I; em P,
tal que Ji C I;. Por outro lado, se Ji, C I;, entao m; 1 < myo e Myo < M,
(por qué?). Além disso, se Py < P; entado, pela definigao da relagao <,
cada intervalo I; de P satistaz I; = Jy, U Ji, 41 -+ U Jg, 40, com Ji, 1 € Po,
[=0,1,...,v. Logo,

S*(f; 7)1) = Z mu(xz - Iifl) = Z Z mi,l(xkﬂrl - l‘ki+171)
i=1

i=1 [=1

ni v
<Y mkia(@h — 1) (por qué?)
=1 [=1

= malwk — wxo1) = Sulfi Pa).
k=1

Analogamente provamos que S*(f;Py) < S*(f;P1), o qual deixamos para

vocé como exercicio.

Concluimos a prova do lema usando a desigualdade trivial S.(f; Ps)

<
S*(f;P2). 0

Os dois proximos resultados constituem duas versoes para o que chamare-
mos de Critério de Cauchy para Integrabilidade. A primeira versao que

damos a seguir se baseia em somas superiores e inferiores.

Teorema 25.1 (Critério de Cauchy para Integrabilidade I)

As duas afirmacoes seguintes sao equivalentes:

cepers IER |
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(i) f € Rla,b];

(ii) Qualquer que seja ¢ > 0, existe 6 = d(g) > 0 tal que se P é uma

parti¢ao qualquer de [a,b] com ||P]| < ¢, entao
S*(f;P) = Su(f;P) < e (25.1)

Prova: ((i)=-(ii)) Suponhamos f € R[a,b]. Entao, pelo Teorema 24.4, dado
e > 0, podemos obter ¢’ = ¢'(¢/2) tal que se P é uma partigao com ||P| <
&, entao |S*(f;P) — L] < /2 e |Su(f;P) — L| < ¢/2. Assim, tomando
§d =d(e) :=0"(g/2), se |P|| < 0, entdo, pela desigualdade triangular,

S (fiP) = S.([P) SIS (iP) = L+ IS.(fiP) ~ L < S +5 ==,

€ €
2 2

o que demonstra a implicagao.

((ii)=(i)) Suponhamos que dado ¢ > 0 podemos obter § = d(g) > 0
tal que para toda partigao P de [a,b] com [|P] < J, temos (25.1). Para
e = 1/k, seja 6 = d(1/k), k € N. Podemos supor que §; > dy > 93 > -+,
pois se isso nao valer podemos trocar por J; := min{d;,...,d0,}. Agora,
tomamos parti¢oes Py com || Px| < O tais que Py = Py = Py = ---. Para
tanto, primeiro tomamos uma particao P; qualquer com ||Py|| < d1, dividimos
cada subintervalo de P; em subintervalos de comprimento menor do que
09 para obter P, < Pi; em seguida dividimos cada subintervalo de P, em
subintervalos de comprimento menor do que d3 para definir Ps3, e assim por
diante.

Temos, Si(f; P1) < Su(f;P2) < Su(f;P3) <--- < M(b—a), onde M :=
sup{f(z) : x € [a,b]} (por qué?). Assim, (S.(f;Px)) ¢ uma sequéncia nao-
decrescente e limitada superiormente. Logo, existe L, := limy . Si(f;Pk)
(por qué?). Analogamente, temos S*(f;P1) > S*(f;Pa) > S*(f;P3) >
-+ > m(b—a), onde m := inf{f(z) : = € [a,b]} e, portanto, (S*(f;Px))
é uma sequencia nao-crescente e limitada inferiormente. Segue que existe
L* := limy_. S*(f;Pr). Por hipdtese temos, 0 < S*(f;Pr) — Su(f; Pr) <
1/k. Passando ao limite quando &k — oo, obtemos L* = L,. Ponhamos,
L:=L"=1,.

Seja e > 0 e 0 := d(¢/3) tal que (25.1) vale com /3 em lugar de ¢, se
IP|| <. Seja k € N tal que |S.(f;Pr) — L| <e/3, |S*(f;Pr) — L| <e/3 ¢
S*(f;Pr) — Si(f; Pr) < €/3. Dada uma particao P de [a,b] com ||P|| < 0,
definamos Qy, := P U P),. Temos

Si(fiP) < Su(f; Qr) < 57(f; Qr) < S™(f3P)
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Se(fiPr) < Su(f; Qi) < S*(f; Qi) < S°(f; Pr).

Segue dai e da desigualdade triangular que

S.(f3P) — L < |S.(f; P) — Su(f; Q)| + [S.(f; Qu) — L|
IS (f3P) = Sulf; Qi) +1S:(f5 Q) = Sulf3P)| + [S(f; Py) — I

<E+E+E—€
3 3 3 7

Analogamente, obtemos [S*(f;P) — L| < e. Entao, pelo Teorema 24.4,
concluimos que f € R]a,b|. O

O critério que acabamos de estabelecer admite a formulacao alternativa
seguinte, aparentemente distinta porém equivalente.

Teorema 25.2 (Critério de Cauchy para Integrabilidade I’)

As duas afirmacoes seguintes sao equivalentes:
(i) f € Rla,0];

(ii") Qualquer que seja € > 0, existe § = d(¢) > 0 tal que se P e Q sdo
particoes quaisquer de [a,b] com [|P]| <4, ||Q| < 4, entao

S*(f;P) = S.(f; Q) <e. (25.2)

Prova: ((i)=(ii")) Inteiramente semelhante a prova da implicacao correspon-
dente no Teorema 25.1. Deixamos os detalhes para vocé como exercicio.

((ii")«<=(i)) A condicao (ii’) claramente implica a condigao (ii) do Teo-
rema 25.1, que por sua vez implica a condigao (i), pelo mesmo Teorema 25.1.
O

Como anunciado, daremos a seguir a segunda versao Critério de Cauchy

para Integrabilidade, a qual é baseada em somas de Riemann.

Teorema 25.3 (Critério de Cauchy para Integrabilidade II)

Seja f : [a,b] — R. Entao as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) f € Rla,0];

(ii) Dado qualquer € > 0 existe § = d(¢) > 0 tal que dada qualquer parti¢ao

P = {[zi—1, x|}, de [a,b] com [|P]| < § e dois conjuntos quaisquer
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de aferigoes t;,s; € [x;_1,2;] para P definindo partigoes aferidas P :=
{([zim1, @] t) Hoy e Pe={([zim1, @), s0) Heoy, temos

IS(f;P) = S(f;P)| <. (25.3)

Prova: ((i)=-(ii)) Suponhamos que f € R[a,b]. Pelo Teorema 25.1, existe
d > 0 tal que se P é uma particao de [a, b] com ||P]| < §, entao 0 < S*(f;P)—
S.(f;P) < e. Agora, dadas duas partigoes aferidas P e P com base em P

como na afirmacdo (ii), temos
S{(f;P) S S(FP)<S(fiP) e Sf;P) < S(fiP) < S*(f;P)  (por que?)
e, portanto,

[S(f;P) = S(f;P)| < S*(f; P) = Su(f;P) <& (por qué?).

((ii)=-(i)) Suponhamos que valha (ii). Sejae > 0e d = d(¢/2) > 0
como em (ii) com €/2 em lugar de . Seja P := {[z;_1, 2]}, uma particao
de [a,b] com ||P|| < §. Como anteriormente, denotemos m; := inf{f(z) :
r € [xi_1,x)} e M; = sup{f(z) : = € [z;_1,2;]}. Tomemos aferi¢oes

tiy 8; € [xi 1, ;] tais que

|f(t:) —my| < e |f(si) = M| <

2(b—a) 2(b—a)’

o que é sempre possivel pelas propriedades do supremo e do infimo (por
qué?). Facamos, P := {([zi_1, 2], t:) ¥y e P = {([zi1, 23], 51}y

Assim, temos
0 < S(f;P) = Su(f;P) < [S(f;P) = S(f; P)|

(M = (sl + i = F(#)]) i = i)

2(b—a)

(b—a)=¢ (por qué?).
Logo, pelo Teorema 25.1, concluimos que f € R]a, b] como desejado. (]

Como no caso do Teorema 25.1, o Teorema 25.3 também admite uma

formulagao alternativa aparentemente distinta porém equivalente.

Teorema 25.4 (Critério de Cauchy para Integrabilidade II’)

Seja f :[a,b] — R. Entao as seguintes afirmagoes sao equivalentes:
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(i) f € Rla,0];

(ii’) Dado qualquer £ > 0 existe 6 = d(¢) > 0 tal que dadas quaisquer
partigoes aferidas P := {(I;,t;)}; e Q := {(J}, )}, com |P|| <6 e
| Q| < 6, entdo

1S(f;P) = S(f; Q) <= (25.4)

Prova: ((i)=(ii’)) Totalmente semelhante & prova da implicacao correspon-
dente no Teorema 25.3. Deixamos os detalhes para vocé como exercicio.

((ii")=(i)) A condicao (ii’) claramente implica a condigao (ii) do Teo-
rema 25.3, que por sua vez implica a condigao (i), pelo préprio Teorema 25.3.
U

Como primeiro exemplo de aplicacao do Critério de Cauchy vamos
provar a seguir a integrabilidade a Riemann das fung¢oes continuas num in-

tervalo fechado [a, b].

Teorema 25.5 (Integrabilidade das Fungoes Continuas)
Se f :]a,b] — R é continua em [a, b], entdo f € Rla, b|.

Prova: Segue do Teorema 17.2 que f é uniformemente continua em |[a, b|.
Portanto, dado € > 0 existe § = d(¢) > 0 tal que se t,s € [a,b] e |t — s| < 0,
entao |f(t) — f(s)] <e/(b—a).

Seja P = {I;}", uma particao de [a,b] com ||P| < 6. Sejam P :=
{(I;,t:)}, e P = {(I;, ;) }, duas particdes aferidas com os mesmos subin-

tervalos de P. Temos

(b—a)

1S(fiP)=S(f:P)| < Z |f(t:)—f(si)l(zi—wi1) < (b—a) =e. (por qué?)

Como € > 0 é arbitréario, pelo Teorema 25.3 concluimos que f € Rla,b]. O

Em seguida utilizamos o Critério de Cauchy para estabelecer um re-
sultado frequentemente 1til na verificacao da integrabilidade a Riemann de

fungdes num intervalo [a, b].

Teorema 25.6 (Teorema do Sanduiche para Integrais)
Seja f € Rla,b]. Entdao f € Rla,b] se, e somente se, para todo € > 0 existem

fungdes a. e w. em Rla,b| com

a(x) < f(z) < we(x) para todo x € [a, b], (25.5)
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e tais que

/ab(cuE —a.) <e. (25.6)

Prova: (=) Esta implicagao é trivial pois basta tomar o, = w. = f para
todo ¢ > 0.

(<) Seja € > 0. Sejam . e w. funcoes em R[a, b] satisfazendo (25.5)
e (25.6) com £/3 em lugar de e. Como . e w. pertencem a Rla, b|, existe
d = d0(e) > 0 tal que se P é uma particao aferida qualquer de la,b] com
|P|| < 6, entdo

b
‘S(ae;ﬁ') —/ o

Seja P uma particao qualquer de [a,b] com ||P|| < 0 e P, P duas particoes

< (25.7)

5 : b
<§ e ‘S(w(_;ﬂ?)—/w6

Wl ™

aferidas com os mesmos subintervalos de P. Segue das desigualdades em
(25.7) que

€ b . . € b
—§+/ a. < S(ag;P) e S(we;P)<§+/w5,

o mesmo também valendo em para S(a.;P) e S(we; P).

Devido a (25.5), temos S(a;P) < S(f;P) < S(w.;P), bem como

S(ae;P) < S(f;P) < S(w; P). Assim, vale que

b b
S(f77)>75(fa7))6 <_§+/a Qg §+L ws)-

Portanto,

b
S(f;P) — S(f;P)] < §+/ oo <24 S=e

Segue entao do Critério de Cauchy 25.3 que f € R[a,b]. O

Exemplos 25.1
(a) Sejam (a,)nen € (bn)nen sequéncias satisfazendo ag := 1 > a1 > ay >
a3 > -+ > 0, lima, = 0 e |b,|] < M para um certo M > 0. Seja
f :]0,1] — R definida por f(0) := 0 e f(x) := b, para x € (an, an_1],
paran € N com ap = 1. Entao f € R[0,1] e folf = > bp(an_1— ay).
Observe que a série Y b,(a,—1 — a,) é convergente devido as hipdteses

sobre a, e b, (por qué?).
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De fato, dado ¢ > 0, como lima, = 0, existe Ny = Ny(e) tal que
0<a,<e/(2M) para n > Ny. Definimos

by, x € (ap,a, 1], n=1,..., Ny
—M, z€l0,an,]

bn, x € (ap,an_1], n=1,..., N
W = ( 1 ° (25.9)
M, z€][0,ap,]

Do Teorema 24.3(iv) temos que «. e w,, assim definidas, pertencem a
R[0,1] e valem (25.5) e (25.6). Logo, pelo Teorema 25.6, segue que
f € R[0,1]. Além disso, do Teorema 24.3(i) e da desigualdade (25.5)

segue que
b b b
/%S/ fS/ We.
a a a
b b

N o)

lim [ a.=1lim [ w.= lim E bp(an_1 — a,) = E bp(an_1 — ay),
e—0 a N—oo 1 1
— —

Como

e—0 @

segue que fabf =S bu(an_1 — ay).

(b) O Critério de Cauchy para Integrabilidade 25.3 pode ser usado para
mostrar que uma funcao f : [a,b] — R nao é integravel a Riemann.
Para isso basta mostrarmos que: FEziste eg > 0 tal que para qual-
quer 0 > 0 ewistem particoes aferidas PeP possuindo 0s mesmos
subintervalos de uma particao P de [a,b] com ||P|| < 0 e tais que

1S(f;P) = S(f;P)| > <.

Aplicaremos essa observagao a fungao de Dirichlet f : [0,1] — R
definida por f(z):=1se x € [0,1] é racional e f(x):=0sex € [0,1] é
irracional.

De fato, podemos tomar g3 = % Se P e P sdo particoes aferidas
correspondentes a uma mesma partigio P qualquer de [a,b], tais que
as afericoes de P sdo racionais, enquanto as afericoes de P sao irra-
cionais, teremos sempre S(f;P) = 1, ao passo que S(f;P) := 0 (por
qué?). Devido a densidade dos racionais e dos irracionais em |0, 1],
podemos tomar particoes P com normas arbitrariamente pequenas e
formar particoes aferidas P e P como mencionado. Concluimos entio

que a funcao de Dirichlet nao é integravel a Riemann.

CEDERJ
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Operagoes Nao-Lineares com Fungoes Integraveis

No resultado a seguir vamos estabelecer o bom comportamento de
Rla,b] em relagao as operagdes de produto, quociente, tomada do médulo

ou valor absoluto e composicao com funcoes Lipschitz.

Teorema 25.7
Seja f,g € Ra,b]. Entao:

(i) fg € Rla,b];

(ii) Se |g(z)] > n > 0 para = € [a, b], entao f/g € Rla,b];

(iii) |f| € Rla,b] e

I £ < L1

(iv) Se f([a,b]) C [e,d] e H : [¢,d] — R é uma fungao Lipschitz, entao
Ho f e Rla,b].

Prova: (i) Como f,g € R|a,b], pelo Teorema 24.2 existe M > 0 tal que
|[f(z)] < M e |g(z)] < M para x € [a,b]. Além disso, pelo Teorema 25.1,
dado € > 0, existe 6 = d(¢) > 0 tal que se P é uma particao de [a,b] com
|P]| < 4, entao

0< S (f;P) = S.(f;P) < — e 0<S%(g;P)—S.(g;P)

oM <o

Seja € > 0 dado. Tomemos um tal § = d(¢) > 0 como mencionado. Seja
P := {I,}7_, uma particio de [a,b] com ||P|| < J, e sejam P := {(I;, 1;)}™,,

P = {(I;,s:)}, duas particoes aferidas associadas possuindo os mesmos
subintervalos de P, [; := [z;_1,z;] . Sejam

M = sup{f(t) : t € [ziy, 2]}, ml = inf{f(t) : t € [z 1, ]},
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e MY, m{ definidos analogamente com g em lugar de f. Temos

n

S(fg; P) = S(fg; P)| = | D _(f(t)g(t:) = f(s)g(s:) (i — 1)

=1

< Z |f(t)g(ti) — f(si)g(si)|(zi — xi-1)
= Z [(f(ta)g(ts) — f(t)g(si) + (f(t:)g(si) — f(si)g(si)) (@i — zi-1)
< Z [F)lg(t:) — g(si)l + lg(si)ll £ (E:) — f(si)]) (i — wi-1)

<MZ —$z1+MZ T — Ti1)

= M(S*(Q;P) — 8.9 P)) + M(S*(f;P) = S{f;P))

Como € > 0 é arbitrério, segue do Teorema 25.3 que fg € R|a, b].

(ii) Basta provar que 1/g € R]a,b] e entao aplicar o item (i) a f e 1/g.
Provemos entao que 1/g € R|a,b]. Dadas duas partigoes aferidas de [a, b],
P = {(L;,t:)}, e P = {(Ii, s;)},, possuindo os mesmos subintervalos de

uma particao P := {[;},, I; := [z;_1, x;], temos

151/g:P) = 51/ P)] = |3 (o — ——) (s — 1.1)

5 (S"(9;P) = Su(g;P)). (por qué?)

Seja ¢ > 0 dado. Como g é integravel, existe § = d(¢) > 0 tal que se
|P|| < 6, entdo 0 < S*(g; P) — S.(g; P) < nc. Assim, se P e P sdo partigoes
aferidas com os mesmos subintervalos de uma partigao P com [|P|| < ¢, pela

estimativa que acabamos de fazer teremos
: . 1,
1S(1/g;P) — S(1/g; P)| < gne=e

Segue entao do Teorema 25.3 que 1/g € Rla, b, o que conclui a prova de (ii).

(iii) De novo, dadas duas particoes aferidas de [a, b], P := {(I;,t;)}}; e

P = {(I, s;)}_,, possuindo os mesmos subintervalos de uma partl(;ao P =

CEDERJ |
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{L}, I; == [x;_1, z;], temos
ISUF1P) = SUF P = | D (£ )] = |f (s0)]) (i — wia)
i=1
<O |IF @) = 1f(sa)l| (i — wima)
i=1
<Y NF () = fsi)l(i — i)
i=1
< S*(f;P) = S«(f;P).  (por que?)
Como nos itens anteriores, usamos o Teorema 25.1 para obter que existe
0 > 0 tal que o ultimo membro da desigualdade anterior é menor que ¢ se
IP|| < & e entao usamos o Teorema 25.3 para concluir que |f| € R[a, b].

O fato de que ’fabf‘ < f:|f| segue de f < |f|, —f < |f| e do Teo-
rema 24.3(i). Deixamos os detalhes da demonstracao para vocé como exer-
cicio.

(iv) Por definigao, dizer que H : [¢,d] — R é Lipschitz significa que
existe C' > 0 tal que |H (y)—H(z)| < Cly—=z|, paray, z € [c,d]. Mais uma vez,
dadas duas particoes aferidas de [a,b], P := {(L;, )}, e P = {(Li, s:)}1,
possuindo os mesmos subintervalos de uma particaio P = {[;},, [; =
(1, x;], temos

ISCH(f); P) = S(H(f); P)| = D _(H(f(t:)) — H(f(s:))) (i — xi-1)
i=1
< CJH(f(t) = H(f(s:)] (25 — wi21)
i=1
<Y If(t) = f(s0)l(wi = wima)
i=1
< C(S*(f;P) = Su(f;P)).
Da mesma forma que no item anterior, usamos os Teoremas 25.1 e 25.3 para
concluir que Ho f € R[a, b]. Deixamos os detalhes para vocé como exercicio.
O
O Teorema da Aditividade

A seguir estabeleceremos o fato de que a integral é uma “funcao aditiva”
do intervalo sobre o qual a funcao é integrada. O significado preciso dessa
propriedade ficara claro no enunciado do resultado.
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Teorema 25.8
Seja f : [a,b] — R e c € (a,b). Entao f € Rla,b] se, e somente se, suas

restrigoes a [a, c] e [c, b] sdo ambas integraveis a Riemann. Nesse caso vale

/abf:/:er/cbf. (25.10)

Prova: (=) Suponhamos que f € R[a,b]. Sejae > 0e tomemos d = d(¢) > 0
como no enunciado do Teorema 25.4. Seja f; := f|[a,c] e sejam P e O
particoes aferidas de [a,c] com |Py| < & e ||Qi1]| < §. Combinando-se P,
e Q) com uma mesma particio aferida qualquer de [c,b] com norma < &
podemos estender P; e Q5 a particoes aferidas Pe Qde [a, b] satisfazendo
[Pl <de|Q| <6 Além disso, teremos

S(fl;pﬁ - S(f1; Ql) = S(f§¢) - S(f; Q>7

j& que usamos a mesma particao aferida de [c, d] para estender PreQ aP
e Q, respectivamente.

Como ||P|| < & e ||Q]| < 4, entdo [S(f1;P1) — S(f1; Q1) < e. Segue
entdao do Teorema 25.4 que f; € Rla, c|.

De forma quase idéntica se demonstra que fy := f|[c, b] estd em R]c, b].

(<) Suponhamos agora que f; = f|[a,c] e fo = fl[c,d] estao em R]a, ]
e R|e, b], respectivamente, e sejam L; := fac fie Ly = fcb f2. Entao, dado
£ > 0 existe §; > 0 tal que se P; é uma particao aferida de [a, ¢] com | Py <
91, vale |S(fi; 731) — Ly] < /3. Do mesmo modo, existe d2 > 0 tal que se P,
é uma partigio aferida de [c,d] com ||Py| < &2, entao |S(fo; P2) — La| < /3.

Como f; é limitada em [a, c] e fo é limitada em [c, b] (por qué?), segue
que f é limitada em [a,b]. Seja M > 0 tal que |f(z)| < M para z € [a,b].
Definamos § = d(g) := min{d;, dy, £/6M} e seja P uma partigio aferida de

[a,b] com ||P|| < §. Vamos provar que
S(f;P) = (L1 + Ly)| <e. (25.11)

Se ¢ ¢ um dos pontos da particao P cujos subintervalos sao os mesmos
de P, repartimos P numa particao aferida P; de [a, c] e uma particao aferida
P, de [c,b]. Como S(f;P) = S(f1;P1) + S(f2; P2), e como Py tem norma
menor que §; e P, tem norma menor que 0y, a desigualdade (25.11) segue
imediatamente da desigualdade triangular.

Se ¢ nao é um ponto de P := (a = xg,1,...,2, = b), entdo existe

k < ntal que ¢ € (24—, 7). Sejam P = {([w;_1, 2], 1)}, Py a particio
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aferida de [a, ¢] definida por

Pr={(I.ta), ... (In_1, tecr), ([2he1, c], ©)},

e P, a particao aferida de [c, b] definida por

Po = {([e;xx) ), (Tesrs tirn)s o (I o)},
com I; := [z;_1,2:]. Um caleulo simples mostra que
S(f;P) = S(f1; P1) = S(fa; Pa) = f(te) (wx — wx1) — f(O)(wk — Tr1)
= (f(te) = f(0)(x — p—1)-
Segue daf que
IS(f;P) — S(f1;P1) — S(fo; Po)| < 2M (2, — 24—1) < /3. (25.12)

Mas como ||Py|| < 6 < &; e || Pa]| < < Jy, temos que

IS(fsPr) = Ln| < /3 e [S(fa;P2) — Lo| < /3,

o qual juntamente com (25.12) nos da (25.11). Como ¢ > 0 é arbitrario,

concluimos que f € Rla,b] e que (25.10) vale. O

Definicao 25.1
Se f € Rla,b] e se a, 3 € [a,b] com « < (3, definimos

/:f::—/jf e /aafzzo. (25.13)

Com a defini¢cao que acabamos de dar, o Teorema da Aditividade facil-
mente implica o seguinte resultado, cuja demonstracao se resume a verificacao
de todos os possiveis casos dependendo do ordenamento entre «, 3,7, e sera

deixada para vocé como exercicio (veja o exercicio 12).

Teorema 25.9

Se f € Rla,b] e a, 3,7 sdo quaisquer nimeros em [a, b], entao

/jf:/:f+/ff. (25.14)

1. Seja f : [a,b] — R. Mostre que f ¢ Rla,b| se, e somente se, existe

Exercicios 25.1

go > 0 tal que para todo n € N existem particoes aferidas Pn e Qn com
1Pall < 1/n e |Qull < 1/n tais que |S(f;Pn) — S(f; Qu)| > &
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10.

11.

. Considere a fungao f definida por f(x) := x+1 para x € [0, 1] racional,

e f(z) := 0 para x € [0, 1] irracional. Mostre que f nao ¢é integrdvel a

Riemann.

Se S(f;P) é uma soma de Riemann qualquer de f : [a,b] — R, mostre

que existe uma funcao degrau (veja exercicio 13) ¢ : [a,b] — R tal que
b :

J,e=5(;P).

Suponha que f é continua em [a,b], que f(x) > 0 para todo = € [a, D]

e que ff f = 0. Prove que f(z) = 0 para todo z € [a, b].

Mostre que a hipétese de que f é continua no exercicio anterior nao

pode ser retirada.

Se f e g sdo continuas em [a,b] e se fabf = f:g, prove que existe
¢ € (a,b) tal que f(c) = g(c).

Se f é limitada por M em [a,b] e se a restricao de f a todo intervalo
[c,b] com ¢ € (a,b) é integravel a Riemann, mostre que f € Rla, D]
e que fcbf — fabf quando ¢ — a+. [Dica: Sejam a.(x) := —M e
we(x) :== M para x € [a,¢) e a.(z) = w.(z) := f(x) para x € [c,b].
Aplique o Teorema do Sanduiche para Integrais 25.6.]

Use o exercicio anterior para mostrar que a fungao f : [0,1] — R
definida por f(z) := sen(1/x) para € (0,1] e f(0) := 0 pertence a
R[0,1].

Se f é continua em |a,b], mostre que existe ¢ € [a,b] tal que f;f =
f(c)(b — a). Esse resultado é as vezes chamado de Teorema do Valor

Médio para Integrais.

Suponhamos que [ : [a,0] = R, quea =¢y < ¢ < -+ < ¢ =be

que a restricao de f a [¢;_1,¢] pertence a Re;_1,¢;] parai=1,...,m.

Prove que f € Ra,b] e
b m c;
[r=%/ s
a i=1 v Ci-1

[Dica: Use o Teorema 25.8 e Indugao Matemaética. |
Suponha que a > 0 e que f € R[—a,al.

(a) Se f é par (isto é, se f(—x) = f(x) para todo x € [—a, al), entao

ffafZQfoaf'
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(b) Se f é impar (isto é, se f(—x) = —f(x) para todo x € [—a,al),
entao [ f=0.

12. Prove o Teorema 25.9.
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Aula 26 — O Teorema Fundamental do Calculo

Metas da aula: Provar o Teorema Fundamental do Célculo e dar exem-

plos de suas aplicacoes no cédlculo de integrais.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber os enunciados das duas formas do Teorema Fundamental do
Calculo e aplicar corretamente esses resultados para o calculo de in-

tegrais.

Introducao

Nesta aula vamos estabelecer a conexao entre as nogoes de derivada e
integral, usualmente bastante explorada nos cursos de Calculo para se com-
putar integrais. O Teorema Fundamental do Calculo é o resultado que ex-
prime essa conexao. Ele possui duas formas: a primeira versa sobre a integral
da derivada de uma funcao; a segunda, sobre a derivada de uma integral com
limite superior variavel. Juntas, essas duas formas do Teorema Fundamental
podem ser sintetizadas a grosso modo com a afirmacao de que a derivada
e a integral sao operacgoes inversas uma da outra. Porém, é preciso tomar
cuidado com as sutilezas nas hipdteses para a validade de cada um desses
resultados.

O Teorema Fundamental (Primeira Forma)

A Primeira Forma do Teorema Fundamental fornece a base tedrica para
o método de calcular integrais que vocé aprendeu no curso de Célculo. Ela
afirma que se uma funcao f é a derivada de uma funcao F', e se f pertence a
Rla,b], entao f: f = F(b) — F(a). E comum denotar-se F’Z = F(b) — F(a).
A funcao F' tal que F'(xz) = f(z) para todo = € [a,b] é chamada uma
antiderivada ou primitiva de f em [a,b]. O enunciado que daremos a seguir
admite um conjunto finito de pontos excepcionais ¢ onde F’(c) nao existe ou

nao é igual a f(c).

Teorema 26.1 (Teorema Fundamental (Primeira Forma))
Suponhamos que exista um conjunto finito E em [a, b] e fungoes f, ' : [a,b] —

R tais que:

(a) F é continua em [a, b];
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(b) F'(x) = f(x) para todo z € [a,b] \ E;
(¢) f € Rla,bl.

Entao temos )
/ f=F(@)— F(a). (26.1)

Prova: Como o conjunto E ¢ finito, podemos supor sem perda de generali-
dade que E = {a, b}; o caso geral se reduz a esse fazendo-se uma partigao do

intervalo [a, b] numa unido finita de intervalos concatenados.

Sejae > 0 dado. Como f € R]a,b] pela hipétese (c), existe § = d(g) > 0
tal que se P = {[x;_1, x;]}; é uma particao qualquer de [a, b] com ||P]| < 0,

entao b 5 b
[r-e<spc [ 1w [fee @62

Pelo Teorema do Valor Médio 22.4 aplicado a F' sobre [z;_1,x;] temos que

existe u; € (z;-1, ;) tal que
F(x;) — F(z—1) = F'(u;)(2; — x-1) parai=1,...,n.

Somando-se as equacoes anteriores de i = 1 a ¢ = n, notando que os membros
a esquerda formam uma soma telescopica, e usando o fato de que F'(u;) =
f(u;) obtemos

n

F(b) = F(a) = (F(x;) — F(xi_1) Zf wi) (i — xi1).

i=1
Agora, consideremos a particio aferida P := {[z,_1,z;],u;)}",. Temos

S(f;P) =3, flu) (i — i), Su(f;P) < S(f; P) < S*(f;P), e portanto

/f—s<SfP /f+e

Como F(b) — F(a) f:P), segue que
b
’F(b) — F(a) —/ fl<e.
Como € > 0 é arbitrério, concluimos que vale a equagao (26.1). (]

Observacao 26.1
Se a func¢ao F' ¢ diferenciavel em todo ponto de [a,b], entdo a hipdtese (a)
é automaticamente satisfeita (por qué?). Mesmo que F seja derivavel em
todo ponto de [a,b] a condi¢ao (c) pode nao valer ja que existem fungoes
F satisfazendo essa condicao tais que F’ nao é integrével a Riemann (veja
Exemplo 26.1 (e)).
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Exemplos 26.1

(a)

Se f(x) := z* para z € [a,b], entdao f(x) = F'(z) para todo z € [a, ],
onde F(z) := £2°. Além disso, f ¢ continua, logo f € Rla,b]. Portanto,

o Teorema Fundamental (com F = ()) implica
’ 1
/ ot dr = 5(65 —a®).

Se f(z) =1/(2*+1) para = € [a, b], entao f é continua e f(x) = F'(x)
para todo x € [a,b], onde F(x) := arctanz. Portanto, o Teorema

Fundamental (com E = )) implica que

/b 21 dr = arctan b — arctan a.
o T2+1

Se f(z) := sgn(z) para x € [—5,5], entdao f(z) = F'(x) para todo x €
[—5,5] \ {0}, onde F(z) := |z|. Como sgn(x) é uma funcao degrau em
[—5, 5], temos que f € R[—5,5]. Segue entao do Teorema Fundamental
(com E = {0}) que

5
/ sgn(z)dx = 15| —|—5/=5—-5=0.

-5

Se f(x) := 1/y/z para = € (0,4] e f(0) := 0, entdao f(x) = F'(z)
para x € (0,4] = [0,4] \ {0}, onde F(x) := /x. Porém, como f
nao ¢ limitada em [0,4], f ¢ R[0,4]. Logo o Teorema Fundamental
nao pode ser aplicado nesse caso. (Entretanto é possivel estender o
conceito de integral para além da nocao de integral de Riemann que
aprendemos neste curso, de modo a incluir a funcao f na classe das
fungdes integraveis (relativamente a nogao mais geral de integral) e de

tal forma que o Teorema Fundamental ainda seja valido nesse caso.)

Se f(z) := 2xsen(1/x?) — (2/x) cos(1/x?) para x € (0,1] e f(0) := 0,
entdao f(z) = F'(z) para todo z € [0,1], onde F(x) := z*sen(1/2?)
para z € (0,1] e F(0) := 0 (F’(0) = 0(!), por qué?). Embora F seja
continua em [0, 1] e F'(x) = f(x) em [0, 1], a fungao f nao é limitada em
0, 1], donde concluimos que f ¢ RI0, 1]. Logo, o Teorema Fundamental
nao pode ser aplicado nesse caso. (Cabe aqui também uma observagao
semelhante a do exemplo anterior quanto a possibilidade de extensao da
nocao de integral de modo a incluir esse exemplo mantendo a validade

do Teorema Fundamental.)
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O Teorema Fundamental (Segunda Forma)

Vamos em seguida estabelecer a segunda forma do Teorema Funda-
mental na qual desejamos derivar uma integral com limite superior varidavel.
Antes porém introduziremos o conceito de integra indefinida e estabelecere-

mos um resultado simples mostrando a continuidade dessa funcao.

Definicao 26.1
Se f € Rla,b|, entao a fungao definida por

F(z) := /xf para z € [a, b], (26.3)

é chamada a integral indefinida de f com ponto-base a. Qualquer outro ponto
em [a, b] pode ser escolhido como ponto base: nesse caso a integral indefinida

diferird da F' em (26.3) por uma constante.

Teorema 26.2
Seja f € Rla,b] e M > 0 tal que |f(z)| < M para todo = € [a,b]. Entao a
integral indefinida F' definida por (26.3) satisfaz |F(z) — F(w)| < M|z — w|

para todos z,w € [a,b]. Em particular, F' é continua em [a, b].

Prova: Pelo Teorema da Aditividade 25.8 temos

ro = [r=[ s+ [ 1=rwe [

donde segue que
F(z) — F(w) :/ f.
Agora, como —M < f(x) < M para z € [a,b], o Teorema 24.3(i) implica que
—M(z —w) S/ f<M(z—w),

donde concluimos que

|F(2) = F(w)| =

< Ml - wl,
[

como afirmado. Como F' é Lipschitz em [a,b], segue que F' é continua em
la,b]. O

Teorema 26.3 (Teorema Fundamental (Segunda Forma))
Seja f € Ra,b] e suponhamos que f é continua em Z € [a,b]. Entao a

integral indefinida, dada por (26.3), é diferenciavel em = e F'(z) = f(Z).
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Prova: Inicialmente suporemos que = € [a,b) e vamos analisar a derivada a
direita de F' em Z. Como [ é continua em z, dado ¢ > 0 existe 6 = d(¢) > 0

tal que se T < x < T + ¢, entao

f(Z) —e < f(x) < f(Z) +e. (26.4)

Suponha que h satisfaz 0 < h < §. O Teorema da Aditividade 25.8 implica
que f é integravel nos intervalos |a, Z], [a,Z + h| e [Z,Z + h] e que
z+h
Fz+h)—-F(z)= f.

xT

Porém, no intervalo [,z + h] a funcdo f satisfaz a desigualdade (26.4), de

modo que (pelo Teorema 24.3(i)) temos

U@ =< Fa+n-F@ = [ f<U@+h

Dividindo por h e subtraindo f(Z), obtemos

F(z+h)— F(z)
h

<e.

- /(@)

Como e > 0 é arbitrario, concluimos que o limite a direita quando h — 0+

do quociente de Newton ¢ dado por

lim F(z+h)— F(x)
h—0+ h

= [(2).

Do mesmo modo provamos que a derivada a esquerda de F' em T € (a,b] é

f(z), o que conclui a prova da afirmagao. O

Como consequéncia imediata do resultado anterior temos que se f é
continua em |a, b], entdo a integral indefinida F', dada por (26.3), é diferen-
ciavel em [a,b] e F'(x) = f(x) para todo z € [a,b]. Isto pode ser resumido
da seguinte forma: Se f é continua em [a,b], entao sua integral indefinida €
uma antiderivada de f.

Veremos a seguir que, em geral, a integral indefinida nao precisa ser
uma antiderivada: seja porque a derivada da integral indefinida nao existe,

seja porque essa derivada nao é igual a f.

Exemplos 26.2
(a) Se f(x) := sgn(z) em [—1,1], entao f € R[—1,1] e tem a integral
indefinida F(z) := |z| — 1 com ponto-base em —1. No entanto, como

F’(0) nao existe, F' nao é uma antiderivada de f em [—1,1].
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(b) Sejag:[0,1] — R afungao de Thomae, considerada no Exemplo 24.1(f),
definida por g(z) := 0 se z € [0,1] ¢é irracional, ¢g(0) := 0 e por
g(x) := 1/n se x € [0,1] é um numero racional, e z = m/n onde
m,n € N nao possuem divisores comuns a nao ser 1. Entao sua integral
indefinida G(z) := fox g € identicamente 0 em [0, 1], pois g > 0 e assim
temos 0 < [ g < fol g = 0, como vimos no Exemplo 24.1(f). Em par-
ticular, temos G’(z) = 0 para todo x € [0, 1]. Portanto, G'(x) # g(x)
para x € QN [0, 1], de modo que G nao é uma antiderivada de g em

0,1].

Mudanca de Variaveis

O Teorema a seguir justifica o método da mudanca de varidveis muito

utilizado para computar integrais, ja estudado nos cursos de Calculo.

Teorema 26.4 (Mudanga de Varidveis)
Seja J := |a, (] e suponhamos que ¢ : J — R possui derivada continua em

J. Se f: 1 — R é continua num intervalo I contendo ¢(.J), entao

»(B)

8
/ F(o()) ' (8) dt = / f(z) d. (26.5)

(a)

Prova: Definamos F(z) := f:(a) f(s)ds para x € I; F' é uma integral in-
definida de f com ponto-base em ¢(«). Seja G(t) := F(¢(t)) para t € J.
Pela Regra da Cadeia, temos G'(t) = F'(p(t)) ¢'(t) = f(p(t)) ¢'(t), onde na
ultima igualdade aplicamos o Teorema Fundamental 26.3. Como G(«) = 0,

o Teorema Fundamental 26.2 implica

o(B) jé)
/ | J(6) s = Fe(9) = 6(8) = G9) ~ Glo) = / Fo(t)! (1) dt.

O

Exemplos 26.3
(a) ()W/?(senzf)2 costdt =1/3.

De fato, tomando o(t) = sent, J = [0,7/2] e f(x) = z?, podemos

aplicar o Teorema 26.4 para obter

w/2 1 3
/ (sent)?cost dt = / vidr = —
0 0 3

1

0

Wl =
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(b) Seja I(a) := fa(2 /2° %/_dt para a € (0,7/2]. Entao, I(a) = 2cosa.
Em particular, I(0+) = 2.
De fato, se o(t) := \/t para t € [a?, (7/2)?], entdo ¢'(t) = 1/(2Vt) é
continua em [a?, (7/2)?]. Tomando f(z) := 2senz, entdo o integrando
tem a forma f(p(t))¢'(t) e podemos aplicar o Teorema 26.4 para obter

71'/2 7T/2
I(a):/ 2senxdr = —2cosw = 2cosa,
como afirmado. Claramente, [(0+) = lim, o4 I(a) = 2.
Exercicios 26.1

1. Se n € N, mostre que o Teorema Fundamental 26.2 implica fab 2" dx =
(" — @) /(n +1). Quem é o conjunto finito £ neste caso?

2. Se f(z) ;== —zparax < le f(z) ==z parax > lese F(z) := |z*—1],
mostre que ffz f(x)dr = F(3) — F(—2) =5/2.

3. Seja F(z) := —1a? para x < 0 ¢ F(z) := 2? para x > 0. Mostre que
72| dz = F(b) — F(b).

4. Seja f :[a,b] = ReceR.

(a) Se F : [a,b] — R é uma antiderivada de f em [a,b], mostre que
F.(z):= F(z) + ¢ também é uma antiderivada de f em [a, b].

(b) Se Fy e F, sao antiderivadas de f em [a, b], mostre que F} — F; é
uma func@o constante em [a, b|.

5. Se f € Rla,b] e se ¢ € [a,b], a funcdo definida por F.(z) := [ f
para x € [a,b] é chamada a integral indefinida de f com ponto-base c.
Encontre uma relagao entre F, e F..

6. Seja f € Rla,b] e defina F(x) := [ f para x € [a,b].

(a) Determine G(z) := f;f em termos de F.
(b) Determine H(z) := [>" f em termos de F.

7. Seja f : [a,b] — R continua em [a,b] e seja v : [¢,d] — R diferencidvel
em [c,d] com v([c,d]) C [a,b]. Se definirmos G(z) := f:(x) f, mostre
que G'(x) := f(v(x))v'(x) para todo z € [c,d].

8. Encontre F’ quando F' é definida em [0, 1] por:
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(a) F(x):= [; (1+¢3)"tdt.
(b) F(z):= [5 V1T Edt.
9. Se f:[0,1] - R ¢ continua e [ f = f; f para todo z € [0, 1], mostre
que f(x) =0 para todo z € [0, 1].

10. Use o Teorema 26.4 (Mudanga de Varidveis) para calcular as seguintes
integrais.
(a) [o tv1+E2dt;
(b) fy 21+ %)~ dt;
414V 4,
(©) Jfy Vi dt;

(d) [ <=t

t
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Aula 27 — Sequiéncias e Séries de Funcoes

Metas da aula: Definir convergéncia pontual e convergéncia uniforme
para sequéncias de funcgoes. Estabelecer o critério de Cauchy para con-
vergéncia uniforme de fungoes. Enunciar e demonstrar o Teste de Weierstrass
para a convergencia uniforme de séries de fungoes. Estabelecer os resultados

bésicos sobre séries de poténcias.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber as defini¢oes de convergéncia pontual e de convergéncia uniforme

para uma sequéncia de funcoes.

e Saber distingiiir claramente esses dois tipos de convergéncia de sequéncias
de funcoes. Dar exemplos de sequéncias de func¢oes que convergem pon-

tualmente mas nao convergem uniformemente.

e Saber o critério de Cauchy para convergéncia uniforme de sequéncias

de fungoes e algumas de suas aplicagoes.

e Saber o enunciado e algumas aplicagoes do Teste de Weierstrass para

a convergencia uniforme de séries de fungoes.

e Conhecer os fatos basicos sobre séries de poténcias: determinacao do
raio de convergéncia; convergéncia uniforme da série em intervalos

fechados contidos no intervalo aberto definido pelo raio de convergéncia.

Introducao

Dado A C R suponhamos que para cadan € N tenhamos associada uma
fungao f, : A — R. Diremos que (f,) é uma sequéncia de fun¢oes definidas
em A tomando valores em R. Sequéncias de fungdes surgem com muita
frequéncia em Analise, por exemplo, quando desejamos encontrar uma fungao
verificando determinadas condicoes e adotamos a estratégia de resolver tal
problema obtendo sucessivamente funcoes que satisfazem aproximadamente

tais condicoes, com aproximagoes cada vez melhores.

Nesta aula vamos estudar dois tipos importantes de convergéncia para
uma sequéncia de fungoes (f,). O primeiro tipo de convergéncia de fungoes
que definiremos é também o mais simples; a convergéncia pontual. Significa
simplesmente que a sequéncia de nimeros reais (f,(z)) converge para um

numero f(z) para todo x € A; nesse caso dizemos que a fungao f: A — R,
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definida por f(z) := lim f,(x) para © € A, é o limite pontual da sequéncia
de funcgoes f,, : A — R.

O segundo tipo de convergéncia que veremos é a convergéncia uniforme
de funcgoes f, : A — R para uma funcao f : A — R. Significa, grosso modo,
que existe uma sequéncia de nimeros positivos (M, ) satisfazendo lim M,, = 0
e |fu(x)— f(x)] < M, para todo = € A. A convergéncia uniforme é portanto
mais restritiva que a convergencia pontual, no sentido de que a convergéencia
uniforme implica a convergéncia pontual, sendo a reciproca em geral falsa,

COI1O veremaos.

Uma questao basica quando lidamos com uma sequéncia de funcoes
qualquer, (f,), é saber se certas propriedades verificadas por todos os mem-
bros f, dessa sequéncia, tais como continuidade e integrabilidade, também
sao verificadas pela funcao limite f, no caso em que a sequéncia f,, converge
em algum sentido para a funcao f. Veremos na préxima aula que o conceito
de convergencia uniforme de fungoes fornece resposta positiva a essa questao
em diversos casos, como o da continuidade e da integrabilidade, e que o

mesmo nao é verdadeiro em relagao ao conceito de convergéncia pontual.

Convergéncia Pontual e Convergéncia Uniforme

Iniciemos a seguir o estudo detalhado desses modos de convergeéncia.
Comecemos com a definicao da convergéencia pontual de uma sequéncia de

funcoes.

Definigao 27.1
Seja A C R, (f,,) uma sequéncia de fungoes definidas em A com valores em
Re f: A— R. Dizemos que a sequéncia (f,) converge pontualmente para

f em A se, para cada x € A, a sequéncia de nimeros reais (f,(z)) converge

para f(x).

Usando a definicao de limite de uma sequéncia de nimeros reais pode-
mos reescrever a Definigao 27.1 na forma: (f,,) converge pontualmente para
f em A se para todo z € A e todo € > 0 existe Ny = Ny(z,¢) € N tal que se
n € Nen> Ny, entdo |f,(x) — f(z)] <e.

O detalhe a ser destacado é que na definicao de convergencia pontual
Ny depende nao apenas de € mas, em geral, também de © € A. Essa é a
diferenca fundamental entre a convergéncia pontual e a convergéncia uni-

forme de fungoes que definimos a seguir.
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Definicao 27.2

Seja A C R, (f,) uma sequéncia de fungoes definidas em A com valores em
Re f: A— R. Dizemos que a sequéncia (f,) converge uniformemente para
f em A se para todo ¢ > 0 existem Ny = Ny(¢) € N tal que se n € N e
n > Ny, entao |f,(x) — f(x)| < € para todo = € A.

Figura 27.1: |f,(x) — f(x)| < € para todo x € A.

Portanto, como ja haviamos alertado, na definicao de convergéncia uni-
forme de funcdes o Ny depende apenas de ¢ e nao de z € A. E interessante
estabelecermos explicitamente a negacao da definicao de convergéncia uni-
forme como no lema a seguir, cuja demonstragao deixamos para vocé como
importante exercicio.

Lema 27.1

Seja A C R, (f,) uma sequéncia de fungoes definidas em A com valores em
Re f:A— R. Entao (f,) ndo converge uniformemente a f em A se, e
somente se, para algum £y > 0 existe uma subsequéncia (f,, ) de (f,) e uma

sequéncia (xy) em A tal que |f,, (zx) — f(zx)| > €o para todo k € N.

A seguir analisamos alguns exemplos.

Exemplos 27.1
(a) Se fu(x) := x/n para © € R, n € N, entdo lim f,(z) = 0 para todo
x € R. Portanto, (f,) converge pontualmente para a fungao f identi-

camente nula em R, isto é, f(x) := 0 para todo = € R.

Neste caso, (f,) nao converge uniformemente a f em R. De fato, se

tomarmos g = 1 e x,, = n temos

[fr(zn) = flzn)] =1,
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(c)

e pelo Lema 27.1 isso implica que (f,) ndo converge uniformemente a
fem R.

Por outro lado, é facil ver que essa mesma sequéncia (f,) converge
uniformemente para a funcao identicamente nula f em todo intervalo
[—L, L] para qualquer L > 0. De fato, dado ¢ > 0, como L/n — 0,
podemos encontrar Ny € N tal que L/Ny < e. Assim, se n > Ny, temos

L

o) = @l =71 < 5 <e

Como ¢ > 0 é arbitrario, isso que mostra que (f,) converge uniforme-
mente a f em [—L, L].

fo(z) =a™ paraxz € [0,1] e n € N.

Para x € [0, 1) claramente temos 2" — 0, ao passo que f,(1) = 1 para
todo n € N. Portanto, (f,,) converge pontualmente a f em [0, 1], com
f(z) = 0 para z € [0,1) e f(1) = 1. Observe que o limite pontual

f:10,1] — R ¢é uma funcdo descontinua em z = 1.

1

filx)y=x

0 I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 27.2: Os 4 primeiros elementos da sequéncia f,(z) =z, z € [0, 1].

Se fu, [ :]0,1] — R sao definidas como no item anterior, entao (f,)
nao converge a f uniformente em [0,1]. Por outro lado, para todo

0 <0 <1, (f,) converge uniformemente a f em [0,1 — 0].

De fato, aplicando o Lema 27.1, para ¢y := 1/2, podemos tomar a
prépria sequéncia (f,) e a sequéncia (z,) em [0,1] dada por z, :=
(1/2)Y/™ e obter

[fo@n) = flzn)] = 3,
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verificando assim a condicao para que f, nao convirja uniformemente
para f em [0, 1]. Por outro lado, fixado § € (0, 1), dado qualquer £ > 0,
como (1 —9)" — 0, podemos encontrar Ny € N tal que (1 —§)" < ¢
para todo n > Ny. Assim, para n > Ny temos 0 < 2" < (1 —0)" < ¢,
para todo z € [0,1— 6], o que mostra que (f,,) converge uniformemente
a fem[0,1—4].

Seja A={1/m : m € N} e f, : A— R definida por

m

fu(1/m) =

m-+n

Claramente, (f,) converge pontualmente a fungao constante f identi-
camente igual a 0 em A. Observe que 0 é um ponto de acumulacao de

A e para cada n € N fixo temos

i%fn(x) - nlli%o m-+n

Por outro lado, para a fungao f identicamente igual a 0 em A eviden-

temente temos
lim f(z) = 0.
x—0

Esses fatos podem ser resumidos da seguinte forma:

liné lim f,(z) =0%# 1= lim lir% folz).
Se fn(x) == nx(l — 2*)", z € [0, 1], entao (f,) converge pontualmente
para a funcd@o identicamente nula, f(x):=0, z € [0, 1].

De fato, temos f,(0) = f,(1) = 0 para todo n € N. Fixado = € (0,1)
definamos a =1 — 2% Temos 0 < a < 1, e 0 < nx(l — 2?)" = nxa™ <
na". Agora, ja vimos nas aulas sobre limites de sequéncias que o Teste
da Razao para Sequéncias implica que a sequéncia x,, := na" converge
alsel<a<l1jique

" 1 n+1
lim 2L = Jim —(n +La

1
=lim(l+ —)a=a<1,
Tn na™ n

o que mostra que (f,(x)) converge a 0 também para x € (0, 1).

Veremos na aula que vem, como consequéncia de um resultado sobre
o limite das integrais de sequéncias uniformemente convergentes, que
a sequéncia (f,) ndo converge uniformemente em [0, 1]. A verificacdo

direta dessa afirmacao seria um tanto complicada.

MODULO 2 - AULA 27
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0.9
_ _ 24
0s - 7/ 4z(1 — z*)

0.7 - 2.3
= 3z(1
L (@) = 3a(INa?)

05 F
0 b Fa(z) = 22(1 — 2?)

03

fi(z) = 2(1 - 2?)

02

0.1~

0 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 27.3: Os 4 primeiros elementos da sequéncia f,(x) = nx(l — 2?)",
z € [0,1].

A Norma Uniforme

E conviente introduzirmos a no¢ao de norma uniforme de func¢oes limi-

tadas para o estudo da convergéncia uniforme de sequéncias de fungoes.

Definigcao 27.3
Se ACReg:A— R éuma fungao, dizemos que g é limitada em A se a
imagem de g, denotada por g(A), é um subconjunto limitado de R. Se g é

limitada, definimos a norma uniforme de g em A por
gl := sup{lg(z)| : = € A}. (27.1)
Note que decorre da definicao anterior que se € > 0, entao

gl <e e lg(z)| <e  paratodo z € A. (27.2)
Lema 27.2

Uma sequéncia (f,,) de fungdes em A C R converge uniformemente em A

para f se, e somente se, ||f, — f|| — 0.

Prova: (=) Se (f,,) converge uniformemente em A para f, entao pela Defini¢ao 27.2,

dado qualquer £ > 0 existe Ny(¢) tal que se n > Ny(e) entdo
\fu(z) = f(2)] <&, para todo z € A.

Em particular, f, — f é limitada e da definigao de supremo segue que || f,, —

fll <esen > Ny(e). Como e > 0 ¢é arbitrario isso implica que || f, — f|| — 0.

(<) Se || fn — fl| — 0, entéao dado € > 0 existe um natural Ny(e) tal

que se n > Ny(e) entao ||f, — f|| < e. Segue da definigdo da norma uniforme
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que |fn(z) — f(x)] < € para todo n > Ny(e) e x € A. Decorre dai que (f,)

converge uniformemente em A para f. O

Fazendo uso da norma uniforme, podemos obter uma condi¢ao necessaria
e suficiente para a convergéncia uniforme, semelhante a que vimos para
sequéncias de numeros. No enunciado a seguir, quando nos referirmos a
norma uniforme de uma funcao estara implicita a afirmacao de que tal funcao
¢ limitada.
Teorema 27.1 (Critério de Cauchy para Convergéncia Uniforme)
Seja (f,) uma sequéncia de fungoes de A C R para R. Entao (f,,) converge
uniformemente em A para uma funcao f : A — R se, e somente se, para
cada ¢ > 0 existe um nimero Ny(e) € N tal que se m > Ny(e) e n > Ny(e),
entdo ||fn — ful <e.

Prova: (=) Se f, — f uniformemente em A, entdo dado € > 0 existe
um natural Hy(3¢) tal que se n > Hoy(3¢) entao || f, — f|| < 3¢. Logo, se
m > Hy(3¢) e n > Hy(3¢), entdo

(@) = Ful@)] < | fon(@) = F(@) + | fulz) — F(2)] < %5 + %5 e

para todo « € A. Portanto, || f,n — fal| < &, para m,n > Hy(3¢) =: No(e).

(<) Reciprocamente, suponhamos que para todo € > 0 existe Ny(e) tal
que se m,n > Ny(e), entdo || f, — fnl| < €. Segue entdo que para cada z € A

temos

() = fm(2)] < | fm = full <€ param,n > No(e). (27.3)

Segue que (f,(x)) é uma sequéncia de Cauchy em R. Portanto, pelo Critério
de Cauchy para Sequéncias, (f,(z)) é uma sequéncia convergente. Definimos
f:A— R por

f(z) :=1lim f,(x) para x € A.

Fazendo n — oo em (27.3), segue que para todo x € A temos

|fm(z) — f(x)] <e  param > Ny(e).

Portanto a sequéncia (f,) converge uniformemente em A para f. O

Séries de Funcoes

Assim como no caso das sequéncias numeéricas e sua relacdo com as

séries numéricas, um caso particular de sequéncias de funcoes é o das séries
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de fungoes, > f,, que nada mais sdo do que sequéncias de fungoes (sy) que

se escrevem como somas parcias de uma sequéncia de fungoes (f,,), isto é,

sx(@) = 3 fula).

Em vez de usar a notagao (sy), é comum adotar-se a notagao y_ f, para
;. . .. ~ N

denotar a série cujas somas parciais sdo sy = » . _; f,. Frequentemente

iniciamos a série a partir de n = 0 em vez de n = 1, como no caso das séries

de poténcias que veremos mais adiante.

Como as séries de funcoes sao um caso particular de sequéncias de
funcgoes, temos automaticamente definidos os conceitos de convergeéncia pon-

tual e de convergéencia uniforme de séries de fungoes.

Nomeadamente, se A C Re f, : A — R, n € N, dizemos que a série
de fungoes > f, converge pontualmente para f: A — R em A se para todo
z € A asequéncia das somas parciais sy () == S, f,(z) converge (quando

N — o0) para f(x). Nesse caso escrevemos

fl@) =Y ful@) ou  fla)=> falz), z€A (27.4)

Similarmente, dizemos que a série > f,, converge uniformemente para f :
" . .. L N
A — R em A se a sequéncia das somas parciais sy := »_,_; f, converge

uniformemente para f em A. Nesse caso escrevemos

F=> 1t ou  [f=)fu (27.5)
n=1

As notagoes em (27.5) as vezes também sao usadas no caso da convergéncia

pontual como uma forma simples para (27.4).
Como aplicacao do Teorema 27.1, estabelecemos a seguir um resultado

muito importante devido a Weierstrass dando uma condicao suficiente para

a convergencia uniforme de séries de fungoes.

Teorema 27.2 (Teste M de Weierstrass)
Seja A C Re f, : A— R. Suponhamos que existam numeros M, > 0 tais
que |f(z)| < M, para todo x € A, e que Y M, converge. Entao a série de

fungoes Y f,, converge uniformemente em A.

Prova: Dado ¢ > 0, como ) M, converge podemos obter Ny(¢) € N tal que
se M, N > Ny(e), entao

Z M, < e. (por qué?)
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Logo, temos

N N N
Y oh@< Y @i Y Mo<e
n=M+1 n=M+1 n=M+1

para todo x € A. Tomando o supremo em x € A, obtemos
|sn —suml < e,

para M, N > Ny(e). Portanto, pelo Teorema 27.1, a série »_ f,, converge

uniformemente. O

Séries de poténcias

Entre as séries de fungoes ocupam lugar de destaque as séries de poténcias,
isto é, séries da forma >~ a,(x—x0)". De fato, as fungoes mais importantes
da Anélise, como a exponencial, o logaritmo e as funcoes trigonométricas, po-
dem ser expressas como séries de poténcias. Para simplificar, vamos estudar
séries de poténcias com xy = 0; o caso geral se reduz a este através da
mudanga de variavel y = x — x.

Com relagdo a convergéncia de uma série de poténcias » - a,z", a
primeira coisa a observar é que uma tal série sempre converge para r = 0,

com limite obviamente igual a ag.

Por outro lado, se a sequéncia ( W ) nao é limitada, entao a sequéncia
(lanz™]) = ((/]an]|z|)™) também ndo é limitada para = # 0, o que implica
que a série Z:;O:o a,x™ nao converge para x # 0, pois seu termo geral x,, :=
a,x" nao satisfaz |x,| — 0. Concluimos assim que séries de poténcias para
as quais a sequeéncia (W ) é ilimitada s6 convergem em x = 0, divergindo
para todo x # 0. Este é o caso da série Y~ n"z".

Consideremos agora o caso em que a sequencia (W) é limitada.
Portanto, existe M > 0 tal que {L/m < M. Seja 0 < A < M tal que existe
Ny € N para o qual W < A para todo n > Ny. Entao o termo geral da
série %% a,a", x, = a,a”, satisfaz {/|z,| = /]a.]|z| < A|z| para todo
n > Ny. Portanto, se x ¢é tal que A|z| < 1, temos {/]z,| < Az| < 1 e
pelo Teste da Raiz (Teorema 11.4) podemos concluir que a série Y~ a,z"

converge absolutamente para |z| < 1/A. Seja
L :=inf{\ > 0 : existe Ny € N tal que {/|a,| < A para n > Ny}. (27.6)
Chamamos o nimero r = 1/L o raio de convergéncia da série de poténcias

Yoo g anx™.
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Exemplos 27.2
(a) A série geométrica y - a™ tem raio de convergéncia igual a 1 j& que
a, = 1 para todo n € N. Ja sabemos que tal série converge se |z| < 1

e diverge se |z| > 1.

b) A série S°°°, 12" tem raio de convergéncia igual a 1. Ela converge
n=1n

para z € [—1,1) e diverge se x ¢ [—1,1).

De fato, temos lim {/(1/n) = 1/(lim {/n) = 1 (v. Exemplo 6.1(i)).
Logo, para todo A > 1, tomando £ = A—1 na defini¢ao de lim {/(1/n) =
1, vemos que existe Ny € N tal que (L/m < A para todo n > Ny. Por
outro lado, para todo A < 1, tomando € = 1 — X\ na definicao de
lim {/(1/n) = 1, conclufmos que existe Ny tal que {/|a,| > A para
todo n > Ny. Segue entao da definigdo de infimo que L = 1 (por qué?)

para a série ) >~ Lz e, portanto, r = 1.

Vemos facilmente pelo Teste da Raiz que a série Y~ | La" converge se

|z| < 1, pois neste caso

1 1
lim {/|—2"| = lim </j|x| <1
n n

Sabemos também que a série Y~ % é convergente (v. Exemplo 10.3(e))

e que a série harmonica Y- ; + diverge (v. Exemplo 10.3(a)). Portanto,
/- © 1.n .
a série ) | ~a" converge em —1 e diverge em 1.

Finalmente, pelo Teste da Raiz, temos que se |x| > 1 entao a série

Yo %x” diverge, ja que neste caso, para o termo geral x, = %m”,

temos que |z, | é divergente pois |z,41|/|x,| = lz] — |z| > 1e
pelo Teorema 7.7 isto implica que |x,| é divergente. Em particular, |x,|

nao converge a zero, como deve acontecer para séries convergentes.

Resumimos as propriedades do raio de convergéncia no seguinte teo-

rema.

Teorema 27.3
A . n ~ 2z . . ~ s . o n ’

Se a sequéncia ({/|a,|) ndo é limitada, entao a série ) >~ a,z" sé converge
em z = 0. Por outro lado, se a sequéncia ({/|a,|) é limitada e L é dado por
(27.6), entao a série Y > a,x™ converge absolutamente para || < r, onde
r:=1/L é o raio de convergéncia da série, e diverge para |z| > r. Para x =
—r e x = r nada se pode afirmar em geral sobre a convergéncia ou divergéncia
da série. Se a sequéncia ({/|a,|) é convergente entdo L = lim {/|ay|.
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Prova: A prova da afirmacao sobre a convergéncia apenas em x = 0 no caso
em que ({/]a,|) nao é limitada ja foi feita no inicio desta se¢ao. Do mesmo
modo, o fato de que a série converge para || < r e diverge para |x| > r se
({/]an|) é limitada, segue do Teste da Raiz, como foi visto no inicio desta

discussao sobre séries de poténcias, cujo argumento recordamos a seguir.

De fato, se |z| < r, entdo para A satisfazendo L = % <AL ﬁ temos
que existe Ny € N tal que {/|a,2"| = {/]an|lz] < Az| < (1/]z])]z] = 1
para todo n > Ny, pela definigdo de infimo (por qué?). Logo, > a,x™ é

absolutamente convergente para |z| < r pelo Teste da Raiz.

Por outro lado, se |z| > r, entdo para X" satisfazendo ﬁ <N <1/r=
L, existe uma subsequéncia ny satisfazendo "/|a,, 2" = "/|a,,[|z| >
N|z| > (1/|z])|xz| = 1 para todo k € N, de novo pela defini¢ao de infimo (por
qué?). Logo, o Teste da Raiz implica que ) a,x™ é divergente se |z| > r.

Finalmente, se ({/]a,|) é convergente entdo para qualquer A > lim {/]a,|
existe Ny € N tal que m < X para n > Ny, como se deduz facilmente
tomando ¢ = A — lim W na definicao de lim W . Portanto, todo
A > lim {L/a_n\ pertence ao conjunto no membro a direita em (27.6). Por
outro lado, se X' < lim {/]a,|, tomando ¢ = lim {/|a,| — N’ na defini¢io de
lim {/]a,|, deduzimos facilmente que existe Ny € N tal que X' < /[a,| para

todo n > Ny e, portanto, \' é uma cota inferior do conjunto no membro a
direita em (27.6). Logo L = lim {/|a,|. O

Como consequéncia do Teste M de Weierstrass temos o seguinte im-

portante fato sobre séries de poténcias.

Teorema 27.4

A série de poténcias Y a,x"

converge uniformemente em todo intervalo

fechado [—s, s] se 0 < s < r, onde r é o raio de convergéncia da série.

Prova: A série ) a,x™ é absolutamente convergente para todo = € (—r,r).
Em particular, a série »_ |a,|s" é convergente. Como, para x € [—s, s] temos
la,x™| < |an|s”, segue do Teorema 27.2 que a série ) a,z" converge uni-

formemente em [—s, s|. O

Exercicios 27.1
1. Mostre que limz/(z +n) = 0 para todo & > 0. Mostre que para todo
a > 0 a convergéncia é uniforme no intervalo [0, a], mas nao é uniforme

no intervalo [0, o).

2. Mostre que limnz/(1 + n?2?) = 0 para todo x € R. Mostre que para
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10.

11.

todo @ > 0 a convergéncia é uniforme no intervalo [a, c0), mas nao é

uniforme no intervalo [0, co).

Mostre que a sequéncia de fungoes f,(z) := nz/(1 + nx) converge
pontualmente em [0, o0). Mostre que para todo a > 0 a convergéncia é

uniforme no intervalo [a, 00), mas nao é uniforme no intervalo [0, c0).

Mostre que a sequéncia de fungoes f,(x) := z"/(1 + 2™) converge
pontualmente em [0,00). Mostre que para todo 0 < a < 1 e todo
1 < b < oo a convergéncia ¢ uniforme nos intervalos [0, a] e [b, 00), mas

a convergéncia nao ¢ uniforme em [0, 00).

Mostre que se (f,) e (g,) convergem uniformemente em A C R para

f e g, respectivamente, entdo (f, + g,) converge uniformemente em A
para f + g.

Mostre que se (f,) e (g,) sdo sequéncias de fungoes limitadas em A C R
que convergem uniformemente em A para f e g, respectivamente, entao

(fngn) converge uniformemente em A para fg.

Seja (f,) uma sequéncia de fungoes convergindo uniformemente para f
em A e que satisfaz |f,,(x)] < M para todo n € N e todo z € A. Se g
é uma fungao continua no intervalo [—M, M|, mostre que a sequéncia

(g o fn) converge uniformemente para g o f em A.

Mostre que a série de fungoes Y >, 2"(1 — z™) converge pontualmente
para € (—1,1]. Mostre que para todo 0 < a < 1 a convergéncia ¢é
uniforme no intervalo [—a, a.

Prove que se a série de fungdes Y |f,(x)| converge uniformemente em
A C R, entao ) fn(x) também converge uniformemente em A.

Se L = lim {/|a,|, prove que as séries de poténcias » - a,z*" e

S @,z tém ambas raio de convergéncia igual a 1/v/L.
Determine o raio de convergéncia de cada uma das séries de poténcias:
© 2 n.
(a) > _pzon’z™;
00 2
(b) > aioa™a™;
(c) Xprgavram.
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Aula 28 — Cambio de Limites

Metas da aula: Estabelecer os principais resultados sobre troca de
ordem de operacoes de limite, os quais fornecem condicoes para a preservacao
de propriedades como continuidade, integrabilidade e diferenciabilidade na

passagem ao limite de uma seqiiéncia de fungoes.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Conhecer o resultado que garante a continuidade do limite uniforme de

uma seqiiéncia de fungoes continuas e algumas de suas aplicagoes.

e Conhecer o resultado que garante a integrabilidade do limite uniforme

de uma seqiiéncia de fungoes integraveis e algumas de suas aplicacoes.

e Conhecer o resultado que garante a diferenciabilidade do limite de
uma seqiiéncia de fungoes diferenciaveis cujas derivadas convergem uni-

formemente e algumas de suas aplicacoes.

Introducao

Como foi dito na aula anterior, a questao central sobre limites de
seqiiéncias de fungoes é aquela sobre a preservacao na passagem ao limite
de certas propriedades verificadas pelos membros das sequéncias. Nesta
aula estabeleceremos resultados que tratam dessa questao em relagao as pro-
priedades de continuidade, integrabilidade e diferenciabilidade. Todas essas
propriedades sao definidas a partir de operacoes de passagem ao limite. As-
sim, a questao da sua preservacao no limite de uma seqiiéncia de funcoes
se reduz ao problema de sabermos em que circunstancias podemos trocar a
ordem das operacoes de limites referentes a seqiiéncia de fungoes e a pro-
priedade particular verificada por cada membro da seqiiéncia. Por exemplo,
se (fn) é uma seqiiéncia de fungoes continuas, num intervalo I, que converge
a uma funcao f em I, a questao de saber se f é continua em I se reduz ao

problema de saber se
lim lim f,(x) Z lim lim fulz).

n—oo r—T T—T Nn—00

Passemos ao estudo dessa questao.
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Preservacao da Continuidade

O seguinte resultado estabelece a possibilidade de executarmos um
cambio de limites entre o limite no indice dos membros de uma seqiiencia
de funcoes definidas num conjunto A e o limite de cada um dos membros

quando x tende a um ponto de acumulacao = de A.

Teorema 28.1
Suponhamos que f,, — f uniformemente num conjunto A C R. Seja & um
ponto de acumulacao de A, e suponhamos que

lim f,(z) = L, n=123,.... (28.1)

T—T

Entao (L,) converge e
lim f(z) = lim L,. (28.2)

r—x n—oo

A equagao (28.2) pode ser escrita na forma

lim lim f,(z) = lim lim f,(z). (28.3)

T—T N—00 n—oo r—r

Prova: Seja ¢ > 0 dado. Pelo Critério de Cauchy 27.1 para convergéncia
uniforme aplicado & seqiiéncia (f,,), existe Ny € N tal que se n > Ny, m > Ny,
entao

|fu(z) — fin(2)| < € para todo x € A. (28.4)

Fazendo © — = em (28.4), obtemos
|Ln_Lm’ §€ paranZNOamsz

de modo que (L,) é uma seqiiéncia de Cauchy e portanto converge, digamos

para L.
Agora,

[f(2) = LI < |f(2) = fu@)| + [fu(x) = Lol + | Ln = L]. (28.5)

Primeiro escolhemos n tal que

1f(z) — fulz)] < % para todo z € A, (28.6)
o que é possivel pela convergéncia uniforme de (f,), e tal que
L, — L| < % (28.7)

Entao, para esse n, escolhemos uma vizinhanga de z, V' = Vj(z), tal que

|fn(x)—Ln|§§ sex €VNA z#7. (28.8)
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Substituindo as desigualdades (28.6), (28.7) e (28.8) em (28.5), obtemos que
|f(x)—L| <e sex €VNA z#z,

o que ¢é equivalente a (28.2). O

Segue imediatamente do Teorema 28.1 o seguinte resultado cuja veri-

ficacao deixamos para vocé como exercicio.

Teorema 28.2
e (fn) é uma sequéncia de fungoes continuas em A C R e se f, — f

uniformemente em A, entao f é continua em A.

Preservacao da Integrabilidade

No Exemplo 27.1(e) vimos que a sequéncia (f,,), com f,(x) := nx(l —
2?)", x € [0,1], converge pontualmente para a fungao identicamente nula,
f(z) =0,z €[0,1]. Se gn(x) := —3(1 —2?)"™, = € [0,1], entdo fu(z) =
59, (). Assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo temos

n 1

/fn = /g;(a:)dx: n (gn(1) — g,(0)) = (5)_6_

n—i—l n+1 n+1

Portanto, neste caso temos

n—oo n—oo

lim fn( )dx = % #0 :/0 lim f,(x)dz

O resultado seguinte implica, em particular, que a sequéncia ( f,,) que acabamos
de considerar nao converge uniformemente em [0, 1], pois se a convergéncia
fosse uniforme seria possivel o cambio entre lim e fo como atesta o seguinte

n—oo

teorema.

Teorema 28.3
Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em R[a, b] e suponhamos que (f,,) con-

verge uniformemente em [a, b] para f. Entao f € Rla,b| e vale

/ f = lim fn (28.9)

n—oo

Prova: Segue do Teorema 27.1 que, dado € > 0, existe Ny = Ny(e) tal que
se n > Ny, m > Ny, entao

—e < fulz) = fiu(z) < e para x € [a, b].
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Dai, pelo Teorema 24.3, segue que

ctv-a< [ [hns0-a

, o N - b , .
Como ¢ > 0 ¢ arbitrdrio, a sequéncia numérica ([’ f,) é uma sequéncia de
a

Cauchy em R e portanto converge para algum nimero, digamos L € R.

Mostremos agora que f € Ra,b] e f f = L. Com efeito, dado € > 0,
seja Ny(e) tal que se n > Ny(e), entdo |f,(z) — f(x)| < € para todo = € [a, b].
Se P := {([&i_1, ], ;) } ¥, é uma particio aferida de [a,b] e n > Ny(¢), entdo

1S(fu;P) — S — ft) (@i — zi1)

> f@)[(xi — i)

Z€<CL’Z‘ — ZL'Z'_1> = 6(6 — CL).
Agora escolhemos p > Ny(¢) tal que | f: fp—L| <eesejad =d(ep) tal que

|/ Ip— fp, ) <e sempre que H73|| < 4.

Entao temos
SULP) — LI < IS5 P) = S P)| + S(fyi P /fp|+|/ fo- L
eb—a)+e+e=c(b—a+2).

Como e > 0 é arbitrario, segue entdo que f € R[a,b] f f = L, como
desejado. 0

Preservacao da Diferenciabilidade

Mencionamos em aula passada que Weierstrass mostrou que a funcao

definida pela série
= Z 2% cos(3%2)
k=0

é continua em todo ponto mas nao é diferenciavel em nenhum ponto de R

(veja Figura 28.1). Considerando-se as somas parciais dessa série, obtemos
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uma sequéncia de fungoes (sy) diferencidveis em todo ponto, a qual con-
verge uniformemente pelo Teste M de Weierstrass 27.2. Assim, apesar da
sequéncia de fungoes diferenciaveis (sy) convergir uniformemente, a fungao
limite f(z) nao é diferencidvel em nenhum ponto. Isso mostra que a con-
vergéncia uniforme de fungoes diferenciaveis nao implica a diferenciabilidade

da funcao limite.

Figura 28.1: A fungao de Weierstrass.

Mostramos a seguir que se a sequéncia (f,,) converge num intervalo li-
mitado I e a sequéncia das derivadas (f]) é uniformemente convergente em
I entdo a funcao limite de (f,,) é diferenciavel em todo ponto de I. Na ver-
dade, como veremos, a convergéncia uniforme de ( f,,) decorre da convergéncia

uniforme de (f]) e da convergéncia de (f,(x)) para algum z, € I.

Teorema 28.4

Seja I C R um intervalo limitado e seja (f,,) uma sequéncia de fungoes difer-
enciaveis em I com valores em R. Suponhamos que existe xo € I tal que
(fu(zg)) converge, e que a sequéncia (f') das derivadas converge uniforme-
mente em [ para uma fungao g. Entao a sequéncia (f,) converge uniforme-

mente em [ para uma funcao f que possui derivada em todo ponto de [ e

f'=9

Prova: Sejam a < b os pontos extremos de [ e seja x € I um ponto arbitrario.
Se m,n € N, aplicamos o Teorema do Valor Médio 22.4 a diferenca f,,— f,, no
intervalo de extremos xy e . Concluimos que existe um ponto y (dependendo

de m, n) tal que
fn(@) = fu(@) = fin(@0) = fnl@o) + (= 20) ([, (y) — o).

S8 CEDERJ
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Portanto temos

[ frn = fall < [fimlzo) = falzo)| + (b= )| £, — full- (28.10)

Segue de (28.10) e da hipétese de que (f,(zg)) é convergente, aplicando o
Teorema 27.1, que (f,) é uniformemente convergente em I. Seja f o limite
da sequéncia (f,). Como todas as f, sdo continuas em [ e a convergéncia é

uniforme, segue do Teorema 28.2 que f é continua em [.

Para estabelecer a existéncia da derivada de f num ponto ¢ € I, apli-
camos o Teorema do Valor Médio 22.4 a f,, — f, num intervalo com pontos
extremos ¢ e z. Concluimos que existe um ponto z (dependendo de m, n)

tal que

(fm(@) = fal@)) = (fm(c) = fulc)) = (& = ) (fru(2) = [1(2))-
Portanto, se x # ¢, temos

S (@) — fm(c) — ful@) = fulc)

r—cC r —cC

< | fo = fall

Como (f]) converge uniformemente em I, dado € > 0 existe N; = N;(e) tal

que se m,n > Nj e x # ¢, entao

S (@) = fmlc) — fu(z) — fulc)

r —C r —cC

<e. (28.11)

Tomando o limite quando m — oo em (28.11), obtemos

f(x) — f(c) o fn(x) B fn(c>

r —C r —cC

<eg, (28.12)

se x #cen > Ni. Como g(c) = lim f/ (c), existe Ny(¢) tal que se n > Ny(e),
entao |f!(c) — g(c)| < e. Agora, seja N = max{Ny, No}. Como f}(c) existe,

podemos encontrar dy(g) tal que se 0 < |z — ¢| < dn(€), entao

fn(x) — fn(e)

Tr —cC

— In(o)

<e. (28.13)

Combinando (28.12) com n = N e (28.13), concluimos que se 0 < |z — ¢| <

dn(g), entao

< 3e.

'f@:) SEICI

Tr —cC

Como € > 0 é arbitrério, isso mostra que f’(c) existe e ¢ igual a g(c). Como

¢ € I é arbitrario, concluimos que f' =g em I. OJ
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Aplicacao as Séries de Poténcias

Vimos na aula passada que o estudo das séries de fungoes > f,, se
reduz ao estudo das sequéncias de fungoes considerando-se a sequéncia das
somas parcias (sy)¥_;, S8 = Yooy fo. Vimos também que as séries de
poténcias Y~ a,(x—x0)" ocupam lugar destacado entre as séries de fungoes
e que no caso das séries de poténcias é usual adotarmos como indice inicial
n = 0, além de nao haver perda de generalidade em cosiderarmos apenas
o caso rg = 0. A seguir vamos aplicar as séries de poténcias os resultados
sobre preservacao de continuidade, integrabilidade e diferenciabilidade que

acabamos de estabelecer.

Teorema 28.5
Se r > 0 é o raio de convergéncia da série Y a,z", entdao a funcao f :

—r,r) — R, dada por f(z):=> > a,z", é continua.
( 9 ) ) p n=0 )

Prova: Pelo Teorema 27.4 temos que para todo 0 < s < r a série Y _ a,x"
converge uniformemente em [—s, s|. Assim, pelo Teorema 28.2 segue que f é
continua em [—s, s] para todo 0 < s < r e portanto f é continua em (—r,7r)

como afirmado. O

Teorema 28.6 (Integracao termo a termo)

Se r o raio de convergéncia da série de poténcias »_ a,z" e [a,b] C (—r,7),

b a
/ O anayde=>" n—:l(b"“ —a™h). (28.14)

Prova: Pelo Teorema 27.4 com s = max{|a|,|b|} < r, temos que a con-

entao

" ¢é uniforme no intervalo [a,b]. Logo, como a inte-

vergéncia de Y a,x
gral da série é a integral do limite quando N — oo das somas parciais
SN = ZLD a,x", pelo Teorema 28.3 segue que a mesma coincide com o
limite quando N — oo da integral das somas parciais, fab sy. Estas ultimas
por sua vez coincidem com as somas parciais da série a direita em (28.14)

donde concluimos que vale a equagao (28.14). O

Teorema 28.7 (Derivagao termo a termo)

Se o raio de convergéncia da série de poténcias Y~ a,z™ é r > 0, entao
o raio de convergéncia da série de poténcias obtida derivando-se termo a
termo, Y 7 na,z" ', também ¢ igual a r. Além disso, se f : (—r,r) — R
é definida por f(z) = > .~ a,z", entdo f é diferencidvel em (—r,7) e a
derivada f’: (—r,7) — R é dada por f'(z) => " na,z" '
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Prova: Para qualquer z # 0, a série S; := > >7 na,z"" ' converge se e
somente se a série Sy := Y >°  na,x™ converge, ja que Sy = xS5;. Portanto, o

n=1 coincide com o raio de convergéncia

raio de convergéncia de y ° na,x
de Y7  na,z™, o qual denotaremos por r’. Lembremos que dizer que certa
propriedade vale ultimadamente para os membros de uma dada sequéncia
(x,) significa que existe Ny € N tal que a propriedade vale para x, com

n > Ny. Seja

L :=inf{\ > 0 : existe Ny € N tal que {/|a,| < X para n > Ny}

L' :=inf{\ > 0 : existe My € N tal que /n3/|a,| < X para n > M}

Pelo que foi visto na aula passada temos que r =1/Ler’ =1/L".

Consideremos os conjuntos

A:={\>0 : existe Ny € N tal que {/|a,| < A paran > Ny}

A= {\ >0 : existe My € N tal que {/ni/|a,| < X paran > My},

de modo que L = inf A e L’ = inf A’. Como lim,, .o, ¥/n = 1, segue que
A € A se, e somente se, A € A’ (por qué?), e portanto A = A’. Logo, L = L/
e entao concluimos que r’ = r, ou seja, as séries >0 a,z" e Y 0 naz" !
tém o mesmo raio de convergéncia r.

Agora, para todo z € (—r,r) temos que f(z) := Y a,z" é o limite da
sequéncia de somas parciais (sy(2))%_,, com sy(z) = SN a,2", enquanto
g(x) =377 na,a" ! é o limite da sequéncia de somas parciais (s (2))%_;,
onde sy (x) é a derivada de sy (x). Como a sequéncia de fungoes (sy) converge
uniformemente em [—s, s] para todo 0 < s < r, segue do Teorema 28.4 que
g é a derivada de f, isto é, g(z) = f'(x) para x € (—r,7), 0 que equivale a
dizer que f'(x) =3 07 naza" . O

Exercicios 28.1
1. Suponhamos que (f,,) é uma sequéncia de fungées continuas num inter-
valo I que converge uniformemente em / a uma funcao f. Se (z,) C [

converge a rg € I, mostre que lim f,,(z,) = f(xo).

2. Mostre que a sequéncia (2" /(1 + 2™)) nao converge uniformemente em
0, 2] usando o fato de que a fungao que é o limite pontual da sequéncia

em [0, 2] nao é continua em [0, 2].
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. Determine o limite pontual em [0, 1] da sequéncia (f,), com f,(z) :=

1/(1 4 x)™, e diga se a convergéncia ¢ uniforme ou nao.

. Seja g, 1 [0,1] — R dada por g,(z) := nz(l — 2)". Mostre que para
todo z € [0, 1] a sequéncia (g,(x)) converge, que a convergéncia de (gy,)

nao é uniforme em [0, 1], mas que ainda assim vale

1 1
/ (lim g,,) = lim/ Gn-
0 0

. Seja {ry,ra,..., 7y, ...} uma enumeragdo para os numeros racionais
em [ := [0,1], e seja f, : I — R definida por f,(z) = 1, se z €
{ri,ra, ...}, e fulz) = 0, se x € T\ {ry,re,...,m}. Mostre que
fn é integravel a Riemann para cada n € N, que fi(z) < fo(z) <

- < fulx) < --- e que f(x) = lim f,(x) é a funcdo de Dirichlet
(f(x):=1,2€QnN|0,1], f(z) :==0, 2z € [0,1] \ Q) que nao é integravel

a Riemann.

. Seja f(z) := 2"/n para x € [0,1]. Mostre que a sequéncia (f,) de
funcoes diferenciaveis converge uniformemente para uma funcao dife-
rencidvel f em [0, 1], e a sequéncia das derivadas (f}) converge pon-

tualmente em [0, 1] para uma fungao g, mas que g(1) # f'(1).

. Seja gp(x) == e ™ /n para x > 0, n € N. Mostre que (g,(z)) e
(g, (x)) convergem para todo > 0. Sejam g(x) := lim g, (z) e h(z) =
lim ¢/ (z), para x > 0. Determine, caso exista, o > 0 tal que h(xg) #

g (o).

. Seja I := [a,b] e seja (f,) uma sequéncia de fungoes f, : I — R que
converge pontualmente em [ para f. Suponhamos que cada derivada
/! é continua em I e que a sequéncia (f) é uniformemente convergente
a g em I. Prove que f(z) — f(a) = [T g(t)dt e que f'(z) = g(z) para
todo z € I.

N . ~ I l n . _
. Mostre que a sequéncia de funcdes g, () := x+ 2" converge uniforme
mente no intervalo [0, 1] para uma funcao diferencidavel g e a sequéncia

das derivadas g;, converge pontualmente para em [0, 1], mas ¢’ # lim g,,.

. Seja r o raio de convergéncia da série de poténcias > a,z". Mostre
por inducao que, para todo k € N, a fungao f : (—r,r) — R, definida

por f(x) := > a,z™, possui derivada de ordem k continua em (—r, 7).
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n>k

Em particular, a, = f*(0)/k!.
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Aula 29 — Funcoes Exponenciais e Logaritmos

Metas da aula: Definir rigorosamente a funcao exponencial e® e a funcao

logaritmo log z bem como outras fungoes obtidas a partir destas.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Conhecer a definicao formal da fungao exponencial e* e a partir dela

provar proposicoes elementares envolvendo esta funcao.

e Conhecer a definicao formal da funcao logaritmo logx e saber usa-la

na prova de propriedades basicas desta funcao.

e Saber como sao definidas as poténcias z¢, x > 0, para qualquer a € R,

e os logaritmos log, z, x > 0, para a > 0, a # 1.

Introducao

Nesta aula vamos definir rigorosamente a funcao exponencial e* e a
funcao logaritmo log x, e vamos deduzir algumas de suas propriedades mais
importantes. Em aulas anteriores assumimos alguma familiaridade com es-
sas fungoes com o propésito de discutir exemplos. Consideramos que este
¢ um momento adequado para darmos uma definicao matematica rigorosa
para essas fungoes tao importantes, a fim de estabelecer em bases firmes sua

existéncia e determinar suas propriedades basicas.

A Funcao Exponencial

Antes de dar a definicao da funcao exponencial vamos provar o seguinte

lema.

Lema 29.1
A série de poténcias ) - ;2" /n!, onde adotamos a convengao 0! := 1, possui
raio de convergéncia r = 4+o00. Em particular, a série Y x™/n! converge

uniformemente em [—A, A] para todo A > 0.

Prova: Neste caso temos a, := 1/nl. Vamos provar que lim {/|a,| = 0, o
que implica imediatamente que r = +o00. De fato, temos

— — 1
] T 1/l R
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Assim, dado € > 0, existe N € N tal que |a,+1|/|a,| < /2 para todon > N.

Logo, para n > N, temos

0 < Vlan| = V/l]an|{

|an|_¢/—n |@n| |@N+1|
aw] — Vel

anal  Jax]

€ — n
< Yfanl(G)
Como lim,, .o, V/|lax| =1e limnaoo(g)(”_m/” = 5, existe Ny € N tal que se

n > Ny, entao
an](5) M <,

o que prova que lim {/|a,| = 0. Segue dai que r = +o0.
O fato de que > 7 z"/n! converge uniformemente em [—A, A] para
todo A > 0 segue diretamente do Teorema 27.4. 0

Com base no Lema 29.1 definimos a funcao £ : R — R por

n

E(z) := Z %

n=0

Teorema 29.1
A fungao E: R — R, E(z) := >~ a"/nl, satisfaz:

(el) E'(x) = E(x) para todo = € R.

(€2) E(0) = 1.

Além disso, se F : R — R também satisfaz (i) e (i), entdo E(x) = E(x)
para todo x € R. Em outras palavras, £/ : R — R é a tnica funcao de R em
R satisfazendo (el) e (e2).

Prova: Pelo Teorema 28.7, E ¢é diferenciavel em todo x € R e E'(z) ¢é
dada pela série das derivadas dos termos da série que define E(x). Como
(z"/n!) = 2" 1/(n — 1) se n > 1, obtemos E’'(z) = F(x), o que prova (el).
A afirmagao (e2) decorre trivialmente da definicao de E(x), = € R.
Provemos agora a unicidade da funcao F satisfazendo (el) e (e2). Ob-
servemos inicialmente que qualquer funcdo E : R — R satisfazendo (el)
possui derivada de ordem n para todo n € N e E™(z) = E(x) para z € R,

o que pode ser facilmente provado por Indugao Matematica (como?).
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Suponhamos entao que E; e Fy sao duas funcoes de R em R satisfazendo
as propriedades (el) e (e2), e seja F': R — R definida por F(z) := Ey(z) —
Ey(z). Temos

F'(z) = Ei(z) — Ey(x) = Er(z) — Ea(z) = F(z)
para todo x € R e
F(0) = E1(0) — E5(0) =1—1=0.

Também podemos facilmente provar por inducao que F' tem derivadas de
todas as ordens e F"(z) = F(x) paran € Ne z € R.

Seja xz € R qualquer e denotemos por I, o intervalo fechado de extremos
0 e 2. Como F é continua em I, existe K > 0 tal que |F'(t)| < K para todo
t € I,. Se aplicarmos o Teorema de Taylor a F' no intervalo I, e usarmos o
fato de que F*)(0) = F(0) = 0 para todo k € N, segue que para cada n € N

existe um ponto ¢, € I, tal que

F(xz) = F(0) + F,l(!o)x—l—-"%*%x”_ljth”
-
Portanto, temos
K|x|™

|F(x)] < para todo n € N.

n!

Como lim(|z|™/n!) = 0 (por qué?) deduzimos que F(z) = 0. Como z € R
foi tomado arbitrariamente, concluimos que F;(x) — Ey(z) = F(z) = 0 para
todo x € R. ]

A funcao F : R — R é chamada funcao exponencial e é usualmente

apresentada com as notagoes

xT

exp(x) := E(x) ou e":= E(x) para x € R.

O numero e := E(1) é chamado o nimero de Euler. O nome funcao expo-

nencial e a notagao e* para F(z) se justificam pelo teorema a seguir.

Teorema 29.2

A funcao exponencial satisfaz as seguintes propriedades:

(e3) E(z) # 0 para todo = € R;
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(ed) E(x+vy) = E(z)E(y) para todos z,y € R;
(eb) E(r) = e" para todo r € Q.

Prova: (e3) Vamos fazer a prova por contradigao. Seja z € R tal que F(z) =

0, e seja I, o intervalo fechado com extremos 0 e z. Pela continuidade de F,

existe K > 0 tal que |E(t)] < K para todo t € I,. O Teorema de Taylor

implica que para cada n € N existe um ponto ¢, € I, tal que

E'(z) ECD(z)
T T

(=2)".

Assim temos 0 < 1 < (K/n!)|z|™ para todo n € N, o que nos da uma

1= B(0) = E(z) + (=)D 4

(—2)+---+

B E®) (Cn)
N n!

contradigao ja que lim(K/n!)|z|" = 0 quando n — oo.
(e4) Fixemos y € R. Por (e3) temos que E(y) # 0. Seja FF: R — R

definida por
E(x +y)

E(y)
Claramente temos F'(z) = E'(x +vy)/E(y) = E(z +y)/E(y) = F(x) para
todo x € R. Além disso, F(0) = F(0 + y)/E(y) = 1. Segue entao da
unicidade da funcao E (v. Teorema 29.1) que F'(x) = E(z) para todo z € R.
Portanto, E(x +y) = E(x)E(y) para todo x € R. Como y € R é arbitrério

concluimos que vale (e4).

F(z) = para z € R.

(e5) Do item (e4), por Indugao, segue que se m € N, z € R, entao
E(mz) = E(x)™.

Em particular, fazendo x = 1 obtemos E(m) = E(1)™ = €™ para todo
m € N. Por outro lado, 1 = E(0) = E(m + (—m)) = E(m)E(—m), donde
segue que F(—m) = 1/E(m) =1/e™ = e~™ para todo m € N. Além disso,

donde obtemos que F(1/n) = /™ para todo n € N. Portanto, se m € Z,
n € N, temos

E(m/n) = (E(1/n))™ = (e'/")™ = ™",
o que prova (eb). O

Teorema 29.3
A funcao exponencial E é estritamente crescente em R e tem imagem igual

a{ye€R:y>0} Além disso, temos
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(€6) lim, o E(x) =0 e lim, ., E(z) = oco.

Prova: Sabemos que F(0) =1 > 0 e E(x) # 0 para todo x € R. Como F é
continua em R, segue do Teorema do Valor Intermediario 16.3 que E(z) > 0
para todo x € R. Portanto, F'(x) = E(z) > 0 para z € R, de modo que E é

estritamente crescente em R.

Agora, da defini¢ao de F vemos claramente que E(x) > 14z se x >0
e, portanto, e = F(1) > 14+ 1 = 2. Logo, E(n) = e" > 2" para n € N, donde
segue que E(n) — oo quando n — oo (por qué?). Como E ¢ crescente segue
que

lim E(x) 2 Jim E(n) = oo.

Do mesmo modo, como 0 < E(—n) = 1/E(n) < 1/2" — 0 quando n — oo,
segue que
lim E(z)= lim E(—n)=0.

Segue entao do Teorema do Valor Intermediario 16.3 que todo y > 0 pertence

a imagem de E, o que conclui a prova. l

A Funcao Logaritmo

Vimos que a funcao exponencial £ é uma funcao estritamente crescente
diferencidvel com dominio R e imagem {y € R : y > 0}. Segue entao que £
possui uma fungao inversa L : (0,00) — R. A funcdo L : (0,00) — R, inversa
de E, é chamada logaritmo (ou logaritmo natural) e é usualmente denotada

por log ou In (veja Figura 29.1).

I (%) (1’0/

Figura 29.1: A esquerda, o grafico da funcao F. A direita, o grafico da

funcao L.

Como E e L sao funcoes inversas uma da outra, temos

L(E(x)) ==z para todo x € R
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E(L(y)) =y para todo y > 0.

Essas férmulas também podem ser escritas na forma

loge® =z, €8y = y.

Teorema 29.4
A fungao logaritmo L : (0,00) — R é estritamente crescente, possui imagem

igual a R e satisfaz as seguintes propriedades:

(Inl) L'(x) =1/x para x > 0.

(In2) L(zy) = L(z) + L(y) para > 0, y > 0.

(In3) L(1)=0¢e L(e) = 1.

(In4) L(z") = rL(x) parax >0, r € Q.

(Inb) lim, oy L(z) = —00 e lim, .o, L(z) = 0.

Prova: Que L é estritamente crescente em (0,00) com imagem igual a R
segue do fato de que E ¢é estritamente crescente em R com imagem igual a
{y eR : y >0}

(Inl) Como E'(x) = E(xz) > 0, segue da Férmula da Derivacao da
Funcao Inversa 21.2 que L é diferenciavel em (0,00) e
1 1

1
= Bi@) " El@) "z para x € (0,00).

L(x)

(In2) Sex > 0 ey > 0, sejam u := L(x) e v := L(y). Entao temos
x = FE(u) e y = E(v). Segue da propriedade (e4) do Teorema 29.2 que

2y = E(w)E(v) = E(u+v),

de modo que L(zy) = L(E(u+v)) = u+v = L(x) + L(y), o que prova (In2).
(In3) A propriedade (In3) segue imediatamente das relagoes E(0) = 1
e E(1) =e.
(In4) Esse fato decorre de (In2) e Indugao Matemética para r =n € N

e ¢ extendido para r € Q por argumentos semelhantes aos usados na prova
de 29.2(eb).

(In5) Para estabelecer (In5), primeiro observamos que o fato de que

2 < e implica lime™ = oo e lime™ = 0. Como L(e") =n e L(e™") = —n,
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segue do fato de que L é estritamente crescente que

lim L(z) = lim L(e") = lim n = oo

—00 n—o00 n—o00
e lim L(z)= lim L(e™") = lim —n = —c0.
rz—0+ n—00 n— oo

O

Funcoes Poténcias

Ja discutimos em aula passada a funcao poténcia x — ", x > 0, onde
r é um numero racional. Por meio das fungoes exponencial e logaritmo pode-
mos estender a nocao de funcao poténcia para além dos racionais abarcando

poténcias reais arbitrarias.
Definigao 29.1
Se a € R e x > 0 definimos
%= e*8% = B(aL(x)).
A funcao z +— z® para x > 0 é chamada a funcao poténcia com expoente a.

Observe que a Definicao 29.1 é claramente consistente com a defini¢ao

que haviamos dado na Aula 19 no caso em que « é racional.

Nos dois teoremas enunciados a seguir estabelecemos diversas propriedades
bem conhecidas das fungoes poténcias. Suas demonstracoes seguem imediata-
mente das propriedades das fungoes exponencial e logaritmo e serao deixadas

para vocé como exercicio.

Teorema 29.5
SeaeR,z>0ey >0, entao:

1 1o =1,

2. % >0,

«

3. (zy)* = x*y?,

4 (z/y)* == /y~.
Teorema 29.6
Se o, €R ez € (0,00), entao:

1. 28 = 222,

149 CEDERJ




Funcdes Exponenciais e Logaritmos

ANALISE REAL !

CEDERJ

2. (x2)F = 2P = (aP)",
3. a7 =1/z°,
4. se a < 3, entdao 2 < 2% para z > 1.

O préximo resultado trata da diferenciabilidade das funcoes poténcias.

Teorema 29.7
Seja a € R. Entao a funcao (-)* : (0,00) — R, & — 2%, é continua e

diferencidvel em (0, 00), e

a—1

Dz® = ax para z € (0,00).

Prova: O resultado é consequéncia da Regra da Cadeia, da qual também

temos

Dz® = De®08% = e2log® . D(qlog x)

= 2% 2 = ago! para x € (0,00).

T

A Funcao log,

Se a > 0, a # 1, algumas vezes ¢é 1til termos definida a funcao log,.

Definicao 29.2
Seja a > 0, a # 1. Definimos

log x

log,  : para z € (0,00).

- log a
Para z € (0,00), o nimero log,  é chamado logaritmo de x na base a.
Observe que log, = log ja que loge = 1. O caso a = 10 nos d4 o logaritmo na

base 10 (ou logaritmo comum) que é frequentemente usado em computagoes.

Exercicios 29.1
1. Mostre que se 0 <z <aen €N, entao

I+ 54+ < <l +
—_— DY —_— e —_— DY .
1! nl T 7 1! (n—1)! n!
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. Mostre que se n > 2, entao

< 1.

1 1
O<en!l—(14+14+=+--+—]nl<

21 n! n+1

Observe que se e fosse um nimero racional, entao e n! seria iteiro para
n € N suficientemente grande. Use este fato e a desigualdade acima

para concluir que e nao é um numero racional.

. Se x > 0 en €N, mostre que

1 . —xz)"
:1_1'4_1*2_3:3_1__’_(_1')”_1_‘_&
r+1 1+2x
Use isso para mostrar que
$2 x3 " T (_t)n
1 D=z —— 4" — .4 (=11 ~—dt
ogx+1)=u 2—1—3 + (—1) n+/0 1
e que
2 8 2 1
1 1) — — (=) <
og(x +1) (x 5 T3 + (1) n)‘ ]

Use o item anterior para calcular log 1.1 e log 1.4 com precisao de quatro
casas decimais. Quao grande devemos escolher n na desigualdade do

item anterior para calcular log 2 com precisao de quatro casas decimais?

Mostre que log(e/2) = 1 — log2 e use esta equagao para calcular log 2

com precisao de quatro casas decimais.

Seja f : R — R tal que f'(z) = f(x) para todo = € R. Mostre que
existe K € R tal que f(x) = Ke® para todo x € R.

Demonstre as afirmagoes do Teorema 29.5.
Demonstre as afirmacoes do Teorema 29.6.

(a) Mostre que se a > 0, entdo a fungdo = +— z® é estritamente
crescente em (0,00) e que lim, oy 2% =0 e lim,_, % = oco.
(b) Mostre que se a@ < 0, entdo a funcao x +— x® é estritamente

decrescente em (0,00) e que lim, gy 2% = 00 e lim, o z* = 0.

Prove que se a > 0, a # 1, entdo a'°8«® = g para todo = € (0,00) e

log,(a¥) = y para todo y € R.

MODULO 2 - AULA 29
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Se a > 0, a # 1, mostre que a fungao = — log, z ¢ diferenciavel em

(0,00) e que Dlog, x = 1/(xloga) para z € (0,00).
Sea>0,a#1,z>0ey >0, prove que log,(xy) = log, z + log, v.

Sea>0,a#1,b>0eb#1, mostre que

lo
log, z = (@) log,z 2 € (0,00).

Em particular, mostre que log,, x = (log e/ log 10) log x = (log,, €) log =
para z € (0,00).
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Aula 30 — Funcoes Trigonométricas

Metas da aula: Definir rigorosamente as funcdes trigonométricas.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Conhecer as defini¢oes formais das funcoes cos x e senx e a partir delas

provar proposicoes elementares envolvendo esta fungoes.

Introducao

Além das funcoes exponenciais e logaritmicas existe uma outra familia
muito importante de fungoes transcendentais conhecidas como as “funcoes
trigonométricas”. Essas sao as fungoes seno, cosseno, tangente, cotangente,
secante e cossecante. Em cursos elementares elas sao usualmente introduzidas
em bases geométricas, ora em termos de triangulos, ora em termos de circulos
unitarios. Nesta aula vamos definir essas fun¢oes de maneira analitica e entao
estabelecer algumas de suas propriedades bésicas. Em particular, varias
propriedades das funcoes trigonométricas que foram usadas em exemplos em

aulas anteriores neste curso serao derivadas rigorosamente nesta aula.

Bastara lidarmos com as fungoes seno e cosseno ja que as outras quatro

fungoes trigonométricas sao definidas em termos dessas duas.

As Funcgoes Seno e Cosseno

Comecamos nosso estudo das fungoes seno e cosseno com o seguinte

resultado.

Lema 30.1

A série de poténcias

n 2 4

- (=",
L I
;(Qn)!x ST

tem raio de convergéncia r = co. Em particular, a série converge uniforme-

mente em todo intervalo da forma [—A, A] com A > 0.

Prova: Segue imediatamente do fato de que

o0 o0 k

_1)
2| )"

n
2n
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aplicando-se o Teste M de Weierstrass. 0

Podemos entao definir

C(x) = Z ((;;;:Lx% (30.1)

n=0
Como a série que define C'(x) tem raio de convergéncia r = oo, segue do
Teorema 28.7 que C(x) é infinitamente diferencidavel em R e sua derivada
de ordem k ¢é dada pela série de poténcias cujos termos sao as derivadas
de ordem £ dos termos da série que define C'(x), para todo £k € N. Em

particular, podemos definir
S(a)=-Cla) =) ——a™ ' =a—-+ . (302)

Teorema 30.1
(i) A fungao C(z) satisfaz C"(x) = —C(x), para todo z € R, C(0) =1 e

C’(0) = 0 e é a unica fungao satisfazendo tais propriedades.

(ii) A funcao S(z) satisfaz S”(z) = —S(x), para todo z € R, S(0) =0 e

S’(0) =1 e é a unica fungao satisfazendo essas propriedades.

Prova: (i) O fato de que C(x) satisfaz C"(z) = —C(z), para todo = € R,
C'(0) =1eC’(0) = 0 segue imediatamente da defini¢do de C'(x) por derivagao
da série termo a termo.

Suponhamos que existam duas fungées C (x) e Cy () satisfazendo CJ (z)
—Cj(x), para todo € R, C;(0) = 1 e C}(0) =0, j = 1,2. Seja D(z) :=
Ci(x) — Cy(zx). Entao temos que D”(x) = —D(x), para todo x € R, D(0) =0
e D'(0) = 0. Agora, por inducdo, deduzimos facilmente que D®(0) = 0,
para todo k& € N (por qué?). Temos também que D®¥(z) = (—1)*D(x).
Seja x € R arbitrario e I, o intervalo fechado de extremos 0 e . Como D
é continua, existe K > 0 tal que |D(t)| < K para t € I,. Portanto, temos
|D@R)(t)| < K para todo t € I, e todo k € N. Aplicando o Teorema de
Taylor a D(t) em I, obtemos que existe ¢, € I, tal que

D) =00+ 20, 4 PO s

T e T @y
D(2n)
— (cn)xQn‘
(2n)!
Segue dai que
K‘;U|2n
D <
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e, como lim, o (K|z[*")/((2n)!) = lim, .o (K|z|™)/(m!) = 0, deduzimos
que D(z) = 0. Como z € R ¢é arbitrério concluimos que D(z) = 0 para
todo x € R, donde segue que C}(z) = Cy(x). Isto prova a unicidade de C(x)
com relagao as propriedades C”(z) = —C(z), para todo z € R, C'(0) =1 e
C'(0) =

(ii) A prova de (ii) é inteiramente semelhante a prova de (i) e ficara

para vocé como exercicio. ]

Como conseqiiéncia da defini¢ao de S(z) e do resultado anterior temos

que vale:
(ifi) §'(z) = C(a),
jé que S'(x) = [-C'(2)] = —C"(z) = C(x).

Teorema 30.2

As fungoes C' e S satisfazem a Identidade de Pitagoras:
(iv) (C(x))*+ (S(z))?> =1 para todo z € R.
Prova: Seja f(x) := (C(x))* + (S(x))? para z € R. Entao
['(2) = 20(2)(~S(x)) + 28(x)C(x) =0 paraz € R.

Segue que f(x)

= f(0) para todo x € R. Mas f(0) =1+ 0 = 1 e assim
concluimos que f(z) =

1 para todo x € R. 0

Definicao 30.1
As fungoes C' : R — Re S : R — R definidas por (30.1) e (30.2) sao chamadas

funcao cosseno e funcdo seno, respectivamente, e comumente denotadas por

cosz:=C(x) e senx:=S(x) parazeR.

A equacao diferencial f”(x) = — f(z), satisfeita por C'(z) e S(z), admite
na verdade infinitas solucoes. Porém todas sao obtidas como combinacoes

lineares das fungoes C'(x) e S(z), como estabelecido no resultado a seguir.

Teorema 30.3
Se f: R — R é tal que

f'(x)=—f(z)  paraz€R,
entao existem numeros reais «, ( tais que

f(x) = aC(z) + BS(x) para z € R.
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Prova: Seja g(x) := f(0)C(x)+ f'(0)S(x) para x € R. Vé-se facilmente que
g"(x) = —g(x) e que g(0) = f(0), e como

g'(x) = =f(0)5(x) + f(0)C(x),

segue que ¢'(0) = f’(0). Portanto, a fungdo h := f — g é tal que h'(z) =
—h(x) para todo x € R e h(0) =0, h'(0) = 0. Assim, segue como na prova
do Teorema 30.1 que h(z) = 0 para todo « € R. Portanto, f(z) = g(z) para
todo z € R. O

A seguir vamos deduzir algumas das propriedades basicas das fungoes

COSSeno e seno.

Teorema 30.4

A funcao C' é par e S é impar no sentido que
(v) C(—z) =C(x) e S(—x) = —S(x) para z € R.
Se z,y € R, entao temos as férmulas do cosseno e do seno da soma:
(vi) Oz +y) = C(x)C(y) — S(x)S(y), S(x+y) = S(x)Cy) + C(z)S(y).

Prova: (v) Se f(z) := C(—z) para x € R, entdo vemos facilmente que
f"(x) = —f(x) para x € R. Além disso, f(0) =1 e f'(0) = 0. Portanto, pela
unicidade garantida pelo Teorema 30.1(i), concluimos que C(—z) = C(x)
para todo € R. De modo semelhante, definindo-se g(z) := —S(—z) e
aplicando-se a unicidade de S(z) garantida no Teorema 30.1(ii), mostra-se
que S(—z) = —=S(x).

(vi) Seja y € R dado e seja f(z) := C(x + y) para x € R. Verificamos
facilmente que f”(x) = —f(x) para x € R. Portanto, pelo Teorema 30.3,

existem numeros reais «, 3 tais que
f(x) = Cz +y) = aC(x) + 55(x)
donde obtemos por derivagao
fl(z) = =Sz +y) = —aS(z) + C(z)

para x € R. Fazendo z = 0, obtemos C'(y) = o e —=S5(y) = [, donde segue
Cz+y) = C(x)C(y) — S(x)S(y). A segunda férmula é provada de forma

semelhante. O

A seguir estabelecemos algumas desigualdades que foram usadas em

aulas passadas.
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Teorema 30.5

Sex € R, z > 0, entao temos
(vii) —x < S(x) < ;

(viii) 1— 322 < C(z) <14
(ix) © — %x?’ < S(x) < @

(x) 1— 322 < C(zx) <1— 2%+ La'.

Prova: O Teorema 30.2 implica que —1 < C'(t) < 1 para t € R. Assim, se
x > 0, entao

- S/ C(t)dt < x,
0

donde obtemos (vii). Integrando (vii) de 0 a = obtemos

——x</5

1 1
—éxz <—Cz)+1< 5902.

Assim temos que 1 — 222 < C(x), o que implica (viii).

2

)

l\DI»—

0 que nos da

A desigualdade (ix) segue integrando-se (viii), e (x) é obtida integrando-
se (ix). O

O ntmero 7 serd definido analiticamente a partir do lema seguinte.

Lema 30.2
Existe v € (v/2, /6 — 2¢/3) satisfazendo C(y) = 0 e C(x) > 0 parax € [0, 7).

O numero 2v é a menor raiz positiva da fungao S.

Prova: A desigualdade (x) do Teorema 30.5 implica que C'(z) > 0 se = €
[0,v/2) e que C' tem ao menos uma raiz entre a raiz positiva v/2 de 2> —2 = 0
¢ a menor raiz positiva de z* — 1222 + 24 = 0, que é v/6 — 2v/3. Chamemos
~v a menor dessas raizes. Temos entao que V2 < < V6 — 2v/3. De fato, a

partir de (x) podemos obter por duas integragdes sucessivas que

Lo, 1 4 6
Cx)>1- 5% + a5 e (30.3)

donde segue que v > /2. Mais ainda, a partir de (30.3), também por duas

integragoes sucessivas, obtemos

+ =zt — =%+ =28, (30.4)
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donde podemos concluir que v < /6 — 2v/3.

Segue da segunda férmula no Teorema 30.4(vi) com x = y que S(2z) =
25(z)C(x). Essa relagao implica que S(2v) = 0, de modo que 27 é uma raiz
positiva de S. A mesma relagao implica que se 20 é a menor raiz positiva de
S, entao C'(9) = 0. Como «y é a menor raiz positiva de C', devemos ter 6 = 7.
O

Definicao 30.2

Denotamos por 7 := 27 a menor raiz positiva de S.

Observacao 30.1
A desigualdade V2 < v < A\V6— 23 implica que 2.828 < 7w < 3.185.

Teorema 30.6

As fungoes C' e S sao periddicas de periodo 27, no sentido que
(xi) C(x+27) =C(z) e S(x 4 2m) = S(z) para z € R.
Além disso temos

(xii) S(z)=C(3nr—z) = -C(z+1ir), C(z) = S(37 —x) = S(z + i7) para

2
todo x € R.

Prova: (xi) Como S(2x) = 25(x)C(z) e S(7) = 0, entdo S(27) = 0. Além
disso, se © = y em (vi) C(2z) = (C(z))*> — (S(x))?. Portanto, C'(27) = 1.

Logo, (vi) com y = 27 nos da

O(z +21) = C(2)C(27) — S(z)S(2r) = C(x),

S(x + 27) = S(2)C(27) + C(x)S(27) = S(z).

(xii) Observe que C(%W) =0, jd que v = %7?, e entao (iv) implica que
(S(37))* = 1. Por outro lado, (ix) implica que S(1) > 1 — % > 0, donde
segue que S(z) > 0 para 0 < x < 7 j4 que S(0) = 0, 7 ¢ a menor raiz
positiva de S(z), e 0 < 1 < 7. Logo, S(37) = 1. Usando as igualdades
C(3m) = 0 e S(37m) = 1 juntamente com as férmulas em (vi), obtemos as

relagoes desejadas. [

Exercicios 30.1

1. Mostre que |senz| <1 e |cosz| < 1 para todo = € R.
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. Mostre que a propriedade (vii) do Teorema 30.5 nao vale se z < 0
mas que temos |senz| < |z| para todo # € R. Mostre também que

|senz — | < |z|>/6 para todo = € R.

. Mostre que se x > 0 entao

22 at b 2?2 ot

T <1 T
5 Toq g S8 5 "o

. Mostre que a série de poténcias .~ ﬁx% tem raio de convergéncia

r = 0o. Defina
oo

1 2n
c(x) = ;0 Wm :

Mostre que ¢ tem derivada de ordem k para todo k& € N. Defina
s(z) := (x). Mostre que

; 2n — 1)! L

Mostre que §'(z) := ¢(x). Conclua que:

(i) ¢ satisfaz ¢’(x) = ¢(z) para todo z € R e ¢(0) = 1;
(ii) s satisfaz s”(z) = s(x) para todo z € R e s(0) = 0.

. Mostre que as fungoes ¢ e s do ftem anterior satisfazem (c(z))? —
(s(x))? = 1 para todo # € R. Mostre ainda que ¢ e é a tinica fungao

satisfazendo (i) e s é a tinica funcao satisfazendo (ii) do item anterior.

.Se f: R — R étal que f’(x) = f(x) para todo x € R, mostre que
existem numeros reais a, 3 tais que f(z) = ac(x) + fs(x) para todo
x € R. Aplique isso as funcoes fi(x) = €” e fo(x) = e ® para z € R.
Conclua a partir daf que c(z) = L(e” + ™) e s(z) = 3(e” — ") para
x € R.(As fungdes ¢ e s sao chamadas o cosseno hiperbdlico e o seno

hiperbélico, respectivamente. )

. Mostre que as funcoes ¢, s nos itens precedentes sao par e impar, res-

pectivamente, e que
c(x+y) =clx)e(y) +s(x)s(y),  s(z+y) = s(@)cly) + c(x)s(y),
para todo =,y € R.

. Mostre que ¢(x) > 1 para todo x € R, que ambas ¢ e s s@o estritamente

crescentes em (0, 00), e que lim, o c(z) = lim, . s(z) = co.
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Aula 31 — Topologia na Reta

Metas da aula: Apresentar os conceitos basicos de topologia na reta.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber as propriedades que caracterizam os conjuntos abertos e fechados

da reta.

Introducao

As nocoes de limite e continuidade que foram estudadas em aulas pas-
sadas, relacionadas a conjutos de pontos da reta e funcgoes neles definidas,
podem ser estendidas para conjuntos abstratos quaisquer. A primeira coisa
a fazer para realizar essa extensao ¢ dotar esses conjuntos de uma “topolo-
gia”. Isso significa distinguir uma familia de subconjuntos do conjunto dado,
contendo necessariamente o préprio conjunto e o conjunto vazio, a qual sera
tomada como a familia dos “subconjuntos abertos” do conjunto dado. Essa
familia devera ter necessariamente as duas seguintes propriedades: (i) a uniao
de qualquer colecao de subconjuntos da familia dos abertos deve ser um sub-
conjunto pertencente a essa familia; (ii) o mesmo deve valer para a intersegao
de um ntmero finito de subconjuntos da familia dos abertos. A partir dai
se pode facilmente definir as nogoes de limite de uma sequéncia de pontos,
bem como limite e continuidade de fungoes definidas nesses conjuntos, com
valores em R, por exemplo, o que nao serd feito aqui por estar bem além dos

objetivos deste curso.

A Topologia Geral é a area da matematica que estuda a topologia dos
conjuntos de pontos. Ela envolve muitas outras nog¢oes além do conceito fun-
damental de conjuntos abertos. E uma drea que se situa nos fundamentos
da matematica avancada, servindo como instrumento basico para diversos
ramos dessa vasta ciéncia. As ideias béasicas dessa teoria foram todas moti-
vadas pelos conceitos da Andlise Real e por questoes surgidas no estudo dos

subconjuntos da reta.

Nesta aula serao estudados os elementos bésicos da topologia na reta.
Mais especificamente, vamos definir quem sao os conjuntos abertos da reta
e verificar que os mesmos gozam das propriedades aludidas ha pouco. Va-
mos também estudar algumas propriedades basicas dos complementares dos

conjuntos abertos da reta, chamados “conjuntos fechados”.
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Conjuntos Abertos e Fechados em R

Iniciamos nosso estudo da topologia da reta com a definicao de vizi-

nhanca de um ponto que damos a seguir.

Definicao 31.1
Uma wvizinhan¢a de um ponto x € R é um conjunto V que contém uma

e-vizinhanca V.(z) := (v — ¢,z + ¢) de x para algum ¢ > 0.

Observe que uma vizinhanca de x pode ser um conjunto de qualquer
forma cotendo x; apenas exigimos que além de x esse conjunto também

contenha uma e-vizinhanca de x.

Definigao 31.2

Um subconjunto G de R é aberto em R se para cada x € G existe uma
vizinhanga V' de x tal que V' C GG. Um subconjunto F' de R é fechado em R
se o complementar de F, F'©:= R\ F, é aberto em R.

Da definicao que acabamos de dar deduzimos facilmente que G é um
aberto em R se, e somente se, G é uma vizinhanca de cada um de seus pontos.
Assim, para mostrar que um conjunto G C R é aberto, é suficiente mostrar
que cada ponto em G tem uma e-vizinhanca contida em G, para algum € > 0
que em geral dependerda de x. De fato, G é aberto se, e somente se, para
cada x € G, existe ¢, > 0 tal que (x — .,z +¢,) C G.

Por outro lado, para mostrar que um conjunto F é fechado, é suficiente
mostrar que cada ponto y ¢ F possui uma e-vizinhanga disjunta de F. De
fato, F' é fechado se e somente se para cada y ¢ F existe ¢, > 0 tal que
FN(y—eyy+e)=0.

Exemplos 31.1
(a) R = (—o00,00) é aberto. Para cada x € R podemos tomar ¢ := 1.
(b) O intervalo I := (0,1) é um conjunto aberto em R.

Com efeito, para cada x € [ podemos tomar e, := min{z, 1 — z}.
Deixamos para vocé como exercicio mostrar que se u € (z —&,,x +¢€,)

entao u € I.

(¢) Qualquer intervalo I := (a,b) é um conjunto aberto em R.

De fato, nesse caso, para cada = € [ basta tomar ¢, := min{z —
a,b— x}. Deixamos também para vocé a verificacao de que se u €

(x — ez, x +¢€,) entdo u € 1.
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Do modo semelhante mostra-se que os intervalos (—oo,b) e (a,+00)

sao cojuntos abertos.

(d) O intervalo I := [0, 1] ndo é aberto.

De fato, qualquer vizinhanca de 0 € I contera pontos que nao per-

tencem a /.

(e) O intervalo I := [0, 1] ¢ fechado.

Para ver isso, sejay ¢ I. Entao, ouy < Oouy > 1. Se y < 0, tomamos
g, = |y|, e se y > 1, tomamos ¢, := y — 1. Deixamos para vocé como

exercicio mostrar que em ambos os casos temos I N (y —e,, y+e,) = 0.

(f) Cada um dos intervalos I; := [0,1) e Iy := (0,1] ndo ¢é aberto nem
fechado.

(g) O conjunto vazio () é ao mesmo tempo aberto e fechado em R. Segue

dai que o mesmo vale para o proprio conjunto R.

De fato, o conjunto vazio () nao contém ponto algum, logo o requisito
na Definicao 31.2 de conjunto aberto é trivialmente satisfeito por ine-
xisténcia de x pertencente a (). O conjunto () também é fechado porque
é o complementar de R, que ja vimos ser aberto. Finalmente, o fato de

que R é fechado segue imediatamento do fato de que () é aberto.

Do 1ultimo exemplo vemos que as nogoes matematicas de aberto e
fechado para conjuntos nao sao antonimas, como ocorre com aquelas palavras
na linguagem do dia a dia. De fato, como vimos no referido exemplo, R e
() sao ambos simultaneamente abertos e fechados. A seguir vamos dar uma
prova simples de que R e () sdo os tnicos subconjuntos de R com tal pro-

priedade.

Teorema 31.1
R e () sao os tinicos subconjuntos de R com a propriedade de ser simultane-

amente aberto e fechado.

Prova: Suponhamos que F C R tem tal propriedade, com E # R e E # ().
Entao existe um ponto x € E. Como E é aberto, existe ¢ > 0 tal que
(r—e,x+¢) C E; podemos entao obter 0 < M, < oo tal que (x — M,, z+ M,)
¢ o maior intervalo aberto simétrico em torno de x contido em E. De fato,
o conjunto M dos M > 0 tais que (z — M,z + M) C F é limitado ji que
E # R, e é nao vazio ja que ¢ € M. Logo, existe M, := sup M. Observe
que se 0 < M < M,, entdo [x — M,z + M| C E.
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Agora, uma das duas alternativas seguintes deve necessariamente valer:
(i) wp == — M, ¢ E; (ii) up == x+ M, ¢ E. De fato, se (i) e (ii)
fossem ambas falsas, como E é aberto, poderiamos obter e > 0 e g5 > 0
tais que (u; —e1,uy +¢1) C E e (ug — 9, us + €3) C E. Assim, tomando
g9 := min{ey, ey}, terfamos (z — M, — g9, + M, + &9) C E e, portanto,
M, + g9 € M, contrariando o fato de que M, é o supremo de M.

Suponhamos que u; ¢ E. Como E é fechado, entao existe €,, > 0
tal que (u — ey, u +&,,) C E°:= R\ E. Naturalmente, podemos supor
que &,,/2 < M,; caso contrario basta tomar em lugar de ¢,, um nimero
positivo qualquer menor que 2M,.. Em particular, nenhum ponto do intervalo
(u1,uy + €y, ) pertence a E. Porém, como uy + (£,,/2) = — M, + (g4, /2) €
0 < M, — (£4,/2) < M,, entao [z — M, + (£4,/2),x + M, — (g4, /2)] C E e,
em particular,  — M, + (g,,/2) € E, o que estd em contradigao com o fato
de que

x— M, + (64, /2) € (u1,u1 +€4,) C E“.

Supondo que vale uy ¢ FE chegamos a uma contradigdo de maneira
semelhante. Logo, se E # R e E # (), entdo F nao pode ser aberto e fechado

a0 mesmo tempo. O]

O seguinte resultado basico mostra que os conjuntos abertos de R
definidos pela Definicao 31.2 gozam das propriedades relacionadas com as

operagoes de uniao e de intersecao mencionadas no inicio desta aula.

Teorema 31.2
(a) A unido de uma cole¢ao arbitraria de conjuntos abertos em R é um

conjunto aberto.

(b) A intersegao de uma colegao finita qualquer de conjuntos abertos em R

é um conjunto aberto.

Prova: (a) Seja {G, : A € A} uma familia de conjuntos abertos em R, e
seja G a sua uniao. Considere um elemento = € GG. Pela definicao de uniao,
x deve pertencer a GGy, para algum A\ € A. Como G, ¢ aberto, existe uma
vizinhanca V' de x tal que V' C G,,. Porém G, C GG, de modo que V C G.

Como x é um elemento arbitrario de G, concluimos que G é aberto em R.

(b) Suponhamos que G e Gy sejam arbertos e seja G := G1NGy. Para
mostrar que G é aberto, consideremos x € G; portanto, x € G1 e € Gs.
Como G é aberto, existe €1 > 0 tal que (z — €1,z + 1) estd contido em G.

Similarmente, como G9 é aberto, existe 5 > 0 tal que (x — €9, + £2) estd
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contido em (G5. Se tomarmos € como o menor entre £; € g, € := min{el , 52},
entdo a e-vizinhanca U := (x — €,z + ¢) satisfaz ambos U C Gy e U C Gs.
Assim, z € U C G. Como z é um elemento arbitrario de G, concluimos que
G é aberto em R.

Agora, dada uma colecao finita qualquer de conjuntos abertos, podemos
usar um argumento simples de Inducgao para deduzir que a intersecao dessa
colecao é aberta. Deixamos a elaboragao de tal argumento para vocé como

exercicio. 0

As propriedades correspondentes para conjuntos fechados serao estabe-
lecidas a seguir com auxilio das identidades de De Morgan para conjuntos e

seus complementares.

Teorema 31.3
(a) A intersegao de uma colegao arbitraria de conjuntos fechados em R é um

conjunto fechado.

(b) A uniao de uma colegao finita qualquer de conjuntos fechados em R é

um conjunto fechado.

Prova: (a) Seja {F\ : A € A} uma familia de conjuntos fechados em R e
F := N ea Fr- Dado um conjunto A, denotemos A° := R\ A. Entao, pela
identidade de De Morgan, F° = [J,., F¥, que é uma unidao de conjuntos

abertos. Portanto, F'¢ é aberto pelo Teorema 31.2 e, por conseguinte, F' é

fechado.

(b) Suponhamos que Fi, Fs, ..., F, sao fechados em R e seja F :=
FlUF,U---UF,. Pelaidentidade de De Morgan, o complementar de F', F°,
é dado por

Fe=Fn---NF.
Como cada conjunto FY é aberto, para 7 = 1,...,n, segue do Teorema 31.2
que F€ é aberto. Logo F' é fechado. O

Exemplos 31.2
(a) Seja G, := (0,14 1/n) para n € N. Entao G, é aberto para cada
n € N pelo Exemplo 31.1(c). No entanto, a interse¢ao G := (., G,
é o intervalo (0, 1] que ndo é um conjunto aberto. Assim, a interse¢do
de uma colegao infinita de conjuntos abertos em R pode perfeitamente

nao ser um conjunto aberto.

(b) Seja F, := [1/n,1] para n € N. Cada F, é fechado, mas a unido

F =] | F, é o conjunto (0,1] que nao ¢ fechado. Logo, a unido de
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uma colecao infinita de conjuntos fechados pode muito bem ndao ser um

conjunto fechado.

Caracterizacao dos Conjuntos Fechados

Estabelecemos a seguir uma caracterizacao dos subconjuntos fechados
de R em termos de sequéncias. Como veremos, os conjuntos fechados sao pre-
cisamente aqueles conjuntos F' que contém os limites de todas as sequéncias

convergentes cujos elementos pertencem a F'.

Teorema 31.4

Seja F' C R. Entao as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) F' é um subconjunto fechado de R.

(ii) Se (z,) é uma sequéncia convergente qualquer de elementos em F', entao

lim z,, pertence a F'.

Prova: (i) = (ii) Seja (z,) uma sequéncia de elementos em F e T := lim z,,.
Vamos mostrar que & € F. Suponhamos, ao contrario, que = ¢ F isto é,
T € F° o complementar de F. Como F'° é aberto e T € F°, segue que existe
uma e-vizinhanca V. de z tal que V. esta contida em F°¢. Como z = lim x,,,
segue que existe um numero natural Ny = Ny(e) tal que =z, € V. para
n > Ny. Em particular, zy, € V. C F° e portanto xy, € F'°, o que contradiz

a hipdtese de que x,, € F' para todo n € N. Portanto, concluimos que z € F.

(ii) = (i) Suponhamos, ao contrario, que F' nao é fechado, de modo
que G := F° nao ¢é aberto. Entao existe um ponto yy € G tal que para cada
n € N, existe um ponto y, € G¢ = F tal que |y, — yo| < 1/n. Segue que
Yo = limy,, e como y, € F para todo n € N, a hipétese (ii) implica que
Yo € F', o que contraria o fato de que yy € F°. Logo, a hipdtese de que F' nao
é fechado implica que a afirmagcao (ii) nao é verdadeira. Consequentemente,

(ii) implica (i), como afirmado. O

Recordemos que um ponto x é um ponto de acumula¢ao de um conjunto
F' se toda e-vizinhanca de x contém um ponto de F' diferente de x. Vimos
em aula passada que todo ponto de acumulacao de um conjunto F' é o limite
de uma sequeéncia de pontos em F'. Pelo que acabamos de dizer, o resultado
seguinte é uma consequéncia imediata do Teorema 31.4. Deixamos para
voce como exercicio dar uma prova direta desse resultado usando apenas as

definicoes envolvidas.
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Teorema 31.5
Um subconjunto de R ¢ fechado se, e somente se, contém todos os seus pontos

de acumulagao.

Caracterizacao dos Conjuntos Abertos em R

O resultado seguinte mostra que os conjuntos abertos de R nada mais

sao do que unioes enumeraveis de intervalos abertos.

Teorema 31.6
Um subconjunto nao vazio de R é aberto se, e somente se, ele é a uniao de

uma colegao enumeravel de intervalos abertos em R.

Prova: < Como, pelo Exemplo 31.1(c), qualquer intervalo aberto é um con-
junto aberto em R, segue do Teorema 31.2 que a uniao de uma colecao qual-
quer (enumerdvel ou nao enumeravel) de intervalos abertos é um conjunto

aberto em R.

= Suponhamos que G # () é um conjunto aberto em R. Para cada
r e G,seja A, ={a € R : (a,2] CG}e B, . ={be R : [2,b C G}
Como G é aberto, segue que A, e B, sdo conjuntos nao vazios (por qué?).
Se o conjunto A, é limitado inferiormente, definimos a, := inf A,; se A, nao
¢ limitado inferiormente, pomos a, := —oco. Observe que em qualquer caso
a, ¢ G (por qué?). Analogamente, se B, é limitado superiormente, definimos
b, := sup B,; se B, nao é limitado superiormente, pomos b, := oo. Observe
também que em qualquer caso b, ¢ B, (por qué?).

Definimos I, := (a,, b, ); claramente [, é um intervalo aberto contendo
x. Afirmamos que I, C G. Para ver isso, seja y € [, e suponhamos que
y < x. Segue da definicao de a, que existe ' € A, com a < y, donde
y € (d/,z] C G. De modo semelhante, se y € I, e x < y, existe b’ € B, com
y < b, donde segue que y € [z,b') C G. Como y € I, é arbitrario, temos que
I, C G.

Por outro lado, como para cada x € G trivialmente temos = € I, segue

I, € G. Como z € G ¢é arbitrario, concluimos que |J, .«

também que G' C |J,; I,- Portanto, concluimos que G' = J,c(; L»-

Agora, afirmamos que se z,y € G e x # y, entdao ou I, = I, ou
I, NI, = (. Para provar essa afirmacao suponhamos que z € I, N I, donde
segue que a, < z < b, e a, < z < b, (por qué?). Mostraremos que a, = a,,.

Caso contrario, segue da Propriedade da Tricotomia que ou (i) a, < ay,

ou (ii) ay, < a,. Caso tenhamos (i), entao a, € I, = (az,b,;) C G, o que
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contradiz o fato de que a, ¢ G. De modo semelhante, caso ocorra (ii), entao
a; € I, = (ay,b,) C G, o que contradiz o fato de que a, ¢ G. Portanto
devemos ter a, = a,. De modo inteiramente analogo provamos que b, = b,.
Logo, concluimos que se I, N I, # 0, entao I, = I,,.

Resta mostrar que a colegao de intervalos distintos {I, : = € G} é
enumeravel. Agora, F := QN G é enumeravel e para cada r € E existe um
unico intervalo I, tal que r € I, ja que os intervalos I, distintos sao disjuntos.
Por outro lado, pela densidade de Q em R e pelo fato de que G = J, . L,
cada I, contém pelo menos um r € E. Logo a fungao f: E — {I, : z € G},
definida por f(r) = I, se f(r) € I,, é sobrejetiva. Logo, pelo que vimos na
Aula 3, concluimos que a familia {1, : © € G} é uma colegdo enumeravel de

intervalos. O

Exercicios 31.1
1. Mostre que os intervalos (a, 00) e (—00, a) sdo conjuntos abertos, e que

os intervalos [b, 00) e (—o0, b] sao conjuntos fechados.

2. Mostre que o conjunto dos ntimeros naturais N é um conjunto fechado

em R.

3. Mostre que A := {1/n : n € N} nao ¢ um conjunto fechado, mas
AU{0} é um conjunto fechado.

4. Mostre que o conjunto @Q dos niimeros racionais nao é nem aberto nem
fechado.

5. Mostre que se G é um conjunto aberto e F' é um conjunto fechado,

entdo G \ F' é um conjunto aberto e F'\ G é um conjunto fechado.

6. Um ponto x € R é dito um ponto interior de A C R caso exista uma
vizinhanga V' de x tal que V' C A. Mostre que um conjunto A C R é

aberto se, e somente se, todo ponto de A é um ponto interior de A.

7. Um ponto x € R é dito um ponto de fronteira de A C R caso toda
vizinhanca V' de x contenha pontos em A e pontos em seu complementar
A€, Mostre que um conjunto A e seu complementar A¢ tém exatamente

os mesmos pontos de fronteira.

8. Mostre que um conjunto G C R é aberto se, e somente se, nao contém

nenhum dos seus pontos de fronteira.

9. Mostre que um conjunto F' C R é fechado se, e somente se, contém

todos os seus pontos de fronteira.
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10. Se A C R, seja A a uniao de todos os conjuntos abertos contidos em

A; o cojunto A é chamado o interior de A. Mostre que:

[e]

(a) A é um conjunto aberto;
(b) A é o maior conjunto aberto contido em A;

o

(¢) um ponto z € A se, e somente se, x é um ponto interior de A.

11. Usando a notagao do exercicio anterior, sejam A e B conjuntos em R.

Mostre que:
(a) AC A
(b) Zx) _y

] o

AmB):Amlo?;

—~

()
(d) AuUB C (AUB)
Dé um exemplo para mostrar que a inclusao no ultimo ftem do exercicio

anterior pode ser prépria e portanto em geral ndo vale AUB = (AU B).

12. Se A C R, seja A a intersecio de todos os conjuntos fechados contendo

A; o conjunto A é chamado o fecho de A. Mostre que:

(a) A é um conjunto fechado;
(b) A é o menor conjunto fechado contendo A;

(c) um ponto = pertence a A se, e somente se, ou z é interior a A ou

x é um ponto fronteira de A.

13. Usando a notacao do exercicio anterior, sejam A e B conjuntos em R.

Mostre que:
(a) AC A;
(b) (4) = 4;
(¢) (AUB) =AU B;
(d) (AnB)Cc ANB.

14. Dé um exemplo para mostrar que a inclusao no ultimo item do exercicio

anterior pode ser propria.
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Aula 32 — Conjuntos Compactos

Metas da aula: Definir e apresentar os principais fatos sobre conjuntos
compactos na reta. Apresentar o conjunto de Cantor e suas propriedades

bésicas.

Objetivos: Ao final desta aula, vocé deverd ser capaz de:

e Saber a definicao de um conjunto compacto na reta, bem como os

principais fatos sobre essa classe de conjuntos na reta;

e Saber a caracterizagao dos conjuntos compactos na reta dada pelo Teo-

rema de Heine-Borel;

e Saber definir o conjunto de Cantor e deduzir suas propriedades basicas.

Introducao

Além dos conjuntos abertos e fechados, uma nocao fundamental em
topologia geral, extremamente importante na andlise matemaéatica avancada,
¢ a de conjunto compacto. Seja X um conjunto arbitrario dotado de uma
topologia, isto é, uma familia de subconjuntos distinguida como sendo a
familia dos subconjuntos abertos de X. Dizemos que um subconjunto K de
X é compacto se qualquer colegcao de subconjuntos abertos cuja uniao contém
K possui uma subcolecao finita cuja uniao ainda contém K. Nesta aula va-
mos estudar as propriedades basicas dos subconjuntos compactos da reta. O
teorema de Heine-Borel, que veremos no decorrer desta aula, fornece uma
caracterizagao bastante simples para os conjuntos compactos em R: um con-
junto é compacto em R se, e somente se, é fechado e limitado. Este resultado
nao ¢ verdadeiro para espacos topoldgicos arbitrarios, isto é, conjuntos ar-
bitrarios dotados de topologia. Porém os métodos utilizados na investigacao
das propriedades dos conjuntos compactos em R servem de inspiracao para
a investigacao dessa classe de conjuntos em espacos topoldgicos gerais, que é

feita em cursos mais avancados.

Veremos ainda nesta aula a definicao e as propriedades basicas do
famoso conjunto de Cantor. Este vem a ser um subconjunto compacto con-
tido no intervalo [0, 1] com muitos aspectos curiosos, que motivaram as mo-

dernas teorias dos conjuntos fractais, do caos, etc.
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Conjuntos Compactos em R.

Como antecipamos na introducao, a definicao de compacidade envolve

a nocao de cobertura aberta, que agora definimos formalmente.

Definicao 32.1
Seja A um subconjunto de R. Uma cobertura aberta de A é uma colecao

G = {G,} de cojuntos abertos em R cuja unidao contém A, isto é,
Ac| G
e

Se G’ é uma subcolecao de conjuntos de G tais que a uniao dos conjuntos
em G’ também contém A, entdo G’ é chamada uma subcobertura de G. Se
G’ é composta por um numero finito de conjuntos, entdo chamamos G’ uma

subcobertura finita de G.

Claramente, podemos prover uma infinidade de coberturas abertas dis-
tintas para um dado conjunto qualquer em R. Por exemplo, se A := (0, 3],
entao vocé pode verificar facilmente que todas as seguintes colecoes de con-

juntos sao coberturas abertas de A:

Go == {(
Gr =={(
Go:={(r—1,r+1) :reQ, r >0},
Gs:={(n—1,n+1) : n €N},
Ga = {(
{(

Gs :={(1/n,4) : n € N}.

Observamos que Gz é uma subcobertura de G, e que G, é uma subcobertura
finita de G3. Observe também que Gs nao possui subcobertura finita (por
qué?). Evidentemente, é possivel definir uma infinidade de outras coberturas
abertas de A.

Definigao 32.2
Diz-se que um subconjunto K de R é compacto se toda cobertura aberta de

K tem uma subcobertura finita.

Em outras palavras, um conjunto K é compacto se, sempre que ele es-
tiver contido na uniao de uma colegdo G = {G,} de conjuntos abertos em R,
entao ele esta contido na uniao de alguma subcolecao finita de conjuntos em

G. Assim, para provar que um subconjunto K de R é compacto, usando a
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definicao anterior, devemos mostrar que dada uma colecao arbitraria de con-
juntos abertos cuja uniao contém K, sempre é possivel extrair dessa cole¢cao
um numero finito de conjuntos cuja uniao ainda contém A. Por outro lado,
para mostrar que um dado subconjunto Y de R nao é compacto, basta exi-
birmos uma colecao de conjuntos abertos cuja uniao contém Y da qual nao
é possivel extrair uma subcolecao finita que ainda contenha Y. Um exemplo
deste ltimo caso é fornecido pela cobertura G5 do conjunto A = (0, 3], que

vimos ha pouco.

Exemplos 32.1
(a) Seja K := {z1,x9,...,xy5} um subconjunto finito de R. Se G = {G,}
¢ uma cobertura aberta de K, entao cada z; estd contido em algum G,
em G. Entao a uniao dos conjuntos na colecao finita {Ga,, Gay, - - -, Gay }
contém K, de modo que ela é uma subcobertura finita de G. Como G

é arbitraria, segue que o conjunto finito K é compacto.

(b) Afirmamos ha pouco que a cobertura G = {(1/n,4) : n € N} do
conjunto A = (0, 3] ndo possui subcobertura finita. De fato, se G’ :=
{(1/ny,4),(1/n9,4),---,(1/n,,4)} é uma subcolegao finita qualquer de
conjuntos em G, com n; < --- < n,, entao a uniao dos conjuntos em
G’ é simplesmente (1/n,,4) que certamente nao contém (0, 3], j& que,
por exemplo, 1/n, € (0,3], mas 1/n, ¢ (1/n,,4). Logo, (0,3] ndao é um

conjunto compacto.

(¢) O conjunto A := [0, 00) nao é compacto.

De fato, se G, := (—1,n) para cada n € N, entao A C |J,~, G,, de
modo que G = {G,, : n € N} é uma cobertura aberta de A. No
entanto, se {G,,, Gp,, ..., Gy, } é uma subcobertura finita qualquer de

g, com n; < --- < n,, entao
G, UG, U---UG,, =G, =(—1,n,).

Evidentemente, essa uniao nao contém A = [0, 00), e portanto A nao é

compacto.

(d) O conjunto B = (0, 1) nao é compacto.

Para provar esta afirmacao procedemos de modo similar ao que foi
feito nos itens (b) e (c), considerando-se a cobertura aberta G := {G,, :
n € N}, com G, desta feita definido por G,, := (1/n, 1), por exemplo.

Deixamos os detalhes para vocé como exercicio.
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O Teorema de Heine-Borel

A seguir vamos apresentar uma caracterizacao dos conjuntos compactos
de R. Essa caracterizacao ¢é fornecida pelo Teorema de Heine-Borel. Inicial-
mente, vamos enunciar e provar a primeira parte da caracterizacao estabele-
cendo como condigao necessaria para um conjunto ser compacto em R que
ele seja fechado e limitado. Essa implicacao é um fato geral valido para con-
juntos compactos em espacos topologicos bem mais gerais que R, chamados
“espagos métricos”, cuja definicao precisa foge aos objetivos deste curso. Ja
o fato de que essa condi¢ao também é suficiente no caso de R é o conteudo do

Teorema de Heine-Borel e nao pode ser estendido a todos os espagos métricos.

Teorema 32.1

Se K é um subconjunto compacto de R, entao K é fechado e limitado.

Prova: Mostraremos primeiramente que K ¢é limitado. Para cada n € N,
seja G, := (—n,n). Como cada G, é aberto e como K C |J -, G, = R,
vemos que a cole¢ao G := {G,, : n € N} é uma cobertura aberta de K.
Como K é compacto, essa cobertura aberta possui uma subcobertura finita
{Ghn,,Gny,--.,Gp.}. Podemos supor sem perda de generalidade que ny <

ng < -+ <n,. Entao

K C U Gn, = Gp, = (—np,m).
k=1

Portanto, K é limitado, ja que esta contido no intervalo limitado (—mn,.,n,.).

Vamos agora mostrar que K ¢é fechado, mostrando que seu complemen-
tar K¢ é aberto. Para tal, seja xg € K¢ arbitrario e para cada n € N seja
Gp:={x R : |z — x| >1/n}. E facil ver que cada G, é aberto e que
R\ {zo} = U2, Gy (por qué?). Como zy ¢ K, temos que K C |J 2, G,.

Como K é compacto, existe m € N tal que

K C U G, =G,
n=1
Daf segue que K N (xg — 1/m,x¢9 + 1/m) = 0, de modo que o intervalo
(xo—1/m,xo+1/m) esté contido em K*°. Mas como x ¢ um ponto arbitrario

em K¢ concluimos que K¢ é aberto, e portanto K é fechado. O

A seguir provamos que as condigoes do Teorema 32.1 sao também sufi-

cientes para um subconjunto de R ser compacto.

CEDERJ
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Teorema 32.2 (Teorema de Heine-Borel)

Um subconjunto K de R é compacto se, e somente se, é fechado e limitado.

Prova: Ja provamos no Teorema 32.1 que se K é um subconjunto compacto
de R entao K ¢é fechado e limitado. Resta, portanto, provar a reciproca,
ou seja, que se K é um subconjunto de R fechado e limitado, entao K é

compacto.

Suponhamos entao que K C R é fechado e limitado e seja G = {G,}
uma cobertura aberta de K. Desejamos provar que G possui uma subcober-
tura finita. Vamos fazer a demonstracao por contradicao. Vamos entao

assumir que K satisfaz a propriedade
(P): Nao esta contido na uniao de qualquer subcolecao finita de G.

Por hipétese K é limitado e portanto existe r > 0 tal que K C [—r,7r].
Seja Iy := [—r,r]. Dividimos I, em dois subintervalos fechados de igual
comprimento, r, I := [-r,0] e I[ := [0,7]. Ao menos um dos dois sub-
conjuntos K N I} e K N I}/ deve ser nao vazio e herdar a propriedade (P)
satisfeita por K. Do contréario cada um dos conjuntos K N1 e K NI estaria
contido na uniao de uma subcolegao finita de conjuntos em G e portanto
K = (KNI{)U(KNI)) também estaria contido na unido de uma subcole¢ao
finita de G, o que contradiz o fato de que K satisfaz (P). Se (P) for satisfeita
por K NI}, definimos I; := [{}; sendo, (P) serd necessariamente satisfeita por

K N 1{, e entao definimos I := I{.

Agora dividimos [; em dois subintervalos fechados de igual compri-
mento, 7/2, I e I. Como KNI, = (K NIj)U(KNI), entdo ao menos
um dos dois subconjuntos K N I{ e K N 1] deve ser nao vazio e herdar a
propriedade (P) que é satisfeita por K N I;. Se K N I] satisfaz (P), defini-
mos Iy := I{; sendo, (P) tem de ser satisfeita por K NIy, e entao definimos
I, := I{. Denotando por |I| o comprimento de um intervalo I, observe que
temos Iy D Iy D Iy e |ly]| =2r, || =7e |l =71/2.

Continuando esse processo, obtemos uma sequéncia de intervalos en-
caixados (/). Pela Propriedade dos Intervalos Encaixados, vista na Aula 5,
existe um ponto xy pertencente a todos os I,,, n € N. Como cada [,, contém
uma infinidade de pontos em K (por qué?), o ponto xy é um ponto de acu-
mulacao de K. Além disso, como por hipdtese K é fechado, segue do Teo-
rema 31.5 que zy € K. Portanto existe um conjunto G,, em G com xy € G, .

Como G, ¢ aberto, existe € > 0 tal que

(ZL‘O — E£,2 —I—Z‘f) C Gao-
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Por outro lado, como os intervalos [,, sao obtidos por bissecoes repetidas de
Iy = [—r,r], segue que |I,| = r/2"'. Segue que se n for suficientemente
grande de modo que /2" < ¢, entao K N I,, estd contido em G,, que é
um membro de G, o que contradiz o fato de que K N I, satisfaz (P) por
construcao. Essa contradi¢ao se originou no fato de termos assumido que
K satisfazia a propriedade (P). Assim, deve valer a negagao de (P), e desse

modo concluimos que K é compacto. O

Como consequéncia imediata do Teorema de Heine-Borel temos o seguinte

resultado cuja demonstragao simples deixaremos para vocé como exercicio.

Teorema 32.3

Se {K)}xea ¢ uma familia qualquer de conjuntos compactos em R, entao
K =) K,

¢ um conjunto compacto.

O Teorema de Heine-Borel nos permite dar uma infinidade de exemplos
de conjuntos compactos. Por exemplo, segue imediatamente do Teorema de
Heine-Borel que todo intervalo fechado limitado [a,b] é um conjunto com-
pacto em R. Mais ainda, qualquer intervalo da reta que nao seja desse tipo

nao é compacto.

Podemos combinar o Teorema de Heine-Borel com o Teorema de Bolzano-
Weierstrass para obter a seguinte caracterizacao dos subconjuntos compactos
de R.

Teorema 32.4
Um subconjunto K de R é compacto se, e somente se, toda sequéncia de

pontos em K possui uma subsequéncia que converge para um ponto em K.

Prova: (=) Suponhamos que K é compacto e seja (z,) uma sequéncia com
x, € K para todo n € N. Pelo Teorema 32.1, o conjunto K ¢ limitado de
modo que a sequéncia (x,,) ¢ limitada. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass,
existe uma subsequéncia (x,,) de (x,) que converge. Também pelo Teo-
rema 32.1 temos que K é fechado e entao = := limx,, pertence a K, como
consequéncia do Teorema 31.4. Assim, toda sequéncia em K tem uma sub-

sequéncia que converge para um ponto de K.

(<) Para estabelecer a reciproca, mostraremos que se K nao é fechado

ou se K nao ¢ limitado, entao existe uma sequéncia de pontos em K que nao
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possui subsequéncia alguma convergindo para um ponto de K. Primeiro,
se K nao é fechado, entao pelo Teorema 31.4 existe uma sequéncia (z,) de
pontos em K que converge para um ponto T que nao pertence a K. Como
qualquer subsequéncia de (x,) tem que convergir também para T e T ¢ K,

segue que nenhuma subsequéncia de (z,) converge para um ponto de K.

Segundo, se K nao é limitado, entao existe uma sequéncia (y,) em K
tal que |y,| > n para todo n € N (por qué?). Entao toda subsequéncia de
(yn) é ilimitada, logo nenhuma subsequéncia de (y,) pode convergir a um
ponto de K. O

O Conjunto de Cantor

Concluiremos esta aula com uma breve discussao sobre o célebre con-
junto de Cantor que denotaremos C. Ele é um exemplo muito interessante de
um conjunto compacto em R que é diferente de todos os subconjuntos de R
que vimos até o momento. Ele tem inspirado modernas teorias matematicas
como a geometria fratal e a teoria do caos, entre outras. Também serve fre-
quentemente como contra-exemplo para as mais variadas e falsas suposicoes
sobre conjuntos da reta, que brotam de nossa intuigao algumas vezes inade-

quada para nos dar uma ideia precisa desses objetos.

O conjunto de Cantor C é obtido como resultado de um processo recor-
rente de remocao dos tercos médios abertos de intervalos fechados remanes-

centes comegando pelo intervalo fechado unitério [0, 1].

Assim, primeiramente removemos o terco médio aberto (%, %) do inter-

valo [0, 1] para obter o conjunto
F1 = [0,

A seguir removemos o ter¢o médio aberto de cada um dos intervalos fechados

que compoem Fj para obter o conjunto

1 21 27 8
,§]U[§,§]U[§,§]U[§,1].

Vemos que F5 é a unidao de 22 = 4 intervalos fechados, cada um dos quais é

F2 = [0

da forma [k/32, (k+1)/3?]. Em seguida removemos os tergos médios abertos
de cada um dos intervalos fechados que compoem F; para obter o conjunto
1 2 1 2 7 8 1 2 19 20 7 8 25 26
—U[=, 2JU[E, =] U[—=, Z]U[Z, U=, 2] U=, = u =, 1
que é a uniao de 2° = 8 intervalos fechados da forma [k/3%, (k + 1)/3?].

F3 = [0
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Continuamos desse modo: se F), tiver sido construido na n-ésima etapa
e consiste da uniao de 2" intervalos da forma [k/3", (k + 1)/3"], entao F, 1
é obtido removendo-se o ter¢co médio aberto de cada um desses intervalos. O

conjunto de Cantor C é entao definido por

C .= ﬁ F,.
n=1

Temos entao, pelo Teorema 32.3, que C é um conjunto compacto.

A seguir listamos vérias propriedades do conjunto de Cantor C.

Exemplos 32.2
(a) O comprimento total dos intervalos removidos no pocesso de construgao

de C éigual a 1.

De fato, observamos que o primeiro ter¢co médio tem comprimento
1/3, os préximos dois tém comprimentos que somam 2/32, os qua-
tro seguintes tém comprimentos que somam 2%/3?, e assim por diante.
De modo geral temos que os tercos médios abertos removidos de F,
para que seja obtido F},y; tém comprimentos que somam 2"/3"*! para
n=20,1,2,..., com Fy :=[0,1]. O comprimento total L dos intervalos
removidos é entao dado por

o0

Usando a férmula para a soma de uma série geométrica, obtemos

-3 rot)

Logo, C é um subconjunto do intervalo unitario [0, 1] cujo complemento

tem comprimento total igual a 1.

Note também que o comprimento total dos intervalos que compoem F,
é (2/3)", que tem limite 0 quando n — oco. Como C C F,, para todo
n € N, vemos que se a nocao de comprimento total de um conjunto
formado de intervalos puder ser estendida a C, o comprimento total de
C terd necessariamente que ser igual 0. A assim chamada “medida de
Lebesgue”, criada pelo célebre matematico francées HENRI LEBESGUE
(1875-1941), cujo estudo esté além dos objetivos deste curso, fornece
uma extensao da nocao de comprimento total para um conjunto for-
mado de intervalos, que pode ser aplicada a C, e, como esperado, atribui

o valor 0 aC.
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(b) O conjunto de Cantor C nao contém nenhum intervalo aberto nao-vazio.

De fato, se C contivesse um intervalo aberto nao-vazio (a,b), entao
como (a,b) C F, para todo n € N, deverfamos ter 0 < b—a < (2/3)"

para todo n € N, o que nos dd uma contradicao ja que lim(2/3)™ = 0.

(c) O conjunto de Cantor C tem uma quantidade infinita de pontos (vere-

mos a seguir que ele é ndo enumeravel).

Os pontos extremos dos intervalos fechados que compoem cada um dos
conjuntos F,, pertencem a C. Por outro lado, cada F,, é composto de
2" intervalos fechados disjuntos e, portanto, possui pelo menos 27!
pontos em C que sao os referidos extremos dos intervalos. Assim, se
assumissemos que C possui um ntumero finito qualquer N de elementos,
poderiamos escolher n suficientemente grande tal que 2" > N e assim
chegar a uma contradi¢ao. Logo C possui uma quantidade infinita de

pontos.

(d) O conjunto de Cantor é nao enumeravel.

Primeiro, vamos mostrar que existe uma bijecao ¢ entre C e o conjunto
de todas as sequéncias (a,),eny com a, € {0,1}, que denotamos por
{0, 1}, Definimos ¢ : C — {0,1}" da seguinte forma. Dado ¢ € C,
definimos ¢(c); := 0 se ¢ pertence ao intervalo fechado [0,1/3] C F} e
pomos [, := [0,1/3]. Caso contrario, temos necessariamente ¢ € [2/3, 1]
e entdo definimos ¢(c); := 1 e pomos [; := [2/3,1]. Para definir
©(c)g observamos que Fp NIy = I} U I{, onde I] e I sdo os dois
intervalos fechados (a esquerda e a direita, respectivamente) que restam
apos removermos o ter¢o médio aberto de I;. Definimos entao ¢(c)s =
0 se ¢ € I] e pomos I := Ij; do contrario, temos necessariamente
c € I! e entdo definimos ¢(c)2 := 1 e pomos Iy = I]. De modo
semelhante, temos F3 N Iy = 15U [} onde I} e 1] s@o os dois intervalos
fechados (a esquerda e a direita, respectivamente) que restam apds
removermos o ter¢o médio aberto de I5. Dai entao definimos ¢(c); = 0
se ¢ € I} e pomos I3 := I)); do contrario, temos necessariamente ¢ € 1}
e entdo definimos ¢(c); := 1 e pomos I3 = [}. Prosseguimos esse
processo indutivamente. Supondo que tenhamos definido ¢(c), e I,
entao teremos F, 1 NI, = I/, UI" e definimos ¢(c),41 = 0 se ¢ € I
e pomos [, = I]; caso contrario, ¢ € )/, definimos ¢(¢),41 = 1 ¢

pomos I,,11 := I/, Isso completa a definicao de ¢(c) := (p(¢)n)nen-

A fungao ¢ é injetiva. De fato, se ¢(c1) = ¢(c2), entdo ¢; e ¢y estao
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contidos num mesmo intervalo fechado I,, dentre os 2™ intervalos fecha-
dos que compoem F;,, para todo n € N. Como o comprimento de [,, é

1/3™, temos |c; — ¢z < 1/3™ — 0 quando n — oo. Logo, ¢; = ¢s.

A funcdo ¢ é sobrejetiva. De fato, se (an)nen € {0, 1}, entao, usando
a notagao anterior, fazemos I, := [0,1/3] se a1 =0, ou [; := [2/3,1] se
a; = 1. Fazemos I := I] se ag = 0, ou I := I{ se a3 = 1. De modo
similar, fazemos I3 := I} se a3 = 0, ou I3 := I} se a3 = 1. Prosseguindo
dessa forma, definimos uma sequéncia de intervalos fechados encaixados
I, para n € N, com comprimento de I, igual a 3". Logo, existe um
unico ¢ € C tal que {¢} = (N, I,. Vemos entdo claramente que
(an)nen = @(c).

Agora, afirmamos que o conjunto {0, 1} é ndao enumerdvel. Provare-
mos esta afirmagao utilizando mais uma vez um argumento do tipo “di-
agonal” originalmente devido a Cantor. Suponhamos por contradigao
que {0, 1} seja enumeravel e seja {x™ : m € N} uma enumeragao

para {0, 1}, com x™ = (a™),en, a™ € {0,1}. Definimos a sequéncia
x = (z,) € {0,1}" da seguinte forma. Se a" = 0, fazemos z,, := 1;
se al' = 1, pomos x, := 0. Dessa forma temos que x # x™ para todo

m € N, o que nos d4 uma contradicao. Logo, {0, 1} é nao enumeravel.
J& que ¢ : C — {0, 1} ¢ uma bijegao e {0, 1} é ndo enumeravel, como

acabamos de mostrar, concluimos que C ¢ nao enumeravel (por qué?).

Exercicios 32.1
1. Exiba uma cobertura aberta de (—1, 1] que ndo possui subcobertura
finita.

2. Exiba uma cobertura aberta de N que nao possui subcobertura finita.

3. Mostre que {1/n : n € N} ndo é compacto exibindo uma cobertura

aberta que nao possui cobertura finita.

4. Mostre, usando a Definicao 32.2, que C' := {0} U{1/n : n € N} é um

conjunto compacto.

5. Prove, usando a Definicao 32.2, que se F' é um subconjunto fechado de

um conjunto compacto K, entao F' é compacto.

6. Prove, usando a Definigao 32.2, que a uniao |J;_, K; de uma colegao
finita de conjuntos compactos {Ky, Ks,..., K,} é um conjunto com-

pacto.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Dé um exemplo de uma colecao infinita enumeréavel de conjuntos com-

pactos cuja uniao nao ¢ um conjunto compacto.

Prove, usando o Teorema de Heine-Borel, que a intersecao de uma
colecao arbitraria { K, : A € A} de conjuntos compactos é um conjunto

compacto.

Seja {K, : n € N} uma sequéncia de conjuntos compactos nao vazios
em R tal que K1 D Ky D --- D K, D---. Prove que (|, K,, # 0.

Seja K # () compacto em R e seja xy € R. Mostre que existem a € K
e b € K satisfazendo

|zg—al =inf{|zg—z| : € K} e |zg—0b| =sup{|zo—2z| : v € K}.

Mostre que 1/3,1/9 € C e 1/2,1/5,1/6,1/7,1/8 ¢ C, onde C é o con-

junto de Cantor.

Mostre que cada ponto do conjunto de Cantor C é um ponto de acu-

mulacao de C e é também um ponto de acumulacao do complementar
ce.

Mostre que o conjunto dos pontos extremos dos intervalos fechados
que compoem os conjuntos F,, n € N, na construcao de C, formam
um subconjunto enumeravel denso em C. Mais especificamente, todo
ponto ¢ € C é limite de uma sequéncia (z,), onde x,, ¢ um extremo de

um dos intervalos fechados que compoem F,.

Mostre que cada x € [0, 1] pode ser escrito numa expansao terndria

(base 3) na forma
00 a
]
k=1
com ay € {0,1,2}, para todo k € N.

Mostre que a expansao do exercicio anterior ¢ unica exceto para os
nimeros da forma z = m/3", com m,n € Ne 1l < m < 3" que

admitem uma expansao finita

MODULO 2 - AULA 32
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16.

17.

com a, € {1,2}, ou uma expansao infinita
o0
m bk
3= 2
k=1

comb, =apparak=1,....n—1,b,=a,—1eb, =2parak >n+1.
Se z =m/3", com m,n € Nel<m < 3" convencionaremos escolher
a expansao finita se a, = 2 e a infinita se a, = 1, e denotaremos

r = (eaqag -y )s.

Usando a notagao x = (eajas---ay, - -+ )3 introduzida no exercicio an-

terior, prove que x € C se, e somente se, a,, € {0,2} para todo n € N.

Determine os a, em 1/4 = (eajas---a,--+)s, com a notacao adotada

nos dois exercicios anteriores, e diga se 1/4 € Cou 1/4 ¢ C.
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