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Girando e formando sdlidos

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino dos
sélidos de revolucao.

Esperamos que, apds estudo do contetdo desta aula,
vocé seja capaz de:

e Definir e conceituar os sélidos de revolugéo,
utilizando material concreto.

o Calcular volumes e areas dos solidos
de revolucao.

e Aplicar recursos didaticos no ensino
de sélidos de revolucao.

e Utilizar a internet como ferramenta de
aprendizagem.

Pré-requisitos

Para um bom desempenho nesta aula, vocé deve relembrar

os conceitos de cilindro, cone e esfera, assim como o calculo de
areas de superficies e volumes desses sélidos. No seu curso

de Geometria Basica, esses contetdos foram abordados

ao longo das Aulas 25 a 33.

No decorrer das atividades desta aula, vocé ira construir mais
alguns recursos para o seu laboratério pessoal de Geometria.
Para isso, pegue o seu material de desenho (compasso, esquadro,
régua, lapis, borracha etc.) e providencie o seguinte: palitos
para churrasco, cartolina colorida, arame, alicate, acetato,
areia, cola etc.
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INTRODUCAO

8

Ap6s o apogeu da
Matematica grega,
representado por
Euclides, Arquimedes
e Apolonio, somente
depois de 500 anos,
na figura de PAPUS de
Alexandria,

século III d.C.,

foi reeditada a
genialidade da
Geometria grega.

Em seu trabalho mais
importante, Colecao
Matemadtica, com oito
volumes, antecipou
seu famoso teorema:
“Girando-se um

arco plano em torno
de um eixo de seu
plano, eixo esse que
nao corta o arco, a
area da superficie

de revolugao assim
formada é igual

ao produto do
comprimento do arco
pelo da trajet6ria
descrita pelo centroide
do arco”.

CEDERJ

Lembre-se de acessar a pagina da disciplina e seu conjunto de aulas na Plataforma
Cederj. Ha interessantes animagdes que auxiliam o desenvolvimento da visualizacdo
e representagdo. Se puder, acesse também os sites sugeridos nesta aula.

Solidos e superficies de revolucao estdo reproduzidos em inimeros objetos criados
pelo homem ou presentes na Natureza. Nossas criancas observam e analisam esses
objetos desde os primeiros anos de vida. Apesar disso, como os demais contetidos
da Geometria Espacial, nossos professores e livros didaticos desenvolvem este
contelido somente no Ensino Médio. Acreditamos que, com tal pratica, além de
deixarmos uma lacuna desnecessaria na formacao de nossos jovens, perdemos
uma grande oportunidade de aproximar a Matemdtica da realidade deles e de
contribuir para a superacdo dos primeiros niveis de van Hiele, conforme descritos

em nossa Aula 1.

Relembrando...

De acordo com as pesquisas do casal van Hiele, o desenvolvimento do pensamento
geomeétrico se da em cinco niveis hierarquizados, a saber:

* Basico, que corresponde a observac¢des de forma e tamanho.

¢ Analise, quando o aluno percebe a definicdo do conceito e as relacdes entre
figuras.

e Sintese ou Dedugdo Informal, fase do desenvolvimento da deducdo I6gica
informal.

¢ Deducao, o aluno compreende e elabora dedug¢ées formais simples.

e Rigor, o aluno realiza deducdes formais abstratas em diferentes sistemas
axiomaticos.

Como vocé verd, devemos propor atividades ao longo do
Ensino Fundamental, para que os alunos desenvolvam suas habilidades
de observagio, visualizagdo, criacdo de imagens mentais, descri¢do,
argumentagio, calculos simples etc., deixando para o Ensino Médio as
demonstra¢oes formais e os cilculos rebuscados.

Nesta aula, vocé estudara apenas os sélidos mais comuns: cilindro,
cone e esfera. Entendemos que o estudo de superficies e de solidos de revolugao
quaisquer deve ser deixado para a Matematica Superior. Certamente, nas
disciplinas de Calculo, vocé determinou areas e volumes de sélidos de
revolugdo como aplicagdo da integral definida. Apesar disso, o famoso
TeoremA DE PApus pode ser demonstrado com os recursos da Matemdtica

do Ensino Médio, como vocé pode ver em Lima et al. (2000).



CONSTRUINDO SUPERFICIES E SOLIDOS DE REVOLUGCAO

AULA H MODULO 1

Como vocé aprendeu na Aula 32, de Geometria Basica, superficies
de revolucio sdo as superficies geradas pela rota¢do de uma linha simples
(geratriz) em torno de uma reta (eixo de rotagao) que nao lhe intercepta,

exceto, talvez, numa das extremidades. Veja as Figuras 20.1 e 20.2

4

r Figura 20.1.b: O sélido gerado.

Figura 20.1.a:

Eixo de rotagdo e
geratriz do sélido de
revolucdo.

Figura 20.2.b: O sélido gerado.

Figura 20.2.a:

Eixo de rotagdo e
geratriz do sélido de
revolucdo.

CEDERJ 9
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Se a linha for fechada ou o eixo de rotagdo intercepta-la nos dois
extremos, a figura gerada serd chamada sélido de revolucdo. Sendo uma
linha fechada, o eixo de rota¢do podera interceptar um ponto ou um de

seus lados. Veja as Figuras 20.3, 20.4 e 20.5, a seguir.

Figura 20.3.a:

Eixo de rotacdo e
geratriz do solido de
revolugdo.

Figura 20.3.b:
O solido gerado.

Figura 20.4.a:

Eixo de rotacgdo e Figura 20.4.b:
geratriz do sélido de O solido gerado.
revolugdo.
Figura 20.5.a:
Eixo de rotacdo e Figura 20.5.b:
geratriz do sélido de O sdlido gerado.
revolugao. /

4

Quando um sélido de revolugao é construido, a superficie que o contém
é uma superficie de revolucao.

10 CEDERJ



Nos primeiros anos do Ensino Fundamental, os alunos podem
visualizar os sélidos de revolugio, utilizando BANDEIRINHAS estilizadas
com figuras diversas, construidas com palitos para churrasco e cartolina.
Ao friccionar o palito nas maos, fazendo-o girar, o s6lido serd visualizado

no espaco.

Essas BANDEIRINHAS sdo sugeridas por Kaleff, S4 e Toledo (2002),

em um artigo em que elas sugerem também a construcio de

uma engenhosa caixa geradora de sélidos de revolugio, acompanhada
de varias atividades. Algumas dessas atividades utilizaremos

nesta aula. Vale a pena ver!

ATIVIDADES

1. Construa as bandeirinhas possiveis com varias figuras, a saber: retangulo,
‘ triangulo retangulo, tridangulo qualquer, trapézio retangulo, semicirculo e
quarto de circulo. Desenhe e descreva todos os sélidos obtidos com suas

bandeirinhas. ¥3t 3131313
COMENTARIO

Ndo deixe de fazer suas bandeirinhas; elas fazem parte do seu laboratdrio de

Geometria!

Entre os sdlidos gerados por suas bandeirinhas, vocé deve ter identificado o cilindro
aircular reto (que passamos a chamar cilindro), o cone circular reto (que passamos a
chamar cone) e a esfera, além do tronco de cone, da meia esfera e de outros slidos
atipicos. Repare que, dependendo do eixo de rotagdo escolhido, a mesma figura pode
gerar solidos completamente distintos e, mesmo quando geram sdlidos do mesmo
tipo, eles tém caracteristicas diferentes, como drea de superficie e volume.

Observe que essa atividade, realizada por alunos do Ensino Fundamental, desenvolveria
as habilidades do primeiro nivel de van Hiele. Vocé pode complementd-ia levando, para
a sala de aulg, diversos objetos do cotidiano de seus alunos, como embalagens, bola
de futebol, pedo, vasos de planta, moringas, jarras, objetos de decoragdo etc, alguns de
revolugdo, outros ndo, e solicitar aos alunos que comparem esses objetos com as
formas obtidas pelas bandeirinhas. Depois de algumas perguntas e observagoes,
eles poderdo fazer uma lista de atributos relevantes para a construgdo do conceito
desses objetos, como, por exemplo: esses objetos podem rolar! Caso isso aconteca,
seus alunos estardo no segundo nivel de van Hiele.

Com auxilio de um arame, vocé pode variar o estilo da bandeirinha, afastando a figura
do eixo de rotagdo e gerando outros sdlidos interessantes. Observe a Figura 20.4,
que representa o sdlido chamado toro.

Ainda variando as suas bandeirinhas, vocé pode construi-las sé com arame e gerar

apenas as superficies dos sélidos. Observe a Figura 20.6, a seguir.

CEDERJ

1

AULA ﬁ MODULO 1
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3. Com toda precisao, construa planificacoes de um prisma reto de base
quadrada, um cilindro e um cone que tenham a mesma éarea da base
e a mesma altura. Para cada um dos sélidos, construa um modelo em
cartolina e outro em acetato ou transparéncia. Deixe os modelos sem
uma das bases, para serem usados nos experimentos que faremos nas

proximas atividades. T3t STHT3TS

AULA ﬁ MODULO 1

COMENTARIO
A dificuldade deve ser construir o quadrado com a mesma drea do circulo. Essa é a
Atividade 2 da Aula 7 de Construgbes Geométricas. Capriche!
Néo deixe de construir seus modelos; eles serdo fundamentais em outras atividades

desta aula, além de equiparem o seu laboratdrio.

4. De olho nos seus modelos, quais seriam os eixos e planos de simetria
e as seccoes dos Solidos de Revolucio? T3t TS

COMENTARIO
Vocé ndo deve ter tido dificuldades em identificar eixos e planos de simetria!
As seccbes da esfera sdo, sempre, circunferéncias, mas podem motivar problemas
interessantes e dificeis, como determinar o raio da secgdo, o dngulo sdlido central, o
cone inscrito, o volume da calota etc.
Nos casos do cilindro e do cone, as secgdes paralelas ds bases geram circunferéncias;
as perpendiculares geram retdngulos ou tridngulos isésceles. As demais podem gerar
curvas fechadas, ovais, ou curvas abertas, parecidas com pardbolas ou hipérboles. O
dificil € garantir que tjpo de figura estd sendo formado. Na préxima aula, vocé terd
algumas respostas.
Uma alternativa para seus alunos visualizarem os cortes é mergulhar os modelos

transparentes numa vasilha com dgua e procurar as posicoes adequadas.

5. Supondo que seus alunos saibam que o volume do prisma reto é a
area da base vezes a altura, descreva um procedimento no qual, usando
seus modelos e areia fina, seus alunos possam concluir a formula do

volume do cilindro. ¥3t 335313

COMENTARIO
Comente com seus colegas e com o tutor o seu procedimento. Se puder, visite a

Plataforma Cederj e avalie a sua escolha.

CEDERJ 13
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6. Como fazer para que seus alunos concluam que o volume do cone é

1/3 do volume do cilindro? £3% 3131013

COMENTARIO
Vocé pode colocar o cone de cartolina dentro do dilindro de cartolina; encher o cilindro
transparente com areia e derramd-la no cilindro de cartolina; comparar as alturas da
parte que restou cheia de areia com a parte vazia do cilindro transparente, ou derramar
a areia que restou no cone transparente. Lembre-se sempre de que as dreas das

bases e as alturas sGo as mesmas!

7. Muitas embalagens s@o sélidos de revolucao, principalmente cilindros,
como as latas de leite em po. Se vocé medir uma dessas latas, vera que sua
altura é igual ao diametro da boca. Vocé teria uma explicacdo matematica
para esse fato? Monte um experimento para que seus alunos cheguem

as mesmas conclusdes que vocé. rarargng

COMENTARIO
O interesse da inddstria € que, para um determinado volume, a embalagem tenha o
menor custo possivel, isto € gaste o minimo de material para ser fabricada.
Do ponto de vista matemditico, isso Significa ter o mesmo volume com a menor drea
possivel. Esse objetivo € atingido quando a altura do cilindro € igual ao seu diémetro.
Monte o seu experimento e converse com os seus colegas e com o tutor.
Note que esse problema permite uma dtima oportunidade de interagir com a Algebra:
Vocé pode escrever a drea da superficie do cilindro, para um volume conhecido, como
fungdo do raio da base, representd-la graficamente e perceber que seu ponto de minimo

se dd quando o raio da base é a metade da altura.

RESUMO

14

Solidos e superficies de revolugdo sao obtidos pela rotacdo de figuras ou de curvas
em torno de um eixo (reta) fixo, isto é, a figura formada pela reunido de todos
os circulos (ou circunferéncias) desenhados pelos pontos da figura ou da curva,
enquanto gira. Os so6lidos de revolu¢do mais comuns sdo o cilindro, o cone e a
esfera. Do ponto de vista didatico, podemos criar atividades que permitam trabalhar
com esses sélidos desde os primeiros anos do Ensino Fundamental, passando pelos
varios niveis de van Hiele. Isso certamente preparara melhor os nossos alunos, ndo
sO para compreenderem o mundo a sua volta, como também para entenderem os

procedimentos dedutivos que serdo desenvolvidos no Ensino Médio.

CEDERJ



ATIVIDADE FINAL

Observe as bandeirinhas e os sélidos de revolucdo desenhados a seguir. Para as
bandeirinhas, desenhe os sélidos correspondentes; para os sélidos, desenhe
as bandeirinhas correspondentes. Reflita sobre o calculo de areas e volumes dos

varios solidos.

Figura 20.7

COMENTARIO
Se vocé teve dificuldades, converse com seus colegas e com o tutor. Visite, também, a

Plataforma Cederj.

AUTO-AVALIACAO

Vocé deve ter realizado a Atividade 3, com rigor, resgatando as técnicas de construcoes
geométricas, tdo importantes no estudo e exploracdo de propriedades da Geometria.

Se ndo o fez, ndo deixe de fazé-lo.

As atividades que dependem de visualizacdo, como a Atividade 4, ndo devem mais oferecer
dificuldade para vocé. As muitas atividades desse tipo, realizadas em aulas anteriores,
devem ter desenvolvido sua visdo espacial. Se alguma dificuldade persiste, refaca aquelas

atividades com maior rigor, manipule os seus modelos de todos os tipos.

Os aspectos numéricos de areas e volumes, desenvolvidos na disciplina de Geometria
Basica, também fazem parte do arsenal de habilidades de um bom professor de
Geometria. Ndo perca a oportunidade de rever o que esta esquecido. E assim que
construimos nosso conhecimento: aprendendo e reaprendendo o tempo todo (alguns

autores chamam isso de teoria pedagdgica da mola).

Coragem, irmao!

CEDERJ 15
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INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, estudaremos as cOnicas, curvas originadas nas sec¢des do cone,
geralmente estudadas em Geometria Analitica. Vocé deve providenciar papel

vegetal em tamanho A4 (umas dez folhas).

16 CEDERJ



A revolucao do cone:
seccdes conicas

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino
das seccdes conicas.

Esperamos que, apds estudo do contetdo desta aula,
vocé seja capaz de:

e Definir e conceituar as cdnicas como seccoes
do cone.

e Definir e conceituar as c6nicas como lugares
geométricos do plano.

e Perceber que as abordagens das conicas feitas
na Geometria Espacial, Geometria Analitica e em
Construcdes Geométricas falam sobre os mesmos
objetos matematicos.

e Utilizar recursos didaticos para o ensino
das conicas.

o Utilizar a internet como ferramenta
de aprendizagem.

Pré-requisitos

Se vocé teve um bom desempenho na aula passada, sobre sélidos de
revolucao, esta devidamente preparado para a aula de hoje.

Poderao ocorrer momentos de dificuldade, mas sera uma questao

de atencdo e persisténcia. Faremos varias referéncias aos médulos de
Geometria Analitica e de Construcbes Geométricas; tenha-os a mao.
No decorrer das atividades desta aula, vocé utilizara alguns recursos
didaticos. Para isso, pegue o seu material de desenho (compasso,
esquadro, régua, lapis, borracha etc.). Providencie, também, cerca de
dez folhas de papel vegetal, tamanho A4, para realizar dobraduras.
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INTRODUCAO

18 CEDERJ

Lembre-se de acessar a pagina da disciplina e seu conjunto de aulas na
Plataforma Cederj. Ha interessantes animacdes que auxiliam o desenvolvimento
da visualizagdo e da representacdo. Se puder, acesse também os sites sugeridos
nesta aula.

Chamamos nossa aula de Revolucdo do cone porque, além de o cone ser um
solido de revolucao, o seu estudo causou uma verdadeira revolucao na Matematica
grega. Por sua obra, Seccées cénicas, ApoLONIO, no século Il a.C., era chamado de
"0 Grande Gedmetra” . Seccdes conicas reline quase tudo que hoje sabemos sobre
elipse, parabola e hipérbole, inclusive seus nomes. Antes ainda, no século IV a.C.,
MEenaecmus descobriu uma familia de curvas que poderia ser obtida cortando-se, por
um plano, um cone circular reto. Entusiasmado com as descobertas de Hipocrates
de Chios (como vimos na Aula 18), ele procurava solucdes para os trés problemas
famosos da Grécia antiga. Tamanho foi o progresso alcancado pelos gregos no
estudo das conicas, que alguns pesquisadores os consideram como os verdadeiros

inventores da Geometria analitica.

ApoOLONIO

Juntamente com Euclides e Arquimedes, Apolonio de Perga foi um dos pilares
da Idade Aurea da Matematica Grega, entre 300 e 200 a.C. Quase toda sua obra
foi perdida; conhecemos apenas alguns titulos que foram descritos por Papus:
Dividir em uma razao, Cortar uma drea, Sobre seccdo determinada, Tangéncias,
Inclinagoes e Resultado rdpido. Esta ultima apresenta uma aproximagao de m, como
conhecemos hoje: 3,1416. Dos oito volumes de sua obra mais famosa, Sec¢des
cOnicas, sete estdo preservados até hoje: os quatro primeiros em grego e outros
trés em traducdo drabe do original. Edmund Halley, astronomo e cientista inglés,
determinou a érbita do cometa que levou seu nome em 1682 utilizando teoria de
Newton (Principia); em 1710, fez a traducio latina dos sete livros.

Seccoes conicas, de Apoldnio, e os Elementos, de Euclides, sio consideradas as
obras mais importantes da Grécia Antiga.

MENAECMUS

Matematico grego que viveu no século IV a.C., é considerado o inventor das seccoes
conicas. Suas conclusdes foram obtidas quando tentava resolver o problema da
duplicagdo do cubo a partir dos resultados de Hipocrates de Chios. Foi professor de
Alexandre, o Grande. Conta a lenda que quando Alexandre lhe pediu um atalho para
aprender Geometria, Menaecmus respondeu: “Rei, para viajar pelo pais ha estradas reais
e estradas para os cidadios comuns; mas na Geometria s6 hd uma estrada para todos”.



Ja no inicio do século XVII, KepLer, estudioso da obra de Apolonio,
usou a elipse para descrever trajetérias de planetas, e GALLEU usou a pardbola
para estudar os movimentos de projéteis.

No moderno mundo globalizado pelas possibilidades de comunicagio
que a telefonia celular e a internet oferecem, as conicas estdo presentes nas
antenas parabolicas, far6is de automoveis e viagens espaciais, apenas para
citar os exemplos mais 6bvios.

Em Matemadtica, estudamos as cOnicas nio somente na Geometria,
como também em Geometria Analitica, Constru¢des Geométricas, Algebra
Linear e Cilculo, como vocé ja deve ter percebido. Em cada um desses
contextos, € dado um enfoque particular ao estudo dessas curvas; o que
nem sempre fica claro para o estudante de Matemadtica é que eles tratam,
de fato, das mesmas curvas. Por outro lado, recursos da Geometria
Dinamica, nem sempre utilizados, permitem avangos notaveis na compreensao
das propriedades dessas curvas, podendo integrar as varias abordagens
dadas ao tema.

Nesta aula, daremos um tratamento que visa a integrar os varios

aspectos, visdes do tema, de modo acessivel a um aluno de Ensino Médio.

KepLer (1571-1630)

Estudou profundamente a obra de Apoldnio, mas acrescentou a interpretagao
propria de que as cOnicas ndo seriam apenas trés tipos de curvas: elipses, parabolas
e hipérboles. Para ele, havia cinco espécies de conicas. Partindo da sec¢io vertical,
que consiste em duas retas que se interceptam, onde os focos coincidem com a
intersecgao, kepler passava por uma infinidade de hipérboles, ao afastar os focos,
até chegar ao infinito, quando a curva se transformava numa parabola. Se o foco
retorna do infinito pelo outro lado, surge uma infinidade de parabolas, até que os
focos coincidam novamente, formando uma circunferéncia. Em sua Astronomia
Nowva, de 1609, surpreendeu o mundo, afirmando que os planetas descrevem
trajetdrias elipticas em torno do Sol, que ocupa um dos focos da trajetéria. Saiba
mais, consultando Boyer (1974, pp. 236-239).

GaLLEu GaLiLel (1564-1642)

Contemporaneo de Kepler, o italiano Galileu deu inestimaveis contribui¢des a Fisica,
fundando a mecanica dos corpos em queda livre. Percebeu que o movimento de um
projétil no vacuo, é parabdlico. Foi também um dos precursores da invencio

do telescopio, com o qual descobriu os satélites de Jtpiter; observou as manchas do

Sol, as fases de Vénus e os anéis de Saturno. Perseguido pela Santa Inquisicdo, em 1633,
foi obrigado a negar suas descobertas e passou a viver como prisioneiro em sua propria
casa. Morreu cego em 1642, sem imaginar que, em 1992, seria inocentado da acusagiao
de heresia pela Igreja Catdlica. Saiba mais, consultando Eves (2002, pp. 352-356).
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O CONE DE DUAS FOLHAS

Foi Apolonio quem introduziu, pela primeira vez, o conceito de
cone de duas folhas, ou cone duplo, como também é chamado. Antes dele,
os gregos definiam as conicas a partir de trés tipos de cone de uma tnica
folha, conforme o dngulo do vértice fosse agudo, reto ou obtuso (BOYER,
1974, p. 107).

€« .9

Imaginemos uma reta “r”, denominada geratriz, girando em torno

« 2

de um eixo de rotagio “a” que a intercepta num ponto A qualquer.

S

Figura 17.1.a: Eixo de rotacado e
geratriz do cone duplo. Figura 17.1.b: Cone de revolucéo.

AS CONICAS COMO SECCOES DO CONE

Se seccionarmos o cone por um plano
perpendicular ao seu eixo de rota¢do, obteremos

uma circunferéncia ou um ponto.

Figura 17.2

/ Se o plano interceptar o eixo de simetria num

angulo diferente de 90°, ndo paralelo a geratriz, a

sec¢ao serd uma elipse ou um ponto.

Figura 17.3



Se o plano de intersec¢do for paralelo a

geratriz, a sec¢do serd uma pardbola ou uma reta.

AULA H MODULO 1

Figura 17.4

Se o plano de intersec¢io for paralelo ao eixo
de rotagdo, a seccdao serd uma hipérbole (de duas

folhas) ou um conjunto de duas retas concorrentes.

Figura 17.5

AS CONICAS COMO LUGARES GEOMETRICOS

A circunferéncia é o lugar geométrico dos
pontos do plano que sio eqiiidistantes de um ponto

fixo, denominado centro.

Figura 17.6

plano, cuja soma das distancias a dois pontos fixos

P
A elipse € o lugar geométrico dos pontos do K/- Z\
N

¢é constante.

Figura 17.7

«“_.”»

Dados uma reta “r” e um ponto “F”, ndo
pertencente a ela, chamamos de pardbola ao lugar

geométrico dos pontos eqiiidistantes de r e F.

Figura 17.8
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A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos
cujo valor absoluto da diferenca das distincias a

dois pontos dados é constante.

As defini¢bes das conicas como lugares geométricos nos permitem

desenhd-las e deduzir suas equagdes e propriedades, como vocé ja fez em suas

Figura 17.9

aulas de Geometria Analitica, Aulas 7, 8 e 9, e Construgoes Geométricas,
Aulas 20 e 21.

O que nem sempre se discute é a relagdo entre a conica obtida pelo
corte do cone e a cénica obtida do lugar geométrico do plano. Serio,
de fato, as mesmas curvas? Isto €, serd que um aluno do Ensino Médio
percebe que a curva obtida pelo corte do cone por um plano paralelo a
geratriz, chamada pardbola, tem os seus pontos eqiiidistantes de uma reta
e de um ponto fora dela? O que tem a ver a parabola desenhada no cone
com a parabola de equagao y= 1x??

4p

Sem trabalhar essas questdes, dificilmente o estudante percebera que
existe algo em comum entre as trés curvas do plano, entre si, e entre elas e
as curvas do espaco desenhadas no cone pela intersec¢io de um plano.

Para nao fugir aos objetivos da nossa disciplina, discutiremos apenas
o caso da paribola obtida do corte de um cone reto, tendo um angulo reto
no vértice.

Considere uma parabola com vértice “D”, desenhada na superficie
conica. Escolha um ponto “P” qualquer da pardbola. Intercepte o cone
por um plano perpendicular ao seu eixo de rotacdo, contendo “P”. A
intersec¢ao desse plano com a superficie conica é uma circunferéncia.

Considerando as simetrias da pardbola e da circunferéncia, a reta DF

intercepta um didmetro, RV, da circunferéncia, em “O”. Note que OP ¢é

a média harmonica entre OR e OV (o tridngulo PRV ¢é retangulo, pois

est4 inscrito num semicirculo, e OP € a sua altura); isto é, (OP)?2 = OR.OV.

Por outro lado, os triangulos OVD e BCA sdo semelhantes e teremos OV=BC.

Figura 17.10: Parabola DO AB
desenhada no cone.

Também os tridingulos R'DA e BCA sdo semelhantes e, portanto, R’D = BC.

Como R’D = RO (paralelas entre paralelas), teremos: AR" AB
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OP>’= OR.OV=RD.OV=AR".BC.DO.BC=AR.BC. DO istoé,
AB AB AB?

DO= AB* .OP?
AR’ BC?

Vocé pode ficar surpreso em saber que essa dedugio foi feita por
Menaecmus, no século IV a.C. (BOYER, 1974, p. 69 e 70). Faltou a
ele observar que, se desenharmos um par de eixos “xy” no vértice D da
parabola, como mostra a Figura 17.10, OP e DO serao, respectivamente,
a abscissa “x” e a ordenada ”y” de “P”. Além disso, vocé pode observar
(e Menaecmus deve ter observado) que AB, AR e BC sdo constantes para
qualquer ponto P da pardbola. Com essas observagdes, nossa equagio
pode ser escrita na forma y=k.x?, como escreveriamos, hoje em dia.
Menaecmus também ndo percebeu que esses resultados ndo estavam
restritos ao cone com angulo reto no vértice; poderiam, também, ser

obtidos de um cone qualquer, como sabemos hoje.

Em geral, os professores e os livros didaticos de Geometria, ao discutirem o cone,
limitam-se ao estudo de éreas e volumes, ndo discutindo as conicas. Por outro lado,
os professores e livros de Geometria Analitica, ao discutirem as conicas, limitam-se
a defini-las como lugares geométricos do plano e a deduzir suas equacdes e
propriedades analiticamente. Esse procedimento deixa um vacuo na formagdo do
aluno que, via de regra, mesmo depois da formagao superior, acha que o estudo
das conicas se resume a um punhado de férmulas arbitrarias.

Entendemos que o professor de Geometria deve suprir essa lacuna, unificando as
visdes espacial e plana dessas curvas. Vocé deve ter observado que o tratamento
dado anteriormente, além de estar ao alcance de um aluno do Ensino Médio,
oferece uma grande oportunidade para relembrar varios conceitos da Geometria
Elementar. Vocé encontrara uma discussdo completa deste tema em Tinoco (1999,
pp. 163-174).

Cabe também ao professor de Geometria explorar outros aspectos do estudo das
conicas, como veremos a seguir.
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ATIVIDADES

1. Pegue um folha de papel vegetal, tamanho A4 (vocé pode usar um
papel comum, mas ndo terd o mesmo efeito visual). Marque, com um
lapis, um ponto F, localizado a 3cm do lado maior da folha, ao centro,
como mostra a Figura 17.11.a. Marque vérios pontos na borda da folha
mais proxima do ponto F, com intervalos de Tecm. ¥53¥5 55559
Dobrando a folha, faca cada marca da borda encontrar o ponto F, vincando
as dobras, como na Figura 17.11.b. Com um lapis, desenhe o contorno
da regido que restou “lisa” no papel.

a) Que figura vocé desenhou em sua folha?

b) Por que a dobradura gerou essa figura?

Figura 17.11.a: Folha de Figura 17.11.b: Dobradura.
papel A4.

COMENTARIO
Vocé deve ter percebido que se trata de uma pardbola! Nas suas tentativas de
desenhar a figura, deve, também, ter notado que os vincos das dobras representam
tangentes & pardbola, e que o ponto F, desenhado no papel € na verdade, o seu
foco. Para responder ao item ¢ vocé precisa perceber que a borda da folha € a diretriz
da sua pardbola. Depois disso, serd fdcil observar, na Figura 17.12, que a distdncia
do ponto B, de tangéncia, ao ponto fixo F € a mesma distancia em relagdo a borda
da folha, ponto D, pois a dobra é a mediatriz do segmento FD. Isto &, esses pontos
satisfazem & definigdo da pardbola como lugar geométrico do plano. Para completar,
precisamos ainda provar que outros pontos diferentes de B ndo podem pertencer d
pardbola. Com efeito, se considerarmos um outro ponto G na dobra, o segmento

CD1 serd menor que CF. Por qué?

B
D D

1

Figura 17.12: Visualiza¢do da tangéncia.
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Instrumentacao do Ensino da Geometria | A revolucdo do cone: sec¢des conicas

Como vocé ja pdde observar em aulas anteriores, os recursos
da Geometria Dinamica oferecem novas oportunidades de exploragdes
conceituais em Geometria. No caso particular das conicas, ha os efeitos
resultantes de alteracoes da distancia focal e da excentricidade; ha o fato,
ndo 6bvio nas defini¢des, de que circunferéncia, elipse, parabola e hipérbole
sdo curvas de uma mesma familia, podendo ser consideradas umas como
caso particular das outras; ha a relacdo entre defini¢des, curvas e equagoes,
tudo isso fica ao alcance dos nossos olhos, como num passe de mdgica,
quando usamos os softwares de Geometria Dindmica. Santos (2002), também
acessivel em http://www.ufv.br/dma/virrsbm/resumos/angelarocha.PDF,
sugere vérias exploragoes utilizando o Skatchpad, e Rodrigues e Rezende

(1999), outras tantas atividades, utilizando o Cabri-géometre.

Vocé encontrard vdrias atividades interessantes nos sites listados a seguir.
Néo deixe de conferi-las!
http:/Awww.dmm.im.ufrj.br/projeto/diversos/conicas.html
http://coloquio.impa.br/posters/francisco_braun.pdf
http://josefleal.no.sapo.pt/conicas.htm
http:/Awww.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/conicas.htm
http://www.mat.ufrgs.br/~calculo/conicas/animadas/index.html
http:/Awww.vestibular1.com.br/revisao/conicas.doc
http://www.cl-gaia.rcts.pt/matematica/geometer%20parte%2011.htm
http://www.cl-gaia.rcts.pt/matematica/geometer %20parte%2010.htm
http://www.fc.up.pt/cmup/activities/paldiv/conicas.html
http://planeta.terra.com.br/educacao/miltonpb/Geo_Anal/Conicas.htm
http://abel.mat.ufpb.br/~sergio/winplot/vetorial/conicas.html
http:/Awww.dm.ufscar.br/~yolanda/cursos/ga/yolanda/curvas5.html

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 1 363438313

Considerando que vocé ja esteja familiarizado com o Cabri-géométre, sugerimos
uma interessante atividade proposta por Rodrigues e Resende (1999, p. 93).
Essa atividade permite que o estudante, com dominio da parabola de equacdo
y =ax?+ bx + ¢, perceba que se trata da mesma curva definida como lugar geométrico
e com a equagao y=1x°

4p
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Siga os seguintes passos no Cabri:

y

B ¢
Ae

Figura 17.13: Pontos no plano cartesiano.
e construa um sistema de coordenadas ortogonais Oxy;
* margue um ponto no eixo x e denomine-o 1;

® marque trés pontos no eixo y, e denomine-os A, B e C, como mostra a Figura 17.13.

Considere as coordenadas desses pontos dadas por: A=(0,c), B=(0,b+c) e C=(0,a+b+c);
e construa a reta perpendicular ao eixo x, passando pelo ponto 1, e denomine-a s;
¢ construa a reta paralela ao eixo x, passando pelo ponto C, e denomine-ar,;
* marque a interseccdo da reta r,earetas, e denomine C’;

* margue um ponto x genérico, no eixo x, de preferéncia entre a origem O e o ponto 1;
e construa a reta perpendicular ao eixo x, passando pelo ponto x, e denomine-a t;
e construa a reta BC’;

* marque a interseccdo da reta BC' e areta t, e denomine-a D;

e construa a reta paralela ao eixo x passando por D, e denomine-ar,;

* marque a intersec¢do da retar, e a reta s, denominando-a B’;

e construa a reta AB’;

* marque a interseccdo de AB' e a reta t, denominando-a P;

utilizando o recurso lugar geométrico, desenhe a trajetodria de ponto P, quando

X se move sobre o eixo X.

CEDERJ
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a) Utilizando a Teoria da Geometria Euclidiana Plana, justifique ser a curva obtida

o gréfico da funcéo y = ax? + bx +c, com a#0.

b) Desenhe a trajetéria do ponto P para diversas posicdes dos pontos A, B e C.

Anote comentarios e conclusdes.

FrANZ VAN
SCHOOTEN
(1615-1660)

Foi um holandés que
realizou importantes
estudos na drea da
Geometria Analitica;
publicou Geometria
a Renato Des Cartes
de Schooten. Além
disso, dedicou-se
também, a construgio
de aparelhos para
desenhar conicas.
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COMENTARIO
Se vocé ainda teve dificuldades com o Cabri, ndo desanime, retome as instrucées de
uso e pratique as atividades propostas, rapidamente vocé dominard os comandos.

Converse com seus Co/egas e com o tutor sobre os itens a e b.

ATIVIDADES

5. Agora, vocé vai construir uma elipse por dobraduras.

Desenhe, na folha A4 de papel vegetal, uma circunferéncia de maior
raio possivel; chame o centro de F. Marque um ponto “F” no interior da
circunferéncia, a uns 3cm dela. Faca marcacdes, ao longo da circunferéncia,
com intervalos de, aproximadamente, um centimetro. Dobrando a folha,
faca encontrar cada marcacdo com o ponto “F”, vincando as dobras.
A figura que surge é uma pardbola. Desenhe o procedimento realizado
e, utilizando a Geometria elementar, prove que, de fato, trata-se de uma

parabola. ¥ T3 TH1H S

COMENTARIO
Essa curiosa construcdo da pardbola deve-se ao matemdtico VAN SCHOOTEN.
Novamente, vocé deve ter percebido que os vincos das dobraduras correspondem
a tangentes a elipse. Para perceber que estamos, realmente, diante de uma
elipse, precisamos provar que para cada ponto de tangéncia a soma de suas
disténcias em relagdo a F e F' é constante. Observando a Figura 17.14, vemos
que DF € igual ao raio da circunferéncia, para qualquer escolha de D ao longo
da mesma. Além disso, os triGngulos FAB e DAB sdo congruentes. Em particular,
F'B=BD. Oraq, assim, (FB + BF) serd, sempre, igual ao raio da circunferéncia, seja
ele qual for. Isto &, o ponto B pertence d elipse. Também podemos observar que

o0s outros pontos da dobra ndo pertenceréo ¢ elipse. Faca isso!



AULA H MODULO 1

"".-Vinco da dobra

Figura 17.14: Representacao da dobradura.

6. Outra maneira de verificar que a curva que se insinua na dobradura trata-
se, de fato, de uma elipse, é€ desenhé-la com um lapis e, admitindo que seja
uma elipse, determinar seus focos e constatar que eles coincidem com Fe F.
Faca isso, utilizando técnicas de constru¢des geométricas.

COMENTARIO

Esse é o Problema 3 da Aula 21 de Construcées Geomeétricas. Aproveite a

oportunidade para rever o estudo analftico da elipse.

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 2 5808008

A elipse é, também, o lugar geométrico dos centros das circunferéncias que
tangenciam, por dentro, uma circunferéncia dada, e passam por um ponto
escolhido no interior dessa mesma circunferéncia. Tente desenhar e visualizar
essa intrigante propriedade. Vocé pode verifica-la utilizando o Cabri-géomeétre
(RODRIGUES; REZENDE, 1999, pp. 89-90). Veja como fica facil!

e Construa uma circunferéncia C,, de centro F,, passando por um ponto A.
* Marque um ponto F,, interior a circunferéncia C, distinto de F..
* Marque um ponto D sobre a circunferéncia C, distinto de A.

e Construa a circunferéncia que tangencia internamente a circunferéncia C, em

D e passa por F,, e nomeie-a C,.
* Marque o centro de C, e nomeie-o O.

¢ Utilizando o recurso lugar geométrico, desenhe a trajetéria do ponto O, quando

o ponto D se move sobre a circunferéncia C,.
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COMENTARIO
Se tudo deu certo, vocé deve ter ficado entusiasmado com o efeito do movimento
na visualizagdo dos fenémenos geométricos. Aproveite e faga uma pesquisa:
modifique a posicdo do ponto F, colocando-o em vdrias posicdes (mais perto
e mais longe de F, sobre F, sobre C, fora de C ), anote as suas conclusdes e
compare-as com seus estudos de Geometria analitica. Converse com seus colegas

e com o tutor sobre suas observacoes.

ATIVIDADES

7. A construcao da hipérbole por dobraduras é bastante parecida com a
da elipse. Na mesma circunferéncia desenhada para a elipse, coloque o
ponto F' (fora da circunferéncia uns 5cm). Fazendo coincidir a borda da
circunferéncia com F, faca muitos vincos no papel vegetal.

Figura 17.15: Representacdo da dobradura.

COMENTARIO
Observando a Figura 17.15, vocé percebe que o vinco da dobra interceptard o
raio da circunferéncia ou o seu prolongamento. Para mostrar que se trata de uma
hipérbole, devernos provar que (BF - BF) é constante.
Como a dobra é a mediatriz do segmento FD, os triGngulos DBA e FBA sdo
congruentes. Em particular, BF' = BD, isto € BF—Bf= BD — BF = FD. Como FD é
o raio da circunferéncia, temos que BF'— BF é constante, o que prova que o ponto
B pertencerd a uma hipérbole. E fdcil ver que qualquer outro ponto da dobra néo
pertencerd a hipérbole. Experimente fazer isso.
Se vocé fez a Atividade Complementar 2, jd sabia o efeito causado na construgdo

da pardbola, quando o ponto F’ é colocado fora da circunferéncia.
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8. As técnicas de desenho também permitem comprovar que as dobraduras
definem uma hipérbole. Considerando os focos F e F' e uma dobradura
como tangente, encontre o eixo imagindario e as assintotas da hipérbole.

COMENTARIO
Essa é a Atividade 2 da Aula 22 de Construcées Geométricas. Ndo custa dar uma
olhadinha! Depois de construir as assintotas, vocé pode observar que elas poderiam
facilmente ser obtidas por dobradura. Observe! Se vocé tracar as tangentes d
circunferéncia que passam por F, encontrard dois pontos da circunferéncia D1
e D2. Fazendo coincidir F com esses pontos, o vinco da dobra serd paralelo
aos raios FD1 e FD2 da circunferéncia; isto &, essas dobras ndo tangenciam a
hipérbole num ponto B, como na Figura 17.15 Faca essas dobras e confirme

que elas sdo as assintotas.

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 3 5% 5%15159%3

Ainda usando o Cabri, Rodrigues e Rezende (1999, p. 97-99) descrevem a constru¢ao
da hipérbole a partir da sua definicdo como lugar geométrico dos pontos, cujo valor

absoluto das distancias em relacdo a dois pontos fixos é constante. Acompanhe:

¢ crie dois pontos: F, e F,. Em um canto da area de trabalho, crie um segmento
de medida 2a e um ponto A, como mostra a Figura 17.16. A distancia entre F, e

F, deve ser estritamente maior 2a;

e crie areta F.F,, o ponto médio O do segmento F.F, e a reta perpendicular a F F,,

passando pelo ponto O, denominando-a “s";
e crie a reta “r” passando pelo ponto F, e pelo ponto A;

¢ transporte o segmento de medida 2a sobre areta “r”, tendo como um dos extremos

o ponto F, e o outro na dire¢do do ponto A, e denomine o segundo extremo B;

* crie o segmento BF;

¢ construa a mediatriz do segmento BF, e denomine-a “m”;

* marque a interseccdo da mediatriz “m” e da reta “r”, denominando-a P;

e construa o simétrico do ponto P com relacdo a reta “s”, denominando-o P’;

e utilizando o recurso lugar geométrico, desenhe a trajetoria dos pontos P e P’,

quando o ponto A move-se em direcdo a reta “s".

CEDERJ
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Utilizando a Teoria da Geometria Euclidiana Plana, justifique a construcédo,

mostrando que os pontos P e P’ satisfazem a condicdo desejada.

CEDERJ
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Figura 17.16: Representac¢do dos pontos.

COMENTARIO
Vocé ndo deve ter tido dificuldade, mas se persistirem ddvidas, converse com o
tutor. Aproveite para explorar os recursos do software, modificando a disténcia entre
F1 e F2 e comparando os efeitos com suas conclusées das aulas de Geometria

Analitica, com relacé@o ¢ excentricidade das cénicas.

CONCLUSAO

Propondo atividades adequadas, podemos mostrar, até a alunos
do Ensino Médio, que as trés abordagens sdo, na verdade, diferentes
maneiras de tratarmos os mesmos objetos matematicos.

Fazendo uma viagem no tempo, é possivel observar que desde a
Grécia Antiga as conicas vém despertando a curiosidade e o interesse
dos matematicos. Passando pelo século XVII, quando Kepler descreveu
as trajetorias elipticas dos planetas do sistema solar, chegamos aos dias
de hoje, sob o império das antenas e espelhos parabdlicos.

Somados as tradicionais técnicas de construcoes geométricas, 0s
modernos recursos de Geometria Dinamica, disponiveis em diversos
programas de computador, oferecem incriveis oportunidades de
abordagens conceituais em Geometria que, no caso das conicas, deixam
absolutamente claro, para o estudante, o que hd de comum entre essas

trés curvas aparentemente tao diferentes.



RESUMO
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As curvas denominadas conicas: elipse, pardbola e hipérbole, normalmente sdo
estudadas sob trés pontos de vista bem diferentes, tratados de forma independente.
Em alguns momentos, dizemos que as conicas sdao curvas, obtidas pela interseccao
de um plano com uma superficie conica, no espaco; outras vezes, dizemos que
sdo lugares geométricos de pontos do plano que satisfazem condicoes especificas;
dizemos, também, que essas curvas sdo os graficos de equacdes cartesianas, de

segundo grau.

AUTO-AVALIACAO

O conjunto de atividades desta aula deve té-lo convencido de que as trés
abordagens das conicas, feitas de formas independentes, falam, de fato, sobre
0s mesmos objetos matematicos. Vocé deve também ter percebido que o professor
de Geometria, ao omitir a discussao conceitual das cdnicas, além de deixar uma
lacuna na compreensao dessas curvas, perde grande oportunidade de levar seus
alunos a refletir sobre a interacdo entre Geometria Espacial, Geometria Plana,
Construcdes Geométricas e Geometria Analitica. Se vocé ndo teve chance de
realizar as atividades complementares, deve fazé-las na primeira oportunidade:
elas sdo fundamentais para o bom entendimento do conceito de excentricidade.
Também tera sido especialmente importante a realizacdo das Atividades 2, 6 e 8

para relembrar conceitos de Construcdes Geométricas.

INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na proxima aula, vocé revisara o seu conhecimento sobre o Teorema de Pitadgoras

e conheceré diferentes alternativas metodolégicas para o seu estudo.
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Explorando o Teorema
de Pitagoras

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino do
Teorema de Pitagoras.

Esperamos que, ap6s o estudo do contetido desta
aula, vocé seja capaz de:

e Enunciar e demonstrar o Teorema de Pitagoras.

e Conhecer episddios da histdria do Teorema de
Pitagoras.

e Utilizar varios recursos para ensinar o Teorema
de Pitagoras.

e Encontrar ternos pitagéricos.

Pré-requisitos

Para um bom desempenho nesta aula,
basta que vocé se lembre das definices
e propriedades elementares das figuras
geomeétricas, inclusive do préprio Teorema
de Pitagoras. Se vocé sentir alguma
dificuldade durante a aula, recorra ao seu
material de Geometria Basica.

Vocé deve ter a mao cartolina, papelao
ou material emborrachado, para construir
alguns quebra-cabecas do tipo Tangram

e acrescentar ao seu laboratério

pessoal de Geometria.
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INTRODUCAO

Figura 18.1
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Lembre-se de acessar a pagina da disciplina e seu conjunto de aulas na
Plataforma Cederj. Ha interessantes animacdes que auxiliam o desenvolvimento
da visualizagdo e representacdo. Ao acessar também os sites sugeridos na aula,
vocé terd novas motivagdes para o estudo do Teorema de Pitagoras.

PITAGORAS DE SAMOS

Como resultado do pacto de siléncio dos pitagoricos, reunidos na irmandade
filosofico-religiosa fundada por Pitdgoras, pouco se sabe sobre sua historia e
produ¢do matematica. Muitos historiadores consideram lendas as informacdes
biograficas sobre Pitdgoras. Atribuem-se aos pitagoricos algumas importantes
contribui¢des a Matemadtica, como: a soma dos angulos internos do tridngulo;
a demonstragdo do Teorema de Pitdgoras; a descoberta dos irracionais e a
construgao dos poliedros regulares. Saiba mais sobre Pitagoras, consultando
http://www.calculu.cjb.net/.

O Teorema de Pitagoras é, certamente, o mais conhecido resultado da Matematica.
Em qualquer ambiente fechado que estejamos, ele esta presente. Pessoas sem
gualquer iniciagdo matematica utilizam-no diariamente! Talvez isso explique o fato
de 0s antigos egipcios ja utilizarem a chamada “corda dos treze nés" para marcar
0s terrenos férteis a beira dos rios. Atualmente, esse procedimento
é muito utilizado pelos pedreiros e mestres-de-obras em geral;
ou seja, eles constroem angulos de 90 graus utilizando uma corda,
formando o conhecido terno pitagorico 3, 4 e 5.

Apesar disso, os livros e os professores de Matemdtica insistem em
apresentar o Teorema de Pitdgoras aos estudantes, apenas ao
final do Ensino Fundamental, na oitava série. Obviamente, uma
demonstracdo formal do Teorema tem como pré-requisitos a
semelhanca de triangulos e algumas manipulagdes algébricas que
envolvem poténcia e radiciacdo, além de abstracdo e visualizacdo
geométricas, freqlientemente ndo dominadas pelos estudantes de oitava série.
Vocé vera, nesta aula, atividades simples que podem ser propostas desde o inicio do
terceiro ciclo para desenvolver a intuicdo do aluno e prepara-lo para a demonstracéo
formal que sera feita ao final do quarto ciclo do Ensino Fundamental. Por exemplo,
o estudo dos ternos pitagoricos quase nunca é explorado nos livros didaticos e, no
entanto, representa uma grande interacdo entre Algebra e Geometria. No Ensino
Meédio, o Teorema de Pitagoras pode ser demonstrado, utilizando-se a Geometria
Analitica, que também néo costuma ser trabalhada.

Nas atividades desta aula, vocé estudara alternativas para explorar o Teorema de

Pitégoras, sem, no entanto, esgotar o assunto.



Néo deixe de conversar com o tutor e com colegas,
e de consultar a bibliografia e os sites indicados!

O TEOREMA DE PITAGORAS

Na Aula 12, de Geometria Bésica, vocé estudou o Teorema de
Pitdgoras numa visao moderna, como uma das conseqiiéncias da semelhanga

de triangulos.

Teorema de Pitagoras PITAGORAS enunciava: o quadrado sobre a hipotenusa

€ igual a soma dos quadrados sobre os catetos. Esse

Em todo triangulo retangulo, o quadrado enunciado deixa claro que, para Pitigoras, o Teorema
da medida da hipotenusa é igual a soma dos tratava de uma relagdo entre areas, diferente do que os
quadrados das medidas dos catetos (Aula 12, nossos livros de hoje nos fazem entender.

Geometria Basica ).

DEMONSTRANDO O TEOREMA DE PITAGORAS

Todos sabemos que a primeira demonstragio geral do Teorema de
Pitdgoras € atribuida ao préprio Pitdgoras, no século VI a.C., apesar
de seu enunciado ja ser conhecido pelos babilénios dos tempos de HAmurAB,
mais de mil anos antes. Mesmo assim, através dos séculos, o famoso Teorema
continuou a despertar o interesse € a curiosidade dos matematicos e inimeras
(mais de 100) demonstragdes dele se sucederam. Nas atividades seguintes,

apresentaremos algumas delas, comegando pela atribuida a Pitdgoras.

HAMURABI
(1792-1750 a.C.)

Quase tudo que se sabe da cultura dos antigos babilonios deve-se
a descoberta de cerca de meio milhdo de tiabulas com escritas
cuneiformes encontradas na regiao noroeste do atual Ira. Dessas,
cerca de 400 tratam estritamente de Matematica. A maior parte
delas, do periodo de 2100 a 1600 a.C., durante a primeira dinastia
babilénica, era do rei Hamurabi.
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MATERIAL

O material pode ser: cartolina,
papelio, isopor, borracha

imantada etc. Hoje em dia, nos
supermercados, alguns produtos
sao empacotados em bandejas de
isopor prensado, que podem ser

reaproveitadas a custo zero.

EucLIDES DE ALEXANDRIA

Viveu no século IV a.C.

e é famoso por sua obra
Elementos, quase toda
dedicada a Geometria, e um
dos livros mais conhecidos
do mundo. Além dessa,
outras obras dele
sobrevivem até hoje:

Os Dados, sobre grandezas
e lugares geométricos;
Divisdo de Figuras, sobre

a divisdo de figuras planas;
Os Fenémenos, sobre
Geometria esférica para uso
de astrénomos e Optica, um
tratado sobre perspectiva ou
geometria da visdo direta.

38 CEDERJ

ATIVIDADES

1. Construa um quadrado em algum MATERIAL. Divida o lado em duas partes,
digamos a e b. Construa, agora, quatro tridangulos retdangulos com catetosae b
(chamemos a hipotenusa de c), de preferéncia em cor diferente da utilizada no
quadrado. Se vocé cobrir os “cantos” do quadrado com os triangulos, restara
descoberto um quadrado de lado c. Arraste os triangulos sobre o quadrado
para deixar descobertos dois quadrados de lados a e b. #73 €3 T3 43 ¥F

COMENTARIO
Como foi dito, essa € a prova atribuida a Pitdgoras. Além do valor histdrico, ela pode
ser apresentada aos alunos na forma de quebra-cabegas. Construa o seu material

€ 0 acrescente a seu laboratdrio pessoal.

2. Eucuipes fez uma das mais elegantes demonstracoes do Teorema de
Pitagoras. O diagrama que ilustra sua idéia ficou conhecido como “capelo
franciscano” ou “cadeira de noiva,” numa alusdo aos chapéus utilizados
por cardeais franciscanos ou a cadeira onde se carrega a noiva, apos 0s
casamentos judaicos.

Comece observando que a drea do quadrado ACHJ é duas vezes a area
do triangulo JAB, que, por sua vez, é igual a duas vezes a area do triangulo
CAD, que é a mesma area do retangulo ADKL, isto é:

(AC)2 = 2A(JAB) = 2A(CAD) = ADKL 3% 3% 5%3 %

Verifique, vocé mesmo, e complete a demonstracdo de Euclides.

B

Figura 18.2

COMENTARIO
E possivel que vocé tenha percebido que (BC)? = BEKL e que
(AB)? = ADKL + BEKL = (AB)? + (BC)>. Se vocé teve dificuldades, lembre-se de
que a drea de um tridngulo é a metade de uma base, vezes a altura relativa a ele.

Procure bases convenientes e relacione as dreas dos quadrados e dos tridngulos.
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LeonARDO DA VINCI
(1452-1519)

Grande génio da pintura,
famoso por seu quadro
Monalisa, também se
dedicou a outras artes, como
a escultura, e as ciéncias,
como Matematica, Fisica,
Astronomia, Anatomia,
Filosofia. Foi, além do

mais, um grande inventor

e estrategista militar. Na
Matematica, estudou com

o matematico Luca Pacioli
(1445-1509), tendo ilustrado
ele préprio sua obra De
Divina Proportione, sobre o
Numero Aureo.
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4. Até mesmo o genial Leonardo da Vinci se rendeu ao “triangulo direto”,

como era chamado. Acrescentou, as tantas ja existentes, a sua demonstracao,

sintetizada no esquema a seguir. ¥55 ¥F TATATS

As linhas tracejadas denunciam a congruéncia entre os dois poligonos que

tém, em comum, o tridngulo ABC. A partir dessa congruéncia, vocé pode

deduzir sozinho o que estava na cabeca do génio. Verifique vocé mesmo!
G

Figura 18.5

COMENTARIO
Acreditamos que vocé tenha conseguido deduzir a prova. Caso contrdrio, continue
tentando. Afinal, Leonardo era um génio, e nds, simples mortais. Converse com seus

colegas ou com o tutor.

5. Outra interessante demonstragdo que pode ser reproduzida em quebra- cabega
do tipo Tangram € devida a Dudeney, matemético que viveu no século passado.
[Tpeptepsepic)

Construa o seu Tangram!

Desenhe um quadrado. Desenhe a figura ao lado, como se fosse unir seus vértices
aos pontos médios de seus lados, Agora, recorte duas copias de cores diferentes.
Com as pecas de uma cor, construa um quadrado e, com as pecas da outra cor,
construa dois quadrados. Disponha os quadrados de modo que seus lados formem
um tridngulo.

Deduza analiticamente, a partir da Figura 18.6, o Teorema de Pitagoras.

Figura 18.6

COMENTARIO
Este quebra-cabega pode ser utilizado inclusive por alunos de 5° série, pois ndo exige
pré-requisitos conceituais; porém, a deducdo andlttica do Teorema deve ser deixada
para a &° série. Se vocé teve dificuldade para deduzir analiticamente o Teoremag,
ndo desista, continue insistindo. Converse com seus colegas ou com o tutor e visite

a Plataforma Cederj.



6. O vigésimo presidente americano, James Abram Garfield (1831-1881),
mesmo sem formacao superior em Matematica, foi seduzido pelo Teorema
de Pitagoras ainda nos bancos escolares, mas somente em 1876, quando
era senador, realizou seu grande sonho de produzir uma demonstracao
original para o Teorema. Veja! ¢33 ¢33 ¥5 1313

Basta calcular a area do trapézio de duas maneiras: diretamente e pela
soma das éreas dos trés triangulos. Igualando as areas, vocé encontrara a
relacdo de Pitagoras.

Figura 18.7

COMENTARIO
Essa demonstragdo € também uma excelente oportunidade para relacionar o Teorema

de Pitdgoras com o cdlculo de dreas.

7. Acreditamos que algumas atividades apresentadas anteriormente
podem perfeitamente ser utilizadas com alunos de 52 série. Se quisermos,
podemos elaborar tarefas ainda mais simples; por exemplo, utilizando papel
quadriculado, geoplano, Tangram tradicional etc. Crie vocé mesmo uma
atividade que considere adequada a alunos de 52 série. Eis uma ilustracao
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COMENTARIO
Abuse da sua criatividade! Depois, consulte as referéncias, faga uma pesquisa na
Internet, visite a Plataforma Cederj e converse com seus colegas ou com o tutor, para
verificar a adequagdo de suas idéias. Uma atividade interessante seria utilizar uma

corda de 13 nds com as criancas e pedir a elas que formem “cantos retos”

CEDERJ
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TERNOS PITAGORICOS

Chamamos trés nimeros naturais a, b e ¢ de terno pitagdrico
quando a? + b? = ¢%. Uma vez obtido um terno pitagorico, seus multiplos
também o serdo. Prove isso!

A curiosidade de encontrar os ternos pitagoricos fez surgir algumas

sucessdes de nimeros como, por exemplo,

(2m, m>-1, m?+1) (1)

E facil ver que esses ternos sdo pitagdricos, mas eles ndo representam
todas as possibilidades. Um modelo definitivo para os ternos pitagéricos

¢ dado por

d(n?> - m?, 2mn, m?+n?)  (2)

onde d é um ntimero natural qualquer e m>n>0 s3o nimeros primos

entre Si, que nao pOde ser, a0 mesmo tempo, nem pares nem impares.

ATIVIDADE

8. W

a) Prove que (2m, m?-1, m?+1) ¢, de fato, um terno pitagorico.

b) Dé exemplos de ternos pitagdricos que néo satisfacam ao modelo do
item a.

©) O terno (N2 — m?, 2mn, m2+n?) é sempre um terno de niumeros primos
entre si. Por qué?

d) No terno (2), por que devemos ter m>n?

e) No terno (2), o que aconteceria se m e n fossem negativos? E se tivessem
sinais contrarios?

f) No terno (2), por que ndo podem m e n ser ambos pares ou impares?
g) Vocé acha que o terno (2) representa a totalidade dos ternos
pitagoricos?

h) Encontre os ternos pitagéricos com termos de até dois digitos.

COMENTARIO
Se vocé ndo se interessou em resolver esta atividade, ndo tem importdncia! O que é
realmente importante € observar a riqueza dessa discuss@o para o amadurecimento

matemcditico de alunos de 7° ou 8° séries, €, até mesmo, do Ensino Médio.
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Utilizando-se recursos adequados, o Teorema de Pitdgoras pode
perfeitamente ser estudado desde a 5a série, a fim de motivar o resgate
da Histéria da Matematica, explorando relagdes entre dreas e relagoes

numeéricas, através dos ternos pitagoricos.

RESUMO

Além da tradicional demonstracao, como consequiéncia da semelhanca de triangulos,
que costuma aparecer nos livros didaticos, podemos demonstrar o Teorema de
Pitagoras de vérias maneiras. No terceiro ciclo, podemos utilizar materiais concretos,
como o Tangram, para comprovar demonstracoes de matematicos famosos e, assim,
resgatar a Historia da Matematica. Além disso, os ternos pitagéricos, numeros
naturais que satisfazem a relagdo a?+ b? = 2, podem ser explorados numericamente,

incorporando interessantes relacoes algébricas e aritméticas no curriculo.

ATIVIDADE FINAL

Pense em novas atividades, utilizando outros recursos, como o geoplano
(Aula 3). Como vocé sabe, atribui-se aos pitagéricos a descoberta dos numeros
irracionais. Crie uma atividade no geoplano, utilizando tridngulos retangulos,
para encontrar alguns desses numeros. Se faltar inspiracdo, consulte http:/

www.somatematica.com.br/irracionais.phtml. Coragem, irmao!

COMENTARIO
Comece com catetos de uma unidade para encontrar a hipotenusa 2.A partir disso,
crie outros tridngulos e, tente encontrar hipotenusas {3\5\7. Depois dessa atividade

converse com seus Co/egas e com o tutor.
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AUTO-AVALIACAO

Ter realizado as Atividades 2, 3 e 7 é primordial para o entendimento da relacdo
pitagérica. Entender a identificacdo e construcdo de ternos pitagoricos (Atividade 8)
também enriquecera o seu conhecimento a medida que vocé pode realizar descobertas
aritméticas e algébricas relevantes. Se vocé conseguiu resolver as atividades com
facilidade e ndo lhe restaram duvidas, siga em frente. Caso contrario, retome o estudo

do texto, visite a Plataforma Cederj ou consulte o tutor no pélo.

INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, vocé verificard que o Teorema de Pitagoras é valido também quando
as figuras construidas sobre os catetos e a hipotenusa sdo semelhantes entre si. Vocé

deve ter os modelos de quebra-cabecas disponiveis no Médulo Pratico e utiliza-los.
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O Teorema de Pitagoras
e sua relacdo com poligonos
semelhantes

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino do
Teorema de Pitagoras.

Esperamos que, apos esta aula, vocé seja capaz de:

o Verificar a validade do Teorema de Pitagoras
na soma das reas de figuras semelhantes, nao
apenas quadrados.

e Utilizar quebra-cabecas como recursos para
ensinar o Teorema de Pitagoras.

Pré-requisitos

Para um bom desempenho nesta aula, é importante
voceé rever a definicao de figuras semelhantes

(Aula 2) e ter entendido o Teorema de Pitagoras
(Aula 16). Vocé deve ter a mao cartolina, papeldo
ou material emborrachado, para construir alguns
quebra-cabecas e acrescenta-los ao seu laboratorio
de Geometria.
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|NTRODUCZ\0 Convencionalmente, o Teorema de Pitdgoras é apresentado nos livros didaticos da &
série do Ensino Fundamental, nos Ultimos capitulos. Tal fato decorre da visdo estanque
e seqUendial dos contetidos matematicos, em que um é visto como pré-requiisito para o
outro. Tradicionalmente, como ressattaram Kindel, Bairral e Oliveira (2000), acreditava-se que
para ter o dominio deste conceito, era preciso que o aluno tivesse trabalhado o conceito de
equacdo do 2° grau. Pesquisas em Educacdo Matemética mostram que a construgdo do
conhecimento matemético ocorre de maneira cadtica, ou seja, de forma ndo-linear e em
diferentes momentos e contextos de nossa experiéncia, seja ela cotidiana ou matematica.
Na aula de hoje, vocé verificara, em espedial, que o Teorema de Pitdgoras pode ser
generalizado para figuras quaisquer, construidas sobre os catetos e sobre a hipotenusa,

desde que elas sejam semelhantes entre si.

Para os pitagoricos, os estudos fundamentais eram a Geometria, a Aritmética,
a Musica e a Astronomia. O elemento basico de todos esses estudos era
0 nimero, ndo em seus aspectos praticos, computacionais, mas como a prépria
esséncia de sua natureza. Os pitagéricos supunham que os principios basicos do
numero fossem os principios basicos de todas as coisas, e que todo o céu fosse
uma escala musical e um numero.

Conversando sobre o seu laboratério de Geometria

Recursos audiovisuais também podem ser uma importante
ferramenta em suas aulas de Geometria. Por exemplo, vocé conhece
o filme Donald no pais da matemdgica? Trata-se de uma interessante
aventura, contada em 25 minutos, sobre varios episédios da Hist6ria da
Matematica. Acompanhando a viagem do Pato Donald no fascinante
Mundo da Matemitica, vocé pode saber mais sobre a Escola Pitagérica,
a relagdo entre Matematica e Musica, o Pentagrama e um curioso método
de jogar bilhar.

Como na Aula 9, vocé também podera encontrar um interessante
livro paradidatico sobre o Teorema de Pitdgoras, escrito por Luiz Marcio
Imenes, em 1988. Os livros paradidaticos da série Topicos de Historia da
Matemdtica para uso em sala de aula, da Atual Editora, também devem

compor O s€u acervo.
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AMPLIACAO DO ESTUDO DO TEOREMA DE PITAGORAS:
O CASO DAS FIGURAS SEMELHANTES

Conforme ilustrado na Figura 19.1, vocé pode visualizar a relagdo
pitagorica, ou seja, pode perceber que a soma das dreas dos quadrados
construidos sobre os catetos resulta no quadrado maior, construido

sobre a hipotenusa.

Ao encaixar as cinco pecas no
quadradao, vocé cobriu-o por
completo:

pequeno.

Figura.19.1

5N

area da figura +
area da figura +
area da figura +

area do quadradao=

area do quadraddo=  area do quadrado

médio

Uma questdo quase nunca explorada nos livros diddticos e nas
aulas de Geometria é o fato de que a relacdo entre as dreas de figuras
desenhadas sobre os lados do tridngulo retingulo pode continuar
verdadeira para outras figuras planas diferentes do quadrado. Isso é o

que veremos nas atividades subsequientes.

AULA H MODULO 1

Podemos entdo concluir que a
area do quadradao é a soma das
areas das cinco figuras.

Repare que as figuras 1, 2 e 3 formam o quadrado
médio e que-as figuras 4 e 5 formam o quadrado

area da figura +

area da figura

+ areado quadrado
pequeno
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ATIVIDADES

1. Como no exemplo da Figura 19.1, vamos formar octégonos sobre os

‘ lados do triangulo retangulo (Figura 19.2.a). Para isso, vamos trabalhar com
as oito pecas recortadas da Figura 19.2.b para preencher os octégonos

‘ formados sobre os lados do tridngulo retdngulo da Figura 19.2.a. Utilizando
’ apenas trés pecas, forme o octégono que tenha como um de seus lados o
cateto menor. Com as outras cinco pecas, forme outro octégono sobre o

cateto maior. Utilizando todas as pegas, € possivel formar um octégono em

que um de seus lados seja a hipotenusa do triangulo? O que vocé observa

em relacdo as éreas das figuras? Justifique suas respostas. wvEwEyg

N[

- Figura 19.2.b:

o Estas oito pecas devem EV

Figura 19.2.a:

'(Ij'lr_al’ an|lnhiS.<je delntro, - estar separadas/
eixando o triangulo. recortadas.

COMENTARIO
Vocé deve ter verificado que os trés octégonos sao semelhantes. Além de sobrepé-los
e compard-los, para verificar que de fato sGo semelhantes entre sj, hd outra maneira
de constatar a semelhanga, que € desenhar cada octégono e analisar a medida de

seus lados e de seus dngulos. Lembre-se de utilizar o Mddulo Prdtico.

2. A partir dos quebra-cabegas seguintes, elabore atividades semelhantes a
anterior. Em todas elas lembre-se de que o objetivo principal é associar a relacdo
pitagorica com éreas de poligonos semelhantes, construidos sobre os lados
(cateto menor, cateto maior e hipotenusa) de triangulos retangulos.

e RS et S et S )

-

-

1

,-f‘-

Figura 19.3 Figura 19.4 Figura 19.5

COMENTARIO
Lembre-se de que esses quebra-cabecas estdo disponiveis no Mddulo Prdtico. Vocé

deverd recortd-los e utilizd-los!
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3. Recorte a Figura 19.6, que vocé encontrara no Moédulo Pratico, e construa
os tridngulos eqtiilateros utilizando os mesmos procedimentos da Atividade
1. Agora, mostre que a area do triangulo eqtiilatero, desenhado sobre a
hipotenusa de um tridngulo retéangulo, é igual a soma da éreas dos triangulos
eqiiildteros, desenhados sobre seus catetos. £5 £ £ £ €4

i SN B G

— T -"';'t" Observe que sdo figuras (as ponti-
i,/ lhadas) + o triangulo. Todas devem
ficar recortadas (em separado).
Seria bom também deixar somente

a moldura (contorno) triangular.

COMENTARIO
Utilize o Mddulo Prdtico, reproduza o desenho e faga o seu prdprio Tangram. Vocé verd

que € muito fdal montar o quebra-cabega e mostrar esse fato a seus alunos.

4. A propriedade da atividade anterior continuaria valida se os
triangulos nao fossem eqtiilateros? E se fossem semicirculos, no lugar
de triangulos? E se fossem retangulos? Qual deve ser a propriedade das
figuras sobre os lados do tridngulo retangulo, para que a propriedade

das éreas continue valida? T3 L0 (A EITS

COMENTARIO
E fdcil dar exemplos de triéngulos quaisquer ou de retdngulos que contrariem
a propriedade. Vocé deve ter percebido que a forma da figura néo é o fundamental;
o0 que importa € que elas sejam semelhantes. Se alguma duivida persistir, consulte
as referéncias bibliogrdficas ou o enderego: http.//www.keypress.com/sketchpad/
sketchdemo.html
5. No estudo dos poligonos inscritos e circunscritos, também faz-se
necessaria a aplicacdo do Teorema de Pitagoras. Por exemplo, vocé sabe
que todo tridngulo retdngulo pode ser inscrito em um semicirculo cujo
diametro € a hipotenusa (Figura 19.7). Sendo assim, observando a figura,

responda: Qual a relacdo existente entre a hipotenusa e a mediana relativa
.pe 2
a ela? Justifique sua resposta. L3 £33

Figura 19.7

COMENTARIO
Lembre-se de que a mediana € o segmento que une o vértice ao ponto médio do
lado oposto. Construir uma demonstracdo para sua observagao serd importante.
Outras interessantes extensées e generalizacdes do Teorema de Pitdgoras podem

ser encontradas em Barbosa (1993).
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ETNOMATEMATICA
Ainda nio existe uma
defini¢do precisa do
campo de atuagiao

da Etnomatemadtica.
Trata-se de uma
recente area

de pesquisa
multidisciplinar
(Matematica,
Antropologia,
Historia, Sociologia)
que estuda a
Matematica como um
fendmeno cultural
produzido por uma
determinada etnia ou
grupo social.

PauLus GERDES

Holandés, é professor
da Faculdade de
Educagio de Maputo,
em Mogambique.
Visitou o Brasil, pela
primeira vez, em
1988.
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MATEMATICA E DIVERSIDADE CULTURAL

A diversidade cultural surge como um dos temas transversais,
isto €, como um dos assuntos de relevancia contemporanea que devem ser
objetos de aten¢io constante pelos educadores, inclusive pelos professores
de Matemadtica. Os temas transversais (Saide, Meio Ambiente, Etica,
Pluralidade Cultural, Orientacdo Sexual, Trabalho e Consumo) nio
constituem disciplinas; devem ser desenvolvidos continuamente em todas
as disciplinas do curriculo escolar.

O trabalho do famoso ETNOMATEMATICO PAuLUs GERDES é um
grande referencial de utilizacio da Matemdtica como producao cultural.
No caso concreto do Teorema de Pitagoras, Gerdes estudou 0 modo como
diversos ornamentos e artefatos africanos podem ser usados para criar
um contexto atraente para a descoberta e demonstragido desse teorema.
Os quadrados entrelacados e dentados (Figura 19.8) sio exemplos dessa

producio cultural.

indios Krikati (Brasil)

Mbangala (Angola)

Figura 19.8

Podemos ver, nos padrdes de entrelacamento da Figura 19.9, o caso

mais simples do Teorema de Pitdgoras.

T

I‘E

Figura 19.9



Figura 19.10

Nos trabalhos de Gerdes, encontramos
o "quadrado dentado". Nele, também pode-
mos ver (Figura 19.10) que o quadrado da
"hipotenusa dentada" é igual (em 4rea) a

soma dos quadrados dos catetos.

Para mais detalhes, conheca Gerdes (1992).

™ |

ATIVIDADE

6. Na aula anterior, vocé viu que os ternos pitagoricos sdo nimeros inteiros
positivos a, b e ¢, tais a> + b2 = ¢ O reciproco do Teorema de Pitagoras
afirma que, se temos um tal terno de nimeros, um tridngulo que tenha
numeros correspondentes como comprimentos dos lados tera um angulo
reto oposto ao lado maior. Uma férmula atribuida a Pitagoras (540 a.C.),
por Proclus (470 d.C.), resultava da propriedade dos nimeros figurados:
qualquer quadrado perfeito pode ser representado geometricamente por
um arranjo quadrado de pontos. Podemos ver isto na Figura 19.11.a.
O acréscimo de uma configuracdo, em forma de angulo reto a esse
quadrado, produz outro quadrado (Figura 19.11.b). ¥3% 3431313

Figura 19.11.a Figura 19.11.b

Seguindo com as configuracdes, encontre uma formula geradora de ternos
pitagdricos, justificando sua resposta.

COMENTARIO
Caso tenha duvida para encontrar a formula, lembre-se de que na Atividade 8 da
aula anterior vocé a demonstrou. O tipo de configuracdo ilustrada nesta atividade
é denominada "gnémon". Embora a designagdo dos ternos pitagdricos remeta-nos
imediatamente a Pitdgoras, é bom lembrar que os babilénios conheciam, pelo
menos, quinze conjuntos de ternos diferentes. Tais ternos foram encontrados na tdbua

cuneiforme Plimptom 322, que data do periodo entre 1900 a.C. e 1600 a.C.
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CONCLUSAO

A partir de diferentes quebra-cabegas, podemos dinamizar o
trabalho com o Teorema de Pitigoras, deixando assim de explora-lo
apenas algébrica e aritmeticamente. Desta forma, os contetidos passam

a ter dindmica e integra¢do mais significativas.

RESUMO

E possivel explorar, antes da 82 série, o Teorema de Pitagoras, integrando-o ao
trabalho com areas e buscando resgatar a sua evolucao histérica. Com isso, o recurso
a Histéria da Matematica (escola pitagorica, grega, egipcia, hindu etc.) pode ser
um excelente motivador para os alunos no processo ensino-aprendizagem deste
teorema. Vocé viu também que o trabalho com o Teorema de Pitagoras deve explorar
relagdes entre areas de figuras semelhantes, relacdes numéricas (ternos pitagoricos),

relagdes algébricas e funcionais.

AUTO-AVALIACAO

Se vocé realizou e concluiu, sem duvidas, todas as atividades desta aula, parabéns!
Caso contrario, converse com o tutor e esclareca suas duvidas. Também esperamos
que vocé tenha descoberto e verificado, através de configuracbes geométricas

variadas, a férmula para a construcdo de ternos pitagoricos (Atividade 6).
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ATIVIDADE COMPLEMENTAR

Vocé tem visto que a internet e seus aplicativos possibilitam-nos uma nova e
diferente alternativa de aprender. Assim, se tiver oportunidade, acesse os enderecos
seguintes, conheca novas informacdes sobre o Teorema de Pitagoras e converse

com o tutor.

PYTHAGOREAN theorem. Disponivel em: <http://www.frontiernet.net/~imaging/
pythagorean.html>. Acesso em: 18 jun. 2004.

THE PYTHAGOREAN theorem. Disponivel em: <http://scidiv.bcc.ctc.edu/math/
Pythagoras.html>. Acesso em: 18 jun. 2004

YOSHIOKA-MAXWELL, Seth. Phythagorean Dalculator. Disponivel em: <http:/
www.geocities.com/CapeCanaveral/Launchpad/3740/calculator.html. Acesso em:
18 jun. 2004.

INFORMAGCOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula vocé continuaréd estudando e conhecendo possibilidades de

insercdo das construcdes geométricas em suas aulas.

Os seus médulos de Geometria Bésica, e de Constru¢des Geométricas, devem estar
a mao, para que vocé relembre algum conceito, se necessario. Pegue também o
seu material de desenho (régua, compasso, transferidor e esquadros), cartolina,
papeldo ou material emborrachado, para construir alguns quebra-cabecas do tipo

Tangram, ampliando os recursos do seu laboratério pessoal.

SUGESTAO DE LEITURAS COMPLEMENTARES
BARBOSA, Ruy M. Descobrindo padrées pitagdricos. Sdo Paulo: Atual, 1993.

STRATHERN, Paul. Pitdgoras e seu teorema em 90 minutos. Rio de Janeiro: Zahar, 1998.
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Construindo, jogando
e aprendendo com
quebra-cabecas

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino
de construgdes geométricas
elementares, por meio de
quebra-cabegas.

Esperamos que, apds estudo do contetdo desta aula,
vocé seja capaz de:

® Reconhecer a pertinéncia do uso de quebra-
cabecas na atividade matematica.

e Criar e construir alguns quebra-cabecas para
utilizacdo em aulas de Geometria.

e Avaliar e explorar o potencial de determinado
quebra-cabega no desenvolvimento de
construgdes geomeétricas.

o Refletir sobre a utilizacdo de outros recursos
(softwares e internet) nas aulas de Matematica.

Pré-requisitos

Para um bom desempenho nesta aula, basta que vocé se lembre de
alguns conceitos elementares de Geometria e de algumas técnicas,
também elementares, de desenho geométrico.

Os seus modulos de Geometria Basica e o de Construgdes
Geométricas devem estar a mao, para que vocé relembre algum
conceito, se necessario. Pegue também o seu material de desenho
(régua, compasso, transferidor e esquadros), cartolina, papeldo ou
material emborrachado, para construir alguns quebra-cabecas

do tipo Tangram, ampliando os recursos do seu laboratério pessoal.



Instrumentacao do Ensino da Geometria | Construindo, jogando e aprendendo com quebra-cabecas

Lembre-se de acessar a pagina da disciplina e seu conjunto de aulas na
Plataforma Cederj. Ha interessantes animacdes que auxiliam o desenvolvimento
da visualizacdo e representacdo. Ao acessar também os sites sugeridos nesta
aula, vocé tera diferentes motivacoes para a utilizagdo de quebra-cabecas nas
aulas de Matematica.

INTRODUCAO Diferentemente das aulas anteriores, ndo vamos ancorar esta aula em nenhum
contetdo especifico. Nas atividades, construindo e utilizando alguns quebra-
cabecas, vocé fard uma viagem ludica por varios conceitos geométricos que
permeiam todo o Ensino Fundamental.

E importante que vocé veja a atividade matemética como ludica e desafiadora.
Essa observacao e compreensao do fazer matematico com atividades Idicas se
verifica, por exemplo, em inUmeros quebra-cabecas construidos com base em
estratégias matematicas variadas.

Certamente, os quebra-cabecas ainda nao invadiram as aulas de Matematica
por forca da crenca de que o saber matematico se revela apenas nas relacoes
numéricas, na capacidade de calculo de areas, volumes, estatisticas etc. na resolucdo
de problemas intrincados. No entanto, as pessoas escolarizadas, mesmo tendo
esquecido como calcular uma area ou resolver uma equacdo do 2° grau, continuam
interpretando formas, descobrindo simetrias, admirando mosaicos, resolvendo
problemas, interpretando graficos etc.

Nesta aula, vocé podera construir e analisar alguns quebra-cabecas geométricos,
conhecidos como Tangram, bastante divulgados nos meios matematicos, com o
principal objetivo de despertar o seu interesse pelo assunto. VVocé deve ampliar seus

conhecimentos visitando os sites e lendo as referéncias indicadas.

Por que ndo usar e abusar dos quebra-cabegas na constru¢do de conceitos
matematicos? Na interpretacdo e descricio de formas geométricas? No
desenvolvimento do raciocinio l6gico?
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ATIVIDADE

1. Vocé sabe que podemos encontrar muitos recursos e atividades na
rede. Por exemplo, uma grande variedade de quebra-cabecas, ndo sé

AULA H MODULO 1

http://www.recursoseb 1.com/ficheiros/quebra-cabecas/domino2.doc
http://www.recursoseb 1.com/ficheiros/quebra-cabecas/jogo12.doc
http://www.terravista.pt/bilene/5169/pagina/jogosmatematicos/
jogosmatematicos.html
http://ludicum.org/games/geom/poliedricos/fotos/fotos_poli?b_start:
int=10
http://revistagalileu.globo.com/Galileu/0,6993,ECT669583-
2680,00.html
http://www.sectma.pe.gov.br/notitia/administracao/espacociencia/mat/
conteudo/pitagoras.htm
http://www.sectma.pe.gov.br/notitia/administracao/espacociencia/mat/
conteudo/cubosoma.htm
http://planeta.terra.com.br/educacao/calculu/Diversao/calendario.htm
http://www.pegar.com.br/pegar_arquivo.asp?link_id=10758
http://www.scipione.com.br/sceduca/assessoria/vivendo/pitagoras/
pitagoras.htm#1

http://www.mat.ufrgs.br/ ~edumatec/atividades/ativ6/ativ6.htm
http://ludomatematica.tripod.com/PCM.htm

COMENTARIO
Esta atividade, apesar de importantissima, é opcional, uma vez que vocé necessitard da
internet. Mesmo ndo tendo acesso fdcil & rede, vale o esforco de fazer esta atividade;

vocé s6 tem a ganhar!
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Como ja conversamos em aulas anteriores, o Tangram, de origem
chinesa, é um dos mais antigos quebra-cabegas de pegas planas. Muito
utilizado em aulas de Geometria, existem vérios tipos de Tangram a
venda, mas consideramos que a construcio do proprio material oferece
interessantes oportunidades de aprendizagem, tanto para os professores

CcOmo para oS estudantes.

CONSTRUINDO E UTILIZANDO O TANGRAM QUADRADO

O Tangram quadrado é o mais popular. Ele tem origem e data
de concepcdo desconhecidas e, em chinés, é chamado de Ch’i Ch’iao
T’u, que quer dizer: as sete pecas inteligentes. Existem varios tipos de
Tangram: o quadrado, o pitagodrico, o triangular, o pentagonal, o oval
e o coragio partido.

Segundo Lopes (1994, p. 136, v.1),

esse jogo tem uma origem lenddria, supde-se que a parte inicial

Conversando sobre a do nome do jogo, TAN, esteja relacionada a dinastia Tang, que
histéria do Tangram

e governou a China por um longo periodo. A parte final do nome,
quadrado.

GRAM, vem do latim e significa ordenar, dispor. Conta uma lenda
que um mensageiro deveria levar uma pedra de jade, de formato
quadrado, ao imperador. Mas, no meio do caminho a pedra partiu-se
em sete pedacos. Preocupado, o mensageiro foi juntando as sete
pecas, a fim de remontar o quadrado. Enquanto tentava resolver
o problema, o mensageiro criou centenas de formas até conseguir

montar um quadrado.

A construgio do Tangram quadrado é bastante simples. Acompanhe!

Veja que:
E a) “E” é o ponto de interseccio das diagonais.
b) “F” e “G” sdo pontos médios dos respectivos lados.

H ¢) “H”, “I” e “]” sdo, também, pontos médios.

G

Figura 20.1: Tangram quadrado.
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ATIVIDADES
2. BT

a) Faca uma lista dos conceitos de Geometria e das técnicas de desenho
geométrico que podem ser explorados na construcdo do Tangram
Quadrado.

b) Construa o Tangram quadrado, por dobraduras.

c) Faca, também, uma lista de atividades que podem ser realizadas
utilizando as pecas do Tangram quadrado.

COMENTARIO
Vocé ndo deve ter dificuldade em compreender a construgéo!
Talvez a dobradura represente um desafio, pois depende de certa prdtica. Insista!
Na sua lista de conceitos e técnicas utilizadas na construgdo, ndo podem faltar:
poligono, quadrado, diagonal, construcdo de perpendiculares, pontos médios. Entre
as atividades que podem ser planejadas, destacamos as que foram recomendadas

na aula passada, quando conversamos sobre seu laboratdrio de Geometria:

« formar figuras que lembrem animais, objetos quaisquer, figuras abstratas;
- construir e identificar figuras geomeétricas;

* compor e decompor figuras;

« trabalhar com éngulos: comparagdo e congruéncia;

« formar poligonos convexos e ndo-convexos;

« trabalhar com comparacdo, semelhanga e congruéncia;

« trabalhar com perimetros e dreas de figuras.

Observe, ainda, que essas atividades podem ser exploradas em diversos momentos

e niveis de dificuldade, ao longo do Ensino Fundamental.

CEDERJ
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3. Utilize todas as pegas do Tangram quadrado para montar trés trapézios
retangulos sobre os lados de um dos tridangulos maiores.
[Epiep el

a) Os trapézios construidos sao semelhantes? Congruentes?

b) A érea do trapézio maior é igual a soma das areas dos outros dois?

COMENTARIO
Vocé deve ter notado que essa atividade pode ser utilizada para mostrar a extens@o

do Teorema de Pitdgoras, como fizemos na Aula 16.

Conversando sobre o seu laboratéorio de Geometria

No Ensino Fundamental, o professor pode apresentar, aos
seus alunos por escrito, o procedimento de constru¢do da dobradura
do Tangram quadrado. A compreensdo, através do texto, acrescenta
desafios cognitivos e desenvolve a linguagem geométrica dos alunos.
Verifique se, ao resolver o item b da Atividade 2, vocé o fez de acordo

com a descri¢io a seguir:

Material: folha de papel A4.

1. Obtenha, da folha A4, um quadrado de tamanho mdaximo.
Para isso, tome um dos vértices da folha (retangular, no caso) e faga
com que ele toque no lado maior da folha, oposto a esse vértice, até
que o lado menor, adjacente a esse vértice, se sobreponha totalmente
ao lado oposto.

2. Mantendo esse alinhamento, vinque o papel, de modo que
surja uma diagonal do quadrado que obteve ao cortar a sobra da folha
que ndo foi utilizada.

3. Divida o quadrado em dois triangulos, fazendo um corte sobre

a diagonal.
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4. Tome um dos dois tridngulos obtidos e, no intuito de dividi-lo

em dois menores, junte os vértices dos dois angulos agudos e vinque

AULA H MODULO 1

novamente, cortando em seguida.

5. Dos dois tridngulos menores obtidos, tome novamente um deles;
repita etapa anterior, dividindo-os em dois, ainda menores.

6. No outro, marque os dois pontos médios dos lados iguais e,
unindo-os por um segmento, vinque sobre este segmento, de modo que
o vértice do angulo reto (oposto ao lado maior) toque no lado maior
depois, corte.

7. Dai, surgirdo um outro tridngulo, menor, e um trapézio!

Estd pronto o seu Tangram quadrado!

COMENTARIO
Vocé deve ter observado que, ao desenvolver essa atividade com seus alunos, o professor
pode aproveitar o momento para trabalhar vdrios conceitos geomeétricos como, por
exemplo, quadrado, diagonal do quadrado, reta, tridngulos reténgulos, isésceles, dngulos

agudos, obtusos e retos, perpendicularidade, paralelismo e pontos médios.

TANGRAM CORACAO PARTIDO

Para construir o Tangram conhecido como “Coragdo Partido”,
siga os procedimentos seguintes:
1. construa um quadrado ABCD de lado 10cm;
2. marque os pontos médios de BC, CD e AD, chamando-os de
E, F e G, respectivamente;
3. trace duas semicircunferéncias centradas em E (com raio EB)
e F (com raio FC); A B
4. construa o quadrado ECFO (interno a ABCD);

5. prolongue OE e OF até tocar nas semicircun-

feréncias correspondentes; G E

6. crie os segmentos AO e FG;
7. trace por F uma perpendicular a FG até tocar o

arco de circunferéncia (F, D).

Figura 20.2: Tangram coracdo partido.
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ATIVIDADE

4. Recorte o seu Tangram coracao partido e realize as seguintes atividades
exploratorias: £33 EATATS
a) Que poligono(s) pode(m) ser formado(s) com duas pecas? E com trés
pecas? E com cinco pecas?

b) Utilizando todas as pegas, monte a figura abaixo.
c) Crie outras figuras com o seu corac¢do partido.

T
g

Figura 20.3: Construcdo com as pecas do coracdo partido.

COMENTARIO
Reflita sobre os conceitos geomeétricos e técnicas de desenho utilizadas na construcdo
do Coragdo Partido. Pense também sobre as possibilidades de exploracdo desse
Tangram em sala de aula. Viocé pode construir quadrados, retdngulos, tridngulos e

trapézios, combinando as pegas do coragdo partido.

TANGRAM OVAL

O Tangram oval é recortado a partir de uma oval irregular (6vulo)
de quatro centros, conforme vocé estudou no seu curso de Desenho
geométrico, Aula 19.

1. trace um segmento AB;

2. tomando AB como didmetro, construa a circunferéncia de
centro O e raio em B;

3. por O, trace uma reta perpendicular a AB. Chame as intersec¢oes
deste com a circunferéncia de I (ponto abaixo) e de H (ponto acima);

4. trace semi-retas AH e BH;

5. trace o arco centrado em A, com raio em B. A intersec¢io deste
com AH chame D;

6. trace o arco centrado em B, com raio em A. A intersec¢io deste
com BH chame C;

7. com centro em H, trace o arco de C a D.
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A oval esta pronta!

Para concluir o seu Tangram oval, basta:

AULA H MODULO 1

8. encontrar sobre IH o ponto E, interseccio com o arco de centro
H e raio em B;

9. trace a circunferéncia de centro E e raio em I. Os pontos de
interse¢do desta com o segmento AB denomine F e G;

10. construir o tridngulo FGE;

11. recortar seu Tangram nas dire¢des: AD, BC, AB, FE, EG e IE.

Figura 20.4: Tangram oval.

ATIVIDADE

5. FREEE
a) Quantos tridngulos isésceles podemos formar com as pecas do Tangram
oval? E eqtiilateros?

b) Utilizando todas as pecas, monte a figura abaixo.
c) Crie outras figuras com o seu Tangram oval.

Figura 20.5
COMENTARIO

Converse com seus colegas e com o tutor sobre as atividades que vocé criou com

o0 seu Tangram oval.
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Nas referéncias ou na internet, vocé encontrara varias sugestdes de atividades
exploratdrias dos seus diversos modelos de Tangram.

TANGRAM TRIANGULAR

O Tangram também pode ser triangular. Confira:

1. trace um segmento AB;

2. a partir de AB, construa o tridangulo eqiildtero ABE;

3. divida AB em trés segmentos congruentes (Al IJ e JB);

4. sobre o segmento AE, crie um ponto D, de medida AJ e trace
o segmento DJ;

5. sobre o segmento BE, crie o ponto F, de medida BI e trace o
segmento FI;

6. crie o ponto O, interseccdo entre DJ e FI;

7. encontre o ponto médio de JB e de FO, unindo-os;

8. trace a semi-reta paralela a AB de origem em O. A intersec¢io
dessa semi-reta com AE chame C;

9. marque os pontos médios de AC, CO, OI, Al e OJ. Denomine
esses pontos P, Q, R, S e T, respectivamente;

10. trace OS, QR ¢ RT;

11. apague OR;

12. recorte o seu Tangram triangular em todos os segmentos

desenhados.

Seu Tangram triangular esta pronto!

Veja o0 modelo no Mdédulo Pratico.



ATIVIDADES

6. Realize as atividades: £3E3 55t

a) Que poligono(s) pode(m) ser formado(s) com duas, trés ou cinco
pecas?

b) Construa um paralelogramo, utilizando cinco pecas.

¢) Crie outras atividades com o seu Tangram triangular.
COMENTARIO

Esteja atento do uso das técnicas de desenho que podem ser exploradas nessas

atividades, tais como: construgdo de tridngulo eqtiildtero, ponto médio, divisdo de

segmento em parte iguais. Observe que a precisdo do desenho é fundamental para

que a justaposicdo do material fique perfeita, ao manipuld-lo.

7. Podemos, também, construir o Tangram pentagonal e o Tangram
retangular, recortando as linhas das figuras a seguir. Observe as figuras!

A E | J

L\ :

B G A (0} B

Figura 20.6: Tangram pentagonal. Figura 20.7: Tangram retangular.

7.1. Desenhe e descreva os detalhes das construcées das figuras.

7.2. Utilizando seu Tangram pentagonal,

a) Construa triangulos com trés pecas, com quatro pecas e com cinco pegas;
b) Que poligono(s) pode(m) ser construido(s) com duas, trés, cinco ou
todas as pecas?

7.3. Utilizando seu Tangram retangular:

a) construa um retangulo, utilizando trés pecas;

b) comprove o Teorema de Pitagoras.

7.4. Crie outras atividades exploratérias que possam ser usadas

em sala de aula.

CEDERJ
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COMENTARIO
Para construir o seu Tangram pentagonal, depois de construido o pentdgono regular,
basta observar que AC, CD e DB sdo congruentes, e que CE, DF e BG sdo pardlelas.
No caso do Tangram retangular, observe os sequintes detalhes: ABCD é um quadrado;
M, N e O sdo pontos médios dos lados do quadrado, DG e CH estdo contidos nas
diagonais do quadrado; ED, El, JF e FC sdo todos congruentes a DN/2. Observe que
vdrias técnicas de construcoes geomeétricas podem ser exploradas nessas construgdes,
inclusive a prdpria construgdo do pentdgono regular. Néo perca a oportunidade de
relembrar o seu curso de Construgdes Geométricas. Discuta com seus colegas e com

o tutor as possibilidades de exploragdo desses quebra-cabegas.

CONCLUSAO

Os modelos de Tangram descritos nas atividades anteriores s3o,
apenas, os mais comuns; nada nos impede de criarmos outros modelos
com objetivos especificos, como fizemos nas Aulas 16 e 17, para explorar
o Teorema de Pitdgoras e suas possibilidades de uso em sala de aula.

Para tanto, basta vocé observar as figuras daquelas aulas.

RESUMO

Atividades que envolvem a utilizacdo de quebra-cabecas contribuem para o
desenvolvimento da autonomia dos alunos, pois, por meio delas, eles aprendem
a trabalhar em equipe, respeitar e fazer-se respeitados; cooperar, tomar decisées,
formular hipoteses, descobrir seus proprios erros e corrigi-los.

Em Geometria, os diversos modelos de Tangram (quadrado, oval, pentagonal,
triangular, retangular) sdo especialmente utilizados quando se deseja explorar
conceitos, como poligonos, area, perimetro, simetrias, translacdes, Teorema de
Pitdgoras etc. Muitos outros quebra-cabecas podem ser encontrados na literatura
e na internet. O importante é que vocé esteja sempre atento a possibilidade de

enriquecer suas aulas. Seus alunos merecem!
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AUTO-AVALIACAO

Como auto-avaliacdo, vocé deve propor outras atividades com quebra-cabecas,
como foi solicitado durante esta aula, além de conversar com seus colegas e com
o tutor, sobre suas propostas. Por exemplo, voltar a Aula 18 e refazer a Atividade
8 (Tangram circular), utilizando dobraduras e construgdes, sera um exercicio auto-
avaliativo imprescindivel para sua aprendizagem. Para cada recurso utilizado,
lembre-se de escrever os procedimentos que devem ser seguidos. Proponha,
também, duas atividades com o Tangram circular. Apresente esta auto-avaliacdo
ao seu tutor. Lembre-se, inclusive, de inserir, em sua reflexao, respostas ao quadro

proposto na auto-avaliacdo da Aula 9.

INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula estudaremos as relagdes métricas nos triangulos retangulos.

SUGESTAO DE LEITURA COMPLEMENTAR PARA APROFUNDAMENTO SOBRE A
UTILIZACAO DOS DIFERENTES TIPOS DE TANGRAM EM SALA DE AULA

SOUZA, Eliane R. de et al. A matemadtica das sete pecas do Tangram. Sao Paulo:
CAEM/IME/USP, 1995.

SITES RECOMENDADOS

Centro de recursos para os 1° ciclos. Dominé 1. Disponivel em: <http://

www.recursoseb1.com/jogos.htm>. Acesso em: 9 jul. 2004.

Centro de recursos para os 1° ciclos. Dominé 2. Disponivel em: <http://

www.recursoseb1.com/jogos.htm>. Acesso em: 9 jul. 2004.

Centro de recursos para os 1° ciclos. Jogo 712. Disponivel em: <http://

www.recursoseb1.com/jogos.htm>. Acesso em: 9 jul. 2004.

TEIXEIRA, Sérgio Claudio Gaspar. Alguns jogos matematicos. Disponivel em: <http://
www.terravista.pt/bilene/5169/pagina/jogosmatematicos/jogosmatematicos.html>.
Acesso em: 9 jul. 2004.

LUDICUM.org: fotos poliédricas. Disponivel em: <http://ludicum.org/games/geom/

poliedricos/fotos/fotos_poli?b_start:int=10>. Acesso em: 9 jul. 2004.
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CAMANHO, Alexandre. O quebra-cabeca de Arquimedes. Disponivel em: <http:
/lrevistagalileu.globo.com/Galileu/0,6993,ECT669583-2680,00.html>. Acesso em:
9 jul. 2004.

Universidade Federal de Pernambuco. Laboratério de Matematica. Matematica:
Pitagoras 1 e 2. Disponivel em: <http://www.sectma.pe.gov.br/notitia/administracao/

espacociencia/mat/conteudo/pitagoras.htm>. Acesso em: 9 jul. 2004.

Universidade Federal de Pernambuco. Laboratério de Matematica. Cubo da soma.
Disponivel em: <http://www.sectma.pe.gov.br/notitia/administracao/espacociencia/

mat/conteudo/cubosoma.htm>. Acesso em: 9 jul. 2004.

LANIUS, Cynthia. A algebra: divertimento com calendarios. Disponivel em:
<http://planeta.terra.com.br/educacao/calculu/Diversao/calendario.htm>. Acesso em:
9 jul. 2004.

A 12 Jornada v3.11. Disponivel em: <http://www.pegar.com.br/pegar_

arquivo.asp?link_id=10758>. Acesso em: 9 jul. 2004.

IMENES, Luiz Mércio; LELLIS, Marcelo. Descobrindo o teorema de Pitdgoras.
Disponivel em: <http://www.scipione.com.br/sceduca/assessoria/vivendo/pitagoras/

pitagoras.htm#1>. Acesso em: 9 jul. 2004.

CAMBOIM, Cristiane Edna; QUADROS, Cristiano da Silva; RIBEIRO, Luciane Rittes.
Tangram e o cabri geometry. Disponivel em: <http://www.mat.ufrgs.br/~edumatec/

atividades/ativ6/ative.htm>. Acesso em: 9 jul. 2004.

SANTOS, Fernando Luis. Atelié de construcdo e prdtica de jogos: situacées e
instrumentos de evolucdo cognitiva [S] Il: programa da disciplina. Disponivel em:

<http://ludomatematica.tripod.com/PCM.htm>. Acesso em: 9 jul. 2004.
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Triangulo retangulo:
de Tales a Trigonometria

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino
de relagdes no triangulo retangulo.

Esperamos que, apos estudo do contetdo desta aula,
vocé seja capaz de:

e Realizar medicdes indiretas usando o tridngulo
retangulo.

¢ Enunciar e demonstrar as relagdes métricas no
tridngulo retangulo.

e Definir as relagdes trigonométricas no tridangulo
retangulo.

o Definir as relacdes trigonométricas no circulo
trigonométrico.

Pré-requisitos

Para um bom desempenho nesta aula, basta que vocé lembre
definicdes e propriedades elementares do triangulo retangulo e de
semelhanca de tridngulos. Acreditamos que ndo seja necessario,
mas se vocé sentir alguma dificuldade durante a aula, recorra aos
materiais de Geometria Basica ou de Construcdes Geométricas.
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INTRODUCAO

TaLEs bE MILETO

70 CEDERJ

Lembre-se de acessar a pagina da disciplina e seu conjunto de aulas na
Plataforma Cederj. Ha interessantes animagdes que auxiliam o desenvolvimento
da visualizagdo e representacao.

Vocé deve ter a mao papel A4, cartolina, papelio ou material
emborrachado e transparéncia para construir mais alguns recursos didaticos
visando a seu laboratério pessoal de Geometria. Vocé encontrara, no
Moédulo Pratico, alguns modelos que o ajudarido. Se for possivel, tenha a
mao, também, uma calculadora cientifica ou um computador para calcular

Senos, cossenos € tangentes.

Tamanha é aimportancia do Teorema de Pitdgoras, que corremos o risco de pensar
que ele é a Unica propriedade importante do triangulo retangulo. Na verdade,
a presenca do angulo reto no triangulo, combinada com outros resultados da
Geometria, como semelhanca, resulta em varias propriedades interessantes, como
medicbes indiretas, média geométrica, seccao aurea, razbes trigonométricas, lei
dos cossenos, lei dos senos etc.

Nesta aula, faremos um passeio por alguns desses resultados.

UM POUCO DE HISTORIA

Como vocé sabe, TaLes bE MiLETO (aproximadamente 611-545
a.C.), um dos sabios da Grécia antiga, foi um prospero mercador e
seus negdcios o levaram a muitos lugares, mas, provavelmente, foi o
contato com a Matematica e a Filosofia de outros povos que o fizeram,
ainda jovem, abandonar o comércio e dedicar-se a Geometria, Filosofia
e Astronomia. De suas descobertas, podemos destacar a resolucio de dois
problemas praticos: calculou a altura da piramide de Quéops, no Egito,
e determinou a distancia de uma embarcagio até um ponto na costa.

Tales impressionou os egipcios ao calcular a altura da pirdmide
sem escald-la, utilizando apenas seus passos como unidade de medida.
Veja a seguir como ele procedeu. Vocé pode usar o mesmo procedimento
para que seus alunos calculem a altura de outros objetos, como arvores,
postes € mastros.

Para calcular a altura da piramide, Tales usou a semelhanca de
tridngulos retangulos imagindrios, formados pela projecdo das sombras
da piramide e da sombra de uma estaca de altura conhecida, fincada na

perpendicular, perto da base do monumento.



—
x= altura Estaca

‘da piramide

l‘% Raios solares
Distancia da extremidade "\ /

da sombra a base da piramide \ H
X _255+25 R

217 140

i

X 2500, 21250 375¢m s S
217140 140

Figura 21.1: Calculo da altura da piramide.

O primeiro tridngulo é formado pelo topo da pirdmide, a
extremidade da sombra e o centro da base (A). A altura da pirdmide
(que se quer encontrar) é um dos catetos desse tridingulo. O outro pode
ser medido na superficie. Basta adicionar o comprimento da sombra com
a metade do lado da base da pirdmide. O segundo triangulo é formado
pelo topo da estaca, o ponto de contato dela com o solo e a extremidade
da sombra (B). Os dois catetos podem ser facilmente medidos. Como
os lados desses dois tridingulos sio proporcionais, é possivel encontrar
a medida procurada utilizando uma regra de trés simples (C).

Para calcular a distancia da embarcacio, Tales criou o esquema
da Figura 21.2. Veja:

Figura 21.2: Medidas indiretas.

Colocando um observador em P, em frente a embarcagio que
estd em B, e outro observador em M, avistando o ponto B, podemos
determinar os tridngulos retingulos OPB e MOP’. Como os angulos MOP’

e POB sio opostos pelo vértice, os tridngulos retingulos sao semelhantes.
PB _ OP
PPM OP’

Entdo, podemos estabelecer a seguinte proporgio:

Podemos escrever também que PB = distdncia = P'M or

or’
Teorema de Tales
Se duas retas sao transversais a um feixe de retas paralelas, entdo a razdo entre

dois segmentos quaisquer de uma delas é igual a razdo entre os segmentos
correspondentes da outra (Geometria Basica, Aula 9).
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Além do famoso Teorema de Tales, sao também atribuidas a ele as
primeiras demonstra¢oes geométricas utilizando uma linguagem logica.
Por exemplo: “Todo angulo inscrito em uma semicircunferéncia é reto”;

“Angulos opostos pelo vértice sdo iguais”.

ATIVIDADES

1. Utilizando apenas a semelhanca de triangulos, como vocé faria para
calcular a largura de um rio sem atravessa-lo? €% Gt a%tg

4k {4
ol B2

COMENTARIO
Em primeiro lugar, € preciso que vocé consiga avistar a outra margem do rio. A largura
do rio Amazonas, por exemplo, chega a 80km em alguns trechos, e nds vemos a
linha do horizonte somente até cerca de 5km.
Um esquema que resolveria o problema € o que foi usado por Tales, trocando a
embarcagdo por algum ponto na outra margem do rio (uma drvore, por exemplo).
Pense em outra solucdo!
Vocé deve estar supondo que teria dificuldade em medir os tridngulos construidos
por Tales, na areia da praia. Teriamos de mirar o ponto B, a partir de M, para localizar
com precisd@o o ponto O. Embora ndo parega, esta é uma tarefa bem simples de ser
executada com auxilio de um canudo de mamao ou objeto semelhante. O resultado

€ de uma precisdo impressionante. Experimente!

2. A técnica de Tales para calcular a altura da piramide poderia ser usada
para calcular a altura de uma arvore? Proponha outra solucdo. €3 %34

Figura 21.3: Calculando a altura da arvore.
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COMENTARIO
Uma outra solucao, também atribuida a Tales, € marcar o tamanho de uma vara no
chdo, fincd-la em uma das extremidades da marca e esperar que a sombra fique
do mesmo tamanho da vara. Neste momento, & sé medir o tamanho da sombra da
drvore, pois a sombra terd seu tamanho.
No campo, quando as pessoas precisam derrubar uma drvore, costumam usar um
recurso interessante. Para determinar a drea onde a drvore vai cair, eles se afastam
dela, dando-lhe as costas, e tentam avistar o seu topo por baixo das proprias pemas,
ainda de costas para ela. Quando avistam o topo, estdo a uma distancia segura para
derrubar a drvore e ndo serem atingidos por ela. O que eles talvez ndo saibam € que,
da incémoda posicdo, avistam o topo da drvore sob um dngulo de aproximadamente

45 isto € a altura da drvore é igual a disténcia que estdo dela.

3. Na prdtica, a solucao de Tales para medir a altura da pirdmide nao
poderia ser usada para medir a altura de uma montanha. Por qué? Como

~ o o B et X}
vocé faria para medir a altura de uma montanha? 3¢9t 5 13%S

COMENTARIO

Agora complicou! Discuta com seus colegas e com o tutor sobre isso!

SEMELHANCA NO TRIANGULO RETANGULO

Sob o titulo de relacdes métricas no tridngulo retangulo, os livros
didaticos apresentam uma série de resultados que sdo conseqiiéncias
diretas da semelhanga nos triangulos retangulos, inclusive o Teorema

de Pitdgoras. Vejamos!

A

1. b’=am

b C 2
2. c¢*=an
3. h?=mn

8 C 4. a’=b*+c?
m D n
@ o

Figura 21.4: Rela¢des métricas no triangulo retangulo.
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ATIVIDADES

4. Resista a preguica e enuncie, formalmente, cada uma das relagdes

métricas num tridngulo retangulo. Z3%7

Y
g

COMENTARIO
Enunciar as definicdes e os resultados matemdticos com elegdncia e precisdo € uma
habilidade necessdria ao professor de Matemdtica. Muitos estudantes resistem a
desenvolver esta habilidade, alegando tratar-se de mera decoreba Na verdade, trata-se
de adquirir o vocabuldrio da drea e desenvolver um afto grau de atengdo a detalhes
absolutamente relevantes para a Matemcdtica. Por exemplo, para enunciar corretamente
0s resultados acima, vocé deve observar que eles sdo vdlidos gpenas quando se trata
de um trigngulo retdngulo e sua altura relativa & hipotenusa. Para dar elegéncia ao
seu enunciado, vocé deve lembrar que m e n sdo as projecoes ortogonais dos catetos
sobre a hipotenusa.
Ndo aconselhamos que vocé exja de seus alunos esse tratamento formal, mas a partir
do momento em que eles constroemn o conceito, vocé deve se referir a esse conceito com

precisdo e elegdncia, para que eles também desenvolvam o vocabuldrio adequado.

5. Proponha uma atividade para que alunos de oitava série do Ensino

COMENTARIO
Uma alternativa pode ser dividir a turma em pequenos grupos de trés alunos e solicitar
que cada grupo dobre e recorte dois tridngulos congruentes, usando os cantos de
uma folha de papel. Em sequida, identifique os lados dos triéngulos com as mesmas
letras da Figura 21.4. Também por dobradura, cada grupo deve determinar a altura
relativa a hipotenusa de um desses tridngulos. Oriente os alunos a dividir esse tridngulo
em dois, cortando a dobra da altura. Denomine *h” ‘m” e “n” os novos lados dos dois
tridngulos obtidos, conforme a Figura 21.4. A partir daj o professor deve levar os alunos

a observar que os trés tridngulos sdo semelhantes; chamar atengdo para o fato de

que a semelhanga acontece apesar de os tridngulos de cada grupo serem diferentes;
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estabelecer as raz6es de semelhanca entre essas figuras; destacar do elenco de relagées
aquelas relacionadas anteriormente, perguntar aos alunos por que, entre tantas
relagdes, apenas aquelas sdo destacadas; chamar atengdo dos alunos para o fato de
que as igualdades que foram destacadas sdo suficientes para determinar qualquer
elemento do tridngulo, sendo conhecidos apenas outros dois elementos. Para finalizar,
o professor pode solicitar que os alunos repitam todo o procedimento para trigngulos
ndo-retangulos e verificar o que acontece.

Note que a uttima relacdo é o Teorema de Pitdgoras, jd visto na Aula 18 e que agora
pode ser demonstrado por semelhanga de tridngulos, a partir da soma das duas primeiras

relagdes (b? = am; @ =na).

As trés primeiras relagdes se referem a chamada média geométrica ou média
proporcional. De acordo com as duas primeiras, os catetos do triangulo retangulo
sdo médias geométricas entre suas projecdes ortogonais sobre a hipotenusa e a
propria hipotenusa. A terceira diz que a altura do triangulo retangulo é a média

geomeétrica entre as projecdes ortogonais dos catetos sobre a hipotenusa.

6. Dados dois segmentos, descreva uma possivel solucdo para encontrar
a média geométrica entre eles. ¢3%3%5%0 %Y

COMENTARIO
Esse problema é tratado na Aula 4 de Construcbes Geomeétricas. Ld vocé estudou dois
métodos: o primeiro busca construir o cateto de tridngulo retdngulo, conhecendo-se a
hipotenusa e a projecdo do cateto sobre elg, isto € utilizando as duas primeiras relacées
anteriores, 0 Sequndo busca construir a altura de um triéngulo reténgulo, conhecendo-se
as projegoes de seus catetos sobre a hipotenusa, isto & utilizando a terceira relagdo.

Neste segundo método, € importante lembrar que o tridngulo inscrito num semicirculo

é retdngulo. Tente redescobrir os dois métodos sozinho! Se ndo der...

O tridngulo retangulo também é usado para dividir um segmento em média e
extrema razdo. Neste caso, dado um segmento de comprimento a, desejamos
encontrar um segmento de comprimento x, talque a a+ X -

X a

Esta é a famosa divisdo aurea; o segmento x € denominado aureo. VVocé ja conhece
essa divisdo de nossas aulas e das aulas de Geometria Basica e de Construgoes
Geométricas. Lembra?
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Figura 21.6: Teodolito.

TeopoLiTo

E um equipamento
6ptico muito utilizado
na agrimensura e

na constru¢io civil
para trabalhar com
medidas indiretas.
Sua utilizacdo
permite:

® Medir angulos
verticais e horizontais.
® Medir a altura

de objetos
perpendiculares ao
chio.

e Verificar
congruéncia e
semelhanca de
triangulos.
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7. Use o Teorema de Pitagoras para provar que a construcdo feita

u_n

na Figura 21.5 determina o segmento “x” que divide o segmento “a” na
razdo aurea. TN

a/2 X
Figura 21.5: Segmento aureo.
COMENTARIO
Basta, simplesmente, usar o Teorema de Pitdgoras e escrever a igualdade como a

razéo durea.

MEDINDO ANGULOS

Como sabemos, o Teorema de Pitdgoras, apesar das suas diversas
aplicagdes, resolve apenas um problema: determinar um dos lados de
um triangulo retingulo, sendo os outros dois conhecidos.

Em muitas situagdes praticas, as condi¢des impostas permitem
conhecer apenas um dos lados do tridngulo e um de seus angulos.
Por exemplo, se vocé precisa calcular a drea de um terreno triangular,

normalmente os lados do tridngulo serdo conhecidos. Vocé precisaria

determinar sua altura; como fazé-lo?

Outro problema simples seria determinar a altura de um poste.
Nesse caso, vocé pode medir facilmente a sua distancia em relacdo ao
poste, mas ndo teria como determinar os demais lados do tridngulo
formado por seu pé, o pé e o topo do poste. Se pudesse determinar o
angulo sob o qual vé o topo do poste, vocé teria um lado € um angulo
do triangulo retangulo.

Mas, como medir Angulos?

Os agrimensores utilizam um instrumento chamado TeopoLiTo.



CONVERSANDO SOBRE O SEU LABORATORIO PESSOAL DE
GEOMETRIA

Vocé pode equipar o seu laboratério pessoal com um teodolito
construido com material de baixo custo. O mais interessante é que o seu
teodolito terd uma precisao surpreendente. Veja como é facil!

Materiais necessarios:

¢ Copo plastico com tampa de encaixe.

¢ Copia de um transferidor circular (pode fazer uma montagem
com dois semicirculares).

¢ Quadrado de papelido, ligeiramente maior que o transferidor.

¢ Pedaco de arame fino de aproximadamente 15cm de comprimento.

¢ Pedaco de tubo de antena de TV ou assemelhado, com cerca

de 30cm.

Como construir:

¢ Cubra o quadrado de papelio, colando a cépia do transferidor,
no centro do quadrado; posicione o dngulo zero na dire¢io do ponto
médio de um lado.

e Cole a tampa do copo no interior da figura do transferidor,
centralizada.

® Perpasse o arame pela boca do copo numa posi¢ao diametral,
deixando que suas pontas atinjam as extremidades do transferidor.

¢ Cole o pedaco do tubo de antena no fundo do copo, também
em posi¢iao diametral, na mesma direcao do arame.

¢ Encaixe o copo na tampa.

Estd pronto o seu teodolito! Para utilizd-lo, basta apoiar o quadrado
numa posi¢cao em que o Angulo zero aponte na dire¢io horizontal; girando
0 copo na tampa, localize, através do canudo, o ponto desejado: o angulo
serd marcado pelo arame sobre o transferidor.

Saiba mais sobre o teodolito, consultando a revista Nova Escola 127,

novembro de 1999, p. 54-55, ou no site http://www.novaescola.com.br/

Figura 21.7: Teodolito
de baixo custo.
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Figura 21.8: Familia de
triangulos retangulos
com angulo o.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS

Na Aula 17 de Geometria Bdsica, vocé estudou as principais

relagdes trigonométricas: SENO, COSSENO E TANGENTE.

A origem da palavra SENO € curiosa. Os indianos, no século V, usavam as palavras
ardha-jya (semi-corda) e jya-ardha (corda metade). Para simplificar, escreviam e
falavam apenas jya (corda). Os drabes, por sua vez, entenderam jiba e abreviavam
jb. Porém, jiba, nao tem significado na lingua drabe. Outros escritores associaram a
abreviatura jb a palavra jaib, que existe na lingua drabe e significa enseada ou baia.
Mais tarde, no século XII, jaib foi traduzida para o latim como sinus, de mesmo
significado. As palavras TANGENTE e secante tém origem na prépria Geometria, por
serem segmentos das retas tangente e secante ao circulo. CossENO, cotangente €
cossecante se referem ao seno, tangente e secante dos arcos complementares.

O Teorema de Tales estd na origem da visio moderna das linhas
trigonométricas.

Observando a Figura 21.8, vocé nota que, dado um angulo a,
podemos construir uma familia de tridngulos retangulos.

Pelo Teorema de Tales, todos os triangulos sio semelhantes,
o que significa dizer, por exemplo, que a razdo entre o cateto oposto e
a hipotenusa de qualquer um desses triangulos é sempre a mesma, isto
é, essa razdo que chamamos seno do dngulo o é um niimero que estd
associado a esse angulo. Se, na Figura 21.8 , mudarmos o angulo a,
a razdo entre o cateto oposto e a hipotenusa mudard, atribuindo outro

valor para o seno de a.

ATIVIDADE

s

8. Determine o seno do angulo de 23°.
COMENTARIO
Talvez vocé nunca tenha calculado diretamente o seno de um dngulo. Experimente!
Vocé verd que o resultado é muito parecido com os fornecidos por mdquinas ou
tabelas. Com o auxilio de um transferidor, desenhe o dngulo de 23° escolha um
valor inteiro para a hipotenusa (para facilitar, 10cm), desenhe o tridngulo retdngulo
com bastante capricho; mega com uma boa régua (ou escalimetro) o cateto oposto;
agora divida.
Compare o seu resultado com o valor dado por uma calculadora ou por uma tabela.
Verifique com seus colegas os valores que eles encontraram.
Esta atividade faz com que alunos do Ensino Fundamental e Médio acreditem que,
apesar de dar algum trabalho, € perfeitamente possivel calcular senos, cossenos e
tangentes. Divida a turma em pequenos grupos e depois compare os resultados de

cada grupo para vdrios dngulos; isso lhes ajudard a desmistificar a Trigonometria.



Considerando que os valores de seno, cosseno e tangente estdo disponiveis em
tabelas ou calculadoras, basta conhecermos um dos lados do triangulo e um de
seus angulos agudos para determinarmos os outros lados.

UM POUCO DE HISTORIA...

Babilénios e egipcios introduziram os rudimentos da Trigonometria,
como revelam os problemas envolvendo cotangente que aparecem no
Papiro de Rhind (1650 a.C.) e a tabela de secantes da tdbula cuneiforme
babilénica Plimpton 322 (entre 1900 e 1600 a.C.).

A Trigonometria Esférica teve suas origens ja nos séculos Ve Va.C.,
época de grande desenvolvimento da Astronomia babilonica. Os gregos
estudaram intensamente as razdes entre arcos e cordas quando surgiram
as primeiras tabelas utilizadas nos estudos de Astronomia. Atribui-se a
Arquimedes (287 a.C.) o teorema da corda quebrada que, adaptado para
a linguagem de hoje, resulta nas férmulas do seno da soma e da diferenga
de dois angulos.

O primeiro matemadtico a definir as fungdes trigonométricas
como razdes entre os lados de um tridngulo retingulo foi Georg Joachi
Rhaeticus (1514-1576), discipulo de Copérnico; o primeiro a utilizar o
nome trigonometria foi o clérigo alemao Bartholomaus Pitiscus (1561-
1613), quando publicou uma versdo aperfeicoada da tabua de senos de
Rhaeticus; em 1626, o holandés Albert Girard (1595-1632) usou pela

primeira vez as abreviagdes sin, tan e sec para seno, tangente e secante.

Podemos dizer que a consolida¢do da Trigonometria, como subérea de
conhecimento da Matematica, se deu no século XVI d.C. Considerando que
Tales viveu no século V a.C., verificamos que, nesta aula, estamos fazendo uma
viagem por nada menos que 21 séculos, ou 2100 anos, de historia da construgao
do conhecimento matematico. Se tomarmos como referéncia o Papiro de Rhind,
serdo 33 séculos. Nao podemos permitir que nossos alunos achem que tudo isso
aconteceu num passe de magica, na sua forma pronta e acabada. Na melhor das
hipoteses, eles se sentirdo incapazes de aprendé-la.
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ATIVIDADES

9. Utilizando o seu teodolito, calcule a altura de um poste. eyt

Figura 21.9: Medindo a altura do poste.

COMENTARIO
Essa é uma atividade que pode ser desenvolvida com alunos do Ensino Fundamental.
Eles adoram!
Imagine um triéngulo formado entre o poste e o teodolito (Figura 21.9).Posicione o
aparelho numa mesa plana e aponte o 0° do transferidor para o poste. Em seguida,
coloque o ponteiro do teodolito em 0° e, olhando na mira, peca para alguém marcar
um ponto no poste. Essa linha de mira forma 90° com o poste. Levante a mira até
avistar a ponta do poste e anote o dngulo indicado no transferidor. Depois, mega o
cateto que representa a sua distdncia até o poste. Para maior precisdo, pe¢a aos alunos
que fagam de trés a cinco medicGes e tirem a média. Agora basta multiplicar esse
valor pela tangente do dngulo determinado pelo teodolito. Observe que, na prdtica,
vocé pode se afastar ou aproximar do poste para ver o seu topo sob um dngulo
notdvel, como 305 45° ou 60°. Para mais detalhes, veja Nova Escola, novembro de

1999, p. 54-55.

10. Usando o seu teodolito, calcule a altura de uma montanha.

wyw

Figura 21.10: Calculando a altura da montanha.
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COMENTARIO
Mesmo com o teodolito, nédo é fdcil calcular a altura de uma montanha, dadas as
dificuldades de medir os catetos. Uma solug@o pode ser a sequinte:
a) Com o seu teodolito, encontre uma posicdo em que o cume da montanha seja visto
sob um dngulo de 45°. Observe que, nesse ponto, a altura *h” da montanha é igual &
distancia entre ela e o ponto de proje¢do do seu cume, dentro da montanha.

un

b) A partir desse ponto, afaste-se a uma disténcia “x] conhecida, por exemplo, 10m.

u_n

¢) Verifique, com seu teodolito, o dngulo “o.” de visdo do cume.

d) Teremos: tga = .
h+x

Como vocé conhece tgo. e x, pode determinar h, que € a altura da montanha.

A EXTENSAO DAS RAZOES TRIGONOMETRICAS

Grande parte do desenvolvimento da Matematica se deve a
solugdes encontradas em outras dreas de conhecimento. Especialmente
a Fisica e a Astronomia deram grandes contribui¢bes ao progresso
da Matematica. Um fato relativamente simples justifica a extensio da
trigonometria do tridngulo retingulo para angulos quaisquer.

Os fisicos conseguem provar em laboratério que se duas criangas
puxarem um mesmo carrinho em direcoes diferentes, o carrinho se
desloca segundo uma terceira dire¢do que seria determinada pela
resultante das forgas aplicadas ao carrinho. Para simplificar: se duas
criangas puxarem um carrinho com a mesma forga, mas em direcdes que
formam um angulo de 60°, o carrinho percorrera a dire¢ao da bissetriz.

Veja a Figura 21.11. o
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Figura 21.11: Criancas puxando um carrinho.
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Esse experimento precisa ser interpretado matematicamente em
uma solucdo numérica encontrada que corresponda aos resultados
experimentais. O que os fisicos nos fizeram saber é que, interpretando
as forcas como vetores, encontraremos a resultante geometricamente.
Veja a Figura 21.11.

Para facilitar, os fisicos introduziram um sistema ortogonal
no ponto onde estio aplicadas as forgas; projetaram essas forcas
(decomposig¢io de forgas) nos eixos coordenados; calcularam a resultante
em cada eixo.

Observe (Figura 21.12) que no nosso caso, bastante simples, as
forcasF, eF, seanulam, ficandoR =F, +F, , como resultante. Como
este resultado confirma o experimento, fica caracterizado que o modelo

matemadtico é adequado ao problema.
4

Figura 21.12: Interpretacdo geométrica das criangas puxando o carrinho.

Quantitativamente, é facil calcular o médulo das forgas:
F, =F,. cos 30° Fly= F,.sen 30°,F, =F,. cos 30° e Fzyz E. sen 30°, como
vocé estudou na Fisica.

Imaginemos, agora, uma situagdo mais complexa. Vamos supor
que cinco criangas estejam disputando o mesmo carrinho, puxando-o em
diversas dire¢oes. Poderiamos ter uma situa¢do bem mais complicada.
Veja a Figura 21.13.

Para onde vai o carrinho?



Figura 21.13: Interpretacdo geométrica de varias criancas puxando um carrinho.

Geometricamente, ndo seria tio complicado assim: bastaria fazer as
projecdes nos eixos; obter a resultante em cada eixo; encontrar a resultante
dos dois eixos, que serd a diagonal de um retangulo. Lembra?

Numericamente, teriamos que calcular cada uma das projegoes;
encontrar a resultante em cada eixo e depois a resultante entre os eixos:
R= (R _+R,.

Aqui comegou a dificuldade prética. Para calcular as proje¢des, vocé
precisa escolher um dos angulos formados entre a for¢a e um semi-eixo, e
multiplicar, convenientemente, a for¢a pelo seno ou cosseno desse angulo.

Porém, normalmente sdo conhecidos os Angulos que as forcas fazem
entre si. Seria interessante usar esse dado, mas teriamos, eventualmente,
angulos maiores que 90°, que ndo tinham seno nem cosseno. A solucio
para isso foi atribuir a esses angulos os mesmos valores de seno e cosseno
dos dngulos agudos que determinam as projecoes corretamente. Nesse
sentido, seria interessante que o angulo de 120° tivesse 0 mesmo seno
e 0 mesmo cosseno que 60°, por exemplo. Além disso, seria muito
interessante que o cosseno de 120° fosse negativo, para que a projecao
F =FE.cos 120°ja ficasse com sinal negativo, como convém pelo desenho.
Assim, os fisicos passaram a usar tabelas em que, para cada angulo, de
0° a 360°, € atribuido um valor de seno e cosseno correspondente a um
angulo agudo, com um sinal conveniente para que tudo desse certo. Al
tudo ficou mais facil: bastava dizer que as proje¢des sdo F_= F.cosa e
F =F sena, qualquer que seja o angulo o que a forca F faga com o

semi-eixo positivo X.
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A Matematica incorporou essa extensao dos conceitos de seno
e cosseno e a organizou de maneira conveniente no que chamamos
“circulo” ou “ciclo” trigonométrico. Evidentemente, hoje existem muitas
outras aplicagdes desse recurso.

Outra expansdo desses conceitos veio com a utilizacio das
fungdes trigonométricas que, por motivos ébvios, interessam que sejam
definidas para todos os nimeros reais. Para isso, torna-se importante
considerar dngulos maiores que 360°, além de dngulos negativos.
Também foi necessario introduzir uma unidade de medida de arco que
seja representada por um nimero real, o que ndo acontece com o grau,
que é representado no sistema sexagesimal. Para facilitar, em indmeras
aplica¢des a unidade escolhida foi o préprio raio do circulo que contém

o arco. Essa unidade é denominada radiano (rd).

O CICLO TRIGONOMETRICO

O ciclo trigonométrico é, na verdade, um recurso didatico. Como
vocé verd, ele foi construido cuidadosamente para que vocé possa
visualizar todos os resultados importantes da Trigonometria.

Para comegar, escolhemos um circulo de raio unitdrio e tragamos
eixos cartesianos com origem no centro do circulo. Os 4ngulos positivos
sao medidos, a partir do eixo x, no sentido contrario ao dos ponteiros
do relégio (sentido trigonométrico). Se tomarmos o outro sentido, o

angulo serd dito negativo.

Os angulos podem ser medidos em qualquer unidade, mas daremos preferéncia
ao radiano, conforme vocé estudou na Aula 18 de Geometria Basica. Repare que
o ciclo permite marcar angulos positivos e negativos, com valores de -o a +w.
Como comentamos antes, essas possibilidades existem para que as func¢des
trigonométricas tenham dominio em IR, como, em geral, acontece com qualquer
fungao. O ciclo fica dividido em quatro partes, que chamamos quadrantes. Estes
sdo numerados no sentido trigonométrico.



ATIVIDADES

11. Marque no ciclo trigonométrico os seguintes angulos:

z 3 27.3 I m m % - 4% 77 todos em radianos.
2’”’ 2 I ﬂl 7[’ I I I I I —

COMENTARIO
Muitos desses dngulos serdo marcados de forma aproximada. A segunda lista é
especialmente importante de ser trabalhada com alunos do Ensino Médio. Eles acham
que todo dngulo em radianos tem de ser uma fragdo de © — o que ndo € verdade.
Os alunos também ficam em divida sobre o valor de r: ele vale 180 ou 3,147
Na verdade, m s6 tem um valor: 3,14, isto & 3,14rd equivale a um dngulo de 180°.
E também importante desenvolver a habilidade de localizar éngulos em radianos,

sem transformd-los, mentalmente, em graus.

12. Calcule, no ciclo trigonométrico, o seno e o cosseno de 7 .

3

Qual a conveniéncia de o raio do ciclo trigonométrico ser igual a um?
R
1

T

-1 3 \1
-1
Figura 21.14: Angulo de 7 rd.
3
COMENTARIO

Observe que até este momento s6 temos uma forma de calcular senos e cossenos:
dividindo os catetos pela hipotenusa.

Como estamos no ciclo trigonométrico, construido o tridgngulo reténgulo, a hipotenusa
serd o raio do circulo, que vale 1. Portanto, o seno serd o prdprio cateto oposto, e o
cosseno, o adjacente. Na verdade, o raio do circulo trigonométrico poderia ter qualquer
valor, mas o fato de ser igual a 1 facilitou bastante nossas contas. Como o raio € 1,
vocé deve ter concluido que cos% =05e sen% = 0,8 (dividaoraioem 10 partes
para facilitar). Comemore: o cosseno & de fato, 0,5 e o seno é o nimero irracional
g 00,8660254 . Como vocé pode ver, mesmo “no olho’, o ciclo trigonométrico

fornece resultados bem proximos da verdade.
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A essa altura, o ciclo trigonométrico proporciona uma oportunidade de mudanca
nos conceitos de seno e cosseno de um angulo a. Podemos definir: No ciclo
trigonométrico, o seno de um angulo a. é a proje¢do ortogonal de sua extremidade
no eixo y; além disso, o cosseno de um angulo o é a projecdo ortogonal de sua
extremidade no eixo x.

13. Utilize suas novas definicoes de seno e cosseno para determinar,
aproximadamente, todos os senos e cossenos dos angulos da Atividade 11.
Confira seus resultados com uma calculadora. ¥3%33%4

COMENTARIO

Apesar de cansativa, essa atividade serve para nos convencer da eficiéncia do ciclo

trigonométrico. Ndo deixe de confirmar seus resultados.

14. Observando a Figura 21.15, prove que o segmento AT representa
a tangente do angulo o. Redefina tangente de um angulo o, no ciclo
trigonométrico. =

Figura 21.15: Tangente do angulo a.
COMENTARIO
Basta lembrar que tangente, no tridngulo retdngulo, é a razdo entre o cateto oposto e o
cateto adjacente que, neste caso, € igual a 1. A reta auxiliar que contém o segmento AT
é chamada de reta das tangentes; ela € numerada com a mesma unidade dos eixos,
sendo positiva acima do eixo x e negativa abaixo. Vocé pode determinar a tangente de
qualquer angulo: basta prolongar o seu lado até atingir a reta das tangentes, mesmo
quando a tangente for negativa, como no 2° quadrante.
15. Observando a Figura 21.16, prove que BT’ é a cotangente de o ;

OT é a secante de o; OT' é a cossecante de o. Redefina essas razées
trigonométricas em relacdo ao ciclo trigonométrico. %3 %345

B T

Figura 21.16: Cotangente, secante e cossecante do angulo a.



COMENTARIO

. cos o . I .
Basta lembrar as definigoes: COlg a = ;seca = ,/cosec a =
’ sena cos a

sena
No caso da cossecante, € importante que vocé observe que o dngulo BTO € igual a o

A reta auxiliar que contém BT’ é denominada eixo das cotangentes; é numerada com a
mesma unidade dos eixos, sendo positiva g direita do eixo y e negativa & sua esquerda.
Como vocé deve ter percebido, podemos visualizar e calcular, aproximadamente,

todas as linhas trigonométricas, inclusive com seus sinais. Por falar nisso, invente vocé

mesmo uma maneira prdtica de determinar os sinais da secante e cossecante.

CONVERSANDO SOBRE O SEU LABORATORIO PESSOAL
DE GEOMETRIA

O professor J. B. Leite da Unesp de Rio Claro —(SP) (Revista
do Professor de Matemadtica — RPM, N° 9, p. 45-46), apresenta um
interessante recurso para visualizar o seno, o cosseno e a tangente no
ciclo trigonométrico. Vocé encontrard os desenhos em tamanho ideal
no Médulo Prético. Veja como € simples!

1. Desenhe numa folha de papel tamanho oficio uma cicunferéncia
de centro O e raio R (digamos R=20cm). Gradue esta circunferéncia em
graus e os didmetros perpendiculares A’A (eixo dos cossenos) e B’B (eixo
dos senos) em milimetros (Figura 21.17).

2. Sobre uma transparéncia, desenhe uma circunferéncia de raio
r=R/2 e uma reta que contenha um didmetro PQ desta circunferéncia
(Figura 21.18).

3. A seguir, coloque um alfinete em O, juntando-o ao ponto P da
transparéncia, de modo que esta se assente inteiramente sobre a Figura 21.17.

4. Deslizando a transparéncia da Figura 21.18 sobre a Figura
21.17, vemos que o ponto Q descreve a circunferéncia maior enquanto
a circunferéncia menor intercepta A’A (eixo dos cossenos) e Q’ intercepta
B’B (eixo dos senos) em Q”.

Considerando OQ de medida 1, temos que OQ’ é o cosseno do dngulo
AOQ, OQ” é o seno e AT ¢ a tangente. Na Figura 21.19 apresentamos
duas posi¢oes diferentes da transparéncia da Figura 21.18.

Se no lugar do papel oficio (Figura 21.17) usarmos algo transparente,
entdo o conjunto pode ser posto num retroprojetor, resultando num agente

altamente motivador da sua aula.
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Figura 21.17: Circulo
trigonométrico.

Figura 21.18:
Transparéncia.

Figura 21.19:
Seno, cosseno e
tangente.
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ATIVIDADE

16. Construa o seu material e confirme os senos, cossenos e tangentes
‘ calculados nesta aula; justifique por que o instrumento determina, de
fato, o seno e o cosseno.

S ad af

Y
g

COMENTARIO
Vocé pode usar um papel mais resistente para desenhar o circulo maior e unir os dois
desenhos com um pequeno ilhds. Isso dard maior durabilidade ao seu material, e
para justificar a eficiéncia dele, basta lembrar que o tridngulo OQ'Q estd inscrito num

semicirculo, portanto, é retdngulo.

CONCLUSAO

Além do famoso Teorema de Pitagoras, o triangulo retadngulo é responsavel por
varias e importantes aplicacdes da Matematica, inclusive pelo desenvolvimento

de uma subarea de conhecimento matematico: a Trigonometria.

RESUMO

O estudo do triangulo retangulo vai além da determinacéo de seus lados, a partir
do Teorema de Pitagoras. Varias relagoes métricas podem ser deduzidas em funcéao
da presenca do angulo reto, a saber: cada cateto é a média geométrica entre a
sua projecdo sobre a hipotenusa e a prépria hipotenusa; a altura do triangulo
retangulo é a média geométrica das projecdes dos catetos sobre a hipotenusa e
outras — que ndo estudamos nesta aula —, como a lei dos cossenos e a lei dos senos.
Outras implicacdes do triangulo retangulo sdo as medi¢des indiretas, a divisdo

aurea e o desenvolvimento da Trigonometria.
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AUTO-AVALIACAO

AULA H

O ponto alto desta aula é compreender que s6 pelo fato de um tridangulo ser retangulo,
podemos deduzir vérias conseqiiéncias. E também importante compreender o
processo de extensdo das razdes trigonométricas. Vocé deve ter percebido que,
do ponto de vista geométrico, bastam os angulos entre 0° e 180°. A extensdo a
outros angulos, inclusive negativos ou maiores que 360°, € uma artificialidade que
interessa a Fisica e a outros campos da propria Matematica. O professor deve ter
todo o cuidado de explorar materiais e situacdes concretas para que seus alunos

ndo considerem a Trigonometria uma arbitrariedade sem sentido.

SUGESTAO DE ATIVIDADE COMPLEMENTAR

Como atividade complementar, vocé pode fazer um cartaz com todas as linhas
trigonométricas num mesmo circulo trigonométrico e incorporar ao seu laboratoério

pessoal de Geometria.

Se vocé tiver acesso a internet, pode fazer uma pesquisa sobre recursos de

Geometria Dinamica utilizados em Trigonometria.

INFORMAGCOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, vocé estudard as unidades de medida, em especial as de
comprimento e area. Conhecera varios recursos de ensino e utilizara: papel
quadriculado, seu material de desenho e o escalimetro, uma espécie de régua

que vocé pode comprar em papelarias. Até 13!
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Unidades de medida

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino
de unidades de medida.

Esperamos que, ap6s o estudo desta aula, vocé seja
capaz de:

¢ Entender medida como um processo de comparar.

e |dentificar agdes (compor, decompor, comparar,
estimar, verificar equivaléncias e diversificar
unidades) no trabalho com as unidades de
medida.

e Entender a diferenca entre unidade de medida
padrao e nao-padrao.

e Perceber que entre a unidade de medida e
0 nimero que a expressa ha uma relacdo
proporcional.

e Compreender o potencial de cada atividade no
desenvolvimento do conceito de medida.

e Manusear instrumentos de medida, em especial,
o escalimetro.

Pré-requisitos

Para que vocé acompanhe esta aula, é preciso que
revise os conceitos de medida, area, perimetro e
volume estudados em Geometria Basica. Além disso,
para realizar as atividades propostas, vocé devera ter
a mao instrumentos de medida variados, tais como
escalimetro, papel quadriculado, papel milimetrado.
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INTRODUCAO

Figura 22.1: Criancas jogando

bola

92

Sdo consideradas
unidades de

medida padrao (ou
convencional):

0 metro (seus
multiplos e
submultiplos), a hora,
o grau (medida de
angulo), a polegada,
os bites etc. Quando
utilizamos palmo,
lapis, passo etc.,
dizemos estar
utilizando unidade
de medida nio-
padronizada.

s de gude.

CEDERJ

Se ha uma coisa que vocé faz cotidianamente é medir. Medir é comparar. Para
tal, vocé pode utilizar unidades de medida variadas, por exemplo, pé ou palmo,

passo, lapis, jarda etc.

Néo se esqueca de que administrar diariamente o seu dinheiro ou o seu tempo
também envolve a no¢do de medida.

Vocé deve saber que a necessidade de comunicacao fez com que se convencionasse o
uso de unidades de medida. Dai o surgimento do metro (m) como unidade de
medida de comprimento; o metro quadrado (m?) como unidade de medida
de &rea; 0 metro cubico (m3) como unidade de medida de volume; o litro (I) como
unidade de capacidade; o quilograma (kg) como unidade de massa; graus (°),
grados (gr) e radianos (rd) como unidades de medida de angulos. Existem outras
medidas, como por exemplo as usadas na computacao (o bit), na construcao civil e
mecanica (a polegada), na arte digital (0 mega-pixel). Podemos citar ainda as milhas
maritimas e aéreas, os alqueires usados para medir grandes areas de terra etc.
A exploracdo dessas medidas em diferentes atividades permite relacionar as
unidades com as quantidades numéricas expressas e vice-versa.
Se uma crianca brinca de bola de gude, como medir a distancia entre o
triangulo tragado no chao e a linha de onde se inicia 0 jogo? Essa
distancia pode ser medida com passos. Uma costureira, ao medir o
tamanho que vai ser necessario para aumentar ou diminuir uma saia,
usa seu palmo. £ comum as pessoas dizerem que a diistincia entre
duas cidades é, por exemplo, de duas horas. Neste caso,
mesmo usando unidade de tempo para medir distancia,
todo mundo entende.

Na Antigtidade, o homem usava partes do corpo

realizadas medidas nas quais ndo é utilizada uma

e g @ unidade de medida padrao. O que as pessoas
o

fazem é comparar o passo, ou o palmo, ao

objeto ou distancia que desejam medir.



CONVERSANDO SOBRE O LABORATORIO DE GEOMETRIA

Como o geoplano e os vdrios tipos de tangram existentes, outros
recursos que podem ser utilizados no trabalho com unidades de medida sao

os diferentes tipos de malhas: quadriculadas, triangulares, hexagonais.

Uma folha de jornal aberta possui um metro quadrado? Vocé sabe a relagdo
entre um azulejo e um metro quadrado? O que significa 0,33cl? Como entender
que 1l é igual a 1dm??

Esperamos que, através do passeio pelas diferentes atividades desta

aula, vocé possa responder a perguntas como as anteriores.

CONVERSANDO SOBRE EPISODIOS DA HISTORIA
DAS AREAS

Ha4 milénios, no Egito, existia um faraé chamado Sesdstris, que
repartiu o Egito entre sua populagdo em pedacos retangulares de terra.
Cada habitante que recebia sua parte pagava-lhe um imposto anual. Com
as cheias constantes do rio Nilo, as demarcagoes de terra desapareciam.
O dono do terreno entdo reclamava com o fara6 e este mandava efetuar
nova demarcagio. Como isso era freqiiente, surgiu a necessidade de
calcular o quanto mediam aqueles terrenos.

Mas como os egipcios fariam isso? Diante da situacdo, eles
inventaram sua prépria medida! Os agricultores foram os primeiros a
utiliza-la: eles mediam o tamanho do terreno pela quantidade de arroz
ou cevada semeada. Quem plantava mais tinha o terreno maior e quem
plantava menos possuia o menor. Até que apareceram os chamados
“esticadores de cordas”. Eles mediam toda a volta do terreno com uma
corda que era dividida por nés; assim, sabiam a medida do terreno.

Com o passar do tempo, os egipcios, que ja construiam os seus
templos, piramides e casas, perceberam que o ladrilho poderia substituir
os grdos na hora de medir o tamanho do terreno, o que facilitaria
muitissimo a contagem; entdo, eles passaram a medi-lo, repartindo-o
em quadradinhos do mesmo tamanho e contando-os. Por exemplo,

observe o quadro a seguir:

CEDERJ
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RosANA DE
OLIVEIRA

E professora da UER]
e atuante educadora

matematica brasileira.

E docente, lotada na
Secretaria Municipal
de Educacao-SME
de Angra dos Reis,
vice-presidente do
Gepem (Grupo de
Estudos e Pesquisas
em Educagao
Matematica):
www.gepem.ufrrj.br
e, também,
conteudista

das disciplinas
Matematica

e Educagio e
Instrumentagdo para
o ensino de Algebra.

Considerando que o trabalho
com unidades de medida
nao-convencionais nao
constitui tarefa complicada,
priorizaremos, nesta aula,
atividades que exploram

as unidades convencionais.
No entanto, vocé sabe que

o trabalho com unidades
padronizadas pressupoe
uma abordagem anterior (na
mesma série ou em outra),
explorando unidades de
medida variadas.
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1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18

Terreno com 18 quadradinhos de area

E importante que vocé conte esse episodio de forma descontraida
e que envolva os alunos. Uma sugestio seria fazer uma encenagio com
os proprios estudantes. Também pode usar ilustracdes, ou até mesmo
trazer uma corda com nés, para que o aluno, além de um ladrilho, possa
manipular uma cartolina para representar o terreno etc.

Hoje, continua sendo necessario “medir a terra” por motivos
semelhantes aos dos povos da Antigiiidade: tributa¢io, demarcacgio de
terrenos, construgoes de galinheiros e currais etc. Além dessas atividades
do cotidiano, existem problemas matemadticos considerados passatempos
ou desafios, envolvendo a decomposi¢do de uma determinada figura em
partes variadas.

Segundo a professora Rosana be Ouveira (2004), o trabalho com
medida e suas unidades nao pode reduzir-se a colocar, ao lado do niimero
que expressa a medida, o sinal de m (metro), m? (metro quadrado) ou
m? (metro cubico). Se nosso aluno nio compreender o que significam e o

porqué de tais simbolos, ndo ha valor cognitivo em sua aprendizagem.
ATIVIDADE

1. O que é um metro (m)? E um metro quadrado (m?)? E um metro
ctbico (m?3)?
Tenha um barbante de 1m, uma folha de jornal de Tm? e construa um

cubo de 1m3. ¥FEFTETIER

COMENTARIO
Esse tjpo de atividade pode ser proposto de diferentes modos e com diferentes recursos.
Por exemplo, utilizando giz, desenhe uma drea de um metro quadrado no chdo da sua
sala de aula. Quantas cerdmicas (de um mesmo tjpo, por exemplo, as do piso da sala
de aula) serdo necessdrias para preencher a drea desenhada? Caso considere que
o cubo (de 1m?) tenha dimensées muito grandes, dificultando o manuseio, construa
um outro com a dimensdo que queira. O importante € visualizar concretamente cada
medida e, posteriormente, estabelecer comparagdes. O uso de garrafas variadas e

demais envazes enriquecerdo, sem ddvida, 0s processos comparativos.



No trabalho com area, perimetro ou volume, a escolha da unidade de medida é
fundamental, assim como a distingdo entre uma medida linear de comprimento
(perimetro), a medida de area e a de volume. Lembre-se de que area, perimetro
e volume sdo conceitos independentes e, desta forma, ndo precisam ser
trabalhados conjuntamente. O que ha de comum no trabalho com tais conceitos
é o estabelecimento da unidade de medida a ser utilizada.

-~
AULA H

ATIVIDADES

2. Calcule as areas, em centimetros quadrados, das seguintes figuras e
complete a tabela. Depois, calcule as areas das mesmas figuras utilizando
outras unidades, por exemplo: o "triangulito" e o "trapezito": ¥ ¥ €5

8

(0]
triangulito B Q trapezitos
Area de M
Area de N
Area de O
em cm? triangulitos trapezitos
COMENTARIO

Diversos questionamentos podem ser feitos com esse tipo de tarefa como, por
exemplo, interrogar qual das trés unidades utilizadas (c?, triangulitos, trapezitos) é
a mais cémoda e rdpida para calcular dreas. Um circulo de 1cm de raio seria uma

boa unidade de drea? Por qué?

3. Faca os exercicios seguintes utilizando o papel quadrlculado eo
5 5
milimetrado, que estdo disponiveis no Médulo Prético. :
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a) Pinte um centimetro quadrado na folha quadriculada e na milimetrada.
Coloque, abaixo de cada desenho, a expressao “centimetro quadrado”.

b) Denominaremos decimetro quadrado (dm?) um quadrado que ...

¢) Desenhe 1 decimetro quadrado na parte superior e outro na parte
inferior da folha.

d) Denominaremos milimetro quadrado (mm?) um quadrado que ...

e) Pinte de vermelho 1 milimetro quadrado na parte inferior da folha.

f) Observando o que vocé desenhou, complete:

1dm?2 = cm?
lcm? = mm?
1dm?2 = mm?

g) Podemos dizer que as medidas de area também aumentam e diminuem
de 10 em 10? As medidas de area aumentam e diminuem de

h) Complete:
38 dm2 = cm?
7000 cm? = dm?
45 cm? = mm?
40000 mm? = dm?

4. Assinale com um X a unidade mais apropriada para medir a area de:

m? dm? cm? mm?

Um cartdo postal

O chio da sala

Uma ceramica

Uma folha A4

Um selo de correio

O que ocupa esta letra A

Uma quadra de basquete

Uma nota de 10 reais
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COMENTARIO

Como vocé pode observar, as quatro atividades anteriores possibilitam-nos um trabalho

que integra os sequintes blocos de contetido matemditico: ndmeros e operagdes,

grandeza e medida, espaco e forma. Mais do que mera transformagdo de unidades

(a tradicional “escadinha”), é importante que o aluno perceba a relagdo entre a

unidade utilizada e o ndmero que expressa a quantidade total nessa unidade. Se hd

compreensdo de tal relacdo proporcional, o entendimento sobre a transformagdo e

equivaléncia de unidades, posteriormente, ficard mais fdcil.

Lembre-se: trabalhar o conceito de area nao significa trabalhar simultaneamente
o conceito de perimetro. Ambos sdo independentes, ou seja, podemos ter uma
figura com &rea e perimetro diferentes, bem como figuras diferentes com a
mesma area e perimetros, ou vice-versa. Na préxima aula, vocé vera atividades
gue comprovam esta observagdo.

Conversando sobre o seu laboratorio de Geometria: livro
paradidatico e as sucatas de caixa

O autor Luiz Marcio Imenes também publicou o livro paradidatico
"Medindo comprimentos ", da Editora Scipione. Nele, vocé conhecera diferentes
abordagens para a questio da medida, além de outros episodios histéricos.

Vocé sabe que as unidades de medida de volume (padronizadas
e nao-padronizadas) devem também estar incluidas no curriculo.
A utilizagdo de sucatas de caixas, de outros tipos de recipientes etc. sao
6timos recursos para o trabalho com volumes. Nesta aula, ndo vamos
desenvolver atividades desse tipo, pois vocé poderd encontrar idéias
nas aulas em que desenvolvemos topicos de sélidos (a partir da Aula 7).
Embora nossa énfase 14 tenha sido outra, vocé podera, tranqiiilamente,
buscar inter-relagdes e pensar novos tipos de tarefas que preconizem a
questio da medida. Optamos por apresentar, a seguir, um interessante

episodio historico.

CEDERJ
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PauLo AnToniO
EsQuEF

E professor da
Faculdade de
Filosofia de Campos,
localizada no norte
do Estado do Rio de
Janeiro.
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CONVERSANDO SOBRE A HISTORIA: ARQUIMEDES E O
VOLUME E A AREA DA ESFERA

No Boletim 43 do Gepem, o professor PauLo AnTonio EsQUEF conta-nos
como Arquimedes determinou o volume e a drea da esfera. Veja!

Epoca provavel: 212 a.C., durante a Segunda Guerra Piinica entre
Roma e Cartago. Local: cidade de Siracusa, colonia grega no sul da Sicilia.
Cenadrio: apés um sitio de 2 anos, a cidade é subjugada pelo poderoso
exército romano comandado pelo general Marcelo. Durante o saque da
cidade, um senhor com aproximadamente 75 anos, tentando resolver um
problema de Matematica, ignora a intimacdo de um soldado romano para
acompanha-lo. Irritado, o soldado traspassa-o com uma espada. Assim
morreu Arquimedes de Siracusa, a vitima mais ilustre da batalha final.

Arquimedes nasceu por volta de 287 a.C., em Siracusa, filho do
astronomo Fidéas. Alguns historiadores admitem que ele tenha estudado com
sucessores de Euclides, em Alexandria, centro de toda atividade matemadtica
durante a Idade Helenistica, uma vez que ele era totalmente familiarizado
com a Matematica l4 desenvolvida. Arquimedes é considerado o maior génio
da Antigiiidade por algumas autoridades modernas, como o alemao Felix
Klein, que o colocam ao lado de Newton e Gauss, como um dos maiores
matemadticos de todos os tempos.

Arquimedes foi simultaneamente fisico e matematico, usando
suas habilidades e conhecimentos na construcdo de engenhosas
maquinas. Os achados de suas obras mostram seus estudos nos campos
da Aritmética, Geometria, Mecinica e Hidrostatica. Sua grande
paixdo era a Matemadtica e nela produziu trabalhos de rara beleza e
originalidade, idéias que nenhum de seus antecessores ousaram pensar.
Criou e aperfeicoou um método de integra¢do que lhe permitia determinar
areas de figuras planas e dreas superficiais e volumes de sélidos. O método
de exaustio usado por Arquimedes é uma forma primitiva de integragio;
desse método, ele obteve uma série de resultados importantes, dos quais
muitos chegaram aos nossos dias. Deu os primeiros passos na nog¢ao
de limite, ao considerar a circunferéncia como limite para o qual tendem
duas familias de poligonos inscritos e circunscritos a ela, cujo niimero
de lados crescem indefinidamente. Comecando com um poligono de 6
lados, um inscrito e outro circunscrito, Arquimedes foi determinando

seus perimetros até chegar aos poligonos de 96 lados; constatou entdo



que mencontra-se entre 3% el 20’ uma precisao fantastica, considerando
o inadequado sistema grego de numeragio da época.

Entre os textos originais de suas obras que chegaram até nos,
estao: Sobre a esfera e o cilindro, Sobre os corpos flutuantes, A medida do
circulo, A quadratura da parabola, Sobre as espirais, O contador de graos
de areia, Sobre condides e esferdides, Sobre o equilibrio das figuras planas
e O método.

Na Fisica, estudou as polias e os parafusos, construindo o parafuso
de Arquimedes, usado para elevar dgua; formulou as leis que regem as
alavancas, chegando a pronunciar a célebre frase: “Dé-me um ponto de
apoio fora de Terra e um lugar para me firmar que eu moverei a mesma.”
Na hidrostatica, ao estar envolvido na soluc¢do da falsificacao da coroa do
rei Hierdo, descobriu a lei do empuxo; “Todo corpo mergulhado em um
fluido sofre uma forga vertical, de baixo para cima e igual ao peso do volume
do fluido deslocado”. Conta a histéria que essa lei foi descoberta quando
Arquimedes mergulhou em sua banheira cheia de dgua. Euférico com a
descoberta (que iria salvar o seu pescogo), saiu correndo nu pelas ruas da
cidade, gritando: “Eureka, Eureka”, “Achei, Achei”.

Até o inicio do século XX, sabia-se que Arquimedes chegara aos
resultados corretos para as formulas da drea e do volume da esfera, mas ndao
se conheciam os métodos empregados pelo sdbio de Siracusa nas respectivas
demonstracoes.

Em 1906, um estudioso dinamarqués, Johan Ludvig Heiberg, que
dedicara sua vida 4 Matematica Grega, em especial a edi¢do completa e
comentada dos Elementos, de Euclides, teve sua perseveranga recompensada
ao encontrar, perdido na biblioteca de um monastério de Constantinopla, um
pergaminho datado do século X, contendo a transcrigdo da obra O Método,
de Arquimedes. Nela estavam as provas exaustivamente procuradas. O que
ali continha foi surpreendente: o sdbio de Siracusa adotara uma abordagem
fisica para a questdo, aplicando conceitos de momentos de pesos suspensos
sobre barras para chegar as suas conclusées.

Para entender melhor a abordagem fisica de Arquimedes na
determina¢io do volume da esfera, vamos recordar os conceitos de momento
de uma for¢a e de equilibrio.

Define-se momento ou torque de uma forca em relacio a um ponto
de rotacdo como sendo o produto da forca pela distancia que vai do ponto

de rotagdo a forga.
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Os sinais + e — que aparecem na expressao (1) do momento indicam
que o efeito de giro da for¢a em relagido ao ponto O pode ocorrer no
sentido horario (-) ou no sentido anti-horario (+).

Se um sistema em que atuam forgas estd em equilibrio de rotagio
relativo a um ponto, a soma dos momentos das forgas que produzem a
rotacdo no sentido horério deve ser igual a soma dos momentos das forcas
que produzem a rotacdo no sentido anti-hordrio. Em outras palavras:

Quando um sistema estd em equilibrio de rotacdo, a soma algébrica

dos momentos das forcas em relacdo a um ponto deve ser nula.

Equilibrio de rotacdo - ZM? =0 (2)

Considere uma barra AB ideal (sem peso) articulada no ponto O.
Nas extremidades A e B estdo pendurados os pesos P, e P,, de modo a

manter a barra em equilibrio e na posi¢ao horizontal.

A 0] B

A

Aplicando a condicdo de equilibrio de rotacdo em relagio ao

ponto O, temos: +PAXa —PBxﬁ =0 (3), onde 04 e OB sio os bracos

da alavanca.

Se os corpos A e B forem homogéneos e constituidos do mesmo
material, eles terdo 0 mesmo peso especifico p (peso especifico de uma
substincia homogénea é a relagdo entre o seu peso e 0 respectivo
volume: p 25)' Sendo V, e V, os respectivos volumes dos corpos

A e B, temos:

pVAxa—pVBxﬁ =0 ou VAxa—VBX@ =0[ (4).

Para aumentar a praticidade da demonstracio de Arquimedes,
vamos denominar o produto do volume do corpo pendurado pelo braco
da alavanca “momento de volume”.

Usando a nova defini¢io e a relagdo (4), podemos afirmar que:
se vdrios corpos homogéneos estio pendurados numa barra ideal
articulada num ponto O, de modo a manter a barra em equilibrio de
rotagdo, a soma algébrica de seus “momentos de volume” em relacdo

ao ponto O deve ser nula.



A conclusdo anterior serd usada para demonstrar como

Arquimedes chegou a formula do volume da esfera.

AULA H

Imagine uma esfera de raio R, um cone de altura 2R e raio da
base igual a 2R parcialmente inscrito e parcialmente circunscrito a ela, e
um cilindro de altura 2R e raio da base igual a 2R com base concéntrica
com a base do cone, ambos coaxiais e cujo eixo comum contém o centro
da esfera. A figura a seguir representa um corte do conjunto por um
plano passando pelo centro da esfera e contento X’X, os eixos comuns

do cilindro e do cone.

-[R 2R
X' X

A 0o B

2R |

Considere agora, dois planos a e b, paralelos entre si e
perpendiculares ao eixo X’X e separados por uma distdncia muito
pequena (dx), cortando os trés s6lidos em “fatias” extremamente finas,

conforme a figura a seguir.

dx

o »«+p

X

NIk
-
b

X

2R

|
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As “fatias”, semelhantes a trés moedas bastante finas, tém raios:
Cilindro: CF Cone: CE Esfera: CD

Seus volumes aproximados sio:

Cilindro: dV = n (CF)? dx (5)

Cone: dV_ = n (CE)? dx (6)

Esfera: dV, = n (CD)? dx (7)

Para o cilindro temos: CF = 2R.

Para o cone temos: CE = CA = x

Imaginando o tridngulo ADB, vemos que o mesmo é retingulo
uma vez que a hipotenusa é o didmetro da circunferéncia da sec¢do da
esfera e o ponto D pertence a essa circunferéncia. Pela propriedade
da altura relativa a hipotenusa do tridingulo, podemos escrever:

(CD)2 = (AC)x(CB) ou (CD)? = x.(2R -x) = 2Rx - x2

Substituindo os valores de CF, CE e CD nas relagdes (5), (6) e (7),
respectivamente, temos:

dV_ =7 (2R)2dx = 47R2dx (8)

dV , = nx2dx (9)

dV, = (2Rx - x?)dx = 2nRxdx - nx2dx (10)

Considere o ponto P, localizado no eixo X’X e distante 2R de A
e a esquerda do mesmo. Vamos pendurar as “fatias” do cone e da esfera
no ponto P e a “fatia” do cilindro fica pendurada no ponto C (a uma

distincia x de A).

Xv P 2R L X _ X
P A o |c 8
dv,
T
dVCi
dv,,
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Vamos determinar os "momentos de volume" das "fatias" do

cone e da esfera em relacdo ao ponto A.
My 4, = *HdV,, +dV,)2R

4
M,

co

av, = (mx’dx +27 Rxdx —mx’dx)2R

MijdVg =4 R’xdx (11)

Vamos calcular o “momento de volume” da “fatia” do cilindro

em relagdo ao ponto A:

M}, =—~(dV,)x =H4n R dx).x

M;n, = —4gR’xdx (12)

Comparando os resultados obtidos em (12) e (11), vemos que o
modulo do “momento de volume” da “fatia” do cilindro é igual a0 médulo
do “momento de volume” das “fatias” do cone mais a esfera, qualquer que
seja a posicdo em que se faca o corte pelos planos o e B (distancia x).

Deslocando-se continuamente os planos o e  desde o ponto A
até o ponto B, e repetindo-se o procedimento de se pendurar as “fatias”
da esfera e do cone em P, ao fim do procedimento, teremos pendurados
em P todas as partes que compdem a esfera e o cone, e a soma de todas
essas partes constituirdo estes dois solidos.

As “fatias” do cilindro (todas iguais) estardo simetricamente
distribuidas em relagdo a vertical que passa pelo ponto O. A figura a

seguir mostra o final da operagio.

S~

X
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O “momento de volume” em relacdao ao ponto A produzido pelo
conjunto esfera-cone (anti-horario) é igual ao momento do cilindro
(horario) relativo ao mesmo ponto.

Aplicando a condi¢do de equilibrio dos momentos em rela¢ao a

A, na figura anterior, temos

(V. +V)2R-.V_.R=0
Vco * Ve = 1/2Vci
Ve =1V _-V_(13)

Os volumes do cilindro e do cone ja eram conhecidos na época

de Arquimedes. Seus volumes s3o:

V.= Areabase x altura = n(2R)? 2R = 8 R°

3
V = % Area,, x altura = %ﬂ (2R)’(2R) = SR

co

Substituindo os valores de Ve V_ na relagao (13), temos:

3
v, :l(8nR3) SR =4z R’ —§7rR3
2 3 3

Ve :iﬂ'RS
3

Numa correspondéncia enviada a Eratdstenes, Arquimedes
relatou que, apds deduzir o volume da esfera, foi facil calcular a area
da mesma. Arquimedes imaginou a esfera composta de uma infinidade de
pequenas pirdmides, cujas alturas eram o raio da esfera e cujas bases

eram pequenos elementos da superficie.
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Cada pequena piramide tem como volume (dV) um ter¢co do
pequeno elemento de superficie (dA) multiplicado pela altura (que é o
raio da esfera). Somando-se todos os volumes das pequeninas piramides,
obtém-se o volume da esfera que também serd um ter¢co da soma das

pequenas areas multiplicado pelo raio da esfera.

lﬁZdAﬁ]& =i7rR3
3 3

Mas, z dA ¢ a propria 4rea da esfera (A, ). Logo:

esfera)

1

—Amfm [R= i7zR3
3 “ 3

A =4nR?

esfera

Incrivel, fantéstica, extraordindria, prodigiosa, admiravel, singular,
arrepiante, sensacional! Teria vocé adjetivo apropriado para qualificar a

inusitada demonstra¢do do volume da esfera? E da drea da esfera?

Lembre-se das dificuldades enfrentadas por Arquimedes naquela época: nao
existia o papel, papiros e pergaminhos eram escassos, os instrumentos de escrita
eram rudimentares, a simbologia complexa etc. Converse com seu tutor e com
colegas sobre essa descoberta arquimediana.

Conversando sobre o laboratério de Geometria:
o escalimetro

Vocé sabe que sao diversos os recursos que podem nos auxiliar
nos procedimentos de medida: papel milimetrado, barbante, trena,
escalimetro, régua, compasso, esquadro, prumo, pantografo, calculadora,
papel quadriculado etc.

Nesta aula, apresentaremos a vocé o escalimetro. O pantografo
vocé conhecerd na Aula 28. Os escalimetros sdo instrumentos de medida
muito interessantes e uteis. Constituem um tipo de régua muito utilizado
pelos arquitetos e podem ser encontrados em qualquer papelaria.
Com seu manuseio constante podemos ir desenvolvendo melhor

compreensdo das variagdes da escala.
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Figura 22.2: Escalimetros.

As experiéncias que temos desenvolvido com os alunos mostram-nos que eles ficam
encantados com as descobertas que fazem com a utilizacdo de escalimetros.

CONVERSANDO UM POUCO SOBRE ESCALAS

A representacio de figuras e objetos grandes ou muito pequenos
encontrados em nosso cotidiano, as vezes ndo pode ser feita, no papel, com
as dimensoes reais da figura, pois exigiriam uma folha do tamanho daquilo
que pretenderiamos desenhar. No caso de uma planta baixa, a folha de papel
precisaria ser tio grande que, além de dificil manuseio, necessitaria de um
espaco enorme para sua leitura.

Sendo assim, torna-se necessario desenharmos aquilo que pretendemos
reduzindo (ou ampliando) todas as suas dimensdes, proporcionalmente,
segundo uma escala. Podemos, por exemplo, reduzir todas igualmente em
20 vezes; neste caso, utilizamos uma escala de 1:20 (Ié-se: 1 para 20). Entdo,
a escala é a razdo entre a dimensdo usada para representar um objeto no

desenho e sua dimensao real, representada assim:

Escala = comprimento no desenho

comprimento real

Diz-se que estamos trabalhando com uma escala de ampliacdo
quando a representacao possui medidas maiores que as da figura original.
Se a representagdo tem as mesmas medidas que a original, a escala recebe
o nome de escala natural; se a representacdo grafica tem medidas menores,

denomina-se escala de reducdo. Assim, como exemplos, temos:



¢ Escala natural — 1:1
¢ Escala de ampliagao - 2:1, 5:1, 10:1
¢ Escala de reducao — 1:2, 1:10, 1:50, 1:100, 1:1000

A figura seguinte ilustra o tridngulo universal de escalas.

Figura 22.3: Triangulo universal de escalas.
s

b@fé‘&\\ %:%Escalam 1,2 /3 5

g SV S S

) // S S

As escalas mais utilizadas na leitura e interpretacio de plantas

baixas, mapas etc. sio a numérica e a grafica. Esta tltima consiste num
tipo de régua que permite calcular as medidas reais com maior facilidade.

Ambas devem ser fornecidas no desenho.

ATIVIDADE

5. Nesta atividade, vocé vai medir, representar no papel e comparar
' segmentos. Responda, entdo, as seguintes perguntas: 3 £ £ 243 .43 .43 £
(a) Vamos medir a largura da sala e representa-la numa folha de papel.
‘ Fica muito dificil arrumarmos uma folha de papel do comprimento da sala.
’ Como podemos representar sua largura no nosso caderno?

(b) Estamos representando essa largura através de uma ampliagdo ou de
uma reducao? Justifique.

(c) Se desenharmos (utilize papel milimetrado) esta largura na escala de
1:100, quanto medird no desenho? E se utilizarmos a escala de 1:50? E
na escala 1:200? Em qual escala a largura da sala ficou representada pelo
menor segmento? O que vocé pode concluir?

COMENTARIO
Representar um segmento em escalas diferentes, comparar segmentos de
comprimentos diferentes, explorar a nogdo de ampliagdo e redugdo de segmentos,
construir o conceito de escala e desenvolver a estrutura multjplicativa sd@o objetivos
deste tipo de tarefa. \drios recursos, tais como barbante, papel milimetrado, régua,

trena e calculadora também podem ser utilizados.
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Caso vocé tenha alguma dificuldade nesta atividade, continue a leitura e realize
a Atividade 6, pois a mesma o ajudara.

ATIVIDADES

6. Nesta atividade, vocé ira comparar suas respostas com as respostas
dos alunos do professor Marcelo. Veja como ele propos a atividade e a
analisou. FFEIEY

-n ?;m.(jw ?a&

Para mais detalhes, leia Bairral (1998), Boletim do Gepem, n°34.

Foram distribuidas folhas de papel milimetrado para cada aluno e se
pediu que representassem a largura da sala (5m, aproximadamente)
nas seguintes escalas: 1:50, 1:100 e 1:200 (conforme a figura seguinte),
indicando todos os calculos. Apos o exercicio individual, colocaram as
respostas de um mesmo grupo numa Unica folha e se pediu que cada
grupo fizesse a(s) devida(s) correcao(des) e observasse as relacdes entre
as diferentes representacoes.

i ngnlmﬁgﬁuﬁnﬁﬁ

Sl %EE

Figura 22.4: Largura da sala em diferentes escalas.

No primeiro instante, os alunos ndo sabiam como fazer. Percebeu-se mais
uma vez que questionar era uma inovacao na sala de aula; resolveu-se,
portanto, sugerir alguns caminhos, tais como: Os cdlculos, as indicagées e o
tracado de cada segmento estdo corretos? Como vocé pode comparar
o tamanho de cada segmento? Que relacdo existe entre o tamanho do
segmento e a escala utilizada para representa-lo?

A dificuldade que os alunos apresentaram também estava ligada a falta
de pratica de escrever suas observacoes. Essa atividade revelou dados
que, sem ela, seriam impossiveis de ser coletados, j& que é dificil para
um professor entrevistar 27 alunos a cada aula. Como as questdes foram
grupadas por objetivos temaéticos, foi possivel encontrar padroes que
remetessem a esta ou aquela estrutura de pensamento. Veja dois tipos
de resposta:

108 CEDERJ



Lembre-se de que o trabalho em grupo enriquece a aprendizagem.

Grupo 1: “Observamos que, quando a escala diminui, o tamanho aumenta;
quando a escala aumenta, o tamanho diminui”.

¥ 1:50 = 10cm 1:50 = 10cm ?
¥ 1:100 = 5cm(x2) 1:100=5cm(:2) *
{ 1:200 = 2,5cm(x4) 1:200 =2,5cm(:4) ¢

Este grupo percebeu que, dependendo da escala utilizada, o tamanho do
desenho muda. A direcdo das setas para baixo e para cima, feitas por eles,
indica a reversibilidade com que o grupo trabalhou com a operacéo de
multiplicacdo e divisao. De acordo com sua justificativa, pareceu que os
alunos ndo “falaram”, mas indicaram (nos calculos) as rela¢des “dobro”,
“quadruplo”, “metade” e “quarta parte”. Isso nos leva a crer que eles
perceberam, mas ainda ndo formalizaram.

Grupo 5: “O segmento que representa a escala 1:200 cabe duas vezes
dentro da de 1:100. O segmento da escala 1:200 cabe quatro vezes dentro
da de 1:50".

Grupo 6: “A escala 1:100 cabe duas vezes na escala 1:50. A escala 1:200
cabe quatro vezes na escala 1:50 e duas vezes na escala 1:100".

Grupo 7: “O segmento 1:50 é o dobro do segmento 1:100, que é o dobro
do segmento da escala 1:200".

Estes trés ultimos grupos demonstraram fazer confuséo entre a escala e
0 segmento que a representa quando, por exemplo, o grupo 5 diz que
“cabe duas vezes dentro da de 1:100". Tal justificativa leva a pensar que,
para o grupo, pode nao estar claro que o segmento é uma representacdo
da escala. Pensamos que uma resposta do tipo “cabe duas vezes dentro
do segmento que representa a escala de 1:100” estaria mais completa.

A pesquisa do professor Bairral (1998) mostrou que a compreensao do conceito
de escala ndo é tdo simples como imaginamos.

Agora que vocé conheceu possiveis respostas de alunos, compare-as
com as suas. Converse com colegas e com seu tutor. O que esse tipo de
atividade trouxe de novo para vocé sobre o conceito de medida?

COMENTARIO
Esta atividade objetivou trabalhar mais um aspecto do conceito de escala; entretanto,
ampliou e reduziu um segmento (largura da sala de aula da prdpria turma),

trabalhando apenas com a medida linear.
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Os alunos gostam muito e se empenham bastante na realizacdo desse tipo de
tarefa, porque eles sdo os protagonistas. Ndo ha apenas o certo ou o errado, mas
uma discussao coletiva do que é feito.

7. Com o auxilio de uma régua, meca, no mapa, a distancia em centimetros
entre as cidades indicadas na tabela €, a seguir, calcule a distancia real
em quilémetros. beg

Cidades Distancia em cm Distancia em km

Belo Horizonte — Fortaleza

Fortaleza — Boa Vista
Boa Vista — Porto Velho
Porto Velho — Campo Grande

Belo Horizonte — Brasilia

Brasilia — Manaus

Brasilia — Porto Alegre

Lembre-se de que a distancia encontrada é a menor, e ndo a real, pois estamos
aproximando, ou seja, delimitando um segmento.

COMENTARIO
Nesta atividade, vocé pode observar que utilizando mapas também podemos
desenvolver objetivos relacionados a medida, tais como: ampliar e reduzir segmentos,
trabalhar unidades de medida de comprimento, comparar unidades de medida e
desenvolver o conceito de proporcionalidade. Além do mais, a possibilidade de

integragdo com a Geografia € outra alternativa diddtica importante.
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Lembre-se de que ha relagdo entre a unidade de medida utilizada e a quantidade
que a expressa.

AULA H

Na Aula 3, através de uma simples dobradura e um corte, vocé
poOde perceber que o comprimento da diagonal do quadrado é maior que
a medida do lado. Muito bem; utilizamos a medida, pois estabelecemos
uma comparac¢do, chamada comparacdo qualitativa. No entanto,
podemos analisar quantitativamente essa relagcdo. Para isso, vamos
precisar entender o que significa medir em outros campos numéricos.

Nesse processo, aparecerd a idéia de incomensurabilidade.

CONVERSANDO SOBRE SEGMENTOS INCOMENSURAVEIS

Medir um segmento €, em principio, uma coisa muito simples:
basta fixar uma unidade de medida e verificar quantas vezes essa unidade
cabe no segmento.

D4 para imaginar que uma tarefa tdo simples como essa tenha sido

responsavel por uma das maiores crises filoséficas da Matemdtica?

ATIVIDADES
‘ 8. Com o seu compasso, meca o segmento AB, considerando u como
unidade. ¥3%%
‘ u
! A B

COMENTARIO

Vocé deve ter descoberto que AB = 8u, sem maiores dificuldades.

9. Ainda com a unidade u, meca, agora, o segmento CD, a seguir. £33

X
C D

COMENTARIO

Agora ndo foi tdo fdcil! O segmento CD é maior que 8u, ndo chegando a Su.
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Para medir o segmento CD, vocé precisa descobrir quanto o Ultimo pedacinho de CD

(vamos chamd-lo de x) representa da unidade u.

Se vocé descobriu, seu problema estd resolvido. Terd respondido que CD = 8,6u.

Acreditamos que ndo tenha chegado a essa resposta utilizando apenas o seu

compasso. S6 com muita sorte vocé teria descoberto que, ao dividir a unidade u

em cinco partes iguais, encontraria um pedacinho U’ que cabe trés vezes em x.

Istoé x = éu. Sendo assim, CD = 8u + %u = 8,6u.

Observe que o pedacinho u’ funciona como um mdximo divisor comum entre X e u.

Ele divide ambos em partes iguais.

Volte Id e confirme: divida u em cinco partes (a mdo livie mesmo) e verifique que esta

parte cabe trés vezes em x (também a mdo livre). Deu para acreditar?

Parece que o nosso problema de medir um segmento estd bem resolvido. Duas coisas

podem acontecer: a unidade u cabe um ndmero inteiro de vezes no segmento ou

faltard um pedacinho x, menor que a unidade u.

Na segunda hipdtese, bastard dividir a unidade w em um ndmero inteiro “n” de

partes, de modo que a parte encontrada caiba um ndmero inteiro “m” de vezes no

. u
e ‘m”tais que — =

pedacinho x Isto € devemos encontrar nimeros inteiros

L m
Feito isso, teremos X = — U .

n
Tudo estaria perfeito, se esse problema fosse fdcil de resolver... Observe que, do ponto

de vista algébrico, temos uma proporgdo em que dois termos sdo desconhecidos:

n e m. Do ponto de vista geométrico, temos dois segmentos, U e X, e sabemos que m

e n representam segmentos desconhecidos. Se vocé voltar d Aula 4 de Construcoes

Geométricas, verd que ndo consequiremos encontrar m e n.

Na verdade, esse problema pode ser indeterminado, podemos resolvé-lo por tentativas.

Pelo menos, no caso dessa atividade, temos uma solugdo: basta fazer n=5 e m=3.

Mas, serd que sempre encontraremos uma solugdo?

Quer dizer, sempre encontraremos aquele pedacinho W’ capaz de dividir u e x em

partes iguais?

Vocé como toda pessoa normal, deve ter pensado num u’ bem pequenininho €,

por [sso, capaz de dividir qualquer segmento em partes iguais. Numa coisa vocé estd

certo, quanto menor for o u’, maior serd a nossa chance de dividir os segmentos

em partes igudis.

Até o século VI a.C, todos pensavam como vocé. Porém, os pitagdricos descobriram

que nem sempre isso € verdade. Eles descobriram que existern segmentos que néo

conseguimos medir: 0s segmentos incomensuraveis.
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O NUMERO DE OURO
é representado pela
letra grega ¢ devido
ao escultor grego
Phidias, que utilizou
muito a razao aurea
em suas obras.
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CONVERSANDO SOBRE A HISTORIA: O NUMERO AUREO

Quando falamos em incomensurabilidade, pensamos em niimeros
irracionais. H4 um ndmero irracional, o ¢ (f1), chamado NUMERO DE OURO
que, embora muito presente em nosso cotidiano, é pouco conhecido.

As propor¢des humanas foram objeto de estudo sistematico por
parte de arquitetos, escultores, pintores e matematicos. No inicio do
Renascimento, o monge italiano Luca Pacioli, publicou seu livro Divina
Propor¢do (Veneza, 1509), no qual aparece a figura de um homem
inscrito em um quadrado, feita por Leonardo da Vinci. Leonardo disse:
“se abrires a perna até reduzires a tua altura em uma décima quarta
parte, e se estenderes e levantares os bragos até que o dedo central de
cada mio chegue ao nivel de cima da cabeca, verds que o centro dos
membros estendidos estard no umbigo e que o espago entre as pernas
formara um tridngulo equildtero. Leonardo da Vinci ndo realizou apenas
experiéncias empiricas, mas também estudos anatomicos que incluiram
a sec¢ao de membros. Basicamente, considerou que a altura humana aos
trés anos de idade era a metade da altura adulta, a qual correspondia (em
situacdo ideal) umas “3 braccias”, uns 185c¢m, 9 vezes o comprimento
da mao, ou 9 vezes o comprimento vertical do rosto. Por sua difusdo
e prestigio, as idéias de Leonardo prevaleceram até o século XIX, sem
que surgissem outros estudos alternativos aos cdnones. Durante o século
XIX, foram desenvolvidos novos estudos sobre o tema, especialmente por
Fechner e Zeising. Em 1855, Zeising comprovou que o umbigo divide
o corpo humano na sec¢do 4durea; portanto, no desenho de Leonardo
da Vinci, o corpo do homem esta inscrito em uma circunferéncia cujo
raio € sua sec¢do durea.

Ao longo de sua historia, os gregos também utilizaram os niimeros
para buscar propor¢oes harmoniosas nas esculturas humanas. Tais
proporcoes ideais foram denominadas cdnon. Um desses canones foi o
do escultor grego Lisipo, que considerava que a estatura completa de um
homem era de oito cabecas. Os babilonios consideravam o pentagrama
simbolo de satde fisica e espiritual. Suas propriedades estdo relacionadas a
Divina Proporcio (Razdo Aurea). Devido as suas propor¢des, o pentagrama
adquiriu imensa, embora misteriosa, importancia através dos tempos. Entre
0s primeiros a usarem o pentagrama como simbolo de reconhecimento
estavam os pitagoricos. Faca uma revisdo na Aula 20 de Construcoes

Geométricas; 14 é feita uma boa discussao das secches dureas.



RESUMO

Compor, decompor, comparar, estimar, verificar equivaléncias e diversificar
unidades sdo importantes para o trabalho com a medida. A determinacéo e escolha
da unidade a ser utilizada, a comparacdo qualitativa e quantitativa de unidades
e o desenvolvimento de procedimentos de estimativa sdo processos geométricos
imprescindiveis. As situacdes cotidianas devem ser levadas em consideracao
como objeto de estudo e de concretizacdo de atividades sobre a medida. No
entanto, devemos ter consciéncia de que as mesmas ndo sao suficientes. Devemos
problematizar, continuamente, o uso da medida, bem como questionar e relativizar

sua exatiddo, como no caso dos segmentos incomensuraveis.

AUTO-AVALIACAO

Vocé ¢é capaz de responder as perguntas que fizemos anteriormente? Ou seja:
Uma folha de jornal aberta possui um metro quadrado? Vocé sabe qual € a relacao
entre um azulejo e um metro quadrado? O que significa 0,33c/? Como entender
que 1/ é igual a 1dm3? O que significa medir? Qual a diferenca entre unidade
de medida convencional e ndo convencional? Ha relacdo entre a unidade que
utilizamos e a quantidade numérica expressa pela mesma? Quando nos convém

utilizar determinada unidade de medida, e ndo outra?

Consideramos que, se vocé consegue refletir sobre esses questionamentos, alcancou

os objetivos desta aula. Nossos parabéns!

Nao se preocupe, porém, se vocé achou o episddio histérico sobre Arquimedes
muito complexo. Esse tema continua tdo complexo como o era ao tempo de
Arquimedes. No entanto, esse tipo de leitura fornece informacées imprescindiveis

a formacéo dos professores de Matematica do nosso tempo.

CEDERJ 115

AULA H






Areas de figuras planas

Meta da aula

Instrumentalizar a construcdo
do conceito de area.

Esperamos que, apds estudo do contetdo desta aula,
vocé seja capaz de:

e Conceituar area.

e Utilizar variados recursos didaticos para construir
o conceito de area.

e Deduzir, de diversas maneiras, as formulas para o
calculo das principais figuras planas.

Pré-requisitos

Basicamente, a introdugdo ao conceito de area estudado na Aula 13
do Médulo de Geometria Basica é suficiente para acompanhar,

com sucesso, nossa aula de hoje. Além disso, utilizaremos varios
recursos que ja compdem o seu laboratdrio pessoal de Geometria,
tais como: Tangram e o geoplano. Utilizaremos também papel
quadriculado e construiremos minds, utilizando cartolina,
emborrachado, paPEL PLUMA ou similar. Mantenha a mao

seu material de desenho.
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INTRODUCAO
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Lembre-se de acessar a pagina da disciplina e seu conjunto de aulas na Plataforma
Cederj. Ha interessantes animagdes que auxiliam o desenvolvimento da visualizacdo
e representagdo. Se puder, acesse também os sites sugeridos nesta aula.

PAPEL PLUMA

E um material relativamente recente que pode ser encontrado em boas papelarias.
Trata-se de um material muito apropriado para construir quebra-cabegas, Tangram,
poliedros etc.

Mesmo que vocé ndo tenha estudado muita Geometria na escola, com certeza,
vocé calculou areas planas. Suas experiéncias pessoais com o célculo de areas de
figuras planas, principalmente aquelas realizadas fora do contexto escolar, devem ser
suficientes para convencé-lo de que essa é uma atividade simples, que ndo representa
um grande desafio. Estranhamente, porém, pessoas escolarizadas costumam ter
dificuldade para calcular areas de figuras simples como tridngulos ou trapézios.
Mais surpreendente ainda é o fato de pessoas nao escolarizadas, mas que exercem
profissdes como as de pedreiro ou vidraceiro, conseguirem calcular, muitas vezes por
estimativa, areas completamente atipicas, até mesmo, curvilineas.

Cabe, entdo, uma reflexdo: o que fez diferenca na formacdo dessas
pessoas? Acreditamos que as pessoas escolarizadas tém como recurso apenas um
formulario. Uma vez esquecida a férmula, nada podem fazer. Certamente, se vocé
Ihes lembrar a férmula da area do triangulo e Ihes disser quanto valem a base e a
altura, elas calcularéo a area corretamente.

Por outro lado, a formacao do pedreiro ou do vidraceiro aconteceu de
modo a desenvolver nessas pessoas o conceito de area em lugar de férmulas.
Desse modo, conhecendo apenas a area do retangulo e utilizando composicdo e
decomposicdo das figuras, esses profissionais se tornam capazes de determinar
outras areas, conseguindo, inclusive, fazer estimativas com razoavel precisao.

Isso coloca um desafio: que atividades vocé deve desenvolver para que
seus alunos construam o conceito de area e se tornem capazes de deduzir as dreas
mais comuns e estimar as areas de figuras ndo poligonais? Tais perguntas hdo de

nortear o desenvolvimento desta aula.
CONCEITO DE AREA

Como vocé aprendeu na Aula 13 de Geometria Bésica, o conceito de drea estd
relacionado a trés propriedades:

P: A toda figura plana limitada estd associado um ntimero real positivo, chamado
area dessa figura.

P,: Figuras planas congruentes tém a mesma area (por exemplo, dois tridngulos
congruentes ou dois circulos de mesmo raio).

P: Se uma figura plana F é a unido de duas figuras F, e F,, onde F, e F, se
intersectam somente em linhas, entdo a drea de F ¢ a soma das dreas de F, e F,.



Existem varios atributos relacionados com esse conceito. Vocé deve implementar
atividades apropriadas que permitam a seus alunos desenvolver varias habilidades,
tais como:

1. Reconhecer a conservagdo da area.

2. Compor uma figura por outras.

3. Decompor uma figura em outras.

4. Reconhecer que figuras com a mesma area podem ter perimetros diferentes.
5. Reconhecer que figuras com formas e dimensées diferentes podem ter a
mesma area.

6. Reconhecer que o nimero que representa a area depende da unidade
escolhida.

7. Calcular areas por estimativas.

8. Deduzir as férmulas mais comuns.

AULA ﬁ

Vocé pode e deve utilizar recursos variados para atingir seus objetivos.

Nesta aula, daremos sugestoes para utilizar alguns recursos, tais como:
geoplano, papel quadriculado, minés, Tangram, plantas baixas e mapas.

Naio temos a pretensao de esgotar as possibilidades. Com certeza, vocé
terd outras idéias, inspiradas nessas sugestoes. Além disso, nas referéncias

recomendadas nesta aula, vocé encontrara iniimeras sugestoes.

O importante é que vocé crie ou escolha a tarefa adequada aos seus objetivos.
Assim, em cada atividade proposta nesta aula, vocé devera apresentar pelo
menos uma das habilidades anteriores. A identificacdo, em cada atividade, de
tais habilidades, o ajudardo na atividade final desta aula.

GEOPLANO

Utilizando seu geoplano quadrado (construido na Aula 3), vocé

pode desenvolver vérias atividades, como veremos a seguir.

Vocé viu, na aula anterior, aimportancia da unidade de medida. Dessa forma, fique
atento a unidade que esta sendo considerada em cada atividade que se segue.

CEDERJ119



Instrumentacéo do Ensino da Geometria | Areas de figuras planas

120

‘\
|

CEDERJ

ATIVIDADES

1. Um fazendeiro, interessado em comprar um terreno, encontrou a venda
os dois lotes representados a seguir: T35S

& . &
& g &

& & &
& & &

Figura 23.1.a: Terreno A. Figura 23.1.b: Terreno B.

a. Reproduza os dois lotes no geoplano.

b. O fazendeiro gostaria de cercar o terreno. Para gastar menos, deveria
escolhero lote AouoB?

c. Se os dois terrenos custam o mesmo preco e o fazendeiro pretende
semear feijao, qual dos dois é mais vantajoso?
d. Que habilidades sdo desenvolvidas nesta atividade?

2. Desenhe a Figura 23.2 no seu geoplano.z@?@f?f(:?Q

*—o—o—0—»
Figura 23.2

a. Quantas unidades de area e perimetro possui essa figura?

b. Desenhe outras figuras que possuam as seguintes unidades:
* 5 de area e 20 de perimetro.
* 6 de area e 10 de perimetro.
* 7 de area e 12 de perimetro.
* 6 de area e 13 de perimetro.

¢. O que vocé condui da relacdo entre area e perimetro de uma figura qualquer?

d. Que habilidades sdo desenvolvidas nesta atividade?




COMENTARIO

Esta atividade permite que o aluno faca a distingdo entre drea e perimetro, inclusive

AULA H

verificando que figuras com o mesmo perimetro tém dreas distintas e vice-versa.

) ; ) e eamn
3. Construa no geoplano um retangulo com 20 unidades de area. £ £33
a. Existem outras maneiras de construi-lo? Relacione alguns resultados.

Reténgulo Medida da base Medida de altura

—_

HIEN

b. Escreva suas conclusées sobre esses niimeros.

c. Que habilidades sdao desenvolvidas nesta atividade?

4. Utilizando o seu geoplano circular, desenhe um hexagono regular. 7535
a. E possivel decompor seu hexagono em tridngulos congruentes?

b. Desenhe outros poligonos regulares e os decomponha em triangulos,
se possivel.

c. Por suas observacgoes, crie uma estratégia para calcular a area de
poligonos regulares.

d. Deduza uma férmula para calcular a area de um poligono de “n” lados.

e. Que habilidades sdao desenvolvidas nesta atividade?
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COMENTARIO
A primeira coisa a observar é que as atividades anteriores podem ser utilizadas
desde o inicio do terceiro ciclo. O desafio para vocé € observar quais sdo os atributos
que elas desenvolvem em seus alunos. Volte ao boxe de atencdo e verifique se as
suas observacées foram pertinentes. Comente suas conclusGes com seus colegas
e com o tutor.
Questdes como o primeiro item da Atividade 2 objetivam ressaltar que aumentamos
o perimetro de uma figura quando "quebramos" bastante os seus lados. Num
primeiro momento, os alunos ficam presos em formar poligonos. Aos poucos, eles
vao percebendo que podem formar figuras quaisquer. Esse também € outro tipo
de potencialidade desta tarefa: explorar formas variadas, ndo apenas as poligonais.
Lembre-se de que ndo é possivel construir uma figura com 6 unidades de drea e
13 de perimetro. E importante discutir o porqué dessa impossibilidade no geoplano.

Andalise as outras atividades!

Conversando sobre o laboratério de Geometria:
O papel quadriculado

No lugar do geoplano, poderiamos ter realizado algumas atividades
anteriores utilizando uma folha de papel quadriculado (ou triangulado,
ou sextavado, conforme a malha que desejarmos). Outras atividades
serdo mais apropriadas em papel. Vocé serd capaz de avaliar, mas

aconselhamos variar os recursos, ainda que tenha o mesmo objetivo.

ATIVIDADES

5. Observe as figuras a seguir e compare: [Ee epRep ey de)

A B G

RRRRER




a. Quais sao as figuras que tém a mesma area da figura A?

b. Que figuras tém o mesmo perimetro da figura A?

¢. Que conclusoes vocé tirou? Relate por escrito e justifique.

d. Que habilidades sdo desenvolvidas nesta atividade?

6. No papel quadriculado, construa todos os retangulos que vocé puder,
indicando em cada item quantos retangulos conseguiu formar: i)

N° de quadradinhos | N° de figuras
3
4
5
9
10
13
25
29
36

Responda as seguintes perguntas:
a. Que dimensdes vocé obteve para os lados dos retangulos construidos

com 9 e 10 quadradinhos?

b. Com quais nimeros de quadradinhos foi possivel construir quadrados?
O que vocé conclui dessa observacao?

c. Para que um quadrado possua 100 unidades de éarea (quadradinhos),
qual deve ser a medida de seu lado?
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d. Como podemos calcular a area de um quadrado qualquer?

e. Em alguns casos, vocé s6 conseguiu construir um retangulo. Cite outros
ndmeros para os quais aconteceria o0 mesmo. Justifique sua resposta.

f. Que habilidades sdo desenvolvidas nesta atividade?

7. Observe as unidades especificadas na Figura 23.4.b e preencha
o quadro a seguir, determinando as éreas das regices da Figura 23.4.a
nas diversas unidades. ¥3T31H

A
TAVAN
AVAVAVAVAY, % §

Figura 23.4.a: Figura 23.4.b:
Regides no papel triangulado. Unidades de medida de area.
. Area
Regiao = : =
Na unidade u | Na unidade v | Na unidade t

A

B

C

D

f. Que habilidades sdo desenvolvidas nesta atividade?




o\
pay 3
|_< | 2
P N
- v
[ /
&0 J
A A
] [ [ T

Figura 23.5: Representacdo de um lago.

Faca um célculo aproximado da érea do lago desenhado na Figura 23.5.
Que habilidades sao desenvolvidas nesta atividade?

COMENTARIO
As atividades com papel quadriculado permitem vdrias abordagens conceitudis.
Como vocé deve ter percebido, os exemplos dados nessas atividades permitem
explorar a variag@o de unidades, estimativa de cdlculo, dedugdo de férmulas, além
de outras habilidades que vocé deve ter listado enquanto as analisava. O papel
quadriculado permite também explorar a composicdo e decomposicdo de figuras
e calcular a drea de objetos do cotidiano, como folhas de plantas ou penas de

pdssaros. Idéias ndo faltarGo; agora é com vocé!

O papel quadriculado, além de permitir trabalhar o calculo estimado, propicia-nos
pensar em atividades que analisem areas de figuras pouco convencionais, porém
muito comuns em nosso dia-a-dia. Assim, propor tarefas que analisem essa
variedade de formas deve ser uma prética docente constante.

CONVERSANDO SOBRE O LABORATORIO DE GEOMETRIA:
0S MINOS

Figura 23.6.a:

Os minds constituem um interessante recurso criado pelo Juncdo correta de minos.

matematico americano Solomon W. Golomb, nascido em 1932.

Seu livro Poliminds, escrito em 1965, descreve inumeros desafios e

suas solugoes.

Trata-se de um conjunto de pecas formadas pela jun¢do de dois

ou mais quadrados iguais (aqui denominados minds), de modo que

dois min6s figquem com um lado em comum, como pode ser observado

na Figura 23.6.a.

Quando juntamos dois minds, chamamos domind; se sio
R L . ) . ) . Figura 23.6.b:
trés, triminds; se sio quatro, tetraminds; se sio cinco, pentaminds;  Juncdo errada de minés.

generalizando, acima disso, poliminds.
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ATIVIDADES

9. Utilizando papel quadriculado, desenhe todas as pecas do domino,
trimind, tetramin6 e pentamino. Relacione o numero de pecas encontrado

na tabela a seguir: 375575

T U

B L

Figura 23.7: As 12 pecas do pentaminé.

-
=
=2
o

Polimino Ne° de pecas

Domino

Triminé

Tetramind

Pentamind

COMENTARIO
Para alunos do Ensino Fundamental, essa atividade deve ser aplicada aos poucos,
um polimind de cada vez.
Vocé deve ter encontrado as 12 pecas do pentamind, mas os alunos do Ensino
Fundamental costumam encontrar mais pegas. Eles consideram diferentes as pecas
que foram desenhadas em posicoes diferentes. E preciso alertd-los de que as
pecas que podem ser sobrepostas por meio de reflexdo ou rotacdo sdo igudis.
No Mddulo Prdtico, hd modelos dos poliminés em tamanho ideal para serem
manuseados. Vocé deve utilizd-los para construir pecas de papeldo, cartoling,
emborrachado, papel pluma ou outro material. Esse serd um item importante para
seu laboratdrio pessodl.
Os poliminds, desenhados ou recortados, ensejam vdrias atividades como, por
exemplo, determinar as dreas e perimetros das pecas, montar figuras diversas com
mesma drea e perimetros diferentes, montar figuras com o mesmo perimetro e
dreas diferentes etc.
Particularmente, os pentaminds oferecem maiores possibilidades de trabalhar os
conceitos da Geometria, como veremos a Sequir.
As 12 pecas do pentamind sdo associadas a letras do alfabeto, como se pode

observar na Figura 23.7.
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10. Utilizando os pentaminés: T31HTH
a. Construa uma figura com 18 unidades de perimetro.

b. E possivel construir outras figuras com o mesmo perimetro?

c. E possivel construir um retangulo com esse perimetro?

d. Determine a area de cada uma das figuras que vocé conseguiu construir.

e. Que conclusdes vocé pode tirar?

f. Que habilidades sdo desenvolvidas nesta atividade?

COMENTARIO
Com alguma paciéncia, vocé construiu umas duas ou trés figuras. Uma possibilidade
é usar as pegas N e T. Apesar de as figuras terem o mesmo perimetro, podem ter
dreas diferentes. O retdngulo pode ser construido utilizando-se as pecas £, B U
e Y. Experimente! O conceito mais fortemente trabalhado nesta atividade € o da
composicdo de figuras.
11. Utilizando o papel quadriculado, verifique o que acontecera com o
perimetro de cada peca do pentamind, se dobrarmos a medida do lado

do mind. E com sua éarea, o que acontecera? E se dividirmos por dois?
Que habilidades sao desenvolvidas nesta atividade? ¥3%3%%

COMENTARIO
Esta atividade normalmente surpreende os alunos do Ensino Fundamental,

provocando uma reflexdo sobre a nocdo intuitiva de tamanho das figuras.

Além do trabalho com éareas, os pentaminds podem ajudar na compreensdo
dos conceitos de semelhanga, simetria, perimetro e volume. Também podem
ser utilizados no estudo de andlise combinatéria (quantas pecas teria um
hexaminé?).

CEDERJ127

AULA H



Instrumentacéo do Ensino da Geometria | Areas de figuras planas

TANGRAM

Em diversas aulas ja utilizamos o Tangram quadrado para
construir conceitos em Geometria. Veja algumas atividades especificas

para o conceito de area.

ATIVIDADES

12. Qual é a area da peca quadrada (Q), do tridangulo médio (T ) e do
paralelogramo (P), considerando-se como unidade o triangulo pequeno (T )?
Que habilidades sao desenvolvidas nesta atividade? 7373

13. Considerando T_ como unidade, qual a area do quadradao formado
com todas as pecas do Tangram? %3
Que habilidades sao desenvolvidas nesta atividade?

14. Utilizando todas as pecas do Tangram: £33
a. Forme um hexagono, um tridngulo e um paralelogramo nao-retangular.

b. O que vocé pode concluir sobre a area dessas figuras?

c. Os perimetros sdo iguais?

d. Utilizando o quadrado Q como unidade, determine a area das figuras.

e. Que habilidades sao desenvolvidas nesta atividade?
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COMENTARIO
Vocé deve ter observado que, para alunos do Ensino Fundamental, as atividades
propostas anteriormente podem, e devem, ser desdobradas em vdrias. Nesse nivel, o
professor teria de intervir, provocando reflexGes sobre os vdrios conceitos envolvidos,
como dngulo, congruéncia, semelhanca, unidades de medida, convexidade, além
de perimetro e drea. No caso do trabalho com dreas, os objetivos maiores do
uso do Tangram sd@o a composicdo e decomposicdo de figuras e a variagdo da
unidade de drea.
Além disso, podemos variar as figuras, representando animais ou imagens abstratas;
podemos também variar o modelo do Tangram. Uma atividade interessante seria
calcular, aproximadamente, a drea de um coragdo partido ou de um Tangram oval,
utilizando como unidade o T, do Tangram quadrado.
Certamente vocé estd cheio de idéias. Anote-as e depois comente com seus colegas

e com o tutor no polo.

CONVERSANDO SOBRE O LABORATORIO DE GEOMETRIA:
MAPAS E PLANTAS BAIXAS

Como vocé sabe, o trabalho com mapas e plantas baixas permite
uma combinagio dos conceitos de drea, unidades de medida e escala.

Veja outras atividades a seguir.

ATIVIDADES

15. A superficie do Brasil &, aproximadamente, de 8 511 996 km?2.

Y
/

<

Wil

Figura 23.8: Mapa do Brasil.
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Lembre-se de que no Tangram quadrado temos dois paralelogramos: o quadrado
(Q) e o ndo-quadrado (P).

COMENTARIO
Obviamente, convém que as atividades com mapas e plantas sejam realizadas
com calculadora e que os cdlculos sejam aproximados. Por outro lado, esse tipo de
recurso dd uma boa idéia de como os conceitos geomeétricos sdo utilizados na vida
real. Certamente, vocé saberd propor outras atividades. Discuta suas idéias com
seus colegas e com o tutor.
Para finalizar nossa aula, vamos discutir as férmulas de dreas das principais figuras
planas. Como dissemos no inicio da aula, ndo convém que essas formulas sejam
apresentadas aos alunos como milagrosas e Unicas solucées para o cdlculo de dreas.
Alunos que tenham oportunidade de construir o conceito de drea e desenvolver
habilidades relacionadas com este conceito podem deduzir as férmulas mais comuns
apartir da drea do retdngulo, apenas compondo e decompondo os poligonos. Claro
que a drea do dirculo é uma excecdo a essa regra. Mas, como serd visto na préxima

aula, a drea do circulo pode, também, ser deduzida por decomposigdo.

Como vocé viu na aula anterior, de nada adianta colocar um nimero seguido de
uma unidade, 5km, por exemplo; também nao ha valor cognitivo para o aluno
guando ele apenas decora as féormulas para o célculo de dreas sem compreendé-las.

17. Utilizando as pecas Q e T, do Tangram quadrado, construa um
paralelogramo. Movimente um T para formar um retangulo. Separando

os dois triangulos, forme dois quadrilateros. T3t

a. O que vocé pode dizer sobre as areas do paralelogramo e do retangulo?

b. O que vocé pode dizer sobre as areas do paralelogramo e a soma das

areas dos dois quadrilateros?

c. Representando por letras diferentes os lados diferentes e por letras iguais
os lados iguais, tanto Q como os de Tp, deduza, de duas maneiras, uma
formula para calcular a area do paralelogramo: uma pela sua transformacao

em retangulo; outra pela sua transformacao em dois quadrilateros.
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RESUMO

A construcdo do conceito de area, pelo aluno, depende, num primeiro momento,
do desenvolvimento de atividades que o levem a comparar areas de figuras variadas
(tanto em forma como em dimensdes), até que ele perceba que figuras congruentes
tém a mesma area; que se uma figura cabe dentro da outra, sua area é menor;
que figuras com formatos diferentes podem ter a mesma area; que ha distincdo
entre area e perimetro.

Num segundo momento, o aluno deve desenvolver a habilidade de medir areas
com variadas unidades de medida até perceber que o nimero que representa a
medida da area depende da unidade escolhida; que devemos ter uma unidade
padrao; que o quadrado unitario é esta unidade de medida.

Num terceiro momento, o aluno devera ser capaz de observar a conservagao
da area na composicdo e decomposicdo das figuras, além de calcular areas, por
estimativa, com o quadrado unitario.

O trabalho fica completo quando, num quarto momento, o aluno consegue deduzir
as férmulas mais simples.

Para atingir esses objetivos, o professor deve utilizar variados recursos como:
geoplano, Tangram, papel quadriculado, poliminds, mapas, plantas de arquitetura
etc. O mais importante é a adequacao da atividade ao desenvolvimento conceitual
do aluno, lembrando van Hiele (Aula 1). Os momentos apresentados devem ser
observados continuamente, em diferentes séries. O quarto so tera éxito quando

os anteriores forem efetivamente atingidos.

ATIVIDADE FINAL

Nesta aula, vocé conheceu e realizou 19 atividades com o objetivo de identificar
procedimentos e atributos relacionados ao conceito de area de figuras planas.
Vocé deve implementar atividades apropriadas que permitam que seus alunos
desenvolvam tais habilidades. Para isso, propomos que avalie sua compreensao,
ou seja, preencha o quadro seguinte, identificando em cada atividade a(s)

habilidade(s) envolvida(s) em seu objetivo.
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Habilidades

A1

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

A9

A10

A1

A12

A13

A14

A15

A16

A17

A18

A19

Reconhecer
a conservagao
da area

Compor uma
figura por outras

Decompor uma
figura em outras

Reconhecer que
figuras com a
mesma area podem
ter perimetros
diferentes

Reconhecer que
figuras com formas
e dimensdes
diferentes podem
ter a mesma érea

Reconhecer que

o numero que
representa a

area depende da
unidade escolhida

Calcular areas por
estimativas

Deduzir as férmulas
mais comuns

Vocé também pode preencher este quadro tendo como referéncia

algumas atividades realizadas na aula anterior.

de um colega.

Apresente seu quadro preenchido ao tutor. Compare-o também com o quadro

AUTO-AVALIACAO

Vocé tem dois grandes desafios ao final desta aula: o primeiro é perceber que a
construcdo do conceito de area se da por etapas; o segundo é ver que existem
atividades apropriadas para cada etapa. Além disso, vocé trabalhou com os
poliminds. Deve explorar as suas possibilidades e acrescenta-los ao seu laboratério

pessoal de Geometria.

Vocé pode ter sentido dificuldades nas ultimas atividades que se referem a deducéo
das férmulas. Se foi esse o caso, volte a elas e observe que, na Atividade 18, o
trapézio se transformou num retangulo quando prolongamos a base menor, isto
é, quando acrescentamos dois tridngulos; transformar-se-ia num paralelogramo,
se juntassemos a ele sua cépia, de cabeca para baixo; uma terceira possibilidade
seria tracar duas alturas pelas extremidades da base menor, dividindo-o em dois

tridangulos e um retangulo. Descreva as possibilidades da Atividade 19!
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Uma boa maneira de se auto-avaliar é conversar com seus colegas e com o tutor
sobre as idéias que vocé teve durante a aula. Anote-as para ndo esquecer.

INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na proxima aula, vocé estudara retas, circulos e circunferéncias, utilizando, como
principal recurso, as constru¢des geométricas. Tenha a méo a Aula 8 de Geometria
Basica, os médulos de Constru¢des Geométricas e seu material de desenho. Se

puder, faca uma rapida revisao.
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Estudando retas, circulos
e circunferéncias

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino de retas,
circulos e circunferéncias por meio de
construcdes geométricas.

Esperamos que, apos esta aula, vocé seja capaz de:

e Encontrar a formula para calcular a area de um
circulo.

® Localizar o centro de uma circunferéncia qualquer.

e Construir mediatrizes e localizar pontos
estratégicos.

e Inscrever poligonos regulares em geoplanos.

e Comparar a medida do angulo inscrito e do angulo
central correspondente.

e Conhecer a utilizacdo de recursos de Informatica
(softwares e internet) nas aulas de Matematica.

Pré-requisitos

Para o seu bom rendimento nesta aula, sugerimos que revise

o contetdo da Aula 8 de Geometria Basica, sobre circulos,
circunferéncias, posicdes relativas entre retas e circulos, e entre
dois circulos, medida de angulos inscritos etc. Ter as maos o Médulo
de Construcdes Geométricas sera importante para a revisao de
conceitos, propriedades ou procedimentos de construcdo. O acesso
a internet também o ajudard, pois vocé podera ver as construgdes
geomeétricas em softwares, em que o movimento trara novas
alternativas para descobertas conceituais.
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INTRODUCAO
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Lembre-se de utilizar as figuras disponiveis no Moédulo Pratico e de acessar as
atividades da disciplina na Plataforma Cederj.

Nos Ultimos anos, a disciplina de Desenho Geométrico deixou de constar dos
curriculos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio; professores e livros didaticos
de Matematica ndo incorporaram seus conteldos ao ensino da Geometria.
Acreditamos que o trabalho com as construcdes deve ser inserido sempre que
possivel, nas aulas de Geometria. O fato de as construcdes geométricas terem sido
trabalhadas isoladamente das aulas de Matematica, muitas vezes nas aulas de Artes
(Educacéo Artistica), fez com que a analise dos conceitos matematicos ficasse em
segundo plano. Outro fator negativo que contribui para esse aligeiramento foi a
énfase dada apenas aos procedimentos de construcao, sem a devida sustentacao
nas propriedades da Geometria.

Na aula de hoje e na seguinte, vocé verd que pode trabalhar com as construgoes
geométricas a partir de diferentes perspectivas didatico-metodolégicas, incluindo-as
em atividades matematicas variadas. Assim, durante a realizacdo das atividades
propostas, esperamos também que vocé reflita sobre a exploracdo dos conceitos
da Geometria Plana desde os primeiros ciclos do Ensino Fundamental, em especial, da
52 a 8 série.

Como estratégia metodoldgica principal, iremos apresentar e utilizar alguns quebra-
cabecas matematicos e sugerir procedimentos para sua construcao. As atividades
gue desenvolveremos serao sugestdes de utilizacdo para diversas séries do curriculo
escolar, explorando varios conceitos matematicos. A vocé caberd adequa-las a sua

realidade de trabalho.

Sempre que possivel, vocé deve realizar as atividades coletivamente com seus
colegas e apresenta-las ao tutor. E importante que as atividades seguintes sejam
realizadas em grupo; isso pode ser imprescindivel para sua aprendizagem e,
conseqlientemente, auxiliara sua avaliagdo. Ndo se esqueca de justificar cada
resposta. Entender cada procedimento, registrar o desenho etc. serdo também
estratégias importantes para sua aprendizagem.



Conversando sobre o seu laboratorio de Geometria

AULA H

Régua e compasso
Régua e compasso sdo instrumentos cldssicos para a constru¢ao
geométrica. Na Figura 24.1, vocé pode ver a constru¢do da mediatriz

do segmento AB.

Figura 24.1: Construcdo da mediatriz.

A utiliza¢do de régua, compasso etc. permite-nos, por exemplo:

e Construir e identificar figuras geométricas.

® Reconhecer propriedades geométricas.

® Desenvolver habilidades de desenho.

e Conhecer, descrever e analisar procedimentos variados de
desenho e construgio.

Caso vocé tenha acesso a internet e queira conhecer algumas paginas
sobre construgdes geométricas, procure os enderegos seguintes:

http://wis.vub.ac.be/schools/timeline/geometric/upphaf.html

http://www.geometria.com.br/lastpage.html

http://www.cut-the-knot.com/do_you_know/compass.html

ATIVIDADES

1. Descreva o processo de construcao da mediatriz da Figura 24.2.

Figura 24.2: Determinac¢do da mediatriz.
COMENTARIO

Atividades que visem a reconhecer e descrever processos de construgdo de figuras
devem ser continuamente desenvolvidas nas aulas de Geometria e de Construcoes.
A resposta a essa atividade é aberta, o que importa € a discussdo sobre as diferentes
descricGes feitas. Por exemplo, € importante observar que a abertura do compasso
na construcdo das circunferéncias pode ser qualquer uma, desde que seja maior que

a metade do segmento.
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2. Pegue o0 seu compasso e construa uma circunferéncia qualquer.
E possivel que vocé tenha marcado o ponto onde colocou a ponta seca do
compasso. Esse ponto é o centro da circunferéncia que vocé desenhou.
Facil, ndo é mesmo? Agora, pegue uma moeda de cinqiienta centavos ou
de um real e trace a circunferéncia determinada pela moeda. Como vocé
faria para localizar o centro desta circunferéncia? 5ttt

COMENTARIO
Para encontrar o centro de uma circunferéncia vocé precisard tragar, pelo menos, duas

cordas quaisquer, com suas mediatrizes. O resto € com vocé!

ATIVIDADE COMPLEMENTAR

A seguir, divulgamos outros sites em que vocé podera encontrar conteudos
relacionados a Geometria e, em alguns deles, as constru¢des geométricas. Acesse-os:

http://www-cabri.imag.fr

www.cabri.com.br
http://www.keypress.com/sketchpad/java_gsp/dr1_sketches/jsp_demo_9pts.htm
http://teleline.terra.es/personal/joseantm
http://wfs.vub.ac.be/schools/timeline/geometric/upphaf.html
http://www.geometria.com.br/lastpage.html
http://www.mat.ufrgs.br/~edumatec

http://www.cinderella.de

http://www.matematica.br/igeom

COMENTARIO
Esta atividade é complementar. Lembre-se de realizd-la quando estiver conectado.
Procure realizd-la no pdlo; acesse também a Plataforma Cederj e converse com seu

tutor sobre 0s recursos encontrados.
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CONSTRUCOES GEOMETRICAS NO COTIDIANO:
ENCONTRANDO O CENTRO GEOGRAFICO DO BRASIL

O professor Luiz Marcio Imenes, na RevisTA bo PROFESSOR DE
MaTemATIcA n° 6, descreve-nos um exemplo para determinar o centro
geografico do Brasil. Segundo ele, em alguns mapas do Brasil, podemos
observar, em Mato Grosso, no municipio de Barra do Gargas, a uns 100km
da divisa com Goids, um ponto chamado centro geografico do Brasil.

Vejamos como se define esse centro geografico, considerando:

N: ponto mais setentrional do pais, isto €, o ponto mais ao norte,
que é o Monte Caburai (Roraima);

S: ponto mais meridional, ou seja, o ponto mais ao sul do pafs,
que € a Barra do Chui (Rio Grande do Sul);

O: ponto mais ocidental, mais a oeste, que fica em Acampamento
(Acre);

L: ponto mais oriental, mais a leste, a Ponta do Seixas, em Cabo
Branco (Paraiba).

Veja a localizagio citada anteriormente na Figura 24.3.

Roraima

Paraiba

S Rio Grande do Sul

Figura 24.3: Mapa do Brasil.

Antes de continuara
leitura, pense onde
vocé localizaria o
centro geografico
do Brasil.

A REevISTA DO PROFESSOR
DE MATEMATICA é
uma publicacdo

quadrimestral da
Sociedade Brasileira
de Matematica. Vocé
deve conhecé-la e, se
possivel, assina-la.
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A seguir, construimos a reta “r”, que é mediatriz do segmento
NS, e a reta “s”, que é a mediatriz do segmento OL. A interseccdo
dessas mediatrizes forma o ponto C, que é o centro geografico do Brasil

(Figura 24.4).

N

ol

Mato Grosso

Figura 24.4: Localizacdo do centro geogréfico do Brasil.

Quando escrevemos sobre contelidos matematicos, muitas vezes utilizamos
aspas ou outros recursos apenas para chamar atencdo ou para evitar que o
leitor confunda um ente matematico com uma letra qualquer. De modo geral,
esse procedimento contraria as regras do bom Portugués. Saiba reconhecer essas
peculiaridades para ndo maltratar sua lingua materna. Afinal, o bom Portugués
é uma qualidade inerente a boa Matematica!

Lembrando que todos os pontos da mediatriz de um segmento
de reta sdo equidistantes das extremidades desse segmento, podemos
afirmar que o ponto C equidista de N e S, bem como eqiiidista de O e L,
o que ndo significa que eqiiidiste dos quatro pontos. Alids, dados quatro
pontos coplanares, nem sempre existe um ponto eqiiidistante dos quatro.
Em outras palavras, nem sempre existe uma circunferéncia que passe
por quatro pontos coplanares. Entretanto,se tal circunferéncia existir,
seu centro serd obtido por intersec¢io das mediatrizes.

Segundo o professor Imenes, a idéia que estd por trds do conceito
de centro geografico do Brasil surge a partir da tentativa de se localizar
um ponto que seja, tanto quanto possivel, equidistante dos quatro
extremos do nosso territdrio. E, ressalta ainda, devido as caracteristicas
do territério brasileiro, podemos verificar que o ponto C é quase
equidistante de N, O, S e L. Concluindo, o autor destaca que, para um
pais como o Chile, por exemplo, essa metodologia ndo fornece resultado

adequado em funcdo da silueta de seu territério. Veja num mapa!



CONVERSANDO SOBRE A MATEMATICA A INTEGRACAO
CURRICULAR

Uma boa alternativa de desdobramento da situagio anterior é
pegar o mapa do Chile e analisar a observa¢do do professor Imenes.
Neste momento, vocé pode fazer uma interessante integragao curricular

> p g

com a Geografia.

Lembre-se de que, quando falamos da integracdo curricular, ndo estamos nos
referindo apenas aquela feita com outras disciplinas. Também avaliamos que
a integragdo pode acontecer na propria Matematica, por exemplo, estudando
as construgdes geométricas e desenvolvendo a competéncia métrica e o senso
numérico, o raciocinio geométrico e a analise da forma. Para conhecer mais
detalhes, acesse em www.mec.gov.br em Parametros Curriculares Nacionais
para 3° e 4° ciclos.

Conversando sobre o laboratério de Geometria

Softwares educativos

Na Aula 4, vocé tomou conhecimento das aplicacoes do Cabri (sigla que
significa Caderno de Desenho Interativo) Géometre, software de Geometria
que trabalha com as construcdes geométricas dinamicamente. No site
http://www.cabri.com.br, vocé pode trabalhar com o Cabri por aproximada-
mente 15min em cada acesso. Trata-se de uma versio demonstrativa
gratuita do soffware.

No Brasil, esse software é comercializado pela PUC-SP; vocé
também podera acessar a pagina dos idealizadores do programa, na Franca
(Grenoble), no enderego: http://www.cabri.imag.fr/a-propos/triangle.html.
L4, vocé verd animagoes simples de como construir um triangulo, tracar
alturas, mediatrizes, definir macroconstrugoes etc.

A seguir, vocé podera realizar quatro atividades complementares
para se familiarizar um pouco com o Cabri. Se as realizar, converse com

seus colegas e com o tutor sobre suas descobertas.
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ATIVIDADES COMPLEMENTARES

1) Clique no menu criar e desenhe um triangulo. Meca seus lados e angulos.
Clicando, agora, no menu construir, construa e meca todas as suas alturas.
Localizando o cursor sobre um dos vértices, clique (aparece a maozinha) e arraste,
obtendo diferentes triangulos. Das observacées que vocé fara ao modificar seu

triangulo, relate trés.

2) Crie um segmento e construa sua mediatriz. Marque um ponto sobre a mediatriz
e ligue-o a cada extremo do segmento. Meca os segmentos formados. Movendo

o ponto sobre a mediatriz, o que observa?

3) Construa um quadrado. Mova os vértices e faca observacdes. Se o quadrado
se deformou, houve problemas em sua constru¢do. Descubra-os e faca uma nova

construcdo. Faca o mesmo para o triangulo equilatero.

4) Desenhe um segmento qualquer. Seguindo as instrucdes do software, construa
a macroconstru¢do de um triangulo equilatero cujo lado seja o préprio segmento.
Reflita sobre o poder das macroconstru¢des com o Cabri para desenvolver processos

matematicos ndo-habituais.

COMENTARIO
O tempo de realizacdo das atividades anteriores ird depender da familiaridade que
vocé ird adquirir com o software. Vigje por ele antes de comegar sua experiéncia;
o importante é conhecer o programa, ainda que superficialmente.
Sensibilizar-se pelo uso da Informdtica e pensar nas contribuicées do Cabri nas aulas
de construcGes geométricas devem ser os objetivos principais na realizagdo das quatro
atividades anteriores. Essas atividades podem ser feitas através de construces com
régua e compasso. No entanto, ndo teremos a possibilidade de movimento (Atividades
1, 2 e 3), ou sejq, clicar e arrastar, e de inser¢do das macronstrucdes (Atividade 4).
Nas Atividades 1, 2 e 3, vocé deve ter notado que, mesmo modificando as figuras,
algumas propriedades se mantém inalteradas como, por exemplo, a intersecg@o das

alturas num mesmo ponto.
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Para mais atividades com o Cabri, em Portugués, acesse
http:/Awww.cabri.com.br/atividades.htm. Além do Cabri, vocé pode encontrar
outros softwares de Geometria Dindmica e Constru¢oes Geométricas, por exemplo,
o Cinderella e o Geometricks. Encontre-os na Internet, por meio de um buscador
da rede (Google, Cadé etc.).

Conversando sobre o seu laboratério de Geometria

Quebra-Cabegas

Para as atividades desta aula e da seguinte, utilizaremos também
quebra-cabecas como recurso didatico. Esses recursos lidicos podem ser
construidos em madeira, cartolina ou emborrachado etc. A sua construgio
— por dobraduras ou construcoes geométricas —, juntamente com os alunos
em sala de aula, pode propiciar momentos de discussdo e aprendizagem
de conceitos matemadticos, relacionando Geometria e niimeros como, por
exemplo, composi¢ao e decomposicio, drea, fragio e poligonos. A utilizagio
de quebra-cabecas nos permite:

e formar figuras que lembrem animais, objetos quaisquer, formas
abstratas;

e construir e identificar figuras geométricas;

* compor e decompor figuras;

e trabalhar com angulos: comparacdo e congruéncia;

e formar poligonos convexos e ndo-convexos;

e utilizar medidas ndo padronizadas para comparar figuras;

e trabalhar com perimetros e areas de figuras etc.
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ATIVIDADES

3. Na Figura 24.5 apresentamos o Tangram circular. Que conceitos
‘ geomeétricos podem estar envolvidos na construcao deste quebra-cabeca?
Justifique sua resposta para cada conceito apresentado. st

8

st |

I

Figura 24.5: Tangram circular.

COMENTARIO
Realizar esta atividade € muito simples. Serd muito importante, pois na auto-avaliagdo

Hirocrates de Chios, da Aula 19 a utilizaremos. Por exemplo, o conceito de ponto médio estd na sua lista?.

que viveu em Atenas,

por volta de 430 a.C.,
dedicou-se a resolugio
dos trés problemas 4.\Nocé sabia que Hipocrates, um contemporaneo de Pitdgoras,

famosos da Grécia verificou que a area de A mais a de B é igual a de T, e achou que era facil

antiga: duplicacdo do . .. . Y ez - q-
2 1 .
cubo, quadratura do deduzir essa curiosidade? Pois, realmente, é facil! Verifique e demonstre-a

circulo e trissec¢ao vocé também! HEEETIT
do angulo. Embora
ndo tenha conseguido
avangos no ultimo
problema, credita-se

a ele notavel sucesso
nos estudos dos dois
primeiros.

Por seus resultados, os
matematicos da época
acreditavam que a
quadratura das lunas,
figuras em forma B

de lua limitada por
Ao crenllos de maios Figura 24.6: O problema da lunas de Hipdcrates.

Se necessdrio, utilize o modelo disponivel em seu Mddulo Prdtico.

diferentes, levaria a
quadratura do circulo.
Acredita-se, também,
ter sido Hipocrates o
primeiro matematico dreas, propriedade estudada nas duas aulas anteriores. Néo precisa utilizar construgées
a utilizar o método
de demonstragao
indireta ou redugio com seus colegas e com o tutor.
ao absurdo.

COMENTARIO

Para responder a esta atividade, vocé pode utilizar a relagdo pitagdrica, envolvendo

geométricas. Sem ddvida, se o fizer, serd também importante. Lembre-se de conversar

Vocé sabe como mostrar aos seus alunos a drea do circulo? Veja, a sequir, uma

possibilidade de recurso diddtico que concretiza esse conceito.
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Conversando sobre o laboratério de Geometria

Com 12 pecas iguais de madeira, tridngulos isosceles equivalentes
a 1/12 do semicirculo e um pedago de metal flexivel, onde fixaremos
estas pegas, podemos formar um semicirculo, fechado ou aberto, em 12

setores circulares (Figura 24.7).

[ 5 % % % 5 % s % % s = ]

Figura 24.7

ATIVIDADE

5. Utilizando o recurso anterior, encontre a férmula que nos permite
calcular a érea do circulo. it
COMENTARIO
Este tipo de recurso possibilita-nos obter a formula da drea do circulo, a partir do
triangulo ou do losango formado por dois trigngulos. Também permite-nos obter a

drea do setor circular, estudar a triangulacdo aproximada de outras figuras poligonais

e ver que a drea total independe dessa triangulagdo.

Na Aula 3, vocé conheceu e trabalhou com o geoplano quadrado
(Figura 24.8). Temos também o geoplano circular (Figura 24.9), que
viabiliza o estudo de: raios, cordas, tangentes, secantes, dngulos na
circunferéncia, poligonos inscritos e circunscritos, poligonos estrelados

(Aula 14), dentre outros.

33cm
T §3cm . L P T T
E . - - .
() - .
m . . L . *
m
- - - - - - - - .
Figura 24.8: Geoplano quadrado. Figura 24.9: Geoplano redondo.
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ATIVIDADE

6. Vocé consegue construir poligonos regulares no geoplano
‘ quadrado? Exemplifique e justifique sua resposta. E no geoplano circular?
‘ Exemplifique, justifique sua resposta e compare-a com a anterior. Tt

st |

COMENTARIO
Lembre-se de que todo poligono regular é inscritivel na circunferéncia. Essa propriedade
permitird a vocé responder & pergunta sobre poligonos regulares construidos no
geoplano circular. Lembre-se de que esses modelos de geoplano estdo disponiveis

no Mddulo Prditico.

CONVERSANDO UM POUCO SOBRE HISTORIA

A divisdo da circunferéncia em arcos iguais constitui um dos
movimentos mais antigos de nossa civilizacdo. Vocé se lembra da
trissec¢ao do circulo, um dos problemas classicos da Geometria?

Os sumerianos e acadianos (3000 a.C.), povos que habitaram a
regido superior da Baixa Mesopotamia, hoje parte do Iraque, apresentavam
as rodas de seus carros com seis raios opostos diametralmente, formando
angulos centrais iguais. Como exemplo, vocé pode imaginar a roda gigante
de um parque de diversdes. Tal apresentacdo leva-nos a concluir que os
mesopotamios, ja naquela época, sabiam dividir a circunferéncia de circulo
em seis partes iguais. Seus descendentes, assirios e caldeus, foram os que nos
ensinaram a dividir a circunferéncia em 360 graus, os graus em minutos e

os minutos em segundos.
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ATIVIDADE

7. Qual a relacdo existente entre o angulo inscrito num circulo
e o angulo central correspondente? Faca essa atividade por meio de
construcdo com régua e compasso,utilizando o geoplano circular. O que
vocé pode concluir? HEEt

AULA H

COMENTARIO
Vocé ja deve conhecer essa relagdo, pois foi estudada em Geometria Bdsica. Se houver
ddvida para perceber a relagdo, utilize o transferidor e mega os referidos dngulos em
cada recurso. Observe que a atividade com material concreto prepara o aluno de

Ensino Fundamental para a demonstragdo formal.

RESUMO

As técnicas de construcdes geométricas permitem explorar iniUmeras propriedades
da Geometria plana, principalmente se combinarmos essas técnicas com os recursos
de Geometria dinamica, hoje disponiveis. Softwares, como o Cabri Géométre,
Cinderella e o Geometricks, criam novas alternativas para descobertas conceituais.
O professor de Matematica pode, também, introduzir as constru¢ées geométricas
em suas aulas de Geometria a partir de quebra-cabecas ou outros recursos como

o geoplano, quadrado ou circular.
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AUTO-AVALIACAO

Vocé deve ter entendido como se pode construir uma mediatriz (Atividade 1) e
localizar o centro de uma circunferéncia qualquer (Atividade 2). Foram objetivos
importantes da aula ter identificado conceitos e procedimentos na construcdo
de quebra-cabeca (Atividade 3), demonstrado a férmula para o calculo da area
do circulo (Atividade 5), inscrito poligonos regulares no circulo (Atividade 6) e
compreendido que o angulo inscrito num circulo é a metade do angulo central
correspondente (Atividade 7). A relacdo pitagoérica e sua utilizacdo na resolucdo
de problemas histéricos (Atividade 4) também deve ter sido revista e corretamente
aplicada. A conclusdo da Atividade 8 (Tangram circular) serd proposta na auto-
avaliacdo da aula seguinte. Dessa forma, vocé podera esclarecer, se for o caso,
alguma duavida sobre suas respostas para essa atividade. Se vocé realizou as
atividades extras, sem duvida enriqueceu o seu conhecimento com dinamicas
diferentes sobre as constru¢des geométricas, uma vez que a internet e os softwares

devem té-lo ajudado.

INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préoxima aula, vocé continuard estudando e conhecendo possibilidades de

insercao das construcdes geométricas em suas aulas.

Os seus modulos de Geometria Basica e de Construcdes Geométricas devem estar
a mao, para que vocé relembre algum conceito, se necessario. Pegue também o
seu material de desenho (régua, compasso, transferidor e esquadros), cartolina,
papeldo ou material emborrachado, para construir alguns quebra-cabecas do tipo

Tangram, ampliando os recursos do seu laboratério pessoal.
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Estudando simetrias

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino
das transformagdes no plano.

Esperamos que, ap6s o estudo do contetido desta
aula, vocé seja capaz de:

e Conceituar simetria axial.
e Construir e utilizar o livro de espelhos.
e Utilizar a simetria na resolucdo de problemas.

e Entender conteddo curricular como articulagao de
conceitos, procedimentos e atitudes.

Pré-requisitos

Para que vocé acompanhe esta aula, é importante que reveja:
Conceito de eixo de simetria (Aula 10).

Conceito de angulos (Aula 4) e sua identificacdo em poligonos e
compreenda os processos de construcdo de poligonos regulares.
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INTRODUCAO

No Brasil, a
Professora Martha
Maria de Souza
Dantas, da
Universidade Federal
da Bahia(UFBA), foi
uma das pioneiras no
desenvolvimento de
propostas curriculares
de Geometria,
enfatizando o uso
das transformagoes
geomeétricas.

O ProJETO FUNDAO,
do Instituto de
Matemdtica da
UFR], desenvolve
pesquisas no campo
da formagio de
professores de
Matematica.
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Lembre-se de utilizar as figuras disponiveis no Moédulo Pratico e de acessar as
atividades da Disciplina na Plataforma Cederj.

Os PCN de 3° e 4° ciclos abordam o tema das isometrias em apenas uma pagina
e associam este trabalho as primeiras nocdes de congruéncia, uma vez que as
transformacoes isométricas conservam as propriedades métricas das figuras.
Também referem-se a aplicacdo deste tépico as situacdes do cotidiano, citando as
diversas criacdes do homem, como por exemplo, desenhos de aeronaves, edificios e
moveis. Desenvolvo este tema com alunos do 2° ciclo, abordando apenas a simetria

de reflexao e translacdo. Prof® Elizandra

A fala anterior da professora mostra-nos uma de suas preocupacdes
com a incipiente presenga das transformagdes geométricas no curriculo atual
do Ensino Fundamental. Apesar disso, no contexto educacional brasileiro,
desde a década de 1970 ja podemos identificar propostas que visam a
inser¢ao de tal contetido no curriculo.

Recentemente, trabalhos do Proseto FunpAo, da Universidade Federal
do Rio de Janeiro, ratificam essa perspectiva e acrescentam contribuigdes de
atividades, segundo o modelo de van Hiele (Nasser e Santana, 1998).

Corroborando com as perspectivas anteriormente apresentadas, nossa
intencdo na aula de hoje e nas duas seguintes é mostrar que o trabalho
com as transformaces geométricas precisa ser realmente implementado no
curriculo do Ensino Fundamental e Médio, tendo como ponto de partida os
conhecimentos prévios dos estudantes, desenvolvendo-os, gradativamente,
ao longo do seu processo de escolarizagio.

O que pensam professores do Ensino Fundamental e Médio e
associam ao conceito de simetria? O esquema conceitual seguinte pode
ser um instrumento muito ttil na sondagem dos conhecimentos prévios de

nossos estudantes.
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Figura 25.1

Antes de dar prosseguimento a leitura desta aula, utilize o esquema
anterior e reflita sobre os seus conhecimentos e idéias associadas a
simetria. Como vocé o reorganizaria? Que idéias (palavras, exemplos,
frases, desenbos etc.) vocé acrescentaria ou retiraria? Converse com
colegas e com o tutor.

Feita a reflexdo, guarde seu esquema, pois vocé necessitara dele
na auto-avaliacao desta aula. Vamos continuar com a leitura.

Vocé sabe que as 1someTrias (reflexdo, rotacdo ou giros, translagio)
sdo transformag¢des no plano que mantém a forma e as medidas
(comprimentos, angulos).

Essas transformacdes nos possibilitam, por exemplo, apreciar
qualidades estéticas, criativas e geométricas inerentes das decoracgoes
artisticas do plano; elas sio baseadas em repeti¢cdes e nos ajudam a
resolver problemas de classificacdo, tracado ou combinacdo de formas
poligonais. Enfim, estudar variantes e invariantes de uma figura ou
de sua transformada é uma contribui¢io importante ao estudo das
transformacdes geométricas no curriculo.

Dadas as numerosas propriedades da reflexdo, a identificacao de
um eixo de simetria interna numa figura é importante na investigacao
de suas propriedades e na resolugio de problemas.

Conforme ilustrado a seguir, existem trés tipos de simetria: a

central, a axial e a radial.

Chama-se

ISOMETRIA toda
transformacgio do
plano que conserva as
distancias.

A reflexdo, a rotacdo
e a translagdo sdo as
transformagdes mais
importantes do grupo
de isometrias

do plano.

Em nossas aulas
sobre as transfor-
magdes no plano,
ndo nos deteremos
em propriedades e
aprofundamentos
teodricos. A preocu-
pagdo com aspectos
da construcdo con-
ceitual estara em
primeiro plano.

A isometria dada
pela transformacao
que leva cada ponto
P do plano em seu
simétrico P’ em
relacdo a uma reta r é
chamada reflexdao na
reta r ou simetria de
reflexdo na reta r.
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Simetria central

Simetria axial

Simetria radial

Dois pontos A e A’ sdo
simétricos em relagdo a um
terceiro ponto C, quando estdo
sobre a mesma reta e ambos
equidistam do ponto central
C. Essa simetria é denominada
central ou simetria em relagao

ao ponto C.

Dois pontos sdo simétricos

em relagdo a um eixo quando
estdo situados sobre a mesma
reta, perpendicular a esse eixo

e a mesma distancia dele.

A superposi¢do das distintas
posi¢oes que fazemos em um
poligono regular, girando-o ao
redor de um eixo que passa
por seu centro, caracteriza o
que denominamos simetria
radial. Na Figura 25.4, vocé
observa a simetria radial do

quadrado.

Nesta aula, realizaremos atividades envolvendo a simetria axial.

Existem figuras que podem ser vistas como a unido de uma figura F com a sua
imagem F’ pela reflexdo numa reta que intersecciona essa figura. Dizemos, entao,
que essa figura (F U F') é uma figura simétrica em relacdo a reta. Por exemplo, o
quadrilatero AA"B"B com o A’/A"B"B’ (Figura 25.3a). Neste caso, dizemos que essa
figura possui simetria de reflexdo, simetria axial ou rebatimento. Particularmente,
consideramos que a reflexdo é uma simetria axial interna e r é o eixo de simetria
interna ou, simplesmente, eixo de simetria da figura.

ANA MARIA KALEFF
€ professora da UFE
E pesquisadora em
Geometria e muito
atuante na formagao
de Professores de
Matematica.
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Iniciaremos com o jogo Queimada com obstdculos, sugerido pela

ProFEsSORA ANA MARIA KALEFF (1999).




Essa atividade deve

ser feita, preferencial-
mente, em dupla. O
tempo de realizagdo
dependera da motiva-
¢do do grupo. O mais
importante, no mo-
mento, é compreender
o objetivo, dessa tarefa
que podera ser feita
sem o ato de jogar.

Os exemplos mais
importantes de isome-
trias sdo as reflexdes
em retas. Toda isome-
tria pode ser vista
como um produto de
reflexdes em retas.

ATIVIDADES

1. Para esta atividade, vocé precisara de uma folha retangular branca e
duas canetas do tipo hidrocor de cores diferentes. Leia com atencdo a
~ ~ . R R SRR SR

apresentacdo, as regras e a pontuacao e jogue. B[EEEE

Preparacdo e apresentacao do jogo

1. Solicita-se a dupla de alunos que divida a folha de papel ao meio, de
modo que o segmento de dobra seja perpendicular ao comprimento da
folha. Cada parte da folha sera o campo de jogo de cada jogador.

2. Pede-se a cada jogador que desenhe, no seu campo, trés obstaculos
(uma pedra, uma arvore, um canteiro etc.) e seis bonecos, sendo que
um deles deve ser desenhado dentro de um circulo. Esse boneco seré o
chefe do campo.

Regras do jogo
1. A bola do é jogada de um campo para outro da seguinte maneira:
a)Marca-se um ponto com caneta hidrocor no campo do atirador.
b) Dobra-se o papel sobre o segmento de reta divisério dos campos.
c)Transporta-se o ponto, por meio de decalque, para o campo adversario.
Quando o ponto transportado atingir um dos bonecos, diz-se que esse
boneco foi queimado.
2. O objetivo do jogo é queimar todos os bonecos do adversario; o chefe
deve ser queimado em ultimo lugar.

A pontuacdo de cada jogada € feita da seguinte maneira:
* 1 ponto ganho para cada boneco queimado.
* 1 ponto perdido para cada obstéaculo atingido no campo adversario.
* 3 pontos perdidos quando o circulo do chefe for atingido sem que os
demais bonecos estejam queimados.

COMENTARIO
Essa é uma simples atividade. Com ela vocé pode perceber que, dependendo do
objetivo do professor, determinado conceito matemdtico pode ser trabalho em
diferentes séries e com o gprofundamento devido. Lembra-se das aulas iniciais em
que discutimos a diferenca entre conceito e definicdo? Eis uma outra oportunidade
para vocé perceber que, com esse tipo de tarefa, o aluno pode ir desenvolvendo o seu
conceito intuitivo de conservagdo de distancia, perpendicularidade e oposto (simétrico
em relagdo a uma reta). No processo de comentar os procedimentos construidos
e utilizados no jogo, o aluno vai formando o prdprio repertdrio (que o ajudard na
construgdo continua da definicdo de simetria), que ndo precisa sel, necessariamente,
o que foi detalhado no boxe explicativo anterior. Sobre as formas de dobrar a folha ao
meio, embora tenhamos sugerido a dobra perpendicular, conhecemos as diferentes
maneiras (posicoes) de realizd-la. Assim, como ressaltou Kaleff (1999), esta discussdo
é importante para que possamos perceber as situagdes geomeétricas envolvidas e
suas consequéncias.
As isometrias também nos permitem encontrar caminhos diferentes para a resolugdo

de determinados problemas de construgbes geomeétricas.
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2. Uma mulher mora na casa A, quer buscar agua no rio r e levé-la a casa
B, do mesmo lado do rio. Determine graficamente o menor caminho a
ser feito por ela. e gerie)

—

El.ﬂ

= =

COMENTARIO

Lembre-se de localizar um ponto P na reta , de tal modo que P pertenca d interseccdo
de r com o segmento AB! Utilizando também a congruéncia de triéngulos retdngulos,

vocé demonstrard que a menor caminho serd APB.

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 1 38505
O retangulo ABCD representa uma mesa de bilhar e os pontos P e Q, na diagonal
BD, representam duas bolas. Desenhe a trajetéria da bola P, que deve atingir a bola

Q, depois de chocar-se sucessiva e ordenadamente com os lados AD, AB, DC E BC.
A
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Figura 25.2: Meia de bilhar

COMENTARIO
Ndo deixe de utilizar isometrias na resolugdo deste problema. Caso ndo consiga resoli/é-

lo, ndo se preocupe, tente novamente quando terminar a Aula 27. Na Aula 15, de

Construgbes Geometricas, vocé poderd encontrar mais aplicacées das tranformacées

(simetria axial, translagdo e homotetia) na resolucdo de problemas.



Conversando sobre o laboratorio de Geometria: As malhas

AULA ﬁ

As malhas nada mais sido

do que variacoes e deformacdes

possiveis do papel quadriculado.

Podem ser utilizadas para: construir

e explorar figuras diversas, ampliar

e reduzir figuras, identificar

regularidades, trabalhar com

transformacdes no plano, elaborar W

mosaicos. Veja alguns exemplos

de malhas quadrada, hexagonal e

triangular.

TAVAVAVAN

ATIVIDADE

3. Desenhe a figura simétrica em relacdo a reta; se quiser, utilize também

o espelho. ¥3%3%S

COMENTARIO
Vocé percebeu que este é também outro tjpo de tarefa que objetiva trabalhar a simetria
em relagdo a uma reta. Alunos mais novos comumente desenham imagens iguais,
mas ndo simétricas. Essas dificuldades iniciais podem ser sanadas gradativamente
através de uma variedade de situagées. Por exemplo, outro tipo de tarefa similar
pode ser desenvolvida com os prdprios alunos e seus movimentos: coloca-se um
aluno de frente para outro e pede-se que, alternadamente, cada um vd “repetindo”

0s movimentos feitos pelo outro.
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ATIVIDADE COMPLEMENTAR 2 iy

Nesta atividade, vocé conhecerd o jogo simétrico. Utilizando um papel quadriculado,
delimita-se uma zona de jogo constituida por uma quadricula 10 x 12, dividida por uma

linha, como na Figura 25.3. Na metade dessa linha encontra-se o ponto de partida.

Este tabuleiro esta P §
disponivel no Médulo
Pratico.

Figura 25.3: Tabuleiro do jogo simétrico
Regras

1. Antes de comecar o jogo, cada um dos dois jogadores escolhe um dos dois
campos. Cada um em seu campo, alternativamente, inutiliza (preenche) cinco
casas, segundo as orienta¢des seguintes: (a) nenhuma casa preenchida pode ser
simétrica em relacdo a linha de separacdo de uma casa ja marcada pelo outro
jogador; (b) nenhuma casa preenchida pode tocar a linha de separacdo ou os

bordos da quadricula.

2. Uma vez marcadas as dez quadriculas, o desenvolvimento do jogo consiste
no desenho de tracos, que sdo lados ou diagonais das casas do tabuleiro, e deve
ocorrer da seguinte maneira: o primeiro jogador marca um traco em seu campo
a partir do ponto central; em seguida, por turno, cada jogador marca dois tragos
consecutivos, em relacdo a linha de separacdo, sendo que o primeiro deve ser
simétrico, ao ultimo marcado por seu adversario, e o segundo prolonga o primeiro

em qualquer direcdo (livre).

3. Podem ser marcados tracos nos bordos da quadricula, porém esta proibido

fazé-lo sobre a linha de separacdo.

4. Pode-se tocar por um ponto a linha formada com a sucessado de tragos, porém

é proibido atravessa-la ou voltar a marcar um trago ja desenhado.

5. A partida finaliza quando um jogador esta bloqueado. Cada jogador conta,
entdo, seus pontos, de acordo com as normas seguintes, e ganha o que obtiver

maior numero de pontos.
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¢ Se um jogador marca um traco sobre um lado de uma casa preenchida, seu

adversario soma um ponto.

AULA ﬁ

¢ Se um jogador marca um traco sobre uma diagonal de uma casa preenchida,

seu adversario soma dois pontos.

¢ Se um jogador fica bloqueado antes de ter realizado 30 tracos, seu adversario

soma cinco pontos.

Veja, a seguir, o exemplo de uma jogada concluida.

Figura 25.4: Exemplo de uma jogada.

COMENTARIO
Antes do inicio do jogo, é importante o professor esclarecer; as regras para pontuagdo,
de maneira que o aluno ndo pense que para ganhar basta bloquear o colega, o que
nem sempre acontecerd. Uma vez que se tenha praticado bastante o jogo anterior,
pode-se passar para uma versdo mais complicada. Por exemplo, usar com as mesmas
regras, um tabuleiro quadriculado 10 x 10 e considerar como linha de separagdo a
diagonal do quadrado. Mais detalhes sobre o jogo simétrico podem ser encontrados

em Corbaldn (1994).

Vocé deve ter percebido que este jogo é um possivel desdobramento da Atividade
1. Além de jogar, que constitui um importante fazer pedagdgico, devemos propor
aos nossos alunos que eles registrem por escritos as descobertas sobre a atividade
realizada e justifiquem.

CEDERJ159



Instrumentacdo do Ensino da Geometria | Estudando simetrias

160 CEDERJ

Conversando sobre o seu laboratorio de Geometria: O livro
de Espelhos

Os espelhos sdo recursos bdsicos para o trabalho com isometrias.
O livro de espelhos é um material que pode ser construido unindo com
fita adesiva dois espelhos retangulares (por exemplo, de 15x10cm) de
maneira que, ao ser aberto/fechado, muitas imagens sejam, formadas.
Podemos também colocd-lo sobre uma folha de papel oficio com algum
desenho, em malhas quadriculadas etc. e, ao abri-lo e fecha-lo, apreciar
as interessantes imagens que se formam.

Sua utilizacdo possibilita, dentre outras exploracdes:

¢ Identificar variantes e invariantes em movimentos.

e Gerar poligonos regulares e estudar relagdes entre angulos e
eixos de simetria e nimero de lados.

Um trabalho detalhado sobre o uso de espelhos como recurso

didatico pode ser encontrado em Murari et al. (2002).

Figura 25.5: Livro de Espelhos.

E imprescindivel dispor do livro de espelhos. Vocé pode construir o seu! V4 a
uma vidracaria (ou a uma loja de R$1,99) e consiga dois espelhos de mesmo
tamanho.



Algumas figuras geo-
métricas possuem um
ou mais eixos de sime-
tria interna. Na ati-
vidade anterior, vocé
viu que o circulo
possui infinitos eixos
(todos os diametros)
de simetria.

ATIVIDADES

4. Utilizando o livro de espelhos, realize o seguinte exercicio:
TEEHEEEEEEy

1. Abrir o livro de espelhos num angulo aproximado de 120°.
Colocar sobre sua linha diviséria (bissetriz) um pequeno objeto (uma
borracha, por exemplo) e contar o nimero de imagens observadas.

2. Colocar, ortogonalmente a linha diviséria, um lapis com os
extremos em ambos os espelhos. Observe a figura representada.

AULA ﬁ

45°

o

00 Figura 25.6.a: Hexagono Figura 25.6.b: Octégono
COMENTARIO
Vocé deve estar se perguntando: onde aparece a simetria nessa atividade? Realmente,
ndo hd. No entanto, é importante ter percebido que nesse tipo de tarefa aparecem,
integradamente, uma série de conceitos relacionados a simetia, tais como: dngulos,
medidas de angulos, poligonos, posicoes de retas. Inicialmente, é comum contarmos
apenas as imagens formadas (refletidas) e esquecermos de olhar a figura como um

todo (reflexdo + o objeto real). Quando fechamos o espelho, o dngulo central altera.
O somatdrio dos dngulos centrais € sempre 360° Nessa atividade, o trabalho inicial deve
ser fundamentalmente visual, levantando observagdes diversas. Apds isso, sugerimos
aprofundar as observagdes, cujo desenho no papel pode ser bastante Uitil. Lembre-se de
contactar o tutor ou um colega do curso para comparar e analisar, conjuntamente, as

suas descobertas; sem ddvida alguma, isso enriguecerd bastante sua aprendizagem.

5. Uma descoberta muito freqliente é percebermos que quanto mais
fechamos os espelhos, mais aumenta o nimero de lados da figura. Com
isso, os alunos ficam curiosos em identificar o nimero de eixos de simetria
do circulo. E vocg, sentiu-se desafiado também? Saberia responder quantos
eixos possui um circulo?

COMENTARIO
O desenvolvimento desta atividade pode acontecer naturalmente na Atividade 4.
Inicialmente, é comum os alunos pensarem que serdo muitos eixos, mas ndo infinitos,
pois dizem: “a figura acaba, ela se fecha e os eixos de “simetria” também terdo um fim"".
A confusdo aparece devido ao fato de o estudante ficar preso ao que observa com
o movimento. O fato de fecharmos e ndo podermos mais visualizar ndo significa que

acabou. Assim, lembre-se de que o dirculo possui infinitos eixos de simetria.
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CONSTRUINDO CALEIDOSCOPIOS E FORMANDO
BELAS IMAGENS

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 3 5%

A utilizacdo de caleidoscopios é comumente feita nas aulas de Fisica. Com pedacos
(estiletes) de espelho vocé pode formar(caleidoscépios do tipo prismas triangulares),
com trés espelhos colados; caleidoscépios do tipo prismas quadrangulares) com
quatro espelhos etc. Os caleidoscopios mais sofisticados sdo fechados em suas bases,
apo6s o acréscimo de algumas missangas coloridas. O movimento das missangas
da um visual diferente as imagens caleidoscopicas. No entanto, nao se preocupe!
Feche (os espelhos devem ficar todos virados para o interior) com cola, visualize
objetos variados e va girando seu caleidoscépio. Vocé vera belas imagens sendo
formadas. Analise-as. O mesmo pode ser feito com espelhos maiores. Por exemplo:
situando o(s) aluno(s) préximos (lateralmente ou no interior) do(s) espelho(s), peca
aos demais estudantes que verifiquem e analisem os tipos de imagens que podem

ser formadas de acordo com os movimentos e angulos perto do espelho.

AMPLIANDO A PERSPECTIVA DO CONTEUDO CURRICULAR

Tradicionalmente, quando pensamos na construcdo do
conhecimento matemadtico é comum prestarmos atencdo apenas aos
conceitos. Consideramos ser importante ampliarmos essa visdo, de
modo que procedimentos, diferentes contextos e significados associados,
bem como atitudes do aluno, também se tornem nosso foco de aten¢io.
Desse modo, o contetido curricular deve ser visto em termos de CONCEITOS,

PROCEDIMENTOS E ATITUDES.

Um CONCEITO designa um conjunto de objetos, fatos, acontecimentos ou simbolos
que possuem certas caracteristicas comuns. A ATITUDE constitui uma tendéncia a
comportar-se de forma consistente e persistente frente a determinadas situagdes,
objetos, fatos, acontecimentos ou pessoas. Por exemplo, as atitudes para a
Matematica referem-se ao valor, apreciacio e interesse por esta Disciplina e seu
processo ensino-aprendizagem. Tais atitudes, de cunho mais afetivo que cognitivo,
sdo manifestadas em termos de interesses, satisfagao, respeito, curiosidade, partilha,
cooperagao, valoracoes, abertura etc. Um PROCEDIMENTO é um conjunto de agdes
ordenadas e orientadas para atingir um determinado objetivo. Para que um conjunto
de ac¢des constitua um procedimento, é necessario que ele esteja orientado para
alcancar determinado fim e que as acdes ou passos se sucedam com uma certa ordem.
Um trabalho procedimental na aula de Matemdtica nao pode se resumir apenas ao
aluno aplicar rotineiramente processos e algoritmos de célculos, por exemplo.
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ATIVIDADE

7. Nesta atividade, vocé pode verificar se realmente compreendeu as
diferencas entre conceito, procedimento e atitude. Veja o comentario que
a Professora Patricia fez sobre como ela tem desenvolvido seu trabalho

em uma turma de 62 série. TATATATY

Contetudos

Professora Patricia

O que fez / faz Patricia na 6°
série

Conceituais

Tenho como objetivos a compreensao
do conceito de simetria e eixos de
simetria, ou seja, que meus alunos
reconhegcam a presenga de um ou
mais eixos de simetria numa figura
ou mesmo que possam afirmar que
ha figuras que ndao possuam eixos de
simetria. Desenvolver o olhar para o
reconhecimento desta propriedade em
figuras planas e tridimensionais significa
explorar a capacidade de visualizar, onde
habilidades como percepg¢do da posi¢ao
no espago, percep¢ao dasrelagdes
espaciais e coordenacdao viso-motora
sdo desenvolvidas.

Procedimentais

"Procedimento estd diretamente
relacionado a um “saber fazer”. Estarei
desenvolvendo a habilidade pratica de
constru¢iao de figuras simé-tricas. Por
exemplo: como confeccionar uma
madscara para o Carnaval de modo a
garantir a simetria de um rosto? Como
construir uma faixa decorativa para as
paredes da sala de aula? Como recortar
uma bandeirinha de festa junina de
modo que ela fique “certinha”? Como
reproduzir, no menor tempo, a mesma
forma vdarias vezes?"

Atitudinais

“Prevalece a sensibilizagio do olhar
para as formas que nos rodeiam. Olhar
para o mundo de um jeito diferente,
procurando a BELEZA da simetria
nos objetos e na propria natureza é um
“valor”a ser construido no interior da
escola”.

"Em geral, utilizamos muito
papel e tesoura. Para fazer a
bandeirinha da festa junina,
percebem que uma dobra de
papel é suficiente. Dai para
frente, comecam a dobrar o
papel mais vezes e a descobrir
0 que acontece. Percebem
que quanto mais dobram o
papel, mais 0 mesmo motivo
aparecera.Na verdade, as
dobras s3o uma forma de gerar
imagens simétricas de uma
mesma figura muitas vezes.
Ao invés de usarmos os termos
refletir ou transladar, falamos
simplesmente em repetir.Com
esta idéia, criam “toalhinhas”
de papel para bandeja (fazem
questio de dar as mdes!). E
interessante que apos esta
andlise das dobras e dos cortes,
passam a planejar os cortes no
papel, tendo em mente (criando
a imagem mental — prevendo) o
resultado. Dobram o papel
de acordo com o que querem
produzir. Aos poucos percebo
que hd um planejamento
do trabalho, que as dobras
e os cortes deixam de ser
aleatérios".
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COMENTARIO
Vocé deve ter percebido que o contetido conceitual estd caracterizado pelas relagoes
e conexes distintas em dmbito cognitivo; o procedimental, que estd composto pela
linguagem formal ou sistema de representagao simbdlica da Matemdtica, também
compreende os algonitmos ou regras necessdrias para resolver tarefas e suas estratégias.
Evidentemente, alguns procedimentos, principalmente os que fazem referéncia aos
algoritmos, podem ser memorizados, e ele ndo sdo objetos de uma aprendizagem
significativa, o que ndo acontece com os conceitos, que jd o sdo. Assim, além dos
conceitos e dos procedimentos, a aprendizagem de contetidos dtitudinais também
constitui um elemento importante, & medida que o aluno desenvolve atitude positiva
frente a seu processo ensino-aprendizagem e constrdi suas estruturas pessoais para

apreciar a Matemdtica.

CONVERSANDO UM POUCO SOBRE HISTORIA:
MAURITIS CORNELIS ESCHER

O holandés M.C. Escher (1898-1972) foi um dos artistas que
desenvolveram uma série de estudos sobre a divisio regular do plano
com figuras diversas. Nessas divisdes regulares, que fazem parte de
muitos de seus ornamentos, Escher utilizou simetrias de reflexao,
de rotagio, de transla¢do e composi¢io. Dedicou uma grande parte da
sua obra a representagao realistica, ou seja, a figurativa e construida,de
situagdes espaciais irreais. Além de dispor de uma fantasia genial, Escher
também era um excelente desenhista e a Geometria foi a chave dos efeitos
assombrosos de suas imagens. Para saber mais sobre a obra de Escher,

acesse http://www.artico.com/escher/

Lembre-se de consultar constantemente
os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) em www.mec.gov.br
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CONVERSANDO SOBRE A INTEGRACAO CURRICULAR COM
OUTRAS DISCIPLINAS

Sabemos que o desenvolvimento da atividade matemadtica também
deve preconizar a integracdo curricular. Tal integracdo, em alguns
momentos, pode acontecer nos proprios blocos de contetido (grandeza
e medida, nimeros, operacdes com ntimeros, tratamento da informacao,
espaco e forma) ou com diferentes disciplinas do curriculo. No caso das
isometrias, podemos pensar em algumas possibilidades de integracao
(Bairral, 2003).

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 4 T35t 3151

Para cada idéia apresentada a seguir, vocé devera propor uma tarefa especifica.
Lembre-se de verificar como os livros didaticos de 52 a 8 séries e do Ensino Médio

abordam cada tematica.

Exemplo de tarefa a ser utilizada

A utilizacdo de caleidoscédpios, de dobraduras
e cortes, de mosaicos diversos (construcdo e
estudos) também pode enriquecer a aula e
ajudar na construcdo de outros significados.

O uso de espelhos também possibilita um
trabalho integrado no laboratério de Ciéncias,
por exemplo, com atividades de reflexdo da
luz.

Vocé estudou em aulas anteriores que uma
das caracteristicas mais importantes dos
poliedros é o seu alto grau de simetria.
A simetria pode ser um método utilizado
para classificar formas. Assim, a andlise dos
modelos poliédricos com outras estruturas (de
atomos, de cristais etc.) pode constituir uma
atividade interessante.

Na linguagem corrente, a palavra simetria
significa com a mesma medida e esta
associada a harmonia e ao ritmo. Por outra
parte, simetria também pode ser associada
a uma idéia de repeticdo, uma repeticdo de
um mesmo motivo, que confere sua unidade
a motivos tao diversos como os muitos tipos
de vitrais em catedrais, o desenho sobre telas,
pisos, pavimentos e paredes ladrilhadas,
que sdo exemplos de mosaicos e exibem
regularidades geométricas. Em Cristalografia,
essas idéias sdo utilizadas para classificar
propriedades da matéria e, em Psicologia,
sao utilizadas nos processos de identificacao
e imitacao.
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Exemplo de tarefa a ser utilizada

E 0 nosso corpo? Ele é realmente simétrico?
Ha simetrias aparentes? Ha formas “bem
determinadas”? N&o valeria a pena inserir
este tipo de observacao e discussdo em nossas
aulas?.

Outra integracdo curricular possivel é estudar os
mosaicos na Historia da Arte: bizantina, mosaicos
romanos, mosaicos arabes etc.

Vocé estudou em aulas anteriores que uma
das caracteristicas mais importantes dos
poliedros é o seu alto grau de simetria.
A simetria pode ser um método utilizado
para classificar formas. Assim, a analise dos
modelos poliédricos com outras estruturas (de
atomos, de cristais etc.) pode constituir uma

atividade interessante.

Sabemos da diversidade cultural do nosso
pais. Com certeza, em cada cidade/regido
existem elementos culturais (artesanatos,
estruturas variadas, logotipos etc.) que
podem ser utilizados como objetos de
estudo e dinamizadores no trabalho com as
isometrias.

COMENTARIO

O enriquecimento desta atividade deve ser feito por meio da conversa e troca de idéias

com o tutor e com colegas. Este quadro deve ser concluido e apresentado ao tutor

quando vocé terminar a Aula 27. O preenchimento, com vdrios exemplos de tarefas,

também o ajudard em cada auto-avaliagdo deste conjunto de aulas. Reserve uns 5

minutos, ao final de cada aula, para pensar no quadro.

CONCLUSAO

A utilizacdo de uma tarefa “bem planejada” ou de um recurso “didaticamente

elaborado” nao implica aprendizagem. A inovacdo das aulas através de uma

variedade de atividades e materiais didaticos é importante, porém nao sera a

mera adogao disso que resolvera a problematica e a complexidade da construcao

do conhecimento. Por exemplo, vocé tem visto que cada recurso possui suas

limita¢des, suas potencialidades e, assim, contribui, diferentemente, na construcao

dos conceitos matematicos. Analisar conjuntamente com os alunos as respostas

que eles dao a determinada atividade também constitui uma funcdo docente

importante.
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RESUMO

O ensino das isometrias envolve conceitos, procedimentos e atitudes. Como objetivos
conceituais, podemos identificar e analisar a presenca (ou ndo) de isometrias em
formas variadas. Nesse processo, é possivel favorecer a construcdo de procedimentos
diversos, tais como: manuseio de figuras planas para a comprovacao de conjecturas;
confeccdo e uso do livro de espelhos e de malhas (quadrada, triangular, hexagonal)
para a obtencao de mosaicos etc. Desenvolver atitudes favoraveis para apreciar a
beleza derivada da repeticdo; a valorizagdo das qualidades artisticas dos mosaicos e
de sua utilizacdo no estudo da Historia da Arte, bem como despertar a curiosidade
e interesse para investigar as configuragdes e formas construidas sdo exemplos de

contribuicdes que um trabalho com as isometrias pode propiciar.

AUTO-AVALIACAO ity

Esperamos que vocé tenha cada atividade proposta. As atividades complementares,
a excecdo da quarta, podem ser realizadas de acordo com o seu tempo. Identificar
e compreender o(s) objetivo(s) de cada atividade complementar é, neste momento,

mais importante do que desenvolvé-las.

Como dissemos anteriormente, para a auto-avaliacdo desta aula vocé precisara
do esquema conceitual que elaborou no inicio dela. A utilizacdo deste tipo
de esquematizacdo tem sido muito incentivada nos processos de avaliacdo da
aprendizagem matematica. Vocé deve ter percebido que a organizacdo do seu
esquema nao foi uma atividade simples. Muitas das dificuldades que temos sao
fruto de um trabalho que ndo desenvolvemos como discentes. Agora, como

professores, precisamos implementa-lo.

Uma sugestao para organizarmos esquematicamente nossas associacdes conceituais
é partirmos de idéias-chave, de carater mais geral, para casos mais particulares
(exemplos). Entre essas idéias vamos utilizando palavras ou expressdes que nos
possibilitam interpretar e melhor compreender como foi feita a organizacao.
A seguir, sugerimos a vocé, em duas colunas, algumas idéias-chave (coluna da
esquerda) e possiveis palavras ou conexdes (coluna da direita) que poderao ser
utilizadas na reorganizacdo do seu esquema conceitual. Vocé ndo precisa utilizar

todas e pode inserir outras.
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Idéias-chave para serem
relacionadas pelas conexoes

movimentos no plano
e analisar distancias

rebatimento

invariantes

eixo de simetria

transformacio
geométrica

Caso vocé ainda esteja com davidas para comegar o esquema de

reflexdao

simetria axial

auto-avaliagdo desta aula, iniciamos um para vocé.

simetria axial

A\

é um tipo

geométrica

transformacao

que nos possibilita

_|movimentos no plano

estudar

e analisar distincias

considerando

\
eixo de simetria

Também podemos utilizar desenhos e figuras ilustrativas em nossos mapas. O
quadrado que colocamos na coluna idéias-chave é um exemplo.

AULA ﬁ

Sugestao de palavras ou expressoes
para serem utilizadas nas conexdes

aparece

é um tipo
onde aplicamos
considerando
exemplo na Matemdtica
exemplo na Natureza
identificar
que nos possibilita estudar
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A organizag¢do de um esquema como este, também denominado
mapa conceitual, é pessoal, isto é, subjetiva. Apesar disso, como
professores, podemos avaliar sua construg¢do, considerando, por exemplo:
relagdes conceituais estabelecidas através das conexdes, das hierarquias
priorizadas e dos exemplos. Dessa forma, podemos ir identificando a
auséncia de conceitos ou expressdes importantes, a auséncia de expressoes
em algumas conexdes, a auséncia de indicacdo de exemplos e outras
caracteristicas, as incorre¢des verbais nas conexdes ou na utiliza¢do de
palavras inadequadas.

Uma estratégia que também pode nos ajudar na montagem de um
esquema € criar frases explicitando o que queremos colocar nos quadros
e suas conexoes. Evidentemente, a elaboracio de um pardgrafo sobre
o esquema também constitui uma maneira importante de comunicar as
idéias organizadas.

Finalizando, é bom lembrar que o mapa conceitual deve ser
utilizado continuamente na avaliagio; assim, ela passard a assumir um
papel interpretativo, pelo qual o professor vai animando cada aluno a
reorganizar seu esquema conceitual, por meio de questionamentos ou

de novas situacdes de aprendizagem.

Nio h4 um tinico modo de elaborar um mapa conceitual. A medida que muda sua
compreensao sobre as relacdes entre conceitos, ou a medida que vocé aprende, seu
mapa também muda. Um mapa conceitual é um instrumento dinamico, que reflete
a compreensdo de quem o faz no momento em que o faz.

Lembre-se de elaborar o seu mapa conceitual e discuti-lo com seu tutor e
colegas.



AUTO-AVALIACAO COMPLEMENTAR

Vocé sabia que existe um software para construcdo de mapas conceituais? E o

AULA ﬁ

Cmap Tools. Foi desenvolvido pelo Institute for Human and Machine Cognition,
da University of West Florida. Os requisitos minimos de maquina para utiliza-lo
sdo: computador pessoal com monitor capaz de apresentar imagens; programa
Paint para abrir o mapa salvo como figura e conexdo com a internet para importar
links, figuras e adicionar mapas a um servidor. O software esta disponivel em: http:

/lcmap.coginst.uwf.edu/

INFORMAGAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, vocé vai estudar a rotacdo. Para agilizar seu precioso tempo,
tenha a mao tesoura, papel A4 ou oficio, papel transparente e instrumentos de

medida (régua, transferidor, esquadro).
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Estudando rotacoes

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino
das transformacdes no plano: rotagoes.

Esperamos que, ap6s o estudo do contetido desta
aula, vocé seja capaz de:

e Conceituar rotagao.

o Conceituar e identificar simetria rotacional em
poligonos regulares.

e Analisar composicoes de isometrias.

® Realizar giros por meio de dobras e cortes em
papel.

e Utilizar diferentes alternativas didaticas no

trabalho com rotagdes.

Pré-requisitos

Para o melhor desenvolvimento desta aula, sugerimos que vocé
relembre os conceitos de dngulos (Aula 5), o de simetria

de rotacdo (Aula 10), o de isometria (Aula 25) e o de eixo
de simetria (Aula 25). Dispor de material para recorte
(tesoura, papel A4 ou oficio, papel transparente) e de medida
(régua, transferidor, esquadro) sera imprescindivel.



Instrumentacao do Ensino da Geometria | Estudando rota¢oes

INTRODUCAO

Lembre-se de que o
tempo destinado a
realizacdo de cada
atividade é apenas
uma estimativa. Nao

se preocupe se O
fizer em mais tempo
do que o previsto.
O importante é que
vocé compreenda o
desenrolar de cada

tarefa!

174 CEDERJ

Lembre-se de utilizar as figuras disponiveis no Moédulo Pratico e de acessar as
atividades da disciplina na Plataforma Cederj.

A Natureza, suas formas e regularidades tém despertado a imaginacao criadora do
ser humano. Observando e registrando certos fendémenos naturais, o homem foi
desenvolvendo, gradualmente, diferentes alternativas de estudo e de representacao.
Tais alternativas tém tido implicacbes diretas também nas propostas curriculares.

Na aula anterior, vocé viu que com a simetria podemos obter uma forma de
outra, preservando suas caracteristicas, tais como angulos, comprimento dos lados,
distancia de um eixo e tamanhos. Nesta aula, vocé ird estudar a rotacdo, um outro

tipo de isometria.

ATIVIDADE

1. Faga um contorno da Figura 26.1 numa folha de papel. Fixe um ponto O
(no calcanhar, por exemplo) e gire num sentido (horario ou anti-horario);
faca novo contorno com o papel girado. 1373151510

Figura 26.1: Posicdo original.

20
Por exemplo, se girou no sentido anti-horario, resultou na Figura 26.2.
Que tipo de movimento é esse?

Figura 26.2: Giro no sentido anti-horario.

De que forma a figura original foi girada? Vocé poderia informar,
aproximadamente, de quantos graus foi esse giro? Vocé se lembra de
como se chama esse tipo de movimento? Se ndo, continue; adiante
vocé sabera!



Rodar uma figura
sobre um mesmo ei-
X0 ou ponto supoe
um conhecimento de
medida de angulo.

RoT1AcAo

E o giro de uma
forma ao redor de
um ponto, chamado
centro de rotagio (ou
de giro). A distancia
de rotacao se mantém
constante € a medida
do giro é chamada
angulo de rotagdo.

Fazendo o contorno do molde sobre cada um dos eixos (vertical e
horizontal) imaginarios, completaremos a seqiiéncia representada na
Figura 26.3:

Figura 26.3: Quatro giros no sentido
anti-horério.

O que vocé observa de diferente, com relacdo ao movimento da
figura anterior? A partir da primeira imagem, vocé poderia informar,
aproximadamente, em quantos graus cada figura foi girada? Esse angulo
tem alguma relacao com o do giro anterior? As figuras estdo sendo giradas
segundo um mesmo tipo de movimento (transformacdo) no plano?

COMENTARIO
Hd uma variagdo constante no dngulo de cada giro. A transformagdo feita em cada

giro é denominada ROTACAO.

Em outras palavras, podemos dizer que uma rotagio ou giro de
centro C e angulo @ é um movimento no qual um ponto e seu homélogo
(correspondente) (1) estdo a mesma distancia de C, e (2) o angulo que

formam, ao uni-los com C, é o préprio a.

Conversando sobre o seu Laboratorio de Geometria

Além da utiliza¢do de caleidoscopios, da construgio e estudo
de mosaicos diversos, inclusive os de Escher, do material de medida e de
desenho, da utilizagdo de imagens e objetos de nosso cotidiano e do uso
de malhas, podemos inserir, em nosso laboratério de Geometria, material
transparente (papel vegetal, transparéncias etc.) e material de recorte
(tesoura, papel A4 ou oficio, régua, transferidor etc.) para trabalhar as
transformacdes no plano.

Nesta aula, em especial nas Atividades de 2 a 4, e na 9, assim como
nas Atividades Complementares 1 e 2, vocé verd como pode trabalhar

essas transformagoes.
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ATIVIDADES

2. \eja, entdo, se vocé compreendeu os aspectos relevantes da definicdo
' de rotagdo, conferindo-os na figura seguinte. Verifique utilizando régua

‘ e transferidor. T4 (41T

Figura 26.4: Representacdo da
rotacao.

Agora, vamos ensina-lo a fazer esse tipo de construcao e verificacao através
de dobras e recortes em papel. Imagine que queremos realizar um giro de
100° em uma figura. Vamos ao trabalho!

Pegue uma folha de papel A4 (ou de qualquer outro tipo). Localize o ponto
médio do seu comprimento e dobre um de seus vértices num angulo
qualquer (por exemplo, 30°) e corte na dobra indicada.

<
e W

Desta forma, teremos um angulo de trabalho de 150°.

150°

Como pretendemos construir um desenho e giré-lo 100° no sentido da
seta, para que o desenho girado nao fique fora do papel, sera preciso que
o original ndo supere um terco do espaco disponivel, ou seja, 50°.

Zona de desenho

50° #

Veja, agora, como ficara:
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Para praticar um pouco mais, agora sem fazer dobras e recortes,

nas atividades seguintes vocé ird identificar centros e angulos de giro.
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Uma figura

possui SIMETRIA
ROTACIONAL de um
angulo 0, ou tem
simetria O-rotacional,
quando coincide
com sua imagem
pela rotacdo do
angulo 0 ao redor
de seu centro.

Uma figura possui
simetria 0-rotacional
se, e somente se,
possui simetria — 0-
rotacional.

180 CEDERJ

ESTUDANDO SIMETRIAS ROTACIONAIS

Uma figura possui SIMETRIA ROTACIONAL de um angulo quando coincide
com sua imagem pela rotagao desse angulo ao redor de seu centro.
Um exemplo de poligono que possui simetria de rotacio é o

paralelogramo (180-rotacional). Ele ndo possui simetria de reflexdo. Veja!

A B C D
/ Ohh.__ / ’ / o™ /
D c B A

Vamos considerar sempre 6 em valor absoluto, ndo importando o sentido da
rotac¢ao.

O que acontece com os poligonos regulares? Qual a simetria

rotacional do quadrado, do tridngulo eqildtero e do pentdgono?

Lembra-se das interessantes descobertas feitas na aula passada com o livro de
espelhos? Elas podem ajuda-lo nesta atividade! Sugerimos a utilizacdo daquele
recurso nas atividades seguintes. Lembre-se de que os poligonos regulares estao
disponiveis no Médulo Pratico.

O triangulo equilatero possui simetria 120-rotacional

Lembre-se de que na Atividade 6, da Aula 25, vocé ja trabalhou com os poligonos
regulares, disponiveis também no Mdédulo Pratico, identificando eixos de simetria
interna. No entanto, utilize-os novamente para verificar a simetria rotacional.

H4 poligonos que possuem diferentes simetrias rotacionais. Por
exemplo, o quadrado possui simetria 90-rotacional e também 180-

rotacional. Veja!



) «)

Vamos ver se vocé realmente compreendeu o que significa simetria

rotacional.

ATIVIDADE

8. Estude a simetria rotacional no pentagono regular. ¥3t3%3%3%3

. COMENTARIO

‘ E importante perceber que o pentdgono possui duas simetrias rotacionais. Fazer o
’ desenho de cada uma delas € fundamental. Lembre-se de que construir um pentdgono

regular por meio de construges geomeétricas ou trabalhar com o Cabri Geométre

podem ser outras alternativas diddticas.

COMO PODEMOS IDENTIFICAR A SIMETRIA ROTACIONAL
DE UM POLIGONO QUALQUER?

Qualquer poligono regular de n-lados possui simetria 6-rotacional,
n
em que 0 = i (—— ), i um ndmero inteiro positivo, sendoi=0, ..., 5 para
n n-1
2

descobertas anteriores e conferir as simetrias rotacionais no pentagono

nparoui=0,..., para n impar. Agora vocé pode voltar as suas
e nos demais poligonos regulares.

Finalizando, gostariamos de lembrar-lhe que, na dltima aula, vocé
estudou eixos de simetria interna nos poligonos regulares. E possivel

que a observagdo do angulo formado tenha surgido naturalmente. Axis
Em inglés, significa

O importante é que aqui vocé conheceu como denominar a simetria : )
eixo; obliqua, em

fixando-se neste angulo. portugués, quer dizer
inclinada em relagdo

Lembra-se de que na Aula 25 explicamos que a simetria pode ser a um objeto (reta,

plano etc.).

central, AXIAL ou radial?

Veja que o dicionario pode ser também um recurso importante nas aulas de
Matematica.
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A simetria axial pode ser vertical, horizontal ou obliqua.

E possivel que vocé esteja se perguntando: em que difere o giro
da simetria central? Vejam as seguintes ilustragdes, pois elas podem
ajudi-lo a entender.

Observe:

Giro i Simetria £ Simetria
g £ :“\, central p ig\*\, axia]l
J d obliqua

",
\8
[/ \jQ e . -
L , !

Muito bem; apds analisar atentamente, vocé deve ter verificado
que a simetria central equivale a um giro de 180°. Parabéns!

No entanto, lembre-se de que a simetria central é um movimento
no qual um ponto e seu homélogo estao unidos por um segmento que

passa pelo centro de simetria e este é o ponto médio. Veja!

Os alunos, frequentemente, dizem: “girar uma figura 180° significa que o que
estava em cima fica embaixo”.

No caso de uma simetria axial, seu eixo é a mediatriz de todos os

segmentos que unem pontos homoélogos entre si.



CONTINUANDO A CONVERSA SOBRE O LABORATORIO DE
GEOMETRIA

Vocé pode utilizar qualquer papel (oficio, A4 etc.) e papel carbono
(folha de tirar riscos). Por exemplo, pegue uma folha de papel qualquer,
dividindo-a, preferencialmente com dobras, em quatro partes de mesma
area. Desenhe um figura na parte superior esquerda (parte 1). Marque um
ponto no centro do papel. Utilizando papel carbono do mesmo tamanho
da folha branca e fazendo riscos (cpias) sobre a figura desenhada,
veja as transformagoes geométricas que vocé pode encontrar, segundo
a dobra feita.

Veja uma possibilidade para a simetria central!

ko

Caso vocé queira estudar um pouco mais simetrias axiais fazendo

dobras e cortes em papel, faca as atividades seguintes.
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ATIVIDADE COMPLEMENTAR 1 ©3vavat3vaeaey
Faca o seguinte:
* Dobre a folha ao meio.

* Em uma das faces, desenhe uma figura qualquer junto
a dobra da folha.

* Recorte-a, preservando a dobra da folha.

¢ Desdobre a figura, obtendo sua reflexdo (REF). O que

vocé pode dizer sobre as figuras OR e REF?

Abra e veja
como ficou
P 2
. OR REF
Nao cortar
Nao cortar Eixo

Observe que, como queremos que os bonecos saiam unidos, ndo podemos cortar
os pontos conectados aos eixos.

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 2 %3%3%13%3
Faca o seguinte:
* Dobre uma folha ao meio.

¢ Desenhe em uma de suas faces externas uma figura junto

a uma dobra pela mao e a outra pelo pé.
¢ Recorte-a, preservando a dobra da folha.

¢ Desdobre a figura. O que aconteceu com a figura

original? Que tipo de movimento foi realizado?
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P

OR

’ /| Eixo
N&o cortar
A SAH
Nao cortar
pr
COMENTARIO

Este tipo de atividade € importante para percebermos que a transformagdo € a
mesma (simetria), porém a posicdo do eixo é que muda. Como dissemos antes,
é importantissimo que vocé discuta com seus alunos o porqué dessas alteracbes
que, nos dois exemplos anteriores, foram as posicdes dos eixos. No exemplo anterior,

a figura original é OR e a sua transformada é a SAH (simetria axial horizontal).

TRABALHANDO COM ISOMETRIAS DIFERENTES

Nosso processo de visualiza¢ao é muito mais dindmico e integrado
do que imaginamos. Por exemplo, quando olhamos uma figura com
simetria central, como a mostrada anteriormente, serd que nio
poderiamos encontrar, com eixo horizontal, a sua simétrica e, depois,
desloca-la paralelamente ao eixo? Muito bem! Nesse caso, estamos

realizando uma composicAio de movimentos no plano.

AULA ﬁ

Denominamos
COMPOSIGCAO quando
certa isometria é
obtida a partir de
outra(s).
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ATIVIDADE

9. Pegue uma folha e dobre-a em quatro partes de mesma area. Desenhe
um boneco em uma de suas faces externas, fazendo tocar uma de suas
maos numa dobra e seus pés noutra. Recorte a figura e analise os

‘ movimentos feitos pela original. T5%3% 3%

|

Nao cortar
COMENTARIO
E importante vocé perceber que cada dobra gera uma simetria axial. Fixar sua atencéo
A composicdo de. ; nos movimentos da figura original ¢ imprescindivel para que nela vocé possa
duas simetrias axiais
cujos eixos sio estudar as transformagdes. No exemplo visto, podemos encontrar simetrias axiais e

perpendiculares entre
si, € uma simetria
central; o centro dessa original por meio de duas simetrias axiais de eixos perpendiculares. O que acontece se
simetria central é a

central, ou seja, a figura no terceiro quadrante é o movimento (Simetria central) da

mudarmos a ordem das dobras? Hé algum ponto que fica invariante por uma simetria

interseccao dos eixos.

central? Estas sGo outras descobertas que vocé verificard e conversard com o tutor.

N3io se preocupe, na aula seguinte estudaremos com mais detalhes

outros tipos de composi¢ao no plano.

CONVERSANDO SOBRE DIFICULDADES DOS ALUNOS
QUANDO TRABALHAM COM MATERIAIS RECORTAVEIS

Sabemos que uma das fung¢des do eixo é atuar como elemento
divisério do plano de trabalho. Assim, quando giramos o papel, nio
estamos apenas refletindo os pontos do desenho, mas também todos os
pontos do papel. Dessa forma, é importante identificar a regidao em que o

eixo esta dividindo o plano. Por exemplo, pegue um papel quadrado e, em

papel vegetal de menor drea que do papel quadrado, desenhe um boneco
e faga uma reflexdo. Por exemplo, veja a ilustracdo seguinte.
Veja que o eixo divide o trapézio, e ndo o papel quadrado.
Pode parecer 6bvio, mas ha alunos que confudem. Para alguns
deles, a metade refere-se a folha quadrada, isto é nio se

refere a um de seus elementos internos. E comum estudantes

ndo aceitarem facilmente metades cuja divisao nio seja vertical
ou horizontal. Ha ainda aqueles que pensam que dividir ao meio é

apenas dividir em duas partes.
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RELEMBRANDO CONTEUDOS CURRICULARES E PENSANDO
NA INTEGRACAO CURRICULAR

Como confeccionar uma méscara para o Carnaval, de maneira
a garantir as simetrias aparentes de um rosto? Como construir uma
faixa decorativa para as paredes da sala de aula? Como recortar
uma bandeirinha de festa junina, de modo que ela fique “certinha”?
Como reproduzir, o mais rdpido possivel, a mesma forma vérias vezes?
Essas sdo perguntas que a professora Maria Amélia sugere, com base

em sua experiéncia com alunos de 5 série. Veja!

Em geral utilizamos muito papel e tesoura. Para fazer a bandeirinha
da festa junina, os alunos percebem que uma dobra de papel é
suficiente. Dai para frente, comecam a dobrar o papel mais vezes
e a descobrir o que acontece. Percebem que quanto mais dobram
0 papel, mais 0 mesmo motivo aparecerd. Na verdade, as dobras
sdo uma forma de gerar imagens simétricas de uma mesma
figura muitas vezes. Ao invés de usarmos os termos reflexionar
ou transladar, falamos simplesmente em repetir. Com esta idéia,
criam “toalhinhas” de papel para bandeja (fazem questdo de dar as
mies!). E interessante que ap6s esta anilise das dobras e dos cortes,
passam a planejar os cortes no papel, tendo em mente (criando
a imagem mental — prevendo) o resultado. Dobram o papel de
acordo com o que querem produzir. Aos poucos percebo que ha
um planejamento do trabalho, que as dobras e os cortes deixam

de ser aleatérios.

Ainda complementa a professora:

um procedimento estd diretamente relacionado a um “saber
fazer” e acredito que estas atividades estdo voltadas aos contetidos
procedimentais que desejo desenvolver o conceito de isometrias.
Quanto aos objetivos atitudinais, acredito que prevalece a
sensibilizacdo do olhar para as formas que nos rodeiam. Olhar
para o mundo de um jeito diferente, procurando a beleza da simetria
nos objetos e na propria natureza é um “valor” a ser construido

no interior da escola.

COMENTARIO
Converse com professores de sua cidade para conhecer suas experiéncias no trabalho
com as isometrias. Veja também como os livros diddticos, de 59 a 89 séries, adotados

em sua regido estdo desenvolvendo essa temdtica.
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ATIVIDADE FINAL %35%3

A fala da professora esclarece algumas de suas duvidas sobre conceitos,
procedimentos e atitudes? O que achou do tipo de atividade que a docente
desenvolveu? Além da integracdo com Artes, que outra disciplina vocé envolveria?

Converse com colegas e com seu tutor sobre elas.

Ha muitos ornamentos (frisos, mosaicos, rosetas etc.) cotidianos que sdo feitos
baseados em composicdes de transformagées no plano. Explora-los pode constituir
atividades geométricas interessantes.

CONCLUSAO

Estamos chegando ao final da disciplina. Esperamos que vocé tenha construido
o seu laboratério de Geometria. A possibilidade de realizar giros por meio de
dobras e cortes em papel, além de enriquecer o seu aprendizado, vem acrescentar
novas alternativas didaticas e recursos a seu laboratério. E importante vocé ter
percebido que Geometria Dinamica ndo se faz apenas com o Cabri Geomeétre
(Aula 18). Ela também pode ser feita com papel e lapis. O desafio é perceber
suas potencialidades e limitacdes, pois, nesse tipo de Geometria, o que temos de

diferente é a possibilidade de realizar movimentos.

RESUMO

Entre as transformacdes isométricas do plano, as rotacoes ocupam lugar de
destaque nas representacdes que acontecem cotidianamente. Identificar uma
rotacdo consiste em determinar seu centro e angulo de giro. Podemos, também,
obter uma rotacdo pela composicdo de simetria axiais. Diremos que uma figura
possui simetria rotacional quando coincide com sua prépria imagem, ap6s um
giro em torno de seu centro. Os poligonos regulares sao exemplos de figuras
que possuem simetria rotacional. Atividades simples com dobradura e recorte de
papel contribuem muito para desenvolver a construcdo de imagens mentais das

rotacdes, simetrias rotacionais e a composicao de simetrias.
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AUTO-AVALIACAO

AULA ﬁ

Das atividades propostas, ndo se preocupe se vocé teve duvidas na nona.
Na aula seguinte, vocé podera revé-la. Se vocé ndo realizou as duas atividades
complementares desta aula, sugerimos, como uma forma de avaliar seu
aprendizado, que as faca e apresente ao tutor suas descobertas. Caso tenha
feito, parabéns! Volte a Aula 4, utilize o roteiro do diario sugerido e faca um
texto avaliando sua aprendizagem nesta aula. Lembre-se de que elaborar antes
um esquema conceitual (Aula 25) pode ser um facilitador na construcdo do seu
texto. Consideramos fundamental que vocé tenha percebido a diferenca entre

simetria e rotacao.

INFORMACAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, estudaremos um outro tipo de isometria: a translacdo. Tenha a
mao tesoura, papel A4 ou oficio, papel transparente e instrumentos de medida

(régua, transferidor, esquadro).
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Estudando transla¢oes

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino
das transformacdes no plano: translacdes.

Esperamos que, ap6s o estudo do contelido desta
aula, vocé seja capaz de:

e Conceituar translacdo.

¢ Conceituar deslizamento.

e Diferenciar translacdo de deslizamento.
e Analisar composicoes de isometrias.

o Utilizar diferentes alternativas didaticas no
trabalho com as isometrias.

e Aprofundar estudos sobre as rosetas, 0s mosaicos
e os frisos.

Pré-requisitos

Para melhor desenvolvimento desta aula, sugerimos
que vocé relembre os conceitos de simetria (Aula 25) e
rotacdo (Aula 26). Dispor de material para recorte
(tesoura, papel A4 ou oficio, papel transparente) e de
medida (régua, transferidor, esquadro) também

sera imprescindivel.
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INTRODUCAO

Y
™ |

TRANSLACAO

Translacdo é um movimento
em que todos os pontos da
figura percorrem segmentos
paralelos de mesmo
comprimento;

ou seja, transladar uma figura
¢ mové-la orientadamente.

192 CEDERJ

No cotidiano, a palavra transformacdo é comumente associada a metamorfose
e a deslocamento. O conceito matemdtico associado a palavra transformacéo é
bastante complexo. Pode referir-se a coisas tdo dispares como mudancas de
coordenadas para representacdo de curvas ou deformacdes topologicas. No
entanto, todas tém um elemento comum, que é o movimento, principio basico
da Geometria Dinamica, e o estudo das propriedades que o conservam. Nesse
espirito, continuaremos nossa discussao sobre um outro tipo de movimento no

plano: a translacdo. Comecamos, entdo, com um episédio histérico.

CONVERSANDO SOBRE A HISTORIA: TRANSFORMACOES
NO PAPIRO DE AHMES E EM OUTROS DOCUMENTOS
HISTORICOS

No Papiro de Ahmes (1650 a.C.) apareceu a maioria das primeiras
transformacoes, nas quais se convertiam tridngulos isosceles e trapézios
em retingulos, para calcular sua drea mais facilmente. No entanto, os
egipcios ndo desenvolveram mais esses principios.

Outro campo em que apareceu a idéia de transformagio foi a
Cartografia. No final do século I, Ptolomeu publicou a primeira projecdao
estereografica da esfera e, no século XVI, Mercator introduziu a projegio,
que leva seu nome. Neste mesmo século, apareceu, pela primeira vez
impresso, o tridngulo de Pascal.

Na segunda metade do século XIX, foi estudada uma grande
variedade de transformagoes, dentre elas as mais populares foram as que

definem a chamada Geometria Projetiva, devido, sobretudo, a Poncelet.

ATIVIDADE

1. Utilizando uma figura qualquer. Contorne-a, criando um molde,
sobre uma folha de papel. D& uma “puxadinha” no molde e contorne-a
novamente. Ligue dois de seus pontos. O que aconteceu com a figura? Vocé
conhece outros movimentos desse tipo no seu dia-a-dia? Dé um exemplo.
Vocé - g ) G DB

'océ sabe como se chama esse tipo de movimento? 3 &3 §

COMENTARIO
Se vocé respondeu TRANSLAGAO, parabéns! Caso contrdrio, ndo se preocupe, pois,

nesta aula, vamos estudar esse tipo de movimento no plano.



A transla¢do é a unica isometria que, obrigatoriamente, esta associada

a mudanca de lugar. Nio mudamos a orientagdo, mas a posi¢io no plano.

Essa € a diferenca fundamental entre translacdo e as outras isometrias.

Por exemplo, a figura seguinte ilustra uma translagdo do coelho da esquerda.

Para obté-la, devemos apenas copiar a original e deslizar o papel para um
n n 4

ponto qualquer onde queremos desenhar a "nova" figura, porém mantendo

o paralelismo com a posi¢io original. Observe que AA’ // BB,

A A

[/ [/

B B

Figura 27.1: Representacdo da translacao

As nocoes de segmento orientado e de paralelismo sdo imprescindiveis no estudo
de translagdes.

E possivel que vocé esteja pensando sobre o paralelismo e se
perguntando se os vetores devem ser apenas horizontais. Muito bem!
Otimo questionamento! Na atividade seguinte, vocé podera responder a

sua interessante pergunta. Vera que é muito ficil!

Caso vocé tenha alguma duvida sobre vetores, esta € uma boa oportunidade para
revisar esse conceito no Médulo de Fisica.

ATIVIDADE

BADBADBE

a
p—— %
cXo &,

Figura 27.2 Figura 27.3

Figura 27.4

2. Identifique o vetor de translacdo em cada par de figuras a seguir.
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Quando o vetor
estd separado da
figura, os estudantes
limitam-se a colocar
o transladado em
um dos extremos

da flecha. E preciso
ressaltar que o vetor
ndo indica o lugar em
que devemos tocar
a figura original.
Levar o vetor a um
ponto da figura
original pressupde
compreender a
nogao de vetor livre,
que pode ndo ser
tdo simples para
estudantes que ainda
nao tém claro o
conceito de vetor.
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CONVERSANDO SOBRE O QUE FAZEM OS ALUNOS

A translagio é a isometria de mais simples compreensdo, seja por
alunos do Ensino Fundamental, seja pelos do Ensino Médio. Pesquisas
(GUTIERREZ, 1996) mostram que estudantes do Ensino Fundamental
compreendem com rapidez as caracteristicas essenciais das translagoes,
reconhecem-nas, desenham-nas; alunos do Ensino Médio ou Superior
captam mais facilmente as caracteristicas visuais e matemdticas das
mesmas. Geralmente, as dificuldades mais freqiientes s3o:

1. Compreensado do conceito de vetor livre como vetor associado
a uma transla¢do. Alunos que nao estudaram esse conceito na Fisica
tendem a pensar que uma translacdo consiste em levar a figura até o

extremo da flecha desenhada como representante do vetor.

]

Figura 27.5: Translacao.

O vetor ndo indica para que lugar transladaremos a figura original, mas indica
apenas um ponto dela, aquele relacionado a sua origem.

2. Realizacdo de transla¢des quando a figura original tem forma
poligonal (especialmente se é retangular) e o vetor da translagdo é
paralelo a um de seus lados. E muito freqiiente os alunos desenharem o
vetor comecando em um extremo do lado inicial e terminando no outro

extremo do lado imagem (Figura 27.6).

INZ I

\ 4

Figura 27.6: Erro de translagao.



E comum os alunos basearem-se apenas nas caracteristicas visuais da translacio
para determinar a posi¢ao da figura-imagem, sem utilizar as propriedades
matematicas, particularmente, a de que a distancia entre um ponto e sua imagem
deve ser igual ao comprimento do vetor.

Vocé ja sentiu alguma dessas dificuldades referidas anteriormente?

Vamos, entdo, ver se vocé realmente compreendeu.

Lembre-se de que é na realizacdo de diferentes atividades e na troca de idéias
com colegas e com o tutor que esclarecemos duvidas e enriquecemos nossa
aprendizagem.

CONVERSANDO SOBRE O SEU LABORATORIO PESSOAL DE
GEOMETRIA: FAZENDO TRANSLACOES COM COPIAS EM
PAPEL VEGETAL

Como vocé viu na aula anterior, podemos estudar transformagoes
no plano fazendo dobras e recortes em papel branco e transparente.
O uso do papel vegetal vem enriquecer essa proposta. Por exemplo, para
fazer qualquer translagio com esse tipo de papel é necessdrio:

(1) desenhar uma figura numa folha,

(2) tragar o vetor,

(3) copia-lo,

(4) leva-lo a um ponto da figura,

(5) copiar a figura e o vetor no papel vegetal,

(6) sem girar o papel, desliza-lo até que coincidam os extremos do
vetor original e a origem do vetor cdpia, formando ambos uma mesma
reta (dire¢ao),

(7) copiar na folha a figura do papel vegetal.

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 1 %3%3%%

Pratique a construcao sugerida anteriormente. Mostre ao tutor uma das translacdes

que vocé realizou. Converse com ele sobre suas descobertas.
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FAZENDO TRANSLACAO A PARTIR DE DOBRAS EM PAPEL

A realizacdo de translagio e rotacdao por meio de dobras em papel
tem elementos comuns, isto é: (a) dobra-se por dois eixos; portanto,
obtém-se trés dobras; (b) considera-se como referéncia um dos pontos
mais distantes da primeira dobra, para que a figura fique visivel ao
dobrar; (¢) a primeira dobra estd na mediatriz (bissetriz) do vetor de
translagio (do dngulo de giro) e a segunda no ponto homologo ao ponto

de referéncia. Veja a ilustracdo seguinte!

>
P 10 cm \
f.. 10 cm
TN
!
/ \
[jl N
Q 20 cm

Figura 27.7: Transla¢do por dobradura.

Como vocé pode verificar, a diferenga entre ambos os movimentos
€ que, na translagio, os eixos de dobra sdo paralelos entre si e, na rotagio,

sa0 secantes com o centro de giro (reveja a Figura 26.4 da Aula 26).

ATIVIDADE

3. Pratique a construcdo sugerida anteriormente, reproduzindo a translacédo
‘ ilustrada na Figura 27.7. Continue conversando e mostrando ao tutor
suas descobertas. L3353 3 Y

— A translacdo é um movimento no qual cada ponto e seu

correspondente estdo unidos por um vetor cujo (a):

1. médulo é o mesmo que o vetor de translagdo escolhido;
2. direcdo é paralela a do vetor de translacio;

3. sentido é o mesmo que o do vetor de translagio;

Na realizacdo de translacdes e giros mediante dobras e copias é
importante relembrar que as medidas devem ser tais que a figura original
nao fique dividida quando fizermos a dobra e que ndo fique fora da folha
em que vamos copid-la. Assim, devemos prestar aten¢do e saber que:
(1) o médulo do vetor deve ser maior que o dobro do desenho original,
ou igual a ele para que a mediatriz ndo o corte, e (2) se o tamanho do
desenho ou do espaco disponivel depois de P’ ultrapassa 1/3 da folha,

seu transformado saird do papel.
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Vocé podera observar também que, se escolher o ponto mais
distante do vetor como referéncia, o transladado aparecera depois do
vetor desenhado e, se fizer o contrdrio, ou seja, se escolher o ponto
mais proximo da primeira parte, a primeira dobra deverd ser feita nesse
ponto e a segunda na mediatriz, de tal modo que a figura transladada
esteja antes do vetor assinalado. Esse fato pode parecer estranho, mas é
necessario para nao pensarmos que a figura sera obtida imediatamente

depois do vetor. Veja!

Eixo 1 Eixo 2 Eixo 1 Eixo 2

P Mediatriz P

NTTSTIN IS

Figura 27.8.a Figura 27.8.b

Transla¢do por dobradura.

E bom lembrar que, se considerarmos como referéncia um ponto
interior da figura, alguns dos eixos o cortariam ou a sua transformada.

Vamos, agora, praticar um pouco a translacao de figuras.

ATIVIDADE

4. Agora vocé devera transladar cada figura de acordo com o vetor que

‘ aacompanha. %3%3%%
\

Figura 27.9 Figura 27.10
Figura 27.11
-
Figura 27.12 Figura 27.13
Casos de translagdo.
COMENTARIO

Lembre-se de utilizar régua.

CEDERJ 197

AULA ﬁ



Instrumentacao do Ensino da Geometria | Estudando transla¢des

CONTINUANDO NOSSA CONVERSA SOBRE A COMPOSICAO
DE MOVIMENTOS NO PLANO

ATIVIDADE

5. Pegue uma folha e faca os seguintes procedimentos: [ep¥epepRepse)
» Faca duas dobras na folha, em forma de “sanfoninha”.

« Desenhe qualquer figura.

* Recorte-a, preservando as dobras laterais.

* Desdobre a figura.

t 1 Abrindo
_— >
‘ i N&o cortar

¥ Cortar

L]

Nao cortar

Figura 27.14.a: Sanfona fechada. Figura 27.14.b: Sanfona aberta.

O que vocé observa com a transformacao final (T) que sofreu a figura
original (OR)? Vocé sabe como se chama esse movimento? Qual o outro
movimento presente na atividade?

COMENTARIO
A translag@o ndo possui pontos invariantes, uma vez que ndo hd ponto que volte d
sua posi¢do original. Portanto, esta atividade objetiva estudar a composicdo das duas
simetrias axiais verticais (SAV) e a comprovacdo de que o movimento obtido é uma
translagdo. Lembre-se de que o sentido do vetor depende da posicdo em que é feita

a dobra, ou sejg, se é feita para a esquerda ou para a direita.

A composicdo de duas simetrias axiais de eixos paralelos resulta numa translacdo de
vetor perpendicular aos eixos, cujo médulo é o dobro da distancia entre eles.

E agora, vocé poderia dizer que movimento sofreu o barco da

esquerda?

Figura 27.15: Caso de simetria.
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Embora esse tipo de transformacdo nos seja visualmente comum,
ele é pouco estudado. Chama-se deslizamento e, como vocé pode observar,
resulta da composi¢cdo de uma reflexdo e uma translagio que mantém

certa relacdo: o eixo da primeira é paralelo ao vetor da segunda.

CONVERSANDO SOBRE A HISTORIA: FELIX KLEIN E AS
TRANSFORMACOES PLANAS

Félix Klein (1849-1925), quando passou a ser professor em
Erlangen, na Alemanha (1872), discursou mostrando como poderia ser
aplicado o conceito de grupo para caracterizar as diversas “geometrias”
que apareceram ao longo dos séculos. Em seu famoso pronunciamento,
descreveu uma geometria como o estudo das propriedades das figuras
que permanecem invariantes quando submetidas a acdo de um grupo
concreto de transformagoes. Dessa forma, qualquer classificagio dos
grupos de transformacdes se converte imediatamente numa classificacao
das "geometrias".

A idéia fundamental de Klein era que cada geometria podia
ser caracterizada por meio de um grupo de transformagdes, e que as
propriedades e os resultados de uma delas derivavam-se dos invariantes
por referido grupo de transformacdes. A conseqiiéncia imediata desse
resultado foi a organizag¢do das diversas geometrias, inclusive das
nio-euclidianas. Segundo ele, se o grupo de transformacdes de uma
geometria constituir subgrupo do grupo de transformagoes de outra, isto
€, se a primeira for uma subgeometria da segunda, todos os teoremas
demonstrados para a Geometria serdo automaticamente validos para a
subgeometria.

No esquema seguinte, vocé pode ver as relagdes entre as geometrias
mais conhecidas propostas por Klein. Observe que ele considerou a
Topologia como uma das geometrias. Para facilitar o seu entendimento,

ilustramos cada geometria com um exemplo.
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Topologia exemplo
Geometria .
Projetiva exemplo
&
Geometria I e
Afim exemplo
L
¥
Geometria exemplo
Euclidiana

Esquema 27.1: Relacdo entre diversas geometrias

A Geometria Euclidiana consiste no estudo das propriedades
das figuras do plano, que permenecem inalteradas através do grupo das trans-
formagoes que estd sendo engendrado por simetrias, rotacdes e translacoes.
Essas transformagdes sao também denominadas rigidas ou movimentos.

A Geometria Euclidiana é um caso particular da Geometria Afim,
que ndo conserva medidas nem dreas. Por exemplo, uma conica de um
certo tipo pode se transformar em outra do mesmo tipo. Esta, por sua
vez, constitui um caso especial de Geometria Projetiva, jd que uma conica

se transforma em outra.
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Pappus conhecia as propriedades das transformagdes; no entanto,
nio elaborou o conceito de grupo, que dava a Geometria um carater
globalizador. Klein foi o artifice dessa inovagio e dessa mudancga.

Muito bem, agora que vocé conversou com colegas, com o tutor,
conheceu um pouco mais da Histéria da Matemadtica e esta totalmente
convencido da importancia de estudarmos as transformacdes no plano,
em diferentes séries, que tal realizarmos uma atividade para identificar a

presenga das mesmas em alguns movimentos de figuras? Mios a obra!

As transformacgdes que estudamos foram: Aula 25 (simetria central, simetria axial
vertical, simetria axial horizontal); Aula 26 (rotacdo ou giro) e Aula 27 (translacdo
e deslizamento).

ATIVIDADE

6. Identifique o movimento realizado em cada figura a seguir.

G RGB

‘ Fep g Ayt
" m ’
ﬁi \ °

Figura 27.16 Figura 27.17 Figura 27.18

£ =
0 Figur :E:l

¥

Figura 27.19 -
Figura 27.21
z Z @ )
Figura 27.22
Figura 27.23 Figura 27.24
Figura 27.25 Exemplos de transformacdes.
COMENTARIO

Além de identificar a rotacdo, procure também encontrar o dngulo de giro. Para as

simetrias, localize os eixos, e nas translacdes, o vetor orientado.
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ATIVIDADE COMPLEMENTAR 2 %

Pense em atividades e formas de verificar as seguintes composi¢des:

2.1. A composicao de duas simetrias centrais de mesmo centro é a identidade e,

de centros distintos, é a translacdo.

2.2. A composicdo de duas simetrias axiais resulta numa translacdo se os eixos

forem paralelos e, numa rotagao, se forem secantes.

2.3. A composi¢do de um giro e uma translacdo constitui um giro de centro distinto,

porém de mesmo angulo.

COMENTARIO

Converse com colegas e com o tutor sobre suas conclusdes.

CONVERSANDO MAIS SOBRE PROCESSOS COGNITIVOS
DOS ALUNOS

Os psicologos dos anos 60 e 70, em sua maioria seguidores de
Piaget, consideravam que a obra de Klein apoiava-se em suas propostas,
pois, como vimos, a ordenagio formal das diferentes estruturas, obtidas
ao considerar os respectivos conjuntos de propriedades invariantes,
coloca em primeiro lugar a Topologia que contém a Geometria Projetiva
e a Euclidiana.

Como sabemos, os didatas daquela época tendiam a utilizar a
teoria piagetiana para justificar o enfoque da Geometria fundamentado
nas transformagdes. No entanto, nio consideravam a teoria em sua
totalidade, ou seja, pautavam-se nos aspectos que nio eram contrarios
a seu ponto de vista. Tal fato também repercutiu na investigagio da
época, uma vez que as pesquisas naquele tempo estiveram fundamentadas
em estudos clinicos, individualizados, de exercicios simples, muito
controlados e com resultados meramente quantitativos.

Segundo Piaget, os alunos aprendem transformacdes na seguinte
ordem: translagbes —» reflexdes —»rotagdes. Ele afirmou que o fator
de maior importincia no inicio da aprendizagem das transformagdes
€ a orientag¢do; a que menos dificuldade apresenta é a horizontal,
seguida pela vertical e, depois, a obliqua, considerada a que apresenta

maior dificuldade.
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Normalmente, as criancas possuem dificuldade em compreender
uma composi¢io de movimentos como um novo movimento. Assim, com
grande dificuldade chegam a abstragio de que ao compor duas simetrias
de eixos paralelos obtém-se uma translagio, transformagio “que afeta”
todos os pontos do plano. Analogamente, com um giro obtido pela
composic¢ao de duas simetrias de eixos concorrentes, também se obtém
uma translacio.

Em um nivel muito mais concreto, como o de dobrar e recortar papel,
quando o nimero de dobras aumenta, aumentam também as dificuldades
de fazer dobras adequadamente e/ou de recortar o papel dobrado.

Como vocé sabe, a no¢do de GrRupo também é muito importante
na Geometria, pois pode ser utlizada para descrever as relagdes entre as

diversas transformacoes geométricas.

Chama-se GRUPO
um conjunto nao-
vazio, munido

de uma operagio
estrela (*) que
possui as seguintes
propriedades:

(1) associativa,

(ii) elemento neutro
e (iii) elemento
simétrico.

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 3 #3%3

Pense em atividades e formas de verificar as seguintes propriedades:

3.1. O conjunto das translagdes do plano, com a lei produto de aplicagdes, € um

GRUPO ABELIANO.

Além das propriedades de um grupo, um GRUPO ABELIANO
(ou Comutativo) admite a operagdo comutativa.

3.2. O conjunto das translagdes e os giros do plano, com a lei produto de aplicacdes,

é um grupo nao-abeliano.

3.3. O conjunto das isometrias no plano, com a lei produto de aplicacdes, é um

grupo nao-abeliano.

ENRIQUECENDO O SEU LABORATORIO CONSTRUINDO
MOVIMENTOS QUE COBREM O PLANO DIFERENTEMENTE:
O EXEMPLO DAS ROSETAS

Existem trés tipos de ornamentos que cobrem o plano: as
rosetas, os frisos e os mosaicos. Como estio estritamente relacionados
aos diferentes movimentos no plano, vamos apenas apresenta-los

sucintamente, a titulo de curiosidade.
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Esperamos que vocé se sinta extremamente motivado para aprofundar,
posteriormente, seus estudos sobre cada um dos ornamentos e, também, pensar
na possibilidade da integracdo curricular com as aulas de Artes. Veja que os
artesanatos de sua regido podem conter alguns deles.

As rosetas sao ornamentos limitados, nos quais uma regiio plana
¢ pavimentada (coberta) por poligonos regulares. Em outras palavras,
uma roseta é um tipo de ornamento contido em uma circunferéncia.

Veja, a seguir, um exemplo de roseta do artesanato paraense.

Figura 27.26: Roseta paraense.

Como vocé deve ter gostado, pegue papel e tesoura e vamos

construir uma roseta que lhe é muito familiar.

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 4

Siga os seguintes procedimentos:

1. Pegue uma folha de papel e recorte um circulo.

2. Dobre ao meio.

3. Repita o passo anterior, quantas vezes quiser, sempre dobrando ao meio.
4. Recorte-a na forma que melhor convier; abrindo-a, obtera uma roseta.

Esta é uma das maneiras de construir as conhecidas e bonitas

toalhinhas de papel, que constituem um tipo de roseta. Veja um exemplo!

Figura 27.27: Exemplo de roseta.
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E bom lembrar que, como o sistema gerador de uma roseta deve
cubrir uma superficie finita, o conjunto de isometrias diferentes de uma
roseta, ou seja, de isometrias nao-equivalentes, deve ser finito. Isso
significa que ndo pode haver transla¢ées nem simetrias em deslizamento.
Podemos demonstrar que existem infinitas rosetas diferentes, porém
todas elas tém um dos dois sistemas geradores seguintes: uma rotacao R
(O, 360°/n) ou duas simetrias cujos eixos formam um angulo de
180°/n, sendo # um natural ndo-nulo. Em outras palavras, as rosetas
correspondem aos grupos ciclicos (Figura 27.28) e diédricos de ordem »
(Figura 27.29). A figura de base de uma roseta é o tridngulo obtido
da unido do centro do poligono regular com dois vértices consecutivos
(no caso das rosetas ciclicas) ou com um vértice e o ponto médio de um
dos lados adjacentes (no caso das rosetas diédricas). Veja, a seguir, os

dois tipos de roseta.

Figura 27.28: Roseta ciclica. Figura 27.29: Roseta diédrica.

Chamamos friso a um recobrimento da regido do plano
limitada por retas paralelas. Os frisos sdo recobrimentos de regides de
comprimento infinito para largura finita. Por isso, as tnicas isometrias
que podem formar parte dos frisos sdo:

1. As translacdes de vetor paralelo aos bordos da regido.

2. Os giros de 180° cujo centro eqiiidista dos bordos da regiao.

3. As simetrias cujo eixo é a reta que eqiidista dos bordos da
regido ou é perpendicular a referida reta.

4. As simetrias em deslizamento cujo eixo € a reta que eqiiidista

dos bordos da regido.
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Assim, analisando as possiveis combinag¢des desses movimentos,

veja os sete tipos de friso que existem.
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Figura 27.30: Exemplos de frisos.

S

Um mosaico é um tipo de ornamento que cobre todo o plano. Vocé
deve vé-lo, normalmente, em muitos lugares que freqiienta. Por exemplo,

nos pisos (Figura 27.31.a) e objetos de decoracdo (Figura 27.31.b).

) ek 2
P iy |
ININ\,

Figura 27.31.a: Exemplos de mosaicos.
Figura 27.31.b: Exemplos de mosaicos.

Em Matematica, existem dois tipos de mosaicos: os regulares e
os semi-regulares. De modo geral, os mosaicos sdo construidos a partir

de uma Repe (malha) de tridngulos eqiiilateros, quadrados, retingulos,

As estruturas planas paralelogramos, losangos ou hexagonos.

criadas por médulos

poligonais s@o Lembre-se de que os tnicos poligonos que podem ser utilizados
denominadas REDES. . . - n .y s

No seu Modulo para construir mosaicos regulares sdo os tridngulos equildteros, os

Pratico, vocé ja viu

1Y quadrados e os hexdgonos regulares, pois sio 0s Unicos que possuem
exemplos de varias

malhas formadas por angulo interno divisor de 360°.

poligonos regulares. ) )

Veja, agora, as Observe exemplos de estruturas criadas por diferentes formas
Figuras 27.32 ¢

P planas: circulares (Figura 27.32.a), quadradas (Figura 27.32.b e c),

triangulares (Figura 27.32.d).
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Figura 27.32.a Figura 27.32.b Figura 27.32.c Figura 27.32.d

Exemplos de mosaicos.

Lembra-se da Aula 15, em que analisamos estruturas? Pois bem, os mosaicos sao
formados por estruturas planas, ou melhor, pela sua repeti¢do. Aqui vocé vé outra
possibilidade de insercdo das constru¢des geométricas no curriculo.

Nos mosaicos semi-regulares, ainda que s6 possamos utilizar
poligonos regulares, se compusermos adequadamente diferentes formas
e tamanhos, obtemos uma variedade muito maior de combinacdes

possiveis. Veja exemplos de estruturas de mosaicos semi-regulares.
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Figura 27.33.a Figura 27.33.b Figura 27.33.c

Exemplos de mosaicos semi-regulares.

CONVERSANDO SOBRE CONTEXTOS E INTEGRACAO
CURRICULAR

Quando falamos em integra¢do, é comum pensarmos em contexto.
A contextualizacao é comumente associada ao cotidiano. Como vocé
viu em algumas de nossas aulas, a integracdo curricular pode ocorrer
na prépria Matemadtica ou fora dela, quer dizer, pode ocorrer, em outras

disciplinas e ramos do conhecimento, que podem ou nido estar

relacionados ao nosso dia-a-dia.
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H4 momentos em que a integra¢ao s6 € possivel no proprio contexto
matemadtico. Por exemplo, que exemplos cotidianos vocé utilizaria para
ilustrar produtos notdveis e fatoracées? Nao existem! Muito bem! Os
significados para tais conceitos vém da prépria Matematica.

Quando estudamos as transformagdes no plano, vocé viu diferentes
integracoes possiveis no campo da Geometria, objetivo principal desta
disciplina. No entanto, consideramos importante ressaltar a presenga

das isometrias em outras dreas da Matematica. Veja!

Quadro 27.1: Integragao curricular das isometrias com a Matematica

Integracao com areas de Matematica

Aritmética A simetria aparece em muitas propriedades e
tabelas numéricas, nas igualdades, no estudo
das progressoes, na representa¢ao de nimeros
complexos

Algebra A andlise de regularidades em movimentos/
comportamentos é fundamental no estudo
das relacoes e fungoes

Geometria Analitica | Para determinar nosso rumo no espaco,
podemos utilizar um mapa ou sistema
de referéncia. O estudo algébrico dos
deslocamentos e das transformacoes é feito
por tais sistemas de referéncia. Construgdo e
interpretagdo de graficos de funcgoes

Probabilidade Podemos identificar simetrias em algumas
tabuas de distribuicdo e diagramas de 4rvore

O quadro seguinte ilustra possibilidades de integracdo com outras
areas, sejam elas afins 2 Matemadtica, como a Astronomia, a Fisica e a

Quimica, ou ndo, como a Medicina e a Literatura.



Quadro 27.2: Integracao curricular das isometrias com outras areas de conhecimento

AULA ﬁ

Outros ramos e areas Exemplos

Tecnologia Estudo de mecanismos com movimento de giro
ou translacio

Educacao Fisica Exercicios fisicos e movimentos (repeti¢ao,
simetria, deslocamentos)

Ciéncias Naturais Formas com simetria central ou radial de alguns
seres vivos

Astronomia Movimento dos planetas

Fisica Algebra vetorial e atividades de reflexdo da luz

Quimica Classificagio de cristais, configuracdes atdmicas

Historia Periodos histéricos e Historia da Arte

Geografia Mapas e planos em geral

Literatura Poemas com versos simétricos

Musica Partituras e melodias em forma de frisos

Medicina Equipamentos médicos fundamentados em espelhos

Jogos A maioria dos jogos de tabuleiro/mesa (xadrez,

bilhar etc.) possui algum tipo de simetria.
Outros exemplos podem ser vistos em alguns
brinquedos e naqueles dos parques infantis

Meios de Propagandas, logotipos, layout de paginas
Comunicacgao
Artes Mosaicos, frisos, rosetas etc.

Arquitetura e Historia | As formas simétricas sdo sempre harmonicas,
equilibradas, grandiosas e solenes. Todas tém

da Arte o D

caracteristicas do Classicismo

Em todas elas, precisamos do olhar matematico. Esse quadro
complementa suas respostas da Atividade Complementar 4 da Aula 25.

Revise-a e converse com o tutor!

CEDERJ 209



Instrumentacdo do Ensino da Geometria | Estudando transla¢des

CONCLUSAO

Identificar e analisar transformacdes é um processo importante do pensamento
geométrico. Nao é tarefa facil elaborar aulas sobre isometrias separadamente,
pois, conforme dissemos, nossa percepc¢do visual desses movimentos é muito
mais dindamica e integrada. Muitas vezes, fixarmos em apenas um deles nao é
simples. Nossas aulas de isometrias exploraram elementos curriculares (atividades,
Historia, recursos, integracdo etc.) com diferentes abordagens. Essa estratégia foi
proposital, pois pensamos que, dessa forma, além da construcdo conceitual, vocé

vai desenvolvendo diferentes habilidades didatico-pedagdgicas para suas aulas.

RESUMO

Nesta aula, vocé aprendeu a conceituar translacigo como um movimento no
plano que obedece a um segmento orientado, denomidado vetor. Viu que um
deslizamento é uma transformacao que resulta da composicdo de uma reflexdao
e uma translacdo, em que o eixo da primeira é paralelo ao vetor da segunda.
Finalmente, conheceu rosetas, mosaicos e frisos, e verificou que as transformacées
constituem conteudos curriculares que nos possibilitam distintas abordagens na

integracao curricular.

ATIVIDADE FINAL

Como vocé sabe, a compreensdo conceitual e as formas de definir cada conceito,
com suas propriedades associadas, foi nossa énfase. Assim, gostariamos que vocé
escrevesse, com suas proprias palavras, o seu entendimento sobre cada transformacao
plana estudada nessas trés Ultimas aulas. Antes de elaborar seu texto, é bom

identificar conceitos envolvidos em cada movimento e ilustrar cada um.
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Transformacao | Conceitos envolvidos | Exemplo (desenho) Comentarios

Simetria central

Simetrial axial

Rotacao

Translagao

Deslizamento

COMENTARIO
Se vocé conseguiu preencher o quadro anterior sem recorrer a leituras e anotagdes,
parabéns! Vocé alcancou nossos objetivos. Caso contrdrio, revise o contelddo

cuidadosamente.

Complementando essa auto-avaliacdo, sugerimos que identifique os movimentos
que cada figura original (O) sofreu. Depois de fazer isso, confira suas respostas ao

final da aula.

Figura 27.34.a Figura 27.34.b

Figura 27.34.c

Exemplos de transformacdes isométricas.
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AUTO-AVALIACAO

Depois de ter estudado, nas aulas anteriores, as simetrias e rotacdes, vocé completa seu
estudo com as translacdes e as composicoes dessas isometrias. O importante é saber

conceituar cada uma delas e identificar sua ocorréncia em situacdes do cotidiano.

Se vocé entendeu como gerar cada movimento com recortes, dobras ou cépias
em papel, terd diferentes possibilidades didaticas para enriquecer e tornar suas
aulas mais dinamicas e agradaveis. Ter entendido a diferenca entre friso, roseta
e mosaico é importante, porém isso ndo é imprescindivel no momento. Nossa
intencao foi apresenta-los e defini-los, ainda que resumidamente, para que vocé

possa conhecer e sentir-se motivado para novos estudos e descobertas.

Finalmente, ter compreendido que a contextualizacdo nas aulas de Geometria ndo
se refere apenas ao cotidiano — e que esta também pode acontecer no ambito da

propria Matematica —, € um ponto importante em sua aprendizagem.

INFORMAGCAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, vocé vai estudar um outro tipo de transformacéo no plano, que
ndo preserva medidas: a semelhanca. Tenha a mao tesoura, papel A4 ou oficio,

papel transparente e instrumentos de medida (régua, transferidor, esquadro).
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RESPOSTA DA ATIVIDADE 2

RESPOSTA DA ATIVIDADE 4
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Parecido ou semelhante?
Estudando homotetias
e semelhancas

Meta da aula

Instrumentalizar o ensino
de Homotetia e Semelhanca.

Esperamos que, ap6s o estudo do contelido desta
aula, vocé seja capaz de:

o Definir figuras semelhantes.

¢ Definir figuras homotéticas.

¢ Compreender a semelhanca e a homotetia como
tipos de transformagéo no plano.

o Utilizar o pantdgrafo para ampliagdes e redugdes.

e Gerar familias de figuras semelhantes e analisa-las.

Pré-requisito

Para um bom desempenho nesta aula, vocé deve
rever a definicao de figuras semelhantes (Aula 2) e as
conseqiiéncias da semelhanca de triangulos

(Aulas 11 e 12 de Geometria Basica).
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Lembre-se de acessar as atividades da disciplina na Plataforma Ceder;.

INTRODUCAO Na Aula 2, vocé percebeu que ha diferencas entre conceito e definicdo. Para tal,
realizou varias atividades que desenvolveram o conceito de figuras semelhantes. Viu
também que, mesmo na 72 série, os alunos podem comparar figuras observando
os atributos relevantes da semelhanca.

Nas trés aulas anteriores, vocé estudou as isometrias, transformacdes que mantém
medidas. Nesta aula, vamos estudar outros tipos de transformacées no plano que

nao conserva medidas e sim apenas a forma: a semelhanca e a homotetia.

As criancas comecam a aprender Geometria assim que sdo capazes de ver, sentir
e se mover no espaco que ocupam. A medida que crescem, os alunos comegam a
perceber caracteristicas dos objetos desse espaco, como forma, tamanho, posicao,
movimento, ordem e crescimento.

O ENSINO DE SEMELHANCA DE FIGURAS NO
CURRICULO ESCOLAR

O conceito de semelhanga de figuras é importante, porque
desenvolve nas criangas a compreensio geométrica de seu meio e a idéia
de proporcionalidade. Frequientemente, elas encontram em seu dia-a-dia
fendmenos que requerem o conhecimento de ampliacdo, redugao, escala,
projecdo, crescimento de areas e outros conceitos relacionados com
semelhanca. Em nosso curriculo escolar atual, as idéias de semelhanga
estdo incluidas em muitas partes, tais como:

¢ “Alguns modelos para o conceito de ntimero racional baseiam-se
na semelhanca. Assim, as dificuldades dos alunos com numeros
racionais podem estar parcialmente ligadas a problemas com a idéia de
semelhanca” (LAPPAN, 1994).

® Razdo e propor¢do fazem parte do curriculo escolar, pelo menos
desde a 67 série do Ensino Fundamental, e apresentam muitas dificuldades

para o aluno.
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¢ Figuras geométricas semelhantes fornecem uma imagem mental
muito Util para outros tipos de situacoes que envolvem o conceito de
proporc¢io, facilitando o trabalho com as relagcdes métricas no triangulo
retangulo (Aula 21) etc.

* A importancia de se estudar o conceito de semelhanca também
se justifica pelo fato de este estar relacionado ao cotidiano do aluno,
através da ampliacdo e reducdo de fotos, da construg¢io de maquetes e

plantas-baixas etc.

Tradicionalmente, o ensino de semelhanga de figuras vem sendo
realizado sem aprofundar os aspectos nele envolvidos e sem relaciond-
lo com os demais contetdos; ou seja, as nogdes sdo apresentadas de
forma condensada, com defini¢cdes formais e alguns exemplos seguidos
de exercicios, numa seqiiéncia que nio explora a riqueza e a complexidade

que esse conhecimento pode propiciar.

O aluno vai conceituando, a medida que entende as figuras semelhantes.
Entender, neste caso, pode significar comparar, reconstruir, buscar outros
exemplos e redefinir.

Na maioria de nossas escolas, o professor s6 trabalha semelhanga de
figuras a partir da 8° série do Ensino Fundamental, priorizando defini¢oes
e propriedades; em alguns casos, esse ensino fica restrito ao estudo de
triangulos. Surge, entdo, a necessidade de um trabalho exploratério
e manipulativo, partindo da realidade e da vivéncia do aluno, visando a

uma posterior fase de formaliza¢do e rigor do conceito em si.

E preciso que o aluno elabore os seus esquemas cognitivos, observando,
manipulando, questionando, refletindo, formulando perguntas, relacionando
os conceitos ja aprendidos com os novos, de maneira a chegar a conclusdes
corretas e consistentes com seu alcance e compreensao. Sendo assim, um ensino de
Matematica que desafie o aluno e desenvolva sua auto-estima para resolver uma
tarefa despertara nele um sentimento positivo diante da disciplina, estimulando-o
a resolver problemas.
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Verificando alguns de nossos livros diddticos de Matematica,
percebemos que a maioria ainda a apresenta de maneira estatica,
perfeitamente estruturada, em que os conhecimentos novos se baseiam
em outros anteriores. Dos conceitos mais simples se passa, gradualmente,
a outros mais elaborados, apoiando-se em axiomas, teoremas etc., da
mesma maneira que se constroi um edificio solido e harmonioso a partir
de alicerces mais firmes. Por exemplo, acompanhando a dire¢do das setas,
a seguir, vocé observa a sequéncia usada na apresentacdo do contetido
de semelhanga, tradicionalmente utilizada nos livros didaticos. Neste
caso, o processo de construgdo do conhecimento é trabalhado como
se fosse linear e seqiiencial; o contetido é esgotado ao mdximo em um

determinado momento da vida escolar. Observe:

Proporcionalidade de segmentos — Retas paralelas cortadas por
transversal —p-Teorema de Tales —p Tridngulos—p-Semelhancga de

triangulos —p Relacdes métricas no tridngulo retidngulo

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 1

Consiga trés livros didaticos adotados em escolas de sua cidade e verifique se
neles a seqUiéncia anterior ainda é privilegiada. Identifique, também, elementos

conceituais novos trazidos nos livros para o estudo da semelhanca.

COMENTARIO
Consideramos muito importante que vocé realize esse tipo de tarefa, pois, dessa forma,
poderd ir conhecendo diferentes livros diddticos, recursos que serdo indispensdveis

em suas aulas.

Construimos nossas defini¢des por meio de exemplos negativos (contra-exemplos)
e positivos. Propor aos alunos atividades que explorem ndo apenas os exemplos
positivos de um conceito é uma tarefa docente importante.

218 CEDERJ



RELEMBRANDO A DEFINI(,'AO DE FIGURAS SEMELHANTES )
LADOS HOMGLOGOS

Sao os lados

Vocé sabia que duas ou mais figuras sdo semelhantes quando possuem correspondentes de
duas ou mais figuras
semelhantes.

AULA ﬁ

angulos correspondentes congruentes e LADOS HOMOLOGOS proporcionais?

Lembre-se de que lados homdlogos proporcionais e angulos correspondentes
congruentes sdo atributos relevantes na definicdo de semelhanca de figuras.

Por exemplo, os poligonos das figuras seguintes sio semelhantes,
pois ADA’, BOB’, CIC’ e D UD’ e os lados correspondentes AB e A'B’,
BCe B’C’, CD e C’D’, AD e A’'D” sdo proporcionais (10 _20_2,

5710 1
D C
<] ]
10 D' c
| T
5
al [ ] 0
A 20 B A’ 10 B'

Figura 28.1: Retangulos semelhantes.

Esta definicdo leva-nos a observar que:

1. Dois poligonos quaisquer podem ter angulos congruentes,
mas podem nio ter a mesma forma. Como exemplo, destacam-se os
retingulos ABCD e PQMN (Figura 28.2) a seguir, que possuem angulos

correspondentes congruentes, mas ndo tém a mesma forma, uma vez que

. ~ ~ . . 1
seus lados homdlogos ndo sao proporcionais (£ # % ).
D C
aj L]
30
ol o
A 40 B
60
CT o
10
ol -]

Figura 28.2: Retangulos ndo-semelhantes.
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2. Podemos encontrar também poligonos, como o quadrado e o
losango da Figura 28.3, que possuem lados proporcionais, mas que ndao

tém a mesma forma.

25
2] L]
30 30
25 25
-] [<] 30 30
25
Figura 28.3: Poligonos ndo-semelhantes.
ATIVIDADES

1. A partir da definicao de semelhanca de figuras, analise a veracidade dos
enunciados seguintes, justificando sua resposta para cada um deles.

b. Todas as circunferéncias sao semelhantes.
c. Todos os quadrados sd@o semelhantes.
d. Todos os retangulos sdo semelhantes.
e. Todos os triangulos sdo semelhantes.

COMENTARIO
Lembre-se de que, neste caso, o processo de justificar envolve apresentar exemplos
ou contra-exemplos.
Como vocé sabe, a semelhanca de figuras é uma relacdo de equivaléncia, pois &

reflexiva, simétrica e transitiva.

3
@
™
)
a

2. Prove que a semelhanca é uma relacio de equivaléncia. ¥5 %3 %3151

COMENTARIO
As vezes, falar de uma determinada demonstracdo & mais fécil do que escrevé-la.
Sendo assim, é importante o ato de falar e buscar organizar o processo demonstrativo
de determinada propriedade, ainda que mentalmente. Nesta atividade, vocé deve
ter visto que a semelhanga é reflexiva (todo poligono é semelhante a si mesmo),
é simétrica (por exemplo, se um poligono ABCD U AB'CD; entdo, o poligono
ABCD’ U ABCD), e é transitiva (se um poligono ABCD U ABCD' e o poligono
ABCD’ U EFGH, entdo, ABCDUO EFGH).
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No curso de Geometria Basica, vocé estudou a semelhanga de
triangulos. O estudo dos tridangulos semelhantes tem uma diferencga no
que diz respeito aos retingulos, uma vez que nem todos os seus dngulos

sao congruentes.

UM CASO ESPECIAL DE SEMELHANCA: OS TRIANGULOS

Luengo (1990) sugere que o trabalho com semelhanca de triangulos
comece com os tridngulos equilateros, passando aos tridngulos retingulos

e, por ultimo, ao caso geral. Ainda, segundo o autor,

a primeira consideragdo que o aluno possivelmente perceberd, é que
os angulos nos tridngulos semelhantes tém que ser iguais, aprendendo
a identificar os angulos correspondentes, mesmo que aparecam
desenhados em posicoes diferentes. Interessa muito ao aluno, que
conheca e maneje com desenvoltura a propriedade da soma dos

angulos internos de um triangulo qualquer, isto é, 180°.

Dentre as diversas figuras planas, o estudo do tridngulo é
importante, uma vez que qualquer poligono pode ser decomposto em

um conjunto de triangulos.

Dizemos que dois ou mais tridngulos sio semelhantes quando os seus angulos
correspondentes sio congruentes ou seus lados homélogos proporcionais. Portanto,
para verificarmos esta afirmagdo, nio € preciso comprovar que os trés angulos
correspondentes sdo congruentes e seus lados homélogos, proporcionais.

Existem trés critérios para assegurarmos a semelhanga de
triangulos, que sio:

1. Dois tridngulos sdo semelhantes se tém um angulo congruente
e se os lados que o formam sdo proporcionais.

2. Dois triangulos sdo semelhantes se possuem dois angulos
congruentes.

3. Dois triangulos sdo semelhantes quando possuem seus lados

homologos proporcionais.
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ATIVIDADE COMPLEMENTAR 2

Gostariamos que vocé relembrasse trés proposicdes estudadas no Moédulo 2 de
Geometria Basica. Ou melhor, além de revisar sua demonstracdo, que pensasse
em alternativas de apresenta-las a alunos da 82 série do Ensino Fundamental ou

do 1° ano do Ensino Médio.

Proposi¢cdo 27: Se um triangulo tem dois de seus angulos correspondentes
congruentes a dois angulos de outro tridangulo, entdo os dois tridngulos sdo

semelhantes.

Proposicdo 28: Se dois lados de um triangulo sdo proporcionais a dois lados de
outro triangulo e os angulos inclusos e esses lados sdo congruentes, entdo esses

triangulos sdo semelhantes.

Proposicdo 29: Se os trés lados de um triangulo sdo proporcionais aos trés lados

de outro triangulo, entao esses triangulos sdo semelhantes.

COMENTARIO
E fundamental que vocé pense em alternativas didciticas para desenvolver o raciocinio
I6gico-dedutivo de seus alunos. Este tjpo de proposicdo néo pode ser trabalhado no
curriculo com meras “decorebas” e sem gplicacdo. Um processo de manipulagdo de

cortes, recortes, sobreposicoes de figuras etc. pode também enriquecer o trabalho.

Podemos triangular todos os poligonos (e, com grande aproximacao, qualquer
figura), de maneira que os critérios de semelhanca de triangulos sirvam para
averiguar se os poligonos sdo ou ndo semelhantes.

Suponhamos que os pentigonos ABCDE e AB’C’D’E’ a seguir

sejam semelhantes.

Figura 28.4: Triangulagdo de poligonos.
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O processo de triangulagdo é importante também no estabelecimento de formulas
para o calculo de areas planas (Aula 23).

Uma possivel triangulagdo € a que se vé na Figura 28.4. Dai, para
averiguarmos se os pentdgonos sao ou nao semelhantes, basta sabermos
se os seguintes pares de tridngulos sao semelhantes.

I-T' -1 1m-~mr

Verificamos que:

Com isso, podemos comprovar, também, que a razdo entre os
perimetros dos poligonos semelhantes é igual a RAzAo DE SEMELHANCA. Com
efeito, somando-se os antecedentes e conseqlientes na série de razdes

iguais, obtém-se a razdo dos perimetros. Assim, temos:

(AB+BC+CD+DE+EA)
(A’B’+B’C+CD’+D’E’+E’A)

=E:K
P

CONVERSANDO SOBRE A HISTORIA: O POLIGONO
ESTRELADO E O NUMERO DE OURO

Como vocé viu na Aula 22, a razdo durea e suas aplicagdes
despertaram e ainda despertam muita curiosidade matematica. Por
exemplo, as proporg¢des, a proporcionalidade de segmentos e o estudo
das areas estiveram presentes nos estudos pitagéricos. Um dos aspectos
debatidos na Geometria pitagérica é o estudo do pentdgono estrelado
(Aula 14). Nele, as relacoes de semelhanga, a proporcdo de segmentos

e dreas podem ser estudadas e explicitadas.

Figura 28.5: Pentagono estrelado.

A razao comum

entre os lados
correspondentes em
poligonos semelhantes
é denominada RAZAO

DE SEMELHANCA.
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Tracando as diagonais do pentdgono regular (A, B, C, D, E)
obtemos o seu semelhante A, B’, C’, D’, E’. Tal procedimento pode ser
feito indefinidamente, e a sua relacio de semelhanca foi denominada
"divina propor¢do".

Com a mesma idéia, levando o lado menor (a) sobre a base (b),

podemos obter um retangulo e, assim, sucessivamente.

A

Figura 28.6: Retangulo aureo.

Um retangulo construido com os segmentos a e b estd em

proporcdo aurea, se vale a igualdade:

Ou seja, a relagio entre o lado maior e 0 menor é a mesma que
existe entre o lado menor e a diferenca de ambos. Para que o retingulo

seja dureo, basta-nos calcular a razio b,
a

b VD
2 2
. a(lrﬁ)mg 145
2 a 2
0 ED1,62
a

Finalizando, podemos ver que os lados do retingulo estio na

proporcao aurea: ¢ :E =1,62 -
a
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ANALISANDO A RAZAO DE SEMELHANCA: COMPARANDO
AREAS E VOLUMES

ATIVIDADE

3. Como vocé sabe, as plantas-baixas também podem constituir recursos

‘ para o trabalho com semelhancas no plano. Sendo assim, consiga uma

planta-baixa em alguma revista ou jornal. Identifique a escala em que

‘ foi construida. Se desenharmos uma planta semelhante a esta na razéo

’ de semelhanca k = 1, quanto mediria o seu perimetro? E a sua area?
2 1

A que escala corresponde a razao > ? Faca o mesmo tipo »de raciocinio

IREERCRREFRCL R FRE R AR RS]

1
para a razdo e Justifique suas respostas.

COMENTARIO
Vocé verd que, por facilidade e comodidade, as plantas sdo feitas na escala 1:100
(lembre-se das nossas Aulas 22 e 23). Além de explorar conceitos relacionados d
semelhanga (poligonos, dreq, perimetro, medidas), este tipo de tarefa permite-nos
entender o conceito de escala e relacionar a razéo de semelhanga com a razéo entre

as dreas e com a razdo entre 0s per/'metr 0S.

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 3

Sejam os tridngulos semelhantes ABC e A’B’C’. Chamaremos suas
respectivas alturas de b e b’ e k a razao de semelhanca. Veja a seguir como

vocé pode verificar a relacdo existente entre as areas dos tridngulos.

B
/IN Figura 28.7: Triangulos semelhantes.

A c

As areas destes tridngulo sdo, respectivamente:

~[AC]x b, frea : [AC]x b’

Area [ ABC)

ABC]

Pelos triangulos serem semelhantes, verifica-se que:
[A'C'1=[AC]xK e h'=kxh
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E portanto:
Area - [A’C’] x h’ - [AC] xkxkxh e [AC]x h
2 2 2
Area[A,B,C.]=k2 x Area (ABC]
COMENTARIO

O objetivo principal das duas atividades anteriores é que vocé perceba que a razdo entre

as dreas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da razdo de semelhanca.

CONVERSANDO SOBRE A HISTORIA: A DUPLICAGCAO
DO CUBO

Na Aula 5, vocé viu que a duplicagdo do cubo, que consiste em
encontrar o lado cujo volume fosse 0 dobro de um cubo dado, foi um dos
problemas classicos da Geometria. Contam os historiadores que a morte
de Péricles revolucionou Atenas, fezendo com que o ordculo de Apolo,
em Delfos, sugerisse a duplicagdo do altar cibico dedicado a
Apolo. Os atenienses duplicaram todas as dimensdes, porém perceberam
que ndo alcangaram o objetivo desejado. A solugio idealizada nao podia
ser encontrada com tais procedimentos. Tal anedota sugere-nos alguns
questionamentos: Quantas vezes os atenienes aumentaram o tamanho do
altar? E possivel obter um cubo cujo volume seja o dobro do volume de
outro cubo? Tanto no plano como no espaco as relacoes de semelbanga

sdo as mesmas?
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ATIVIDADE

4. Analise e responda as perguntas anteriores e converse com seu tutor,

AULA ﬁ

Y
g

ATIVIDADE COMPLEMENTAR 4 3787575

e

A seguir, compare e estabeleca a relagdo entre o volume dos
tetraedros semelhantes 1 e 2. R
A

Tetraedro 2

Tetraedro 1

C'

Figura 28.8: Tetraedros semelhantes.

COMENTARIO
O obyjetivo principal desta atividade € perceber que a razdo entre os volumes de figuras
semelhantes é iqual ao cubo da razdo de semelhanca. A demonstragdo desta relacdo
é feita de modo similar a Atividade Complementar 3, porém, lembre-se de que o

1
volume do tetraedro é 3 da drea da base multiplicado pela altura.

Como vocé estd vendo, as idéias de semelhanga podem estar
incluidas em vdrias partes do curriculo escolar, e este topico ndo deve
mais ser trabalhado apenas na 8% série, nem ficar reduzido ao estudo de
triangulos. Tal ensino deve explorar e aprofundar os saberes matematicos
envolvidos (por exemplo, o de proporcionalidade), estabelecer relagdes
com outros saberes e também levar em consideracio o desenvolvimento

da linguagem do aluno.
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A atengdo a linguagem, seja ela vista como forma de expressio
escrita, falada ou gesticulada, deve ser uma constante também pelo
professor de Matematica. Diversas pesquisas em Educa¢do Matemadtica
tém mostrado que uma série de significados e interferéncias entre a

linguagem corrente e a Matemdtica deve ser levada em consideragio.

AFINAL: SEMELHANTE OU PARECIDO?

Figura 28.9: Figuras parecidas.

Na linguagem corrente, a palavra semelbante é sinénima de
parecido. Porém, na linguagem matemadtica, somente quando duas
figuras possuem a mesma forma, mesmo em tamanhos diferentes, elas
sdo ditas semelhantes. Matematicamente falando, quando dizemos
“a mesma forma” nos referimos a “exatamente a mesma forma”, e nao
basta serem apenas parecidas; é necessirio perceber que essa igualdade
de forma implica igualdade de angulos correspondentes simultaneamente
com a proporcionalidade dos lados homélogos.

Diante dessa situacdo, torna-se imprescindivel que o professor leve
em consideracdo a linguagem de seus alunos e que ela seja, muitas vezes,

o seu ponto de partida para explorar determinado conteddo.

CONTRIBUICOES DA LOGICA MATEMATICA A
CONSTRUCAO DA DEFINICAO DE FIGURAS SEMELHANTES

Como vocé estudou nas Aulas 2 e 3, a definicio de figuras
semelhantes envolve uma conjungio. Figuras semelhantes sao definidas
por meio de um enunciado que utiliza o conectivo e. No entanto,
quando nos referimos ao tridingulo, vocé viu que aparece o conectivo ou.
Apesar de tais conectivos parecerem irrelevantes, os enunciados por
eles formados podem gerar dificuldades na compreensio do conceito

de semelhanca de figuras.
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Quando o professor desenvolve atividades explorando a definicdo de figuras
semelhantes, torna-se imprescindivel que fique atento ao fato de que essa
defini¢do é uma conjuncdo, pois para que duas ou mais figuras sejam ditas
semelhantes é necessario que atendam as seguintes condicoes: possuirem dngulos
correspondentes congruentes e lados homdlogos proporcionais.

Sugerimos que o professor organize varias atividades em que os
estudantes possam manipular e verificar a semelhan¢a de figuras sob
diferentes pontos de vista. Nesta perspectiva, vocé ird revisar trés métodos
de construcao de familias de figuras semelbantes: o método da diagonal,

o da homotetia e o das quadriculas.

CONSTRUINDO FAMILIAS DE RETANGULOS SEMELHANTES
POR MEIO DO METODO DA DIAGONAL

O método da diagonal consiste em sobrepor retangulos, de
maneira que suas diagonais coincidam com os vértices correspondentes;
neste caso, forma-se uma familia de retdngulos semelhantes. Como pode
ser observado na Figura 28.10, estao sendo formadas duas familias de

retangulos semelhantes.

Figura 28.10: Familias de retangulos semelhantes.

Nas Atividades 3 e 4 da Aula 3, vocé construiu retingulos no
geoplano por meio do método da diagonal. Embora nio tenhamos

aprofundado o tipo de constru¢do naquele momento, faremos a seguir.
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ATIVIDADES

5. Volte aos seus registros das Atividades 3 e 4 da Aula 3 e identifique as
‘ familias de retangulos que sdo construidas. ¥4 %345
‘ COMENTARIO
’ E bom destacar que, dada a impreciséo do geoplano, as diagonais podem néo

ocorrer sobre a mesma reta suporte. Sendo assim, podemos pensar em outros tjpos

de atividade, como veremos a seguir.

6. Nas loja de revelacdo, € comum encontrarmos varios tamanhos de foto:
3x4, 9x12, 10x15 etc. Construa os retangulos determinados por cada um
desses tamanhos e analise, por meio do método das diagonais, as familias
de retangulos semelhantes.

COMENTARIO
Tarefa similar pode ser proposta com a guilhotina. Neste instrumento de cortar papéis
é comum aparecerem as dimensoes dos retdngulos. Vocé deve ter percebido que os
retangulos sdo poligonos que possuem uma propriedade favordvel para o estudo de
semelhanca em geral; ou seja, eles possuem todos os dngulos congruentes, bastando

apenas verificarmos a proporcionalidade dos lados com o critério de semelhanga.

Em seus estudos, Bairral (1996) ressaltou que, ao trabalhar com retingulos,

o professor deve estar atento para o fato de os alunos nao se preocuparem em
verificar a congruéncia dos dngulos, uma vez que todos os dngulos dessa figura
geométrica sdo congruentes, o que nao lhe permitird verificar se o aluno percebe
a natureza conjuntiva da defini¢do de semelhanga e, também, se j4 domina os
atributos relevantes do conceito.

Os retangulos, apesar de parecidos, podem nao ser semelhantes.

Como vocé sabe, o professor deve, a todo momento, explorar
as diferengas entre a linguagem matemadtica e a linguagem corrente,
e reconhecer a importancia desta ultima para o trabalho com os conceitos
matemadticos. Na diversidade de respostas dos alunos para esta questao,
surgirdo expressdes que enriquecerdo o trabalho com semelhanga,
cujo significado o professor devera exercitar bastante, seja na linguagem
corrente, seja na da Matematica. Alguns exemplos: proporcdo, congruente,
equivalentes, mudar de acordo, escalas, aumentar na mesma medida,
aumentar na mesma proporcdo, proporcional, propor¢do diferente,

estruturas parecidas e lados alterados etc.
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CONSTRUINDO FAMILIAS DE FIGURAS SEMELHANTES POR
MEIO DA HOMOTETIA

Utilizando o segundo método, o da homotetia por um ponto, para
ampliar (ou reduzir) o poligono ABCD, como o da Figura 28.11, fixamos
um ponto O (chamado centro de homotetia) qualquer e, a partir dele,
tragamos semi-retas que passam pelos vértices do poligono. A reducio
(ou ampliag¢do) é obtida tragando-se segmentos paralelos aos lados do
poligono ABCD compreendidos entre as semi-retas, como pode ser

verificado na figura seguinte.

Figura 28.11: Retangulos homotéticos.

Observe que nas figuras homotéticas os lados correspondentes (homologos)
sdo paralelos.

A transformacado que associa os poligonos AB’C’D’ e A”B”C”D”
ao poligono ABCD é denominada homotetia. O centro de homotetia
pode ser interno, externo ou pertencer a figura (€ um de seus vértices,
como na Figura 28.14). Na Figura 28.11, o centro é externo.

Veja a seguir o centro de homotetia em outras figuras.
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Imagem ;S\\T? Objeto
Olho
Figura 28.12: Homotetia no olho humano.
I >
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Figura 28.13: Homotetia em perspectiva.
D
Figura 28.14: Pentagonos homotéticos.
ATIVIDADE

7. Encontrar o centro de homotetia em figuras é um procedimento
importante. Construa figuras homotéticas considerando o centro de
homotetia: (a) no exterior; (b) no interior; e (c) em um dos vértices da
‘ figura. Analise vantagens e desvantagens de cada procedlmento que vocé

’ utilizou e converse com seu tutor. £ £

COMENTARIO

Alguns termos matemcdticos aparecem no estudo de homotetias, tais como: razdo de

homotetia, centro de homotetia, poligonos homotéticos, tangéncias etc. Tal terminologia

VIRGiLIO ATHAYDE L . , .
e nos possibita novas formas de definicdo de figuras semelhantes. Para vocé saber mais

Professor da sobre homotetias, veja PINHEIRO (1974, 1986).
UFR]J, publicou

dois importantes
livros intitulados
Geometrografia,
com énfase nas
transformagoes
geométricas.
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O método da diagonal é um caso particular das homotetias.

As homotetias também s3o utilizadas na construgao de figuras
espaciais semelhantes. Embora nio seja nosso propésito trabalhar, nesta
aula, as relacdes no espaco, segue uma ilustragio de dois octaedros

homotéticos, a titulo de curiosidade.

Figura 28.15: Octaedros homotéticos.

CONVERSANDO SOBRE O SEU LABORATORIO DE
GEOMETRIA

Materiais como o Tangram, o geoplano, a calculadora, a régua e o
compasso, fotos, papel quadriculado, papel milimetrado, mapas, plantas-
baixas, ja descritos em aulas anteriores, também permitem-nos abordar
diferentes aspectos da semelhanga de figuras. A utilizagdo de recursos
de projecdo (retroprojetor, diapositivas etc.), assim como o estudo
experimental da formagdo de imagens nas lentes, pode constituir outro
meio eficaz para a introdugdo ao estudo das homotetias e semelhangas,
uma vez que propicia uma rica fonte de observacdo. Por exemplo, veja

o esquema de funcionamento de um retroprojetor.

Figura 28.16: Esquema de retroprojetor.
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Como é projetada a imagem? O objeto e sua imagem sao semelhantes?
Como temos que colocar uma transparéncia para que sua projecao esteja
na posi¢ao correta, ou seja, nio esteja de "cabega para baixo"? Nio seria
interessante discutir como nossos alunos este tipo de funcionamento?

Como prometemos na aula anterior, vamos apresentar o pantégr afo.

Vocé deve ter visto ou ouvido falar em portas pantograficas, aquelas de elevador.
Elas sdo construidas segundo o mesmo tipo de estrutura do pantégrafo.

Trata-se de um tradicional instrumento que pode ser utilizado
para ampliar, reduzir e até mesmo copiar uma figura qualquer. A seguir,
forneceremos algumas informagdes de como manusear o pantdgrafo.

Como ampliar, reduzir ou copiar um desenho qualquer?

Figura 28.17: Ampliacdo com o pantégrafo. | [




Ampliar

AULA ﬁ

1) Fixa-se a morca na mesa e encaixa-se nela o pino da régua “A”.

2) Coloca-se um grafite macio na pinga da régua “C”.

3) Sob a agulha-guia (jun¢ao das réguas “B” e “D”) coloca-se o
desenho original a ampliar.

4) Contornando-se o desenho original com a agulha-guia, a ampliagio

serd tragada pela pinca da régua “C”.
Reduzir

1) Inverte-se a posi¢do da agulha-guia e da pinga, colocando-se a
primeira na régua “C” e a pinga na juncao das réguas “B” e “D”.
2) Percorrendo-se o desenho original com agulha-guia da régua “C”,

a reducdo sera tracada pela pinca na jungio das réguas “B” e “D”.
Copiar

1) Substitua a morca pelo apoio plastico (pega redonda) que
acompanha o pantégrafo, fixando-a com trés percevejos mais ou menos
no centro da mesa. Retire o pino da régua “A” e coloque-o na junc¢io
das réguas “D” e “B”, enfiando-o no furo central do apoio pléstico.

2) Coloca-se a agulha-guia na régua “A”.

3) Coloca-se a pinga na régua “C”.

4) Percorrendo-se o desenho original colocado sob a agulha-guia

da régua “A”, o desenho ird sendo tracado pela pinga da régua “C”.

As escalas gravadas nos orificios das réguas representam as possibilidades de
ampliagao e reducdo. Para se obter qualquer das escalas, deveremos fazer
coincidir os furos. Exemplo: para ampliar ou reduzir em cinco vezes um desenho,
é indispensavel que o furo 5 da régua “A" coincida com o furo 5 da régua “D" e
que o furo 5 da régua “B" coincida com o furo 5 da régua “C".
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O pantografo é um dos instrumentos utilizados para trabalhar
transformaces no plano. A seguir, ilustramos dois tipos de pantografo:
o de Schneider, que nos possibilita construir figuras homotéticas, e o de
Sylvester, que nos permite fazer rotagdes.

Acesse http://www.museo.unimo.it/theatrum/inizio.htm e conhega
um pouco mais sobre os pantégrafos, realizando ampliagdes e reducoes.

Quando a razdo de homotetia é positiva, temos uma homotetia

direta; quando é negativa, temos a inversa.

P
A
)
B
A
C
P

D

O

Figura 28.18: Pantografo de Schneider (homotetia). Figura 28.19: Pantografo de Sylvester.

A construgdo dos diferentes pantografos sugeridos por Pinheiro (1974, 1986)
foi feita pelo professor Delson Lima Filho, do Departamento de Desenho e
Construgdes da UFRJ.

ATIVIDADES

8. Construa figuras homotéticas direta e inversamente. O que vocé observa
no que se refere as razdes de homotetia? 313131410

COMENTARIO
Tarefas envolvendo homotetias inversas sdo outras alternativas para ilustrar a

multiplicagao de nimeros negativos. Por exemplo, qual é a inversa da inversa?

9. Todas as figuras homotéticas sao semelhantes? Todas as figuras
semelhantes sdo homotéticas? Justifique suas respostas. %23 % &0

COMENTARIO

Lembre-se de que figuras homotéticas tém lados homdlogos paralelos.
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ATIVIDADE COMPLEMENTAR 5

Nesta atividade, vocé deve comprovar: (a) que a homotetia de
razdo 1 é a identidade; (b) que as homotetias sao bije¢des; e (c) que as

homotetias concéntricas formam um grupo.

COMENTARIO
Esse tjpo de atividade, que envolve deduges ainda ndo muito estruturadas, € bastante

pertinente no Ensino Médio.

Lembra-se dos niveis de van Hiele, com os quais trabalhamos na Aula 1?

Portanto, mesmo com toda essa gama de experiéncias que o
conceito de semelhanca propicia ao aluno, verifica-se que o ensino de
tal conceito se faz de maneira totalmente desvinculada; infelizmente,
nao ha articulacio desse conceito com os demais contetddos da

Matematica e, até mesmo, de outras disciplinas.

CONSTRUINDO FAMILIAS: A TECNICA DO QUADRICULADO

A técnica da quadricula é uma antiga e original maneira de
copiar, ampliar ou reduzir, proporcionalmente, uma figura qualquer.
Os procedimentos sdo simples. Desenhamos a figura, a quadriculamos
e escolhemos o quanto a reduziremos ou ampliaremos. Dessa forma, o
quadradinho passa a ser nossa unidade de medida. Qualquer alteragio,
ampliacao ou redugio devera ser feita considerando esta unidade como

referéncia. Por exemplo, na ilustragio seguinte vocé vera a figura original,

sua redugio e ampliacao. 1 2 3 4 5 6
11 23 4 §5 6 7 2
2
234567 \
3 \\ é 3 L 4 \
4 3 ~
4
5 - s - 4
6 7
7 . S b
Desenho reduzido v
Desenho original
6

Figura 28.20: Amplia¢do e reducao quadriculada.

Desenho ampliado
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ATIVIDADE

10. O professor Marcelo propds aos seus alunos de 82 série a seguinte
‘ tarefa: no desenho a seguir, digam (justificando suas respostas) qual(is)
é(sao) o(s) barco(s) semelhantes(s) ao barco B. %’ )

.
p——

Figura 28.21: Figuras quadriculadas.

Veja as respostas dadas por alguns alunos:

1. “D e F, o que mudou foi o tamanho, mas a figura é a mesma. A D
cresceu 4 vezes, a F cresceu 2,5."

2. "Os barcos D e F. Porque o F ampliou o B em duas vezes e meia; o D
ampliou o B em trés vezes."

3.“CeEndosdosemelhantesporque ndopossuemdngulos correspondentes.
D e F —» porque possuem dngulos correspondentes.”

4. "D e F—» D aumentou 4 vezes e o F, 2 vezes e meia.”

5. "0 D é semelhante porque ampliou 2 vezes.”

6. “Os barcos semelhantes sdo as letras C, E e F. Porque o barco E é o
dobro do barco B e o barco F é o triplo do barco B e também o C € o triplo
do barco B. O barco D possui apenas 19 quadradinhos, e para ser
semelhante teria de ter 20. Obs.: Os lados foram alterados, mas os
dngulos permaneceram.”

7."Os barcos D e F, porque no barco D o barco B foi aumentado 2 vezes,
e no barco F o barco B foi aumentado 2,5 milimetros."

Analise, como professor, as respostas anteriores.

COMENTARIO
Apresente seus comentdrios ao seu tutor e converse com ele. Interaja também com

seus colegas.
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ATIVIDADE COMPLEMENTAR 6

Desenhe uma figura qualquer. Utilizando o pantégrafo, amplie em
trés vezes e reduza em trés vezes o tamanho dessa figura. Faga o mesmo
utilizando papel quadriculado. Descreva o processo de construgio em

cada caso e faca duas observacoes notaveis.

COMENTARIO
Este é um possivel exemplo de atividade que nos possibilita integrar Matemdtica com
outra disciplina: a Educagdo Artistica. Enquanto nas aulas de Artes os alunos podem ir
construindo figuras variadas, nas aulas de Matemditica o professor vai desenvolvendo
com seus alunos andlises das formas construidas e seus respectivos procedimentos.
Vocé verd que o contetido curricular (conceitos + procedimentos + atitudes) terd outra

motivagdo para seus alunos.

CONVERSANDO SOBRE A INTEGRACAO CURRICULAR:
O SISTEMA SOLAR COMO EXEMPLO DE UTILIZACAO DE
ESCALAS

Um dos constantes esfor¢os do Homem foi encontrar representacoes
simples que reproduzissem determinada forma e mantivessem certa
propor¢do no que se refere s medidas. Como sabemos, a proporcionalidade
é freqiientemente aplicada nos estudos astronémicos (por exemplo, no
calculo da distancia da Terra a Lua, do didmetro da Terra e do didmetro
lunar). Atualmente, conhecemos, com bastante precisdo, as distincias entre
os planetas e satélites que compoem o sistema solar, cuja representaciao
grafica aparece em diversas publicagdes. A seguir, ilustramos a distancia
entre os planetas e o Sol, a distancia entre os demais planetas e a Terra e

o didmetro equatorial de todos eles.

Tabela 28.1: Distancia entre planetas no sistema solar

Distancia do Sol (em km) | Didmetro Equatorial (km)
Merciirio 57,9 5.000
Vénus 108,2 12.400
Terra 149,6 12.740
Marte 227.9 6.780
Jupiter 778,3 142.000
Saturno 1.428,0 115.000
Urano 2.872,0 51.600
Netuno 4.498,0 44.600
Plutao 5.910,0 Aproximadamente 6.400
Sol — 1.392.000
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ATIVIDADE COMPLEMENTAR 7

Considerando essas dimensoes, construa em escala um sistema
solar de bolas de isopor, ou outro material moldavel, tendo como
referéncia o nosso sistema. Obtenha, em escala, um desenho de nossos

planetas vizinhos (da Terra).

COMENTARIO
Este é um exemplo de atividade que nos possibilita integrar Matemdtica com outra

disciplina: a Geografia.

Caso vocé queira resolver mais exercicios sobre semelhancas, lembre-se de que
podera encontra-los em seu Médulo 2 de Geometria Basica.

CONCLUSAO

Quanto maior a variedade de situacdes de aprendizagem sobre um conceito e
discussdo com os alunos sobre o desenrolar das mesmas, mais dinamico ficara
0 processo de construcdo conceitual. Se os conceitos relacionados a nocao de
semelhanca (proporcionalidade, razdo, escalas, utilizacdo e comparacdo de
medidas variadas, construcdo e comparacdo de figuras diversas etc.) forem
desenvolvidos, em diferentes momentos do curriculo, desde as séries iniciais, o
aluno poderd ir ampliando sua compreensdo sobre os atributos relevantes da

definicdo de semelhanca.
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RESUMO

A semelhanca e a homotetia sdo transformag¢des no plano que mantém a
forma, porém alteram medidas, proporcionalmente. Assim, enquanto figuras
isométricas (Aulas 25, 26 e 27) tém a mesma forma e as mesmas dimensdes,
isto &, sao congruentes, figuras homotéticas conservam apenas a mesma forma,
sendo semelhantes. Particularmente, poligonos homotéticos possuem os lados
correspondentes paralelos.

Existem muitas atividades que priorizaram o estudo da semelhanca e da homotetia
no plano. No entanto, podemos, também, inserir figuras espaciais. Além de
trabalhar com o pantégrafo, podemos construir familias de figuras semelhantes por

meio do método da diagonal, fazendo homotetias ou quadriculando figuras.

AUTO-AVALIACAO 73%:

Consideramos fundamental que vocé esteja convencido da importancia do estudo
das semelhancas e homotetias no curriculo do Ensino Fundamental. Ao contrario
da Aula 25, em que solicitamos que vocé elaborasse um esquema, nesta sugerimos
que redija um paragrafo explicativo sobre sua compreensao do esquema seguinte.
Se vocé realizou as atividades propostas, a excecdo das complementares, nao tera
problemas em escrever seu paragrafo auto-avaliativo. Uma estratégia inicial pode
ser buscar as atividades que trabalhem cada parte do esquema. Pode existir algum

item do esquema nao trabalhado nesta aula.

Proporcionalidade
Semelhanca
Homotetia

Angulos | Poligonos Figuras
circulares
Slsterr_1a P ¥
sexagesimal i
Perimetros
_______________________ _, Areas
Figuras Volumes

espaciais
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ATIVIDADE FINAL

A integracdo dos conteudos pode ser feita na prépria disciplina ou em outras. Além
da integracdo na Matematica (aplicacdo no Teorema de Pitagoras, nas relacées
métricas no triangulo retangulo etc.), o trabalho com semelhancas e homotetias
pode envolver, por exemplo, as disciplinas de Geografia, Histéria, Artes e Portugués.
Em Artes, o professor pode fazer toda a exploracao inicial utilizando jornais, revistas
e demais materiais, propondo a construcao de plantas imaginarias, desenhos livres
e fazendo ampliacées/reducdes utilizando pantografo, papel quadriculado etc.
Em Lingua Portuguesa, a proposta de redacdes e demais formas de comunicac¢ao
e expressdo enriquecera o trabalho. Em Histéria, o levantamento de informacées
sobre as medidas (metro, polegada, jarda, milhas, bites etc.), o seu surgimento
e utilizacdo pelas diferentes civilizacdes durante a histéria da humanidade. Em
Geografia, a dinamica e concretizacdo do trabalho cartografico com certeza
motivard o aluno para o envolvimento no processo de ensino-aprendizagem e
contribuira para a constru¢do de um saber menos compartimentalizado. Assim,
0 que propomos a vocé&, como avaliacdo desta aula, é que pense e sugira uma
atividade integradora que envolva conceitos de diferentes disciplinas. A série é

vocé quem determinara.

Exemplo de atividade Objetivo(s) Série Disciplinas e conceitos
envolvidos

INFORMACAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na proxima aula, vocé conhecera outras possibilidades de tornar suas aulas de
Geometria mais criativas e ludicas. Aspectos da Teoria das Inteligéncias Multiplas

norteardo o desenvolvimento das atividades.
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Atividades ludicas,
estratégias geométricas
e inteligéncias multiplas

Esperamos que, apds o estudo desta aula, vocé seja
capaz de:

e Distinguir cada tipo de inteligéncia mltipla.

 Reconhecer a importancia das inteligéncias
multiplas e identifica-las em situacdes variadas.

e Conhecer novas alternativas didaticas para
elaboracdo de tarefas geométricas.

Meta da aula

Instrumentalizar a elaboracéo de
atividades geométricas ltdicas que
desenvolvam as inteligéncias multiplas.

Pré-requisitos

0 pré-requisito fundamental para a compreenséao
desta aula é que vocé tenha desenvolvido cada
atividade obrigatdria proposta nas aulas anteriores.
Conhecer a teoria de Piaget sobre o desenvolvimento
da inteligéncia humana também o ajudara a
compreender a teoria de Gardner.



Instrumentacao do Ensino da Geometria | Atividades ludicas, estratégias geométricas

INTRODUCAO

O psicologo
americano

HowARD GARDNER
desenvolveu, na
década de 1980,

a chamada Teoria
das Inteligéncias
Muiltiplas, segundo a
qual, contrariando

a teoria piagetiana,
existem varias
inteligéncias,
harménicas e
independentes.
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e inteligéncias multiplas

Vocé deve ter ouvido falar em inteligéncias multiplas. Esse conceito refere-se a uma
variedade de competéncias que cada individuo pode desenvolver. Por exemplo,
a capacidade de comunicacdo e de relacionamento interpessoal, bem como dancar

ou desenhar.

De Matematica.
N&o sou bom em

R Portugués!
De que vocé

_mais gosta de
~ R estudar?

{ i
==~z
b S

Sera que para
ser ator preciso

estudar Matematica?
E Geografia?

\W;A [ "o
3 Prefiro Que devo
Geometria a estudar para ser,
um bom

Calculo. médico?

Didlogos e reflexdes como os ilustrados anteriormente sio
exemplos de como classificamos nossas preferéncias, muitas vezes pelas
competéncias que acreditamos ter mais desenvolvidas que outras. Apesar
de reconhecermos que tal fato tem suas razdes, ou seja, que temos mais
pré-disposi¢des para realizar determinados procedimentos que outros,
devemos receber, também na escola, estimulos apropriados para que
possamos desenvolver, diferentemente, porém, sem exclusividade, nossas
diferentes potencialidades e inteligéncias.

Segundo Jean Piaget, os talentos humanos se desenvolvem segundo
uma unica inteligéncia: a légico-matemdtica. Para GARDNER existem
multiplas inteligéncias situadas em diferentes locais do cérebro, que
podem ser desenvolvidas separadamente. Sio elas: lingtistico-verbal,
légico-matemadtica, espacial, corporal-cinestésica, interpessoal, intrapessoal

e musical. Veja a seguir a caracterizacdo de cada uma delas.



Quadro 29.1: Inteligéncias multiplas.

INTELIGENCIA
LINGUISTICO-VERBAL

Caracteristicas pessoais

Tipos de tarefa

Capacidade de comunica¢do
escrita e verbal

Comum em poetas,
apresentadores, politicos,
advogados, repentistas etc.

¢ Gosta de ouvir

e Gosta de ler e escrever

¢ Gosta de poesia e de jogos com
palavras

® Bom orador e debatedor

¢ Gosta de expor idéias por
escrito

¢ Fazer leituras

¢ Produzir textos

¢ Produzir jornal

e Realizar debates e discussoes
¢ Produzir materiais escritos
(relatorios, livros etc.)

INTELIGENCIA LOGICO-
MATEMATICA

Caracteristicas pessoais

Tipos de tarefa

Capacidade de entender e
dominar seqiiéncias de raciocinios
légicos. Comum em cientistas,
advogados, vendedores,
investigadores etc.

¢ Aprecia cilculos

¢ Gosta de ser preciso

¢ Aprecia resolver problemas

¢ Gosta de tirar conclusdes

¢ Explica com clareza e precisdo
¢ Argumenta bem

e Aprecia experimentacoes

* Resolugdo de problemas

¢ Jogos matematicos

¢ Tratamento da informagio

* Atividades que impliquem
generalizagdes

¢ Atividades com nameros,
medidas, Geometria, Estatistica

INTELIGENCIA ESPACIAL

Caracteristicas pessoais

Tipos de tarefa

Capacidade de entender,
interpretar e dominar o
espago. Comum em pintores,
escultores, atores, jogadores de
futebol, arquitetos, bailarinos,
motoristas, carpinteiros etc.

e Aprecia figuras e formas

e Facilidade para indicar trajetos
e L& graficos, plantas, mapas etc.
com facilidade

e Gosta de construir maquetes

¢ Tem facilidade com Geometria
®Realiza transformacdes no
espaco (decoracdes)

¢ Confec¢dao de mapas, croquis,
plantas, maquetes etc.

® Descri¢ao de trajetos

® Resolucdo de quebra-cabecas
e Trabalho com Geometria

¢ Produgio de graficos

INTELIGENCIA
CINESTESICA

Caracteristicas pessoais

Tipos de tarefa

Capacidade de entender,
interpretar e dominar os
movimentos do proprio corpo.
Comum em atores, bailarinos,
mimicos, atletas, artistas de circo
etc.

e Controle do corpo e de objetos
¢ Habilidade em esportes, teatro,
danga, mimica etc.

e Preferéncia por manipulagdes e
movimentos

eLembra mais o que foi feito do

que o que foi dito

® Dramatizacoes

e Brincadeiras

* Movimentagao fisica

¢ Trabalho com materiais que
possam ser manipulados

® Mimica

® Danga

INTELIGENCIA MUSICAL

Caracteristicas pessoais

Tipos de tarefa

Capacidade de entender,
interpretar e dominar sons.
Comum em musicos, cantores,
poliglotas, imitadores etc.

¢ Gosta de ouvir musica

e Gosta de instrumentos
musicais

¢ Gosta de cantar

e Gosta de imitar as pessoas

e Gosta de dangar

¢ Gosta de linguas estrangeiras

¢ Audi¢do de musica

® Trabalho com ritmos, sons,
tempos musicais

® Composi¢iao de musicas

e Canto em coral

e Participa¢do em bandas
musicais

¢ Anilise e produgio de trilhas
sonoras

® Reconhecimento de idiomas
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Instrumentacao do Ensino da Geometria | Atividades ludicas, estratégias geométricas
e inteligéncias multiplas

INTELIGENCIA
INTERPESSOAL

Caracteristicas pessoais

Tipos de tarefa

E a capacidade de entender,
interpretar e dominar as relagoes
interpessoais

Comum em politicos, estadistas,
lideres, administradores,
professores, comunicadores,
camelds, vendedores etc.

e Relaciona-se e comunica-se
bem

¢ Aprecia atividades em grupo
¢ Gosta de cooperar

¢ Influencia os outros

¢ Adapta-se a novos ambientes
® Percebe perspectivas sociais e
politicas

e Atividades cooperativas

e Trabalho em grupo

® Jogos

¢ Comunicacio oral e escrita

INTELIGENCIA
INTRAPESSOAL

Caracteristicas pessoais

Tipos de tarefa

Capacidade de entender,
interpretar e dominar a si proprio
Comum em religiosos, monges,
escritores, artistas, fildsofos,
psicologos, martires etc.

¢ Conhece seus sentimentos

e £ motivado e possui metas
e Estabelece e percebe valores
éticos

e Trabalha de modo
independente

® Possui intuigio

¢ Conhece seus limites

¢ Estabelecer metas pessoais

¢ Refletir sobre o seu préoprio
raciocinio

® Estudos independentes

¢ Analisar vivéncias e sensacoes
e Expressar pontos de vista

A partir do que propds Gardner (1993), MacHApo (1995) inseriu

uma nova inteligéncia: a pictorica.

NiLsoN José MAcHADO

E pesquisador da Universidade de Sao Paulo, doutor em Educacio, e atuante na
Educagio Matemadtica. Também é autor de livros diddticos e paradidaticos de
Matematica.

Quadro 29.2: Inteligéncia pictdrica.

INTELIGENCIA
PICTORICA

Caracteristicas pessoais

Tipos de tarefa

Capacidade de comunicar e
expressar sentimentos através de
desenhos.

Individualidades se revelam ou
podem ser construidas mediante
recursos pictoricos

A expressdo pictdrica associa-se
naturalmente a manifestacoes
artisticas de diversas

naturezas, como a pintura e o
desenvolvimento da linguagem

e Criacoes e desenhos em geral
® Trabalhos com ilusdo de
optica.

e Trabalhos com mosaicos e
outros tipos de pavimentagio

® Produgio e analise de
movimentos no plano

e Atividades que preconizem
variadas representagoes (grafica,
tabular etc.)
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A Teoria das Inteligéncias Multiplas, de Gardner, causou um
grande impacto entre os educadores na década de 1980. Na verdade,
a escola, sempre esteve preparada para desenvolver as inteligéncias 16gico-
matemadtica e lingliistico-verbal enquanto as demais inteligéncias sdo
desenvolvidas ao acaso, de acordo com as experiéncias e oportunidades
vivenciadas pelas pessoas, fora da escola. Além disso, a escola tende
a rejeitar e discriminar os outros talentos que as pessoas possam ter. Nesse
sentido, ndo sdo poucas as historias de jogadores de futebol, compositores
populares, bailarinos, vendedores, politicos etc., de grande sucesso
e talento que ndo conseguiram conviver com a escola.

Diante da teoria de Gardner, a nova escola tem pelo menos
dois grandes desafios: reorganizar-se para criar oportunidades para o
desenvolvimento de todas as inteligéncias; e realizar uma avalia¢io
holistica que faga justica as pessoas pouco talentosas nas inteligéncias
l6gico-matematica e linguistico-verbal, de modo a integra-las na
sociedade sem preconceitos e frustracdes.

Vale a pena aprofundar seus conhecimentos sobre as inteligéncias
multiplas. Na pior das hipdteses, vocé se tornard um professor de
matemadtica mais generoso e justo. Leia as referéncias bibliograficas ou
faga uma pesquisa na internet.

Nesta aula, ilustraremos distintas situagbes de aprendizagem
que podem ser impulsionadoras de um trabalho que contemple o
desenvolvimento de diferentes inteligéncias, sem isold-las. Vocé nio
precisa realiza-las, nosso maior objetivo é aproveitar essa pendltima aula
para lhe apresentar mais alguns recursos e atividades que, por um motivo
ou por outro, nao tivemos oportunidade de usar nas aulas anteriores.

Acreditamos que depois de tantas experiéncias que fizemos durante
o desenvolvimento da disciplina, vocé esteja devidamente preparado para
adaptar essas sugestdes as situacdes concretas de ensino-aprendizagem,
que experimentard no seu dia-a-dia de professor. Por hora, solicitaremos
apenas uma atividade final, em que vocé terd oportunidade de relacionar
nossas sugestoes com as diversas inteligéncias de Gardner, mas sugerimos
também que durante a leitura, vocé reflita sobre como essas sugestoes
podem tornar significativo o aprendizado de seus futuros alunos.

Algumas das situacoes apresentadas a seguir constituem exemplos
de tarefas ja elaboradas. Ao 1é-las, vocé também podera pensar em novas
alternativas para suas aulas de Geometria, tais como a utilizagio de
atividades que explorem ilusio de Optica, histérias em quadrinhos,

musicas e poemas matematicos, jogos e desafios.
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e inteligéncias multiplas

Lembre-se de acessar as atividades da disciplina na Plataforma Ceder;.

SITUACAO DE APRENDIZAGEM 1

llusao de optica

Quantas pernas tem o elefante? E possivel construir o tridngulo
da Figura 29.2?

Figura 29.1: Elefante. Figura 29.2: Triangulo de Penrose.

Para ver mais exemplos de figuras que apresentam ilusio de
Optica, acesse:

http://www.alzirazulmira.com/ilusao/ilusao.htm

http://www.itajaionline.com.br/curiosidades/ilusao_otica/
ilusoes.htm

http://netpage.estaminas.com.br/femmagic/ilusao.htm
SITUACAO DE APRENDIZAGEM 2

Desafio: O Problema da taxista

Conforme ilustrado a seguir, uma taxista percorre uma darea
determinada de uma cidade. Todas as corridas iniciam-se em um mesmo
ponto. Em uma noite de poucos passageiros, a taxista fez apenas trés
corridas. Em cada uma delas, ela pegou os passageiros nos pontos A, B e
C, assinalados na figura. Estudando o mapa cuidadosamente, ela analisou
todos os caminhos que poderia fazer para chegar a cada passageiro

€ tentou encontrar a menor rota pOSSfVCl.



Qual o menor caminho entre o ponto de taxi e cada passageiro?

Como vocé sabe que esta é a menor rota? Existe mais de uma possibilidade

AULA H

para a menor rota? Se afirmativo, quantas existem? Caso contririo, por

que ndo existe? Discuta com seus colegas e registre sua resposta.

Ponto de taxi

Figura 29.3: llustracdo do mapa da cidade.

SITUACAO DE APRENDIZAGEM 3

Dobraduras e Origami

Na Aula 9 vocé leu sobre dobraduras. Acesse http://rfoelker.sites

.uol.com.br/ e conheca outras possibilidades.

Figura 29.4: Origami.

SITUACAO DE APRENDIZAGEM 4

Jogos dos erros

Acesse também http://www.g4net.pop.com.br

Figura 29.5: Jogo de erros.
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SITUACAO DE APRENDIZAGEM 5

Batalha naval

Jogue batalha naval. Veja a imagem de um tabuleiro a seguir.

Figura 29.6: Tabuleiro.
Acesse http://www.g4net.pop.com.br/batnav/bat_nav.htm

SITUACAO DE APRENDIZAGEM 6

Deixe fluir sua imaginacao matematico-musical!

Aquarela

Toquinho e Vinicius de Morais

Numa folha qualquer eu desenho um sol amarelo

E com cinco ou seis retas é ficil fazer um castelo

Com o ldpis em torno da mao imitou uma luva

E se faco chover com dois riscos tem um guarda-chuva

Se um pinguinho de tinta cair num pedacinho azul do papel

Num instante imagino uma linda gaivota a voar no céu

(-.r)

SITUACAO DE APRENDIZAGEM 7

Fazendo sombras, formando figuras e analisando as inclina-
¢Oes, tamanho das sombras etc.
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Figura 29.7: Exemplos de sombras.

Acesse e veja mais sombras interessantes:
http://www.ojodigital.net/data/media/7/Empedrado.jpg
http://www.loc.gov/exhibits/young/images/y30.jpg

SITUACAO DE APRENDIZAGEM 8

Compondo, analisando e interpretando poemas

Poesia Matematica
Millér Fernandes

Um Quociente apaixonou-se

Um dia

Doidamente

Por uma Incégnita.

Olhou-a com seu olhar inumeravel
E viu-a, do Apice a Base,

Uma Figura Impar;

Olhos rombdides, boca trapezoide,
Corpo ortogonal, seios esferdides.
Fez da sua

Uma vida

Paralela a dela

Até que se encontraram

No Infinito.

“Quem és tu?” indagou ele

Com 4nsia radical.

“Sou a soma do quadrado dos catetos.
Mas pode me chamar de Hipotenusa.”
E de falarem descobriram que eram
— O que, em aritmética, corresponde
A alma irmas

Primos-entre-si.

E assim se amaram

Ao quadrado da velocidade da luz (...)
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Poesia Geométrica
Mill6r Fernandes

Pontudo poliedro

Ao entrar numa equagio

Encontrou um Rombdide exemplar

De angulos sem par

E negra simetria linear

“Eureka!”, estremeceu.

“Newton, me ajude de verdade,

Que perco a gravidade!”

Doido negreiro,

Rogou o seu cateto

Nas quinas do parceiro

E, ao se sentir enorme

Disse baixinho, ao preto:

“Meu Deus, que cuneiforme!”

“Sou teu isbgono”

Disse o Rombéide, laconico.

“Mas pode me chamar de isogbnico.”

E os dois propuseram

360 ou seja
n

Um teorema disforme

Em caricias ardentes,

Um amor trapeziforme

Bissectando linhas confluentes (...)

Para saber mais sobre a utilizacio de poemas em aulas de

Geometria, veja Fonseca (2001).

252 CEDERJ



SITUACAO DE APRENDIZAGEM 9

Criando histérias em quadrinhos

SE RA UM
W RALELOGRAMD T

-i.'
QERR um
E TAM ylo !

,q.uwwf

{.(.'Eh um
Lo smw~ 6o 2

pEM €le Possul LADsS

€
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Tew, ELF

PeNBICULARS

TE M bh
o~ CONATE wsﬁuemﬂ

e

Ele, l‘EM »l-
~ Lonals PeR-

Que fAe mssj‘

Figura 29.8: Exemplos de quadrinhos.

SITUACAO DE APRENDIZAGEM 10

Construindo, analisando e soltando pipas

As pipas tém formas geométricas variadas. Algumas sio planas,

outras ndo (Figura 29.9). Veja!

Figura 29.9: Exemplos de pipas.
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SITUACAO DE APRENDIZAGEM 11

Caminhando por labirintos

Os labirintos tém saida. Encontre-a em cada um deles.

Figura 29.10: Exemplo de labirinto.

SITUACAO DE APRENDIZAGEM 12

Admirando e estudando arquiteturas e artes

Visite prédios, museus etc. e analise seus acervos e arquiteturas.

Estas fotos foram retiradas do sife http:// thelisbongiraffe.typepad.com/

photos/andalucia. Nio deixe de acessar esse enderego.

Fotos: Maura Paoletti

Figura 29.11: Alhambra.

254 CEDERJ



SITUACAO DE APRENDIZAGEM 13

Jogando com o Hex

Quadro 29.3: Jogo Rex

Contetdo(s) Estratégias geométricas

Objetivo(s) Desenhar uma seqiiéncia
continua de simbolos (X, O)

ao lado oposto

iguais de um lado do tabuleiro

Nivel 2° e 3° ciclos
Dinamica da turma Pares
Material Um tabuleiro em forma de

Prético), constituido por uma
rede de hexdgonos regulares.
Lapis.

losango (em anexo, no Médulo

Regras

1. Sorteio, para saber que jogador comeca a partida.

AULA H

2. Cada jogador — um de cada vez — desenha, sobre uma casa do

tabuleiro, o simbolo que lhe corresponde (um circulo ou uma cruz).

3. Linhas de simbolos (circulos ou cruzes) nio podem cruzar-se.

4. As quatro casas que formam os vértices do losango pertencem

a ambos os lados.

5. Ganha a partida o jogador que primeiro conseguir unir dois

lados opostos, mediante um alinhamento continuo de simbolos feitos

por ele.

Veja exemplo de um tabuleiro em que o jogador que utilizou

circulos ganhou o jogo.

1

1.

( (] &Y
A

Figura 29.13: Tabuleiro 8x8.

Figura 29.12: Hex. Exemplo de jogada concluida.

Figura 29.14: Tabuleiro 5x5.
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Quanto mais casas, mais dificil fica o jogo. Lembre-se de que esses tabuleiros

estdo disponiveis no Médulo Pratico.

COMENTARIO

O Hex é um jogo de grafos inventado por Piet Hein. Entre as mdltiplas disciplinas

a que se dedicou, destacaram-se a Literatura e a Matemdtica.

A primeira vista, o jogo parece ser muito fdci|, porém, com a prdtica, & importante

0 jogador perceber que uma estratégia é ndo ficar s6 seguindo ou tentando bloquear

0 jogador que inicia o jogo, mas buscar marcar outras casas que aumentem as

possibilidades para o “tracado” de diversos caminhos continuos.

Cada tabuleiro pode possuir quantidade varidvel de casas, sendo aconselhdvel, na

fase de familiarizagdo com o jogo, utilizar tabuleiros que contenham nidmero reduzido

de casas; por exemplo, tabuleiros de cinco por cinco ou de seis por seis.

SITUACAO DE APRENDIZAGEM 14

Jogando com o Bridg-it

Quadro 29.4: Jogo Bridg-it

Conteuado (s)

Compreensio e representagao
do plano, composic¢do de
movimentos.

Objetivo (s)

Tragar um caminho continuo,
unindo os dois lados do
tabuleiro, formado por uma
linha de pontos da cor escolhida
pelo jogador.

Nivel

2° e 3° ciclos

Dinamica da turma

Folha de papel com o modelo
(em anexo no Mddulo Pritico)
e lapis.




Regras

1. Sorteio, para saber quais os lados opostos que cada jogador

tem de unir e qual dos jogadores comega a partida.

2. Cada jogador, por turno e com o lapis da cor que lhe

corresponda, une com um traco um par de pontos adjacentes. Um

jogador une os pontos negros e o outro une os brancos.

3. Os tracos sdo desenhados na horizontal ou na vertical, porém

nao na diagonal.

4. Nio se pode cruzar nenhum par de tracos.

5. Ganha o jogo quem conseguir tragar primeiro um caminho

continuo que una os dois lados do tabuleiro que lhe correspondem.

Veja exemplo de um tabuleiro em que o jogador que tracou o

caminho passando por pontos pretos ganhou o jogo.

Figura 29.15: Tabuleiro do Bridg-it

com jogada concluida.

T T [
RwnEnu
SESEeeE

£

B

Figura 29.16: Tabuleiro do Bridg-it.

Lembre-se de que esse tabuleiro esta disponivel no Médulo Pratico.

COMENTARIO

O Bridg-it é um jogo inventado pelo materdtico David Galé, da Universidade de Brown.

E importante o professor deixar o aluno perceber que ndo é necessdrio unir 0s pontos

consecutivamente, ou sejq, ele pode ir unindo “isoladamente” (vindo do lado oposto,

por exemplo), de maneira que, ao final, forme o caminho continuo ligando os lados

correspondentes. Como no jogo He, ficar s6 tentando bloquear o jogador que inicia

pode ndo ser boa estratégia. No entanto, esse é um procedimento muito comum

dos iniciantes.
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e inteligéncias multiplas
SITUACAO DE APRENDIZAGEM 15

Jogando com o Resta Um

O objetivo do Resta Um € deixar apenas uma peca no centro do

tabuleiro. Esse jogo pode ser comprado nas lojas populares de R$1,99.

Figura 29.17: Resta Um.

0O|0|O
][]

O[|O|O
@)
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O[O|0[|0[O[O]O

Alguns enderecos de jogos na internet
http://www.jogos.antigos.nom.br/quebra.htm
http://www.sectma.pe.gov.br/notitia/administracao/espacociencia/
mat/conteudo/cubosoma.htm
http://www.sectma.pe.gov.br/notitia/administracao/espacociencia/
mat/conteudo/pitagoras.htm
http://www.jogos.antigos.nom.br/concurso.htm
http://geocities.yahoo.com.br/marina_mil2000/jogo.htm
http://www.rede-nonio.min-edu.pt/1cic/agrup_ovar/mat_
operacao.htm
Site explicativo de como utilizar a pluralidade cultural nas aulas
de Matematica:

http://www.tvebrasil.com.br/salto/boletins2001/gq/gqtxt1.htm



CONCLUSAO
De acordo com Gardner, cabe a escola:
¢ Abandonar a procura de um “aluno médio” e de leis gerais de aprendizagem.

* Atender as diferencas entre os alunos, estimulando-os no desenvolvimento de

uma mescla de inteligéncias.

¢ Interagir com toda a comunidade escolar para implantac¢do de atividades extra-

curriculares.

o Oferecer disciplinas opcionais, bem como trabalhar com projetos coletivos e

individuais.

O debate sobre a Teoria das Inteligéncias Multiplas é ainda recente. Como
estamos trabalhando com o desenvolvimento da cognicdo individual, qualquer
reducionismo ou classificagdo é muito arriscado. Conforme ressaltaram Gardner
(1993) e Machado (1995), as formas de manifestacdo e desenvolvimento das
competéncias individuais sdo multiplas e a variedade de espectros individuais
é infinita. Argumenta ainda Machado que a diversidade e as possibilidades de
aperfeicoamento, em todas as direcdes, e a explicitacdo de uma articulacdo mais
efetiva entre as diversas componentes do espectro de competéncias (p.108) é
fundamental. Concluindo, o autor sugere a seguinte rede, que é exemplificadora

dos espectros de competéncia e suas inter-relacdes.

Linguistica
Corporal-Cinestésica Musical
Intrapessoal Interpessoal
Pictorica Espacial

Légico-Matematica

Figura 29.18: Esquema das inteligéncias multiplas.
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RESUMO

Existem multiplas inteligéncias que influem no desenvolvimento de nossas
competéncias: a linguistico-verbal; a I6gico-matematica; a espacial; a corporal;
a cinestésica; a interpessoal; a intrapessoal; a musical e a pictérica. Qualquer
classificacdo ou isolamento de inteligéncia é perigoso. As situacées sugeridas
nesta aula sdo mais algumas alternativas didaticas que podem ser utilizadas nas
suas aulas de Geometria, independentemente de vocé querer aprofundar a analise

das inteligéncias.

AUTO-AVALIACAO

Esperamos que vocé tenha percebido que a Geometria é muito mais que “decoreba”
de férmulas e calculos e tenha imaginado algumas possibilidades de utilizacdo
das situacdes de aprendizagem apresentadas nesta aula. Ter compreendido o
significado e importancia de cada inteligéncia deve ter sido facil. No entanto, vocé
deve estar se perguntando: como posso desenvolvé-las em diferentes atividades?

Sugerimos, entdo, que vocé realize a atividade final proposta a seguir.
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ATIVIDADE FINAL

Volte a cada uma das situacdes de aprendizagem apresentadas nesta aula e

identifique que(ais) inteligéncia(s) pode(m) ser desenvolvida(s) em cada uma delas.

E possivel que vocé conheca outras alternativas didaticas. Sugira-as também. Ap6s

terminar o preenchimento do quadro, converse com o tutor!

Situacao

Exemplos de inteligéncia(s)
contemplada(s)

Comentario(s) e justificativa(s) de sua
resposta

X |IN|Jojun|bdh|lWIN

10

11

12

13

14

15

Sugestao

Nao basta pensar na atividade e na inteligéncia correlata. E imprescindivel
compreender o seu desenrolar e analisar os significados que sdo negociados,
entre professor e aluno(s), no decorrer de cada uma delas.
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Resumindo o nosso
trabalho na disciplina

Meta da aula

Avaliar formativamente o trabalho na
disciplina, através de quadro-sintese.

Esperamos que, apds o estudo desta aula, vocé seja
capaz de:

¢ |dentificar pontos-chave em cada aula da
disciplina.

® Revisar seus conhecimentos geométricos.

e Auto-avaliar sua aprendizagem na disciplina.

Pré-requisitos

0 pré-requisito fundamental desta aula é que vocé tenha
desenvolvido as atividades obrigatérias propostas nas aulas
anteriores. Conhecer e ter lido os Parametros Curriculares Nacionais
(www.mec.gov.br) sera, também, um suporte importante.
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INTRODUCAO
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Estamos chegando ao final da disciplina. Esperamos que vocé tenha aproveitado
gualitativamente o que preparamos. Assim, o que faremos agora é resumir os
pontos discutidos em cada aula, para que isso possa enriquecer sua avaliacdo final
do trabalho nesta disciplina.

Apesar de termos inserido, ao longo da disciplina, os principios dos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN) do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, nesta aula

vocé poderd revisar um pouco mais alguns deles. Bom trabalho!

0OS PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS E A AULA DE
MATEMATICA

Em linhas gerais, estamos de acordo com Bairral, Kindel e Oliveira
(2000) quando dizem que o trabalho em Matematica no curriculo escolar
deve obedecer as seguintes observacdes:

e Representar de diversas formas um mesmo conceito, buscando

estabelecer conexdes entre elas.

¢ Desenvolver habilidades e procedimentos frente a resolugao/

aplicagio de problemas.

¢ Estimular o espirito de interesse e investiga¢io na busca de

conjecturas.

e Utilizar diferentes tecnologias.

e Perceber regularidades e generalizar.

¢ Coletar, agrupar, analisar e representar dados.

e Explorar e desenvolver formas de raciocinio e processos

intuitivos, indutivos, dedutivos, analégicos e estimados.

¢ Comunicar-se matematicamente.

e Estimular o trabalho cooperativo/coletivo.

¢ Desenvolver auto-estima e perseveranga.

Nos Estados Unidos, o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM)
publicou, em 2000, o seu Ultimo documento, Principios e Estandares para a
Educacdo Matemdtica, cujas diretrizes podem ser acessadas em www.nctm.org.
Os estandares de 1989 foram traduzidos pela Associagdo de Professores de
Matematica de Portugal (APM) e podem ser acessados em www.apm.pt



Refletindo o consenso entre professores e pesquisadores, os
Parametros Curriculares Nacionais (PCN) de Matematica, em 1997, dio
destaque ao ensino da Geometria, reconhecendo seu importante papel na
formagio dos nossos jovens, ndo s6 no que se refere a forte interacao das
formas geométricas com o meio ambiente, como também a construcdo de
processos variados de raciocinio matematico, indispensaveis na formagio
de um cidadio critico.

Enquanto os PCN do Ensino Médio sio muito gerais e amplos,
para o 3° e 4° ciclos eles sdo mais detalhados e dividem os objetivos em
habilidades de pensamento diferentes, a saber: Pensamento Algébrico,
Pensamento Geométrico, Sentido Numérico, Competéncia Métrica,
Raciocinio Proporcional, Pensamento Estatistico e Probabilistico.

Sem querer defini-los, ilustramos a seguir, conforme fizeram Bairral,
Kindel e Oliveira (2000), um conjunto de palavras que procuram traduzir
as idéias presentes em cada objetivo, ndo existindo hierarquia entre eles.
Os objetivos ndo sio estanques, ou seja, de acordo com a atividade
desenvolvida, pode haver relacoes distintas entre eles. No caso, o conteido
deste modulo foi organizado relacionando, prioritariamente, trés deles:

Pensamento Geométrico, Competéncia Métrica e Raciocinio Proporcional.
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Pensamento Algébrico
dedugido — relagdo — inducdo — estruturas algébricas

- regularidade - incdgnita — varidvel — generalizagio

Pensamento Geométrico
espaco — forma — representacdo — figuras (planas, nio-
planas) — composiciao — decomposigao — regularidades
— interior — exterior — fronteira — congruéncia — semelhanga

— variante — invariante — visualiza¢ao — abstracdo

Sentido Numérico
numeros — significado — diferentes representagdes — procedimentos

de célculo — regularidades — operacdo — classificagdo — medida

— informacdo — visualizag¢io — cddigo

Competéncia Métrica

grandeza — medida — ndmero — quantidade — comparagio - relacdo

Raciocinio Proporcional
variagio — grandeza — proporcionalidade — semelhanca — razdo

— combinagio — possibilidades

Pensamento Estatistico e Probabilistico
varidvel — representar — organizar — dados — interpretar — graficos

— tabelas — possibilidades — combinag¢io

Para vocé colocar um pouco mais em pratica o seu entendimento e
auto-avaliacdo das atividades no médulo, elaboramos o quadro seguinte, em
que sintetizamos os aspectos didatico-conceituais que priorizamos

em cada aula. Veja e relembre-os!
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Sintese da disciplina

Quadro 30.1
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A partir da leitura do quadro, vocé ja pensou como seria um mapa conceitual do
mesmo? Converse com o tutor e com seus colegas!

AULA 30

RESUMO

O quadro-sintese é um tipo de instrumento que pode ser utilizado como forma

de organizacdo, estudo e avaliacio em Matematica.

ATIVIDADE FINAL

No inicio do seu trabalho na disciplina, vocé leu os objetivos especificos que iriamos
priorizar em seu desenvolvimento, no que se refere ao ensino da Geometria do
Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Ei-los, novamente, no quadro a seguir.
Como avaliac¢do final, propomos que os leia e identifique se alcancou ou nao cada
um. Faca os comentarios que considerar necessarios. Achamos que é importante
que vocé exemplifique o que aprendeu. Vocé pode exemplificar com uma atividade
de alguma aula especifica, um comentario da mesma, um episédio histérico,
elementos curriculares integradores; enfim, algum elemento que dé informacées
sobre sua aprendizagem. Finalmente, se preferir, pode acrescentar objetivos que

considere terem sido atingidos por vocé e que ndo foram explicitados por nos.
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Quadro 30.2: Titulo

Objetivo Sim | Nao | Comentario(s) Exemplo

Discutir aspectos teérico-
metodolégicos sobre a construgdo do
conhecimento

Subsidiar a construcdo do seu
laboratério pessoal

Desenvolver a visdo espacial e a
construcao de modelos mentais

Abordar contetudos ndo usuais

Incentivar a integracdo curricular

Utilizar a evolucao histérica como
recurso motivador

Utilizar a internet como ferramenta de
ensino-aprendizagem

Utilizar a Geometria Dinamica como
recurso de ensino-aprendizagem

Propiciar discussdo sobre os
Parametros Curriculares Nacionais

Outro ...

Outro ...

Vocé ja pensou que, apo6s o preenchimento do quadro anterior, a elaboracdo
de um diario (Aula 4) também pode ser outra alternativa na avaliacdo da
aprendizagem matematica?
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AUTO-AVALIACAO

Ao preencher o quadro anterior, mesmo sem querer, vocé realizou uma auto-

AULA 30

avaliacdo. Esperamos que vocé tenha concluido que hoje esta bem mais preparado

para lecionar Geometria tanto no Ensino Fundamental como no Médio.

Gostariamos de concluir a disciplina ratificando que a implantacdo de qualquer
proposta curricular encontrara dificuldades se os professores ndo tiverem
oportunidade de desenvolver seus conhecimentos em Geometria, tanto nos seus

aspectos matematicos, como no dominio de metodologias de ensino.

Vocé esta fazendo a sua parte, ou seja, melhorando o seu conhecimento
profissional visando também a mudar e melhorar o ensino em sua regido. Cabe
a todos nos continuar lutando por melhorias qualitativas na Educacao brasileira.
Desta forma, esperamos ter contribuido um pouco para o seu crescimento pessoal

e profissional.
Seja feliz e tenha muito sucesso!

Marcelo e Miguel
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Aula 16

BOYER, Carl Benjamim. Histéria da matemadtica. Traducio Elza F. Gomide. Sio
Paulo: Edgard Bliicher, 1974.

FERREIRA, Edson L.C; FONTENELE NETO, EX.; RIOS, Isabel Lugdo. Geometria
bdsica. Rio de Janeiro: Funda¢ao CECIER], 2003, v. 3.

KALEFF, Ana Maria; SA, Luciana Almeida; TOLEDO, Maria Inés de. Criando,
vendo e entendendo sélidos de revolugio. Boletim do Gepem, Rio de Janeiro, n. 40,
p- 35-52,2002.

LIMA, Elon L. et al. A Matematica do ensino médio. 3.ed. Rio de Janeiro: Sociedade

Brasileira de Matematica, 2000. (Colecao Professor de Matematica; v. 2.).

TINOCO, Lucia A.A. Geometria Euclidiana: por meio de resolu¢do de problemas.
Rio de Janeiro: UFR]J/Projeto Fundio, 1999.

VELOSO, Eduardo. Geometria: temas actuais: materiais para professores. Lisboa:
IIE, 1998.

Aula 17

Boletim do GEPEM, n. 42, Rio de Janeiro: GEPEM, 2003. Numero Temadtico sobre
Educacao Algébrica.

FERREIRA, Edson Luiz C. Geometria bdsica. v.3. Rio de Janeiro: Funda¢io CECIER],
2003.

IMENES, Luiz Marcio. Geometria das dobraduras. Sdo Paulo: Scipione, 2001.

KALEFF, Ana Maria. Vendo e entendendo poliedros. Niter6i: EDUFF, 1998.

Aula 18

BAIRRAL, Marcelo A. (org.) Recursos e Inovacéoes para a Geometria no Curriculo.
Seropédica: Imprensa UFRuralR], fev./2003.

FERREIRA, E.L. et al. Geometria Bdsica: v.1.- 2.ed. rev. atual. Rio de Janeiro: Fundacio
CECIER], 2002.
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EVES, H. Introducdo a Histéria da Matemadtica. 3. ed. Campinas: Editora da
UNICAMP, 2002. Traduzido por Hygino Domingues.

BOYER, C. Benjamim. Histéria da Matemadtica. Tradugio: Elza F. Gomide. Sao Paulo:
Edgard Blicher, 1974.

KALEFF, Ana Maria; REI, Dulce Monteiro; GARCIA, Simone dos Santos. Quebra-
Cabecas Geométricos e Formas Planas. 2°. ed. Niter6i: EDUFE, 1997.

KINDEL, Dora Soraia; BAIRRAL, Marcelo Almeida; OLIVEIRA, Rosana. Uma
Propor-acio entre Matemdtica e PCNs. Série Pensamento em Acgdo, v. 1. Rio de
Janeiro: GEPEM, 2000.

Aula 19

GERDES, Paulus. Sobre o despertar do pensamento geométrico. Curitiba: Editora da
UFPR, 1992.

GUNDLACH, Bernard. Tépicos de Historia da Matematica para uso em sala de aula.
S3o Paulo: Atual, 1992. Traduzido por Hygino Domingues.

IMENES, Luiz Marcio. Descobrindo o Teorema de Pitdgoras. Sao Paulo: Scipione,
1988, 2. ed.

KINDEL, Dora Soraia; BAIRRAL, Marcelo Almeida; OLIVEIRA, Rosana. Uma
Propor-acao entre Matemdtica e PCNs. Série Pensamento em Ac¢do, V. 1. Rio de
Janeiro: GEPEM, 2000.

Aula 20

BAIRRAL, Marcelo A. (Org.) Recursos e inovacées para a geometria no curriculo.
Seropédica: Imprensa UFRR]J, 2003.

IMENES, Luiz Marcio. Geometria dos mosaicos. 4.ed. Sao Paulo: Scipione, 1988.

(Colecdo vivendo a matematica)

KALEFF, Ana Maria; REI, Dulce Monteiro; GARCIA, Simone dos Santos. Quebra-
cabegas geométricos e formas planas. 2.ed. Niter6i: EDUFE 1997.
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KINDEL, Dora Soraia; BAIRRAL, Marcelo Almeida; OLIVEIRA, Rosana. Uma propor-
agdo entre matemdtica e PCNs. Rio de Janeiro: GEPEM, 2000. (Série pensamento em

acao; v. 1)

LOPES, Antonio J. Matemadtica atual. Sio Paulo: Atual, 1994.

Aula 21

BAIRRAL, Marcelo A. (Org.). Recursos e inovacbes para a geometria no curriculo.
Seropédica: Imprensa UFRuralR], 2003.

. Semelhanga na 7° série: algumas dificuldades. Boletim GEPEM, Rio de Janeiro,
n. 34, p. 35-64, 1998.

BOYER, Carl Benjamim. Histéria da matemadtica. Tradugdo Elza F. Gomide. Sio
Paulo: Edgard Blicher, 1974.

EVES, Howard. Introducdo a histéria da matemdtica. Traduzido por Hygino
Domingues 3.ed. Campinas,SP: Ed. da UNICAMP, 2002.

FERREIRA, Edson Luiz C.; FONTENELE NETO, Francisco; Rios, Isabel Lugao.
Geometria bdsica: 2.ed. rev. atual. Rio de Janeiro: Fundacao CECIER], 2002. v. 1.

GUELLI, Oscar. Matemdtica: uma aventura do pensamento, 8* série: livro do professor.
Sio Paulo: Atica, 2002.

IMENES, Luiz Marcio; LELLIS, Marcelo. Matemadtica para todos: manual do professor,

8 série, 4° ciclo. Sao Paulo: Scipione, 2002.

LEITE, ]. B. Material didatico no ensino da trigonometria. Revista do Professor de
Matemdtica. Rio de Janeiro, SBM, n. 9, p. 45-46, 1986.

VELOSO, Eduardo. Geometria: temas actuais: materiais para professores. Lisboa:
IIE, 1998.

Aula 22

BAIRRAL, MARCELO A. Semelhanga na 7° série: algumas dificuldades. Boletim
GEPEM, Rio de Janeiro, n. 34, p. 35-64, 1998.
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BOYER, arl Benjamim. Histéria da matemadtica. Tradugio Elza F Gomide. Sdo Paulo:
Edgard Bliicher, 1974.

ESQUEE, Paulo Antonio. Como o surpreendente Arquimedes determinou o volume e
a drea da esfera. Rio de Janeiro, Boletim GEPEM, n. 43, 2004.

EVES, Howard. Introdugdo a bistoria da matemdtica. Tradu¢ao Hygino Domingues.
3.ed. Campinas,SP: Ed. da UNICAMP, 2002. 844p.

IMENES, Luiz Mdrcio. Medindo comprimentos. 4.ed. Sio Paulo: Scipione, 1988.

(Colecao vivendo a matematica)

OLIVEIRA, Rosana de. M. Area, perimetro e volume. In: BAIRRAL, Marcelo;
GIMENEZ RODRIGUEZ, Joaquim. Geometria para 3° e 4° ciclos pela Internet.
Seropédica,R]: EDUR, 2004.

SOUZA, Cliudio S.; ARNAUT, Roberto G. Tavares; MATOS, Manoela Barros.
Construcoes geométricas. Rio de Janeiro: Fundagao CECIER], 2003. v. 1.

Aula 23

L.
BAIRRAL, Marcelo A. (Org.) Recursos e Inovacbes para a Geometria no Curriculo.
Seropédica: Imprensa UFRR], 2003.

FERREIRA, Edson Luiz C. et al. Geometria bdsica. Rio de Janeiro: Funda¢io CECIER],
2003. v. 3.

GOMES, Maria da Concei¢do V. Caderno de Matemdtica. Rio de Janeiro: EDUER],
1999.

GUELLI, Oscar. Matemadtica: uma aventura do pensamento: Livro do Professor. 5°
série. Sio Paulo: Atica, 2002.

IMENES, Luiz Marcio; LELLIS, Marcelo. Matemadtica para todos: manual do professor.

6" série, 3° ciclo. Sdo Paulo: Scipione, 2002.

. Matemadtica para Todos: Manual do Professor. 7* série, 4° ciclo. Sio Paulo:
Scipione, 2002.

KINDEL, Dora Soraia; BAIRRAL, Marcelo Almeida; OLIVEIRA, Rosana. Uma Propor-
acdo entre Matemadtica e PCNs. Rio de Janeiro: GEPEM, 2000. (Série Pensamento em
Acdo; v. 1).
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LIMA, Elon L. et al. A Matemadtica do Ensino Médio. 3.ed. Rio de Janeiro: SBM, 2000.

(Colegio Professor de Matematica; v 2.).

NASSER, Lilian; LOPES, Maria Laura (Orgs). Geometria na era da imagem e do
movimento. Rio de Janeiro: Ed. da UFR], 1996.

Aula 24

ALSINA, Claudi et al. Materiales para construir la geometria. Madrid: Sintesis, 1991.

BAIRRAL, Marcelo. Quebra-cabecas matemadticos e construgdes geométricas. In:
. (Org.). Material de apoio para diddtica da matemdtica. Seropédica: Imprensa
Universitaria da UFRR], 1999.

FERREIRA, Edson Luiz C. et al. Geometria bdsica. Rio de Janeiro: Funda¢ao CECIER],
2003.v. 3

IMENES, Luiz Marcio. O centro geografico do Brasil. Revista Professor de Matemdtica,
S3o Paulo, n. 6, p. 15-16, 1985.

KALEFF, Ana Maria; REI, Dulce Monteiro; GARCIA, Simone dos Santos. Quebra-
cabegas geométricos e formas planas. 2.ed. Niter6i: EDUFFE, 1997.

LOPES, Anténio J. Matemadtica atual. Sio Paulo: Atual, 1994.

Aula 25

BAIRRAL, Marcelo. Conceitos, procedimentos e atitudes em Matematica. Presenca
Pedagdgica, Belo Horizonte, v.9, n. 50, p. 43-49, mar./abr. 2003.

CORBALAN, F. Juegos Matemdticos para Secundaria y Bachillerato. Madrid: Sintesis,
1994.

KALEFF, Ana Maria. Construindo o conceito de simetria em relagio a uma reta: do
jardim de infancia ao ensino superior. Boletim do GEPEM, Rio de Janeiro, n. 35, p.
42-56, 1999.

MURARI, Claudeni.; PEREZ, Geraldo; BARBOSA, Ruy Madsen. O uso de espelhos e
caleidoscopios em atividades educacionais de geometria para 7* e 8% séries. BOLEMA,
Rio Claro-SP, ano 15, n. 18, p. 1-25, 2002.



NASSER, Lilian; SANTANA, Neide (Coords.). Geometria segundo a Teoria de van
Hiele. 2. ed. Rio de Janeiro: Projeto Funddao-IM/UFR], 1998.

Aula 26

CASADO, Maria Jesus. Geometria dindmica con papel. Granada: Proyecto Sur de
Ediciones, 1999.

REZENDE, Eliane; QUEIROZ, Maria Lucia. Geometria euclidiana e construcées
geométricas. Campinas,SP: Ed. da UNICAMP; 2000.

SUGESTAO DE LEITURAS COMPLEMENTARES PARA APROFUNDAMENTO
SOBRE AS TRANSFORMACOES GEOMETRICAS

PINHEIRO, Virgilio Athayde. Geometrografia. Rio de Janeiro: Grafica Editora Bahiense,
1974.v. 1.

. Geometrografia. Rio de Janeiro: Grafica Editora Bahiense, 1986. v. 2.

Aula 27

CASADO BARRIO, Maria Jesus. Geometria dindmica con papel. Granada: Proyecto
Sur de Ediciones, 1999. 118p.

FAINGUELERNT, Estela K.; BORDINHAO, Noelir. Translagdes e simetrias no plano.
Rio de Janeiro, Boletim do GEPEM, n. 27, p. 49-62, 1990.

REZENDE, Eliane; QUEIROZ, Maria Lucia. Geometria Euclidiana e construcées
geométricas. Campinas,SP: Ed. da UNICAMP; 2000.

SUGESTAO DE LEITURAS COMPLEMENTARES PARA APROFUNDAMENTO
SOBRE O TRABALHO DE ZOLTAN DIENES COM TRANSFORMACOES
GEOMETRICAS

DIENES, Zoltan; GOLDING, Edward. A geometria pelas transformagdes. Sio Paulo:
EPU, 1975.

SUGESTAO DE LEITURA COMPLEMENTAR PARA APROFUNDAMENTO
SOBRE AS TRANSFORMACOES GEOMETRICAS NO CURRICULO DO ENSINO
FUNDAMENTAL E MEDIO SEGUNDO A TEORIA DE VAN HIELE

GUTIERREZ, Angel; JAIME, Adela. El grupo de las isometrias del plano. Madrid:
Sintesis, 1996.
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NASSER, Lilian; SANTANA, Neide (Coords.). Geometria segundo a teoria de Van
Hiele. 2.ed. Rio de Janeiro: Projeto Fundao-IM/UFR], 1998.

SUGESTAO DE LEITURAS COMPLEMENTARES PARA APROFUNDAMENTO
SOBRE AS TRANSFORMACOES GEOMETRICAS

PINHEIRO, Virgilio Athayde. Geometrografia. Rio de Janeiro: Grafica Editora Bahiense,
1974.v. 1.

. Geometrografia. Rio de Janeiro: Grafica Editora Bahiense, 1986. v. 2.

SUGESTAO DE LEITURAS COMPLEMENTARES PARA APROFUNDAMENTO
SOBRE ROSETAS, FRISOS E MOSAICOS

BIEMBENGUT, Maria Salett; SILVA, Viviane C. da; HEIN, Nelson. Ornamentos x
criatividade: uma alternativa para ensinar geometria plana. Blumenau: Ed. da FURB,
1996.

GUTIERREZ, Angel; JAIME, Adela. El grupo de las isometrias del plano. Madrid:
Sintesis, 1996.

FONSECA, Maria da Conceic¢ao. da et al. O ensino de geometria na escola fundamental:
trés questdes para a formacao do professor dos ciclos iniciais. Belo Horizonte: Auténtica,

2001.
GARDNER, Howard. Multiple intelligences. New York: Basic Books, 1993.

. Estruturas da mente: a teoria das inteligéncias multiplas. Porto Alegre: Artmed,
1996.

MACHADO, Nilson José. Epistemologia e diddtica: as concepgdes de conhecimento

e inteligéncia e a pratica docente. Sio Paulo: Cortez, 1995.

POWELL, Arthur B. Material do Semindrio Internacional: tecnologia, reflexdo e

interacdo em educacdo matematica. Seropédica: UFRR]J, 2004. Fotocédpia.

SANTOS, Vania M.P. et al. Avaliacao de aprendizagem e raciocinio em matemadtica:
métodos alternativos. Rio de Janeiro: IM/UFR], 1997.

VOCE, Silvio. Brincando com pipas planas. Sdo Paulo: Global, 1994.
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Aula 28

BAIRRAL, Marcelo Almeida. Buscando semelhangas encontramos mais do que meras

coincidéncias. 1996. Dissertacao (Mestrado em Educacao Matemadtica) — Universidade
Santa Ursula, Rio de Janeiro: USU, 1996.

FERREIRA, Edson Luiz C.; FONTENELE NETO, Francisco; RIOS, Isabel Lugao.
Geometria bdsica. Rio de Janeiro: CEDER]J, 2002.

LAPPAN, Glenda et al. Semelhanga: pesquisa nos niveis escolares médios. In:
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