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Movimento de um sistema de particulas e momento linear do sistema

Aula 30 — Movimento de um sistema de particulas e

momento linear do sistema

Objetivos

e Listar as informagdes sobre o movimento geral de um sistema que podem

ser obtidas a partir do movimento de seu centro de massa.

e Dar a defini¢do correta de momento linear de um sistema e explicar a sua

relacdo com a forga externa total sobre o sistema.

e Demonstrar o Teorema da Conservacdo do Momento Linear do Sistema e

saber aplicd-lo sempre que necessdrio.

e Aplicar a teoria desenvolvida ao estudo de choques e explosdes, € a0 movi-

mento de foguetes.

Introducao

Os sistemas fisicos com os quais trabalhamos até o0 momento sdo constitui-
dos por uma unica particula ou por corpos rigidos, como blocos, vigas ou esferas,
em movimento de translacdo. Os movimentos de uma unica particula sdo deter-
minados pela Segunda Lei de Newton, mr = F, onde r € o vetor-posi¢do da
particula e F' € a forga total que age sobre ela nesse instante. J4 os movimentos de
translacdo de um corpo rigido sao determinados pela equacao M a.,, = F**, onde
M é a massa total do sistema, a.,, € a acelerac@o de seu centro de massa e F°* € a
for¢a externa total que atua sobre o sistema. Nesses dois casos, temos apenas uma
Unica equagdo para determinar o movimento da particula ou do centro de massa

do corpo rigido.

Como foi discutido na Aula 17, no caso de uma translacdo pura o mo-
vimento do centro de massa de um corpo rigido determina inteiramente o seu
movimento. Se ndo for esse o0 caso, € 0 corpo apresentar também movimento
de rotagdo, o conhecimento do movimento de seu centro de massa ndo sera sufi-
ciente para nos permitir descrever o movimento do corpo. Nesse caso, além de
M a.,, = F¢, outras equacOes se fazem necessdrias. Quando o corpo em es-
tudo ndo for rigido, o movimento de seu centro de massa, embora importante,
certamente nao serd suficiente para determinar completamente o seu movimento.
Lembre-se de que um corpo é um sistema formado por diversas particulas; con-

sequentemente, o estudo do movimento de um corpo requer, em geral, a utilizacio
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de diversas equacdes. Essas equagdes sdo obtidas aplicando-se a Segunda Lei de
Newton a diversas partes do sistema ou derivando outras equacdes importantes a
partir dessa lei. Isso torna o estudo dificil, de modo que, nesse caso, devemos
nos contentar com informagdes parciais sobre 0 movimento do sistema ou nos
restringir a sistemas com caracteristicas particularmente simples. Esse estudo dos
movimentos genéricos de diversas particulas € chamado Mecénica do Sistema de

Particulas e constitui o assunto do Mddulo 4, que se inicia com esta aula.

Na cinemética do sistema de particulas, estudamos como descrever os movi-
mentos do sistema e, na dindmica do sistema de particulas, estudamos as relacdes
entre os movimentos do sistema e as forcas que agem sobre ele. E claro que um
sistema de particulas pode ter uma Unica particula, de modo que o estudo que
faremos agora tem como caso particular o estudo de uma unica particula, feito
anteriormente. Contudo, no contexto em que estamos, quando nos referimos a um

sistema de particulas, supomos, em principio, que ele tenha mais de uma particula.

Neste modulo, comecaremos estabelecendo as equacdes de movimento do
sistema e, em seguida, tiraremos conclusdes importantes a partir dessas equagoes,
que serdo aplicadas a exemplos interessantes. Nesta aula, apresentaremos a pri-
meira dessas conclusdes, que diz respeito a grandeza conhecida como momento
linear de um sistema de particulas. A discussdo a ser feita € uma continuagio
natural de resultados obtidos na Aula 17. Por esse motivo, comegaremos esta
aula recordando alguns resultados da Aula 17. Sugerimos fortemente que vocé
releia, agora, a Introducdo da Aula 17 e as duas secdes que a seguem, a saber, a
do movimento do centro de massa de um sistema de particulas e a do movimento
de transla¢do de um corpo rigido. Depois dessa leitura, vocé estard pronto para

estudar a proximaa secdo da presente aula.

Finalizaremos esta aula usando o conceito de momento linear de um sistema
para estudar colisOes de particulas e o movimento de um foguete. No entanto,
devido a dificuldade desse ultimo tema, resolvemos retird-lo do texto principal
da aula e apresentd-lo como leitura suplementar, apds os problemas propostos.
Numa primeira leitura desta aula vocé pode ignorar o estudo do movimento de
foguetes. Isso ndo comprometerd em nada o seu entendimento das préximas au-
las. Nos problemas propostos, voc€ poderd aplicar a teoria aprendida também ao
estudo de explosdes, mas como vocé verificard, evitamos inserir problemas sobre

movimentos de foguetes.
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Movimento do centro de massa e momento linear de

um sistema de particulas

Seja um sistema fisico constituido de /V particulas, de massas my, mao,...,my.

Denotaremos suas posi¢des por ry, I',..., 'y, suas velocidades por vy, va,...,vx €
suas aceleracoes por ai, as,..., ay, respectivamente. Aplicando a Segunda Lei de

Newton as particulas do sistema, obtemos
mlalel, mgangg, ,mNaN:FN, (301)

onde F; € a forca total exercida sobre a particula 1, F, é a forca total exercida
sobre a particula 2 e assim sucessivamente, até Fy, que € a forca total exercida

sobre a particula /V.

A forga total sobre cada particula pode ser decomposta na soma de duas
parcelas. A primeira é a soma de todas as forgas externas que atuam sobre ela,
isto €, a soma das for¢as que agem sobre ela, mas que s@o exercidas por particulas
que ndo pertencem ao sistema. A segunda é a soma das forcas internas que agem
sobre ela, isto €, a soma das forcas que atuam sobre ela e que sdo exercidas por
outras particulas do proprio sistema. Sendo F{* a soma das forgas externas sobre
a particula 7, e F" a soma das internas, a forga total F; sobre a particula i pode
ser escrita como F; = F¢* + Fi" (; = 1,2,...N). Portanto, as equagdes (30.1)
tomam a forma

mia; = Fix _'_len s

modg = F;x =+ F;n s

ex in
mNaN:FN _'_FN .

(30.2)

Como ja comentamos, ndo é possivel resolver esse sistema de equacdes
diferenciais sem alguma hipétese simplificadora. Mas podemos obter algumas
informacdes gerais sobre o movimento do sistema que sd0 muito importantes.
Um exemplo foi dado na Aula 17, quando obtivemos uma tnica equagdo que de-
termina o movimento do centro de massa do sistema de particulas. Para isso,
somamos todas as equagdes escritas em (30.2) e verificamos que as forcas in-
ternas somadas se anulam, ou seja, F* + F4* + - . - + F% = 0. De fato,

nessa soma, as forcas internas aparecem somente em pares de acdo e reacao
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e, portanto, se cancelam pela Terceira Lei de Newton. A forca F;;, exercida
sobre a particula ¢ pela particula j, aparece como uma das parcelas da forga in-
terna total F;” sobre a particula . Inevitavelmente, a for¢a Fj;, exercida sobre
a particula j pela particula ¢, também aparece como uma das parcelas da forca
interna total F;” sobre a particula j. Conseqlientemente, na soma total das forcas
internas, havera o cancelamento F;; + F;; = 0. Com isso, a soma das equacdes

escritas em (30.2) nos leva a
mia; +meags+---+myay =F"+F"+ .- +F§ . (30.3)

A soma vetorial no lado direito dessa equagdo € F¢*, a forca externa total sobre o

sistema, de modo que ela pode ser escrita como
mia; +meas +---+myay = F, (30.4)

enquanto o lado esquerdo € igual ao produto da massa total M do sistema pela

aceleragdo a.,, do seu centro de massa. Temos, entdo,
M a,,, = F* | (30.5)

que costumamos chamar Segunda Lei de Newton para o centro de massa do sis-
tema. Na Aula 17, essa equagdo foi cuidadosamente demonstrada e ficou bem
enfatizado que o centro de massa do sistema nio é uma particula, mas um ponto
imagindrio que estd sempre entre as particulas do sistema e cuja posi¢ao nao coin-
cide, necessariamente, com a posicao de qualquer particula desse sistema. Ainda
assim, a equagdo (30.5) mostra que o centro de massa do sistema se move como
se fosse uma Unica particula com massa igual a massa total do sistema e sujeita
a uma forga resultante igual a forca externa total sobre ele. Se ndo ha hipdteses
simplificadoras, a equacao (30.5) d4 uma informagdo bem limitada sobre o sis-
tema, mas ainda assim util. Ela ndo diz nada sobre os movimentos das diversas
particulas do sistema, mas determina qual € o0 movimento de um ponto que estd

sempre entre elas, o centro de massa. Os exemplos a seguir ilustram essa idéia.

Exemplo 30.1

Este exemplo apresenta uma situacdo na qual os movimentos das partes que
compdem um sistema sdo muito complicados, muito embora o movimento do cen-
tro de massa do sistema seja extremamente simples. Considere uma mola ideal
que tem presa a cada uma de suas extremidades uma pequena esfera. Por simplici-
dade, suponha que as duas esferas sejam idénticas. Imagine que no instante inicial
as esferas tenham as velocidades indicadas na Figura 30.1 e considere desprezivel

a resisténcia do ar.
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As forcas que a mola exerce sobre cada esfera, juntamente com 0s respecti-
vos pesos das esferas, determinam, a cada instante, as respectivas acelera¢des das
esferas. No entanto, como a forca eléstica sobre uma esfera depende também da
posicdo da outra, a equacdo diferencial de seu movimento € complicada. Ou seja,

0s movimentos possiveis das esferas sao muito complicados.

Figura 30.1: Enquanto as massas e a mola estiverem em movimento sem tocar o solo, a trajetéria

do centro de massa do sistema serd uma pardbola.

No entanto, as forcas entre a mola e as esferas sdao forgas internas ao sis-
tema formado pela mola e as duas esferas. Consequentemente, elas ndo influem
no movimento do centro de massa do sistema. Como as tnicas for¢as externas ao
sistema sdo os respectivos pesos das esferas, € imediato concluir que a aceleracio
do centro de massa do sistema € simplesmente a aceleracdo da gravidade g. Por-
tanto, a trajetdria do centro de massa serd um arco de pardbola, como mostra a
Figura 30.1. E importante enfatizar que essa serd a trajetéria do centro de massa
enquanto o sistema nao tocar o solo, pois quando isso ocorrer havera outras forcas
externas agindo sobre o sistema - a saber, as reacOes normais exercidas pelo solo

sobre a parte do sistema que estiver em contato com ele.

Exemplo 30.2

Imagine que um projétil seja arremessado com velocidade de lancamento
Vo = VpgU; + Voyu, € que a resisténcia do ar seja desprezivel durante o seu
movimento. Ele percorre uma trajetdria parabdlica e atinge o chdo em um ponto
A bem determinado e num instante bem definido; sua trajetdria estd indicada na
Figura 30.2. Nessa figura, desenhamos, por conveniéncia, o projétil no instante

em que atinge o ponto mais alto de sua trajetdria e no instante em que atinge o
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solo. Note que, nesses instantes, suas velocidades sdo, respectivamente, vy, U, €

Voz Uz — UpyUy.

Figura 30.2: Trajetdria parabdlica de um projétil desde o instante de seu langamento até o instante
em que toca o solo.

Considere, agora, que o mesmo projétil seja langado novamente do mesmo
ponto, com a mesma velocidade inicial, mas exploda ao atingir o ponto mais alto
da sua trajetdria, se partindo em dois fragmentos de mesma massa. Para simpli-
ficar ainda mais esse exemplo, suponha que logo apds a explosdo, cuja duragdo é
desprezivel, uma das metades do projétil tenha velocidade nula, enquanto a outra
passa a ter uma velocidade horizontal 2vy,u, (vocé verificard no problema pro-
posto 1 que essa situacdo pode, de fato, ocorrer). Com isso, a trajetéria de um dos
fragmentos do projétil ap6és a explosdo serd um segmento de reta vertical do ponto
mais alto da trajetéria do projétil até o solo, atingindo o solo com a velocidade

—%gy Uy, apos descrever um movimento retilineo uniformemente variado.

J4 a trajetdria da outra metade serd parabdlica, mas ndo coincidente com a
pardbola mostrada na Figura 30.2, isto €, aquela descrita pelo projétil caso ndo
tivesse ocorrido a explosdo. Essa metade atinge o solo com velocidade 2vg,u, —
UoyU,. Essas duas trajetorias estdo indicadas na Figura 30.3 por linhas continuas
que comecam no ponto mais alto atingido pelo projétil.

No entanto, mesmo apds a explosdo, o centro de massa do projétil descre-
verd uma trajetéria parabdlica idéntica a descrita no caso em que nao ha explosao
alguma. Isso ocorre pois as forcas que separam as duas metades do projétil durante
a explosdo sdo forcas internas ao sistema e em nada influem no movimento do
centro de massa do projétil. A linha tracejada na Figura 30.3 indica a trajetéria

do centro de massa depois da explosao.
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y 2’()033 u
..cm
m/2 > m/2
d - d
X
@
—Ugy Uy 200z Uy — VoyUy) 4dvggu, — voyuy

Figura 30.3: O projétil descreve uma trajetdria parabdlica até atingir o ponto mais alto de sua
trajetoria (linha continua do ponto de lancamento até esse ponto); apds a explosdo, um dos frag-
mentos descreve um movimento vertical, enquanto o outro, um arco de pardbola (linhas continuas
do ponto mais alto até o solo). A linha tracejada indica a trajetéria do centro de massa do projétil

apos a explosao.

Como um ultimo comentdrio a respeito desse exemplo, note que, para qual-
quer instante apds a explosdo, o centro de massa do projétil estd no ponto médio

entre as suas partes, uma vez que elas pPoSss€m a mesma massa.

Nos dois exemplos anteriores, os sistemas sdo relativamente simples (no
primeiro, duas esferas presas aos extremos de uma mola ideal e no segundo um
projétil que se parte ao meio). No entanto, o fato de 0 movimento do centro de
massa de um sistema sofrer influéncia apenas das forcas externas ao sistema é
geral e vale para qualquer sistema, por mais complexo que ele seja. Por exemplo,
nos saltos inacreditdveis de nossa camped de gindstica olimpica Daiane dos San-
tos, o centro de massa da atleta descreverd, enquanto ela estiver totalmente no ar,
uma trajetoria parabdlica, por mais complicadas que parecam as suas acrobacias.
O mesmo ocorre em qualquer salto ornamental dado por um atleta de uma plata-
forma a dez metros de altura; depois que ele deixa a plataforma o seu centro de
massa descreverd uma pardbola até o instante em que alguma parte de seu corpo
tocar a dgua da piscina, ndo importando se ele saltou de frente, de costas ou do
nimero de voltas completas até chegar na dgua.

Poderiamos prosseguir fornecendo mais e mais exemplos que ilustrassem o
fato de que somente as forcas externas a um sistema influenciam no movimento
de seu centro de massa. H4 uma infinidade deles. No entanto, deixaremos para
vocé mesmo a tarefa de imaginar alguns desses exemplos, o que nio deverd lhe

exigir muito esforgo.
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Em aulas anteriores, usamos P
para representar o peso total de
um corpo. E claro que ndo vamos
confundi-lo com o conceito de
momento linear do sistema,
apesar de usarmos a mesma letra
para denotar ambos.
Infelizmente, hd poucas letras
para muitos conceitos...

CEDERJ
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Voltemos a equagdo (30.4) e, em vez de usar nesse resultado o conceito
de centro de massa, vamos reescrevé-lo em termos dos momentos lineares das
particulas do sistema. No lado esquerdo de (30.4), podemos escrever as aceleragoes

como derivadas das velocidades,

dV1 dVg dVN
my—— +mg——+---+my —— =F 30.6
L + Mo gt +otmy L ) (30.6)
e as massas, por serem constantes, podem ser passadas para dentro dos simbolos

de derivacao,

d(mivy)  d(mavy) d(myvy)
a T a T T

Usando o fato de que a soma das derivadas € a derivada da soma, obtemos

=F. (30.7)

d
E(mlvl + Mmaovg + -+ -+ mNVN) =F. (308)

A quantidade entre parénteses € a soma vetorial dos momentos lineares de todas
as particulas do sistema. Essa soma é um vetor que chamamos momento linear

do sistema de particulas e que representamos por P, ou seja,
P=mivi+mgvy+- - +myvy. (30.9)

Usando essa defini¢cao, podemos escrever nosso resultado (30.8) como

dpP
— =F* 30.10
7 ; ( )

isto €,

a taxa instantdnea de variacdo do momento linear de um sistema de

particulas é igual a forca externa total sobre o sistema.

Podemos chamar esse resultado Teorema do Momento Linear e Forca de
um Sistema de Particulas. No caso de o sistema ser constituido por uma tnica
particula, esse resultado se reduz ao obtido na Aula 28, que, praticamente, em
nada difere da Segunda Lei de Newton para uma particula. J4 o resultado (30.10)
traz consigo a informacdo importante de que a quantidade vetorial P, apesar de
depender das velocidades de todas as particulas do sistema, ndo é afetada pelas
for¢a internas que agem sobre elas. Somente as forcas externas podem mudar o

momento linear do sistema de particulas.

Note que, pelas préprias defini¢des de velocidade do centro de massa de um

sistema de particulas (v.,,) € de momento linear do sistema (P), temos

P=Mv,,, (30.11)
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onde M ¢é a massa total do sistema. Desse modo, podemos afirmar que

o momento linear do sistema é o momento que teria uma particula
cuja massa fosse a massa total do sistema e a velocidade fosse a do

seu centro de massa.

Consideremos, agora, um certo movimento do sistema de particulas. Diga-
mos que as fun¢des-movimento das particulas 1, 2,..., N sejam dadas, respectiva-

mente, por f1, fo,..., f. Temos, entdo,

ri=fi(t), ra=folt), .., rn=fn(t) e
vi=fi(t), vo=folt), ..., vn=[fn(t). (30.12)

As forcas externas que agem sobre as particulas do sistema siao func¢des do
tempo, das posicoes e das velocidades das particulas. Consequentemente, a for¢a
externa total F** € funcdo do tempo e das posi¢oes e velocidades das particulas.
Mas, em um dado movimento do sistema, como especificado em (30.12), as
posic¢des e velocidades também sdo funcdes do tempo. Entdo, em um dado mo-
vimento, a forca externa total F** ¢ uma funcdo do tempo e, por esse motivo,
podemos integrd-la em um certo intervalo [¢1,%5]. O momento linear total P é
uma func¢do das velocidades das particulas do sistema, como € ébvio na definicao
(30.11). Em um movimento do sistema, como especificado em (30.12), as ve-
locidades sdao fun¢des dadas do tempo, de modo que, durante tal movimento, o
momento liner total P também é uma funcido do tempo, podendo ser integrado
no intervalo [t1, 5]. Conseqiientemente, podemos integrar os dois membros da
equagdo (30.10) no intervalo de tempo [t1, t5] e obter

/t2 Q dt = /t2 F dt , (30.13)
¢y dt 4
onde estd subentendido que estamos considerando um dado movimento do sis-

tema, especificado pelas equagdes (30.12). De (30.13), obtemos

to
P, P, = / Fe dt | (30.14)
t

1
onde P, e P, representam o momento linear total nos instantes ¢; e ¢,, respectiva-
mente. A integral da forga externa total no intervalo [t1, t2] € chamada impulso da
forca externa total transmitido ao sistema no intervalo em considerac¢do. Portanto,
o resultado (30.14) afirma que

a varia¢do do momento linear total de um sistema de particulas du-
rante um intervalo de tempo do movimento do sistema é igual ao im-

pulso da forca externa total transmitido ao sistema nesse intervalo.
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Esse é o Teorema do Momento Linear e Impulso de um Sistema de Particulas.

Um resultado que se obtém imediatamente da equacao (30.10), ou também
de (30.14), é chamado Teorema da Conservacao do Momento Linear de um

Sistema, e afirma que

se a forca externa total sobre um sistema é nula, o seu momento linear

se conserva.

F* =0 — P = constante. (30.15)

Esse é um dos teoremas mais importantes da Mecanica Classica. Ele nos
informa que em um sistema isolado, isto é, livre de influéncias externas, a soma
dos produtos das massas pelas velocidades das particulas permanece constante,
ndo importa como as velocidades das particulas estejam mudando. Se o sistema
ndo estiver isolado, mas ainda assim as forgas externas se cancelarem, valerd a
mesma conclusao, isto é, a quantidade mvy +mgvs + - - - +my vy permanecera

constante enquanto a forca total externa for nula.

Exemplo 30.3

Para ilustrar o teorema que acabamos de demonstrar, considere duas particulas
de mesma massa presas aos extremos de uma mola ideal. Suponha que as particulas
se movimentem em linha reta sobre uma superficie horizontal sem atrito e ao
longo da direcdo da mola que as une. Escolheremos o eixo OX como tendo essa

direcdo, como ilustra a Figura 30.4.

cm Af cm A£ cm
. | !
e OUITIIIING @ OO0 >
@ t t+ At t 4+ 2At X

Figura 30.4: Por ser nula a resultante das forcas externas sobre o sistema o seu centro de massa

descreve um MRU.

Nesse caso, como a forca externa total é nula (os pesos das particulas sao
cancelados pelas reacdes normais exercidas pela mesa e todas as outras forcas
exercidas entre a mola e as particulas sdo internas ao sistema). Com isso, 0 mo-
mento linear do sistema P = Muwv,, e, consequentemente, a velocidade de seu

centro de massa permanecerao constantes durante o movimento. Ou seja, o centro
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de massa descreve um MRU, muito embora os movimentos das duas particulas
sejam mais complicados (ndo € dificil mostrar que cada particula descreve, nesse
caso, uma superposi¢ao de um MRU com uma oscilagdo harmonica, mas demons-

trar esse resultado foge um pouco aos nossos objetivos no momento).

A Figura 30.4 mostra o sistema em trés instantes diferentes, ¢, ¢t + At e
t + 2At, em situacdes em que a mola ora estd comprimida, ora distendida. Note
que o centro de massa se move com velocidade constante, e por isso percorre

distancias iguais em intervalos de tempo iguais.

Suponhamos que em um certo instante, que chamamos inicial, as velocida-
des das particulas 1, 2,..., N sejam dadas por vyg, Vag,..., Vg, I€spectivamente.
Nesse instante, 0 momento linear do sistema é m vyg+maVog+ - +MpyVyg. Se
a forga externa total sobre o sistema for nula, o momento linear total do sistema

em qualquer instante terd o mesmo valor que tinha no instante inicial:

mivi + mava + -+ -+ MyVy = M1Vig + MoV + - - - +myvyg . (30.16)

Se forem conhecidas as velocidades iniciais das particulas do sistema, esta
serd uma equacdo com N incégnitas, as velocidades vy, va, ..., vy das particulas
em um outro instante arbitrario. E claro que somente essa equacio é insuficiente
para encontrar os valores das /N velocidades nesse outro instante, mas ja é uma

informacao relevante sobre elas.

Por exemplo, se além das velocidades das particulas no instante inicial, co-
nhecermos as velocidades de N — 1 particulas em um outro instante arbitrario, a
velocidade desconhecida da N-ésima particula nesse instante poderd ser determi-

nada pela conservacdo do momento linear (30.16).

De qualquer modo, estaremos, de inicio, considerando situacdes simples,
nas quais o Teorema do Momento Linear e Forca e o Teorema da Conservacao do

Momento Linear nos permitirdo obter os resultados desejados.

Note que, se dividirmos o0 momento linear total de um sistema de particulas
pela massa total do sistema, obteremos a velocidade do centro de massa do sis-
tema. Com isso, as afirmacdes sobre 0 momento linear total podem ser expressas
em termos da velocidade do centro de massa. Por exemplo, dizer que o momento
linear total € constante é equivalente a dizer que a velocidade do centro de massa

¢é constante.
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Exemplo 30.4

Considere um sapo de massa m situado numa das extremidades de uma
plataforma de comprimento ¢ e massa M e em repouso relativamente a ela. A
plataforma flutua, em repouso, sobre as dguas paradas de um lago, como ilustra
a parte superior da Figura 30.5. O sapo caminha em linha reta até a outra ex-
tremidade da plataforma e ai permanece em repouso. Suponha que a plataforma
se movimente apenas horizontalmente e despreze, nesse exemplo, a for¢a de re-
sisténcia exercida pela dgua sobre ela. Desejamos saber qual foi o deslocamento
total da plataforma.

Figura 30.5: (a) Sapo na extremidade esquerda da plataforma, ambos em repouso relativamente
as dguas paradas do lago; (b) sapo em repouso apds atingir a extremidade direita da plataforma.

Uma vez que é desprezivel a forca de atrito com a dgua, novamente aqui
a resultante das forcas sobre o sistema sapo-plataforma € nula, de modo que o
momento linear total do sistema permanece constante durante todo o movimento.
Como esse momento linear € nulo no instante inicial ¢;, permanecera nulo durante
todo o movimento até o instante final ¢y em que o sapo atinge a outra extremidade.
Escolhendo o eixo OX na direcdo e sentido do movimeto do sapo, com a sua

origem na posic¢ao inicial do sapo, podemos escrever
MUsy + My, =0,

onde v, € v, sdo, respectivamente, as velocidades do sapo e da plataforma num
instante genérico do movimento. Integrando a equacdo anterior no tempo, desde

t; até ¢, temos
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ty ty
m/ vwdt—i-M/ Upedt =0 = mAz,+ MAz, =0.
ti t;

Como o comprimento da plataforma é ¢, podemos relacionar Az, e Az, elimi-

nando assim Az, da tltima equacdo. E imediato perceber que
Azg =0+ Az, (30.17)

relagdo que substituida na férmula anterior nos fornece

m

O sinal negativo no resultado anterior significa que enquanto o deslocamento do
sapo foi positivo, isto €, da esquerda para a direita, o da plataforma foi negativo.
A partir da equagdo (30.17) pode-se mostrar que Ax, = M{/(m + M). No
caso em que as massas forem iguais, os respectivos deslocamentos também serdo
0s mesmos. Seria conveniente que, nesse momento, vocé tentasse resolver os

problemas propostos 2 e 3.

Colisoes de duas particulas

Consideremos um sistema de duas particulas, de massas my € msq. Supo-
nhamos que o sistema esteja isolado, isto €, que ndo haja forcas externas agindo
sobre ele. Nesse caso, permanecem constantes 0 momento linear total do sistema
e a velocidade de seu centro de massa. No entanto, as velocidades individuais
das particulas - e, portanto, os seus momentos lineares individuais - podem mudar
devido as forgas internas que cada uma das particulas do sistema pode exercer
sobre a outra. Desejamos considerar o caso especifico em que essas forgas in-
ternas entre as particulas existem somente durante um intervalo de tempo muito
pequeno, durante o qual elas estdo em contato. O qualificativo muito pequeno,
aplicado ao intervalo, significa pequeno o bastante para que durante esse intervalo
os impulsos transmitidos por forcas externas sejam despreziveis. Nao precisamos
nos preocupar agora com essa condic¢do, que voltaremos a discutir. Por ora, basta
imaginar informalmente que o intervalo é pequeno diante dos outros intervalos de

tempo considerados nos movimentos das particulas.

Digamos que as forgas internas entre as particulas surjam em um instante ¢;
e desaparecam apos o instante ¢; € que o intervalo de tempo de 7; a t¢ seja muito

pequeno. Dizemos, entdo, que as particulas colidiram entre si durante o intervalo
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de tempo de t; a ¢y ou, mais genericamente, que elas sofreram uma colisdo du-
rante esse intervalo de tempo. Antes de comecar a colis@o, no instante ¢;, nao
ha forgas externas nem internas agindo sobre as particulas e, consequentemente,
suas velocidades sdo constantes e iguais as velocidades que tém no instante em
que vai comecar a colisdo. Chamemos vy; € vo; as velocidades, nesse instante,
das particulas de massas m; e ms, respectivamente. Durante a colisdo, as forgas
internas entre as particulas vdo mudando suas velocidades até que, ao final da co-
lisdo, no instante ¢y, as particulas estejam com as respectivas velocidades vy e
vyr. ApOs esse instante, ndo hd mais forgas internas ou externas agindo sobre as
particulas e elas permanecem com velocidades constantes e iguais aquelas com
que terminaram as colisdes. A Figura 30.6 mostra duas bolinhas fazendo o papel
das particulas em colisdo, conforme acabamos de descrever. A parte superior da
figura mostra as duas particulas com suas velocidades constantes antes da colisao,
vy; € vo;. Elas colidem e, ao final da colisdo, as suas velocidades mudaram para
Vis € Vas. A parte inferior da figura mostra as particulas com essas velocida-
des constantes apos a colisdo. A colisdo propriamente dita, que ocorre no curto
intervalo de tempo de ¢; a t;, ndo estd ilustrada na figura. Nos processos de co-
lisdo, é comum podermos observar os movimentos do sistema antes e depois da
colisdo. Os movimentos que ocorrem durante a colisdo geralmente permanecem
desconhecidos (lembre-se de que a duracdo de uma colisdo é, em geral, muito
pequena).

A colisdo descrita na Figura 30.6 parece muito abstrata, mas podemos vi-
sualizd-la em uma situacdo muito corriqueira. No jogo infantil com bolinhas de
gude, elas sdo arremessadas e rolam no chdo horizontal. Os pesos das bolinhas
sdo cancelados pelas normais exercidas pelo chdo sobre elas. J4 o atrito entre
elas e o chdo ndo € relevante quando as bolinhas sdo arremessadas com gran-
des velocidades e colidem logo em seguida. Assim, podemos supor que nao hd
forcas externas sobre as bolinhas e que a duragdo do choque entre elas é muito
pequena, imperceptivel para uma pessoa sem o auxilio de instrumentos apropria-
dos. As bolinhas sofrem uma colisdo tal como descrevemos anteriormente até que
o atrito entre elas e o solo se torne perceptivel, e elas comecem a diminuir suas
velocidades e seus movimentos deixem de se enquadrar no padrdo descrito na
Figura 30.6.

No caso das bolinhas de gude, uma situacdo muito comum € aquela em que
uma das bolinhas estd parada e a outra é arremessada contra ela. Para que as
bolinhas tivessem o comportamento descrito na Figura 30.6, a bolinha de massa
my teria de ser arremessada com velocidade vy; e acertar a bolinha de massa ms,

j4 em movimento, com velocidade vy;. Meninos espertos, como os que brincavam
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com bolinhas de gude nos anos sessenta, eram capazes de fazer isso, e a colisdao

provocada entre as bolinhas tinha o aspecto da Figura 30.6.

Vii ~
ANTES DA COLISAO
Viy
DEPOIS DA COLISAO Vos
m ~ -="
oS Vif -7 mo
Vor
ma mo

)

Figura 30.6: A figura superior mostra as particulas em MRU antes da colisdo, em um instante
t anterior a colisdo e no instante ¢; em que vai comecar a colisdo. A figura inferior mostra as
particulas em MRU depois da colisdo, no instante ¢y em que termina a colisdo e em um instante ¢’
posterior a colisdo.

Para analisar a situacdo ilustrada na Figura 30.6, vamos usar o fato de que
ndo hd forcas externas sobre as particulas e, portanto, o momento linear total do

sistema constituido por elas se conserva, isto €,
miVy; + MoVey = myviy + maVoy . (3018)

Essa é uma equacdo vetorial que envolve 4 vetores, as velocidades inicial e
final das duas particulas, e dois niimeros, as massas das particulas. Se todas essas
quantidades forem desconhecidas, a partir da unica equagdo (30.18) podemos tirar

apenas algumas conclusdes muito genéricas sobre a colisdo. Para fazermos uma
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andlise mais interessante, comegaremos supondo que sejam conhecidas as mas-
sas das particulas e suas velocidades iniciais, sendo nula a velocidade inicial da
segunda particula, isto €, vo; = 0. Essa € uma situagdo comum, na qual chama-
mos alvo, a particula inicialmente parada, e projétil, a outra particula, arremessada
contra ela com velocidade vy;. Ap6s a colisdo, o projétil tem velocidade v € 0
alvo ganha uma velocidade vo;. Nesse caso, a conservagdo do momento linear

durante a colis@o nos permite escrever
MiVi; = M1Viy + MaVay . (30.19)

A Figura 30.7 ilustra esse processo de colisdo. Note que os dois vetores cons-
tantes vy; € vy determinam um plano, que € o plano da trajetéria do projétil, a

particula de massa m;.

Figura 30.7: colisdo de um projétil de massa m; e velocidade vi; com um alvo de massa ms
em repouso. A figura também mostra os angulos 07 e 0, que as velocidades finais fazem com a
inicial, e um sistema de eixos OX') que pode ser utilizado para decompor as velocidades.

Da conservagdao do momento linear (30.19), concluimos que a trajetéria da
particula-alvo também se encontra nesse plano. De fato, da conservacdo do mo-

mento linear (30.19), obtemos

vor = (my/ma)(vii — vif) .

Essa igualdade mostra que, em qualquer instante apds a colisdo, a velocidade
final v, da particula-alvo estd no plano determinado pelas velocidades vy; € vy,
que € o plano da trajetoria do projétil; consequentemente, toda a trajetéria do
alvo também se encontra nesse plano, como afirmamos. Em suma, a conservacao
do momento linear determina que as trajetérias das duas particulas envolvidas na
colisdo estdo em um mesmo plano quando uma das particulas estd inicialmente em
repouso. Com isso, em uma figura como a Figura 30.7, temos todas as trajetdrias

e velocidades em um mesmo plano, que podemos considerar como sendo o plano
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da pagina. J4 na situacdo mais geral da Figura 30.6, devemos considerar que as
velocidades e trajetdrias estdo desenhadas em perspectiva, isto €, as velocidades

podem ter componentes que estdo entrando ou saindo do plano da pagina.

Lembre-se de que estamos considerando como dadas as massas das particulas
e suas velocidades iniciais. Ainda assim, temos dois vetores desconhecidos, as
velocidades finais v e vaf, para uma tnica equacdo vetorial (30.19). Vamos de-
compor essa equagdo para trabalharmos com nimeros em vez de vetores. Ja vimos
que todos os vetores envolvidos nessa equacao estio em um mesmo plano. Nesse
plano, vamos escolher dois eixos cartesianos, digamos, o eixo OX na direcdo e
sentido da velocidade inicial vy; e, conseqlientemente, o eixo Q) perpendicular
a velocidade inicial, tal como aparece na Figura 30.7. Decompondo ao longo
desses dois eixos os vetores da equacgdo vetorial (30.19), essa equagdo dd origem

as seguintes equacoes numéricas:

M1V = MyU1¢ €cos By + movay cos by ;

0 = myvyy senth — movyy sents . (30.20)

Nessa equagdo, o médulo vy; € conhecido, pois estamos supondo que a veloci-
dade inicial do projétil seja conhecida. Se ndo conhecemos as velocidades finais
do alvo e do projétil, sdo desconhecidos os mddulos vi¢ € voy € 0s angulos 6;
e #>. Em suma, ha quatro incégnitas nas duas equacdes (30.20), provenientes
da conservacdo do momento linear do sistema das particulas em colisdo. Desse
modo, a conserva¢do do momento linear ndo € suficiente para resolvermos es-
ses problemas de colisdes. Sdo necessdrias mais informagdes, que devem ser
juntadas as equacdes (30.20), para resolvermos os problemas. Um exemplo in-
teressante de informacdo suplementar é dado pela condicdo de que as particulas
permanegam juntas apds a colisdo. Nesse caso, dizemos que a colisdo ¢ perfeita-
mente inelastica ou totalmente inelastica. Isso pode acontecer, por exemplo, se
arremessarmos uma bolinha de chumbo contra uma bolinha de cera. A bolinha de
chumbo pode grudar na bolinha de cera e as duas permanecerem juntas apds a co-
lisdo. Na colisdo ineldstica, temos, portanto, a condi¢do suplementar vi; = vay.

Usando-a na conserva¢do do momento linear (30.19), chegamos a equagao

mivy; = MyVviy + MmoVvyiy = (m1 + mg)Vlf s (3021)
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da qual obtemos as velocidades finais das particulas em termos de suas massas
e da velocidade inicial do projétil:

Vif = vy = ﬁvu . (30.22)
Nessa equagdo, vemos que as particulas, depois da colisdo, tétm uma veloci-
dade na mesma direcdo e sentido que a velocidade inicial do projétil, pois a ve-
locidade apds a colisdo € um vetor obtido multiplicando-se o ndmero positivo
my/(my 4+ my) pela velocidade inicial do projétil. Obviamente, o mddulo da ve-
locidade, apds a colisdo, € esse nimero multiplicado pelo médulo da velocidade
inicial do projétil. Uma vez que esse numero € menor do que 1, as particulas, apos
a colisdo, tém sempre uma velocidade menor do que a velocidade do projétil antes

da colisao.

Resolvemos esse problema usando a equacao vetorial (30.19) da conservagao
do momento linear; serd instrutivo que vocé€ o resolva usando as componentes
(30.20) da equagdo (30.19). A propésito, o motivo da expressdo completamente

ineldstica, para designar esse tipo de colisdo, serd discutido na proxima aula.

Um outro exemplo muito comum de informagdo suplementar é supor que
a soma das energias cinéticas das duas particulas, antes da colisdo, € exatamente
igual a soma das suas energias cinéticas apds a colisdo, isto é,
1 2 1 2 2 1 2
imlvlf + §m2V2f = §m1V1z‘ + imlv% .
Quando isso ocorre, dizemos que o choque entre as duas particulas € totalmente
ou perfeitamente elastico. H4, ainda, outras situacdes intermedidrias entre um
choque totalmente eldstico e um choque perfeitamente ineldstico que serdo discu-

tidas na préxima aula.

Exemplo 30.5

Neste exemplo, discutiremos uma situagdo tipica de um jogo de sinuca.
Consideraremos uma colisdo entre duas bolas de sinuca de mesma massa, na
qual uma delas esta inicialmente em repouso. Desprezaremos efeitos de rotacao
das mesmas, tratando-as para nossos propodsitos como particulas. Além disso,
para simplificar a situag¢do, vamos supor que o choque entre elas seja totalmente
eléstico, isto é, que as respectivas energias cinéticas do sistema formado pelas
duas bolas, antes e depois da colisdo, sdo as iguais. No entanto, vamos consi-
derar um choque nao frontal, de modo que, depois do choque, as bolas possuam

velocidades com direcdes diferentes, como ocorre na ilustragao da Figura 30.7.

Suponha que a bola 1 incida sobre a bola 2 com velocidade inicial conhecida

vi; = YU, € que a bola 2 esteja em repouso na origem dos eixos cartesianos
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escolhidos. Apds o choque, a bola 1 tem uma velocidade v, ¢, que forma com o
eixo OX um angulo ¢, enquanto a bola 2 tem uma velocidade vy, que forma
com esse mesmo eixo um angulo #,. Essa situagdo estd ilustrada na Figura 30.7,

desde que tomemos as massas iguais e identifiquemos v; com vyu,.

Da conservagdo do momento linear do sistema, mvy; = mviy + mvay,

podemos escrever as equagdes

Vg = V1fC08t + vap cOsty (30.23)
0 = wvirsent — vorsents | (30.24)

onde usamos o fato de que as massas sdo idénticas. Exceto por esse fato, essas
equagoes sao idénticas as equagdes (30.20).
Como o choque ¢ totalmente eldstico, temos também a relagao
1 5, 1 1,

2y = émvff + My — = vff + vgf . (30.25)

Se considerarmos a velocidade de incidéncia e um dos angulos, por exemplo 6,
como conhecidos, vemos que as quantidades v; s, vo5 € 85 poderdo ser calculadas,
pois teremos trés incognitas e trés equagdes. No entanto, a tarefa de calcular vy,
v9f serd deixada para voc€ no problema proposto 4. Aqui, obteremos apenas ¢
em termos de 6, a fim de mostrarmos o fato curioso que, qualquer que seja o
angulo de saida da primeira bola 6, as velocidades das duas bolas apés o choque
serdo sempre perpendiculares entre si. Mas vale enfatizar que isso s6 ocorre na
situacdo descrita nesse exemplo (massas iguais, choque totalmente eldsticos e uma

das bolas em repouso inicialmente).

Elevando ao quadrado a equacdo (30.23) e somando com o quadrado da

equagao (30.24), obtemos
vy = vff + vgf + 20y pvag(cosb cosfy — send; senbs) ,

onde usamos a relagio cos’a + sen’a = 1. Lembrando que cos(a + b) =
cosa cosb — sena senb e identificando 0; + 6, com o Angulo entre vi5 € vy, rees-
crevemos a equacao anterior na forma

vy = V3 + U5 4 2viyp - Vo (30.26)
Comparando as equacdes (30.25) e (30.26), concluimos que

Vif - Vof = 0 5

ou seja, as velocidades v;f € vy sdo perpendiculares entre si. Essa informagao
pode ser de grande valia para vocé€ quando estiver jogando sinuca com seus ami-
gos, pois com ela voc€ pode saber se, ao encacapar uma determinada bola, a bola

incidente caird em alguma outra cagapa ou nao.
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Até o momento, supusemos que nao houvesse forcas sobre as duas particulas
em colisdo, exceto pelas forcas momentaneas que uma exerce sobre a outra du-
rante o intervalo de tempo [t;, t¢] da colisdo (note que tais forgas sdo internas ao
sistema formado pelas duas particulas). E por ndo haver forca sobre as particulas
antes da colisdao que elas t€ém velocidades sempre iguais as velocidades vy; € vo;,
com as quais se inicia o processo de colisdo no instante ¢;, conforme ilustrado na
parte superior da Figura 30.6. Analogamente, ao final, as particulas permanecem
com as velocidades vy ¢ € vo¢ que tinham depois do processo de colisdo no instante
t ¢, conforme ilustrado na parte inferior da Figura 30.6. Além disso, a auséncia de
forgas externas sobre as particulas garante a conservagdo do momento linear total

do sistema constituido por elas.

Vejamos, agora, como podemos aproveitar o que aprendemos sobre essa
situacdo para analisar também as situacdes em que hd forcas externas agindo nas
particulas ou situacdes em que elas podem interagir também antes e depois da
colisdo. Primeiramente, consideremos o movimento das duas particulas antes da
colisdo. Continuaremos a representar por vi; € vo; as velocidades das particulas
nesse instante inicial da colisdo, mas ja ndo vamos supor que antes desse instante
as particulas tivessem essas mesmas velocidades, pois, agora, estamos supondo
que ha forcas agindo sobre elas antes da colisdo e, portanto, causando mudangas
em suas velocidades. Essa possibilidade estd ilustrada na Figura 30.8, que deve
ser comparada com a parte superior da Figura 30.6.

Figura 30.8: As particulas antes da colisdo ndo estdo em MRU, pois hd forcas agindo sobre elas.
Suas velociadades podem variar e ndo sdo necessariamente iguais as velocidades vi; e vo; com

que iniciam a colisdo no instante ;.
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Uma vez que ha forgas externas agindo sobre as particulas, o momento li-
near do sistema ja ndo € constante. A Figura 30.8 ilustra o movimento do sistema,
desde um instante ¢ anterior ao inicio da colisdo até o instante ¢; em que se inicia
a colisdo. De acordo com (30.14), a variacdo do momento linear do sistema nesse
intervalo de tempo é

t;
(mlvli -+ m2V2i) — (m1V1 + mQVQ) = / F dt s (3027)
t

onde F** € a forca externa total sobre o sistema constituido pelas duas particulas
e as grandezas no lado esquerdo da equacio sdo as indicadas na Figura 30.8.

Uma andlise perfeitamente andloga a anterior pode ser feita para o movi-
mento do sistema depois da colisdo. Serd instrutivo que vocé faga essa andlise,
acompanhada de uma figura que mostre as particulas em movimento depois da
colisdo. Desenhe as particulas com suas velocidades no instante ¢y em que ter-
mina a colisdo e num instante ¢’ ap6s a colisdo, ligando as duas posi¢des pelas
trajetdrias dessas particulas sob a ac@o de forcas externas. Em geral, haverd uma
variagdo no momento linear total no intervalo de tempo considerado apds a co-
lisdo. Essa varia¢do é dada pelo impulso transmitido pela forca externa nesse

intervalo, de acordo com (30.14).

Consideremos, agora, a variagdo do momento linear do sistema durante o
intervalo [t;, ] em que ocorre a colisdo. De acordo com (30.14), essa variagdo é

dada por

t
(mavig + movas) — (Myvy + mavy;) = / ' F dt . (30.28)

ti
A integral no lado direito dessa equagdo € o impulso transmitido ao sistema pela
for¢a externa total durante a colisdo. Vamos considerar as situacdes em que o
intervalo de tempo [¢;, | da colis@o € tdo pequeno que esse impulso pode ser des-
prezado. Isso significa, simplesmente, que a for¢a externa total ndo € percussiva,
como discutimos na Aula 28. As forca percussivas sdo exatamente aquelas que,
mesmo atuando durante intervalos de tempo muito pequenos, produzem impulsos
significativos. Os exemplos mais notdveis sao exatamente as forcas internas entre
as particulas que colidem. Durante o curto intervalo de tempo da colisdo, essas

for¢as mudam significativamente os momentos lineares das particulas.

No entanto, as forcas de contato entre as particulas em colisdo sdo internas
e ndo mudam o momento linear total do sistema. Estamos interessados nas forcas
externas, que compdem a forca externa total F“*. Estas ndo sdo percussivas em

muitas situacOes de interesse. Forcas como o peso ou as forcas eldsticas ndo sdo,
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definitivamente, percussivas. Com essas consideracdes em mente, podemos dizer
que, nos casos em que a forgca externa total ndo é percussiva, o lado direito da
equagdo (30.28) € desprezivel e, por esse motivo, serd considerado nulo. Como
consequéncia, o lado esquerdo € nulo, e voltamos a equacdo (30.18), que expressa
a conservacao do momento linear do sistema constituido pelas duas particulas.
S6 que, agora, 0 momento linear total se conserva, apesar de haver forcas ex-
ternas, porque estamos considerando um intervalo de tempo tdo pequeno que
as forgas externas ndo tém tempo para alterar o momento linear total, pois nio

sdo percussivas.

Quando estabelecemos a equacdo (30.18), ndo havia forcas externas sobre
o sistema, e as velocidades envolvidas nessa equacdo eram as velocidades das
particulas antes e depois da colisdo. Agora, a partir de (30.28), voltamos a essa
equagdo, mas nela as velocidades envolvidas sdo apenas as imediatamente antes
e imediatamente apos a colisdo, pois, devido a presenca de forgas externas, so-
mente podemos garantir que nao hd variacdo significativa de momento linear total
durante o curto intervalo de tempo da colisdo. Em termos praticos, o que discu-
timos anteriormente a partir da equacao (30.18), continua vélido no caso em que
ha forgas externas, desde que elas ndo sejam percursivas € que consideremos as
velocidades das particulas somente imediatamente antes e imediatamente depois
da colisd@ao. Deve ficar claro que essa discussdo, feita para um sistema de duas
particulas, pode ser repetida para um sistema de varias particulas. Desse modo,
podemos chegar a equagdo (30.16) de conservacdo do momento linear, mesmo se
houver forgas externas sobre o sistema. Basta apenas que o intervalo de tempo
considerado seja pequeno o bastante para que possamos desprezar o impulso da
forca externa total.

Resumo

A soma de todas as for¢as internas de um sistema de particulas é sempre
nula. Com isso, o produto da massa total de um sistema pela aceleracdo de seu
centro de massa € igual a soma de todas as forcas externas ao sistema, isto €,
Ma,,, = F¢. Por defini¢cdo, o momento linear de um sistema de particulas (P)
€ igual a soma dos momentos lineares de todas as particulas que o compdem.
Como conseqiiéncia da defini¢cao de centro de massa, temos P = Mv,,. Impulso
da forca externa total transmitido ao sistema no intervalo [t;, t5] é definido como
a integral dessa forca nesse intervalo e o Teorema do Momento Linear e Impulso
de um Sistema de Particulas afirma que esse impulso € igual a variacido de seu

momento linear nesse intervalo. O Teorema da Conservaciao do Momento Linear
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de um Sistema afirma que se for nula a for¢a externa total sobre um sistema, seu

momento linear serda uma constante de movimento.

No caso particular de duas particulas que se chocam na auséncia de forcas
externas, temos m;vy; + MmaVa; = MiViy + Mmovays, onde vy; € a velocidade da
particula de massa m; antes da colisdo etc. Dependendo das informagdes que
tenhamos sobre o sistema, essa equacdo ndo € suficiente para encontrarmos 0S
valores de todas as incégnitas do problema. Nesse caso, informagdes adicionais

sobre o sistema devem ser fornecidas.

Choque totalmente ineldstico entre duas particulas € aquele no qual, apds o
choque, as duas particulas ficam grudadas, possuindo, portanto, a mesma veloci-
dade apos a colisdo. Choque totalmente eldstico entre duas particulas € aquele no
qual a soma das energias cinéticas das particulas logo antes da colisdo € exata-

mente igual a soma das suas energias cinéticas logo apds a colisao.

Caso F*' # 0, o momento linear do sistema P ndo mais permanecerd
constante. No entanto, a sua variacao num certo intervalo € igual a impulsao de
. t
Fe*t, ou seja, AP = ftf Fet dt.

Questionario

1. Por que a soma das forcas internas de um sistema € sempre nula?

2. Escreva a equagao diferencial que rege o movimento do centro de massa de

qualquer sistema.

3. Reconsidere o exemplo 30.1, mas agora suponha que as massas das duas
esferas sejam diferentes. Descreva qualitativamente a trajetéria do cen-
tro de massa do sistema. Nesse caso, o centro de massa estaria no centro

da mola?

4. Crie outros exemplos nos quais 0os movimentos das partes que compdem o
sistema sd@o complicados, mas o movimento de seu centro de massa € bem

simples (vocé€ pode, e deve, se inspirar no exemplo 30.1).

5. Considere, novamente, o exemplo 30.1. O que ocorre quando uma das esfe-
ras bate pela primeira vez no chdo? Desenhe a trajetdria do centro de massa
do sistema descrita durante o intervalo de tempo que vai desde um instante
anterior ao choque até um instante logo apos esse choque, mas antes que

ocorra outra colisdo com o solo.
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6. Reconsidere o exemplo 30.2, mas suponha agora que a resisténcia do ar ndo
seja desprezivel. Nesse caso, as trajetorias do centro de massa do projétil
quando ndo ocorre a explosdo e quando ocorre a explosdo serdo rigorosa-
mente iguais? Explique.

7. Imagine um salto em altura de um atleta olimpico. Desenhe a barra a ser
ultrapassada pelo atleta e faca um esbogo da trajetoria de seu centro de
massa durante o salto. Lembre-se de que o centro de massa de uma pessoa
pode estar até mesmo fora de seu corpo, dependendo das posicdes de seus
pés, bragos, etc.

8. Defina momento linear de um sistema de particulas. Qual € a sua ex-
pressdo em termos da massa total do sistema M e da velocidade do centro de

massa v, ?
9. Enuncie o Teorema do Momento Linear e Forca para um sistema de particulas.

10. Enuncie o Teorema da Conservacao do Momento Linear de um Sistema de
Particulas.

11. No exemplo 30.4, o resultado obtido para o deslocamento total da plata-

forma depende do modo como o sapo vai de um extremo ao outro?

12. Suponha que uma pequena esfera colida com uma outra que, inicialmente,
se encontra em repouso. Considere nula a forga total sobre o sistema for-
mado pelas duas esferas. Quais s@o as condi¢des para que o angulo entre as

velocidades das esferas apds o choque seja sempre 90°?

Problemas propostos

1. O objetivo deste problema €, essencialmente, verificar que a situagcdo des-
crita no Exemplo 30.2 pode, de fato, ocorrer.

(a) Suponha que um projétil seja lancado do solo com velocidade
Vo = UppUy + UgyU, € que, ao atingir o ponto mais alto de sua tra-
jetdria, ele exploda se partindo em duas partes iguais. Logo apos a
explosdo, uma delas tem velocidade nula. Usando apropriadamente
o Teorema da Conservacdo do Momento Linear de um Sistema de
Particulas, determine a velocidade da outra parte do projétil logo apds

a explosdo (confira o resultado com o descrito no Exemplo 30.2).
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(b) Determine a distancia entre os respectivos pontos do solo onde caem

as duas partes do projétil. Escreva a sua resposta em termos de v,,,
Voy € g.

(c) Confira todas as outras afirmagdes feitas no Exemplo 30.2.

2. Considere uma canoa de comprimento ¢ e duas pessoas, Pedro e Renata,
sentadas cada uma num dos extremos da canoa. Inicialmente, a canoa esta
em repouso flutuando sobre as d4guas paradas de um lago. Por conveniéncia,
escolha o eixo OX ao longo da canoa, com a sua origem no extremo es-
querdo da canoa, onde, por hipé tese Pedro estd sentado. Seja mp a massa

de Pedro, mp a de Renata e M a da canoa.

(a) Pedro e Renata resolvem trocar de lugar. Supondo que a canoa se mo-
vimente apenas horizontalmente e desprezando a forca de resisténcia
exercida pela dgua sobre a canoa, determine o deslocamento total da
canoa Az ap0s essa troca. Analisando o resultado obtido, verifique
que Az > 0se mg > mp, Axg < 0se mrg < mp e Axgc = 0 se

mr = mMmp.

(b) O resultado obtido no item anterior depende do modo como Pedro e

Renata se movimentam durante a troca?

3. No Exemplo 30.5 considere como dados a velocidade da bola incidente e o

angulo 0, entre a velocidade v, e a dire¢do da bola incidente.

(a) Determine os valores de v, ¢ € vay em termos de vy; = v € 0;.

(b) Analise o caso de um choque frontal e verifique, nesse caso, que as
bolas simplesmente trocam de velocidades, ou seja, apds a colisdo a
bola incidente permanece em repouso e a outra passa a ter a velocidade
da incidente.

4. Um sapo estd, inicialmente, situado num dos extremos de uma plataforma
de comprimento ¢ que flutua, em repouso, sobre as dguas paradas de um
lago. Num dado instante, o sapo d4 um salto com uma velocidade que faz
com a horizontal um angulo de 45°. Suponha que a plataforma se movi-
mente apenas na horizontal e despreze o atrito entre a dgua e a plataforma.
Seja m a massa do sapo e M a da plataforma. Existe um valor vy para o
modulo da velocidade do sapo acima do qual o sapo ndo cai mais sobre a
plataforma, mas sim dentro do lago. Determine esse valor em funcao de m,
M,legq.
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5. Um pequeno bloco de massa M, que pode se movimentar sobre uma su-
perficie horizontal e lisa, estd preso a um dos extremos de uma mola ideal
de constante eldstica k. O outro extremo da mola estd preso a uma parede
vertical. Inicialmente, o bloco estd em repouso na posi¢cdo de equilibrio.
Num certo instante, tomado como ¢, = 0, um projétil de massa m atinge
horizontalmente o bloco e, nele, fica grudado. A velocidade do projétil

quando atinge o bloco tem a direcao da mola e médulo .

(a) Determine o médulo da velocidade do sistema bloco-projétil logo apds

o projétil atingir o bloco.

(b) Determine a fungdo-movimento do sistema bloco-projétil para ¢ > 0

(trata-se de um movimento harmdnico).

(c) Identifique a amplitude e o periodo do movimento do sistema.

6. Considere um péndulo simples formado por um fio ideal de comprimento /¢,
cujo extremo superior estd fixo ao teto, e uma pequena esfera de Massa M,
presa em seu extremo inferior. Inicialmente, esse péndulo estd em repouso
em sua posicao de equilibrio, isto €, na vertical. Num certo instante, tomado
como ty = 0, um projétil de massa m atinge horizontalmente a esfera e
fica grudado nela. Verifica-se, entdo, que quando o péndulo atinge a altura
maxima, o fio faz um angulo 6, com a vertical. Calcule, a partir desses

dados, o médulo da velocidade do projétil logo antes de ele atingir a esfera.

Auto-avaliacao

Vocé deve ser capaz de responder ao questiondrio inteiro. Como nesta aula
o ndmero de problemas propostos estd bastante reduzido, em comparagdo com
outras aulas, vocé deve tentar resolver todos os problemas. Nenhum deles deve
apresentar muita dificuldade, pois estdo estreitamente relacionados com os exem-
plos resolvidos no texto. Caso vocé€ ndo consiga resolver algum deles, retorne ao

texto da aula e reveja os pontos principais.
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Leitura Suplementar: movimento de Foguetes

Considere um foguete em uma regido do espaco em que as forgas gravita-
cionais sejam despreziveis, isto é, suponha que o foguete se encontre totalmente
isolado. Essa hipdtese visa a simplificar o problema a ser tratado. Sem muito
esforco, € possivel generalizar a discussdo e analisar o movimento de um foguete
sujeito a forga gravitacional terrestre quando ele se encontra proximo a superficie
da Terra. No entanto, ndo faremos essa generalizacdo aqui, pois achamos que
ela é desnecessdria numa primeira abordagem de movimentos de sistemas, como

foguetes.

O que chamamos foguete, num dado instante, é o sistema constituido por
sua carcaga, seus motores € o combustivel que se encontra em seu interior, nesse
instante. Estando seus motores ligados, ele vai expelindo seu combustivel como
um jato de gds incandescente. Digamos que u seja a velocidade, em relacio ao
foguete, com que o gés é expelido, chamada muitas vezes velocidade de ejecao.
Desejamos saber como aumenta a velocidade desse foguete com motores ligados
e livre de quaisquer forcas externas, a medida que seu combustivel vai sendo ex-
pelido. Para isso, usaremos o conceito de momento linear total do sistema fisico
constituido pelo foguete em um certo instante ¢t. Digamos que, nesse instante, a
massa total do foguete seja M e sua velocidade seja v. Naturalmente, estamos
considerando um movimento de translacdo, de modo que v seja a velocidade de
cada particula do foguete e, consequentemente, também a de seu centro de massa.
O momento linear total do foguete €, portanto, Mv. Esse € o momento linear do
sistema constituido por todas as particulas do foguete no instante considerado, as
particulas da carcacga, do motor e do combustivel.

Seja, agora, um pequeno intervalo de tempo infinitesimal ¢, durante o qual
o foguete expele uma quantidade de combustivel de massa infinitesimal M. Ao
final do intervalo [t, ¢ 4 Jt], ou seja, no instante ¢ + d¢, o foguete terd uma nova
velocidade que chamaremos v + dv e sua massa terd o valor M — § M, isto é, sua
massa original subtraida da massa de combustivel expelida no intervalo de tempo
0t. Como a massa M é expelida com velocidade u em relacdo ao foguete e este
possui velocidade v no instante ¢, a velocidade de M em relagdo ao referencial
inercial em uso € obtida fazendo-se simplesmente a composicdo de velocidades
de Galileu, ou seja, ela é dada por u + v. A Figura 30.9 ilustra o que acabamos
de afirmar. O momento linear do sistema, no instante ¢ + Jt|, é igual a soma do
momento linear do foguete nesse instante, dado por (M — dM)(v + §v), com o
momento linear do combustivel expelido nesse mesmo instante, que escreveremos

como 0P, e calcularemos logo adiante.
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~— — >
u+t+v v +ov

(b)

Figura 30.9: (a) Foguete em um instante ¢, no qual sua massa é M e sua velocidade é v. (b)
Foguete ap6s um intervalo de tempo infinitesimal §¢, em que parte M de sua massa foi expelida
com velocidade u em relagdo a ele e, portanto, velocidade u+ v em relacdo ao referencial inercial

€m uso.

Com isso, temos, no instante ¢ + dt, o momento linear do sistema é
(M — SM)(v + 6v) + 0P.. Devido ao Teorema da Conserva¢io do Momento
Linear de um sistema de pariculas, esse momento linear € igual ao momento li-
near M v no instante ¢, pois ndo hd forcas externas atuando sobre o sistema e,

portanto, seu momento linear é conservado,
(M —=6M)(v+v)+o0P.=Mv. (30.29)

Note, com muito cuidado, que o sistema fisico em consideragdo é consti-
tuido por particulas bem determinadas, com uma massa M constante. No instante
t, toda a massa estava no foguete e, no instante ¢ 4 dt¢, uma parte dela, de valor
0M, é expelida do foguete. Conseqiientemente, no instante ¢ + dt, o foguete
possui uma massa igual a M — 6 M. O sistema fisico ndo mudou, isto €, continua
sendo formado pelas mesmas particulas. Em outras palavras, no instante posterior
t + ot, ele é constituido das mesmas particulas que no instante ¢, embora elas
tenham mudado sua localizacdo, e possui a mesma massa M, igual a massa d M
do combustivel expelido somada a massa M — 6 M do foguete. Ao final desta

secdo, voltaremos a esse ponto.
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Calculemos o momento linear 6P. do combustivel expelido no intervalo
de t at + ot. Ele é igual a massa M desse combustivel multiplicada pela sua
velocidade em relac@o ao referencial inercial que estamos usando. Ora, como j4
mencionamos, a velocidade do combustivel em relagdo ao referencial inercial é
igual a soma vetorial da velocidade u do combustivel em relacdo ao foguete com
a velocidade v do foguete em relacdo ao referencial inercial. Portanto, o momento
linear do combustivel expelido é )P, = M (u + v). Substituindo esse resultado
em (30.29), obtemos

(M = M) (v +0v) + dM(u+v) = Mv . (30.30)

Nessa equacdo, quatro termos se cancelam e a equagdo resultante pode ter seus

membros divididos por dt para chegarmos ao resultado

Mi—:—éM%—i—%—?u:O. (30.31)
No limite em que 6t — 0, as quantidades v e )M também vao a zero. Con-
sequentmente, o segundo termo da equagdo anterior vai a zero. Além disso, na
equagdo (30.31), a razdo 0v/dt se converte na derivada temporal da velocidade,
isto é, na acelerac¢do dv/dt do foguete, e a razdo M/t converte-se no negativo
da derivada dM/dt. Essa derivada é negativa, pois a massa do foguete diminui
com o tempo, devido a eje¢do de combustivel. O médulo |d M /dt| dessa derivada
€ a vazao de combustivel. O segundo termo de (30.31) vai a zero e obtemos a

equacgao
dv _dM

dat  dt

A primeira vista, parece surpreendente que o limite de 6/ /dt seja o ne-

(30.32)

gativo da derivada dM /dt. Contudo, basta usarmos a defini¢do de derivada para
chegarmos a esse resultado. Com efeito, seja M a fun¢do que determina como
a massa M depende do tempo, M = M(t). A massa do foguete no instante ¢ é
M, e no instante t + ot € M — 0 M, pois a massa 0 M de combustivel foi ejetada.
Portanto, M — 6 M = M(t + dt) e a variagdo da massa é

Mt +8t) — M(t) = (M — M) — M = —5M.

Aplicando a definicao de derivada, obtemos
dM . M(t+6t) — M(t) . —O0M
— = lim = lim ——,
dt  5t—0 ot §t—0 Ot

isto é, o limite de M /dt é o negativo da derivada dM /dt, como haviamos dito.

(30.33)

Vocé pode fazer um raciocinio andlogo para confirmar que o limite de 0v /it é a
derivada dv /dt.
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Até o momento, ndo falamos nada a respeito da velocidade de ejecdo u
do combustivel que aparece no lado direito da equacdo (30.32), de modo que
essa equacdo € vdlida mesmo que u varie com o tempo. Em geral, a velocidade
de ejecdo dos combustiveis em foguetes costumam ser constantes. Daqui para a
frente, suporemos que na equacgdo (30.32) u seja constante e, supostamente, co-
nhecida. Resta saber como a massa M varia com o tempo, para que possamos
resolver a equacgdo diferencial (30.32) e encontrar a velocidade v do foguete em
fun¢do do tempo. Contudo, no caso dessa equacao diferencial, € possivel encon-
trar a velocidade do foguete em funcdo de sua massa, sem saber como essa massa
varia com o tempo. Assim, obtemos um resultado vdlido independente da forma

como o o foguete dd vazdo ao seu combustivel.

Multiplicando ambos os membros de (30.32) por dt, dividindo-os por M e

integrando-os, obtemos

v M !
dM
/ v = u _dt (30.34)
o My M

onde M, e v, sdo, respectivamente, a massa e a velocidade do foguete em um
instante ?y, que pode ser chamado instante inicial, enquanto M e v sdo as respec-
tivas massa e velocidade em um instante arbitrério . Lembrando que o vetor u é

constante, obtemos imediatamente de (30.34)

M,
vV =vy—u log (WO) ) (30.35)

Consideremos na equacao (30.35) que o instante em que o foguete tem
massa M e velocidade v seja posterior ao instante inicial. Nesse caso, temos
M < Mj e, portanto, a fracdo My/M é maior do que 1, e o logaritmo em (30.35)
€ positivo. Isso significa que, nessa equagdo, a variagdo v — v da velocidade do
foguete tem sentido oposto ao da velocidade u de ejecdo. Esse é exatamente o
resultado que esperamos intuitivamente, o jato € expelido para um certo lado e o
foguete ganha velocidade para o lado oposto.

Para saber como a velocidade do foguete depende do tempo, precisamos
saber como sua massa depende do tempo, isto €, qual é a funcdo M. Se essa
fun¢do é dada, podemos substituir M = M (t) em (30.35) para determinar f para

o foguete. Com isso, v, como fung¢do do tempo, é dada por

v =vy—ulog { /\%J : (30.36)

Note também que a massa M nunca vai a zero. De fato, ao expelir todo o

seu combustivel, resta no foguete a massa da carcaca, dos motores e do restante
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que ndo € combustivel. Desse modo, o foguete tem uma massa final M, positiva,
quando esvazia todo o seu combustivel, de modo que o valor minimo do logaritmo

em (30.35) é uma certa quantidade positiva log(My/Mjy).

Exemplo 30.6

Considere a situagdo em que a vazdo de combustivel € uma constante 7y que,
obviamente, € positiva. Nesse caso, a taxa temporal de variacdo da massa do

foguete é
dM

dt
na qual a razdo do sinal menos ja deve estar clara a essa altura. Usando o fato de

=, (30.37)

que 7 € constante, obtemos
M= My—~t, (30.38)

onde M, € a massa do foguete no instante ¢ = 0, e o intervalo de tempo em que
essa expressdo € valida deve ser restrito por razdes fisicas. De fato, exaurindo-
se todo o combustivel, cessa sua exaustdo, isto é, passamos a ter dM/dt = 0 e
(30.37) deixa de ser verdadeira. Nesse sentido, a equacao (30.38) é verdadeira
até o instante em que acaba o combustivel e o foguete fica com sua massa final
My, isto é, até o instante tf = (Mo — My) /7. Portanto, nesse intervalo de tempo,
M(t) = My — ~t.

Usando essa funcdo em (30.36), obtemos a velocidade do foguete em fungdo

do tempo, no caso em que a vazao do combustivel € uma constante 7,

1
v =vy—ulog ll = (M) t] . (30.39)

Para finalizar, observemos que objetos como esse foguete costumam ser
chamados sistemas de massa variavel e que devemos usar essa expressao com
cuidado. Em primeiro lugar, devemos concordar que a massa daquilo que cha-
mamos foguete €, de fato, varidvel, pois ela diminui a medida que o combustivel
vai sendo expelido. No entanto, dentro da defini¢do de sistema fisico que estamos
usando, nao ha possibilidade de falar em sistema fisico com massa varidvel, pois
definimos sistema fisico como um conjunto de particulas, cada uma com uma
massa constante, por defini¢cdo. A massa de um sistema foi definida como a soma
das massas de suas particulas e, portanto, também € constante. Como conse-
quéncia, as leis fisicas enunciadas e os teoremas obtidos, como o do momento
linear e forca, sdo aplicavéis aos sistemas considerados, com uma massa bem
definida. Por isso, neste exemplo do foguete, escolhemos o sistema fisico como o

foguete em um certo instante, quando tem uma massa M bem determinada. Esse
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sistema e sua massa ndo variam. A massa do foguete segue diminuindo com o
tempo, mas o sistema fisico considerado, formado pelas particulas que compdem
o foguete no instante escolhido, tem uma massa bem definida e constante, que
denominamos M. Um parte do sistema, de massa 6 M, muda de lugar, sai da
carcaca do foguete na forma de um jato, mas continua a pertencer ao sistema fisico
originalmente definido. A parte restante do sistema s@o as particulas que formam
o foguete, agora com massa M — M. O sistema todo continua com a mesma
massa igual a M = 6M + (M — §M). E a esse sistema fisico, no sentido técnico
preciso que damos a essa palavra, que aplicamos o teorema da conservacdo do
momento linear.

Como vocé viu nesse exemplo, isso ndo impede a solu¢do de problemas nos
quais existe uma variagdo de massa em um certo local, no caso, a do combustivel
presente no interior da carcaca do foguete. Vocé encontrard na Mecéanica Newto-
niana problemas como esse, tratados sob o titulo de “sistemas de massa varidvel”.
Nesse caso, vocé deve entender a expressao “massa varidvel” no sentido em que
acabamos de discutir, qual seja, ha variacdo de massa em um certo local, embora
a massa total do sistema permaneca constante.
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Aula 31 - Energia de um sistema de particulas

Objetivos

Dar a defini¢do de energia cinética de um sistema de particulas.

Dar a defini¢do de trabalho realizado sobre um sistema de particulas.

Demonstrar o Teorema da Energia Cinética e Trabalho de um Sistema.

Dar a defini¢do de energia potencial e energia mecanica de um sistema de

particulas.

Aplicar os conceitos anteriores ao estudo de colisdes e explosoes.

Introducao

Nesta aula, segunda do Mdédulo 4, introduziremos o conceito de energia
de um sistemas de particulas. Os cdlculos envolvendo a energia de um sistema
de particulas podem tornar-se muito complicados e vocé ird aprendé-los em dis-
ciplinas de Mecanica mais avangadas. Em Fisica 1, ndo nos preocuparemos com
tais calculos, pois estamos interessados, fundamentalmente, no conceito de ener-
gia de um sistema. Para entender esse conceito, serd muito ttil o conhecimento
que vocé ja adquiriu sobre energia de uma tnica particula na presenca de forgas a
ela aplicadas. Nesta aula, pressupde-se que voce ja tenha entendido as idéias fun-
damentais sobre energia cinética, trabalho, energia potencial e energia mecanica
no caso de um sistema constituido de uma tnica particula, tal como estudou nas
Aulas 21 a 26.

Energia cinética e trabalho em um sistema de particulas

Vamos considerar um sistema genérico constitui do por N particulas de
massas ms, mas,...,my cujas posi¢des e velocidades sdo dadas, respectivamente,
porry, rs,..., 'y € Vi, Vo,..., vy. Aplicando a Segunda Lei de Newton as particulas

do sistema, obtemos
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dV1

ms = FOHE

dv2 ex in

mgﬁ = FQ +F2 s
(31.1)

dVN ex in

onde F¢* é a soma das forgas externas sobre a particula 7 ¢ Fi" é a soma das
forgas internas sobre ela. Naturalmente, F¢® + Fi" ¢ a forga total sobre a particula
1. Agora faremos o produto escalar dos dois lados da primeira equagdo em (31.1)
pela velocidade v, da primeira particula, dos dois lados da segunda equacgdo pela
velocidade v, da segunda particula e assim sucessivamente, até o produto escalar
dos dois membros da /N-ésima equacdo pela velocidade v da N-ésima particula.

Com isso, obtemos

dvl ex in
m1E~V1 = Fl 'V1+F1'V17

dv .
m2—2'V2 = ng'VQ‘i‘FZQn'VQ,

dt
(31.2)

dv .

mNd—tN'VN = F?\?'VN—FF?\T;'VN.

De acordo com o que vimos na Aula 23, os lados esquerdos dessas equacdes
sdo as derivadas temporais das energias cinéticas das particulas do sistema,
de modo que

d (1 .
— (—m1 v%) = F{" - vi+F{" vy,
d (1 .
— (—mg vg) = F5" vy +F) vy,

(31.3)

d (1 .
—(—va]ZV) = Fy -vvn+Fy-vy.
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Somando membro a membro essas equagdes e usando o fato de que a soma das
derivadas € igual a derivada da soma, obtemos
d (1 , 1 9 1 9
T (iml Vitgmava et imNVN):
=(F$* vy +F5 vy + - - +FY- VN)+(F§”. vy _}_Fg". Vo + - 5\7; vy) .
(31.4)

No lado esquerdo dessa equagdo, temos a derivada da soma das energias cinéticas
das particulas do sistema e, no direito, as poténcias fornecidas as particulas do
sistema pelas forcas externas e internas que agem sobre elas. Digamos, simples-
mente, que sdo as poténcias fornecidas ao sistema pelas forcas externas e internas.
Dentro do primeiro par de parénteses escrito no lado direito de (31.4) estdo as
poténcias fornecidas pelas forgas externas e, dentro do segundo par, as poténcias

fornecidas pelas forgas internas.

Definimos energia cinética de um sistema como a soma das energias ciné-
ticas das particulas que o compdem. Representando por K a energia cinética do

sistema em consideragdo, temos

1 1 1
K:§m1Vf+§m2vg+--~+§mNV]2\,. (31.5)

Usando essa defini¢do, podemos escrever o resultado (31.4) na forma abreviada

dK

o = E Vi E vt F )

+ (F vi+Fy vo+- -+ F¥-vy). (31.6)
O significado desse resultado € claro:

a taxa instantdnea de variagdo da energia cinética de um sistema é

igual a poténcia fornecida pelas forcas que agem sobre o sistema.

Vamos considerar agora um determinado movimento do sistema de particulas.
Digamos que as funcdes-movimento das particulas 1, 2,..., N sejam dadas, respec-
tivamente, por fi, fo,..., fn. Nesse caso, as posicdes e velocidades das particulas
sdo fungdes do tempo dadas por

rq :fl(t)7 I‘szg(t), 7rN:fN(t) €
vi=fi(t), va=folt), ... ,vy = fn(t). (31.7)

As forgas externas e as internas que agem sobre as particulas do sistema sdo

fungdes do tempo e das posicdes e velocidades das particulas. Uma vez que tais
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posic¢des e velocidades, dadas em (31.7), sdo fungdes do tempo, as forcas externas
e internas também serdo funcdes bem determinadas do tempo durante o movi-
mento considerado do sistema. Elas aparecem no lado direito de (31.6) enquanto
e as velocidades, que também sdo fun¢des do tempo, surgem na segunda linha de
(31.7). Com isso, o lado direito de (31.6) é uma fun¢do do tempo bem determinada

durante o movimento em consideragao.

Durante esse movimento, a energia cinética no membro esquerdo de (31.6)
¢ uma func¢do do tempo, pois ela depende apenas das velocidades das particulas e

essas velocidades dependem do tempo de acordo com a segunda linha em (31.7).

Em suma, os dois membros da equacdo (31.6) sdo fungdes do tempo para
um dado movimento do sistema. Vamos integrd-los em um intervalo de tempo
[ta, tp] do movimento para obter

ty dK ty
/ %dt:/ (F*-vi+F" -vo+ - -+ FY -vy) dt
ta ta

+/ (FI" - vi+Fy -vo+-- -+ FY - vy)dt,
ta

(31.8)

em que, para evitar uma notacao pesada, ndo foram agregados aos simbolos de

integral os simbolos f, fs,..., fy das fungdes-movimento em consideragao.

A integral no lado esquerdo de (31.8) € igual a energia cinética no instante
ty, que representaremos por K, menos a energia cinética no instante ¢,,, que repre-
sentaremos por K,. Obviamente, no membro direito de (31.8), temos os trabalhos
realizados pelas forcas externas e internas sobre o sistema no intervalo de tempo
[ta, tp] do movimento considerado. Vamos representar por W (¢,,t;) o trabalho

realizado pelas forcas externas,
ty
W (ta, tp) = / (F$*-vi+F5* - vo+ - - -+ FY - vy) dt, (31.9)
ta
e por W(t,,t;) o trabalho realizado pelas forgas internas,
Wln(ta,tb) :/ (lenV1+F22nv2++ X;LVN)dt (3110)
ta

Novamente, para ndo sobrecarregar a notagdo, em lugar de escrever
W (to, to; f1, - fn) € W"(ta,ty; f1, ..., f[n), escrevemos simplesmente
W (tq, ty) € W(t,,t,). Mas estd subentendido que esses trabalhos sdo cal-

culados ao longo do movimento do sistema em consideracgao.
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Usando esses conceitos, o resultado (31.8) pode ser posto na forma
Ky — Ko = W (tg, ty) + W (ta, ty) (31.11)
isto é,

a variagdo da energia cinética de um sistema durante um certo inter-
valo de tempo e ao longo de um movimento dado do sistema é igual
ao trabalho realizado nesse intervalo pelas forcas externas e internas

que agem no sistema.

Esse resultado é o Teorema da Energia Cinética e Trabalho no caso de um
sistema de particulas. Obviamente, no caso extremo em que o sistema tem apenas
uma particula, ndo existem forcas internas, e esse teorema se reduz ao Teorema

da Energia Cinética e Trabalho que demonstramos na Aula 24.

A andlise dos trabalhos realizados por forgas externas e internas pode ser
muito complicada, e por isso as situacdes mais gerais sao tratadas em disciplinas
mais avancadas. Aqui vamos nos ater a situacdes mais simples. Primeiramente,
consideraremos o exemplo de um sistema com somente duas particulas sujeitas
apenas a forcas gravitacionais. Nesse exemplo, desejamos apenas obter os tra-
balhos externos e internos que provocam as variagdes da energia cinética desse
sistema. Mas ndo nos preocuparemos em levar os célculos até o final considerando
um movimento especifico. Isso poderd ser feito posteriormente, quando tivermos
adquirido mais pratica no assunto. Trataremos, depois, do caso em que as forcas

externas sobre o sistema sao conservativas.

Exemplo 31.1

Consideremos o sistema fisico formado pela Terra e pela Lua. Os didmetros
da Terra e da Lua sdo menores que quatro centésimos da distancias entre elas. Para
0s nossos propdsitos, podemos considerar a Terra e a Lua como duas particulas.
Nesse caso, o nimero de particulas do sistema é N = 2. Vamos chamar a Terra
particula 1 e a Lua particula 2. O referencial inercial que usaremos é o coper-
nicano, de modo que a origem do sistema de coordenadas estd no Sol. O vetor-
posicdo da Terra € ry e o da Lua, ry. O vetor-posicao da Lua relativo a Terra é
ry; = ro — ry e o da Terra relativo a Lua, rjs = r; — ry. As forcgas internas
nesse sistema sio a forga gravitacional que a Lua exerce sobre a Terra e a forca

gravitacional que a Terra exerce sobre a Lua, dadas, respectivamente, por

myms momy

3 rios € F21 = —GT rop . (3112)
T12 21

Fi;=-G
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Vemos, entdo, que a forca interna total sobre a Lua € apenas a for¢a que a Terra
exerce sobre ela, e a forca interna total sobre a Terra € apenas a forca que a Lua

exerce sobre ela, isto €:

i miymsa . i momy
F" = _GT o e Fy' = _GT rop . (31.13)
T2 U3

As forcas externas que agem sobre a Terra e a Lua sdo as forgas gravitaci-
onais exercidas pelo Sol. Em principio, poderiamos considerar também as forgas
externas exercidadas pelos outros planetas, mas como ndo queremos complicar o
problema e sabemos que as forcas do Sol sdao as dominantes, ficaremos somente

com elas, que sdo dadas por

M M
M55 e FP=-G2 5%, (31.14)
1 )

Fr = G

em que, naturalmente, Mg € a massa do Sol, F; € a forca que ele exerce sobre a

Terra, e F'1, a for¢ca que ele exerce sobre a Lua.

Consideremos um intervalo de tempo [, t,] durante o movimento da Terra
e da Lua. Nesse intervalo, as forcas externas (31.14) realizam um trabalho dado

pela formula (31.9), ou seja,

b M M
W (o, 1) :/ (—Gmlr2 Evi— G -v2) dt. (3115
ta 1 2

Como as forcas dependem apenas das posi¢des das particulas, podemos mudar a
varidvel de integracdo, o tempo ¢, para as varidveis de posicdo ry e r;, como vocé
estd convidado a fazer no problema proposto 1.

No intervalo de tempo [t,,?,] do movimento considerado, o trabalho das
forcgas internas (31.13) € dado pela férmula (31.10),

4 o mym Mo m

Wln(ta,tb) :/ (—G 12 2 f’12 *Vy — G 22 ! f‘gl . VQ) dt. (3116)
ta T2 Ta1

Note que a soma das forcas internas (31.13) é obviamente nula. Ja o trabalho

(31.16) realizado por elas ndo parece ser necessariamente nulo. Na verdade, ele

pode perfeitamente ser diferente de zero. Veremos, na préoxima se¢do, que ele é

realmente nulo no caso de o sistema ser um corpo rigido.

A energia cinética do sistema € dada por

1 1
K = émlvf—kémgvg. (31.17)
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Representemos as velocidades das particulas 1 e 2 no instante ¢,, respec-
tivamente, por vi, € Va,, € pOr vy, € Vg, as respectivas velocidades das parti
culas no instante ¢;,. O Teorema da Energia Cinética e Trabalho (31.11) afirma
que a variac@o da energia cinética € igual ao trabalho realizado sobre a Terra e a
Lua, isto é, o trabalho realizado pelas forcas externas (31.15) somado ao trabalho

(31.16) realizado pelas internas:

1 1 1
—my Vi, + =My vgb} — l—ml Vi 4+ —my v } =

2 2 2 2 2a
t M, M,
:/ (—Gmlzsf‘l'vl—GmQQSf‘Q'Vg) dt+
ta 1 )
tp
miymy . Mo My
+/ (—Gil2 2t v — G 22 11‘21'V2) dt.
ta 712 ™
(31.18)

Apesar de parecer complicada, essa formula pode serescrita em uma forma muito
mais simples. Além disso, para usa-la em um calculo completo, faltaria especifi-
car os movimentos da Terra e da Lua que estao sendo considerados. No entanto,
como nao estamos interessados nesse tipo questdo, pararemos o calculo por aqui.
Nosso interesse € ilustrar a identificacdo das grandezas envolvidas no Teorema da
Energia Cinética e Trabalho de um Sistema de Particulas, e como sdo iniciados os

calculos envolvidos nesse teorema.

ApOs esse exemplo, vamos examinar a expressao do trabalho externo (31.9)

sobre um sistema de particulas. Podemos escrevé-la como a soma de integrais:
ty ty Ly
W”(ta,tb):/ F‘f"”-vldt—l—/ F;x-vgdt+-~-+/ N vndt. (31.19)
ta ta ta

Se a forga externa F'$* sobre a i-ésima particula for conservativa, o trabalho
que ela realiza em um intervalo de tempo |[¢,, t;] dependerd apenas das posic¢des da
particula no inicio e no final do intervalo, e poderemos escrever para esse trabalho

ty Tip
/ Fo v, dt = / Fo . dr; (31.20)
ta Tia

expressao na qual r;, e r;, representam a posicao da i-€sima particula nos instantes
t, e tp, respectivamente. Podemos, entdo, definir a seguinte energia potencial Uj;

da ¢-ésima particula sujeita a for¢a conservativa F{*:

Ui(r;) = / Fe . dr; (31.21)

A
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onde r;, € uma posi¢do-padrao escolhida para a i-ésima particula. O trabalho

(31.20) € dado pelo negativo da variacdo dessa energia potencial:

ty T'ip
[ = [ R = W) - U] G122
ta I

ia

Se todas as forcas externas F{*, F§*,..., F§/ forem conservativas, teremos
associadas a elas as energias potenciais dadas pelas funcdes Uy, Us,..., Uy. Nesse
caso, a igualdade (31.22) é verdadeira para¢ = 1,2,..., N e o trabalho (31.19)
pode ser escrito como

W (ty, ty) = —[Ur(r1p) — Ui(r14)]
—[Ua(rap) — Usz(rae)]

—[Un(rnp) — Un(rna)] (31.23)

ou, juntando as energias potenciais definidas em um mesmo instante,

W (t,, ty) = —[Ui(r1p) + Ua(rap) + - - - + Un(rne)]
UL (P1a) + Us(aa) + -+ Un(rna)] . (31.24)

Esse resultado sugere a definicdo de novos conceitos. Se as particulas do sis-
tema tém posi¢des ry, Is,..., Iy, essa sequéncia de posicdes é chamada uma
configuracdo do sistema de particulas. Representamos tal configuragdo por
(ri,r9,...,rx). A soma de todas as energias potenciais das particulas do sistema,
Ui(ry) + Us(ra) + - - -+ Un(rn), é uma quantidade que é fungdo das posigdes r,
ry,..., Iy das particulas, isto €, uma quantidade que é funcio da configuracdao do
sistema de particulas. Essa quantidade é chamada energia potencial externa do

sistema de particulas e é representada por U*(rq, ra, ..., ry ). Temos, entdo,
U (ry,re,....,rn) = Up(ry) + Us(ra) + - - - + Un(ry) . (31.25)
Usando essa defini¢cao, podemos escrever (31.24) na forma
W (ta, tp) = —=[U(r1p, Topy ..y Tap) — U (P10, 20, -, TNa)] » (31.26)

onde (ryy, rap, ..., Tnp) € a configuragdo do sistema de particulas no instante ¢, e
(r14, 24, -, TNa), @ configuragdo no instante ¢,. Assim, se as forgas externas que

agem sobre um sistema inteiro forem conservativas, podemos dizer que o trabalho
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realizado por elas em um certo intervalo de tempo € o negativo da variacdo da

energia potencial externa nesse intervalo.

Se as forgas internas forem conservativas, seu trabalho também poderd ser
escrito em termos de energias potenciais. Porém, essa questdo ndo serd abordada
agora. Em vez disso, passaremos a um exemplo simples no qual as forcas externas

sdo conservativas.

Exemplo 31.2

Consideremos um sistema de particulas sobre o qual as tnicas forcas exter-
nas sdo os seus pesos. Temos, entdo, F{* = m; g, F§* = ma g,..., F§§ = my g.
Essas forcas s@o constantes e conservativas. Se escolhermos o eixo O Z na verti-
cal, apontando para cima, e o ponto padrdo em z; = 0, teremos, para o peso m; g,
a energia potencial U;(z;) = m;g z;. A energia potencial externa desse sistema de

particulas €, de acordo com (31.25),

U (21,22, oy Z2N) = M1g 21 + Mg 2o+ -+ - +myg 2y - (31.27)
Fatorando ¢ nessa expressao, obtemos

U (21,20, cs2n) = (My1z1+moze+ - -+ my2n) g - (31.28)

Pela definicao de centro de massa, temos my 21 +msg 2o+ - - +mpy 2y = M 2o,
onde M € a massa total do sistema e z., € a coordenada-z do centro de massa.

Com isso, temos para a expressao (31.28)
U (21, 22, oy 2n) = Mg 2z, - (31.29)

Ela mostra que, nesse caso, a energia potencial externa do sistema dependente
de sua configuracdo por meio apenas da coordenada-z do seu centro de massa.
O trabalho externo realizado pelos pesos no intervalo [¢,,%] €, de acordo com
(31.26), dado por

Wex(taa tb) = _[Mg Zemb — Mg Zcma] s (3130)
onde z..,, € a coordenada-z do centro de massa do sistema no instante t, € Zemp,
sua coordenada-z no instante .

Energia cinética e trabalho em um corpo rigido

Vocé deve se lembrar de que € nula a soma de todas as forgas internas que

agem sobre um sistema. Por esse motivo, mostramos, na aula anterior, que a
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variagdo do momento linear do sistema € igual a soma das forcas externas. J4 nesta
aula, mostramos que a variacdo da energia cinética do sistema € igual ao trabalho
realizado por todas as forgas, externas e internas, pois o trabalho realizado pelas
forcas internas ndo é necessariamente nulo, apesar de ser nula a sua soma. E f4cil
imaginar exemplos em que esse trabalho ndo é nulo. Vocé pode considerar um
sistema constituido por apenas duas particulas que exercem forcas atrativas uma
sobre a outra. Imagine que n@o haja forcas externas e que as particulas estejam
inicialmente em repouso. Nesse caso, elas come¢am a se movimentar ao longo da
reta que as une, aproximando-se entre si. A soma das duas forcas internas € nula,
pois formam um par de acdo e reacdo. Vocé€ pode verificar com facilidade que
o trabalho realizado por cada uma das forcas internas realiza nesse movimento
€ positivo. Consequentemente, a soma deles € positiva e fica verificado que o

trabalho das forgas internas nao € nulo nesse exemplo.

O trabalho realizado pelas forcas internas ndo € necessariamente nulo. Ape-
sar disso, hd um caso importante em que esse trabalho € nulo. Trata-se da situacio
em que o sistema de particulas forma um corpo rigido. Nesse caso, a distancia
entre quaisquer duas particulas do sistema permanece invaridvel. Se ¢ e j sdo
duas particulas quaisquer do sistema, com posigdes r; € r;, 0 vetor que vai da
particula j at€ a particula ¢ € r;; = r; — r;. Portanto, a distancia entre elas € o
modulo |r;;| desse vetor. Dizer que essa distancia é constante equivale a dizer que

o quadrado dessa distancia € constante. Conseqlientemente, podemos dizer que o

sistema € um corpo rigido se, e somente se, |r;;|* = constante para qualquer par
de particulas ¢ e 5 do sistema. Acontece que o quadrado do médulo de um vetor é
o produto escalar dele por ele mesmo. Assim, a condi¢do de que o sistema de N

particulas seja um corpo rigido € dada por
r;; - r;; =constante  (i,j =1,2,...N) . (31.31)

Para fazer calculos, essa expressdo € mais conveniente do que sua equivalente
|r;;| = constante (4,5 = 1,2, ...N).
A derivada em relac@o ao tempo do lado esquerdo de (31.31) € nula, pois
ele € uma constante. Com isso, obtemos
%(rij'ria’):% %: rij'%

onde dr;;/dt é o que denominamos velocidade relativa da particula i em relagdo

=0, (31.32)

. r’ij + r’ij .

a particula j. Ela € representada por v;; e € imediato verificar que v;; = v; — v;.

Portanto, o resultado final do calculo (31.32) é

ri;-vi; =0 (i,j=12,..N). (31.33)
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Essa igualdade mostra que, em um corpo rigido, a velocidade de uma particula ¢
em relacdo a uma particula j € sempre perpendicular a reta que passa pelas duas

particulas, pois € perpencicular ao vetor que vai da particula ;7 a particula 7.

Agora, fixemos nossa aten¢do no trabalho (31.10) realizado pelas forcas
internas, mais precisamente no integrando que aparece no lado direito de (31.10).
Nesse integrando aparecem as forgas internas sobre as particulas do sistema, que
sdo dadas por

len = Fo+Fis+---+Fiya+Fin,
F§n=F21+ Fos + -+ Fon_1 +Fan
§”=F31 +Fs3+ + -+ Fanog +Fay,

F =Fni+Fno +Fns+ - +Fyy g ) (31.34)

Substituindo essas expressdes para Fi", Fi", ..., F' no integrando de (31.10) e

fazendo os produtos escalares pelas velocidades, obtemos para tal integrando:

len'Vl—i‘FZQn'Vg—i‘""i‘ XIZ'VN:

= Fo-vi+Fi-vi+--+Finvg - vit+Finv-vi+

+ Fy - vy + Fos -vo+ -+ Faon_1-vo+Fon vy +
+ F31 - v3 +F35 - v3+ + -+ Fan_1-vs+Fyn-vs+
+Fy1-vy+Fyo vy +Fns - vy+ - - +Fyno1 - vy . (31.35)

Nessa expressdo, aparecem todas as forcas internas que cada particula do sistema
sofre de cada uma das outras particulas. Consequentemente, para cada termo
F;; - v; que aparece nessa expressdo, também aparece o termo Fj; - v;. Como
esses termos estdo somados, a soma no membro direito de (31.35) € uma soma
de pares de termos do tipo F;; - v; + F; - v;. Usando a Terceira Lei de Newton,
Fji = _Fij, obtemos Fij - Vi + Fji CVy = Fij : (Vi - Vj). Mas Vi —V; éa

velocidade relativa v;;, da particula < em relacdo a particula j; logo,

Fij-vit+Fj-v;=Fy- vy. (31.36)
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Agora, vamos supor que a for¢a exercida por uma parti cula sobre qualquer
outra tenha a dire¢do da reta que passa por elas. Portanto, sdo forcas necessa-
riamente atrativas ou repulsivas. Elas sdo chamadas forcas centrais, porque t€ém
sempre a direcdo da reta que passa pela particula que sofre a forca e por um centro

atrator ou repulsor, no caso, a outra particula.

Fi Fj;

L —— e

m; m;
(a)

F;; F;i
D e

m; m;

(b)

Figura 31.1: Em (a) as forcas sdo centrais atrativas, em (b) sdo centrais repulsivas e em (c) as
forgas ndo sdo centrais. Nos trés casos, as forgas F;; e F';; tém mesmo mddulo, mesma dire¢do
e sentidos opostos; além disso, nos dois primeiros casos, tém a direcdo da reta que passa pelas
particulas.
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Na Natureza também existem for¢cas que ndo s@o centrais, mas elas nao
pertencem propriamente ao dominio da Mecéanica Newtoniana. A Figura 31.1
ilustra em (a) e (b) o caso em que as forcas sdo centrais (atrativas no caso (a) e

repulsivas no caso (b)) e em (c) um caso em que as forcas nao sio centrais.

Para indicar que a Mecanica Newtoniana se restringe as situacdoes em que
as forcas entre as particulas s@o centrais, ¢ comum acrescentar essa condi¢ao ao
enunciado da Terceira Lei de Newton. Diz-se, entdo, que “forcas de acdo e reacao
tém mesmo moédulo, mesma direcdo, sentidos opostos e (acrescenta-se) estdo ao
longo da reta que passa pelas particulas”. H4 uma forma muito simples de dizer
que as forgas F';; e F'j; tém a dire¢@o da reta que passa pelas particulas 7 e j. Basta
dizer que F;; tem a mesma dire¢do do vetor que vai de uma particula a outra,
digamos, o vetor r;; = r; — r;, que vai da parti cula j até a parti cula <. Mas dizer
que o vetor F;; tem a mesma dire¢do que o vetor r;; € 0 mesmo que dizer que F;

¢ igual a um nimero multiplicado por r;;. Denotando esse nlimero por \;;, temos
Fij = )\ij ri;, (3137)

expressdo equivalente a afirmagdo de que F;; tem a dire¢do da reta que passa pelas
particulas 7 € j. Pela Terceira Lei de Newton, F;; = —F;; e, como consequéncia
de (31.37), F;; = —\;j r;j, de modo que também Fj; tem a dire¢do da reta que
passa pelas particulas ¢ e j. Portanto, na equagdo (31.37) estd contida a informacgao
de que as duas forcas, F;; e Fj;, tém a direcdo da reta que passa pelas particulas ¢
e 7. Usando (31.37), obtemos para a soma (31.36),

Fij-vi+Fj-vy=N\jry-vy . (31.38)

Agora, usaremos a hipotese de que o sistema de particulas seja um corpo
rigido. Nesse caso, como vimos em (31.33), vale a condi¢do r;; - v;; = 0. Usan-

do-a em (31.38), obtemos o resultado:

As N particulas formam um corpo rigido = F;;-v;+F;;-v; =0 (i,j =1,...,N).

(31.39)
Uma vez que a soma em (31.35) pode ser escrita de forma que todas as parcelas
sejam do tipo F;; - v; + F;; - v;, conclui mos que ela € nula. Como essa soma €
o integrando da equagdo (31.10), que da o trabalho das forg¢as internas, obtemos,

finalmente, o resultado

é nulo o trabalho realizado pelas forcas internas em um corpo rigido,

W (¢, 1) = 0. (31.40)

MODULO 4 -

AULA 31

CEDERJ



CEDERJ

Energia de um sistema de particulas

Como consequéncia desse resultado, podemos afirmar que

a variagdo da energia cinética de um corpo rigido é igual ao trabalho

realizado pelas forcas externas que agem sobre ele.

Com isso, o Teorema da Energia Cinética e Trabalho, dado pela equacdo

(31.11), toma a seguinte forma no caso de o sistema ser um corpo rigido
Ky — K, = W%ty ) . (31.41)

Vamos agora supor que as forgas externas atuando sobre o corpo rigido se-
jam todas conservativas. Nesse caso, de acordo com a equacao (31.24), o trabalho
realizado por elas é o negativo da variacdo da energia potencial externa do corpo

rigido, de modo que a equacgdo (31.41) toma a forma
Kb — Ka = — [Uex(rlb, rop, ..., rNb) — U”(rla, Tog, ..oy rNa) (3142)
ou

Kb -+ U6$(r1b, rop, ..., rNb) = Ka -+ U6$(r1a, Tog, ..oy I‘Na) . (3143)

Como as configuragdes do sistema (no caso, um corpo ri gido constitui do
por N parti culas) caracterizadas pelas configuragdes (riq,Ta2q,...,InNa) ©
(r1p, Top, ..., ' yp) S30 totalmente arbitrdrias, conclui mos que a soma da energia
cinética do sistema com sua energia potencial permanece constante ao longo de
um movimento possi vel do sistema. O valor de U(ry, s, ...,ry) depende da es-
colha de uma configuragdo padrdo (ry,, rap, ..., I'y,) para a qual arbitra-se o valor
U(rip, rop, ...,rnp) = 0. A soma da energia cinética K de um corpo rigido com
sua energia potencial externa sera chamada energia mecanica do corpo rigido ¢

serd representada por E, ou seja,
E=K+U*(ry,ro,...,TN) . (31.44)

Desse modo, o resultado (31.43) afirma que a energia mecanica de um corpo
rigido tem o mesmo valor em dois instantes ¢, e t; quaisquer. Portanto,

se as forcas externas que agem sobre um corpo rigido forem conser-

vativas, entdo a sua energia mecdnica serd conservada.

Um exemplo notdvel € o de um corpo rigido no qual as tunicas forcas ex-
ternas que realizam trabalho sdo os pesos de suas particulas. De acordo com o
Exemplo 31.2, a energia mecanica do corpo rigido € a quantidade conservada

E=K+ Mgz, , (31.45)
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onde M € massa do corpo rigido e z.,, € a coordenada z do seu centro de massa,
isto €, a altura do centro de massa em relagdo ao ponto-padrio, cuja coordenada

Zemp TO1 escolhida como zero.

Exemplo 31.3

Considere uma barra homogénea de massa m e comprimento ¢. Suponha
que ela tenha o seu extremo superior preso a um suporte fixo, porém articulado,
de modo que ela possa girar em torno de seu extremo superior, analogamente
ao que ocorre com um péndulo simples, que gira em torno do extremo supe-
rior do fio. Inicialmente, a barra estd em repouso e na horizontal, como ilustra a
Figura 31.2.

\
\\ ﬁ
N Rk
|
VC’/TL
14
2

Vet
Figura 31.2: Barra homogénea, inicialmente na horizontal e em repouso, que gira em torno de seu

extremo fixo até atingir a configuracdo na qual sua direcdo € vertical e sua energia cinética é K.

A barra € abandonada e, devido a acdo da forga gravitacional e a acdo da
for¢a que o suporte fixo exerce em seu extremo superior, ela passa a girar em torno
desse extremo até que, num dado instante ¢;, ela esteja na vertical, como indica
a Figura 31.2. Desejamos calcular a energia cinética da barra nesse instante,
designada por /.

Antes de tudo, note que as Unicas forcas que realizam trabalho sdo as forcas
gravitacionais que atuam sobre todos as partes que formam a barra. Isso ocorre
pois a reacdo vincular atua sobre um ponto fixo, o extremo superior da barra.
Como a forga gravitacional é conservativa, a energia mecanica da barra é cons-
tante durante todo seu movimento, ou seja, ' = K + U = K + mgz.,, = cte,
onde K ¢ a energia cinética total da barra num instante genérico e 2., a posicao
de seu centro de massa nesse mesmo instante. Escolhendo os eixos com a ori-
gem no extremo superior da barra, vemos que sua energia potencial gravitacional

inicial € nula. Aplicando, entdo, a Lei da Conservacdo da Energia Mecanica, po-

MODULO 4 - AULA 31

A forga que o suporte exerce
sobre o extremo superior da barra
¢ um exemplo de forca de
vinculo. E justamente essa reagio
vincular a responsavel pelo fato
de o extremo superior da barra
permanecer fixo durante todo o
movimento da barra.
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demos escrever
0=K,+mgzepn — Ki=-—-mgzum,

onde z.,,1 € a posicdo do centro de massa da barra no instante ¢;. Como a barra é
homogénea, seu centro de massa se encontra em seu ponto médio, ou seja, 2¢py,1 =

—{/2. Com isso, obtemos,
1

K, = Emgf. (31.46)

Como j4 mencionamos, tanto as forcas externas que atuam sobre um sis-

tema quanto as forgas internas podem ser conservativas. Portanto, podemos defi-
nir energias potenciais associadas tanto as forcas externas quanto as internas. No
entanto, um célculo expli cito de energia potencial foi feito apenas para o caso de
forgas externas e, ainda assim, no caso particular de um corpo ri gido formado por
N parti culas sob a agdo de seus pesos, considerados constantes. Por isso, acon-
selhamos que vocé resolva, agora, os problemas propostos 1 e 2, por envolverem

célculos expli citos de energias potenciais externas e internas de um sistema.

A energia cinética em colisoes de particulas

Queremos considerar agora situacdes em que nao ha trabalho externo sobre
o sistema de particulas. Isso pode ocorrer de diversas maneiras. Uma delas é
quando ndo hé forcas externas, isto é, quando o sistema € isolado. Uma outra é
quando h4 forcas externas mas elas sdo inoperantes, isto €, nao realizam trabalho.
Isso ocorre quando elas se mantém perpendiculares as velocidades das particulas
sobre as quais agem ou quando essas particulas estdo em repouso durante 0 mo-
vimento do sistema. Uma terceira possibilidade importante ocorre em uma co-
lisdo, que € um processo muito rapido, durante o qual as mudancas de posi¢do das
particulas sdo despreziveis.

De fato, normalmente, dizemos que uma colisdo de duas particulas ocorre
em um ponto bem especifico do espaco. Nesse ponto elas mudam de veloci-
dade sem mudar de posi¢do. Niao havendo mudanca de posicdo nesse rapido
processo, também ndo hd trabalho realizado pelas forcas externas que, supomos
ndo percussivas. Somente as forcas internas de colisdo, supostamente percussi-
vas, realizam um trabalho que costuma ser descrito como microscopico (voltare-
mos a esse ponto mais adiante). Acontece que o ponto de colisdo € entendido
como ponto apenas no sentido macroscépico, sendo, de fato, uma regido mi-
croscopica, na qual ocorrem deslocamentos microscopicos das particulas do sis-

tema. Nesses deslocamentos microscopicos, o trabalho das forcas internas percus-
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sivas € importante, enquanto o das for¢as externas pode ser desprezado, por elas

ndo serem percussivas.

Em suma, hd situagdes interessantes nas quais ndo ha trabalho externo rea-
lizado sobre o sistema de particulas durante o intervalo de tempo em que 0 movi-
mento do sistema € considerado. Nessas situacdes, o Teorema da Energia Cinética

e Trabalho (31.11) assume a forma
Ky — Ko = W™ty ty) . (31.47)

Vamos considerar a colisdo de duas particulas de massas m; € ms como na
aula anterior. O que chamamos instante ¢, em (31.47) € o instante inicial ¢; da
colisdo, no qual as particulas tém, respectivamente, as velocidades vy; € vg;. O
instante ¢, em (31.47) € o instante final ¢; da colisdo, no qual as particulas tém,

respectivamente, as velocidades vy e vaoy.

A energia cinética imediatamente antes da colisdo é K, e, imediatamente

depois, K3. Vamos escrever essas energias explicitamente em termos das veloci-

dades envolvidas e representar o trabalho interno Wm(ta, tp) por @, de modo que Esse parece ser um péssimo

a equagdo (31.47) pode ser reescrita na forma nome, pois & aparece em (31.48)
como uma diferenga (entre

energias cinéticas) € ndo como

1 1 1 1

2 2 2 2| um fator. Na verdade, devemos

—MmM Vi + =MoVy, | — |=myvy, + —movy | =Q . (31.48) ;
2 1f 2 2f 2 Li 2 2i entender “fator’com o

significado de “o que contribui

. . .. e, . sultado”e ni
Essa variacéo () da energia cinética durante a colisdo é chamada, simples- para um resultadoe ndo de
“elementos submetidos a

mente, fator () associado a colisao. Se () for nulo, a energia cinética do sistema operagio de produto”.

serd a mesma antes e depois da colisdo. Se () for negativo, a energia cinética do
sistema depois da colisdo serd menor do que antes e se () for positivo, a energia

cinética do sistema depois da colisdo serd maior do que antes.

Se () = 0, o trabalho total realizado pelas for¢as internas durante a colisdo
serd nulo. Na verdade, o que ocorre normalmente nesse caso € que as forcas

internas realizam trabalhos (positivo e negativo) que se cancelam.

Uma colisdo na qual Q = 0 é chamada elastica. Esse nome provém de uma
situacdo em que a colisdo ocorre entre dois corpos eldsticos, pequenos o bastante
para serem considerados como particulas. Nesse caso, elasticidade significa que
a deformacdo sofrida durante a colisdo desaparece quando ela termina. A energia
cinética inicial dos corpos € transformada em uma energia potencial eldstica de
deformacao, que € totalmente transformada de volta em energia cinética dos cor-
pos quando a deformacao desaparece, ao final da colisdo. Desse modo, a energia

cinética final fica com o mesmo valor que a inicial.
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Na primeira parte da colis@o, quando os corpos vao se deformando, as forcas
internas eldsticas se opdem a essa deformagdo e realizam trabalho interno nega-

tivo; as energias cinéticas dos corpos diminuem.

Na segunda parte da colisdo, quando os corpos vao retornado as suas formas
iniciais, a forgas internas elésticas operam no sentido dos deslocamentos e reali-
zam trabalho positivo. Temos () = 0 precisamente porque o positivo e negativo se
cancelam. Esse € um processo idealizado, pois, na realidade, sempre ha alguma
diminuicdo de energia cinética durante uma colisdo, mesmo quando os corpos en-
volvidos voltam a sua forma original no final da colisdo. Nesse caso, a diminui¢do
da energia cinética se deve ao aquecimento dos corpos provocado pela colisdo.
Em colisdes de bolas de bilhar, por exemplo, ndo ha mudanca perceptivel de suas
formas e, ainda assim, suas energias cinéticas diminuem aproximadamente de 3%
a 4%. Usualmente, esses valores podem ser considerados pequenos, de modo que

as colisOes de bolas de bilhar sdo tomadas como exemplos de colisdes elasticas.

Se ( < 0, o trabalho total realizado pelas forcas internas durante a colisao é
negativo. Nesse caso, hd diminui¢io da energia cinética das particulas no processo
de colisdo. Verifica-se que essa energia se transforma em outras formas de energia
que ainda ndo estudamos. Um exemplo sdo as energias associadas a rotacdo dos
corpos que estamos considerando como particulas. Isso significa que, de fato,
elas ndo podem ser chamadas particulas em uma descricdo mais cuidadosa da
colisdo. Um outro exemplo € a energia térmica desses corpos, cujo aumento se
manifesta pelo aquecimento que sofrem durante a colisdo. Uma colis@o na qual
@ < 0 é um processo chamado endoérgico. Esse termo significa que ha energia
passando para o interior dos corpos do sistema, proveniente da diminui¢do de sua
energia cinética.

Se @) > 0, o trabalho realizado pelas forcas internas durante a colisdo é po-
sitivo. O sistema aumenta sua energia cinética devido ao choque. Esse aumento
de energia cinética provém de alguma forma de energia interna dos corpos que sao
considerados como particulas em colisdo. Nesse caso, € mais comum designar o
processo como explosao. Um evento desse tipo ocorre quando uma granada, ini-
cialmente em repouso, explode em dois pedagos. A energia cinética inicial é nula
antes da explosdo e depois torna-se positiva, com os dois pedagos arremessados
em sentidos opostos. Note que, nesse caso, 0 momento linear total da granada
é nulo antes e ap6s a colisdo. E a energia cinética que aumenta no processo. A
energia quimica armazenada no explosivo da granada € liberada e se transforma
em energia cinética dos dois fragmentos. E claro que esse fendmeno é essen-

cialmente 0 mesmo, com qualquer nimero de fragmentos. Estamos discutindo
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o caso de dois fragmentos apenas porque estamos considerando processos com
duas particulas. Uma colisdo na qual ) > 0, ou seja, uma explosdo, ¢ um pro-
cesso chamado exoérgico. Esse termo significa que ha energia saindo do interior

dos corpos do sistema e aumentando sua energia cinética.

Os processos nos quais ( > 0 ou ) < 0, isto é, quando as energias cinéticas
antes e depois da colisdo ndo sdo iguais, sdo chamados inelasticos. A explica-
¢do cuidadosa das colisdes ineldsticas, normalmente, requer conceitos de Termo-

dinamica e foge do escopo de nosso estudo.

Na aula anterior, definimos uma colisdo completamente ineldstica como
aquela na qual as duas particulas permanecem juntas apés a colisdo. Se o nome
foi bem escolhido, devemos obter () < 0 em uma colisdo perfeitamente ineldstica.
Usando a conservacdo do momento linear nesse tipo de processo, e alguma dlgebra
vetorial, vocé mostrard no problema proposto 6 que em uma colisdo completa-

mente inelastica.

Q= LMz (31.49)

2mq +msy
Como nessa expressao () é evidentemente negativo, podemos concluir que a co-
lisdo completamente ineldstica € ineldstica no sentido que acabamos de definir.
O motivo do advérbio “completamente” para denominar esse tipo de colisdo é

importante e serd discutido posteriormente.

Supondo conhecido o fator (), temos mais uma equacgdo relacionando as
velocidades antes e depois da colisdo, dada em (31.48). Podemos junti-la as
equagdes provenientes da conservagdo do momento linear para resolver muitos
problemas interessantes. Agora, usaremos essas equagoes para resolver um pro-
blema simples e interessante: o da chamada colisao elastica unidimensional. Por
ser eldstica, as energias cinéticas do sistema antes e depois da colisdo sdo iguais,
e a palavra unidimensional, nesse caso, significa que o movimento das particulas
antes, durante e depois da colis@o se processa ao longo de uma reta. Portanto, no

processo de colisdao das duas particulas, temos a conservacao do momento linear
miVy; + MoVey; = miviy + maoVay (3150)

e, como a colisdo é eldstica, temos também a relagao

1 2 1 2 2 1 2

—MVy: + —MaVy, = =M1V, + Mo Vo, . 31.51
Uma vez que a colisdo € unidimensional, todas as velocidades tém a mesma
direcdo. Escolhendo um eixo nessa direcio, digamos OX, verificamos que todas

as velocidades tém apenas a componente-z. Isso significa que a equagdo vetorial
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(31.50) € equivalente a uma tnica equagdo numérica, envolvendo as componentes-
x das velocidades. Em nossa notacio habitual, a componente-z de v;; deve ser
escrita como vy;,, a componente-x de vy; como v9;, € assim por diante. Para evitar
essa notacdo desagraddvel, com trés indices “pendurados” em v, vamos denotar
as componentes-z de Vvi;, Va;, Vi € Vas, simplesmente, por vy;, vy, Vif € Vay,
respectivamente. Portanto, essas quantidades representam, agora, as componen-
tes das velocidades e ndo os mddulos, podendo ser positivas, negativas ou nulas
(para designar os mddulos das velocidades, podemos usar as duas barras nos lados
do vetor). Com essa notagao simplificada, as duas equagdes (31.50) e (31.51) sdo

equivalentes a

myvy; + Male; = MyU1f + Mooy (31.52)
© 1 1 1 1
5mlui. + §m2v§i = 5mluff + émwgf : (31.53)

Supondo conhecidas as velocidades iniciais vy; € v9;, usaremos essas duas
equagdes para encontrar as velocidades finais v, ¢ e vo¢. Para isso, comegcamos por

reescrever (31.53) e (31.52) como

1 1
iml(vi- — vff) = img(vgf —v3;) . (31.54)

ml(vu — Ulf) = mg(vgf — /UQZ') . (3155)

Dividindo a primeira dessas equacdes pela segunda, e lembrando que a diferenca
dos quadrados € o produto da soma pela diferenca, obtemos

Uh'—l-?)lf :U2f+v2i . (3156)

ou seja,

V13 — U9y =— —(’Ulf — ’Ugf) . (3157)

Essa € uma equacdo de primeiro grau que, para resolver o problema, pode ser
usada no lugar da equacao de segundo grau (31.53). Se a equacdo de segundo
grau (31.53) expressa a igualdade entre as energias cinéticas inicial e final, o que
expressa a equacao (31.57)? Bem, ela também expressa a conservagdao de uma
certa quantidade. Vemos que vy; — v9; € a velocidade da primeira particula relativa
a segunda, antes da colis@o. Ja viy — vas € a velocidade da primeira particula rela-
tiva a segunda, mas depois da colisdo. Ao estabelecer que uma dessas velocidades
relativas € igual ao negativo da outra, a equagdo (31.57) expressa o fato de que
apos a colisdo as particulas se afastam uma da outra com a mesma rapidez com

que se aproximavam antes da colisdo. Portanto, a equacdo (31.57) expressa o fato
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de que a velocidade relativa entre as parti culas antes e depois da colisdo tem o
mesmo valor em médulo.

Usando a conservagdo do momento linear (31.52) e a igualdade das ve-
locidades relativas antes e apOs a colisdo, dada pela equagdo (31.57), obtemos

facilmente as seguintes expressdes das velocidades finais em termos das iniciais:

mq — Mo 2m2
vif = vy + (T
my + mo mi + Mo
2m My — M
Voy = L V1 + 2 1U2,‘ . (3158)
my + mo mi + ma

Note a perfeita simetria entre essas equagdes: uma pode ser obtida da outra pela
permutacdo dos indices 1 e 2. Essa propriedade mostra que a numeragdo das

particulas € puramente convencional e ndo pode afetar a resposta do problema.

E interessante examinar as informacdes gerais sobre a colisdo contidas nas
equagoes (31.58). Tomemos apenas um exemplo: fazendo m; = msy em (31.58),
obtemos v;s = vy; € Vo = vy, isto €, a velocidade final da primeira particula
€ a inicial da segunda e vice-versa. Portanto, duas particulas de mesma massa
trocam suas velocidades em uma colisdo elastica unidimensional. Esse fendmeno
de troca de velocidades pode ser observado com facilidade em jogos de bilhar.
Outras informacgdes interessantes estdo no problema proposto 7, que vocé deve
resolver agora.

Levando em conta a conserva¢ao do momento linear, podemos verificar que
a igualdade das velocidades relativas em (31.57) é verdadeira se, e somente se, 0
choque for elastico. Por isso, podemos usar a diferencga entre as velocidades rela-
tivas vi; — vg; € V1§ — Uz para medir o quanto a colisdo € ineldstica. Desse modo,
definimos a quantidade e como a razdo entre a velocidade relativa de afastamento
e a velocidade relativa de aproximagao, ou seja,

(& (Uh‘ — UQZ‘) == —(Ulf - Ugf) . (3159)

No caso de uma colisdo elastica, temos a igualdade (31.57) e, portanto,
e = 1. No caso de uma colisdo perfeitamente ineldstica, viy = voy €, portanto,
e = 0. O niimero e € chamado coeficiente de restituicao da colisdo. Esse nome
significa que e dd a frac@o da velocidade relativa anterior a colisdo, que é restituida

as particulas apds a colisdo.

Quando vocé solta uma bolinha, ela cai e colide com o chdo. Podemos
considerar esse evento como o choque da bolinha com uma particula de massa
infinita. Isso porque a particula do chdo com a qual a bolinha se choca esta presa

a Terra, é completamente imovel e, portanto, € como se tivesse massa infinita. Se

MODULO 4 - AULA 31

CEDERJ



CEDERJ m

Energia de um sistema de particulas

a bolinha for de pingue-pongue, ela atinge o chio e quica de volta praticamente
até a sua mao. Isso significa que a velocidade com que ela quica de volta, digamos
v1f, € praticamente igual, em moddulo, a velocidade com que ela chega ao chao,
digamos v;,. Mais precisamente, vi; = —v;;. Uma vez que o chio estd imével,
temos vyf = vg; = 0. Substituindo esses dados em (31.59), vemos que ¢ € pra-
ticamente igual a 1, ou seja, a colisdo da bolinha de pingue-pongue com o chao
€ praticamente uma colisdo totalmente eléstica. J4 se a bolinha for de cera, ela
atinge o chdo e gruda nele, de modo que v,y = 0. Nesse caso, temos e = 0 e trata-
se de um choque perfeitamente ineldstico. Usando diversas bolinhas, podemos
obter diversos valores entre 0 e 1 para o coeficinte de restituicdo e = —uvys/vy;

desse tipo de colisdo.

Note que dispomos de duas quantidades para estudar colisdes ineldsticas, o
fator () e o coeficiente de restituicdo e. Cada um mede, a seu modo, o quanto o

choque se afasta da condi¢do de elasticidade.

Resumo

Energia cinética de um sistema de parti culas é a soma das energias cinéticas
de todas as parti culas que o compdem. A taxa instantanea de variacio temporal da
energia cinética de um sistema € igual a poténcia fornecida pelas forgas (internas e
externas) que agem sobre o sistema. Uma consequéncia imediata desse resultado
¢ o chamado Teorema da Energia Cinética e Trabalho, de acordo com a qual a
variacdo da energia cinética de um sistema durante um intervalo de tempo e ao
longo de um movimento do sistema € igual ao trabalho realizado, nesse intervalo,

pelas forgas externas e internas que atuam sobre o sistema.

Uma configuracao de um sistema de parti culas € caracterizada pelas posicoes
de todas as parti culas do sistema. Representamos, entdo, uma configuragdo de um
sistema composto por N parti culas por (ry,rs,...,ry). Se a forga externa total
sobre a i-ésima parti cula do sistema for conservativa, podemos definir a energia
potencial da i-ésima parti cula associada a essa for¢a externa total conservativa de
maneira usual. A energia potencial externa de um sistema € a soma das energias
potenciais externas de cada parti cula do sistema. O trabalho de todas as forgas
externas (no caso em que todas forem conservativas) num certo intervalo de tempo
[ta, tp] s depende das configura¢des inicial e final do sistema nesse intervalo e, por
defini¢do, vale a relacdo W (t,,t,) = U(ria, T2, -, T'Na) — U(T1p, 20y -y TNp)-

Uma vez escolhida a configuragdo padrio, a cada configuracdo do sistema corres-
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ponde um tnico valor da energia potencial do sistema.

O trabalho realizado por todas as forcas internas em um corpo ri gido é
sempre nulo. Conseqlientemente, no caso de um corpo ri gido, o Teorema da
Energia Cinética e Trabalho afirma que a variagdo da energia cinética de um corpo
ri gido num certo intervalo de tempo € igual ao trabalho realizado pelas forcas
externas que agem sobre ele. Se as Unicas forgas que realizarem trabalho sobre
um corpo ri gido forem conservativas, a sua energia mecénica, definida como a
soma de sua energia cinética com sua energia potencial, serd uma constante de
movimento. No movimento de um corpo ri gido préximo a superfi cie terrestre, a
sua energia potencial gravitacional é dada simplesmente por M gz.,,, onde M € a
sua massa, g € o modulo da aceleracdo da gravidade na superfi cie da Terra e z,,
¢ a altura relativa a um ponto padrdo do centro de massa do corpo ri gido.

O fator () associado a colisdo entre duas parti culas € definido como a sua
energia cinética logo apds a colisdo subtrai da da sua energia cinética imediata-
mente antes da colisdo. Quando () = 0, o choque € chamado totalmente el4stico,
caso contrdrio, o choque é chamado ineldstico. Se () > 0 (uma explosdo, por
exemplo), o processo € exoenergético; caso () < 0, temos um processo endoe-
nergético.

Numa colisdo unidimensional, o coeficiente de restituicio, designado pela
letra e, é definido por (voy — v1y = e(vy; — vy;). Se e = 0 a colisdo € dita
totalmente ineldstica e se e = 1, trata-se de uma colisao perfeitamente eldstica. O
conhecimento desse coeficiente de restitui¢do, juntamente com a conservacao do
momento linear do sistema, nos permite encontrar as velocidades finais das parti
culas, apods a colisdo, em termos de suas velocidades antes da colisdo e de suas

respectivas massas.

Questionario
1. Defina energia cinética de um sistema de particulas.

2. No Teorema da Energia Cinética e Trabalho para um sistema de particulas

s importam as forcas externas ao sistema?

3. Enuncie o Teorema da Energia Cinética e Trabalho para um sistema de

particulas.

4. O que € configuracio de um sistema?

MODULO 4 - AULA 31
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5. Explique com palavras por que o trabalho total das forcas internas de um

corpo ri gido € nulo.

6. Qual ¢é a energia potencial gravitacional de um corpo ri gido de massa M
associada a forca gravitacional que a Terra exerce sobre suas partes?

7. As forgas internas de um sistema sao, necessariamente, conservativas? E as

externas?

8. S6 € possi vel definir energia potencial de um sistema para forcas externas

ao sistema?

9. Responda se € falsa ou verdadeira a afirmagdo: num corpo ri gido, a veloci-
dade de uma parti cula ¢ relativa a uma parti cula j é sempre perpendicular

a reta que passa por essas duas parti culas. Explique.

10. O que é um choque totalmente eldstico entre dois corpos? E totalmente

inelastico?

11. Defina o fator () associado a uma colisdo entre dois corpos. Explique, su-
cintamente, em que circunstancias podemoster () > 0,Q =0e @ < 0. O
que vocé pode afirmar em cada um desses casos a respeito do trabalho das
forcas internas ao sistema durante todo o processo de colisao?

12. Defina coeficiente de restituicio de uma colisdo. Que valores esse
coeficiente pode assumir nos casos de um choque: (i) totalmente eldstico;
(ii) totalmente ineldstico e (iii) parcialmente ineldstico?

Problemas propostos
1. Reconsidere a situacio descrita no Exemplo 31.1.

(a) Mostre que a expresséo do trabalho externo W (¢, t;,) realizado pe-
las forcas gravitacionais que Sol exerce sobre a Terra e a Lua, dada
pela equacdo (31.15), pode ser escrita na forma

T1b M T2p M
W“t(ta,tb):—/ e Sdrl—/ G208 gy

2 2
Tla rl 2a /r2

(b) Efetue as integragcdes anteriores e mostre que

M M, M M,
ma S_Gm2 S_'_Gml S+Gm2 S'

T1a T2q T1b T2

W (t,, ty) = —G
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(c) Usando a defini¢ao dada na equagdo (31.26) e tomando como configuracao

padrdo aquela em que a Terra e a Lua estdo infinitamente afastadas do
Sol, mostre que, numa configuracdo genérica, a energia potencial ex-
terna do sistema Terra-Lua é dada por

mlMS mgMS

G

1 T2

U6$t(r1, 1'2) = -G

2. O objetivo deste problema € calcular, em um exemplo simples, a energia

potencial de um sistema associada as suas forcas internas. Considere um

sistema isolado formado por dois corpos, de massas m; € ms, que interagem

apenas gravitacionalmente.

(a)

(b)

Inicialmente, calcule o trabalho total das for¢as internas durante o in-
tervalo de tempo [t;, t¢], no qual o sistema vai da configuragdo inicial
(ry;,To;) até a configuragdo final (r;s,rof). Faga esse célculo resol-
vendo as integrais

. I‘1f I‘Qf
ilif = / Fip-dry + / Fy, - dr;
ry; ra;

€ mostre que

in Gm1m2 Gm1m2
i—f

_‘rli —I'2z‘| a ‘rlf _er‘ '

Sugestao: usando a Terceira Lei de Newton e definindo rys = ry — o,

mostre que

in s "2 Gmyme
iaf = Fig-drip = — —5—dr2.
r

124

As integrais anteriores ndo dependem de como o sistema vai de uma
configuracdo a outra, mas apenas das configuragdes inicial e final. Por-
tanto, podemos definir uma energia potencial interna tal que AU™ =
U™ (r1p,Top) — U™ (114, 19) = —V[/fif. Escolha a configuragio inicial
como uma configuragdo genérica (rq,rs) e a configuragio final como
a padrdo (ry,, ry,). Por conveniéncia, tome como configuragdo padrao
aquela em que as parti culas estdo infinitamente afastadas. Lembrando
ainda que U i"(rlp, rgp) = 0, mostre, finalmente, que

Gmimgy  Gmymg

Um(rl,rg) = —

12 __‘1‘1—1‘2’ '

MODULO 4 - AULA 31

Note que esse trabalho s6
depende das configuracdes inicial
e final do sistema Terra-Lua, mas

ndo do modo como o sistema
Terra-Lua evoluiu entre essas
configuragdes. Isso ocorre pois
na expressdo anterior, aparecem
apenas as respectivas distancias
entre a Terra e o Sol e entre a Lua
e o Sol, nas configuracdes inicial
e final. Conseqiientemente,
podemos definir uma energia
potencial U*t(ry, ra)
associada a essas forcas externas
conservativas.
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3. Repita o problema anterior, mas suponha agora que, em vez de duas, o

sistema seja formado por trés parti culas isoladas do resto do universo mas
interagindo gravitacionalmente. Mostre que a energia potencial interna do
sistema é dada por

, Gmime Gmims Gmaoms
m
U™ (ry,ro,r3) = — — —
T12 13 723

_ Gm1m2 Gm1m3 Gm2m3 ' (3160)

_‘1‘1 —1‘2’ a ‘1‘1 —1‘3‘ a ’I‘Q —1‘3’

Sugestao: como o trabalho das forgas internas ndo depende de como o sis-
tema vai de uma configuragdo a outra, calcule esse trabalho imaginando
que a primeira parti cula é levada ao infinito com as outras duas fixas. De-
pois leve a segunda com a terceira fixa. Note que ndo é necessdrio levar
a terceira ao infinito, pois com as duas primeiras no infinito, todas elas ja
estdo infinitamente afastadas umas das outras, configuragdo adotada como
padrdo e que tem a energia potencial nula. Vocé saberia generalizar esse re-
sultado para o caso em que o sistema é formado por um niimero genérico N
de parti culas?

. Considere uma barra homogénea de massa m e comprimento ¢, como a que

aparece no Exemplo 31.3, mas suponha, neste problema, que ela esteja pen-
durada n@o por seu extremo superior, mas por um ponto P localizado a uma
distancia s desse extremo, com 0 < s < /2. No instante em que a barra é
abandonada a sua direcdo € horizontal e ela estd em repouso. Consequente-
mente, a barra iréd girar em torno do ponto P, e ndo em torno de seu extremo
superior. Neste problema, escolha como configuracdo padrao para a energia
potencial gravitacional aquela na qual a barra tem direcdo vertical.

(a) Por que a energia mecanica da barra € conservada, nesse caso?

(b) Calcule a energia cinética da barra quando ela estd na vertical. To-
mando o valor apropriado de s, verifique que o seu resultado contém,

como um caso particular, o encontrado no Exemplo 31.3.

(c) Determine a energia cinética da barra quando a sua direcdo forma um

angulo 6 com a vertical.

. Reconsidere a situag@o descrita no Exemplo 31.3, mas suponha agora que,

no instante inicial, a barra esteja na horizontal e seja lancada para baixo com
a energia cinética Ky = (1/4)mg{ (lembre-se de que ela tem um de seus

extremos fixo, mas pode girar em torno dele).
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(a) Calcule a energia cinética da barra quando a sua dire¢do forma um
angulo ¢ com a vertical. Tomando o valor apropriado de 6, verifique
que o seu resultado contém, como um caso particular, o encontrado no

Exemplo 31.3.

(b) Calcule a maior altura atingida pelo centro de massa da barra em seu
movimento. Nessa situacdo, qual € o angulo entre a barra e a horizon-

tal? Descreva qualitativamente o movimento da barra

(c) Para que a barra pudesse dar uma volta completa em torno de seu
extremo fixo, a sua energia cinética inicial deveria ser superior a um

certo valor K,,;,,. Determine K,,;,.

6. Considere uma colisdo totalmente ineldstica entre duas parti culas de massas
my € Mo, isto €, uma colisdo na qual as velocidades das duas parti culas,
logo apds o choque, s@o iguais (viy = vyy). Utilizando essa informagao
e o Teorema da Conserva¢do do Momento Linear para um sistema de parti
culas, demonstre a equacio (31.48), ou seja, mostre que o fator () dessa

colisdo pode ser escrito na forma

1 mimeo 9
Q=—c———(Vii— V)
2mq + ms
7. Considere uma colisdo frontal totalmente eldstica entre duas parti culas de
massas 1my € ms, isto é, uma colisdo na qual as parti culas, antes e depois
da colisdo, se movimentam ao longo da mesma direcdo e de tal modo que

V14 — Vg4 = Vay — U1y

(a) Obtenha as velocidades das parti culas apds o choque em termos de
suas velocidades iniciais e de suas massas. Mostre que elas sdo dadas
por (confira com a equagao (31.57))

mip — Mo 2m2 2m1 mo — My

Vif = V1t Vg; ; Vaf = V1t V9;
! m1+m2 m1+m2 ’ ! m1+m2 m1+m2

(b) Analise o caso particular em que m; = my e verifique, nesse caso, que

as parti culas trocam de velocidades ap6s o choque.
(c) Obtenha vy € vof no limite em que my — o0 € interprete o resultado.
8. Suponha que um projétil de massa m seja langado do solo com a velocidade
inicial vo = vou, + vou,. No instante em que atinge o ponto mais alto de

sua trajetoria, ele explode, fragmetando-se em alguns pedacos. Calcule o

fator () da explos@o nos seguintes casos:

CEDERJ
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(a) o projétil se parte em dois fragmentos de mesma massa, sendo que um

deles tem velocidade nula logo apds a explosao;

(b) o projétil se parte em trés pedagos de mesma massa sendo que, logo
apos a explosdo, um deles tem velocidade nula e um dos outros dois
tem a velocidade —vgu,,.

Auto-avaliacao

E muito importante que vocé consiga responder a todo o questiondrio, mesmo
quando for longo. Lembre-se de que, ao responder as questdes, vocé estara recor-
dando os principais topicos apresentados na aula. Quanto aos problemas, ja que
ndo sdo muitos, tente fazer todos. No entanto, vale comentar aqui que os proble-
mas 2 e 3 sdo os mais diff ceis e exigem muita maturidade. Nao se preocupe se
ndo conseguir resolvé-los em sua primeira tentativa. Vocé pode, e deve, seguir

adiante mesmo que ndo tenha conseguido resolvé-los.

CEDERJ m
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Aula 32 — Medicao de momento linear e energia

cinética em colisoes

Objetivos
e Analisar processos de colisdo totalmente ineldsticos e eldsticos.
e Verificar a conservagdo do momento linear total no processo.

e Medir a variacdo da energia cinéica total nos dois processos.

Introducao

Nesta aula, vamos analisar dois tipos de colis@o entre os carrinhos sobre o
trilho de ar. Uma, totalmente ineldstica, que tem como caracteristica um estado
final de colisdo no qual os carrinhos saem grudados, e outra, totalmente eldstica na
qual a energia cinética depois da colisdo € igual a energia cinética inicial. Como
faremos os experimentos com os carrinhos sobre o trilho de ar, temos, nesse caso,
uma peculiaridade no sistema de partiulas constituido pelos dois carrinhos: o so-
matorio das forcas externas aplicadas ao sistema € nulo. Como vocé ja viu nas
aulas tedricas, isso acarreta a conservacao de algumas grandezas fisicas do sis-
tema considerado. Quais sdo elas? Caso vocé tenha divida sobre isso, releia as
Aulas 30 e 31, tedricas.

Procedimento Experimental

Nosso procedimento serd, basicamente, o mesmo das aulas anteriores que
envolviam o uso do trilho de ar. Entretanto, alguns cuidados devem ser tomados

neste experimento.

e Certifique-se de que o trilho de ar estd alinhado, usando o mesmo proce-
dimento das aulas passadas. Tome cuidado ao fazer as conexdes elétricas,
pois elas serdo diferentes das ligacdes feitas nos experimentos anteriores.
Agora, voceé deve fazé-las de forma que os dois carrinhos, ao centelharem,
facam-no em alturas diferentes da folha termossensivel. Isto permitir 4 que
vocé identifique, nesta tltima, quais sao as marcas de centelhamento de um

e de outro carrinho.

e Antes de cada experimento, ou cada vez que colocar ou tirar pesos adicio-

nais de um carrinho, meca a sua massa.

MODULO 4 - AULA 32

Para simplificar o texto, usaremos
somente os termos colisdo
eldstica e ineldstica omitindo o
termo “totalmente”, embora
conservando as propriedades
descritas ao lado.
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e Faca algumas simulac¢des do experimento, de forma a escolher uma frequén-
cia razodel e compativel com as velocidades que os carrinhos adquirem an-
tes e depois da colisdo. S6 entdo faca a tomada de dados com a consequente

queima dos pontos na fita termossensivel.

1. Primeira atividade — colisao elastica.

e Prepare dois carrinhos com as massas tdo proximas quanto voc€ pu-
der. Dé preferéncia a um par de carrinhos com as menores massas

possiveis, pois isso minimiza eventuais forcas de atrito.

e Coloque nos carrinhos as pecas em forma de arco, com um eléstico,

de forma a produzir colisdes eldsticas (ou quase).

e Realize a tomada de dados, deixando inicialmente um dos carrinhos
em repouso e fazendo o outro colidir com ele. A partir dos dados
obtidos, construa tabelas como as que foram feitas nos experimentos
anteriores, isto é, tabelas que contenham as posi¢des dos dois carri-
nhos nos diversos instantes de tempo. Nao se esqueca das incertezas
das medidas.

e Coloque pesos de forma simétrica em cima de um dos carrinhos, de
maneira que possa fazer experimentos com carrinhos de massas di-
ferentes. Sem precisar tirar dados, observe o que acontece em duas

situagdes:

— promova uma colisdo entre esses dois carrinhos, em que o mais

pesado esteja inicialmente em repouso;

— faca o mesmo trocando os carrinhos.
2. Segunda atividade - colisdo ineldstica.

e Prepare dois carrinhos de massas diferentes, pondo, por exemplo, pe-
sos adicionais em um deles. Novamente, procure colocar os pesos de

forma simétrica no carro, para prevenir desbalanceamento.

e Coloque nos carrinhos as pecas que produzirdo uma colis@o totalmente
ineldstica. Simule algumas colisdes langando um deles de encontro ao

outro, inicialmente em repouso.

e Antes de fazer a tomada de dados, marque a posic¢ao inicial do carri-
nho que ficard inicialmente em repouso. Realize a tomada de dados e
construa uma tabela com as medidas, considerando, como origem das

coordenadas, a marcagdo feita.
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Analise dos dados

1. Primeira atividade - colisao elastica.

e Resolva, teoricamente, o problema de uma colisdo eléstica unidimen-

sional, em que inicialmente uma das partiulas estd em repouso.

e Faca um gréfico x versus t para o movimento dos dois carrinhos e

obtenha suas respectivas velocidades, antes e depois da colisdo.

e (Calcule o momento linear e a energia cinética do sistema composto pe-
los dois carrinhos e verifique se essas grandezas se conservam. Nessa
verificacdo, ndo se esqueca de levar em conta as incertezas experimen-
tais obtidas.

e Com os resultados tedricos obtidos no primeiro item, analise qualita-
tivamente o que foi observado, quando vocé lancou o carrinho mais

pesado sobre o mais leve e vice-versa.
2. Segunda atividade - colisdo inel4stica.

e Faca um gréfico x versus t para o movimento dos dois carrinhos e

obtenha suas respectivas velocidades, antes e depois da colisdo.

e Calcule o momento linear e a energia cinética do sistema composto pe-
los dois carrinhos e verifique se essas grandezas se conservam.
Novamente, ndo se esqueca de levar em conta as incertezas

experimentais obtidas.

e Com os valores das massas e as posicdes dos dois carrinhos, calcule
a posicao do centro de massa do sistema, para cada instante de tempo
observado. Faca, entdao, um gréifico dessa posicdo como fun¢do do
tempo. A partir desse grafico, determine a velocidade do centro de

massa do sistema e verifique se ela € conservada.

Atividades extras

e Mostre que para uma colisdo eldstica unimensional, como a realizada na

primeira atividade, é vdlida a seguinte relagdo (independe das massas!):
Vo + v = V2,

onde v, € a velocidade inicial do primeiro carrinho e v; e v, sdo as veloci-
dades finais do primeiro e do segundo carrinho, respectivamente. Verifique

se, com seus dados, essa relacao se confirma.
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e Calcule a variagdo da energia cinética do sistema, no referencial do
centro de massa, para a segunda atividade. Como esse valor se compara
a variacdo da energia cinética do sistema, no referencial do laboratorio,

obtida anteriormente?

e Demonstre que, num sistema de duas particulas que colidem sem sofrer a
acao de forcas externas, a relacdo a seguir é valida:

1
Eiy = Ecn + §(m1 +mg) Vi -

Nesta equacgdo, L., € Ecys sdo, respectivamente, as energias cinéticas do
sistema, medidas nos referenciais do laboratério e do centro de massa, m;
e Mo sa0 as massas das particulas e V-, € a velocidade do centro de massa,
medida no referencial do laboratério. Verifique se seus dados confirmam
esse resultado.

Resumo

Vocé viu que, nesse experimento, foram produzidas colisdes de dois tipos
com os carrinhos sobre o trilho de ar: uma eléstica, na qual a energia cinética
¢ a mesma antes e depois da colido, e uma (totalmente) ineldstica, na qual apds
a colisdo os dois carrinhos ficam grudados. Os resultados foram analisados no
referencial do laboratorio e no referencial do centro de massa. Em ambos os casos,

procurou-se verificar, experimentalmente, quais grandezas foram conservadas.

Auto-avaliacao

Como voceé ja observou, a confec¢do do relatério € a melhor maneira de se
auto-avaliar. E nessa fase que os conhecimentos sdo testados e que as eventu-
ais duvidas aparecem. Tais dividas, apds serem sanadas, o ajudardo a consolidar
seus conhecimentos. Em particular, nesse relatorio, procure salientar, em cada
atividade, as caracteristicas do movimento do centro de massa e as grandezas con-
servadas. Procure mencionar, também, como ficariam os seus resultados, quando

analisados no referencial do centro de massa do sistema.
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Aula 33 - Momento angular de um sistema de

particulas

Objetivos

Aprender a definicdo de momento angular de um sistema de particulas.

Aprender a definicdo de torque sobre um sistema de particulas.

Saber demonstrar o Teorema do Momento Angular para o caso de um Sis-

tema de Particulas.

Compreender o conceito de momento angular de um sistema de particulas

relativo ao seu centro de massa.

Introducao

Nesta aula, definiremos duas novas quantidades muito importantes na dis-
cussdo do movimento de um sistema de particulas, a saber: momento angular de
um sistema de particulas e torque sobre um sistema de particulas. Como veremos,
o momento angular de um sistema € definido, simplesmente, como a soma dos
momentos angulares de todas as particulas do sistema e, de forma andloga, o tor-
que sobre o sistema € a soma de todos os torques sobre as particulas do sistema.
Estabeleceremos, entdo, a relagdo entre essas quantidades. Grande parte dos con-
ceitos e resultados apresentados nesta aula ja foram vistos na Aula 29 para o caso
trivial em que o sistema tem apenas uma particula; portanto, € necessirio que os
conceitos aprendidos na Aula 29 estejam, nesse momento, bem claros para que

vocé possa compreender e aproveitar este novo conteudo.

Momento angular de um sistema de particulas

Consideremos, novamente, um sistema de N particulas, de massas my,

Ma,...,My, posi¢des Iy, ry,...,ry € velocidades vy, vo,...,vy. A Segunda Lei de
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Newton, aplicada as particulas do sistema, nos leva as equagdes

dV1

m g = PO
dV2 ex in
mgﬁ = F2 + F2 s
(33.1)
dVN ex in
my—— = Fy+ Fy .

onde F¢* é a soma das forgas externas sobre a particula 7 ¢ Fi" é a soma das
forcas internas sobre essa particula. Naturalmente, F$* + Fi" € a forga total sobre

a particula ¢.

Facamos o produto vetorial de r; pelos dois lados da primeira equagao
em (33.1), de ro pelos dois lados da segunda, e assim sucessivamente, até o
produto vetorial de ry pelos dois membros da N-ésima equacdo. As equagdes

resultantes sdo

dv .
rlxmld—tl = I‘1><F§$+I'1><len,
dv .
rgxmgd—; = rQXng—i_rZXFZQn?
(33.2)
dv .
I‘NXmNd—;V = Iy X ?\?—FI'NXF?\T;.

Nos lados direitos dessas equagdes podemos identificar os torques de forgas inter-
nas e externas relativos a origem O. De acordo com o que vimos na Aula 29, os
lados esquerdos dessas equagdes sdo as derivadas temporais dos momentos angu-
lares das particulas do sistema relativos a origem (. Conseqlientemente, temos

para a ¢-ésima particula:

dVZ‘ d .
r, X m; E = a(rz X mivi) (Z =12,.. N) . (33.3)
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Usando essas igualdades em (33.2), obtemos

%(rl X mlvl) = Iy X Fix +1r; X Flln s
d .
E(rQ X mgvg) = Iy X ng + 19 X FZQH s
(33.4)
d ex in
%(I'NXmNVN) = Iy X N+PNXFN .

Somando membro a membro as equacdes anteriores, € usando o fato de que a

soma das derivadas € igual a derivada da soma, obtemos

d
@(I‘l X mi1vy +rgxm2V2+-~~+rN><vaN):
=(r1 X F{"+ro xF5" 4+ - - +ry X FY)

+(r xF" vy x FP 4+ 4ry x FO) . (33.5)

Em (33.5), a primeira linha é a derivada temporal da soma dos momentos angu-
lares, relativos a origem O, de todas as particulas do sistema. Precisamente, essa
soma ¢ chamada momento angular do sistema relativo a origem O. Represen-
tando por L. 0 momento angular do sistema, temos

L=r; xmvi4+rys Xmavy+---+ry X myvy . (33.6)

A segunda linha em (33.5) é a soma dos torques, relativos a origem O, de todas
as forcas externas que agem sobre o sistema. Vamos chamar essa soma torque
externo total sobre o sistema, relativo a origem . Representaremos esse torque
externo total por 7%, de modo que

T =1 x F 41y x FS" + - - 41y x FS (33.7)

Finalmente, a terceira linha em (33.5) € a soma dos torques, relativos a origem
O, de todas as forgas internas que agem sobre o sistema. Chamando essa soma
torque interno total sobre o sistema, relativo a origem O, e representando-a por
T temos

T" =1 X F" + 15 Xx FY" + - - 41y x FY . (33.8)

Usando essas defini¢des, podemos reescrever a equagdo (33.5) como

dL ,
2H e in 33
o T+ T (33.9)
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Agora veremos que o torque interno total sobre um sistema de particulas
qualquer é sempre nulo. As resultantes das forcas internas sobre cada uma das
particulas do sistema sdo dadas pelas respectivas somas vetoriais das forcas exer-
cidas pelas demais particulas do sistema, de modo que a equagdo (33.8) pode ser
escrita, com mais detalhe, na forma

T = rixFp+ rixFig+-+r xFiy+r X Fiy+
+1y X Fo + ro X Foz + -+ 1y X Fon_1 + 13 X Foy +
+ 13 X Fg1 +13 X F3o+ +-otry3 X Fay_g +13 X Fyny +
+ry X FNl"'rN X FN2 +ry X FN3+ <-4y X FNNfl . (3310)

No lado direito dessa equagdo temos para cada torque r; X F;; um outro torque,
dado por r; x F;;. Uma vez que todos os torques estdo somados, essa soma €, na

verdade, uma soma de termos do tipor; X F;; +r; X Fj;. Temos, entdo,

r; X Fij +rj X Fji = (I'Z‘ —I'j) X Fji
r;; X F]z
r;; X )\]Zrlj
0, (33.11)
onde, na primeira igualdade, usamos a Terceira Lei de Newton (F;; = —F ;) para

fatorar a for¢a de interacdo entre as particulas 7 e j; na segunda igualdade, usamos
a defini¢do de posicdo relativa r;; = r; — r;; na terceira igualdade, utilizamos
a hipétese de que as forgas internas sdo centrais, isto €, Fj; € paralela a r;; e,
portanto, pode ser escrita como um numero \j;; multiplicado pelo vetor r;;. A
expressao final € nula porque € o produto vetorial de dois vetores paralelos, r;; e
Ajirij. Com o resultado (33.11), fica demonstrado que o lado direito de (33.10) €

uma soma vetorial nula e, portanto, que o torque interno total € nulo:
T"=0. (33.12)

Usando esse resultado em (33.9), obtemos

dL

— =T 33.13
7T ( )




Momento anqular de um sistema de particulas

| MODULO 4 - AULA 33

isto é, podemos afirmar que

a taxa instantdnea de variagdo temporal do momento angular do sis-
tema relativo a origem é igual ao torque externo total sobre o sistema

relativo a origem.

Esse resultado mostra que apenas os torques externos sao responsaveis pela mu-
dan¢a do momento angular total de um sistema. E importante notar a enorme sim-

plificacdo obtida com a informagao de que o torque interno total € nulo. Dentro de

um corpo rigido, por exemplo, podem ocorrer torques de extrema complexidade. A equagdo (33.13), para o
. caso particular em que o

Contudo, todos eles se cancelam, deixando apenas os torques externos para pro- sistema & formado apenas

vocar as mudangas do momento angular do sistema. O resultado dado por (33.13) por uma particula, foi

. demonstrada na Aula 29.
€ conhecido como Teorema do Momento Angular e Torque para um Sistema

de Particulas.
Sendo (33.13) uma equacgdo vetorial, ela € equivalente a trés equagdes numéricas,

obtidas pelas projecdes ao longo dos eixos cartesianos:

dL,

dL, dL,
e Oy _ e _ rer | 33.14
A L T (33.14)

Como conseqiiéncia imediata de (33.13), temos
T = 0 = L = constante , (33.15)
ou seja,

se for nulo o torque externo total sobre um sistema relativo a origem,

o0 momento angular do sistema relativo a origem serd constante.

Naturalmente, sendo conservado o vetor L, temos trés quantidades numéricas que
permanecem constantes durante o movimento, L,, L, e L,. O resultado escrito
na equagdo (33.15) é chamado Teorema da Conservacao do Momento Angular
de um Sistema de Particulas.

Exemplo 33.1

Duas particulas, de massas m e mo, estdo ligadas por um fio ideal e se
movimentam sobre uma superficie lisa horizontal de tal modo que o fio que as
une se mantém sempre esticado durante o movimento do sistema. Nesse caso, as
forcas externas ao sistema s@o os pesos das particulas e as reacdes normais que a
superficie exerce sobre elas. As forgas internas sdo as que o fio exerce sobre cada

particula e suas respectivas reacoes.
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Figura 33.1: O momento angular total do sistema permanece constante, uma vez que a soma dos

torques externos € nula.

Como a forga externa total € nula, o centro de massa do sistema ndo possui
aceleracdo e, portanto, estd em repouso ou em MRU. A Figura 33.1 mostra uma
situacdo em que mo > m; e o centro de massa do sistema se move em MRU. Note
que o movimento de cada particula ndo € um MRU, pois a forg¢a resultante sobre
cada uma delas ndo é nula. E ficil perceber que a forca total sobre a primeira
€ a forca que o fio exerce sobre ela, designada por F,, e a for c ca total sobre
a segunda é a que o fio exerce sobre ela, dada por F9; = —F;5. A linha de
acdo dessas forcas estd, obviamente, ao longo da dire¢do do fio, como ilustra a
Figura 33.1.

Como o torque externo é nulo, pois o torque dos pesos das particulas sdo
anulados pelos correspondentes torques das normais, 0 momento angular total
do sistema € uma constante de movimento (héd situacdes em que a forca ex-
terna total € nula, mas ainda assim o torque externo € diferente de zero, veja
o proximo exemplo). Em outras palavras, embora o momento angular de cada
particula varie durante o movimento do sistema, pois dL;/dt = r; x F15 #0e
dLy/dt = ry x Fy1, 0 momento angular total do sistema permanece constante.

Exemplo 33.2

Vamos considerar um torque muito especial chamado torque de binario.
Bindrio € um par de forcas de mesmo modulo e mesma direcdo, mas de senti-

dos opostos, que age sobre um sistema. As forcas ndo precisam ser pares de
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acdo e reacdo. A situacdo mais interessante € aquela em que elas aparecem como
forgas externas agindo em um corpo rigido. Sejam, pois, duas forcas externas,
F;* agindo sobre a i-€sima particula do corpo, e F;* agindo sobre a j-ésima. A
condi¢@o para que esse par de forgcas seja um bindrio € simplesmente exigir que
F¢* = —F;*. Na Figura 33.2 aparecem tais forgas e os vetores-posi¢do r; e r;

das particulas do sistema.

Figura 33.2: Torque de bindrio produzido pelas for¢as Fi* e F*, de mesmo médulo, mesma
direcdo, mas sentidos opostos. A distancia entre as retas suportes dessas forcas é diferente de
zero, fazendo com que a soma dos torques dessas duas for¢as também seja diferente de zero.

O torque externo total sobre essas duas particulas é

T = 1 x FE fr; x B
r; X FZe:v -+ r; X (_Fle:v)
(I'Z' — I’j) X fo
S (33.16)
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Usando a defini¢do de produto vetorial, determinamos a direcao, o sentido e
o modulo desse torque. A dire¢do é perpendicular ao plano definido pelos vetores
r;; € F$, que € o plano onde estdo as duas forgas que formam o binario; podemos
chama-lo plano do bindrio. O sentido desse torque pode ser descrito do seguinte
modo: olhando perpendicularmente para o plano do bindrio, se as forcas tendem a
rodar o sistema no sentido anti-hordrio a reta que une as particulas, o torque estara
apontando do plano para nossos olhos e, se tendem a rodar no sentido horario, dos
nossos olhos para o plano. Usando os seus conhecimentos de produto vetorial,

vocé pode verificar que o médulo do torque total é
|7 = |Fi| bij , (33.17)

onde b;; € a distancia entre as retas suportes das for¢as do bindrio (veja novamente
a Figura 33.2). Note que esse mdédulo ndo depende da origem relativa a qual
o torque total foi calculado; depende apenas de duas quantidades intrinsecas ao
bindrio, o médulo de suas forgas e a separacao entre suas retas suportes. Também
a dire¢do e sentido do torque ndo dependem da origem. Desse modo, esse torque,
chamado simplesmente torque do binario, é um vetor que depende apenas das
caracteristicas intrinsecas do bindrio (e da convencdo que estabelece o sentido
do produto vetorial). Esse é um fato notdvel, pois, de modo geral, usando-se
diferentes sistemas de eixos, com diferentes origens, o torque obtido depende
da origem relativa a qual foi calculado. Um exemplo importante de torque de
bindrio ocorre quando uma molécula neutra, porém com um momento de dipolo
elétrico permanente (como a molécula da dgua) € colocada numa regido onde ha
um campo elétrico uniforme. Voc€ aprenderd, em seu curso de Fisica III, que,
nesse caso, as forgas elétricas produzem um torque de binério que tende a orientar

a molécula ao longo da direcao do campo elétrico.

Agora vamos definir alguns novos conceitos que nos permitirdo obter resul-

tados que generalizam o teorema (33.13) do momento angular e torque.

Seja () um ponto com 0 vetor-posi¢io rg e seja r o vetor-posi¢do de uma
particula qualquer. Na Aula 29, definimos vetor-posi¢do da particula relativo a )
como o vetor

r'=r—rg. (33.18)

Naturalmente, r’ é um vetor que vai de () até a particula. Suponha, ainda, que
o ponto () possa ser um ponto mével, isto é, um ponto cuja posi¢do varie com o

tempo. Derivando em relacao ao tempo os dois lados da equagado (33.18), obtemos

dr’

EZV’ZV—VQ , (33.19)




Momento anqular de um sistema de particulas

onde v = dr/dt é a velocidade da particula, vy = drq/dt é a velocidade do
ponto (). A derivada dr’/dt, que foi representada na férmula anterior por v’, é
chamada velocidade da particula relativa a ().

Definimos o momento angular da particula relativo ao ponto base ()
como o vetor

Lo=1"xmv (33.20)

onde m € amassa da particula. Se o ponto () for a prépria origem O, temosrg = 0
e vo = 0. Conseqiientemente, r' = r e v/ = v. Nesse caso, a defini¢do (33.20)
recai na defini¢do antiga de momento angular relativo a origem. Se () ndo mais
coincidir com a origem, mas ainda assim for um ponto fixo, teremos vg = 0 e,
conseqiientemente, v/ = v. A defini¢do (33.20) assume a forma Ly = r’ x mv.
Esses casos ja foram considerados na Aula 29. Agora, estamos considerando a
definicao geral (33.20), que engloba ndo apenas esses casos, mas também deixa

em aberto a possibilidade de () ser algum ponto mével.

Vamos, também, definir torque relativo ao ponto () de uma forca F,

como o vetor
To= r xF . (33.21)

Essa defini¢do, nos casos em que o ponto () € a origem ou algum outro ponto fixo,

também j4 foi considerada na Aula 29.

Vamos aplicar esses novos conceitos as particulas do sistema em conside-
racdo. O vetor-posic¢do relativo ao ponto () da ¢-ésima particula do sistema e sua

velocidade relativa a () sdo, respectivamente,
r,=r,—rog € V,=V,—Vg. (33.22)

A Figura 33.3 ilustra a relaco entre os trés vetores r;, r¢ € .

O momento angular relativo a () da i-ésima particula é
Lg; =1, x m;v; . (33.23)

Definimos momento angular total do sistema relativo a () como sendo
a soma dos momentos angulares relativos a () de todas as particulas do sistema.
Representando esse momento angular total por L, temos

Lo =] X myv] + 15 X mavy + -« + Ty X myvy . (33.24)

Naturalmente, se o sistema tiver apenas uma particula, recairemos na definicao

anterior, dada pela equacdo (33.20).
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Q

m;

Figura 33.3: A figura mostra apenas a i-€sima particula do sistema, com seu vetor-posicao r; e
seu vetor-posicdo relativo ao ponto (), dado por r}; também mostra o vetor posigéo rg do ponto

Q.

Definimos torque externo sobre o sistema relativo a () como a soma dos
torques relativos a () de todas as forgas externas que agem sobre o sistema. De-

notando por T4 esse torque externo, obtemos
p 0 q
TG =1] X F" 41y xF5* +- - 1y x FY . (33.25)

Também podemos definir torque interno sobre o sistema relativo a () como
a soma dos torques relativos a () de todas as forcas internas sobre o sistema,
mas esse torque interno é nulo, ndo importa qual seja o ponto (), como vocé

demonstrard com facilidade no problema proposto 3.

Vamos considerar, agora, a seguinte generalizacdo do teorema (33.13):
—= =T, (33.26)

onde () € um ponto fixo qualquer. A seguir demonstraremos esse teorema.

Inicialmente, usando o fato de que ) é um ponto fixo e, portanto, v, = v,
e asrelagdes r; = r; —rqg, (i = 1,2,..., N), estabeleceremos uma relagdo entre
LoelL:

o / / / /
Lo = rixmyvy+---+ry Xmyvy

= (rl—rQ)><m1V1+---—|—(rN—rQ)><mNVN




Momento anqular de um sistema de particulas

= <r1><m1v1+---+r]'v><mNVN> —Irg X <m1v1+---+vaN>

= L—rgx Mven, (33.27)

onde usamos a definido de centro de massa e M € a massa total do sistema.

Derivando, em relagdo ao tempo, ambos os membros da equagdo anterior e

usando as equagdes dL/dt = T* e Ma,,,, = F*, obtemos

dL dL
d—tQ - % —Tem X Macm =T — Tep X F* ; (3328)

onde o torque total e a for¢ca externa total sobre o sistema valem, respectivamente,

7% = M xF{"+ - +ry xFY
F*“ = F;+---+Fy. (33.29)

Finalmente, substituindo as dltimas equacgdes em (33.28), obtemos

dLg

pral rlefx+--~—|—rN><F§(}”—<rQXF‘fI+~~-+rQXF§$>

= (r1—rg)xF{"+ .-+ (rn — 1) X Fy

= 7Y, (33.30)

resultado que queriamos demonstrar. Segue, como consequéncia imediata desse
resultado, o Teorema da Conservacdo do Momento Angular relativo a qualquer

ponto fixo (), a saber:

7'25“" = 0 = L¢ = constante. (33.31)

Terminaremos esta secio com um comentdrio bastante apropriado a res-
peito do Teorema do Momento Angular e Torque para um Sistema de Particulas,
dado pela equacdo (33.26). A deducdo anterior foi feita supondo que o ponto ()
fosse fixo. No entanto, nada mudaria em nossa demonstragdo caso o ponto () se
movesse com velocidade constante no tempo em relagdo ao referencial inercial em
uso, ou seja em MRU, pois continuaria sendo vélida a igualdade dv'/dt = dv;/dt,
(1 =1,2,...,N) e, conseqiientemente, toda a argumentacéo utilizada a partir dai.
Em suma, a equagdo dLg/dt = T vale também quando o ponto () se move
em MRU. Isso é equivalente a dizer que essa equagdo vale para qualquer ponto
que esteja fixo em algum referencial inercial (lembre-se de que um ponto fixo
em relacdo a um referencial inercial estarda em MRU relativamente a um outro

referencial inercial que se mova em relagdo ao primeiro). De fato, seria muito
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estranho que a equacgdo (33.26) fosse valida apenas num certo referencial inercial,
pois essa equagdo foi obtida a partir de algumas defini¢des e das leis de Newton,

que sdo validas em qualquer referencial inercial.

No entanto, como veremos na proxima se¢do, ha um ponto privilegiado que,
mesmo em um movimento acelerado qualquer, faz com que a equacdo (33.26)
continue verdadeira se for escolhido como o ponto (). Trata-se do centro de massa
do sistema. Em outras palavras, veremos que dL.,,/dt = T¢ & vélida, qualquer

que seja o movimento do centro de massa.

Momento angular de um sistema relativo ao centro de massa

Nesta se¢do, vamos considerar o momento angular de um sistema de parti-
culas relativo a um ponto () muito especial: o centro de massa do sistema. Para

() = cm, a definicdo (33.24) toma a forma

L., =1 X myv] + 15 X mavh + - -+ 'y X myVy , (33.32)
onde, agora,
=T, —Temn € Vi=V,—Ven (i=12.., N). (33.33)

Note que, de modo geral, ndo temos Vv, igual a v;, pois o centro de massa pode
estar em movimento.

Inicialmente, demonstraremos uma relacdo notdvel entre 0 momento an-
gular do sistema relativo ao centro de massa e o seu momento angular relativo
a origem. Usando a equacdo (33.33) no termo genérico da soma em (33.32),
obtemos

/ /
v, X myv; = (r; — Tom) X Mi(Vi — V)
=T; X M;Vy — T3 X MV — Tem X My Vi + Topy X My Ve,

(33.34)
equagdo vdlida para: = 1,2, ..., N. Ou seja, podemos escrever as equagoes

/ /
ry Xmpvy =11 X mivy — M1y X Ve, — MTey, X V] + M1Tem X Ve

/ /
ro X MaVy = T9 X MoVg — Maly X Vi — Ma¥ey X Vo + Malem X Ve,

(33.35)

I'/N X mNVEV =rny X MNVN — MNYN X Ve, — MNYem X VN + MNTen X Ve, -
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A soma dos lados esquerdos dessas equagdes é, de acordo com (33.32), o mo-
mento angular do sistema relativo ao centro de massa, L.,,,. A soma da primeira
coluna no lado direito é, de acordo com (33.6), 0 momento angular do sistema
relativo a origem, L. No lado direito de (33.35) ainda temos a soma da segunda

coluna:
— ML) X Vg — Maoly X Vep © + — MNTN X Ve, =
= —(mury +mers + -+ MNTN) X Ve =
= —Mrg, X Ve , (33.36)
a soma da terceira
— ML X V] — Malem X Vo + +— MLy X VN =
= —Ten X (m1V1 + Mmovg + - - - +mNVN) =
= — Ty X MV, (33.37)
e, finalmente, a soma da tltima coluna
MATem X Vem + MoYem X Ve« MNTem X Ve, =
= (mi+mo+--+my)lem X Ve =
= Mry, X Ve, - (33.38)
Levando em conta todos esses resultados, e observando que a soma da segunda

coluna € igual a soma da terceira, obtemos, somando membro a membro todas as

equagoes em (33.35), o resultado
Lo =L —2Mre, X Ve + Moy X Ve, (33.39)

ou seja,
L=L.,+rum X Mve, . (33.40)

O ualtimo termo dessa equagdo é o0 momento angular relativo a origem que uma
particula teria se a sua massa fosse a massa total do sistema e a sua posi¢ado fosse
a posi¢do do centro de massa. Embora ndo exista tal particula no problema e o
centro de massa ndo seja uma particula, esse momento angular é chamado mo-
mento angular do centro de massa. Nio é a primeira vez que esse ponto, O
centro de massa, aparece nas equagdes como se fosse uma particula. Dizemos,
entdo, que r.,, X Mv., é o momento angular do centro de massa relativo a
origem. Agora, ¢ facilimo generalizar (33.40) para momentos angulares do sis-
tema relativos a um ponto fixo qualquer Q:

Lo = Loy + (Tom — 1) X MVep | (33.41)

onde (r., —rg) X Mv,, é o momento angular do centro de massa relativo ao
ponto fixo ().
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Em suma, podemos afirmar que

o momento angular de um sistema relativo a qualquer ponto fixo é
a soma do momento angular do sistema relativo ao centro de massa

com o momento angular do centro de massa relativo ao ponto fixo.

Note que é comum chamar momento angular intrinseco do sistema ao
seu momento angular relativo ao centro de massa e momento angular orbital do
sistema ao momento angular do seu centro de massa relativo ao ponto fixo em

consideragdo. Usando esses nomes, o resultado (33.41) pode ser enunciado como

o momento angular de um sistema é igual a seu momento angular

intrinseco mais seu momento angular orbital.

Uma situacdo que ilustra esse resultado é dada pelo movimento da Terra
em torno do Sol. A Terra tem um momento angular intrinseco L.,,, devido a sua
rotacdo didria em torno de seu centro de massa, € um momento angular orbital
rem X My, relativo ao Sol, devido ao movimento orbital de rotacdo anual da
Terra em torno do Sol. Nesse dltimo caso, r., € V., sdo a posi¢do e a veloci-
dade do centro de massa da Terra em relacdo ao referencial com centro no Sol e,
naturalmente, M € a massa da Terra.

Voltando a equacgao (33.40), podemos derivd-la em relacdo ao tempo para
obter a relacdo

dL  dL
— = o om X B 33.42
dt dt + Tem X ’ ( )
onde usamos os resultados
drem X MVen =0 e Ty X Mdvcm =T, X F .
dt dt

Utilizando a defini¢do de momento angular de um sistema e torque sobre um
sistema, e lembrando que a forca externa total sobre um sistema € a soma de todas

as forcas externas sobre cada uma de suas particulas, reescrevemos a equacao
(33.42) na forma

ri xF{" + roxF' 4+ 4+ry xFY

dLem
= S X (PP FF 4+ FR) . (3343)
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Rearranjando convenientemente os termos da equagdo anterior, obtemos

chm ex ex exr
e (r1 —rem) X F 4+ (rg —rep) X FSE + - - 4 (ry — o) X FY
(33.44)
ou seja,
dLep,
pT =T, (33.45)

onde, naturalmente, T¢; € o torque externo total relativo ao centro de massa.

Segue-se o respectivo teorema de conservacdo do momento angular:
T = 0= L, = constante . (33.46)
Em suma:

Se () é um ponto fixo ou o centro de massa de um sistema, a taxa
instantanea de variagdo temporal do momento angular do sistema
relativo ao ponto () é igual ao torque externo total sobre o sistema
relativo ao ponto (). Conseqiientemente, se o torque externo total
sobre o sistema relativo a um ponto fixo ou ao centro de massa for
nulo, serd constante o momento angular do sistema relativo ao ponto

ﬁXO ou ao centro de massa, respectivamente.

Exemplo 33.3

A fim de ilustrar a decomposi¢dao L = L, + Mr,,, X v, numa situagdo
simples, considere o movimento de translagdo da Terra em torno do Sol, mas
considere também que a Terra gire em torno de seu eixo. Como sabemos, a direcao
do eixo de rotacdo da Terra, ou seja, a dire¢do da reta que passa pelos polos
geograficos norte e sul ndo é perpendicular ao plano do movimento da Terra em
torno do Sol. A reta faz, aproximadamente, um angulo de 23° com a normal a
esse plano. Os eixos de nosso referencial inercial estdo soliddrios ao Sol, com a
origem em seu centro e de tal forma que o movimento da Terra ocorra no plano
OXY, como ilustra a Figura 33.4. No instante considerado nessa figura, o centro
da Terra se encontra sobre o eixo OX, a uma distancia Rrg do centro do Sol, isto

¢, da origem dos eixos.
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O periodo da rotagdo da esfera é
definido como o intervalo de
tempo gasto por ela para dar uma
volta completa.
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Mtrcm X Vem

6\5 ol L.
|/

Terra Yy

Figura 33.4: O momento angular total da Terra, incluindo a contribui¢do de sua rotagdo, relativo

ao centro do Sol.

Vocé aprenderd nas proximas aulas que o momento angular de uma esfera
homogénea girando em torno de um eixo que passe pelo seu centro aponta na
direcdo desse eixo e tem o sentido dado pela seguinte regra: o seu polegar da mao
direita dard o sentido do momento angular da esfera se vocé€ apontar seus outros
dedos dessa mao no sentido da rotacdo. Além disso, se m for a massa da esfera,
r o seu raio e 1' o periodo associado ao movimento de rotacdo o mddulo de seu

momento angular relativo ao centro de massa sera dado por (2/5)mr?(2rw/T).

Desse modo, 0 momento angular da Terra relativo a seu centro de massa,
L., tem médulo (2/5) M, R? w, onde M, é a massa da Terra e w = 27 rad/dia e

aponta na dire¢cdo mostrada na Figura 33.4.

Se quisermos calcular o momento angular da Terra relativo a origem, isto
€, ao centro do Sol, basta utilizar a decomposcao anterior. Para isso, € necessario
calcular o termo M;r.,, X V., onde r.,, € V., sdo, respectivamente, o vetor-
posicdo e a velocidade do centro de massa da Terra relativos ao referencial com
origem no centro do Sol. Designando por v; o médulo da velocidade do centro
de massa da Terra em seu movimento, supostamente circular, em torno do Sol,

temos, no instante considerado na Figura 33.4
Mix e X Ve, = MyRysvpu, X (—uy) = MyRysviu, .
Portanto, o momento angular da Terra relativo a origem € dado pela soma vetorial

L= Lcm + MthsUt u; ,
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que estd ilustrada na Figura 33.4. Por motivos didéticos, essa figura foi feita
fora de escala. No problema proposto 4 vocé terd a oportunidade de comparar

numericamente os modulos dos dois termos do lado direito da expressao anterior.

Exemplo 33.4

Neste exemplo, verificaremos explicitamente a validade da decomposi¢do
do momento angular total de um sistema na forma L = L., + Mr., X Ve,
demonstrada anteriormente para um sistema qualquer. Além disso, trata-se de
uma situagdo simples na qual o torque externo total é nulo e, por conseguinte, o
momento angular do sistema se conserva durante todo o seu movimento. Como
veremos, essa lei de conservacido nos permitird obter informacdes interessantes

sobre o movimento.

Considere uma pequena esfera de massa m presa a um dos extremos de
uma haste rigida de comprimento ¢ e de massa desprezivel. Uma esfera idéntica
a primeira incide com velocidade v; perpendicular a dire¢dao da haste sobre o seu
outro extremo e fica grudada nela apos o choque. Suponha que as esferas e a haste
estejam sobre uma superficie plana, horizontal e lisa. Esta situacdo estd ilustrada
na Figura 33.5. Por conveniéncia, escolhnemos os eixos cartesianos OX) de
modo que a haste esteja, inicialmente, ao longo do eixo @) com um de seus

extremos na origem (0 que contém a esfera).

Como a forga externa total € nula, o centro de massa do sistema se move em
MRU. Consequientemente, apds o choque, o centro de massa do sistema continua
se movendo para a direita com a mesma velocidade que tinha antes da colisdo.
No entanto, depois do choque, as esferas giram em torno do centro de massa
mantendo sempre a distincia ¢ entre elas, pois cada uma estd presa em um extremo
da haste rigida. E imediato perceber que a velocidade do centro de massa do

sistema € v, /2 (verifique!).
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Figura 33.5: Pequena esfera incidindo sobre um dos extremos de uma haste rigida de massa des-
prezivel e que contém uma esfera idéntica presa a seu outro extremo. Apds o choque, a esfera
incidente permanece grudada na haste e o sistema formado pela haste e as duas esferas se movi-

menta para a direita, girando em torno de seu centro de massa.

Analogamente, como o torque externo total sobre o sistema € nulo, o seu
momento angular se conserva durante todo o movimento do sistema. Em par-
ticular, esse momento angular € o mesmo antes e depois de a esfera colidir e
grudar na haste. Portanto, para calcular o momento angular do sistema, podemos
escolher um instante qualquer antes da colisdao. Como a esfera que estd na origem
se encontra inicialmente em repouso, 0 momento angular do sistema coincide com
o da esfera incidente. Designando por esfera 1 a incidente e por esfera 2 a que ja

estava presa na haste, temos
L=r xmvi=—-mlvu,,

onde usamos a regra da mao direita para determinar a direcdo e sentido do produto
vetorial e v; = |vq].

Como as massas das esferas sdo iguais e a haste tem massa desprezivel, o
centro de massa do sistema estd, em qualquer instante, no ponto médio entre as

esferas. Com isso, temos, também

r Vi 1
— X —=——mlv;u, .
2 2 2

A partir das equacdes anteriores e da decomposi¢ao L = L., + Mr.,, X Ve, po-

My X Ve, = (2m)

demos determinar o momento angular do sistema relativo ao seu centro de massa:

1 1
L.,,=L— Mr., X Ve, = —mlv;u, + §m€v1 u, = —§m€v1 u,. (3347)
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A fim de verificarmos a validade da decomposic¢ao utilizada na obten¢ao do
resultado anterior para o momento angula,r calculemos L., diretamente a partir

de sua defini¢do, isto €,
L., =r1{ X mv{ +1y X mv, (33.48)

onde a “linha” nos vetores significa, como de costume, relativo ao centro de
massa. Devemos, portanto, calcular as quantidades ry, rj, v{ e v4. Da defini¢do

de vetor-posicdo e da composicao de Galileo para as velocidades, temos

P o — gy = ok Pl =Ty — Iy = —
1 — 11 —tem — 5 2 — 12 7 Lem — 775
2 2
c
r _Vl . r o Vi
Vl—Vl—ch—g, VQ—VQ—ch——?.

Substituindo as expressdes anteriores na equagao (33.49), obtemos

ry Vi rp \'A1 1
Lcm = a <__) <__) = 3 z '4
=5 ><m2 + 5 X m 5 2m€v1u (33.49)

de acordo com o resultado obtido em (33.47).

Agora, tentemos responder a seguinte pergunta: qual a distancia percorrida
pelo centro de massa do sistema no intervalo de tempo gasto pela haste, ja com as
duas esferas grudadas em seus extremos, para dar a primeira volta completa? Para
responder a essa pergunta, € conveniente utilizar o referencial do centro de massa,
isto €, um referencial cujos eixos sdo sempre paralelos aos do referencial original,
mas tem a sua origem no centro de massa. Como vale a equagéo dL.,,/dt = T
e TS = 0, 0 momento angular do sistema relativo ao centro de massa também €
uma constante de movimento. Com isso, podemos escrever, numa notagao 6bvia,
que o L., num instante ¢, anterior ao choque e num instante ¢; depois do choque
sdo iguais:

Le =12 . (33.50)
Note que L¢  jé foi calculado anteriormente e vale —(1/2)mfv; u,. Resta-nos
obter uma expressdo para L2 em termos do médulo das velocidades das esferas

depois do choque e igualarmos o resultado com L¢, .

Num instante genérico ¢4, depois do choque, os vetores-posicao e as veloci-
dades das esferas sdo dados, respectivamente,por r,, r;, u; e uj. Desse modo,
escrevemos

(d)y _ .1 / / /
L, =r;; x mu; +ry; X mu, .
Pela defini¢cdo de centro de massa, temos

/ / / /
mri;+mry; =0 = 1y =-r,.
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Num sistema formado por duas
particulas de mesma massa, o
centro de massa estd sempre no
ponto médio entre as duas e suas
velocidades t€m sempre 0 mesmo
modulo, a mesma dire¢do mas
sentidos opostos.
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Analogamente, temos também
mu; +muy, =0 = u,=—u
1 2 2 1-

Como as duas esferas estdo sempre a mesma distancia £ uma da outra e o
centro de massa estd no ponto médio da barra, ambas descrevem um movimento
circular uniforme de raio ¢/2 (relativamente ao referencial do centro de massa).

Assim sendo, temos
LY =2r!, x mu| = 2|r],| x m|u]|(—u,) = —mlu; u, (33.51)

onde u; = |uy|. Substituindo (33.51) em (33.50), obtemos

1 U1

—§m€v1 u, = —mfu; u, — u; = 5 (33.52)

Portanto, o tempo gasto para a haste com as duas esferas presas dar uma volta
completa € igual ao intervalo de tempo necessdrio para cada particula percorrer

um perimetro exato de suas trajetérias circulares de raio ¢/2, ou seja,

_ 27(0/2) _ 2wt

At

Uy U1

Nesse intervalo, o centro de massa do sistema percorre, relativamente ao referen-

cial original, uma distancia de

o7l
Asoy = v At = L2 _ 1y
2 V1

E recomendével que vocé tente resolver agora o problema proposto 6.

Exemplo 33.5

Neste tiltimo exemplo, verificaremos a validade da equagio 75" = dLg/dt,
onde () € um ponto fixo no referencial inercial em uso, ndo necessariamente a ori-
gem, numa situacdo relativamente simples. Considere duas particulas de massas
mi; = m e mo = 3m, respectivamente, que estdo ligadas por uma haste rigida
de massa desprezivel e comprimento ¢. A haste gira, mantendo sempre a sua
direcdo horizontal, em torno de um eixo vertical que passa por seu ponto médio.
Por hipdtese, os mddulos das velocidades das particulas permanecem constantes
e iguais a vy durante todo o movimento. Os eixos sdo escolhidos de modo que o
movimento do sistema ocorra no plano OX)Y e o eixo O Z seja vertical e aponte
para cima, com a origem no ponto médio da haste, como ilustra a Figura 33.6.a.
Suponha que o sistema gire no sentido anti-hordrio de quem o observa do semi-
eixo positivo OZ.
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Figura 33.6: Um haltere formado por duas particulas de massas m e 3m e uma haste de compri-
mento ¢ e massa desprezivel girando horizontalmente em torno de um eixo vertical que passa pelo

seu ponto médio.

Seja () um ponto do eixo O Z situado a uma distancia d abaixo da origem.
Na Figura 33.6.a estdo desenhadas setas indicativas dos momentos angulares de
cada particula relativamente ao ponto fixo (), L; e L,. Por conveniéncia, no ins-
tante considerado na figura as particulas estdo sobre o eixo Of. Note que tanto
L, quanto Ls estdo, nesse instante, no plano O) Z, sendo que L; é perpendicular
ao vetor-posi¢do rig e Ly € perpendicular ao vetor-posi¢do rog. Como Lj e Ly
ndo tém modulos iguais, o momento angular total do sistema L. = L; + L, ndo

tem direcdo vertical, mas aponta um pouco mais para a esquerda, como ilustra a
Figura 33.6.b.

Como o sistema esté girando (ndo importa que forcas externas sao necessarias
para que isso aconteca) € 0 momento angular total estd sempre no plano vertical
que contém as particulas, concluimos que L gira em torno do eixo OZ com a
mesma velocidade de giro que as particulas, varrendo uma superficie conica como
indica a Figura 33.6.b. Resumindo, embora L tenha médulo constante, ele nao é

um vetor constante, pois gira em torno do eixo O Z.

Para verificar a validade da equacio T%‘ = dLg /dt, calcularemos ambos
os lados dessa equagdo de forma independente e verificaremos que sdo iguais.
Comecemos por T¢y. Designando por F{* e Fi" as respectivas for¢as externas

totais sobre as particulas 1 e 2, respectivamente, temos

,Tgv =Trig X Fiw +PQQ X FgB .
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Tais forgas sdo sempre horizontais, apontam para o eixo O Z e tém modulos dados,

respectivamente, por (pense por que)

2 2 2 2
v v, v v,
0 —2m-2 e |F|=3m— =6m—2

sy 2 =My =

[Fi| =m

Com isso em mente, Tgf ¢ dado, no instante considerado na Figura 33.6 por

2 2 4mdvd
T = [riglsena Qm%(—ux) + |rag|senar Gm%ux = mg D, (33.53)

onde usamos o fato de que |rig|sena = |rog|sena = d, sendo «v 0 ngulo entre os

vetores rig € F{* e, consequentemente, entre ryg € F5°.

Bem, calculemos agora dL(/dt. Para isso, usaremos a decomposi¢do
L = L., + Mr.,, X v.,. Nessa expressdo, r., deve ser entendido como o
vetor-posicdo do centro de massa do sistema relativo ao ponto (). Usando o fato
de que L., é constante (veja o problema proposto 7), podemos escrever

dL,  d
— = — (M cm cm>
dt dt( Fom 2V
M X + Mr,, x Zem
= Vem Vem Tem
dt
= Ty X Ma, . (33.54)

Uma vez que o centro de massa do sistema se move com movimento circular
uniforme de raio //4 e com uma velocidade de médulo constante igual a vg/2
(verifique agora mesmo essas afirmativas!), vemos que a.,, € um vetor que aponta
sempre para o eixo O Z e tem modulo constante |a,,,,| = (v3)/(¢/4). Substituindo
esses resultados na equagdo anterior, obtemos

dL 2 dmduv?
d—tQ = ‘rcm|sen6€v/—o4uw = mg 0 u; ,

onde usamos o fato de que |r.,,|sen3 = d, sendo 3 o 4ngulo entre o vetor r,, e
F“*. O resultado anterior € idéntico ao obtido na equagio (33.53), como esperado.
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Resumo

O momento angular de um sistema de particulas € igual a soma dos momen-
tos angulares de todas as particulas que pertencem ao sistema. Torque externo
total sobre um sistema de particulas € a soma dos torques de todas as forcas ex-
ternas que agem sobre o sistema. Analogamente, torque interno total sobre um
sistema de particulas € a soma dos torques de todas as forcas internas que agem
sobre o sistema. Supondo que as for¢as entre duas particulas quaisquer tenham
sempre dire¢Oes que estdo ao longo das retas que ligam as particulas em interacao
e que satisfazem a Terceira Lei de Newton (Lei da A¢do e Reacdo), pode-se mos-
trar que o torque interno total sobre um sistema é sempre nulo. Com isso, a taxa
instantanea de variacdo temporal do momento angular do sistema relativo a ori-
gem € igual ao torque externo total relativo a origem, resultado conhecido como
Teorema do Momento Angular e Torque para um Sistema de Particulas. Como
consequéncia imediata desse resultado podemos afirmar que se for nulo o torque
externo total sobre um sistema, seu momento angular serd uma constante de movi-
mento. Um exemplo importante € o torque de binario sobre um sistema, definido
como aquele produzido por duas forcas de mesmo mddulo, mesma dire¢do mas
sentidos opostos e aplicadas de tal modo que suas retas suportes, embora parale-

las, ndo coincidem.

O momento angular de um sistema relativo a um ponto (), fixo no referencial
inercial em uso (ndo necessariamente a origem), € igual ao momento angular do
sistema relativo ao centro de massa mais o momento angular do centro de massa
relativo ao ponto (), ou seja, L = L, + (e — rg) X MVep,. E comum chamar
L., momento intrinseco do sistema e o termo (r., — rg) X Mv,, momento
angular orbital relativo ao ponto Q. A equagio dLq/dt = T € vilida se Q for
um ponto fixo qualquer ou entdo o centro de massa do sistema.

Questionario

1. Defina momento angular de um sistema de particulas.

2. Defina torque externo total e torque interno total sobre um sistema de particulas.

Escreva as expressdes desses torques em termos das forcas que atuam so-
bre as particulas, de suas respectivas massas e de seus respectivos vetores-

posicao.

3. No contexto da mecéinica newtoniana, quanto vale a soma dos torques pro-

duzidos por todas as forcas internas a um sistema?
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4. Enuncie o Teorema do Momento Angular e Torque para um Sistema de

Particulas.

5. O que afirma o Teorema da Conservacdo do Momento Angular para um

Sistema de Particulas?
6. O que € um torque de bindrio? D& um exemplo.

7. Escreva uma férmula que relacione o momento angular de um sistema de
particulas relativo a origem, L, com o momento angular desse mesmo sis-
tema relativo a um ponto fixo () qualquer. Explique cada quantidade que

aparecer nessa formula.

8. A equagdo dL.,,/dt = T¢ & vdlida mesmo quando o centro de massa do

sistema ndo for um ponto fixo e estiver, inclusive, acelerado?

9. Seja L o momento angular de um sistema de particula relativo a origem do
referencial inercial em uso e L.,, 0 momento angular desse sistema relativo
ao seu centro de massa. Qual € a relacdo entre L e L.,,,?

Problemas propostos

1. Considere um sistema formado apenas por duas particulas de massas, res-
pectivamente, m; € mo. Defina r como a posi¢do da segunda particula
relativamente a primeira, isto é, r = ro — r; € v como a velocidade relativa

correspondente, ou seja, v =T.

(a) Demonstre, inicialmente, as relacdes

/ me / my
r, = ——————7T ; I'y,=———T
my + Mo mi + Mo
, mo / my
Vi = ——————V e V= ——V.
m1+m2 m1+m2

onde r{ e r) sdo as posi¢des das particulas relativas ao centro de massa
do sistema e r{ e r{ as suas respectivas velocidades, também relativas

ao centro de massa.

(b) Calcule L, e verifique que
Lo, =1 X pv,

onde definimos p1 = (myms)/(m +ms), quantidade conhecida como
massa reduzida do sistema.
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2. Considere o movimento do sistema formado pela Terra e a Lua em torno
do Sol. Por simplicidade, suponha que os trés astros estejam sempre no
mesmo plano e que a Terra a Lua sejam particulas de massas, respectiva-
mente, iguais a my = 5.98 x 10**kg e m;, = 7,35 x 10?*kg. Escolha os
eixos do referencial inercial com origem no centro do Sol, com O Z perpen-
dicular ao plano do movimento do sistema Terra-Lua. Lembre-se de que o
sistema Terra-Lua gira em torno de seu centro de massa no mesmo sentido

que esse centro de massa gira em torno do Sol.

(a) Supondo que tanto a Terra quanto a Lua descrevam, relativamente ao
centro de massa do sistema Terra-Lua, movimentos circulares unifor-
mes, determine 0 momento angular desse sistema em relacdo ao seu
centro de massa. Considere que a distancia entre a Terra e a Lua seja
dy = 3,84 x 10®m e que o periodo de uma volta completa do sistema

em torno de seu centro de massa seja 28 dias.

sugestao: use a formula demonstrada no problema anterior.

(b) Usando a decomposicao L = L,,, + M;r ., X V¢, calcule 0o momento
angular do sistema Terra-Lua em relagdo ao centro do Sol. Use como

distancia do centro da Terra ao centro do Sol R, = 1,5 x 10''m.

3. Demonstre que torque interno total sobre um sistema formado por /N parti-

culas relativo a um ponto fixo qualquer () é sempre nulo.

sugestao: agrupe convenientemente as parcelas que aparecem na expressao
do torque interno total duas a duas. Em seguida, some o torque da forca
F;; relativo ao ponto () com o torque de sua reagdo, F';;, e mostre que essa

soma € nula quaisquer que sejam os valores de 7 € j.

4. Reconsidere o Exemplo 33.3. Neste problema voce€ ird fazer uma estimativa
numérica para a razao entre os médulos do momento angular da Terra rela-
tivo ao seu centro de massa e 0 momento angular relativo ao Sol da Terra,
pensada como uma particula localizada em seu centro de massa, isto €, uma

estimativa para a razao
| Lem|

‘Mtrcm X ch’ ’

onde r., € v, sdo, respectivamente, o vetor-posi¢do e a velocidade do

centro de massa da Terra relativos ao centro do Sol.
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(a) Utilizando as informacdes contidas no Exemplo 33.3, mostre, inicial-

mente, que

|Liem| 2 (m ? /1ano 146 e\ 2
|MyX e X V| 5 \ R ldia /] Ry )

onde r; é o raio terrestre.

(b) Usando o valor r; = 6,33 x 10°m, assim como o valor dado para
R;s no problema 2, obtenha numericamente a razio escrita no item
anterior. Se vocé fizer a conta corretamente, perceberd que as setas
representativas de L., e M;r., X v., desenhadas na Figura 33.4

estao totalmente fora de escala.

5. Reconsidere o Exemplo 33.4 mas, agora, suponha que a massa incidente
sobre a haste rigida vertical seja igual a 3m, em vez de m. Todos os outros
valores utilizados naquele exemplo continuam os mesmos neste problema.
Verifique, nesse caso, a validade da decomposi¢ao L = L, + M ¢, X Ve

seguindo o mesmo procedimento que o utilizado no exemplo mencionado.

6. Considere a situacdo descrita no Exemplo 33.4 mas com o valor da massa

incidente mudado para 3m.

(a) Quais sdo as trajetdrias das duas pequenas esferas, antes e depois do
choque da incidente com a haste, em relacdo a um referencial com
origem sempre no centro de massa do sistema e eixos paralelos aos do

referencial original?

(b) Seguindo um procedimento andlogo ao feito no Exemplo 33.4, calcule
de quanto andou o centro de massa do sistema desde o instante do

choque até o instante no qual a haste completou um giro de uma volta.

7. Verifique todas as afirmativas feitas no Exemplo 33.5 que ndo foram de-

monstradas explicitamente no texto.
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Auto-avaliacao

Se vocé estudou bem a aula e compreendeu seu contetido, deve ser capaz
de responder a todo o questiondrio. Quanto aos problemas propostos, novamente
a lista é pequena, de modo que vocé deve tentar resolver todos eles. Dois deles,
os problemas 1 e 3, envolvem demonstracdes. Elas ndo devem causar dificuldade,
pois sdo andlogas as que existem no texto. Além disso, nessa altura do curso,
vocé ja possui maturidade suficiente para encarar sem medo demonstracdes. Dos
problemas restantes, os mais dificeis sdo 0 5 e 0 6. No entanto, ambos se referem
a um exemplo discutido no texto. Desse modo, caso surjam algumas dificuldades

na solugdo desses problemas, ndo se acanhe e consulte novamente o texto da aula.
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Aula 34 — Rotacao de corpo rigido em torno de eixo

fixo

Objetivos

e Aprender a defini¢do de velocidade angular vetorial de rotacao de um corpo

rigido e entender o seu significado.

e Aprender a definicdo de momento de inércia de um sistema de particulas
em torno de um eixo.

e Estabelecer as equacdes de movimento para um corpo rigido em rotagdo em

torno de um eixo fixo.

e Saber expressar a energia cinética de um corpo rigido em movimento de
rotagdo em torno de um eixo fixo em termos do momento de inércia desse

corpo em relacdo a esse eixo e da velocidade angular de rotacao.

Introducao

Nesta aula, estudaremos, essencialmente, um tipo especial e importante de
movimento de um corpo rigido: a sua rotacdo em torno de um eixo fixo. Temos
uma idéia intuitiva desse movimento, tantos sdo os exemplos dele que observamos
no dia-a-dia. Basta olhar para um liquidificador ligado para vermos sua hélice
metdlica, que € um exemplo de corpo rigido, girando em torno de um eixo vertical
fixo. Também no motor ligado de um automoével € possivel ver corpos rigidos
girando em torno de eixos fixos. As proprias rodas do automovel (pelo menos
as traseiras) sdo exemplos de corpos (razoavelmente) rigidos girando em torno de
eixos fixos em relagdo ao automdvel, embora ndo sejam fixos em relacao a estrada.
Se vocé ja viu um pneu de carro ser balanceado, certamente notou que ele € posto
a girar em torno de um eixo fixo. Na verdade, quando o pneu estd desbalanceado,
o eixo de rotacdo tende a mudar de direcdo. Balanceia-se o pneu precisamente
para que ndo haja necessidade de forcas que impecam a mudanga de dire¢do do
eixo de rotacdo. Alids, com esta aula vocé€ estard apto a entender o processo de

balanceamento de pneus.

Primeiramente, estudaremos a cinemdtica do movimento de rotacdo de um
corpo rigido em torno de um eixo fixo. Veremos, nesse caso, que ha uma unica
férmula fundamental. No entanto, essa férmula também sera util no estudo do

movimento de rotacdo de um corpo rigido em torno de eixos que ndo sio fixos.
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Aprendidos os conceitos e definicdes fundamentais envolvidos na cinemdtica do
corpo rigido, passaremos ao estudo de sua dinAmica, mas nos restringiremos, ini-
cialmente, a movimentos de rotacdo em torno de um eixo fixo. Nesses casos,
estabeleceremos uma férmula fundamental que nos permitird determinar o movi-
mento de rotacdo do corpo. Para estudar a dinimica de um corpo rigido, usaremos,
essencialmente, a teoria do momento angular de um sistema, desenvolvida na aula

anterior. Nesta aula, voc€ vera quao util € o conceito de momento angular.

Cinematica de um corpo rigido em movimento de rotacio em

torno de eixo fixo

Suponha que escolhamos dois pontos de um corpo rigido para permanece-
rem fixos. Consequentemente, devido a rigidez do corpo, ficam fixados todos os
seus pontos que estdo na reta determinada pelos dois pontos escolhidos. Essa
reta fixa no espaco é chamada eixo fixo de rota¢ao do corpo rigido e os movi-
mentos do corpo rigido nessas condicdes sdo chamados rotacoes do corpo em
torno do eixo fixo. A Figura 34.1 mostra um eixo OZ que foi escolhido para
coincidir com o eixo de rotagdo do corpo rigido. A figura também mostra uma
das particulas do corpo rigido, digamos a ¢-ésima, com vetor-posi¢ao r;. No ins-
tante retratado na figura, a particula se encontra no ponto P e tem coordenada z;
ao longo do eixo OZ. Sobre o préprio eixo OZ hd um ponto C bem determi-
nado que tem a mesma coordenada z; que a particula. Durante a rota¢do do corpo
rigido, a particula em P ndo pode ter nenhum movimento na direcio do eixo O Z,
pois isso faria com que variassem as distancias entre ela e as particulas do corpo
rigido que estdo imdveis no eixo de rotacdo O Z. Naturalmente, essas variagdes de
distincias seriam contrarias a rigidez do corpo. Se a particula ndo tem movimento
na dire¢do do eixo O Z, seu movimento se processa em um plano perpendicular
a esse eixo, isto é, no plano perpendicular ao eixo de rotacdo e que passa pela
posicdo instantanea P da particula. Naturalmente, esse plano passa também pelo
ponto C' fixo no eixo e com a mesma coordenada z; da particula. A rigidez do
corpo também impede que varie a distancia entre o ponto C' e a particula. Por-
tanto, em qualquer movimento que a particula execute a distancia entre ela e o
ponto C deve permanecer constante. Isso faz com que ela descreva, necessaria-
mente, uma trajetdria circular, centrada em C, e no plano perpendicular ao eixo

de rotagd@o. Portanto, podemos afirmar que

em um corpo rigido em rotacdo em torno de um eixo fixo, qualquer
particula se move em uma trajetoria circular perpendicular ao eixo e

nele centrada.
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Figura 34.1: A i-ésima particula do corpo rigido em rotacdo em torno de um eixo fixo OZ. Para
ndo sobrecarregar a figura, o corpo rigido nio foi desenhado, apenas a sua i-ésima particula.

A trajetoria dessa particula é circular, perpendicular ao eixo de rotagdo (eixo O Z, no caso) e com
centro no seu ponto C.

O vetor-posi¢ao r; da particula pode ser escrito como a soma do vetor z;1u,,

que vaide O a C, com o vetor b;, que vaide C a P:
r; =zu,+b;. (34.1)

Obviamente, z;u, € paralelo ao eixo de rotacdo e b;, perpendicular.

A velocidade v;, sendo tangente a trajetdria, estd no plano do movimento
e, portanto, é perpendicular ao eixo de rotacdo, além disso, ela € perpendicular
ao raio C'P da trajetdria circular. Podemos, pois, dizer que v; é perpendicular ao
unitdrio u, do eixo e ao vetor b;, que fica ao longo do raio C'P:

V; 1 u, € Vv; 1 bz . (342)

Dissemos que o eixo OZ foi escolhido ao longo do eixo fixo de rotagao.
Com isso, a direcdo de O Z estd fixada. O sentido positivo desse eixo serd usado
para definir o que chamamos sentido positivo ou negativo de rotacdo em torno do
eixo. Se olharmos para o plano de rotagdo, com o eixo O Z apontando do plano

para nossos olhos, podemos ver uma particula em um movimento de rotacdo em

MODULO 4 - AULA 34
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sentido anti-horario ou horario. Se ela estiver com sentido anti-horario, diremos
que o sentido de sua rota¢do em torno do eixo OZ € positivo; se ela estiver com
sentido hordrio, diremos que o sentido de rotacdo em torno do eixo O Z € negativo.
Usamos essa convencdo também para definir o sinal do angulo e do arco varridos
durante a rotacdo. Por definicdo, se o sentido de rotacao for positivo, o angulo e o
arco varridos pela particula serdo positivos e, se o sentido da rotagdo for negativo,
o angulo e o arco varridos pela particula serdo negativos. Na Figura 34.1, por
exemplo, o sentido de rotacdo da particula em torno do eixo OZ € positivo no
instante considerado. Com isso, em um intervalo de tempo infinitesimal em torno
desse instante, a particula varre um arco positivo ds € um angulo positivo d;
naturalmente, o arco € igual ao angulo vezes o raio do circulo. Imagine, agora,
que o sentido da velocidade v; tenha sido invertido na Figura 34.1. Vocé terd
a particula com uma rotacdo de sentido negativo em torno de O Z. Portanto, os

angulos e os arcos varridos serdo negativos.

Naturalmente, uma particula com uma rotagdo em um sentido pode diminuir
a sua velocidade até parar e recomegar a sua rotacdo em sentido oposto. Obvia-
mente, todas as outras particulas do corpo rigido acompanharao, igualmente, essa
mudanca de sentido de rotacdo. Imagine, por exemplo, o movimento das pds de
um ventilador de teto que inicialmente estava ligado como ventilador e, apds ser
desligado até parar, € religado mas como exaustor, girando no sentido oposto.
Nesse caso, antes de parar, o sentido da rotacdo das pds do ventilador tinha um
sinal e, depois que o ventilador passou a funcionar como exaustor, o sentido de

rotacdo de suas pas trocou de sinal.

O médulo |v;| da velocidade de rotagdo é a razdo entre o médulo |ds| do
arco varrido em um intervalo de tempo infinitesimal e a duragc@o dt desse inter-
valo: |v;| = |ds|/dt. Mas o médulo do arco infinitesimal é o médulo do angulo
infinitesimal |dy|, percorrido no intervalo de tempo infinitesimal, vezes o raio
|b;| do circulo, isto é, |ds| = |d| |b;|; logo, o mddulo da velocidade é dado por
[vil = (lde| [bi])/dt, isto &,

|| [bi| _ |dp
=T =|-—=X] b, . 34.3
il = 1220 — 2 (34.3)
Escrevemos, entao,
Vi = |w.| | bi| , (34.4)
onde p
2
= = 34.5
w 0 (34.5)

€ a velocidade angular de rotacdo da i-ésima particula do corpo em torno do eixo

OZ. Devido arigidez do corpo, todas as suas particulas t€ém essa mesma veloci-
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dade angular. Por esse motivo, também dizemos que w, € a velocidade angular
de rotacao do corpo rigido em torno do eixo de rotagio OZ. Note que, no
caso em que o sentido da rotagdo for positivo, tanto o angulo varrido dy quanto
a velocidade de rotac@o w, serdo positivos; analogamente, se o sentido de rotacio
for negativo, tanto o angulo varrido dy quanto a velocidade de rotacdo w, serdo

negativos.

Consideremos, agora, o vetor w dado pela velocidade angular de rotagcao
em torno de O Z multiplicada pelo vetor unitdrio desse eixo, ou seja,

Ww=uw,u, . (34.6)

Portanto, w € um vetor com a direcdo do eixo de rotacdo. Note que no caso em
que o sentido da rotacdo € positivo (como na Figura 34.1), a componente w, é
positiva € W tem o mesmo sentido que u,; se o sentido da rotacdo € negativo,
w tem sentido oposto ao de u,. Chamamos w velocidade angular vetorial de
rotaciio do corpo rigido. E comum designar por velocidade angular o vetor w,
seu modulo w, e até mesmo a taxa de varia¢do do angulo varrido w,, que pode ser
positiva ou negativa. Essa nomeclatura “desleixada” nio causa confusio, porque

se sabe, pelo contexto, qual grandeza estd sendo chamada velocidade angular.

De acordo com a definicdo de velocidade angular vetorial (34.6), temos

lw| = |w,u,| = |w.||u,| = |w,|, isto é, |wW| = |w,|. Essa igualdade pode ser
usada em

|vi| = |w| | by . (34.7)

Dado que o angulo entre w e b; é 7/2, temos |w X b;| = |w] |b;|, de modo que
a equacdo (34.7) pode ser escrita como

lvi| = |w x by, (34.8)

isto é, o0 mddulo do vetor v; € igual ao mddulo do vetor w X b;. Além disso,
de acordo com (34.2), v; é perpendicular a u, e a b;, mas a partir da definicdo
(34.6), vemos que w tem a mesma dire¢do de u,. Podemos, pois, dizer que v; é
perpendicular a W e a b;, ou seja, v; tem a dire¢do do vetor w x b;. Finalmente,
vocé pode verificar que v; tem o sentido do vetor w X b;, quer o sentido de
rotacdo seja positivo (como na Figura 34.1), quer seja negativo. Em suma, v;
tem o mesmo mdédulo, direc@o e sentido que o vetor W X b; e, portanto, podemos
escrever

vi=Ww X b; . (34.9)

O vetor b;, usado na decomposi¢do (34.1) e ilustrado na Figura 34.1, é a

chamada projecao vetorial de r; no plano perpendicular a W, conforme estudamos
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na Aula 29. Vocé deve se lembrar de que nessa aula demonstramos que essa
projecao vetorial goza da propriedade w xr; = W X b; (se vocé ndo se lembra, serd

facil verifica-la na Figura 34.1). Usando essa propriedade em (34.8), obtemos

VvV, =W Xr;, (3410)

isto €,

se um corpo rigido estd em rotacdo em torno de um eixo fixo, a velo-
cidade de cada uma de suas particulas é igual ao produto vetorial da
velocidade angular do corpo rigido pelo vetor-posi¢do da particula

relativo a uma origem no eixo de rotagdo.

Pode-se chamar essa relagdo equacao fundamental da cinematica do corpo
rigido em rotacdo em torno de um eixo fixo. Vocé pode fazer agora um exer-
cicio muito simples e instrutivo com a equagao (34.10). Sem se preocupar com a
sua demonstracdo, simplesmente determine a direcao e o sentido do produto veto-
rial W X r;, que estd no membro direito de (34.10), e verifique que so a dire¢ao
e o sentido de v;, tanto no caso ilustrado na Figura 34.1, quanto no caso em que
o sentido da rotacdo é negativo.

Exemplo 34.1

A fim de fixar o conteudo da equacao anterior, reconsideraremos uma si-
tuacdo descrita na Aula 31 na qual uma barra homogénea de comprimento ¢ gira
em torno de seu extremo superior, que esté fixo, porém, articulado e de tal modo
que seu movimento ocorre sempre no mesmo plano vertical. A barra parte do
repouso de uma configuracao horizontal e, 2 medida que seu centro de massa vai
descendo, sua energia potencial gravitacional decresce, mas sua energia cinética
vai aumentando de tal modo que a sua energia mecanica se mantém constante du-
rante seu movimento (estamos desprezando a resisténcia do ar e possiveis atritos
no extremo superior da barra, em sua articulacdo). A Figura 34.2 mostra a barra
num instante genérico t1, no qual ela faz um angulo com a vertical menor do que

/2 radianos e no instante ¢, no qual ela estd na vertical.
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Figura 34.2: Barra em movimento de rotacdo em torno de um eixo fixo que passa por um de seus
extremos e € perpendicular ao plano do papel. Os moédulos das velocidades de seus pontos sao
proporcionais as respectivas distancias desses pontos ao eixo de rotacao.

Devido a rigidez da barra, todos os seus pontos mantém constantes suas
respectivas distincias a seu extremo superior. Além disso, como esse ponto esta
fixo e a barra se movimenta sempre no mesmo plano vertical, podemos afirmar que
ela gira em torno de um eixo fixo de rotacdo que passa por seu extremo superior e

€ perpendicular ao plano do movimento, no caso da figura, ao plano do papel.

Nos instantes considerados, as velocidades angulares vetoriais de rotagao,
w1 € wo, apontam para fora do papel, pois, tanto em ¢; quanto em %o, o polegar
apontard para fora do papel se colocarmos os outros dedos de nossa mao direita
no sentido do movimento. Como as energias cinéticas da barra nesses instantes
sdo diferentes, os médulos de w; e wy também sdo distintos, sendo |ws| > |w1.

Vejamos como sdo as velocidades dos pontos da barra nesses instantes.

Note, inicialmente, que em qualquer instante do movimento da barra, a ve-
locidade angular vetorial de rotacdo € perpendicular ao vetor-posi¢io de qualquer
um de seus pontos. Além disso, como a velocidade de um ponto qualquer da barra
€ dada por v = w X r, onde r é o vetor-posicao desse ponto relativo a uma origem
no eixo de rotagdo, concluimos que v estd no plano do papel e perpendicular a
barra. O sentido de v é dado pela regra da mao direita. Na Figura 34.2 estdo mar-
cadas vadrias setas representando as velocidades de vérios pontos da barra. Como
seus mddulos sdo dados por |v| = |w| |r|, os tamanhos das setas desenhadas sdo
proporcionais as distancias das mesmas ao eixo fixo de rotagdo. Assim, num dado

instante, a velocidade do centro de massa da barra € sempre igual a metade da ve-
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locidade de seu extremo livre (verifique agora mesmo essa afirmativa analisando

uma vez mais a Figura 34.2).

Dinamica da rotacao de um corpo rigido em torno de eixo fixo

Um de nossos objetivos, nesta secdo, € estabelecer a equacdo diferencial
que rege o movimento de rotacdo de um corpo em torno de um eixo fixo. A
equagdo que utilizaremos ja foi estabelecida na aula anterior: trata-se da equacdo
dLg/dt = T, onde Q ¢ um ponto fixo. Basta, apenas, escolher o ponto Q
no eixo fixo de rotacdo e adapta-la ao caso em que o sistema de particulas € um
corpo rigido. No entanto, como veremos, este ndo serd o nosso Uinico objetivo
aqui. Aproveitaremos esta secao para demonstrar alguns resultados convenientes
a respeito do momento angular de um corpo rigido e do torque externo total sobre
um corpo rigido. Além disso, vamos apresentar o importantissimo conceito de

momento de inércia de um sistema em relagdo a um eixo.

Suponhamos, entdo, que o ponto () seja escolhido no eixo de rotagdo. De-
compomos, agora, tanto o momento angular do corpo rigido quanto o torque ex-
terno total sobre ele em suas componentes vetoriais, uma paralela e outra perpen-

dicular ao eixo fixo de rotagdo, ou seja,
L=L;+L, e T"=7"+77. (34.11)

Substituindo esses resultados na equacdo dL¢/dt = T, obtemos a expressdo

%+% =T "+T", (34.12)
na qual omitimos o simbolo do ponto base () para nido sobrecarregar a notagao.
Estd subentendido que tanto o momento angular do corpo rigido quanto o torque
externo total sobre ele sdo tomados em relacdo a um ponto fixo do eixo de rotagao.
O vetor L tem a diregdo do eixo de rotagcdo em qualquer instante. Isso significa
que suas variagoes e, portanto, sua derivada dLH/ dt, t€m a direcao desse eixo.
Analogamente, L estd sempre no plano perpendicular ao eixo de rotagdo, suas
variagdes e sua derivada também estardo nesse plano, de modo que a derivada
dL, /dt é perpendicular ao eixo de rotagdo. Com isso, concluimos que a equagéo

(34.12) é verdadeira se, e somente se,

ALy e
© dL
1
e i 34.14
dt TL ) ( )

ou seja, se um corpo rigido estd em rota¢do em torno de um eixo fixo,
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a taxa instantdnea de variagdo temporal da componente vetorial de
seu momento angular paralela ao eixo é igual a componente veto-
rial paralela ao eixo do torque externo total sobre o corpo, sendo

momento angular e torque relativos a mesma origem fixa no eixo

a taxa instantdnea de variagdo temporal da componente vetorial de
seu momento angular perpendicular ao eixo é igual a componente
vetorial perpendicular ao eixo do torque externo total sobre o corpo,
sendo momento angular e torque relativos a mesma origem fixa

no eixo

As equacgdes (34.13) e (34.14) sdo as fundamentais na dindmica do corpo

rigido em rotagdo em torno de um eixo fixo.

A equacgido (34.14), que envolve as grandezas perpendiculares ao eixo de
rotacdo, € complicada e aplicada apenas em alguma situa¢des muito simples. Ela
serve, em geral, para determinar os torques externos que se fazem necessdarios para
manter o eixo de rotacdo fixo. Normamente o eixo ¢ adaptado em mancais que

exercem esses torques.

A equacido (34.13), que envolve as grandezas paralelas ao eixo de rotagao,
permite determinar o movimento do corpo rigido, quando se conhecem os torques
externos paralelos ao eixo de rotacdo e as condigdes iniciais do corpo. Essa € a

equacgdo na qual estaremos normalmente interessados.

Por motivos que ficardo claros mais adiante, a maior parte das aplicacdes
dessas equacdes serdo feitas apenas a partir da préxima aula. A seguir, obteremos
expressdes convenientes para as componentes Ly e L e, a partir da expressdo
de Ly, definiremos momento de in€rica de um sistema de particulas em relagdo

a um eixo.

As componentes vetoriais L e L | e momento de inércia de um sistema de

particulas em relacao a um eixo

Consideremos o momento angular L; da i-ésima particula do corpo rigido
relativo a origem que, por hipdtese, estd fixa no eixo de rotagdo. Para calcular
esse momento angular, vamos nos referir a situacio descrita na Figura 34.1, com
a particula em rotacdo de sentido positivo em torno do eixo OZ. A situagdo
estd retratada, novamente, na Figura 34.3, na qual também aparece o momento

angular L; = m;r; X v,.
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Figura 34.3: O vetor momento angular L; é perpendicular a r; e a v;. Na figura a esquerda,
0s vetores aparecem em perspectiva e, na figura a direita, como apareceriam para um observador
mirando perpendicularmente ao plano determinado pelos pontos O, C' e P. Na figura a direita, o
vetor v; € perpendicular a pagina e aponta para dentro dela.

Para calcular o momento angular da ¢-ésima particula, usaremos a decompo-
sicdo do vetor posicao feitaem (34.1), r; = z;u,+b; naexpressdo L, = m,;r; X v,
para obter

LZ' =m;z;Uy; X V; + mzbl X V; . (3415)

O produto vetorial u, X v; tem a direcdo de b;, mas com sentido oposto, isto &,

tem a dire¢do e o sentido do vetor unitdrio —b;/|b;|. Além disso, temos para o

seu modulo: |u, x v;| = |u,||v;|sen(7/2) = |v;|. Portanto, podemos escrever
u, X v; = |v;|(=b;/|b;|). Mas, de acordo com (34.7), |v;| = |w|| b;|; logo
u, X v; = —|w|b;. Com esse resultado, temos para o primeiro termo no lado

direito da equacdo (34.15)

Usando, novamente, o fato de que |v;| = |w|| b;|, é ficil mostrar que

b; x v; = |b;/*w, de modo que o segundo termo no lado direito da equagio
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(34.15) pode ser escrito como

Usando as equacdes (34.16) e (34.17), o momento angular da i-ésima parti-
cula dado por (34.15), toma a forma

O vetor velocidade angular w tem somente a componente w,, pois € paralelo
ao unitdrio u,. Portanto, essa componente € mais ou menos o médulo de w,
conforme esse vetor tenha o0 mesmo sentido que u, ou o sentido oposto. No
caso em considerag¢do, w tem o mesmo sentido que esse unitario, de modo que

w, = |w|. Desse modo, podemos escrever (34.18) como
L; = mib’w — m;w.zb; (34.19)

onde também estamos adotando a nota¢do mais simples, com a qual b; representa
o moédulo |b;| do vetor b;. Vocé pode verificar que essa férmula é verdadeira
também no caso em que a velocidade angular tem direcdo oposta ao unitdrio u,

(foi para ter essa validade geral que em (34.18) substituimos |w| por w,).

Vemos, em (34.19), que o momento angular da i-ésima particula do corpo
rigido relativo a origem € a soma de duas componentes vetoriais perpendiculares
entre si. Uma é a componente vetorial paralela a velocidade angular, m;b?w. A
outra é a componente vetorial —m,; w,z;b;, paralela ao vetor b; e, portanto, na
direcdo do raio C'P da trajetéria, em cada instante; essa componente vetorial é

perpendicular a velocidade angular.

Uma vez que ¢ € arbitrdrio na féormula (34.19), essa equagdo é verdadeira
para todas as N particulas do corpo rigido, isto é, parai = 1,2,..., N. Entdo,
podemos usa-la para fazer a soma dos momentos angulares de todas as particulas
e obter o momento angular total do corpo rigido relativo a origem, L = Ly + Ly +
-+ -+ L. Temos, portanto,

L = (m1bjw —myw.21b1) + (mab3w —maw. 2o0bo) 4+ + (mybyyw —myw. 2yby ),

(34.20)
ou seja,
L = (mbiw + mobiw + - - - + mybyw)
—(miw.z1by +mow.zby + - - + myw.zyby) =
= (myb] + mab3 + - - - + myby) W
—(my z1by +mg z5by + -+ - + my zyby) w, . (34.21)
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Nessa expressao, estd claro que o momento angular do corpo rigido pode ser es-

crito como
L=L,+L_, (34.22)
onde
Ly = (mibf +mab3 + - - - + mpby) W (34.23)
e
L, = —(m1 z1b1 +mg 29bg + - - - + My ZNbN) W, . (34.24)

Naturalmente, L € a componente vetorial do momento angular do corpo rigido
paralela a velocidade angular w e L, é a componente vetorial perpendicular a w.

Dado um sistema de particulas e um eixo qualquer, definimos:

o momento de inércia de um sistema de particulas relativo a um
eixo ¢ a soma dos produtos das massas das particulas pelos quadra-

dos de suas respectivas distancias ao eixo.

Sejam my, mao,..., my as massas das particulas e by, bo,..., by suas respec-
tivas distancias ao eixo. Entdo, representanto por / seu momento de inércia em
relagdo ao eixo, temos

I = myb + mobs + - - - + mpyby . (34.25)

Com isso, fica evidente que, em (34.23), o ndmero que estd multiplicado
pela velocidade angular w é o momento de inércia do corpo rigido em relagao
ao eixo de rotacdo desse corpo. Desse modo, podemos expressar a relacio
(34.23) como

Lj=lw, (34.26)

ou seja, deixando implicito que o momento angular é relativo a um ponto
fixo no eixo,

se um corpo rigido estd em rotacdo em torno de um eixo fixo, a com-
ponente vetorial de seu momento angular paralela ao eixo é o produto
de seu momento de inércia relativo ao eixo pela velocidade angular

de rotagado.

Note que o momento de inércia relativo ao eixo de rotagdao depende apenas
das massas das particulas do corpo rigido e das distancias entre elas e o eixo de
rotacdo. Se considerarmos um outro eixo de rotacdo para o corpo rigido, o valor

de I poderd ser diferente. Ja a origem O, que se escolhe no eixo, relativa a qual se
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consideram as posi¢des das particulas, nao influi no valor de /. A rigidez do corpo
garante também que as distincias entre suas particulas e o eixo sdo constantes e,
portanto, que o seu momento de inércia também € uma constante. Consequente-
mente, para calculd-lo, ndo € necessario considerar o corpo em rotagdo. Podemos
considerar o corpo em repouso € um eixo fixo e calcular o momento de inérica do
corpo relativo a esse eixo. E claro que o momento de inércia obtido serd usado
na relacio (34.23), se esse eixo que consideramos no calculo for, no caso, o eixo
de rotacdo. Se quisermos explicitar a que eixo de rotacdo o momento de inércia
¢ relativo, agregamos ao seu simbolo um subindice para o eixo; por exemplo,

denotamos por /, o momento de inércia relativo ao eixo O Z.

Se para a componente do momento angular na direcdao do eixo de rotacdo
temos a expressao simples (34.26), para a componente perpendicular ao eixo s6
dispomos da expressao (34.24), que ainda ndo temos meio de simplificar. Na mai-
oria das vezes, nosso interesse principal estard na componente paralela ao eixo de
rotacdo. Apds os proximos dois exemplos, veremos como expressar de forma con-
veniente as componentes vetoriais do torque externo total T eT, ou melhor,
que componentes das forcas externas sobre as particulas do sistema sao relevantes

no célculo de |’ € que componentes sao relevantes na determinagdo de 7.

Exemplo 34.2

Com este exemplo, pretendemos ilustrar a validade da equacgao (34.26). Para
enfatizar a generalidade dessa equagdo, apresentaremos uma situacdo em que um
corpo rigido gira em torno de um eixo fixo com uma velocidade angular vetorial
de rotacdo constante, mas de tal modo que o seu momento angular e o eixo fixo
de rotacdo ndo tém a mesma dire¢ao. Consideremos um haltere formado por duas
massas iguais, m; = ms = m, que estdo ligadas por uma haste rigida de compri-
mento ¢ e massa desprezivel. O haltere gira em torno de um eixo fixo vertical que
passa pelo seu ponto médio, escolhido como o eixo O Z, com velocidade angular
constante W = wu,, w > 0, mas de tal forma que ele faz com esse eixo um

angulo a, como ilustra a Figura 34.4.
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Z Z
wA

(a) (b)

Figura 34.4: Haltere girando em torno de um eixo fixo vertical com o qual faz um angulo 6.

Calculemos, inicialmente, o lado direito de (34.26). Utilizando a definicdo

de momento de inércia em relagdo a um eixo, temos

2

IL,w= Z mib? | w=2m (gsena) w = %m€2sen2aw : (34.27)

i=1,2

A fim de calcular L, u,, é necessdrio, antes, calcular o momento angular
total das duas massas que formam o haltere, isto é, L = L; + L,. Observando a
Figura 34.4, ndo é dificil perceber que L; = mr; X vy = mryXve = Ly, de modo
que L = 2mr; x v;. Para facilitar a visualizacdo, desenhamos na Figura 34.4 o
sistema num instante em que o haltere estd no plano do papel. Nesse caso, a ve-
locidade da massa no extremo superior do haltere, v,, aponta perpendicularmente
ao plano do papel e para dentro. Essa velocidade estd indicada na figura por uma
cruz, simbolizando a parte traseira de uma flecha. J4 a velocidade da massa no
extremo inferior do haltere, vy, aponta para fora do papel e estd indicada por um
ponto, simbolizando a parte dianteira de uma flecha. Com isso, L; estd no plano

do papel, é perpendicular a dire¢do do haltere e tem modulo

l
|Li| = m|ry| |vi]sen(m/2) = ms |vi| .
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Lembrando que v; = w X ry, temos
|vi| = w|ry| sen(m — a) = wysena .

Os ultimos resultados nos permitem escrever para 0 médulo do vetor momento

angular total
o\ 2
|IL| = |2Ly| =2 m (§> senav w . (34.28)

Portanto, a componente do momento angular total ao longo do eixo de rotacdo,
isto é, L, é dada por

g 2
Ly =u, L =|L|cos(n/2 — a) =2m (ésena) w.
Comparando a tltima equacao com o resultado obtido em (34.27), obtemos
Lzuz = ]Zw .

resultado que queriamos verificar.

E pertinente fazer aqui um pequeno comentdrio a respeito de L ser ou nio
paralelo a w. Por um ponto P qualquer de um corpo rigido, existem eixos com
direcdes fixas tais que se o corpo for colocado em rotacdo em torno de um de-
les com w constante, 0 seu momento angular também serd constante e dado por
L = [w, onde I é o seu momento de inércia relativo ao eixo em consideracao.
Nesse caso, ndo hd a necessidade de torque externo para que esse movimento de
rotacdo seja mantido. Tais eixos sdo chamados eixos principais de inérica do
corpo rigido relativos ao ponto P. Ha, também, eixos fixos tais que se o corpo gi-
rar em torno deles com w constante o seu momento angular L ndo serd paralelo a
W e, tampouco, constante, como ocorreu no exemplo do haltere que acabamos de
discutir. Nesse caso, havera necessariamente um torque externo para que a rotacao
em torno do eixo fixo com w constante seja mantida. Pode-se mostrar que ha pelo
menos trés eixos principais de inércia para cada ponto de um corpo rigido qual-
quer. Quando o corpo rigido possuir alguma simetria, poderd haver muito mais
do que trés eixos principais de inércia (por exemplo, qualquer eixo que passe pelo
centro de uma esfera homogénea € um eixo principal de inércia). A determinacao
de eixos principais de inércia € muito importante no balanceamente de sistemas
que giram com altas velocidades de rotacao, como rodas de um automovel, pegas

de centrifugadoras, etc.

Uma roda de automoével gira em torno de seu eixo central. Desejamos que
esse eixo central seja um eixo principal de inércia, para que nao haja necessidade

de torques que mantenham o eixo de rotacdo com dire¢do horizontal fixa. Quando

113

MODULO 4 - AULA 34

CEDERJ



Rotac&ao de corpo rigido em torno de eixo fixo

Num certo sentido, essa situacdo
¢é andloga a de um sapo que

caminha sobre uma plataforma

que pode deslizar sem atrito

sobre as dguas paradas de um
lago, exemplo esse discutido na

Aula 30.

CEDERJ

o eixo de rotagcdo central ndo € um eixo principal, a estrutura do automdvel e
o chio ndo conseguem exercer os torques exatos que se fazem necessdrios para
manter o eixo de rotacdo com direcdo fixa. O resultado é que essa dire¢do de
rotacdo fica oscilando e provoca a trepidacdo do carro, tanto maior quanto maior
for a velocidade de rotacdo da roda. O eixo da roda € um eixo principal se a
roda for satisfatoriamente simétrica, isto €, se sua massa estiver distribuida de
maneira praticamente simétrica em torno de seu eixo central de rotacdo. Na roda
desbalanceada a distribui¢do ndo € simétrica; ha mais massa a uma certa distancia
de um lado do eixo do que a mesma distancia do outro. O balanceamento da
roda consiste, essencialmente, em acrescentar pequenas massas a roda, em locais
convenientemente escolhidos, para recuperar a simetria na distribuicdo de massas.
Falando de modo preciso: para que seu eixo central de rotacao volte a ser um eixo

principal de inércia.

Exemplo 34.3

Este exemplo ilustra a lei de conservagdo do momento angular de um sis-
tema. Consideremos um disco homogéneo de massa M e raio R que pode girar
sem atrito em torno de um eixo fixo de rotacdo perpendicular a ele e que passa pelo
seu centro de massa. Designemos esse eixo por OZ. Uma pessoa de massa m e
estatura pequena comparada com o raio do disco estd, inicialmente, em repouso
sobre o disco e na sua periferia, ou seja, a uma distancia R do eixo de rotacao,
OZ. Por conveniéncia, mas sem perda de generalidade, escolheremos os eixos
OXY de modo que, inicialmente, a pessoa esteja sobre o eixo OX e o disco no
plano OX' ). Em outras palavras, no instante inicial ¢; as coordenadas cartesianas
da pessoa sdo (R, 0,0). Desejamos determinar de quanto gira o disco depois que a
pessoa, caminhando sempre pela periferia do disco e no mesmo sentido, retornar

ao ponto do disco onde iniciou a caminhada.

Para facilitar o nosso raciocinio, suponha que exista uma marca no disco
que vai do seu centro até o ponto P situado na periferia que, no instante inicial,
estava exatamente sob os pés da pessoa. Desse modo, queremos saber de quanto
o disco girou apds a pessoa retornar ao ponto P do disco. A Figura 34.5 mostra
o sistema num instante genérico durante a caminhada da pessoa. Na figura, 6 é o
angulo entre o vetor-posi¢ao da pessoa e o eixo OX e € o angulo entre a marca

feita no disco (semireta O P) e esse mesmo eixo.
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Figura 34.5: Pessoa caminhando pela periferia de um disco que pode girar sem atrito em torno de

Sseu eixo.

Observe que o torque externo relativo a origem € nulo: por um lado, os
torques do peso da pessoa e da reagdo normal sobre ela se cancelam; por outro
lado, o torque do peso do disco e o da forca exercida pelo eixo sobre ele sdo
nulos, pois, tais forcas atuam no centro de massa do disco, localizado na origem.
Consequientemente, L € constante e nulo, ou seja, tratando a pessoa como uma
particula, temos

L=Lp+L,=1lwp+Ipwp=0. (34.29)

Veremos, na Aula 36, que o momento de inércia do disco relativo ao eixo O Z vale
Ip = (1/2)M R?. J4 para a pessoa, temos [p = mR?. As respectivas velocidades

angulares sdo dadas por

3 —d—c'pu e W —d—eu ;
D—dt z P—dt )

Note que df/dt > 0, enquanto dp/dt < 0. Substituindo as expressdes

anteriores na equacao (34.29), obtemos

I d T d
MR L e —0 — MR Y .
(2 a " dt) “ g T

Integrando a equagdo anterior entre os instantes ¢; e ¢, obtemos

1 “d ' do 1
—MRQ/ —Sodt—l—mRZ/ —dt0 — §MR2A¢+mR2A9 =0,
ti ti

2 dt dt
(34.30)
onde Ap = ¢y — ¢, e A0 = 0; — 0;, sendo 0; o angulo entre o vetor-posi¢do da

pessoa e o eixo OX no instante ¢;, etc.
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Escolhendo ¢y como o instante em que a pessoa retorna ao ponto P, temos
a relacdo (lembre-se de que Ay < 0)

A0 — Ap =27 .

Substituindo a equacao anterior em (34.30), obtemos

1 2 M
QMRZAgp +mR*2m +Ap) =0 = (%) R*Ap = —mR*2r ,
ou seja, o disco girou de
2m
Ap=——|21. 4.31
7 (Qm + M) : (34.31)

Para verificar se vocé compreendeu bem este exemplo, faga agora o problema
proposto 7.

Célculo das componentes vetoriais T eT

Agora, vamos voltar a nossa aten¢do para os torques externos relativos ao
ponto fixo O no eixo de rotacdo. Queremos separar o torque em uma componente
vetorial na direcdo do eixo de rotagdo e outra perpendicular a esse eixo. A forca
externa F'{* sobre a i-ésima particula pode ser escrita como a soma de uma com-

ponente paralela ao eixo de rotacao e uma componente perpendicular a esse eixo,

ET

que representaremos por i © 71, respectivamente. Escrevemos, entao,

F&* = F + F (34.32)

ill
De acordo com (34.1), também o vetor-posicao da particula pode ser decomposto
desse modo: r; = z;u, + b;. Com isso, podemos escrever para o torque externo
sobre a i-ésima particula

T = r; X FZex = (ziuz + bl) X FZex = z;u, X erx + bl X erx . (3433)

(2

A componente z;u, x F¢* € perpendicular ao eixo de rotacdo, pois € perpendicular
ao vetor unitdrio u,. Quanto a outra componente, em virtude da decomposicao
(34.32), temos

b; x Fi* = b; x (Fjj + Fii)
= b; x F§f +b; x FeT (34.34)

Nessa expressdo vemos, por um lado, que b; x F5ji € perpendicular ao eixo de

EXT

rotagdo, pois ele € um produto vetorial do vetor b; pelo vetor i[> que ¢ paralelo
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a esse eixo. Por outro lado, o vetor b; x F¢{ tem a direcdo do eixo de rotagdo,
pois € o produto vetorial de dois vetores no plano perpendicular a esse eixo. Desse

modo, substituindo a equagdo anterior em (34.33), temos

T =zu, x F{" +b; x Ffﬁc +b; X FiT (34.35)
isto €,
T?E — TZE\T + Tzef , (3436)
onde definimos
Tzeﬁf = b, x F&* (34.37)
e
Tzef = zu, X erx + bz X Zeﬁ . (3438)

Pela discussdo anterior, fica claro que 777 ¢ a componente vetorial do torque
externo sobre a i-ésima particula, que € paralela ao eixo de rotagdo, e 77 € a

componente vetorial desse torque que € perpendicular ao eixo de rotagdo.

Somando membro a membro as igualdades obtidas de (34.36) fazendo-se
1 = 1,2,..., N vemos que o torque externo total sobre o sistema de particulas,
T =T+ 75 4+ - - -+ T4, pode ser escrito como

Tex — Tﬁx + ,Tfj:”v , (3439)
onde
Tﬁx _ Tiﬁ + Tgﬁ 4+ 4 T%H (34.40)
€
Tix _ Tﬁf_ 4 T;i + . 4 T%J_ . (3441)

Naturalmente, i € a componente vetorial paralela ao eixo de rotacdo do torque
externo total sobre o corpo; analogamente, T4 € a componente vetorial desse tor-
que perpendicular ao eixo de rotagdo. Para a componente paralela (34.40) temos,
em virtude de (34.37),

T =by x F{S + by x F§1 + -+ by x F§, (34.42)

Para a componente perpendicular (34.41) também podemos usar a equagio (34.38),

a fim de obtermos uma expressao explicita para 7.

Voltemos a nossa atengdo para a equagdo dL/dt = T pois € essen-
cialmente essa equagcdo que aplicaremos na maioria dos problemas que iremos
resolver. Pela definicdo de momento de inércia relativo a um eixo, podemos es-

crever, no caso de um corpo rigido em movimento de rotacao em torno de um eixo
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fixo, L)) = Ijw, onde I}| € o momento de inércia do corpo em relagdo ao eixo de
rotacdo e w € a velocidade angular vetorial de rotacdo do corpo rigido. A partir

dessas duas equagdes, obtemos

d exr dw exr

onde usamos o fato de que o momento de inércia em relacdo ao eixo fixo de

rotacao ndo muda, pois o sistema € um corpo rigido.

E bastante natural definir a taxa instantinea de variagdo temporal da veloci-
dade angular vetorial w como a aceleracao angular vetorial do corpo rigido em

torno do eixo fixo. Denotanto essa aceleragdo por O, temos

dw
o=—. 34.44
7 ( )
Substituindo a dltima equagdo em (34.43), obtemos
T

1 (34.45)
I

T =ljox ou o=
Vale a pena comparar a ultima equagdo com aquela que descreve o movimento do
centro de massa do corpo rigido, dada por
FBJ?

F“ = Ma,,, om = —— . 34.46
a, ou a i ( )

Note a semelhanca entre as duas ultimas equagdes. No movimento de rotacdo
de um corpo rigido em torno de um eixo fixo, o papel do momento de inércia
em relacdo ao eixo € andlogo ao papel que a massa do corpo desempenha no seu
movimento de translacdo. Vale enfatizar que esse momento de inércia depende
ndo apenas da massa do corpo mas de como essa massa estd distribuida em torno

do eixo de rotacao.

A seguir, mostraremos como a energia cinética de um corpo rigido, em mo-
vimento de rotacdo em torno de um eixo fixo, pode ser escrita em termos de seu
momento de inércia relativo a esse eixo e de sua velocidade angular de rotagdo.
Suponhamos que o corpo rigido seja formado por N particulas. Desse modo, a
sua energia cinética é dada por

|
Kziiz:;mivf.

Como o corpo rigido estd girando em torno de um eixo fixo, e tomando a ori-

gem dos eixos cartesianos em algum ponto desse eixo, a velocidade da i-ésima
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particula do sistema pode ser escrita na forma v; = W X r;. Substituindo essa

relagdo na expressdo anterior, obtemos
N
1 12
K = - mw xr|
2 ’ !
i=1

| X
= §Zmi|ri’\256n28i’|w|2
i=1

N
2
= — § mb]” | w?, (34.47)
i=1
onde b/ = |r/|senf é a distincia da i-ésima particula ao eixo fixo de rotacao.

Identificando, entdo, a expressdo para o momento de inércia do sistema relativo

ao eixo de rotac¢do, obtemos

1
K = §Icm w? . (34.48)

E comum chamar essa expressao energia cinética de rotacao do corpo rigido.
Na Aula 37 vocé verd uma generalizacio dessa férmula para o caso em que o eixo
de rotacdo ndo € fixo, mas mantém sua dire¢ao inalterada, como no caso do eixo

central de rotacdo de uma roda de automdvel em movimento retilineo.

Para fixar algumas idéias sobre movimento de rotacdo de um corpo rigido
em torno de um eixo fixo, finalizaremos esta aula apresentando um exemplo sim-

ples sobre o assunto.

Exemplo 34.4

Um bloco de massa m estd pendurado por um fio ideal que esta enrolado
numa polia fixa, mas que pode girar em torno de um eixo que passa pelo seu
centro e é perpendicualar ao plano da polia. A medida que o bloco desce, o fio
vai se desenrolando e a roldana vai adquirindo uma velocidade de rotacio cada
vez maior, como sugere a Figura 34.6. Suponha que o fio ndo deslize sobre
a periferia da polia, de modo que os mdédulos da velocidade do bloco e de um
ponto da periferia da polia, wR, sdo iguais (lembre-se que o fio, por ser ideal, é
inextensivel). Supondo conhecido o momento de inércia da polia em relacdo ao

eixo fixo de rotacao, I, desejamos calcular o médulo da aceleracao do bloco.
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Figura 34.6: Bloco pendurado por um fio ideal que estd enrolado em uma polia fixa. Esta, por
sua vez, pode girar sem atrito em torno de um eixo que passa pelo seu centro e é perpendicular ao
plano do papel.

O fato de o fio ndo deslizar sobre a polia também leva a seguinte relacdo entre o

modulo da aceleracao do bloco, a, e 0 mdédulo da aceleragdo angular da polia, «a:
a=oalR. (34.49)

Utilizando a equacdo (34.45) para analisar o movimento de rotacdo da polia e a
equagdo (34.45) para o movimento de translagdo do bloco, mas trabalhando com

componentes em vez de vetores, temos

mg — T = ma (34.50)

TR=Ix. (34.51)

As equacdes (34.49), (34.50) e (34.51) formam um sistema de trés equagdes com
trés incognitas, 7', a e .. Resolvendo o sistema, encontramos para o médulo da

aceleracdo do bloco o valor

_ (F +”}/R2> g. (34.52)

Note que a < g, pois a medida que o bloco desce, a sua energia potencial gravita-

cional se transforma nio apenas em sua energia cinética mas, também, na energia
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cinética de rotacdo da polia. E recomenddvel que vocé resolva, agora, os proble-

mas propostos 8 € 9.

Resumo

Um corpo rigido estd em movimento de rotagdo em torno de um eixo fixo
se pelo menos dois de seus pontos estiverem fixos no espaco. A reta que passa
por esses dois pontos € chamada eixo fixo de rotacdo do corpo rigido. Todos os
pontos do corpo rigido que estiverem ao longo de seu eixo fixo de rotacao estarao,
necessariamente, em repouso, devido a rigidez do corpo. Todos os pontos que ndo
estiverem no eixo fixo de rota¢do do corpo rigido, descreverao, necessariamente,
movimentos circulares. A velocidade angular vetorial w de um corpo rigido em
movimento de rotacdo em torno de um eixo fixo é um vetor cuja dire¢do € a do
eixo fixo, o sentido indica o sentido de rota¢do do corpo em torno do eixo fixo e o
seu modulo, dé a taxa instantanea de variacdo temporal dos angulos descritos pelas
particulas que compdem o corpo em seus movimentos circulares. Escolhendo a
origem dos eixos cartesianos no eixo fixo de rotacdo, a velocidade da i-ésima

particula do corpo é dada pelo produto vetorial v; = W X r;.

O momento angular de um corpo rigido pode ser escrito como a soma de
duas componentes vetoriais, uma ao longo do eixo fixo de rotacio e a outra per-
pendicular a esse eixo: L = Ly + L. Por defini¢do, momento de inércia I de
um sistema de particulas relativo a um dado eixo (ndo necessariamente um corpo
rigido) € igual a soma dos produtos das massas das particulas pelos quadrados das
respectivas distancias a esse eixo, isto €, [ = mlb% + ...+ mNb?V, onde b; é a
distancia da i-ésima particula do sistema ao eixo em consideracdo. A componente
do momento angular de um corpo rigido paralela ao eixo de rotacdo pode ser es-
crita como L = I;w, onde I é o momento de inércia do corpo relativo ao eixo
fixo. Se o torque externo total possuir componente ndo nula ao longo do eixo fixo
de rotacdo, teremos T = I, onde «x € a aceleragdo angular vetorial, definida
por & = dw /dt. No movimento de rotagdo em torno de um eixo fixo, o momento
de inércia do sistema em relacdo a esse eixo desempenha um papel andlogo aquele
desempenhado pela massa total do sistema no movimento de translagdo do centro

de massa do sistema (note a analogia da ultima equacdo com F** = Ma,,,).

Questionario

1. Se fixarmos apenas um ponto de um corpo rigido, o que podemos afirmar

sobre os movimentos de seus outros pontos? E se fixarmos dois pontos?

MODULO 4 - AULA 34
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Se fixarmos trés pontos nao-colineares de um corpo rigido, o que podemos
afirmar sobre os movimentos de todos os outros pontos desse corpo? E se

esses trés pontos fossem colineares?

Qual € a defini¢do de movimento de rotacdo de um corpo rigido em torno

de um eixo fixo?

Quando um corpo rigido estiver em movimento de rotagdo em torno de
um eixo fixo todos os seus pontos estardo, necessariamente, descrevendo

movimentos circulares?

. E possivel que um corpo rigido esteja em movimento de rotacdo em torno de

um eixo fixo de tal modo que todos os seus pontos estejam em movimento?

Em caso afirmativo, dé€ um exemplo.

Defina velocidade angular vetorial de um corpo rigido em movimento de

rotacdo em torno de um eixo fixo.

. Escolhendo a origem dos eixos cartesianos no eixo fixo de rotacao do corpo

rigido, escreva a relacao existente entre a velocidade v; de um ponto genérico
desse corpo (ponto F;), a velocidade angular vetorial do corpo rigido e o

vetor-posi¢do do ponto F;.

. D€ a definicdo de momento de inércia de um sistema de particulas relativo

a um dado eixo.

Em um movimento de um corpo rigido em torno de um eixo fixo, escreva
a relacdo entre a componente vetorial do momento angular desse corpo ao
longo do eixo fixo, 0 momento de inéricia do corpo relativo a esse €ixo e a

sua velocidade angular vetorial.

Comente a afirmativa: no caso de um movimento de um corpo rigido em
torno de um eixo fixo, o seu momento de inércia relativo a esse eixo desem-
penha um papel andlogo ao desempenhado pela massa total de um sistema

em seu movimento de translagao.

Escreva a energia cinética de rotagdo de um corpo rigido em torno de um
eixo fixo em termos de seu momento de inércia relativo a esse eixo e de sua

velocidade angular vetorial.
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Problemas propostos

1. Qual é o menor nimero de coordenadas (sejam elas coordenadas cartesianas
ou angulos) capaz de caracterizar univocamente uma configura¢do qualquer

de um corpo rigido?

2. Reconsidere o Exemplo 33.5 da aula anterior no qual um haltere formado
por duas particulas de massas m; = m e ms = 3m, ligadas por uma haste
rigida de comprimento ¢ e massa desprezivel, gira com velocidade angular
constante W em torno de um eixo fixo vertical que passa pelo ponto médio.
A haste estd sempre num plano horizontal, escolhido como OX' ). Tome a
origem dos eixos no ponto médio da haste.

(a) Calcule o momento angular do sistema em relagdo a origem e mostre
que L, = [,w, onde I, é o momento de inércia do sistema relativo ao
eixo OZ.

(b) Calcule, agora, o momento angular do sistema em relagdo a um ponto
@, localizado no eixo OZ e a uma distancia d abaixo da origem, e
mostre que, embora L. ndo seja mais constante, continua valendo a
relacdo Ly, = I.w, onde Lg. € a componente de L ao longo do
eixo OZ.

3. No Exemplo 34.3, por que o torque externo relativo a origem é nulo? No en-
tanto, o torque externo relativo a um ponto () localizado no eixo de rotacio,
mas abaixo da origem nado € nulo, por que? Porém, mesmo nesse caso, a
componente do momento angular total do sistema disco-pessoa ao longo
do eixo de rotacdo continua sendo uma quantidade conservada. Por que

18s0 ocorre?

4. Reconsidere o Exemplo 34.3, mas suponha, nesse problema, que a massa
da pessoa € igual a massa do disco, isto €, m = M.

(a) Verifique que os angulos girados pela pessoa e pelo disco, em mddulo,

ndo sdo iguais. D€ uma explicacdo para esse resultado.

(b) Suponha que em vez de caminhar pela periferia, a pessoa caminhe
mantendo sempre a distdncia k do eixo de rotacio OZ. Calcule o
valor de k para que apds retornar a0 mesmo ponto de partida sobre o
disco, tanto a pessoa quanto o disco tenham girado de 7 radianos (em

sentidos opostos, obviamente).
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5. Considere, novamente, o Exemplo 34.3, mas suponha agora que em vez de

uma pessoa, hd duas pessoas caminhando pela periferia do disco: uma delas,
de massa m, se movimenta no sentido indicado na Figura 34.5, enquanto
a outra, de massa m’, se movimenta no sentido oposto. Ambas partem da
marcacdo feita no disco, inicialmente na direcdo do eixo OX, como no
exemplo, e caminham sempre pela periferia, mas tomando o cuidado de
ndo cairem do disco quando se cruzarem. Cada uma delas, ao retornar a
marcagdo sobre o disco, deixa de se movimentar relativamente ao disco,

permanecendo sobre a marcacao feita no mesmo.

(a) Mostre que o angulo girado pelo disco € dado por

_ 2(m—m’)
M +2(m+m’)

(b) Analise os casos particulares em que m = m’,m >m’em < m'e
comente os resultados.

. Reconsidere o Exemplo 34.4.

(a) Demonstre o resultado (34.52);

(b) Determine a tensao no fio e 0 mddulo da acelerac@o angular da polia.

. Considere uma maquina de Atwood formada pelos blocos de massas m4

€ Mg, com my > My, ligados por um fio ideal, e uma polia considerada,
para nossos propositos, como um disco homogéneo de massa M e raio R,
como ilustra a Figura 34.7. Suponha, ainda, que o fio ndo deslize sobre a
polia. Sabendo que o momento de inércia da polia em relagdo ao eixo fixo
de rotagdo vale I = (1/2)M R?, determine: (i) as aceleragdes dos blocos;

(ii) o médulo da aceleracdo angular da polia e (iii) a tensdo no fio.
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Figura 34.7: Maquina de Atwood, com polia girando em torno de eixo fixo.

8. O objetivo deste problema € verificar a validade da Lei da Conservacgdo da
Energia Mecénica no Exemplo 34.4. Suponha que em ¢, = 0 o bloco seja
abandonado a partir do repouso.

(a) Utilizando os resultados obtidos no exemplo anterior, calcule os modu-
los da velocidade angular da polia e da velocidade do bloco num ins-
tante genérico ¢t > 0 e a distancia h percorrida pelo bloco no intervalo
[0, t].

(b) Mostre que a energia mecanica do sistema se conserva, ou seja, mostre

que, no instante ¢, vale a relacdo
mgh = Ky + Kp ’

onde K, e Kp sdo, respectivamente as energias cinéticas do bloco e

da polia no instante ¢.

9. Reconsidere o Exemplo 34.1. Sabendo que o momento de inércia de uma
barra de massa M e comprimento ¢, em relagdo a um eixo perpendicular a
ela e passando por um de seus extremos, vale I = (1/3)m/?, determine o
modulo da velocidade do centro de massa da barra no instante em que ela

esta na vertical.
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Auto-avaliacao

Esta é uma aula de leitura dificil, que requer muita concentragdo e, prin-
cipalmente, muita reflexdo. Por esse motivo, é importantissimo que vocé tente
responder a todo o questiondrio e s passe para os problemas propostos apos estar
certo de que compreendeu bem a teoria exposta. Alguns dos problemas propostos
sdo dificeis. Por isso, recomendamos que vocé resolva esses problemas na se-
guinte ordem: 1,2, 6,7, 8,9, 3,4 e 5. Ndo se assuste se ndo conseguir resolver os
trés ultimos, pois sdo os mais dificeis da lista. Voc€ pode, inclusive, passar para a
proxima aula sem té-los resolvido. No entanto, lembre-se de que cada problema
deve ser encarado como um desafio. Nesse sentido, cada vez que vocé solucionar
um dos mais dificeis, terd feito uma grande conquista no caminho tdo arduo da

aquisicao do conhecimento.
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Aula 35 — Calculo de momentos de inércia

Objetivos

e Assimilar algumas técnicas de cdlculo do momento de inérica de um corpo

rigido para o caso de distribui¢des discretas de matéria.

e Aprender teoremas importantes para o cdlculo de momentos de inérica.

Introducao

Para determinar o movimento de translacdo de um corpo rigido, basta deter-
minar o movimento de seu centro de massa por meio da equacao fundamental. De
acordo com ela, a aceleracdo do centro de massa igual a forca externa total sobre

o corpo dividida pela sua massa total,

FBJT
Todas as particulas do corpo em translagdo acompanham o centro de massa em
seu movimento. Dai a importincia de conhecermos a posi¢ao do centro de massa

de um dado corpo rigido; a partir dela determinamos a translagdo do corpo.

No movimento de rotacdo de um corpo rigido, a posicdo de seu centro de
massa também desempenha um papel importante. A equacdo fundamental na
dindmica do corpo rigido afirma que a taxa instantanea de variacio do momento
angular do corpo € igual ao torque externo total aplicado sobre ele, isto é, dL /dt =
T. Essa equacdo € vdlida quando o momento angular e o torque sdo relativos
ao centro de massa do corpo ou a um ponto fixo. Nesta aula, aprenderemos as
técnicas de célculo que permitem, em principio, determinar o centro de massa de
qualquer corpo rigido.

A equacdo da dinamica de rotacdo de um corpo rigido em torno de um
eixo fixo nos permite afirmar que a aceleragdo angular vetorial do corpo € igual
a componente vetorial do torque externo total sobre ele, ao longo do eixo fixo de
rotacdo dividida pelo seu momento de inércia relativo a esse eixo, isto €,

ex
_Tir

(87 (35.2)

I

Uma breve inspecao nas equacoes (35.1) e (35.2) mostra que o momento de inércia
do corpo € tao importante no estudo do seu movimento de rotacdo quanto a sua

massa o € no estudo do seu movimento de translagao. No caso do movimento mais

Wl CEDERJ




CEDERJ

Calculo de momentos de inércia

geral de um corpo rigido, em que sua rotacio nem sempre se processa ao longo
de um eixo fixo, o conceito de momento de inércia continua sendo indispensdvel,
como vocé podera verificar em tratamentos mais avancados desse assunto. Nesta
aula também aprenderemos as técnicas de cdlculo que permitem, em principio,

determinar o momento de inércia de corpo rigido relativo a um eixo qualquer.

Na préxima secdo, calcularemos momentos de inércia relativos a diversos
eixos no caso de um corpo rigido muito simples, que chamaremos haltere trian-
gular. Na secdo seguinte, demonstraremos algumas propriedades do momento
de inércia que sdo extremamente uteis. Na penultima se¢do, consideraremos o
célculo do centro de massa e do momento de inércia de corpos rigidos dados por
distribui¢des continuas de matéria. Finalmente, na dltima secdo, discutiremos al-
guns problemas simples envolvendo corpos rigidos em movimento de rotacdo em

torno de um eixo fixo.

Nesta aula, comecaremos a usar o simbolo de somdtorio, com o qual vocé
agora ja deve estar familiarizado. Sabemos que uma soma de N termos, a1, as,...,
ay, que até agora temos denotado por a; + ag + - - - + ay, também pode ser

representada por,

N
Zai:a1+a2+---+a]\/. (35.3)
=1

O indice que estd somado, no caso o indice 7, somado de 1 até IV, pode ser mudado
sem alterar a soma; obteriamos a mesma soma a; + as + - - - + ay Se usassemos
qualquer outro indice no somatorio, como Zjvzl a; ou fozl ay. Todas as propri-
edades do simbolo de somatério podem ser facilmente deduzidas de sua definicdo
(35.3). Temos, por exemplo, as seguintes propriedades fundamentais:

N

N N
STai+b) = ai+d b (35.4)
i=1 =1

i=1

N N
E:AMZAEZM. (35.5)
=1 =1

A propriedade (35.4) afirma que o somatdrio da soma € a soma dos somatorios. Na
propriedade (35.6) vemos que um fator independente do indice do somatério pode
ser escrito dentro ou fora do somatério; a quantidade A ndo depende do indice i e,
por isso, pode ser permutada com o simbolo ZZ]\LI Apenas para ilustrar, demons-

tremos essa propriedade usando a defini¢c@o escrita em (35.3) de somatdrio,

N N
Z)\&iZ)\a1+Aa2+~~-+AaN:)\(&1+&2+~--+a1\7) :)\Z&i. (35.6)

i=1 =1
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Caso ainda ndo esteja completamente familiarizado com o simbolo de somatorio,
vocé poderd adquirir pratica no seu uso demonstrando (35.4) e outras de suas

propriedades que se fizerem necessdrias.

Momentos de inércia do haltere triangular

Vamos recordar a definicio de momento de inércia, dada na aula anterior.
Momento de inércia de um sistema de particulas relativo a um eixo € a soma dos
produtos das massas das particulas pelos quadrados de suas respectivas distincias
ao eixo. Denotando por my, ma,..., my as massas das particulas, por by, bs,..., by
suas respectivas distancias ao eixo, e por / o0 momendo de inércia desse sistema

de particulas relativo ao eixo considerado, temos

N
I=> mb;. (35.7)
i=1

Estamos interessados na situacdo em que o sistema é um corpo rigido e as distancias
de suas particulas ao eixo nao mudam com o tempo. Nesse caso, 0 momento de

inércia é uma quantidade constante.

E claro que o sistema de particulas mais simples é aquele constituido por
uma Unica particula, digamos de massa m, e a uma distancia b de um dado eixo.
O momento de inércia desse sistema relativo ao eixo considerado é, de acordo
com a definicao,

I=mb*. (35.8)

Por motivos 6bvios, esse momento de inércia é também chamado momento de
inércia de uma particula de massa m relativo a um eixo do qual ela dista de b.
Com essa defini¢do, podemos afirmar que o momento de inércia de uma sistema,

dado por (35.7), é a soma dos momentos de inércia das particulas que o compdem.

Agora, passemos a um corpo rigido na forma de um tridngulo equilatero de
lado a. Nos vértices do tridngulo hd bolinhas de massas iguais a m e os lados
do tridngulo sdo hastes rigidas cujas massas sdo despreziveis diante de m. Para
abreviar, chamaremos haltere triangular esse tipo de corpo rigido. A Figura 35.1
mostra esse haltere e cinco eixos, OX, O) e OZ, com a mesma origem O, e
mais dois eixos, O’'Z’ e O"Z", paralelos a OZ. O eixo OX estd ao longo de
um dos lados do tridngulo equildtero e o Q) é perpendicular a ele e passa pelo
vértice oposto. O eixo OZ é perpendicular a pagina e aponta para 0S nossos
olhos e, por isso, € representado no desenho pelo simbolo “©”. Esse mesmo

simbolo representa os eixos O'Z’ e 0" 2", pois eles também sdo perpendiculares
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a pagina e apontam para os nossos olhos; O’ Z’ passa pelo centro de massa do
haltere triangular e O”Z" passa por uma de suas particulas. Calcularemos os

momentos de inércia do haltere triangular relativos a esses cinco eixos.

O

Figura 35.1: Trés particulas de massa m nos vértices de um tridngulo equildtero de lado a. O

X

sistema de particulas estd no plano dos eixos OX e O), que é o plano da pagina. Os eixos O Z,
O’ Z' e O" Z" sao perpendiculares a pdgina e apontam para os nossos olhos.

As duas particulas da base do tridngulo ndo contribuem para /oy, 0 mo-
mento de inércia relativo ao eixo OX, pois elas estdo sobre ele. Portanto, Ipy €
a massa m da particula no vértice superior vezes o quadrado de sua distancia ao
eixo OX. Essa distancia corresponde a altura do tridngulo e vale av/3 /2, de modo
que Ipx = m(ay/3/2)?, isto &,

3
Iox = Zm(f .

(35.9)

A particula no vértice superior ndo contribui para /»y, 0 momento de inércia
relativo ao eixo ). Cada uma das duas particulas nos vértices da base estd a
uma distancia de O} igual a metade do lado a do tridngulo. Portanto, temos
Ioy = m(a/2)* + m(a/2)?, isto é,

1
Toy = 5mcﬂ : (35.10)

A distincia entre cada particula da base do tridngulo até o eixo OZ é a/2 e a

distancia da particula no vértice superior até o eixo OZ é a/3/2. O momento de
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inércia relativo ao eixo O Z &, entdo, oz = m(a/2)? + m(a/2)? + m(a\/3/2)?,
ou seja,
d

Ioz = Zm(f . (35.11)

O eixo O’ Z’ passa pelo centro de massa do haltere triangular, cuja distancia
a cada particula € dois tergos da altura do tridngulo, como vocé€ pode comprovar
com facilidade. Desse modo, cada particula de massa m estd distante (2/3)(a+/3/2)
do eixo O'Z’ | isto é, igual a a3 /3. Portanto, o momento de inércia relativo ao
eixo O’ Z', é dado por Iz = 3m(av/3/3)?, ou seja,

Ioz =ma®> (O =cm). (35.12)

Finalmente, temos o eixo O”Z". A particula do vértice superior estd sobre
esse eixo, e a distancia entre ele e cada uma das particulas nos vértices da base
€ o proprio lado a do tridngulo. Portanto, o momento de inércia relativo ao eixo

O"Z" é dado por Ipnzn = ma® 4+ ma?, isto é,
Iopnzn = 2ma? . (35.13)

Vemos que o mesmo corpo, o haltere triangular, tem cinco diferentes mo-
mentos de inércia, relativos aos cinco eixos considerados. Isso significa que a
dificuldade para girar o haltere depende do eixo de rotacdo escolhido. De fato,
na equacdo (35.2), vemos que, quanto maior o momento de inércia /, menor a
aceleracdo angular & provocada por um dado torque externo 7. Desse modo,
se dispusermos de um dado torque para provocar uma aceleracao angular no hal-
tere triangular e escolhermos o eixo de rotagdo dentre os cinco eixos considerados,
conseguiremos a maior aceleragao angular se a rota¢ao for em torno do eixo O’ Z’,
que € perpendicular ao tridngulo e passa pelo seu centro de massa, pois [p/z/ €,
de fato, o menor dentre os cinco momentos de inércia calculados. Também € claro
que o eixo em torno do qual o tridngulo oferece maior resisténcia para ser posto
em rotagdo é o eixo O”Z", pois 0 momento de inércia em relagdo a ele € o maior
dentre os cinco calculados. Do mesmo modo, € simples responder a questdo: para
por o haltere triangular em rotacdo em torno de um eixo perpendicular ao seu
plano, seria mais facil se o eixo passasse por um de seus vértices ou pelo meio de
um de um de seus lados? Vocé pode praticar no cédlculo de momentos de inércia

resolvendo agora os problemas propostos 1, 2, 3 e 4.

Alguns teoremas tteis no calculo de momentos de inércia

Consideremos novamente um sistema de /V particulas. Podemos considera-

lo como a unido de dois subsistemas. O primeiro com N’ particulas, que podemos
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numerar de 1 a V'. Digamos que as massas das particulas desse primeiro subsis-
tema sejam my, Mma,..., My~ € que as respectivas distancias entre elas e um dado
eixo sejam by, bo,..., by /. O segundo subsistema € constituido pelas N — N’ de-
mais particulas, que podemos numerar de N'+1 até N. Denotaremos suas massas
por my 11, MN/12,..., My, € sSUAS respectivas distancias ao eixo considerado por
bn/+1, by ri9,..., by. O momento de inércia do sistema inteiro, relativo ao eixo em

consideragdo, é dado pela expressao (35.7), para a qual temos

N N’ N
I=>"mb; =) mbl+ Y mb; . (35.14)
i=1 i=1 i=N'+1
Naturalmente, a soma
N/
L= mb} (35.15)
i=1
€ o momento de inércia do primeiro subsistema, relativo ao eixo considerado, e
a soma
N
L= Y m} (35.16)
i=N'+1

¢ o momento de inércia do segundo subsistema, relativo ao mesmo eixo. Usando
(35.15) e (35.16) em (35.14), obtemos

I=5LH+1. (35.17)

Portanto, podemos subdividir o sistema em vdrios subsistemas e chegar ao resul-
tado geral:

considerando um sistema composto de subsistemas, o momento de
inércia do sistema relativo ao um dado eixo é a soma dos momentos

de inércia dos diversos subsistemas relativos ao mesmo eixo.

Exemplo 35.1

A Figura 35.2 mostra um corpo rigido constituido por quatro particulas de
massas iguais a m, dispostas nas extremidades de duas barras unidas em forma de
cruz. Uma das barras tem comprimento a, a outra comprimento a+/3, e ambas tém
massa desprezivel diante de m. Elas se cruzam ortogonalmente em seus pontos

médios, como indicado na Figura 35.2.
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av/3/2

a\/g/g (@) I

L
SUBSISTEMA 1 SUBSISTEMA 2

Figura 35.2: Quatro particulas de massa m nos vértices de uma cruzeta de lados a e av/3. O eixo
O2Z ¢é perpendicular ao plano da cruzeta e passa pelo centro de massa do sistema de particulas.

Esse tipo de sistema pode ser chamado haltere em cruzeta. Calculemos o
seu momento de inércia relativo a um eixo perpendicular ao plano do haltere e que
passa pelo seu centro de massa. O centro de massa estd no cruzamento das barras,
na posicdo média entre as particulas, pois suas massas sdo iguais. O eixo, que cha-
maremos (O Z, aparece na figura perpendicularmente a pagina e apontando para
0s nosso olhos, como estd indicado pelo simbolo “©”. Embora esse momento de
inérica seja simples o bastante para ser calculado diretamente da defini¢do (35.7),
vamos usd-lo para ilustrar o teorema (35.17). O nimero de particulas do sistema
é¢ N = 4, e vamos subdividi-lo em dois subsistemas. O primeiro subsistema,
ou subsistema 1, € constituido pelas duas particulas nas extremidades da barra
de comprimento a e por uma particula na extremidade da outra barra, digamos
a extremidade que aparece a esquerda na Figura 35.2. Portanto, o niimero de
particulas no subsistema 1 é N/ = 3. O segundo subsistema, ou subsistema 2,
¢é constituido pela particula restante, na extremidade direita da barra mais longa.
Devido aos comprimentos das barras, a e a\/g, as particulas no subsistema 1 estdo
no vértice de um tridngulo equildtero com lados de comprimentos iguais a a. Esse
subsistema € o haltere triangular da sec¢do anterior, ilustrado na Figura 35.1, ex-
ceto pelas barras que mantém rigidos os sistemas. Entretanto, como as barras t€ém
massas despreziveis, elas ndao afetam o cdlculo dos momentos de inércia. Con-
sequentemente, podemos afirmar que 0 momento de inércia do subsistema 1, re-

lativo ao eixo O Z, como indicado na Figura 35.2, € igual ao momento de inércia
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do haltere triangular, relativo ao eixo O Z, como indicados na Figura 35.1. Esse

momento de inércia ja foi calculado e é dado por (35.11), de modo que o momento

de inércia do subsitema 1, que chamaremos /5, € dado por
5 4

I, = -ma

1 (35.18)

Ja o momento de inércia do subsistema 2, relativo ao mesmo eixo O Z, é dado por

I, = m(aV/3/2)?, ou seja,
I, = 3 ma?
2 = ma .

De acordo com o teorema (35.17), o momento de inércia do haltere em

(35.19)

cruzeta relativo ao eixo OZ € a soma dos momentos de inércia de seus sub-
sistemas 1 e 2 relativos ao mesmo eixo e dados por (35.18) e (35.19). Deno-
tando por I o momento de inércia do sistema todo em relacio a OZ, temos
I = (5ma®/4) + (3ma®/4) = 2ma?, isto é,

I=0L+1,=2mad*. (35.20)

Vocé pode calcular o momento de inércia do haltere em cruzeta diretamente a
partir da defini¢do e verificar que a resposta é dada por (35.20). Esse cdlculo direto
¢ tdo simples que, nesse caso, ndo faz muita diferenca usar o teorema (35.17)
para obter o momento de inércia do sistema todo. No entanto, em outros casos,
pode valer a pena usar o teorema (35.17) e aproveitar um cdlculo ja feito para

subsistemas do sistema considerado.

Teorema dos eixos perpendiculares

Um outro teorema simples sobre momentos de inércia pode ser estabelecido
para o caso em que o sistema de particulas estd todo em um dado plano. Vamos
supor que esse seja o caso e escolher os eixos OX e O) nesse plano, onde estdo
todas as particulas do sistema. Naturalmente, o eixo O Z é perpendicular a esse
plano. A Figura 35.3 mostra os trés eixos e uma particula arbitrdria do sistema
de massa m;. E claro que sua coordenada z; € nula e suas coordenadas z; e y;
determinam a distancia b; da particula ao eixo OZ. Temos b7 = x? + y?2, de
modo que o momento de inércia da particula relativo ao eixo OZ € m;b?, isto
é, m;(z? + y?). Somando os momentos de inércia de todas as N particulas do
sistema, obtemos /»z, 0 momento de inércia do sistema relativo ao eixo O Z, que

serd dado por
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N N N N
loz = Zmib? = Zmz(xf +y?) = Zmzxf + Zmiyf ) (35.21)
=1 i=1 i=1 i=1

ZA

Figura 35.3: Todas as particulas do sistema estdo no plano OX'). A i-ésima particula tem coor-
denadas x; e y; que dependem de sua posi¢@o no plano e z; = 0.

Denotando por /py € Ipy 0s momentos de inércia do sistema relativos aos
eixos OX e O), respectivamente, € facil identificar

N N
Iox =Y muy; e loy=>» mu. (35.22)
i=1 i=1
Usando esses resultados em (35.21), obtemos
loz = Ipx + Loy, (35.23)
isto é,

se toda a massa de um sistema estd distribuida num plano, a soma
de seus momentos de inércia relativos a dois eixos ortogonais nesse
plano é igual ao momento de inércia relativo a um eixo perpendicular

ao plano e que passa pela intersecdo dos dois primeiros eixos.
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Esse resultado € conhecido como Teorema dos Eixos Perpendiculares ou como
Teorema dos Trés Eixos. Ele é ttil para obtermos o momento de inércia relativo
a um dos eixos quando ja conhecemos os momentos de inércia relativos aos dois

outros eixos.

Exemplo 35.2

Na se¢do anterior obtivemos os momentos de inércia do haltere triangular
relativos aos eixos OX, O)Y e OZ indicados na Figura 35.1. Esses momentos
de inércia sdo dados pelas equacdes (35.9), (35.10) e (35.11), respectivamente.
Uma vez que o haltere triangular é uma distribuicdo plana de massa, poderiamos
obter o momento de inércia relativo ao eixo O Z usando no teorema dos eixos
perpendiculares os valores ja conhecidos dos momentos de inércia relativos aos
eixos OX e Q). Substituindo (35.9) e (35.10) em (35.23), obtemos

3 1 5
Ioz = Iox + Ioy = chﬂ + 5ma2 = Zma2 , (35.24)

que, de fato, estd de acordo com o valor obtido em (35.11) diretamente a partir da

defini¢do de momento de inércia.

Teorema dos eixos paralelos

Vamos agora aprender um teorema muito importante, valido para qualquer
sistema de particulas e chamado Teorema de Steiner ou Teorema dos Eixos Pa-
ralelos. Consideremos dois eixos paralelos OZ e O'Z’, sendo que o segundo
passa pelo centro de massa do sistema de particulas. Consideremos a origem de
O’ Z' no centro de massa, O’ = c¢m, conforme indicado na Figura 35.4. Consi-
deremos uma particula genérica do sistema, de massa m; e localizada no ponto
P,. Tragaremos uma perpendicular ao eixo O Z a partir do ponto P;. Esta reta
encontrard o eixo no ponto C;. Analogamente, tragaremos uma perpendicular ao
eixo O’ Z’ a partir do ponto P,. Esta reta encontrard o eixo no ponto O’Z’. Os
pontos P;, C; e C! estdo no plano que passa pela i-ésima particula do sistema e é
perpendicular aos dois eixos OZ e O'Z’.
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zZ A Z' A
C; ) h C!
b’
bz Pz zZ. u'
my;
O¢
r
h WO =cm

Figura 35.4: A figura mostra apenas a i-ésima particula do corpo rigido e os eixos OZ e O'Z’,
paralelos entre si.

Seja b; o vetor de C; até P, e b] o vetor de C? a P,. Obviamente, b; e b,
sdo perpendiculares aos dois eixos, b; € a distancia entre a i-ésima particula e o
eixo OZ e b, € a distancia entre a particula e o eixo O’ Z’. Conseqlientemente, 0s
momentos de inércia do sistema de N particulas relativos aos eixos OZ e O'Z’

sdo dados, respectivamente, por
N N
IOZ = Zmlb? [ IOIZ/ = Zmlbf . (3525)
i=1 i=1

Seja h o vetor que vai do eixo O Z ao eixo O’ Z’ e é perpendicular a ambos.
Na Figura 35.4 esse vetor vai de C; a C. Essa figura também mostra o ve-
tor r; que vai do centro de massa do sistema até o ponto P; onde se encontra a
1-ésima particula; € o vetor-posicdo da i-ésima particula relativo ao centro de
massa. O vetor-posicdo da i-ésima particula relativo a origem O do eixo OZ
ndo estd na Figura 35.4. Alids, para ndo sobrecarregar a figura, desenhare-
mos apenas a i-ésima particula. Note, agora, que b; = h + b/ e, portanto,
b? =b;-b; = (h+b’) - (h+Db!),donde

b2 = b>+2h - b, + h*. (35.26)
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O vetor-posi¢ao da i-ésima particula relativo ao centro de massa é dado por
r, = z/u, + b/, onde 2/ é a coordenada de i-ésima particula ao longo do eixo O’ Z’
e u’, € o unitdrio desse eixo. Uma vez que h é perpendicular a esse eixo, temos

h - zju, = 0 e, com isso,
h-ri=h-(Zu,+0)=h-2Zu, +h-b=h-0. (35.27)
Usando o resultado anterior na equacdo (35.26), obtemos
b? = b2 +2h -1+ h%. (35.28)

Usaremos, agora, essa identidade para relacionar os momentos de inércia relativos

aos dois eixos dados em (35.25), ou seja,

N

Ing = b2

0z — m;0;
i=1

N
= Y m(h)*+2h -1, 4 b’
=1

ZN N N
= mb> 4+ Y mi2h-r,+ Y mh*. (35.29)
=1 =1 =1

Identificando na dltima expressdo o momento de inércia do sistema em relagio ao

eixo O’ Z’, reescrevemos a equagio (35.29) na forma

N
Ioz = loz+ 20y murh+ MD?, (35.30)

i=1

onde M é a massa total do sistema, isto €&,
N

M=> m. (35.31)
i=1

Nesse ponto, é importante relembrar que o vetor-posi¢ao do centro de massa

do sistema relativo ao ponto O é dado por

N
1
Yom = 77 Zl mr; . (35.32)

Analogamente, se considerarmos os vetores-posi¢do das particulas do sistema re-
lativos ao ponto ', poderemos também escrever para o vetor-posi¢do do centro

de massa do sistema relativo a O’ a expressao

N
1
/ /
re,, = — ;:1 m;r; . (35.33)
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z

Mas, no caso em consideracdo, O’ é o centro de massa do sistema, de modo que
r/, & o vetor-posi¢do do centro de massa relativo ao préprio centro de massa, isto

s / .

é, r,, = 0. Comisso, de (35.33) obtemos o seguinte resultado:

N
> mx;=0. (35.34)
=1

Substituindo esse resultado em (35.30), obtemos Inz = oz + M h?. Uma vez
que nesse resultado O’ é o centro de massa, O’ = c¢m, podemos escrever I,z
no lugar de /o z/. Isso € conveniente para deixar bem claro que, nesse resultado,
o eixo paralelo a OZ tem de passar, necessariamente, pelo centro de massa do

sistema. Portanto, o resultado final € escrito na forma
loz = Iz + M h? . (35.35)

Levando em conta que h € a distancia entre o centro de massa e o eixo O Z,
percebemos que M h? seria 0 momento de inércia relativo ao eixo OZ de uma
particula que estivesse localizada no centro de massa do sistema e cuja massa fosse
a massa total do sistema. A quantidade M h? é chamada momento de inércia do
centro de massa relativo ao eixo OZ. Podemos, entdo, enunciar o resultado

(35.35) do seguinte modo:

o momento de inércia de um sistema, relativo a um eixo qualquer, é a
soma do momento de inércia do sistema relativo a um eixo que passa
pelo centro de massa e é paralelo ao primeiro eixo com o momento

de inércia do centro de massa relativo a esse eixo.

Esse € o Teorema de Steiner, ou Teorema dos Eixos Paralelos. Gragas a ele po-
demos nos limitar a calcular momentos de inércia de um sistema relativos apenas
a eixos que passem pelo seu centro de massa. Para obter o momento de inércia
em relacdo a qualquer outro eixo OZ, basta adicionar o momento de inércia do
centro de massa relativo a esse eixo ao momento de inércia relativo ao eixo que

passa pelo centro de massa e € paraleloa OZ.

Exemplo 35.3

Na secdo anterior, obtivemos os momentos de inércia do haltere triangular
relativos ao eixos paralelos OZ, O'Z' ¢ O”Z"”. Uma vez que O’ 2’ passa pelo
centro de massa do haltere triangular, podemos usar o teorema de Steiner para
calcular os momentos de inércia relativos aos outros dois eixos OZ e O"Z".

Vemos na Figura 35.1 que a distancia i entre o eixo OZ e o centro de massa
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é a/3/6, de modo que o momento de inércia de centro de massa relativo a OZ
é Mh?> = 3m(aV3/6)> = ma?/4. Usando no Teorema de Steiner, dado por
(35.35), e o valor de I/ z» = ma?, dado em (35.12), obtemos

Ioz = lpiz + M h* = ma* + (ma®/4) = 5ma®/4 ,

resultado que concorda com o valor obtido em (35.11). Ja para o momento de
inércia do sistema em relag@o ao eixo O” 2", cuja distancia ao centro de massa é

av/3 /3, obtemos, pelo Teorema de Steiner,
_[O//ZH = ma2 -+ 3m(a\/§/3)2 = 2ma2 s
resultado que estd de acordo com a equagdo (35.13).

A sequéncia natural do que fizemos até aqui € generalizar a discussdo an-
terior para distribuicdes continuas de matéria. Aprender, por exemplo, como se
calcula o momento de inércia de um disco homogéneo em torno de seu eixo de
simetria, ou de uma esfera em torne de um eixo que passe pelo seu centro de
massa, entre outros. No caso de um disco de massa M e raio R, antecipamos, na
aula anterior, o resultado I = (1/2) M R?, para que pudéssemos aplicar a equagio
da dindmica de um corpo rigido em movimento de rotacdo em torno de um eixo
fixo a um exemplo concreto. No entanto, encerraremos esta aula neste ponto para
que voc€ possa praticar um pouco e assegurar-se de que compreendeu bem os
teoremas expostos anteriormente. Na proxima aula, além de aprender a calcular
momentos de inércia de distribuicdes continuas de matéria, vocé também apren-
derd a determinar o centro de massa de tais distribui¢des e terd a oportunidade de
verificar se assimilou bem todas as técnicas de cdlculo que lhe foram apresentadas

resolvendo uma grande lista de problemas propostos.

Resumo

Foi justamente nesta aula que o simbolo de somatério apareceu pela
primeira vez. Ele € definido de modo que a soma a; + as + ... + ay seja es-

crita na forma
N

a+as+...+ay = E a; .
i=1
Ja usando esse novo simbolo, a posicdo do centro de massa de um sistema de
N particulas e seu momento de inércia em relacdo a um certo eixo sdo dados,

respectivamente, por

1 N N
= — T I = b2
Tem M m;r; € m; 7
=1 i=1
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onde M é a massa total do sistema e b; € a distancia da i-ésima particula ao eixo

em consideracao.

O momento de inércia de um sistema qualquer € igual a soma dos momentos
de inércia de todos os subsistemas que o compdem. O Teorema dos Eixos Perpen-
diculares afirma que se toda a massa de um sistema estiver em um plano, a soma
de seus momentos de inércia relativos a dois eixos que pertencem a esse plano e
sdo ortogonais entre si € igual ao momento de inércia do sistema relativo a um
eixo perpendicular ao plano e que passa pela intersecdo dos dois primeiros eixos.
O Teorema dos Eixos Paralelos afirma que o momento de inércia de um sistema
relativo a um eixo qualquer € igual a soma do momento de inércia do sistema
relativo a um eixo que passa pelo seu centro de massa e € paralelo ao primeiro
eixo com o momento de inércia do centro de massa relativo a esse eixo (dado
pela massa total do sistema vezes o quadrado da distancia do centro de massa ao

primeiro €ixo).

Questionario

1. Usando o simbolo de somatdrio, escreva as expressoes para a posi¢do do
centro de massa de sistema composto por N particulas e para o seu mo-
mento de inércia relativo a um eixo qualquer. Defina as quantidades que

aparecerem em suas CXpI'CSSf)CS.

2. O que afirma o Teorema dos Eixos Perpendiculares?

3. O que afirma o Teorema dos Eixos Paralelos?

4. Considere a afirma¢do: o momento de inércia de um sistema de particulas
em relac@o a um eixo que passa pelo seu centro de massa é sempre menor do
que o momento de inércia do sistema relativo a qualquer outro eixo paralelo
ao primeiro, mas que ndo passe pelo centro de massa. Responda se é falsa

ou verdadeira e justifique a sua resposta.

5. A posi¢do do centro de massa de um sistema deve coincidir, necessaria-

mente, com a posi¢do de alguma das particulas que o compdem?
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Problemas propostos

1. Considere um quadrado de massa desprezivel e lados de comprimento ¢ si-
tuado no plano OX)Y e cujos vértices estdo localizados nos pontos
P;(0,0,0), P»(¢,0,0), P3(¢,£,0) e P,(0,¢,0). Uma particula de massa m é
fixada no primeiro vértice (localizado em P;); uma outra, de massa 2m, € fi-
xada no segundo vértice; uma outra, de massa 3m, no terceiro e, finalmente,

uma particula de massa 4m € colocada no quarto vértice do quadrado.

(a) Calcule o momento de inércia desse sistema em relagdo ao eixo O Z.

(b) Calcule os momentos de inércia desse sistema em relagdo aos eixos
que passam por cada um de seus outros vértices e sdo paralelos ao
eixo OZ.

(c) Determine a posi¢ao do centro de massa do sistema e calcule as res-

pectivas distancias desse ponto a cada um dos vértices.

(d) Calcule o momento de inércia do sistema relativamente a um eixo que

passa pelo seu centro de massa e é perpendicular ao eixo O Z.

(e) Utilizando o resultado do item anterior e o Teorema dos Eixos
Paralelos, reobtenha os momentos de inércia encontrados nos dois pri-

meiros itens.
2. Reconsidere o corpo rigido do problema anterior.

(a) Calcule os momentos de inércia desse corpo em relacao aos eixos
OX e O).

(b) Verifique a validade do Terorema dos Eixos Perpendicualres, ou seja,
mostre que com os resultados obtidos no item anterior e no item (a) do

problema anterior, a relagdo [, = I, + I,, € verdadeira.

(c) Calcule os momentos de inércia desse corpo em relacao as diagonais

do quadrado.

(d) Determine o momento de inércia do sistema em relacdo a um eixo
paralelo ao eixo OZ, mas que passa pelo centro do quadrado (centro
geométrico que, nesse caso, nao coincide com seu centro de massa!).
Designando esse momento de inércia por /. e por I;; € I, 0s encon-
trados no item anterior, verifique a validade do Teorema dos Eixos
Perpendiculares, isto €, a relagdo I. = I + .

3. Considere seis particulas idénticas, de massa m cada uma, localizadas nos

vértices de um hexdgono de arestas rigidas de comprimento ¢, mas de

CEDERJ RBZ




Calculo de momentos de inércia

| MODULO 4 - AULA 35

massas despreziveis. Suponha que haja uma particula em cada vértice.
Os eixos OXYZ sao escolhidos de modo que o sistema esteja no plano
OXY, com o seu centro de massa na origem e o eixoOX passe por dois
vértices do hexdgono.

(a) Calcule os momentos de inércia do sistema relativos aos eixos OX e
0), designados, respectivamente, por I, e I,,.

(b) Cacule, diretamente a partir da definicio, o momento de inércia do
sistema em relacdo ao eixo OZ, I,.

(c) Verifique arelagdo I, = I, + I,,.

4. Considere oito particulas idénticas, de massa m cada uma, localizadas nos

vértices de um cubo de massa deprezivel e arestas de comprimento .

(a) Calcule o momento de inércia do sistema relativo a um eixo que passa

pelo seu centro de massa e € perpendicular a duas de suas faces.

(b) Calcule, diretamente a partir da defini¢do, o momento de inércia do

sistema relativo a um eixo que passa por uma de suas arestas.

(c) Reobtenha o resultado do item anterior, utilizando o Teorema dos
Eixos Paralelos.

5. Considere um haltere formado por duas particulas idénticas, de massa m
cada uma, ligadas por uma haste rigida de comprimento ¢ e massa
desprezivel. Considere, agora, um eixo que passa por um ponto do
haltere, € perpendicular a ele e estd a uma distincia s de uma das particulas,
com 0 < s < /. Seja I(s) o momento de inércia do haltere em relagao

a esse eixo.

(a) Calcule I(s).
(b) Para que valor de s I(s) é minimo? Faca um grafico de I(s) versus s.

(c) Utilizando o Teorema dos Eixos Paralelos, reobtenha o valor de s para

o qual /(s) € minimo.

6. Suponha que duas particulas idénticas, de massa m cada uma, estejam gru-
dadas em uma haste rigida de comprimento ¢ e massa desprezivel. Uma
delas estd grudada no ponto médio da barra e a outra, em um de seus extre-
mos. A haste é pendurada em um eixo fixo pelo extremo que nao contém
particula e posta para oscilar em torno desse eixo. Considere, neste pro-

blema, somente pequenas amplitudes de oscilacdo. A Figura 35.5 mostra
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a haste num instante genérico de seu movimento, no qual faz um angulo

com a vertical.

Figura 35.5: Péndulo com massas iguais concentradas no meio da haste e na extremidade osci-

lante.

(a) Determine a posicao do centro de massa do sistema.

(b) Usando a equacdo T = /v, obtenha a equacao diferencial que rege o

movimento do sistema. Identifique o periodo das oscilagcdes da haste.

(c) Imagine, agora, que toda a massa do sistema (2m) estivesse grudada
num ponto P da haste a uma distancia k de seu ponto de suspensdo.
Determine o valor de & para que, nesse caso, o periodo seja 0 mesmo
que o encontrado no item anterior. Verifique que o ponto P ndo
coincide com o centro de massa do sistema cuja posi¢do foi

calculada no item (a).

7. Considere um haltere formado por duas particulas idénticas, de massa m
cada uma, ligadas por uma haste rigida de comprimento d e massa
desprezivel. Suponha que esse haltere seja pendurado por um de seus
pontos localizado a uma distincia s de seu centro de massa, com 0 < s <
d/2, de modo que o haltere oscile em torno de um eixo fixo de rotagdo
horizontal, como indica a Figura 35.6. Considere, somente, pequenas am-

plitudes de oscilacdo.
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Figura 35.6: Haltere formado por duas particulas de massas iguais concentradas em suas extre-
midades oscilantes em torno de um ponto da haste, situado a uma distancia s do seu centro de

massa.

(a) Utilizando a equagdo T = [ x, obtenha a equacdo diferencial que rege

o movimento do haltere. Identifique o periodo de suas oscilagoes.

(b) Nesse item vocé reobterd o resultado para o periodo encontrado no
item (b) do problema anterior fazendo uma extrapolacido no valor de
s. Tomando s = 3d/2 (é como se a haste do haltere que liga as duas
massas continuasse além de uma delas) e depois substituindo d = ¢/2,

obtenha o periodo encontrado no problema anterior.

8. Suponha que o hexdgono descrito no problema 3 seja pendurado por um de
seus vértices e posto para oscilar com pequenas amplitudes de oscilacdo em
torno de um eixo fixo horizontal. Suponha ainda que, durante todo o seu
movimento, o hexdgono permane¢a no mesmo plano vertical. Determine o

periodo de suas oscilacdes.

9. Suponha que o quadrado descrito no problema 1 seja pendurado por um
de seus vértices e posto para oscilar com pequenas amplitudes de oscilagdao
em torno de um eixo horizontal. Suponha, ainda, que o quadrado permaneca

durante todo o seu movimento no mesmo plano vertical. Por qual de seus
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vértices devemos pendurar o quadrado para que ele tenha o menor periodo

de oscilacao?

10. Considere o sitema descrito no problema 6. Suponha agora que a haste com
as duas massas grudadas seja abandonada da horizontal a partir do repouso.
Determine o mdédulo da velocidade do centro de massa do sistema num

instante em que a haste passar pela vertical.

Auto-avaliacao

Como vocé deve ter observado, esta aula ndo trouxe nenhum conceito novo.
Nela, apresentamos somente algumas técnicas de calculo de momento de inércia.
No entanto, vocé deve assegurar-se de que a compreendeu totalmente pois, sem
tais métodos de célculo, serd impossivel descrever os movimentos dos corpos
rigidos mais simples, resolver os problemas propostos nas proximas aulas e até
mesmo compreender as proximas aulas. Para isso, vocé deve resolver agora os
problemas propostos 1, 2, 3, 4 e 5. Todos esses problemas exigem apenas que
vocé saiba calcular momentos de inércia diretamente a partir de sua definicao ou
utilizando os teoremas discutidos na aula. Tais problemas devem ser feitos na
integra, pois sdo variacdes dos exemplos tratados na aula. Ja os problemas 6, 7,
8, 9 e 10 envolvem, além de calculos de momentos de inércia, conhecimentos
sobre dindmica do movimento de um corpo rigido em torno de um eixo fixo de
rotacdo. Embora esses problemas sejam mais dificeis, depois que voc€ conse-
guir resolver um deles, ndo terd dificuladade em resolver os outros. Vocé pode
passar para a proxima aula sem ter resolvido os cinco dltimos problemas, mas
ndo sem ter resolvido os cinco primeiros. Obviamente, o questiondrio deve ser

respondido integralmente.
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Aula 36 — Centro de massa e momento de inércia de

distribuicoes continuas de matéria

Objetivos

e Generalizar as técnicas de cédlculo de momentos de inércia, aprendidas na
aula anterior, para o caso de distribui¢des continuas de matéria e aplica-las,

em particular, ao caso de um corpo rigido.

e Aprender a calcular a posi¢dao do centro de massa de uma distribui¢ao

continua de matéria.

e Aprender a utilizar corretamente as equacdes de movimento de um
corpo rigido em rotacio em torno de um eixo fixo na resolucdo de

problemas simples.

Introducao

Como mencionamos, esta aula € uma continuacio natural da aula passada.
O unico ingrediente novo em nossa discussdo € o fato de que trabalharemos com
distribui¢des continuas de matéria. Essa generalizacdo € necessdria, uma vez
que a maioria dos corpos cujos movimentos analisaremos poderdo ser idealiza-
dos como distribui¢des continuas de matéria. Veremos, entdo, que modificacdes
e adaptagdes deverdo ser feitas nas formulas envolvendo cdlculos de momentos
de inércia e, também, na determinagdo da posi¢do do centro de massa de um
sistema de particulas (distribuicdo discreta de matéria) de modo a fornecerem re-
sultados corretos para o caso de distribuicdes continuas de matéria. Basicamente,
somatorios dardo lugar a integrais e, consequentemente, algumas contas irdo se
tornar mais extensas e complicadas. No entanto, do ponto de vista conceitual, po-
demos dizer que ndo haverd nada de novo na presente aula. Os teoremas discuti-
dos na aula anterior - dos eixos paralelos e dos eixos perpendiculares - continuarao

validos, etc. Passemos, entdo, as distribui¢des continuas de matéria.

Distribuic6es continuas de matéria

Em muitos casos, do ponto de vista macroscépico, a matéria que consti-
tui os sistemas fisicos estd distribuida continuamente no espago. Tomemos, por
exemplo, um pedago de madeira, digamos o tampo de uma mesa. Vemos a ma-

deira distribuida continuamente no espaco. O interior do tampo da mesa estd
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continuamente preenchido com matéria. Se pudéssemos olhar na escala microsco-
pica do Angstrom, veriamos a estrutura granular, descontinua, da madeira; uma
molécula cercada por um espaco vazio, depois outra molécula e mais espago vazio
e assim por diante. No entanto, macroscopicamente, tal estrutura granular nao é
perceptivel e a matéria de que € constituido o pedaco de madeira aparece conti-
nuamente distribuida no espaco. O mais importante € perceber que considerar essa
distribui¢ao de matéria como continua é conveniente para tratar os problemas da

Mecanica Cléssica, como faremos a seguir.

Qualquer sistema fisico pode ser considerado como um conjunto de parti-
culas. No caso em que o sistema € um corpo constituido de matéria distribuida
continuamente no espago, como o pedaco de madeira que tomamos por exem-
plo, as particulas sdo partes pequenas o bastante para que possamos considerar
suas dimensoes despreziveis. A hipotese de uma distribuicao continua de matéria

implica a inexisténcia de espago vazio entre as particulas.

Para que todas as partes do corpo possam ser consideradas como particulas,
elas devem ser em grande nimero. Assim, consideramos a distribui¢cao continua
de matéria como um sistema de N pedagos, com NV suficientemente grande para
podermos considerar cada pedago como uma particula. A Figura 36.1 ilustra um
corpo considerado como um sistema de /V particulas.

/ 777
/ 7771

/ 7771

/ / [/ /]
/ ////’
/ ////;

Figura 36.1: Distribui¢do continua de matéria considerada como um conjunto de N parale-

lepipedos pequenos o suficiente para serem tratados como particulas.

O corpo foi considerado como um conjunto de /N paralelepipedos pequenos
o bastante para serem tratados como particulas. Caso eles ndo sejam suficiente-
mente pequenos, € sempre possivel aumentar o nimero N de modo que, na nova
subdivisao, as dimensdes de cada um sejam ainda menores. Essas consideragcdes
estdo pressupostas sempre que consideramos um corpo como um sistema de N

particulas para aplicar a eles as leis e teoremas apropriados. Desse modo, pode-
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mos aplicar a um corpo com distribuicido continua de matéria, como o ilustrado
na Figura 36.1, o Teorema do Momento Angular e Torque para um Sistema de
Particulas, ou o Teorema de Steiner da secao anterior, ou qualquer um dos outros

que ja demonstramos para sistemas de particulas.

Para andlises tedricas, € normalmente suficiente considerar qualquer corpo
como um conjunto com um ndmero suficientemente grande de particulas. Para
fazer cdlculos, no entanto, € muito mais apropriado lancar mao das nog¢des do
calculo diferencial e integral para caracterizar corpos com distribuicdo continua

de matéria, como faremos a seguir.

Note que as distribuicdes de matéria ndo sdo de fato continuas. A regido
do espaco ocupada por um corpo nao fica toda preenchida de matéria; na verdade,
essa regido contém atomos separados por espagos vazios. Em escala microscopica
um corpo se apresenta como uma distribuicdo granular de matéria. E na escala
macroscopica que podemos considerar um corpo como distribuicdo continua de

matéria, como veremos na proxima secao.

Seja um corpo de massa M com uma distribui¢do continua de matéria, ocu-
pando uma certa regido do espaco de volume V. A razio entre a massa e o volume

do corpo € chamada densidade média desse corpo e serd representada por p:

M

= - (36.1)
Consideremos esse corpo como subdividido, inicialmente, em /N corpusculos

e concentremos nossa aten¢do num deles. Digamos que esse corpuisculo tenha
massa Am e ocupe uma pequena regido do espago com volume AV. A razdo
entre a massa e o volume desse corpusculo € a sua densidade média Am/AV.
Agora, facamos N aumentar indefinidamente, isto €, tomemos o limite N — oo,
de tal modo que todas as dimensdes de cada corpuisculo tendam a zero. Nesse caso
cada corpusculo tende a um ponto, seu volume tende a zero e sua massa também,
porém, a razdo entre a massa e o volume desse corpusculo tende a um limite que

denotamos por p, e para o qual escrevemos

Am

p

Esse limite é chamado densidade do corpo no ponto para o qual tendeu o corpus-
culo no limite considerado. Note que esse € um limite matemadtico idealizado.
Na prética, se desejarmos calcular a densidade de um corpo em um certo ponto,
devemos tomar um pequeno volume em torno desse ponto com as seguintes pro-
priedades: ele deve ser pequeno o bastante para ser desprezado no problema em

consideragdo (ou seja, desprezivel do ponto de vista macroscopico), mas grande
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o bastante para que a estrutura atdbmica da matéria ainda nao seja perceptivel (ou
seja, grande o suficiente para conter milhares e milhares de moléculas). Portanto,
na prética, ndo tomamos o limite AV — 0 que aparece em (36.2) mas, apenas,

um AV apropriadamente pequeno.

Com o limite (36.2), fica associado a cada ponto do corpo um nimero real
p, sua densidade no ponto. Dizemos que a densidade é dada por uma fungao real
cujo dominio é constituido pelos pontos do corpo. E comum, na linguagem do
calculo, escrever a densidade em (36.2) como uma razao de diferenciais dm e dV/,

que consideramos infinitesimais,

dm

= (36.3)

p

Para obtermos a massa contida numa regido R no interior do corpo, fazemos
uma integral de volume da densidade nessa regido. Denotando por M (R) a massa

dentro da regido R, temos

M(R) = /R dm = /R pdV . (36.4)

Se integrarmos na regido inteira ocupada pelo corpo obteremos sua massa
total M,

M = dm = pdV . (36.5)

(corpo) (corpo)
Se a densidade do corpo for a mesma em todos os seus pontos, dizemos
que a densidade € uniforme e que o corpo é uma distribuicio homogénea, ou
uniforme, de matéria. Nesse caso, a densidade pode ser retirada da integral em

(36.4) e (36.5). Nessa ultima equacdo, por exemplo, obtemos:

M = pdV:p/ AV =pV (36.6)
(corpo) (corpo)
€, portanto,
. M
p uniforme —= p = v - D, (36.7)

onde foi usada a definicdo (36.1) de densidade média do corpo. Desse modo,

concluimos que

se a densidade do corpo é uniforme, ela é igual a densidade média,

isto é, a razdo entre a massa total e volume total do corpo.

Em nosso estudo, analisaremos apenas corpos com densidade uniforme.

Vale ressaltar que estamos considerando somente corpos rigidos, de modo que
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a densidade em cada ponto do corpo ndo muda com o tempo, ou seja, é constante.

Em suma, consideraremos corpos com densidades uniformes e constantes.

Para chegar ao conceito de densidade, tomamos na equacao (36.2) o limite
em que o numero /N de corpusculos em que subdividimos o corpo tende a infinito
e cada corpusculo tende a um ponto. Tal limite pode ser tomado de maneira a
obter, para corpos continuos, expressoes convenientes de quantidades definidas

para sistemas de N particulas.

Calculo do centro de massa de distribuicées continuas de matéria

Nesta subsecao, vamos considerar o conceito de centro de massa de um sis-
tema de particulas. Suponhamos que nosso corpo tenha sido, inicialmente, sub-
dividido em NN corpisculos, suficientemente pequenos para que possamos con-
sidera-los como uma particulas. Representemos suas massas por Amy, Ams,...,
Amy e seus respectivos vetores-posi¢ao por ry, rs,..., ry. Aplicando a esses NV

corpusculos a defini¢do de centro de massa do sistema, temos

N
1
Tom = 37 ; Am;r; . (36.8)

Essa € a posicdo do centro de massa com uma boa precisdo, pois os corpuisculos fo-
ram considerados suficientemente pequenos para os propdsitos em tela. Contudo,
podemos obter a posi¢do do centro de massa com precisao absoluta tomando o
limite anterior, em que N — oo e cada corpusculo tende a um ponto. Nesse

limite, a equagdo (36.8) se transforma na expressao

Lo = % lim ) " Am;r; = % rdm , (36.9)

Am;—0 =1 (corpo)
onde, por questdo de costume, a massa dm foi escrita a direita do vetor-posicao,
e a expressdo (corpo) junto a integral é para lembrar que os limites de integra¢do
devem levar em conta todo o corpo. Em (36.9) r € o vetor-posi¢do de um ponto
arbitrario do corpo, em torno do qual um volume infinitesimal tem massa dm, isto

é, dm = pdV. Portanto, a equagdo (36.9) pode ser reescrita como

1

Top = i rpdV . (36.10)

(corpo)
Um corpo pode ter uma de suas dimensdes pequena o bastante para que ele
seja considerado como uma distribuicdo de matéria restrita a uma dada superficie.

O exemplo mais usual é o de uma folha de papel. O comprimento e a largura
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da folha sdao dimensdes que levamos em conta, enquanto sua espessura € normal-
mente desprezivel se vamos estudar o seu movimento. Desse modo, podemos
fazer uma idealizacdo, considerando a folha de papel, geometricamente, como
uma superficie que tem uma certa drea, mas volume desprezivel. Um corpo que
possa ser tratado dessa forma é chamado uma distribuicao superficial de matéria.
Para um corpo como esse, definimos densidade superficial média como a razio
entre sua massa total M e sua area total A. Denotando tal densidade por &, temos
g = M/A. Podemos subdividir a superficie ocupada pelo corpo em N pequenos
pedacos e tomar o limite em que N — oo e cada pedago tende a um ponto, em
analogia com o que fizemos anteriormente para um corpo tridimensional. No pre-
sente caso chegamos ao conceito de densidade superficial o para cada ponto do
corpo: 0 = dm/dA. Para obter a massa total M do corpo, integramos a densidade

superficial em toda a superficie ocupada por ele,
M = dm = odA . (36.11)

(corpo) (corpo)

Se a densidade superficial € uniforme, isto €, a mesma em todos os pontos da
superficie, entdo ela € igual a densidade superficial média, 0 = ¢ = M /A. Para
um corpo que tenha uma distribui¢do superficial de matéria, a posi¢do de seu
centro de massa € dada por
1

1
Temp = — rdm:—/ rodA, (36.12)
M (corpo) (corpo)

Um corpo também pode ter duas de suas dimensdes pequenas o bastante
para ser considerado geometricamente como uma linha, como uma distribui¢do
de matéria restrita a uma dada dimensao no espaco. Dois exemplos de um tal tipo
de corpo sdo dados por uma linha comum de costura e por um pedaco de fio da
rede elétrica doméstica. O comprimento de uma linha de costura é uma dimensao
que costumamos considerar, mas o raio da se¢do reta dessa linha € normalmente
desprezivel na andlise de seu movimento. Um corpo que pode ser considerado
geometricamente como uma linha é chamado uma distribuicao linear de matéria.
Para uma distribuicdo linear de matéria, definimos densidade linear média como
a razao entre sua massa total M e seu comprimento total ¢. Denotando tal densi-
dade por ), temos A = M /{. Podemos subdividir a linha ocupada por tal corpo
em N pequenos pedacos e tomar o limite em que N — oo e cada pedago tende a
um ponto, em analogia com o que fizemos anteriormente para os corpos tridimen-
sionais e bidimensionais. No caso dos corpos lineares, chegamos ao conceito de
densidade linear )\ para cada ponto do corpo: A = dm/d¢. Para obter a massa
total M do corpo linear, integramos a densidade linear em toda a linha ocupada
pelo corpo,
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M = dm = Adl . (36.13)

(corpo) (corpo)
Caso a densidade linear seja uniforme, seu valor serd igual ao da densidade linear
média, A\ = A = M/{. Para uma distribui¢io linear de matéria, a posicdo do

centro de massa € dada por

1

1
oy = — rdm = —/ ride. (36.14)
M (corpo) (corpo)

Exemplo 36.1

A fim de ilustrar o cédlculo da posicao do centro de massa de uma distribui¢ao
continua de matéria, consideremos o exemplo simples de metade de um anel ho-
mogéneo de raio R e massa M (o centro de massa de um anel homogéneo esta,
obviamente, no centro do anel). Por conveniéncia, escolhemos os eixos cartesi-
anos de modo que essa distribuicdo esteja no plano OX), tendo como eixo de
simetria o eixo Q) e com a origem numa posi¢ao eqtiidistante de todos os pontos
da distribui¢do, como indica a Figura 36.2.

YA YA
TF=dl = Rdb
cm;
0
0 x @

Figura 36.2: O centro de massa de meio anel homogéneo de raio R estd localizado no eixo de
simetria da distribuicdo e a uma distincia 2R /7 de seu centro.

Usando a tultima equagdo e escrevendo o vetor-posi¢cao do centro de massa

do sistema como ¢, = ZemUy + Yem Uy, (EMOS

1 1
cm = 7 )\ d€ cm - — )\ d€ .
! M \/COTPO ! © y M \/COTPO y

Como a distribuicdo é homogénea e para cada elemento de massa dM com
coordenada x existe um outro de mesma massa com coordenada —z, concluimos

facilmente que z.,, = 0.
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Para calcularmos v.,,, faremos a seguinte transformacdo de varidveis:
y = Rsenf (veja novamente a Figura 36.2). A fim de integrarmos em 0, es-
creveremos d¢ = Rdf, de modo que
AR? [T AR? T 2\R?

Yem — W ; send df = W(—COSH) 0 = 7 . (3615)
Substituindo na equagdo anterior A\ = M/(7R), temos Y., = 2R/, e com isso,
o vetor-posicdo do centro de massa desejado é dado por r.,, = (2/7)Ru,, como
indicado na Figura 36.2.

Momento de inércia de distribuicées continuas de matéria

Nesta subsecdo, vamos considerar o momento de inércia de um corpo rela-
tivo a um dado eixo. Repetindo o mesmissimo processo de limite que acabamos
de aplicar ao conceito de centro de massa, podemos partir da definicdo de mo-
mento de inércia de um sistema de N particulas e, apos tomar o limite apropriado,

escrever que o0 momento de inércia de um corpo continuo € dado pela integral

N
I = lim ZAmibf:/ v dm (36.16)

N —o0
Am;—0 =1 (COTpO)

onde b € a distancia de dm ao eixo em consideracdo. Usando o conceito de densi-

dade, temos
I= / b pdV . (36.17)
(corpo)

Analogamente, no caso de distribui¢cdes superficiais e lineares de matéria,

temos, respectivamente,

[:/ b dm = bV odA , (36.18)
(corpo) (corpo)

I:/ b2 dm = vXdl, (36.19)
(corpo) (corpo)

onde b € a distancia entre o elemento de massa dm e o eixo em consideracgao.

E importante observar que todos os teoremas sobre momentos de inércia
demonstrados na se¢do anterior sdo validos para corpos que sdo distribuicdes
continuas de massa. De fato, as demonstragdes dos teoremas, feitas para siste-
mas de [V particulas, dependiam das propropriedades de que o somatério da soma
€ a soma dos somatdrios e de que as quantidades que ndo dependem do indice

do somatdrio podem ser escritas dentro ou fora deles. Ora, também a integral da
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soma € a soma das integrais e as quantidades que ndo dependem da varidvel de
integragdo podem ser escritas dentro ou fora das integrais correpondentes. Com
isso, € fécil verificar que os teoremas anteriores podem igualmente ser demonstra-
dos para sistemas com distribuicdes continuas de massa. A seguir, mostraremos
em alguns exemplos como se calcula 0 momento de inércia de um corpo rigido.
Aproveitaremos esses exemplos para calcular o momento de inércia de alguns
corpos rigidos com os quais faremos exercicios futuramente, como barras, anéis,

discos e esferas.

Exemplo 36.2

Seja uma barra homogénea de massa M, comprimento a e secdo reta des-
prezivel, conforme ilustrado na Figura 36.3. Calculemos o momento de inércia
dessa barra em relagdo a um eixo perpendicular a ela e que passa pelo seu centro
de massa. A barra € uma distribui¢@o linear de matéria, pois sua secdo reta é
desprezivel. Sendo homogénea, sua densidade é uniforme e, portanto, dada por
A = M /a. Nio é necessdrio nenhum cdlculo para determinar o centro de massa

da barra. Como ela é homogénea, ele estd no seu centro geométrico.

Seja OZ um eixo perpendicular a barra com a origem O no seu centro de
massa, conforme indicado na Figura 36.3. Para uso futuro, também indicamos
nesta figura os eixos OX e O)Y; o eixo OX foi escolhido ao longo da barra.
Para obter o momento de inércia relativo ao eixo O Z, usamos a féormula (36.19).
Na Figura 36.3 esté claro que a distancia do elemento de massa dm até o eixo
OZ¢|x

integra¢do que abrangem toda a barra sio r = —a/2 e x = a/2.

, que o comprimento desse elemento de massa € dz e que os limites de

A

Z

Y

Figura 36.3: Barra homogénea de massa M e comprimento a. Os eixos cartesianos foram esco-

lhidos de modo que a barra esteja ao longo do eixo OX e com o seu centro de massa na origem.
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Portanto, temos

a/2 a/2
bzz/ b’ dm = kﬁAM:A/ v dx (36.20)

(barra) —a/2 —a/2
onde usamos o fato de que o médulo de um nimero ao quadrado € igual ao qua-
drado do ndmero e que a densidade linear A\ é uniforme e, portanto, pode ser
retirada da integral. A integral em (36.20) € trivial, e obtemos imediatamente

Inz = M\a? /12. Substituindo nessa expressdo o valor da densidade uniforme,

A = M /a, obtemos

1
Inz=— Ma®. 21
oz =15Ma (36.21)

Exemplo 36.3

Seja um anel homogéneo de raio R, massa M e secdo reta desprezivel. Cal-
culemos o seu momento de inércia relativo a um eixo OZ que passa pelo seu
centro de massa e é perpendicular ao plano do anel. Sendo o anel homogéneo,
seu centro de massa € o centro da circunferéncia formada pelo anel e escolhemos

nesse ponto a origem O do eixo, tal como indicado na Figura 36.4.

A
Z

Figura 36.4: Anel homogéneo de massa M e raio R localizado no plano OX’) e com o seu centro
de massa na origem.

A densidade linear do anel é A = M /(27 R). Usando a férmula (36.19) para
0 anel, obtemos

]%:/‘bwm: mezﬁ/ dm=R*M , (36.22)
(anel) (anel)

(anel)
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onde usamos o fato de que qualquer elemento de massa do anel estd a distancia R
do eixo OZ. Esse célculo € tao simples que nao foi necessdrio usar o conceito de

densidade linear. Temos, pois, para o momento de inércia do anel:
Inz = M R*. (36.23)

Exemplo 36.4

Seja um disco homogéneo muito fino de raio R e massa M, de modo que
sua espessura seja desprezivel. Ou seja, trata-se de uma distribuicao superficial de
massa com densidade uniforme o = M /(7 R?). Calcularemos o seu momento de
inércia relativo a um eixo OZ perpendicular ao plano do disco e que passa pelo
seu centro de massa. O modo mais simples de fazer esse cdlculo é aproveitar o
resultado anterior obtido para o caso de um anel homogéneo e usar um artificio
muito util em cdlculos desse tipo, que explicaremos a seguir. Consideraremos a
distribui¢do continua de matéria (o disco, no caso) como a unido de distribui¢oes
infinitesimais cujos momentos de inércia ja sdo conhecidos. No caso do disco,
iremos considera-lo como formado pela unido de anéis concéntricos de larguras
infinitesimais, como indicado na Figura 36.5. Nela, esta desenhado um anel infi-
nitesimal de raio interno r e externo r + dr, ou seja, um anel de raio r e largura

infinitesimal dr.

dr dm

Figura 36.5: Disco formado pela unido de anéis concéntricos de larguras infinitesimais dr.

Usando o fato de que o momento de inércia de um corpo qualquer em
relagdo a um eixo € igual a soma dos momentos de inércia, em relacdo a esse

eixo, de todos os subsistemas que formam esse corpo, podemos obter o momento
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de inércia do disco somando os momentos de inércia de todos os anéis infinitesi-
mais que o formam. Como veremos, por se tratar de uma distribuicdo continua,

esse processo corresponderd a uma integracgao.

O momento de inércia do anel de raio r e largura infinitesimal dr em torno
de OZ édlpz = dMr?, onde dM é a sua massa. Como a drea infinitesimal desse
anel é dA = 2mrdr, temos dM = o2mrdr, de modo que o momento de inércia do

disco € dado por
R
lpz = / dlpz = / dM r* = 270 / ridr (36.24)
disco disco 0
integrando e eliminando o, isto é, fazendo a substitui¢do o = M /(7 R?), obtemos

M 4
I(gg = 271' (—) T—
s 4

R 1
= oz = §MR2 . (36.25)
0

Exemplo 36.5

Com o mesmo tipo de raciocinio utilizado no cdlculo anterior, calcularemos,
neste exemplo, 0 momento de inércia de uma esfera homogénea de raio 12 e massa
M em relacdo a um eixo qualquer que passe pelo seu centro de massa (que obvia-
mente estd no centro da esfera). Designemos esse eixo por O Z. Consideraremos
a esfera como uma pilha de discos de espessuras infinitesimais dz, todos com seus
centros no eixo OZ e com raios apropriadamente escolhidos como indica a Fi-
gura 36.6. Na figura estd desenhado um disco genérico de raio r = R cosa, cujo
centro tem coordenada ao longo do eixo z = R sena. Esse disco tem uma espes-
sura infinitesimal dz = R cosa da, de modo que seu volume infinitesimal é dado
por dV = 7wr?dz = wR3cos’ada. A massa dm desse disco € dada, entdo, por
dm = pdV = 1w R3cos*ada, onde M = p(4/3)w R3.

O momento de inércia da esfera /»z € simplesmente igual a soma dos mo-
mentos de inércia de todos esses discos infinitesimais, ou seja, [pz = f dlpz,
onde dlpz = (1/2)dmr?. Substituindo as expressdes de dm e r escritas anterior-
mente em termos do angulo «, obtemos

+7/2

1
Ioz = imR5 / cos’ada . (36.26)

—7/2
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\
Z)
¢ /‘\ //doz
dm v
dz==--- 7 N~
¢ R
e y
O° >
S S O O S B 4

Figura 36.6: Esfera formada pela unifio de discos de espessuras infinitesimais, paralelos entre si
e todos com seus centros no eixo O Z. Por conveniénica, desenhamos apenas um corte passando

pelo centro da esfera e contendo o eixo OZ.

Essa integragdo pode ser feita facilmente se fizermos a seguinte transformagao

de varidveis:
£ =sena —> cosada=df e costa=(1—sen’a)’=1—2¢4¢*,

de modo que cos’ada = (1 — 2£2 + £*)d€. Substituindo a tltima expressdo na

integragcdo que aparece na equacao (36.26), obtemos

1 1
loz = sonf® [ (126" €Y dg
—1
1 s, 2.5 15 ‘H
= SomR {5 ¢ +5s} B
_ %;mﬁ. (36.27)

Para escrevermos o resultado em termos de M e R, basta substituir p = ﬁ,

0 que nos leva ao resultado

) TR =  Ipz= %MRQ . (36.28)

8 (3]\/[
0z

~ 15 \47R?

Exemplos simples de movimentos de rotacao de um corpo

rigido em torno de um eixo fixo.

Uma vez que aprendemos a calcular momentos de inércia de distribui¢des
continuas de matéria em relacao a um eixo, estamos aptos a resolver muitos pro-
blemas simples envolvendo corpos rigidos em movimentos de rotagdo em torno

de um eixo fixo. Para ndo alongar mais ainda esta aula, apresentaremos apenas

MODULO 4 -

159

AULA 36

CEDERJ



CEDERJ

Centro de massa e momento de inércia de distribuicoes continuas de matéria

dois exemplos, mas vdrios problemas sobre esse assunto poderao ser encontrados
na lista de problemas propostos. Nao deixe de tentar fazé-los antes de prosse-
guir, pois, com certeza, i1sso 0 ajudard muito na compreensio da préxima aula
(dltima aula tedrica de nosso curso). Os exemplos que apresentaremos a seguir
foram escolhidos cuidadosamente: o primeiro deles retrata a situagdo experimen-
tal que vocé encontrard na Aula 37, ultima aula experimental de nosso curso, e
que tem por objetivo principal medir o momento de inércia de um corpo rigido
em rotacdo em torno de um eixo fixo; ja o segundo exemplo ilustra as oscilagdes
de um péndulo fisico, nome que se da a um corpo rigido que oscila, sob a agdo da

gravidade, com um de seus pontos fixos. Passemos, entdo, a esses dois exemplos.

Exemplo 36.6

Um fio ideal tem uma de suas extreminadades presa a um bloco de massa
my que pode se mover sobre uma superficie horizontal lisa. Esse fio passa por
uma roldana de raio R e, a partir dai, tem a direcdo vertical. Em seu extremo
inferior, estd preso um outro bloco, de massa ms, que se move para baixo devido
a acdo da gravidade, como ilustra a Figura 36.7. A roldana tem momento de
inércia [ relativo ao seu eixo e pode girar em torno dele. Por hipdtese, o atrito
com o eixo € desprezivel. Suponha, ainda, que o fio ndo deslize sobre a roldana.
Essa dltima condi¢@o faz com que as velocidades dos pontos do fio em contato
com a roldana sejam iguais, em médulo, as velocidades dos pontos da periferia da
roldana. O mesmo vale para as aceleragdes, ou seja, as aceleragdes dos pontos do
fio em contato com a roldana sdo iguais, em moddulo, as aceleragdes dos pontos
da periferia da roldana. Consequentemente, como o fio € inextensivel, os blocos

terdo, necessariamente, aceleracdes de mesmo médulo.

Nosso objetivo € determinar o modulo das acelera¢des dos blocos e entender
como o momento de inércia da roldana influencia nesse resultado. Note que se a
roldana for fixada (isto é, ndo girar) e ndo existir atrito entre o fio e a roldana, o
problema fica bem simples; ecertamente vocé ja resolveu anteriormente e encon-
trou para o médulo das acelera¢des dos blocos o valor a = mog/(my +ms) (caso
nunca tenha obtido esse resultado, aproveite a oportunidade de fazé-lo agora).
Serd que esse mesmo resultado € obtido se a roldana puder girar mas seu mo-
mento de inércia for desprezivel? Ao final desse exemplo seremos capazes de

responder a essa pergunta.
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mo

Figura 36.7: Bloco pendurado por um fio ideal que, por meio de uma roldana que gira em torno
de um eixo fixo horizontal, puxa um outro, que desliza sem atrito sobre uma superficie horizontal.

Por conveniéncia, escolheremos o eixo O Z perpendicular a roldana, apon-
tando para dentro do papel e com origem no centro da roldana. Para descobrir o
modulo da aceleragdo de cada bloco, que denotaremos por a, devemos escrever as
equagoes de movimento apropriadas para cada um dos trés corpos envolvidos no
problema. Aplicando a Segunda Lei de Newton aos blocos, temos,

T, = ma (36.29)
meg — 15 = mea, (36.30)

onde 7T} e T5 sdo as tensdes nas partes do fio em contato com o bloco de massa m,
e em contato com o bloco de massa ms, respectivamente (por que essas tensoes

nao sdo iguais, ja que trata-se do mesmo fio?).

Para o movimento de rotacdo da roldana em torno do eixo (fixo) OZ, va-
mos utilizar o Teorema do Momento Angular e Torque. Observando que tanto o
peso da roldana quanto a forca exercida pelo eixo sobre ela ndo produzem torque

relativo a origem, pois estdo aplicadas justamente nesse ponto, temos
(I, —T)R= I, (36.31)

onde o é a componente da aceleracdo angular vetorial da roldana ao longo do
eixo OZ. Note, agora, que com as trés equagdes (36.29), (36.30) e (36.31) nao
somos capazes, ainda, de resolver o problema, pois nelas temos quatro incognitas,
a saber, 77, 15, a e a. Devemos buscar mais uma equacao relacionando algumas

dessas quantidades. Lembrando que as aceleracdes dos pontos da periferia da

MODULO 4 -

161

AULA 36

CEDERJ



CEDERJ

Centro de massa e momento de inércia de distribuicoes continuas de matéria

roldana t€m, todos, aceleracdes de médulo aR e usando o fato de que o fio ndo

desliza sobre a roldana, podemos afirmar que

a=aR — «a= R (36.32)

Agora sim, as equacdes (36.29), (36.30), (36.31) e (36.32) nos fornecem um
sistema de quatro equacdes e quatro incOgnitas. A solucdo desse sistema serd
deixada como problema proposto. Aqui, nos limitaremos apenas a colocar os

resultados e fazer os comentardrios pertinentes. Pode-se mostrar, entdo, que

mag
= ; 36.33
“4 my + meo + I/R2 ’ ( )
mimag
Ty = ; 36.34
mimag I
T, = 14+4——-=. 36.35
2 m1+m2+I/R2 ( +m1R2) ( )

Uma inspec¢do direta nas equacdes anteriores nos mostram que no limite em que
I — 0, temos:
a—> _M29 e Ty, — 1T,
my + Mo

de modo que a pergunta que fizemos no inicio desse exemplo fica respondida.
Esse ¢ um resultado bastante natural, pois, nesse limite, a inércia da roldana para
o movimento de rotagdo € nula, ou seja, ela pode adquirir aceleracdo angular “a
custo zero”, sem que nenhum torque resultante sobre ela seja necessario. Por esse
mesmo motivo, as tensdes nas duas partes do fio passam a ser iguais. Se 1Sso0 nao
ocorresse, haveria um torque resultante sobre a roldana e, como I = 0, ela iria

adquirir uma acelerac¢do angular infinita, o que ndo faria sentido.

Exemplo 36.7

Neste exemplo, vamos considerar um corpo rigido que estd suspenso por
um de seus pontos e estudar as suas oscilagdes sob a acdo da gravidade. Vamos
supor que o movimento do corpo € tal que cada um de seus pontos descreve um
movimento num plano vertical. Esse tipo de péndulo, formado por um corpo
rigido oscilando em torno de um eixo que passa por um de seus pontos € chamado,
como ja mencionamos, pé€ndulo fisico.

Por simplicidade, vamos supor que o nosso péndulo fisico seja formado
por uma barra homogénea, de massa m e comprimento ¢, que tem seu extremo
superior fixo como indica a Figura 36.8. Escolheremos os eixo cartesianos de
modo que a barra oscile no plano OX ), com seu extremo superior na origem dos

eixos, com o eixo OX& na vertical e apontando para baixo, e com o eixo Q) na
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( >
O Y
u,
2\

Figura 36.8: Barra homogénea de massa M e comprimento ¢ que tem seu extremo superior fixo
e oscila sob a a¢@o da gravidade.

horizontal e apontando para a direita. Seja 6 o dngulo formado entre a barra e o
eixo OX.

Para estabelecermos a equacgdo diferencial de movimento para a barra, va-
mos utilizar o Teorema do Momento Angular e Torque, que no caso em questao

pode ser escrito na forma
dL
dt
onde L ¢ o momento angular da barra relativo a origem, 7 € o torque externo

ET

I, (36.36)

total sobre a barra relativo a origem, e / o momento de inércia da barra relativo a
um eixo perpendicular a ela que passa por um de seus extremos. Sendo o peso da

barra a Unica forga externa que produz torque relativo a origem, temos
l
T =Ty X M = —émg senfu, . (36.37)

O sinal negativo surge, pois quando 6 > 0, temos senf > 0 e, portanto, T aponta
para dentro da folha de papel, no sentido contrdrio ao do unitdrio u,. Quando
6 < 0, temos senf < 0 fazendo com que 7 aponte para fora da folha de papel,
no mesmo sentido do unitdrio u, (faca mentalmente esses produtos vetoriais e

verifique agora mesmo as afirmativas anteriores).

Em contrapartida, usando o fato de que w = (df/dt)u,, temos

dw  d*0
==z u, . (36.38)
A partir das equagdes (36.36), (36.37) e (36.38), obtemos
d?0 d?0 l
—img senfu, = ]ﬁ u, = el + % senf =0 . (36.39)
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Substituindo na equagdo anterior o momento de inércia da barra relativo ao eixo
OZ, dado por I = (1/3)m(? (veja o problema proposto 3), e supondo, ainda, que
|0] << 1 (pequenas oscilagdes), obtemos
2

(cjl—tf + %0 =0. (36.40)
Portanto, no caso de pequenas amplitudes de oscilag@o, a barra executa oscilagdes
harmoénicas de periodo igual a 274/2¢/3g. No problema 9 vocé analisard as
oscilagOes dessa barra considerando pontos de suspensao intermedidrios entre o

extremo da barra e seu centro de massa.

Resumo

E justamente nesta aula que o simbolo de somatdrio aparece pela primeira
vez. Ele € definido de modo que a soma a; + as + ... + ax seja escrita na forma

N
a1+ ag + ... +ay = E a; .
i=1
Ja usando esse novo simbolo, a posicdo do centro de massa de um sistema de
N particulas e seu momento de inércia em relacdo a um certo eixo sdo dados,

respectivamente, por

1 N N
r ——E m;r; e I = E m;b?
cm_M 1t - 1Y
i=1 =1

onde M € a massa total do sistema e b; € a distancia da i-ésima particula ao eixo

em consideracao.

O momento de inércia de um sistema qualquer € igual & soma dos momen-
tos de inércia de todos os subsistemas que o compdem. O Teorema dos Eixos
Perpendiculares afirma que se toda a massa de um sistema estiver num plano, a
soma de seus momentos de inércia relativos a dois eixos que pertencem a esse
plano e sdo ortogonais entre si € igual ao momento de inércia do sistema relativo
a um eixo perpendicular ao plano e que passa pela interse¢do dos dois primeiros
eixos. O Teorema dos Eixos Paralelos afirma que o momento de inércia de um
sistema relativo a um eixo qualquer € igual a soma de dois outros momentos de
inércia: o momento de inércia do centro de massa relativo a esse eixo € 0 mo-
mento de inércia do sistema relativo a um eixo que passa pelo seu centro de massa

e € paralelo ao primeiro eixo.

No caso de distribui¢des continuas de matéria, a posi¢ao do centro de massa
da distribuigdo ¢ dada por r.,, = (1/M) [ rdm , onde r ¢ o vetor-posi¢do do

corpo
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elemento de massa dm do corpo em consideracdo. No caso de uma distribuicdo
volumar de matéria, fazemos, na integral anterior, a substituicio dm = pdV,
onde p é a densidade volumar de massa do corpo (uma esfera, por exemplo).
Analogamente, no caso de uma distribuicdo superficial de matéria, escrevemos
dm = odA, onde o é a densidade superficial de massa do corpo (um disco, por
exemplo), e no caso de uma distribui¢do linear de matéria, escrevemos dm =
Adl, onde A € a densidade linear de massa do corpo (uma barra muito delgada,

por exemplo).

O momento de inércia de uma distribui¢do continua de matéria em relagao
a um certo eixo é dada por [ = f m{)f dm , onde b € a distancia entre o eixo
e o elemento de massa dm. Analogamente ao que se faz no caso do cdlculo
da posicdo do centro de massa, substitui-se dm por pdV, odA ou Ad¢ no caso
de a distribuicdo de matéria ser volumar, superficial ou linear, respectivamente.
O momento de inércia de uma barra homogénea de massa M e comprimento ¢
em relacdo a um eixo perpendicular a ela e que passa por seu centro de massa é
(1/12)M¢?. O momento de inércia de um anel homogéneo de massa M e raio
R em relagdo a um eixo perpendicular a ele e que passa por seu centro de massa
é M R?. O momento de inércia de um disco homogéneo de massa M e raio R
em relacdo a um eixo perpendicular a ele e que passa por seu centro de massa €
(1/2)M R?. O momento de inércia de uma esfera homogénea de massa M e raio
R em relagiio a um eixo que passa por seu centro de massa € (2/5) M R?.

Questionario

1. Explique em poucas palavras o que significa tratar um corpo como uma

distribui¢do continua de matéria.

2. Explique por que o momento de inércia de uma barra homogénea relativo a
um eixo perpendicular a barra e que passa pelo seu centro de massa € menor
do que o seu momento de inércia relativo a um eixo perpendicular a barra e

que passa por um de seus extremos.

3. A posicao do centro de massa de um sistema deve coincidir, necessaria-

mente, com a posi¢cao de alguma das particulas que o compdem?
4. O que é um péndulo fisico?

5. Por que ponto de uma barra homogénea devemos penduré-la para que as

MODULO 4 - AULA 36

165

CEDERJ



Centro de massa e momento de inércia de distribuicoes continuas de matéria

pequenas oscilagdes em torno de sua configuracdo vertical de equilibrio
tenham o menor periodo possivel (considere oscilagcdes sempre no mesmo

plano vertical)?

6. Um corpo rigido é pendurado por um de seus pontos e abandonado, sob
a acdo da gravidade. Em principio, ele forma um péndulo fisico, como
ocorreu no caso de uma barra discutido no texto. Qualquer que seja esse

ponto, o corpo rigido ird necessariamente oscilar?

7. Responda se a afirmativa € falsa ou verdadeira e justifique a sua resposta:
a configuracdo de equilibrio de um péndulo fisico (formado por um corpo
rigido) € aquela em que a reta que passa pelo ponto de suspensio do corpo

e o seu centro de massa tém a direcdo vertical.

Problemas propostos

1. Considere inicialmente um disco homogéneo, de densidade superficial
o, centro C' e raio R. Imagine, agora, que retiramos desse disco um disco
menor, de raio r, e cujo centro estd localizado a uma distancia d de seu cen-
tro C, onde r < R — d. Determine o momento de inércia do disco furado,
isto €, do disco de raio R ap0s ter sido retirado dele o disco de raio r, em

relacdo a um eixo perpendicular ao disco que passa pelo seu centro C'.

2. Calcule o momento de inércia de um anel homogéneo de massa M e raio R
relativo a um eixo pertencente ao plano do anel e que passe pelo seu centro
de massa utilizando os seguintes procedimentos:

(a) a partir da definicdo de momento de inércia relativo a um eixo;

(b) utilizando o Teorema dos Eixos Perpendiculares. Confira o resultado

com o obtido no item anterior;
(c) repita os procedimentos feitos nos itens anteriores, mas considerando

um disco homogéneo de massa M e raio R no lugar do anel.

3. Calcule o momento de inércia de uma barra homogénea de massa M e com-
primento ¢ em relacdo a um eixo perpendicular a ela e que passa por um de
seus extremos utilizando os seguintes métodos:

(a) a partir da definicdo de momento de inércia relativo a um eixo;

(b) utilizando o Teorema dos Eixos Paralelos. Confira o resultado com o

obtido no item anterior.
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4. Calcule o momento de inércia de uma casca esférica homogénea, de massa

M e raio R, em relagdo a um eixo que passe pelo seu centro de massa.

Sugestao: considere a casca como a unido de vdrios anéis inifitesimais e

some (integre) os momentos de inércia de todos esses anéis.

5. Determine o momento de inércia de uma esfera homogénea de massa M e
raio R usando o seguinte procedimento: considere a esfera como a unido
de vdrias cascas esféricas de espessura infinitesimal (como uma cebola) e,
utilizando o resultado do problema anterior, some os momentos de inércia

de todas essas cascas. Confira o resultado com o obtido no Exemplo 36.5.

6. Neste problema, vocé reobterd o momento de inércia de uma esfera ho-
mogénea de massa M e raio R explorando a sua simetria esférica. Note,

inicialmente, que

(Iox + Loy + loz)

1
lox = loy = Ipz = 3

Usando, entdo, os resultados

IOX:/dm(y2+22) : on:/dm(x2+z2) ; CIOZZ/dm(IL’Q—FyZ) )

sfera sfera sfera

mostre que

8 R
]@Z:ip/ ’1“4d7“,
0

onder = (2% +y* + 22)1/ ? Resolva a integral e compare o resultado com

o obtido na aula e no problema anterior.
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7. Considere as seguintes distribuicdes continuas de matéria e determine os

respectivos vetores-posi¢do do centro de massa:

(a) metade de um disco homogéneo de densidade superficial de massa o
e raio R.

(b) a distribuicao superficial de matéria considerada no problema 1.
8. Reconsidere, aqui, o problema discutido no Exemplo 36.6.

(a) Resolva o sistema formado pelas equacdes (36.29), (36.30), (36.31)
e (36.32), e obtenha os resultados expressos nas equagdes (36.33),
(36.34) e (36.35).

(b) Supondo que em ¢y, = 0 o sistema seja abandonado do repouso, calcule
as energias cinéticas dos dois blocos, K7 e K5, apds o segundo bloco
ter descido uma altura h. Verifique que mogh # K; + K, ou seja,
que a energia mecanica dos blocos ndo € uma constante de movimento.

Explique por que isso ocorre.

9. Considere um péndulo fisico formado por uma bara homogénea de massa
M e comprimento ¢ que estd suspensa ndo por seu extremo superior, mas
por um ponto localizado a uma distancia s de seu centro de massa, onde
0 < s < /¢/2, como indica a Figura 36.9.

\

O\ \s y
@\CIm
0

zY

Figura 36.9: Barra homogénea oscilando por um ponto intermedidrio entre o seu centro de massa

e um de seus extremos.

(a) Utilizando o Teorema do Momento Angular e Torque adequadamente,

escreva a equagdo diferencial do movimento da barra.
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(b) Determine o periodo das oscilagdes da barra no caso de pequenas am-
plitudes de oscilagdo (|0| << 1).

(c) Mostre que, no limite em que s — ¢/2, o periodo encontrado no

ultimo exemplo desta aula é recuperado.

(d) Analise o limite em que s — 0 e interprete o resultado.

10. Neste problema, vocé aprenderd a obter a equacdo diferencial do movi-
mento de um péndulo fisico utilizando a Lei da Conservacao da Energia
e ndo o Teorema do Momento Angular e Torque. Com esse objetivo, recon-
sidere o péndulo fisico discutido no dltimo exemplo desta aula, a saber, uma
barra homogénea de massa M e comprimento ¢ que estd suspensa por seu

extremo superior e executa oscilacdes sempre num mesmo plano vertical.

Seja 6 o angulo entre a barra e a vertical numa configuragao genérica. Es-
creva a energia cinética da barra K em termos de 0 e a sua energia potencial
gravitacional U em termos de 6. Sabendo que a energia mecanica da barra
E = K + U é uma constante de movimento, imponha que dE/dt = 0 e
obtenha a equacdo de movimento da barra. Verifique o seu resultado com o
obtido na equacao (36.39).

11. Considere um péndulo fisico formado por uma barra homogénea de massa
M e comprimento ¢ que estd suspensa por um eixo que passa por um de

seus extremos. A barra é abandonada do repouso quando estd na horizontal.

(a) Calcule a velocidade do centro de massa da barra quando ela estd
na vertical.

(b) Calcule, ao longo da dire¢dao da barra, a componente da forca que o
eixo exerce sobre o extremo articulado da barra quando ela faz um

angulo 6 com a vertical.

12. Uma haste rigida de massa desprezivel tem presa em seu extremo inferior
uma esfera de massa M e raio R e tem seu extremo superior fixo a um su-
porte articulado de modo que ela pode oscilar sempre num mesmo plano
vertical. A distancia do ponto de suspensdo (extremo superior da haste) e
o centro da esfera € /. Determine o periodo das oscila¢des de pequena am-
plitude dessa barra. Faca uma estimativa do erro que estaremos cometendo
no célculo desse periodo se aproximarmos essa esfera por uma particula de

massa M localizada no seu centro.
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Auto-avaliacao

Vocé deve ser capaz de responder ao questiondrio inteiro e deve tentar re-
solver todos os problemas propostos. Em principio, vocé so deve encontrar di-
ficuldades nos udltimos problemas, a partir do problema 8 e, em especial, no
problema 12, o mais dificil da lista. Note que os seis primeiros testam apenas a sua
capacidade de calcular momentos de inércia de distribui¢des continuas de matéria,
utilizando os teoremas apropriados quando necessario. O problema 7 testa a
sua habilidade para calcular a posicdo do centro de massa de uma distribuicio
continua de matéria. Portanto, os sete primeiros problemas da lista, basicamente,
sdo generalizagdes de cdlculos que vocé aprendeu a fazer em aulas anteriores.
J4 os problemas restantes envolvem dindmica de rotacdo de um corpo rigido em
torno de um eixo fixo. Embora sejam um pouco mais complicados, vocé€ também
deve ser capaz de resolvé-los, ainda que essa tarefa lhe exija um pouco mais de
trabalho. Note que alguns deles, como por exemplo os problemas 9 e 11, sdo
generalizagOes de problemas propostos na aula anterior. Nao passe para a proxima

aula sem ter resolvido pelo menos dez problemas da lista.
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Aula 37 — Movimento geral de um corpo rigido

Objetivos

e Mostrar que 0 movimento mais geral de um corpo rigido € uma superposicao

de uma translagao com uma rotagao.

e Entender o movimento de rolamento sem deslizamento de um corpo rigido
sobre uma superficie e aprender a condi¢do para que esse movimento

possa ocorrer.

e Aprender a definicio de movimento plano de um corpo rigido e estabelecer

as equagoes diferenciais que regem esse tipo de movimento.

e Saber resolver problemas simples envolvendo corpos rigidos como esferas,

discos, etc., em movimentos planos.

e Entender qualitativamente o movimento de um pido.

Introducao

Jogue para cima um apagador de quadro-negro e observe o seu movimento.
Dependendo do modo como ele for arremessado, o seu movimento serd tao com-
plicado que parecerd impossivel acreditar que existe um modo simples e sis-
temdtico de descrevé-lo. Vocé verd que, a cada momento, o apagador realiza
uma composi¢do de dois movimentos. Um simples movimento de translacio e
um movimento que, instantaneamente, € de rotagdo em torno de um eixo, como
o estudado na Aula 35. Dizemos instantaneamente porque o eixo de rotacdo nao
permanece necessariamente fixo a medida que o tempo passa, como nas situacoes
estudadas nas aulas anteriores. Para chegar a essa conclusao, serd necessario de-
monstrar uma férmula que chamaremos férmula fundamental da cinemaética do
corpo rigido. Sua deducdo ndo € simples e tomaré toda a se¢io seguinte. Mas sa-
bemos que valerd a pena, pois ela nos ajudard muito a compreender 0 movimento
geral de um corpo rigido. De posse da férmula fundamental, passaremos a sua
interpretagcdo na se¢do seguinte. A partir dessa formula também estabeleceremos
uma importantissima relagdo entre a velocidade do centro de massa de um corpo
rigido e a sua velocidade angular vetorial, para os movimentos onde hd desliza-
mento com a superficie que estd em contato com o corpo. Finalizaremos esta aula
apresentando diversos exemplos de movimentos de um corpo rigido. Eles podem
ser discutidos com a teoria desenvolvida nas primeiras secOes desta aula e das
aulas anteriores.
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Formula fundamental da cinematica do corpo rigido

Nesta se¢do, obteremos a formula fundamental da cinemética de um corpo
rigido. Ela afirma que a cada instante o movimento de um corpo é uma combinacao
de um movimento de translagdo com um movimento de rotagdo. Para demonstra-
la, teremos de usar dois sistemas de eixos cartesianos e suas duas bases corres-
pondentes formadas por vetores ortonormais. A demonstracao € trabalhosa, mas
como o resultado vale para qualquer movimento de um corpo rigido, o esforco

ndo sera em vao.

Consideremos o movimento de um corpo rigido em relagcdo a um referencial
com eixos OX Y Z, cujos unitdrios continuaremos a representar por u,, u, € u..
Para estudar esse movimento, é conveniente considerar um outro sistema de eixos,
que denotaremos por O'X’Y' Z’ e que € fixo em relacdo ao corpo rigido. Dizer que
O'X'Y' 2’ estd fixo em relagdo ao corpo rigido € o mesmo que dizer o corpo rigido
nao tem nenhum movimento em relagdo a O’ X’)’ Z’; o corpo rigidoe O'X')' Z’
sdo imdveis um em relacdo ao outro. Consequentemente, se o corpo rigido se
mover em relagdo aos eixos OX Y Z, o sistema de eixos O'X'Y'Z’ também se
moverd em relagdo aos eixos OX )Y Z, pois o sistema O’ XY’ Z' estd solidario ao
corpo rigido. Vamos chamar O’'X’)’Z’ sistema de eixos do corpo rigido. Os
vetores unitdrios do sistema desse sistema de eixos serdo denotados por u’, u; e
u’,. A Figura 37.1 mostra os unitdrios u,, u, e u, do sistema de eixos OXYZ e
a sua origem ). Evitamos desenhar os eixos para ndo complicar a figura. Nessa
figura, também aparecem os unitdrios u;,, u;, u} e a origem O’ do sistema de
eixos O'X'Y' Z'.

Finalmente, estd ilustrado na Figura 37.1 o corpo rigido, um ponto P;, fixo
em relagdo ao corpo rigido, e trés vetores r;, r/ e ro.. O vetor r; é o vetor-
posicdo do ponto P; em relag@o ao sistema de eixos OX Y Z; r; € o vetor-posi¢do
do mesmo ponto relativo ao sistema de eixos O'X'Y'Z’, e ro: é 0 vetor-posigao
da origem do sistema O’'X’)’'Z’ em relagdo ao sistema de eixos OX)YZ. Na

Figura 37.1 vemos, claramente, que
r, =ro +r,, (37.1)

isto é, o vetor-posi¢do do ponto F; relativo ao sistema de eixos OX Y Z, r;, é igual
ao vetor-posi¢do desse mesmo ponto relativo ao sistema de eixos O'X'Y'Z’, r/,
somado ao vetor-posicdo da origem desse segundo sistema de eixos relativo ao

primeiro sistema de eixos, ro-.

Preste aten¢do ao fato de que F; é um ponto qualquer fixo, por hipétese,

em relacdo ao corpo rigido. O ponto F; pode ser a posi¢cdo de uma das particulas
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do corpo rigido, como aparece ilustrado na Figura 37.1 ou pode ser um ponto
fora do corpo, mas também fixo em relacdo a ele. Desse modo, se quisermos,
poderemos considerar F; tanto como o ponto onde se encontra a particula 7 do
corpo rigido quanto um ponto fora do corpo rigido, desde que esse ponto seja
imoével em relagdo a ele.

Figura 37.1: Os unitdrios u,, u, e u, sio os do sistema OX' Y Z, fixo no referencial inercial que
estamos usando para estudar o movimento do corpo rigido. Os unitdrios u;, uj e u’, sio os do
sistema OX 'Y’ Z’, que estd fixo em relagdo ao corpo rigido e, conseqiientemente, move-se junto
com ele.

Como o corpo rigido nao se move relativamente aos eixos O'X’'Y'Z’, e o
ponto P; estd fixo em relagdo ao corpo rigido, concluimos que as coordenadas
desse ponto, nesse sistema de eixos, sdo constantes. Portanto, representando por

x;, Y; € z; as coordenadas de P; no sistema de eixos O’'X’)'Z’, temos
x; = constante , y/ = constante e 2/ = constante. (37.2)
O vetor posi¢do do ponto F;, em relacdo a esse sistema de eixos, é
r; = rju, +yju, +zul . (37.3)

Esse vetor estd fixo em relagdo ao corpo, do mesmo modo que os unitdrios u;, u;,
e u,. Exatamente por esse motivo, os vetores r;, U, u; € U, seguem o corpo em

seu movimento relativo ao sistema de eixos OX )Y Z. Esses vetores mudam com
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o tempo relativamente ao sistema de eixos OX ) Z e podemos calcular as suas
derivadas temporais do ponto de vista de um observador nesse sistema de eixos.

Temos, entao,

dr! d
dtz = - {xi’u;C + yi’u; + zi’u;}
du’ du/ du’
/ x / Y / z
e I e L 37.4
Ti dt Yi dt Zi dt ( )

onde usamos o fato de que dz/dt = 0, etc., uma vez que sdo constantes as coor-
denadas de P, relativas ao sistema de eixos O'X’)’ Z’, como ja vimos em (37.2).
Vamos agora obter as derivadas em relacao ao tempo dos vetores da base ortonor-
mal u), u; e u,. Essas derivadas, du,,/dt, du; /dt e du’,/dt, sdo vetores e, por

isso, podem ser expandidas na prépria base ortonormal u;, u; e u’,

du/

dtx = a,u, +a,u, +a,u;,
du/
d—ty =bu, +bu, +bu. e

du

dtz = cu, +cu, +cu . (37.5)

onde aparecem as componentes a, a, ..., ¢, que desejamos calcular. Como a base

¢€ ortonormal, temos

u,cu,=1, u -u =1, u -u/ =1, (37.6)

u, -u, =0, u,-u, =0 u -u.=0. (37.7)

Fazendo o produto escalar de u}, u; € u, por ambos os membros de (37.5),

e usando as equagdes (37.6) e (37.7), obtemos as componentes

a/:u/_du; a/_u/_du; e a/_u/.du:;
TR g VY dt P dt
" , duy " , duy " , du,
T dt T Y Y dt P e
du] du] du]
. =u, - d—tz , ¢, =, - dtz e ., =ul- dtz (37.8)
Derivando ambos os membros da primeira igualdade em (37.6), obtemos
d / / du;; / ’ du; _
pm (u, - u,)=0 = Ut = 0, (37.9)

Utilizando a propriedade de simetria do produto escalar, ou seja, a- b = b - a,

a ultima equacgdo toma a forma

u/ - —=% =0, (37.10)
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ou seja, u,, - (du./dt) = 0. Conseqiientemente, a primeira componente @, em
(37.8) é nula, a!, = 0. Analogamente, derivando ambos os membros das outras

duas igualdades em (37.6), concluimos também que a; = 0 e a, = 0.

Derivando os dois membros da primeira igualdade em (37.7), obtemos

d du, du,
%(u;~u;)20 = dt.u;jLu;'d—ty:O’
ou seja,
du’ du’
u! - ;x+u;~d—;’:o. (37.11)

De acordo com as expressdes das componentes dadas em (37.8), a ultima ex-
pressdo afirma que a;, + b, = 0. Semelhantemente, derivando ambos os membros
das duas outras igualdades em (37.7), concluimos também que o/, + ¢, = O e

"+ ¢, = 0. Ao todo, vemos que as componentes tém de satisfazer as condigdes

a,=a,=a,=0, bU,=-a, a,=-c e c=-b . (3712
Usando essas condi¢des em (37.5), obtemos
du; / / / /
p =a,u, —cu,,
du/
d—ty = —ayu, +bu. e
d !/
% — cu/ — bl . (37.13)

Portanto, as derivadas temporais dos unitdrios que se movimentam junto com o
corpo rigido podem ser escritas em termos de apenas trés componentes, ¢, a,
e b,. A continuagdo desse nosso cdlculo mostrara que ¢ conveniente mudar os
simbolos dessas coordenadas. Passaremos a usar para ¢, o simbolo w;, para a;, 0
simbolo w’, e para b’,, o simbolo w/.. A partir de agora, vamos escrever a equagao
(37.13) em termos desses novos simbolos. Fazendo isso, obtemos

du/ [ /.7

d; =Wy — Wy,

du/

d—ty = —w/u, +wyu, e

duz, 1./ i

= Wyle T Wl (37.14)

Note que, de acordo com as formulas escritas em (37.8), as componentes
/A V] r_ ro_ ~
w, = b, w, = ¢, e w, = a, sdo dadas por
/ /
du; du

T I T W, = dtx-u;. (37.15)

MODULO 4 - AULA 37
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Resta, agora, substituir as expressdes das derivadas temporais dos unitérios,

escritas em (37.14), na equacgdo (37.4) para obtermos

dr!
dt

= z; (W, —wul) +y/(—wu, +wul) + 2/ (wu, —wyu,), (37.16)

que pode ser reescrita como

dr!
dt

= (wyz; — wiyu, + (Wor] — wpz)u, + (W —wyz)jul . (37.17)
O lado direito de (37.17) é, precisamente, o produto vetorial w X r’, do vetor
W = w,u, +w,u, +w.u; (37.18)

pelo vetor r; = z/u; + y/u, + z/ul, definido em (37.3). Conseqlientemente,
nosso resultado (37.17) pode ser escrito, simplesmente, como
dr/
dt

—wxr,. (37.19)

Esse € o resultado mais dificil no caminho para chegar a férmula fundamental da
cinematica do corpo rigido. Agora, voltemos a situacdo descrita na Figura 37.1.
Temos a relacdo (37.1) para os vetores-posi¢do do ponto F; relativos aos dois
respectivos sistemas de eixos em uso, o sistema de eixos OX ) Z, em relacdo ao
qual estamos considerando o movimento do corpo rigido, e o sistema de eixos
O'X'Y'Z’, fixo em relagao ao corpo rigido. Derivando em relagdo ao tempo os

dois termos da igualdade em (37.1), obtemos

dI‘i dI‘O/ dr/
ari _ ar; 2
a - @ a (37.20)

O lado esquerdo dessa equacdo € a velocidade v; do ponto F; em relacdo ao sis-
tema de eixos OX Y Z, isto €, em relagdo ao nosso referencial inercial. O primeiro
termo do lado direito € a velocidade v, do ponto escolhido como a origem do
sistema de eixos O’'X’Y’'Z’. Finalmente, o segundo termo no membro direito da
equagdo (37.20) € a derivada que obtivemos em (37.19). Nao nos esquecamos
de que o sitema de eixos O'A’Y'Z’ e o ponto P, sdo fixos em relagio ao corpo
rigido e se movimentam junto com ele em relagdo ao sistema de eixos OX )Y Z.
Portanto, obtemos de (37.20) o resultado

V, =Vor + W X I'; . (37.21)

Essa é a formula fundamental da cinematica do corpo rigido. Na proxima
secdo, veremos as informacdes que ela nos da sobre o movimento geral de

um corpo rigido.
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Na secdo anterior, obtivemos a formula fundamental (37.21), na qual a ve-
locidade v; de um ponto qualquer P;, imével em relag@o ao corpo rigido, € escrita
como a soma especial em (37.21), a saber, v; = vp:+w x r;. Ela é a soma da ve-
locidade de um outro ponto fixo em relag@o ao corpo rigido, que chamamos ponto
O’, com um termo que envolve o vetor W, cujas componentes no sistema de eixos
fixos em relacdo ao corpo, O’ X’Y’'Z’, sdo dadas por (37.15). Vamos analisar essa

formula fundamental.

Primeiramente, suponhamos que os unitdrios u, u’y, u’,, que estdo fixos em
relacdo ao corpo, ndo mudem de dire¢do e sentido durante o movimento do corpo.
Nesse caso, dizemos que o corpo se move sem mudar sua orientacao no espaco,

como estd exemplificado na Figura 37.2.

Figura 37.2: Durante um movimento de transla¢do a orienta¢do do corpo rigido ndo muda; cada

vetor unitario fixo em relagdo ao corpo permanece também com dire¢do e sentido constantes.

Se um unitdrio tem direcao e sentido constantes, além do seu médulo cons-
tante e igual a 1, entdo ele € um vetor constante. Lembre-se de que o seu deslo-
camento no espaco junto com o corpo nao afeta essa constancia, pois um vetor é
definido por um médulo, uma direcdo e um sentido, ndo importanto o ponto do
espago onde desenhamos sua seta. Mas sendo os unitdrios u,, u;, u/, constantes,

temos que suas derivadas temporais sdo nulas e, portanto, também € nulo o vetor
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w, de acordo com a equacdo (37.15). Conseqiientemente, a férmula fundamental
(37.21) se reduz a
V, =Vor. (3722)

Como P; € um ponto fixo em relagdo ao corpo rigido, podemos considera-lo como
a posi¢do de uma particula qualquer do corpo, que chamaremos particula 7. Nesse
caso, a formula (37.22) afirma que qualquer particula ¢ do corpo tem a mesma ve-
locidade que o ponto O’. Mas um movimento no qual todas as particulas do corpo
tém a mesma velocidade é, simplesmente, um movimento de translacao. Portanto,
se o corpo rigido se move sem mudar sua orientacdo, o seu movimento € um mo-
vimento de translacdo, com velocidade igual a velocidade v, de algum ponto
escolhido como fixo em relagdo ao corpo rigido. Concluimos, entdo, que a velo-
cidade v+ na férmula fundamental (37.21) tem o significado de uma velocidade

de translacdo do corpo rigido.

Vamos passar agora ao caso em que o ponto O, fixo em relagdo ao corpo
rigido, permanece imdvel em relacido ao nosso referencial inercial. Nesse caso, o
seu vetor posicdo rp. permanece constante durante o0 movimento do corpo rigido,

sua velocidade v+ € nula e a férmula fundamental (37.21) se reduz a
Vi=Ww X, (37.23)

Vamos comparar essa féormula com a férmula (34.10) da Aula 34, que descreve
um movimento de rotacdo do corpo rigido em torno de um eixo fixo. As duas
férmulas sdo exatamente iguais, embora haja uma diferenca nos seus significa-
dos. A férmula (34.10), da Aula 34, descreve um movimento de rotacao do corpo
rigido em torno de um eixo fixo. Isso significa que, em todos os instantes do movi-
mento, o vetor velocidade angular w tem direcdo constante, pois ele € paralelo ao
eixo de rotagdo. Ja a formula (37.23), obtida nesta aula, ndo faz nenhuma restri¢ao
a direcdo do vetor w que nela aparece; no movimento geral do corpo rigido, que
estamos considerando nesta se¢do, a direcao do vetor w pode mudar a cada ins-
tante, como também pode mudar o seu médulo. Com isso, poderemos concluir
que (37.23) descreve um movimento de rotagdo do corpo rigido com velocidade
angular instantanea w, velocidade essa que pode estar mudando a cada instante

do movimento. Vamos prosseguir para esclarecer esse fato.
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Figura 37.3: No movimento do corpo rigido em que o ponto O’ permanece em repouso, todos os
pontos da reta que passa por O’ e tem a direcdo do vetor W também estdo em repouso no instante
em consideragdo.

A Figura 37.3 mostra o corpo rigido, com o ponto O’ em repouso durante
0 movimento, e um eixo O’VV que passa por esse ponto e tem a dire¢do do vetor
w no instante considerado. Se considerarmos F; como um ponto qualquer desse

eixo, veremos que seu vetor-posicdo r; passa a ter a mesma dire¢ao de w.

Nesse caso, o produto vetorial em (37.23) € nulo, isto é, a velocidade v;
do ponto F; € nula. Portanto, no instante considerado, todos os pontos do eixo
O’W tém velocidade nula. Esse eixo é chamado eixo instantineo de rotacao,
no instante considerado. Note que, em um outro instante, o vetor W pode ter uma
outra direcdo, de modo que o eixo instantaneo de rotacdo também pode mudar
com o tempo; dai a necessidade de chama-lo “instantaneo”. O vetor w é chamado

velocidade angular instantanea de rotagio.

Pela defini¢do de produto vetorial da equagdo (37.23) vemos que, a cada ins-
tante, a velocidade de cada particula do corpo rigido é perpendicular a W e a r.
Também obtemos que todas as particulas do corpo rigido situadas a uma mesma
distancia do eixo instantaneo de rotacao t€ém velocidades de mesmo médulo, como
vocé pode verificar rapidamente. Essas propriedades mostram que podemos ilus-
trar o movimento do corpo rigido no instante considerado usando uma figura se-

melhante a 34.1, da Aula 34. Porém, € importante lembrar que na Aula 34 essa
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Em geral, o angulo entre o eixo
de simetria do pido e a direcdo
vertical varia com o tempo,
movimento chamado nutacgao;
além disso, a rapidez com que o
pido gira em torno de seu eixo de
simetria e a rapidez com que esse
eixo de simetria gira em torno da
direcdo vertical também variam
com o tempo, fazendo com que,
no caso geral, o movimento de
um pido de ponta fixa seja
bastante complicado. Vale
mencionar que, qualquer que seja
seu movimento, a sua energia
mecénica se conserva, pois s6 o
peso realiza trabalho.

CEDERJ

figura ilustrava o movimento de rotagc@o do corpo rigido em torno de um eixo fixo,
enquanto neste caso estd aberta a possibilidade de o eixo de rotacdo O’V mu-
dar de direcdo com o passar do tempo. Um exemplo do movimento descrito pela
férmula (37.23) pode ser observado com facilidade no caso de um pido em movi-
mento com seu eixo de simetria inclinado e seu ponto de contato com o chio fixo
(piao de ponta fixa). No caso da Figura 37.4, o pido est4, a cada instante, girando
em torno de seu eixo de simetria O'WV, enquanto esse eixo de simetria vai mu-
dando de direcdo e descrevendo um cone no espago. Esse ndo é o movimento mais
geral de um pido de ponta fixa, mas trata-se de um de seus movimentos possiveis.
Ele ocorrera para certas condi¢des iniciais bem determinadas. No entanto, 0 movi-
mento descrito na Figura 37.4 é, aproximadamente, o que observamos em muitos

casos quando brincamos com esse tipo de pido.

JOM

Figura 37.4: Piao em movimento com seu eixo de simetria inclinado em rotagdo em torno desse

eixo que, por sua vez, gira em torno da vertical.

O tipo de movimento do corpo rigido que acabamos de estudar é chamado
movimento de rotagdo em torno de um eixo instantaneo de rotacao. Lembre-se de
que chegamos a ele partindo da hipétese de que hd um ponto O, fixo em relagio
ao corpo rigido, que estd em repouso e concluimos que todos os pontos de um eixo
O’W, chamado eixo instantineo de rotagdo, estdo instataneamente em repouso.
Portanto, nossa conclusdo € que todo movimento de um corpo rigido com um
ponto fixo é, instantaneamente, um movimento de rotagdo em torno de um eixo

que passa por esse ponto fixo.
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Agora vamos eliminar todas as restricoes e voltar a férmula geral
V; = Vo + W x r}, dada em (37.21). Quando apenas o primeiro termo do lado
direito dessa expressdo estiver presente, o corpo rigido estard, instantanemente,
em movimento de translacdo com velocidade v,. Num outro instante, ele po-
derd estar com outra velocidade de translacdo. Quando apenas o segundo termo
de (37.21) estiver presente, o corpo rigido estard em movimento de rotacdo, com
velocidade angular w, em torno de um eixo instantdneo de rotacdo. Em outro
instante, ele poderd estar em rotagdo em torno de outro eixo com outra veloci-
dade angular de rotacdao. De acordo com o significado da soma de velocidades,
quando os dois termos no membro direito de v; = Vo + W X I/ estiverem pre-
sentes, o corpo rigido estard em um movimento que, no instante considerado, serad
a composi¢do de um movimento de translacdo com velocidade v, com um mo-
vimento de rotacdo com velocidade angular w. Esse é o significado da equacdo
fundamental da cinemadtica de um corpo rigido, dado por (37.21), que podemos

expressar da forma abreviada:

o movimento mais geral de um corpo rigido é, a cada instante, a
composicdo de uma translacdo com uma rotacdo em torno de

um eixo.

Para obter a velocidade angular w, consideramos um ponto fixo O’ fixo em
relagdo ao corpo rigido e acabamos chegando a férmula fundamental
vV, = Vo + W x r,. Naturalmente, se fizéssemos uma outra escolha para o
ponto fixo em rela¢éo ao corpo rigido, digamos um ponto @"”, chegariamos a uma
féormula v; = vpor + w’ x r/, onde w’ seria a velocidade angular vetorial de
rotagdo do corpo rigido em torno de um eixo que passa pelo ponto O”. Como
nio sabemos de antemao o valor da velocidade angular em relacdo ao novo eixo,
iremos representa-la por w’. Nessa férmula, a velocidade do ponto P; em relagio
ao referencial inercial é a mesma pois, obviamente, a velocidade de um ponto nio
pode depender de nossas escolhas de como calculd-la. J4 as outras grandezas de-
pendem, em principio, da escolha do ponto O’. Temos vy~ como a velocidade
do ponto O”, r/’ como o vetor-posi¢ao do ponto P; relativo a O” e w’ como a
velocidade angular de rotacdo em torno de um eixo que agora passa por O”. O
fato, que pode parecer surpreendente, é que W’ = W, isto é,

a velocidade angular de rotacdo de um corpo rigido ndo depende do

ponto em relagdo ao qual consideramos a sua rotagdo.
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No problema proposto 1 sugerimos um modo de demonstrar essa proprie-
dade.

Voltando ao apagador de que falamos na introducdo desta aula, agora sa-
bemos que o seu movimento ao ser arremessado para cima, por mais complicado
que seja, €, a cada instante, a composi¢ao de dois movimentos que ja conhecemos,

a translacdo e a rotagdo em torno de um eixo.

Existe uma escolha particular para o ponto @' na férmula (37.21) que é de
imensa importancia, pois simplificard algumas expressdoes matemadticas e permi-
tird algumas interpretacdes fisicas convenientes, como veremos mais adiante. E
quando escolhemos o ponto fixo em relacdo ao corpo rigido como sendo o seu

centro de massa. Nesse caso, a equacdo (37.21) toma a forma
Vi=Ven +W X1, (37.24)

onde, agora, r; ¢ o vetor-posicao relativo ao centro de massa de um ponto P,
fixo em relag@o ao corpo rigido. Essa relacio € especialmente importante porque
dispomos de férmulas que permitem determinar o movimento do centro de massa,
e de outros resultados importantes sobre esse ponto privilegiado. No caso do
apagador arremessado para cima, por exemplo, sabemos que seu centro de massa
tem o movimento parabdlico de um projétil. Podemos entdo dizer que o apagador
estd, a cada instante, girando em torno de seu centro de massa. Ele descreve uma

pardbola durante o voo.

Exemplo 37.1

Apenas para ilustrar esse importante resultado, vamos considerar o movi-
mento de um péndulo fisico constituido por uma barra homogénea de
comprimento ¢. Essa barra tem seu extremo superior fixo e oscila sempre num

mesmo plano vertical.

A Figura 37.5 mostra um dos instantes em que a barra estd na vertical e
girando no sentido anti-hordrio, como indicam as velocidades do centro de massa
da barra (v.,) e de seu extremo inferior (v.,;), marcadas na figura. Chama-
remos W a velocidade angular de rotagdo da barra nesse instante. Calcularemos
v+ de dois modos diferentes, usando explicitamente o fato de a velocidade
angular de rotacdo da barra ndo depender do ponto em relacdo ao qual consi-

deramos a sua rotacao.
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Figura 37.5: O movimento da barra pode ser pensado como uma rotacao pura em torno de um
eixo fixo, como indicado na figura, ou como a composi¢cdo de uma translacdo de seu centro de

massa com uma rotacéo em torno dele.

Inicialmente, pensando no movimento da barra como uma rotagdo em torno
de um eixo fixo perpendicular a pdgina e passando por seu extremo superior
(ponto de suspensdo desse péndulo fisico), temos para a velocidade v.,; de seu
extremo inferior (movimentos de rota¢do em torno de um eixo fixo foram estuda-
dos na Aula 34)

Vert = W X Tyt s (37.25)

onde r.,; € o vetor-posicao do extremo inferior da barra relativo extremo superior,
localizado no eixo fixo de rotacdo. Uma vez que w €&, nesse instante, perpendicu-
lar a pdgina e aponta para fora dela, vemos que v.,; € horizontal, para a direita e

tem modulo igual a wl.

Com um raciocinio andlogo, concluimos que a velocidade do centro de
massa da barra, dada por v, = W X ., € também horizontal, para a direita, mas
de médulo igual a wl/2. Por esse motivo, a seta que representa v, na Figura 37.5
tem metade do tamanho da seta que representa v.,;. Vocé saberia desenhar com
os tamanhos corretos as setas representativas das velocidades de todos os pontos
da barra no instante considerado na Figura 37.5?

Pensando agora no movimento da barra como a composi¢do de uma translagao
com uma rotacao em torno de um eixo passando por seu centro de massa, podemos

escrever, a partir da equagao fundamental da cinemaética do corpo rigido,

Vet = Vem + W X 1) (37.26)

ext

onde r/,, é o vetor-posi¢do do extremo inferior da barra em relagdo ao seu centro
de massa. Obviamente, as equacdes (37.25) e (37.26) devem fornecer o0 mesmo

resultado para v.,;. Vale enfatizar que na equacao (37.26) empregamos a mesma
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velocidade angular de rotacdo da barra utilizada em (37.25) (€ justamente esse

fato que estamos ilustrando nesse exemplo).

E fécil ver que o produto vetorial w x r/,, é horizontal e para a direita,
mas de médulo igual a wl/2. Portanto, a soma dos dois vetores presentes no lado
direito da equagdo (37.26) também fornece para v.,; um vetor horizontal, para
a direita e de mddulo igual a w/, de acordo com o resultado obtido quando pen-
samos no movimento da barra como uma pura rotacdo em torno de seu extremo
superior. Esse mesmo resultado para v.,; também pode ser obtido supondo que a
rotacao seja em torno de um ponto qualquer da barra, ndo apenas em torno de seu
extremo superior ou de seu centro de massa, como fizemos nesse exemplo (veja o

problema proposto 2).

Nas secdes que seguem, estudaremos diversos movimentos de corpos
rigidos, nos quais aplicaremos os resultados desta secdo e de outras secoes das

aulas anteriores.

Rolamento sem deslizamento de um corpo rigido

E bastante usual observarmos movimentos nos quais corpos rigidos rolam
sobre superficies também rigidas. Exemplos de movimentos desse tipo ndo faltam
em nosso cotidiano: as rodas dos vagdes de um trem girando sobre os trilhos da
ferrovia, moedas que muitas vezes caem de nossos bolsos e comegam a rolar sobre
0 piso, bolinhas de gude rolando sobre o chdo ou mesmo objetos - como discos,
cilindros e esferas - que, quando abandonados sobre rampas inclinadas, descem a
rampa rolando. Em muitos casos, o rolamento desses corpos ocorre sem que haja
deslizamento entre o ponto do corpo e o ponto do solo que estdo em contato num
dado instante. Quando isso ocorre, ou seja, quando o ponto do corpo que rola
sobre uma superficie e estd em contato com ela num dado instante ndo desliza so-
bre a mesma, dizemos que o corpo estd rolando sem deslizar. Podemos afirmar,

entao, que

rolamento sem deslizamento é, por defini¢do, qualquer movimento no
qual um corpo rigido gira mantendo o contato com uma dada su-
perficie e de tal modo que, em qualquer instante, o ponto do corpo
que estiver em contato com a superficie terd, necessariamente, velo-
cidade nula (estamos supondo que a superficie esteja em repouso em

relacdo ao referencial inercial em uso).
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No caso de um trem em MRU, as rodas de sua locomotiva estdo rolando
sem deslizar. No entanto, se por algum motivo o trem der uma freiada muito
brusca, chegando ao ponto de travar as suas rodas, o ponto da roda em contato
com o trilho deslizard sobre ele e, nessa situacdo, ndo teremos rolamento sem
deslizamento. Embora os pneus de um carro nem sempre possam ser considerados
corpos rigidos, algo andlogo ocorre entre eles e o asfalto quando damos uma forte

arrancada ou também quando pisamos repentinamente no freio.

Nesta se¢do, estabeleceremos uma importante relagdo que serd valida sem-
pre que um corpo rigido estiver rolando sem deslizar sobre uma superficie. Essa
relagdo envolverd o mddulo da velocidade do centro de massa desse corpo, o
modulo de sua velocidade angular de rotagdo e a distancia de seu ponto de con-
tato com a superficie e o eixo de rotagdo que passa pelo centro de massa do corpo.
Essa relacdo serd necessdria na solug¢do de problemas que envolvem um corpo
rigido em rolamento sem deslizamento. Sem ela, teremos mais incognitas do que

equagoes para determinar o movimento do corpo rigido em consideracao.

Sem perda de generalidade, faremos uma discussdo analisando um exem-
plo especifico de rolamento sem deslizamento. Consideremos, entdo, um disco
homogéneo de raio R, mas fino o suficiente para que pensemos nele como uma
distribuicdo superficial de matéria. Por hipétese, o disco rola sem deslizar so-
bre uma superficie plana, horizontal e de tal modo que o seu centro de massa
descreve um movimento retilineo uniforme com velocidade v,,. Consequente-
mente, ao rolar sem deslizar sobre a superficie, o disco se mantém sempre no
mesmo plano vertical.

Como vocé viu, a velocidade de um ponto F; qualquer do disco pode ser

escrita como

Vi=Ven+WXr,, (37.27)

onde r; é o vetor-posicdo do ponto P; relativo ao centro de massa do disco. Ou
seja, a velocidade de qualquer ponto do disco € dada pela soma de uma par-
cela comum a todos os pontos (v.,;,,) com outra que é diferente para cada ponto
(W xr)).

Caso o disco tivesse uma

Vamos, a partir de agora, voltar a nossa aten¢do apenas para pontos da peri- espessura finita, ou seja, fosse um

feria do disco, isto €, para pontos de sua borda, situados a uma distancia 2 de seu cilindro bem achatado, o termo

X . W x r/ poderia ser igual para
centro de massa. Observe que qualquer um desses pontos necessariamente tocarda pontos diferentes do disco,
o solo em algum instante. Para tais pontos, cada termo da equagdo (37.27) estd bastando para isso que a distancia
. . 5 . . entre esses pontos e o eixo de
ilustrado na Figura 37.6. Para ndo sobrecarregar muito os desenhos feitos nessa rotagiio que passa pelo centro de
figura, escolhemos oito pontos da periferia do disco. massa fosse a mesma.
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A parte (a) da Figura 37.6 mostra somente a primeira parcela do lado direito
da equacdo (37.27), que é comum a todos os pontos do disco (inclusive os que ndo
estdo na periferia). A parte (b) dessa figura mostra apenas a segunda parcela do
lado direito da equacdo (37.27). Note que todas as setas desenhadas na parte
(b) sdo tangentes a circunferéncia de raio R e t€m o mesmo tamanho, pois tais
contribuicdes tém todas 0 mesmo moddulo, dado por wR. Finalmente, a parte (c)
dessa figura indica o resultado da soma vetorial das duas parcelas desenhadas nas
partes (a) e (b). Tente, mentalmente, efetuar a soma vetorial das duas parcelas
para cada um dos oito pontos e verifique que os resultados sdo, realmente, as setas
desenhadas em (c).

Vamos considerar agora o ponto do disco P; que estd, num dado instante,
em contato com a superficie. Como o disco rola sem deslizar, esse ponto estd

necessariamente em repouso, isto €,
Vs =Vem+WXr,=0 = v, =-wXxr,.

Podemos concluir, entdo, que os vetores v, € w X r., além de terem a mesma

direcdo e sentidos opostos, t€m o mesmo mddulo, ou seja:
Vem = WR. (37.28)

Esta é a importante relacio que queriamos demonstrar, a chamada condi¢ao de
rolamento sem deslizamento. Ela € vélida a cada instante do movimento do disco.
No caso discutido aqui, supusemos um movimento retilineo uniforme para o cen-
tro de massa do disco. No entanto, mesmo se o centro de massa do disco estivesse
realizando um movimento retilineo acelerado, mas continuasse rolando sem des-
lizar sobre a superficie, a equacdo anterior continuaria sendo vdlida. A unica
diferenca, nesse caso, € que, a cada instante, os valores de v,,,, € w seriam diferen-
tes, mas ainda assim v.,, = wR. Embora a equacdo anterior tenha sido deduzida
para o movimento de um disco rolando sem deslizar, a sua generalizagdo para um

corpo rigido qualquer rolando sem deslizar € imediata:

A condigdo de rolamento sem deslizamento para um corpo rigido
qualquer é dada por v.,, = wr, onde V., é o modulo da velocidade
de seu centro de massa, w é o modulo de sua velocidade angular de
rotacdo e r é a distdncia entre o ponto desse corpo que estd em con-
tato com a superficie e o eixo de rotacdo que passa pelo seu centro

de massa.
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Figura 37.6: A parte (a) mostra a mesma contribuicio v, para a velocidade de um ponto qual-

quer da periferia P;; a parte (b) mostra a contribui¢do proveniente da rotacdo em torno do centro
de massa, W X r;, para a velocidade desses pontos e na parte (c) estdo indicadas as velocidades
desses pontos, obtidas por meio da soma vetorial das contribuigdes desenhadas nas partes (a) e (b)
da figura.

Em geral, a distancia r entre o ponto de contato e eixo de rotacdo que passa
pelo centro de massa do corpo serd o raio do corpo (do disco, do cilindro ou da
esfera). H4 situagdes, no entanto, em que isso ndo ocorre, como por exemplo o
caso de uma esfera de raio R que rola sem deslizar dentro de uma canaleta cuja

distancia entre os trilhos € menor que seu diametro.

Finalizaremos esta secio com um comentdrio que pode ser muito elucida-
tivo. No movimento que acabamos de discutir, o ponto de contato do corpo com
a superficie estd sempre em repouso (a cada instante, um novo ponto do corpo

que estd em contato com a superficie). No instante considerado na Figura 37.6, o
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ponto P estd em contato com a superficie e, portanto, € justamente esse 0 ponto
que tem velocidade nula. Isso significa que o movimento do corpo rigido, nesse
instante, pode ser considerado como uma pura rotacao em torno de um eixo que
passa por esse ponto e € perpendicular ao plano da pagina, com w apontando para
dentro dela. Ora, num movimento de pura rotacdo de um corpo rigido em torno de
um eixo, a velocidade de qualquer um de seus pontos é sempre perpendicular ao
eixo, a reta que liga o ponto ao eixo e tem mdédulo igual a wd, onde d € a distancia
entre o ponto e o eixo de rotacdo. Isso tudo fica evidente se aplicarmos a equacao
fundamental da cinemadtica do corpo rigido escolhendo o ponto P, desse corpo,
ou seja, escrevendo para a velocidade de um ponto P; qualquer

Vi=Vs+ WX (r;—rs) =w X (r; —ry).

onde usamos o fato de que v, = 0. Desse modo, vemos que v; estd no plano do

disco, tem dire¢@o perpendicular ao vetor r; — r, e tem médulo igual a w|r; — ryl.

Figura 37.7: As velocidades de todos os pontos do disco, num dado instante, sdo perpendiculares
as direcdes das retas que passam por esses pontos e pelo ponto de contato (ponto pelo qual passa
o eixo instantaneo de rotacdo). Seus médulos sdo proporcionais as respectivas distdncias desses
pontos ao ponto de contato.

O que acabamos de afirmar pode ser ilustrado aproveitando a parte (c) da
Figura 37.6. Por questdes de clareza, repetiremos aqui esse desenho, no qual in-
serimos as semiretas que ligam alguns dos pontos da figura ao ponto de contato,
por onde passa o eixo de rotacdo. Observe que cada seta desenhada representa

a velocidade de cada um dos oito pontos escolhidos e €, de fato, perpendicular a
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semireta que liga esse ponto ao ponto de contato, como indica a Figura 37.7.
Note, ainda, que o tamanho de cada seta é proporcional a distancia do ponto
do disco ao ponto de contato (|r; — r,|), por onde passa o eixo de rotagdo em

cada instante.

Movimento plano de um corpo rigido e aplicacoes simples

A equacdo fundamental da cinemadtica do corpo rigido afirma que, num dado
instante, a velocidade de qualquer ponto de um corpo rigido pode ser escrita como
a soma da velocidade de um de seus pontos com a velocidade gerada por uma
rotagdo em torno de um eixo que passa por esse ponto. E comum escolher esse
ponto como o centro de massa e escrever v; = V., + W X r;, como fizemos
anteriormente. No entanto, num movimento geral, tanto a velocidade do centro
de massa quanto a velocidade angular de rotacdo em torno do centro de massa
podem variar. Uma simples mudanca da dire¢do do eixo de rotacdo ja tornaria o
movimento do corpo rigido bastante complicado. Por esse motivo, ndo temos a
pretensdo de estudar o movimento geral de um corpo rigido. Vamos nos contentar

em analisar casos particulares.

J4 analisamos movimentos de rotacdo de um corpo rigido em torno de um
eixo fixo. Nesta parte da aula vamos fazer uma pequena generalizacdo e esta-
belecer as equagdes que descrevem o movimento de um corpo rigido em casos
um pouco mais gerais, a saber, nos chamados movimentos planos de um corpo
rigido. Por definicdo, um corpo rigido estd num movimento plano se todas as
particulas que o compdem se movimentam em planos de mesma jazitura, isto é,

em planos paralelos entre si.

O movimento do disco rolando sem deslizar discutido na se¢do anterior é
um exemplo de movimento plano. Nesse caso, inclusive, todas as particulas do
disco estdo sempre no mesmo plano, o do disco. Um outro exemplo de movimento
plano de um corpo rigido € o de uma esfera abandonada a partir do repouso sobre
uma rampa inclinada. Note que nesses exemplos, embora a dire¢do do eixo de
rotacdo em torno do centro de massa ndo tenha se alterado, o centro de massa
mudou de posi¢cdo, de modo que o eixo de rotacao que passa pelo centro de massa

nao esta fixo no espago, mas também muda de posicao com o passar do tempo.

Para que o movimento de um corpo rigido no qual o eixo de rotagdo
que passa pelo seu centro de massa varie com o tempo seja, de fato, um mo-
vimento plano, € necessario que a velocidade do centro de massa do corpo ndo

tenha componente alguma ao longo do eixo de rotacdo, ou seja, v, deve ser
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perpendicular a w.

De acordo com o que vocé aprendeu nas aulas anteriores, as equagdes que
descrevem o movimento do centro de massa do corpo rigido e o seu movimento
de rotacdo em torno de um eixo que passa pelo seu centro de massa sdo dadas,

respectivamente, por

Feet = May, (37.29)
T = oo, (37.30)

cm

onde 7¢%* é a componente, ao longo do eixo de rotagdo que passa pelo centro de

massa, do torque externo total relativo ao centro de massa.

Energia cinética de um corpo rigido em movimento plano

Nesta breve secdo, pretendemos apenas mostrar que a energia cinética de
um corpo rigido pode ser escrita como a soma de dois termos, um deles asso-
ciado a translag¢do do centro de massa do sistema e o outro associado a rota¢ao do
sitema em torno do centro de massa. Por simplicidade, consideraremos somente
movimentos nos quais o eixo de rotagdo que passa pelo centro de massa ndo muda
de direcdo. Supondo que o corpo rigido seja formado por N particulas, a sua
energia cinética é dada por

Substituindo na equagao anterior a relagdo v; = v, + W X r/, obtemos

N
1
K = 3 Zmz’(ch +w xr])?
i=1
WA N N
= ()t @ x vt S
i=1 i=1 i=1
1 al 1 (&
= EMvgm + |w x Zmiri’ Vem + 3 z:w%ibi’2 w?,
i=1 i=1
(37.31)
onde M é a massa total do sistema e b/ = |r/|senf;/ é a distdncia da i-ésima

particula ao eixo de rotagdo que passa pelo centro de massa do sistema. Observe
que, na ultima passagem, utilizamos a propriedade da distributividade do produto

vetorial em relacdo a soma. Usando, agora, a definicdo de centro de massa, ou
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seja, lembrando que
N
E m;r; = Mr. =0,
i=1

e identificando a expressao para o momento de inércia do sistema relativo ao eixo
de rotacdo que passa pelo centro de massa, /.,,, obtemos

1 1
K= 5Mvgm + élcmwQ : (37.32)

E comum chamar os termos do lado direito da equacio anterior energia cinética
de translacio e energia cinética de rotacao do corpo rigido. Desse modo, es-
crevemos K = K. + K, onde K3, € aigual a energia cinética de uma particula
com a massa total do sistema e a velocidade de seu centro de massa e K, € a
energia cinética associada a rotacdo em torno do centro de massa. A seguir, fare-
mos algumas aplicagdes simples das formulas anteriores em movimentos planos

de corpos rigidos.

Exemplo 37.2

Uma esfera homogénea de massa M e raio R é abandonada em ¢, = 0 a
partir do repouso de um ponto sobre uma rampa inclinada. Seja « o dngulo entre
a rampa e a horizontal, como ilustra a parte (a) da Figura 37.8.

to =0 t >t

°f

(a) (b)

Figura 37.8: (a) Esfera em repouso sobrea rampa no instante inicial ¢y = 0; (b) Esfera num

instante genérico ¢ > 0, apds ter rolado sem deslizar sobre a rampa e descido uma altura h.

Suponha que a esfera role sem deslizar durante todo 0 movimento sobre a
rampa. A parte (b) da Figura 37.8 mostra um instante genérico ¢ > ¢y no qual
o centro de massa da esfera possui uma velocidade de médulo v, € estd a uma
altura h abaixo de sua posicdo inicial. Tanto v, quanto i serdo determinados
em funcdo de ¢ e dos dados do problema (a aceleracdo da gravidade € sempre

considerada como dada, a n@o ser que se afirme explicitamente o contrério).
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O movimento dessa esfera rampa abaixo €, de fato, um movimento plano.
Para determind-lo, devemos utilizar as equagdes apropriadas, escritas na secao
anterior: a que descreve o movimento do centro de massa e a que descreve o
movimento de rotacdo da esfera em torno do centro de massa, equagdes (37.29) e
(37.30), respectivamente. Como a esfera € rigida e estd sempre em contato com
a superficie da rampa, a aceleragdo de seu centro de massa € paralela a rampa e

para baixo. Temos, entdo

Mgsena — fy = Maen, (37.33)
JaR = =Ilna, (37.34)

onde I.,, = (2/5)M R?, € aem, « € f,y sdo, respectivamente, os médulos de a,,,,
a e f,;. Como a esfera rola sem deslizar, v.,, = wR em qualquer instante. Con-

sequentemente, temos também
Ao, = R . (37.35)

Substituindo a equacao (37.35) em (37.34), obtemos

2 a 2
= — /\/i 2em :> = — \/z
fat R 5 R R fat 5 Aem

que inserida na equacgdo (37.33) nos leva ao resultado

2 5
Mg senax — gMacm = Maen, = Aern = ?g senq . (37.36)

Conhecida a acelerac@o do centro de massa da esfera e lembrando que ela
partiu do repouso em t, = 0, é facil obter, por integracdo no tempo, o modulo
da velocidade do centro de massa num instante qualquer ¢ > ¢, (obviamente, o

movimento do centro de massa € retilineo, paralelo a rampa para baixo)

Ucm

= gg senart . (37.37)

Integrando uma vez mais no tempo, obtemos a distancia percorrida pelo centro
de massa no intervalo de tempo [to, t], As.n,, € a sua variagdo de altura, h (veja a
parte (b) da Figura 37.8):

5 5
ASey, = ﬁg senat? e h = As.,sena = ﬁg senat?. (37.38)

A partir das equagdes (37.36), (37.37) e (37.38), podemos eliminar o tempo da
expressao de v.,, e relacionar essa velocidade diretamente com h, isto &,

1
V2= 7ogh. (37.39)
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Vale a pena chamar atencao para o fato de que a tltima equacao poderia ter

sido obtida diretamente do Teorema da Conservacdo da Energia Mecénica. De

fato, como so6 realizam trabalho forcas conservativas a soma da energia cinética A forga de atrito aqui ndo

~ - . . . . realiza trabalho, pois, como a
da esfera (de translac@o e de rotacdo) com a sua energia potencial gravitacional esfera rola sem deslizar, o ponto
permanece constante ao longo de um movimento possivel da esfera. Lembrando de aplicag@o dessa forga ndo se

desloca.
que a esfera partiu do repouso, podemos escrever

1 1
Mgzy = Mgz + §MU62m + élcmwz )

Como a esfera rola sem deslizar, temos v.,, = wR, e fazendo a identificacio

2o — 2 = h, obtemos

1 1 /2 2 7 10
Mg(z2—z) = =Mv? += (—MRQ) (Ucm) = M2, = v’ =—gh,

2 2\5 R? 10 a7

de acordo com a equacdo (37.39).

Exemplo 37.3

Considere um carretel de linha, inicialmente em repouso, formado por um
cilindro interno homogéneo de raio r e por dois discos idénticos, homogéneos, de
raio R cada um (R > r) e que estdo presos nas extremidades do cilindro (como
um 10-10 de crianga). Seja [.,, o momento de inércia do carretel em relacio ao
seu eixo de simetria (eixo perpendicular aos discos que passa pelo seu centro de
massa) e seja M a massa total do carretel. Ha um fio ideal enrolado no carretel
que € puxado a partir de ¢, = 0 com uma forca horizontal de médulo constante F/,
como indica a Figura 37.9.

y =

/

Figura 37.9: Corte vertical do carretel, mostrando o raio r do cilindro em torno do qual o fio esta
enrolado e o raio externo R dos discos presos nos extremos do cilindro. A for¢a F' é exercida
pelo fio sobre o cilindro interno e f, é a forga de atrito resultante exercida pela superficie sobre os
discos.

Suponha que o valor de F' seja pequeno o suficiente para que o carretel role
sem deslizar sobre a superficie. Desejamos saber se ele ird se mover para a es-
querda, desenrolando o fio, ou para a direita, enrolando o fio. Além disso, também

queremos determinar qual serd a aceleragdo do centro de massa do carretel.

193 CEDERJ




CEDERJ

Movimento geral de um corpo rigido

Aplicando as equacdes (37.29) e (37.30) ao movimento do carretel e usando

a condi¢do de rolamento sem deslizamento, temos

F—fu = Mae (37.40)
faR—Fr = I« (37.41)
a
= 37.42
a R ( )
onde f,; = |fu| € Gy = |aum|. Antes, porém, de determinar a partir das trés

equacdes anteriores o valor de a.,, utilizaremos um raciocinio qualitativo para

descobrir para que lado o carretel se movera.

Se F' = f,;, de (37.40) vemos que a.,, = 0, mas de (37.41), temos « # 0,
de modo que a condicdo de rolamento sem deslizamento ndo podera ser cumprida,

violando a hipdtese inicial.

Se F' < fu, de (37.40) vemos que o centro de massa do carretel deveria
se mover para a esquerda, mas de (37.41) vemos que o carretel deveria girar com
a # 0 no sentido hordrio. No entanto, € impossivel que o centro de massa do
carretel vd para a esquerda e a0 mesmo tempo gire no sentido hordrio sem que
seja violada a condi¢do de rolamento sem deslizamento, de modo que essa possi-
bilidade também viola a hipétese inicial.

Resta, portanto, a possibilidade em que F' > f,;. Nesse caso, vemos que
o centro de massa do carretel se move para a direita. Mas como, por hipdtese, o
carretel rola sem deslizar, ele deve girar no sentido horario. Para que isso ocorra,
mesmo sendo f,; < F', devemos ter f,; R > F'r, o que de fato ocorre, como ficard

claro na determinacdo de a.,,, que passamos a discutir.

Inserindo a equacgdo (37.42) em (37.41), temos

a r 1
aR_F :]cmﬂ — a:F_ ﬂcma
Jat r R Jat R + 2
que substituida em (37.40), nos fornece o resultado
r 1., r 1.,
F—F &= Tt = Magn = F(l—ﬁ):(M+ﬁ)acm,
ou seja,

_ F(1-r/R)
on = ST~ T (37.43)

Embora pareca estranho, e até mesmo contrdrio a nossa intuicdo, o carre-

tel, ao ser puxado como indicado na Figura 37.9, isto é, com o fio na horizontal
e passando por baixo do cilindro se move na dire¢do e sentido de quem o puxa,
enrolando mais ainda o fio no carretel. Se voc€ ndo estd convencido desse resul-

tado tdo interessante, faca agora mesmo a experiéncia com algum carretel velho
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Esse resultado era conhecido

que encontrar em sua casa (caso nao encontre um, construa um carretel desse - -
(empiricamente) e utilizado por

tipo). No problema 5, vocé analisard o movimento desse mesmo carretel quando funciondrios que tinham como

tarefa enrolar longos rolos de

o fio € puxado com a sua direcao mantida sempre na vertical (tente resolver agora filmes em grandes carretéis.

mesmo esse problema). muito embora eles provavelmente
ndo soubessem a explicagc@o
fisica que vocé acabou de
aprender.

Exemplo 37.4

Uma esfera homogénea de massa M e raio R é colocada, em ¢, = 0, sobre
uma superficie plana de tal modo que, nesse instante, a velocidade de seu centro de
massa € nula e a sua velocidade angular de rotacdo em torno de um eixo horizontal

que passa pelo seu centro de massa tem médulo wy, como indica a Figura 37.10.

tOZO

Figura 37.10: Esfera tocando a superficie horizontal com velocidade inicial do centro de massa

nula, mas com velocidade angular inicial diferente de zero.

Supondo que a superficie ndo seja lisa, desejamos saber qual serd o médulo
da velocidade do centro de massa depois que a esfera passar a rolar sem deslizar
sobre a superficie.

Note que quando a esfera tocar a superficie, a condi¢do de rolamento sem
deslizamento ndo serd satisfeita. Devido ao deslizamento sobre a superficie, ha-
verd uma forca de atrito cinético sobre a esfera horizontal e para a direita, de
modulo constante e denotada por f,;. Essa forca produzird uma aceleragdo cons-
tante no centro de massa da esfera, dada por a.,,, = f,;/M, e também um torque
relativo ao centro de massa, fazendo com que a sua rotagdo diminua com uma
aceleragdo angular de médulo constante igual a f,; R/ I, onde I, = (2/5) M R?.
Com isso, vemos que em algum instante, que designaremos por ¢;, a condi¢do de
rolamento sem deslizamento serd satisfeita. A partir desse momento, como nao
haverd mais tendéncia de movimento relativo entre os pontos da esfera e da su-
perficie que estiverem em contato, nao havera mais forga de atrito. Consequente-
mente, tanto v, quanto w permanecerdo com esses valores e a esfera passard a

rolar sem deslizar.
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A partir das afirmativas anteriores, podemos escrever

fat
o = 22y 37.44
! M (37.44)
R
w = wo—f]\t/[ t (37.45)

equagdes vdlidas somente no intervalo de tempo [to,?;]. Para encontrarmos o
instante ¢, basta utilizar as duas equacdes anteriores e impor que a condi¢cdo de

rolamento sem deslizamento seja satisfeita:

a (ZR
Veon = WR — %hZ(wo—fA} tl)R7

ou seja,

M u)()R
I . LU 37.46
YT f (1 n MRQ/]Cm) (37.46)

Substituindo a equagdo (37.46) em (37.44), e usando também o fato de que
I, = (2/5)M R?, obtemos
woR 2

_ _? 37.47
MR, T (37.47)

U1

que € justamente o valor da velocidade do centro de massa da esfera quando ela

entra em rolamento sem deslizamento.

Resumo

A velocidade de um ponto F; qualquer de um corpo rigido é dada por
vV, = Vo + W x 1/, onde O’ € um ponto fixo qualquer do corpo rigido, w é
a velocidade angular vetorial de rota¢io do corpo rigido em torno de um eixo que
passa por O’ e r/ é o vetor-posicao de P, relativo ao ponto O'. Essa férmula mos-
tra que, a cada instante, 0 movimento de um corpo rigido € uma combinagdo de
um movimento de translacio com um movimento de rotacdo. O eixo de rotacao
pode, inclusive, mudar a sua dire¢do com o passar do tempo. Por esse motivo sdo
comuns as expressdes “velocidade instantanea de rotacdo” e “eixo instantaneo
de rotacdo”. A equacdo anterior é conhecida como férmula fundamental da ci-

nemadtica de um corpo rigido.

A velocidade angular de rotagdo de um corpo rigido nao depende do ponto
em relacdo ao qual consideramos a sua rotagdo. E comum, e bastante conveniente,
pensar no movimento de um corpo rigido como uma translacao mais uma rotacao

em torno de um eixo que passe pelo seu centro de massa. Nesse caso, a formula
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anterior se escreve como v; = V., +w X r;, onde, agora, r; é o vetor-posicao de

P, relativo ao centro de massa do corpo sigido.

Dizemos que um corpo rigido, como por exemplo uma esfera ou um disco,
rola sem deslizar sobre uma dada superficie quando o ponto do corpo que esti-
ver em contato com a superficie num dado instante ndo deslizar sobre ela nesse
instante. Em outras palavras, a condi¢ao de rolamento sem deslizamento serd sa-
tisfeita quando o ponto do corpo que estiver de contato com a superficie possuir
exatamente a mesma velocidade do ponto da superficie, ou seja, velocidade nula.
Num rolamento sem deslizamento sempre € possivel descrever o movimento do
corpo rigido em questdo como uma rotagdo pura em torno de um eixo que passa
pelo ponto de contato do corpo com a superficie. A cada instante, o ponto de con-
tato estd em outra posi¢ao, de modo que o eixo em torno do qual o movimento do
corpo rigido € uma rotagdo pura muda de posicdo com o tempo. Num rolamento
sem deslizamento, vale a condi¢do |v,,,| = |w|R, onde R € o raio da esfera, do
disco ou, rigorosamente falando, a distancia entre o centro de massa do corpo e o

eixo de rotagdo em torno do qual o movimento do corpo é uma rotagdo pura.

Questionario

1. O que é movimento de rotagdo de um corpo rigido em torno de um eixo

instantaneo de rotagcdo?

2. Escreva a chamada férmula fundamental da cinemadtica de um corpo rigido

e explique o seu significado.

3. A velocidade angular vetorial de rotacdo de um corpo rigido depende do

ponto em relac@o ao qual consideramos a sua rotagao?

4. O que significa rolamento sem deslizamento de um corpo rigido sobre

uma superficie?

5. Escreva a expressdo matemadtica da condi¢do de rolamento sem desliza-
mento e explique cada quantidade que nela aparece.

6. O que € movimento plano de um corpo rigido? D€ alguns exemplos.

7. Uma esfera, um disco e um anel, todos eles homogéneos e de mesma massa
sdo abandonados a partir do repouso de uma mesma altura sobre uma rampa
inclinada e passam a rolar sem deslizar rampa abaixo. Sem fazer contas,

responda qual € a ordem de chegada na base da rampa?

MODULO 4 - AULA 37
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Problemas propostos

1. Neste problema vocé demonstrard que a velocidade angular de rotagdo de

um corpo rigido ndo depende do ponto em relacao ao qual consideramos a

sua rotacdo. Siga exatamente o procedimento sugerido a seguir.

Considere dois pontos distintos de um corpo rigido, O’ e O” e seja h o
vetor-posicdo de O” relativo a O’. De acordo com a equagao fundamental
da cinemitica do corpo rigido, a velocidade de um ponto P; qualquer desse

corpo pode ser escrita como
Vi=Vo/+w Xr, outambém v;,=ver+w’ xr/,

onde w € a velocidade de rotagdo em torno de um eixo que passa por O’,
w’ é a velocidade de rotagdo em torno de um eixo que passa por O”, r/ é o
vetor-posigao de P, relativoa O’ er/” € o vetor-posicdo de P, relativoa O”.

Pois bem, igualando essas duas expressdes para v; e usando as relagoes
V(/)//—|—w><h € I'i,:h—FI'i”,

demonstre que W' = wW.

. Reconsidere o exemplo 37.1 e calcule novamente a velocidade v.,; do ex-

tremo inferior da barra quando ela estd na vertical (veja a Figura 37.5) a

partir da equacdo
Vezt = Vp + W X (rea:t - I'p) 5

em que P € um ponto situado a uma distancia s do extremo superior da

barra. Confira o resultado com o obtido no exemplo 37.1.

. Um fio ideal tem um de seus extremos preso na periferia de um disco e esta

enrolado vdrias voltas em torno dele, tendo seu outro extremo preso ao teto.
O disco é homogéneo, de massa M e raio R. Ele € abandonado a partir do
repouso e de tal modo que esteja, inicialmente, num plano vertical. A par-
tir desse instante o centro de massa do disco se move com uma aceleracao
constante e o disco gira em torno de um eixo horizontal que passa pelo cen-
tro de massa com uma aceleracao angular constante. A Figura 37.11 mostra
um instante genérico desse movimento. Nela estdo marcadas as forgas que

atuam no disco. Suponha que o fio nio desliza sobre a periferia do disco.
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Figura 37.11: Fio se desenrolando do disco a medida que esse desce acelerado.

(a) Determine a aceleracdo do centro de massa do disco e verifique que
seu médulo € menor do que g. Explique esse resultado a luz da Lei da

Conservagdo da Energia Mecanica.
(b) Determine o médulo da aceleracdo angular do disco e a tensdo no fio.

(c) Calcule a velocidade do centro de massa do disco depois que ele descer
uma altura h, em relacdo a sua posic¢do inicial, diretamente a partir da

Lei da Conservacao da Energia Mecanica.

4. Um disco homogéneo de massa M e raio R é puxado por um fio ideal
horizontal que estd preso em seu eixo por uma forca constante F', como

ilustra a Figura 37.12. O disco rola sem deslizar sobre a superficie.

M

R
fat

-

7 %

Figura 37.12: Disco puxado por uma forca horizontal F exercida sobre seu eixo.

Determine os mddulos da acelerac@o do centro de massa desse disco, de sua
aceleracdo angular e da forcga de atrito.

5. Reconsidere o exemplo 37.3, mas agora suponha que o fio seja puxado de
modo que a sua direcdo seja mantida sempre na vertical, como indica a

Figura 37.13. Suponha que a forca exercida pelo fio sobre o carretel, de
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modulo F', (a tensdo no fio), seja pequena o suficiente para que o carretel

role sem deslizar sobre a superficie.

/

Figura 37.13: Carretel puxado na vertical.

(a) Usando argumentos qualitativos, determine se o carretel ird se mover

para a direita ou para a esquerda.

(b) Calcule, para um dado valor de F', os mddulos da aceleragcdo do centro

de massa do carretel, da sua aceleracio angular e da forga de atrito.

(c) Para valores de F' cada vez maiores, mas ainda menores do que Mg
para que o carretel ndo perca o contato com a superficie, o médulo da
normal vai diminuindo. Com isso, também diminui o valor de p.N,
sendo p. 0 coeficiente de atrito estatico entre a superficie e o carretel.
Portanto, haverd um valor de F' acima do qual nio serd mais possivel

para o carretel rolar sem deslizar. Determine esse valor.

6. Reconsidere o problema do carretel estudado tanto no exemplo 37.3
quanto no problema anterior, mas suponha agora que o fio seja puxado de
tal modo que sua direcdo seja mantida fixa e fazendo um angulo v com a
horizontal, como ilustra a Figura 37.14. Suponha, ainda, que a tensao no
fio seja pequena o suficiente para que nunca haja deslizamento do carretel
sobre a superficie.

CEDERJ
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10.

/

Figura 37.14: Carretel com fio inclinado.

Determine o angulo o em termos dos raios r (do cilindro interno do
carretel) e R (dos discos externos que formam o carretel) para que o car-
retel permaneca em repouso, qualquer que seja a tensdo no fio (mas desde
que seja pequena o suficiente para que nao haja deslizamento, como supu-

semos anteriormente).

. Uma bola de sinuca de raio R sofre uma pancada, isto €, uma forca im-

pulsiva horizontal e aplicada a uma altura h acima da superficie da mesa,
com R < h < 2R. Determine h para que a bola comece seu movimento

rolando sem deslizar.

Reconsidere o problema anterior, mas suponha que a pancada seja dada
a uma altura h = R, de modo que imediatamente apds a pancada o centro
de massa da bola tenha adquirido uma velocidade inicial vy, mas ndo pos-
sua nenhuma velocidade angular de rotacdo inicial. Determine a velocidade
do centro de massa da bola depois que ela passar a rolar sem deslizar

sobre a mesa.

Suponha que uma barra homogénea de massa m e comprimento /¢, inici-
almente em repouso, seja golpeada por uma for¢a impulsiva em um ponto
distante s de seu centro de massa, com 0 < s < ¢/2. Suponha que essa
for¢a impulsiva tenha sido aplicada numa dire¢do perpendicular a barra.
Determine o ponto da barra que estard em repouso logo apds a pancada ter
sido aplicada. Vocé acha que essa informacdo pode ser relevante na prética
de alguns esportes com raquetes, como o ténis, por exemplo?

Um disco homogéneo de massa M e raio R tem presa ao seu eixo uma das
extremidade de uma mola ideal de constante eldstica k. A outra extremi-

dade dessa mola estd fixa a uma parede. A mola estd na horizontal e, por
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hipétese, o disco rola sem deslizar sobre a superficie horizontal como indica
a Figura 37.15.

/

-

Figura 37.15: Disco oscilando harmonicamente sobre uma superficie horizontal, mas sem nunca
deslizar sobre ela devido a uma mola ideal que tem um de seus extremos preso em seu eixo e o

outro numa parede vertical.

Determine o periodo das oscilagdes do disco.

11. Uma barra homogénea de massa m e comprimento ¢ estd inicialmente em
repouso sobre uma mesa de superficie horizontal e lisa. Uma particula de
massa m e velocidade de direcao perpendicular a barra e de médulo vy
atinge um dos extremos da barra e a partir desse instante fica grudada nesse

extremo da barra.

(a) Determine a velocidade do centro de massa do sistema particula-barra
antes e depois da colisdo.

(b) Calcule a posicao do centro de massa do sistema particula-barra no

instante em que a particula atinge a barra.

(c) Determine a velocidade angular de rotagdo do sistema particula-barra

em torno de seu centro de massa ap0s a colisao.

12. Uma esfera homogénea de massa m e raio r oscila, com pequenas ampli-
tudes de oscilagdo, dentro de uma calha cilindrica de raio R, com R > r,

como ilustra a Figura 37.16.

[
[
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Figura 37.16: Esfera oscilando e rolando sem deslizar sobre a superficie interna de uma calha

cilindrica.

Suponha que o movimento da esfera seja plano e que ela role sem deslizar

sobre a calha cilindrica. Determine o periodo das oscilacdes da esfera.

13. Uma barra homogénea de massa m e comprimento ¢ € lancada para cima
de modo que um de seus extremos tem velocidade nula. Supondo que o
modulo da velocidade de seu centro de massa seja vy, determine o valor de
vy para que ela tenha dado duas voltas completas desde o seu lancamento
até o instante em que seu centro de massa atingiu o ponto mais alto de

sua trajetoria .

14. Certifique-se de que vocé entendeu todas as passagens matemadticas feitas
na equacao (37.31).

Auto-avaliacao

Trata-se do ultimo questiondrio e da ultima lista problemas de seu curso
de Fisic 1B, uma vez que a proxima aula é experimental e vocé serd solicitado
a realizar apenas tarefas experimentais. Por esse motivo, mais do que nunca,
vocé deve responder ao questiondrio inteiro e tentar resolver todos os problemas.
Nao serd fécil, pois alguns dos deles sdo dificeis. Mas ndo ha nada melhor para
fechar um curso com chave de ouro do que resolver integralmente toda a lista
proposta de problemas. Nesta dltima auto-avaliacdo, ndo diremos quais s3o os
problemas mais complicados, pois vocé ja deve ter adquirido o discernimento
para distinguir os problemas faceis dos dificeis. Esperamos, também, que vocé
tenha adquirido a seguranga necessdria para atacar qualquer problema que esteja
dentro de suas possibilidades.
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Aula 38 — Medindo momento de inércia

Objetivos

e Medir as energias envolvidas em um sistema composto de um carrinho so-

bre o trilho de ar, ligado por um fio que passa por uma polia real a um corpo.

e Determinar a energia cinética de rotacdo da polia.

e Determinar o momento de inércia da polia a partir dessa energia cinética.

Introducao

Faremos, nesta aula, um experimento muito semelhante ao que fizemos na
Aula 27. A diferenca fica por conta da polia usada; ela terd um momento de inércia
bastante grande, de tal forma que serd necessario considerar a energia cinética de
sua rotagc@o no cdlculo da energia mecanica do sistema. A figura a seguir € um

desenho esquemdico do experimento.

(C

-

Figura 38.1: Na descida do peso suspenso, que puxa o carrinho no trilho, o fio faz a polia girar e
ganhar energia cinética de rotacao.

Procedimento Experimental

1. Utilize o mesmo procedimento adotado na Aula 27, “Medindo a energia
mecanica de um sistema” , substituindo a polia utilizada naquele experi-

mento pelo disco de aco fixado a haste vertical.

2. Meca o diametro do disco e determine o seu raio com a respectiva incerteza.

MODULO 4 - AULA 38

Na Aula 27, "Medindo a energia
mecanica de um sistema”,
usamos uma polia que, para o
caso em questdo, podia ser
considerada ideal. Este ndo serd o
caso agora. Usamos, entdo, o
termo polia real”. Leia as aulas
tedricas sobre rotacdes para
verificar em que situagdes
pode-se considerar uma polia
como ideal.
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3. Acrescente duas massas de 50g (uma de cada lado) ao carrinho que vocé
for usar. Meca a massa total com a balancga do laboratério. Faca também a
medicao da massa do corpo que se deslocard verticalmente quando suspenso
por um fio amarrado ao carrinho e passando pelo disco que funcionard como
polia. Escolha um corpo com massa entre 40 e 60g. Nao se esqueca de

anotar as incertezas nessas medidas.

4. Posicione o disco alinhado com o trilho de ar e préximo a uma das suas
extremidades. Passe o fio que liga o carrinho ao corpo suspenso pela borda
do disco (veja o desenho esquemadtico na figura anterior). Procure fazer isso
de tal forma que o disco ndo fique inclinado em relacdo ao alinhamento do

trilho de ar.

5. Faca algumas simulagdes sem a fita termossensivel, soltando o corpo
de vdrias alturas, para que vocé€ possa escolher, ndo s6 a frequéncia
adequada do centelhador, mas também a altura inicial da qual o corpo

sera abandonado.

6. Posicione a fita termossensivel de modo que a regido de tomada de dados
esteja sobre ela.

Tomada de dados

1. Antes de comecar a tomada de dados, registre na fita a posi¢ao da qual o
carrinho serd abandonado e aquela em que ele se encontrard no instante em

que o corpo suspenso tocar o chdo.

2. Volte o carrinho para a primeira posi¢do e o solte (partindo do repouso),

registrando o movimento na fita.

3. Retire a fita do trilho de ar e a coloque fixada a uma mesa. Proceda a leitura
dos pontos marcados na fita e, como j4 foi feito em experimentos anteriores,

construa uma tabela da posi¢do do carrinho em func¢do do tempo.

4. Nao se esqueca de obter, também na fita, a altura inicial da qual o corpo
foi abandonado. Em todas as suas medicdes, lembre-se de estimar e anotar

as incertezas.
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| MODULO 4 - AULA 38
Analise dos dados

1. Obtenha uma tabela da velocidade como fun¢do do tempo, usando os dados
da tabela que vocé obteve da posi¢ao do carrinho versus tempo. Fag a, entdo,
um gréfico da velocidade versus tempo. Use os mesmos procedimentos
adotados nos experimentos anteriores. Em particular, ndo se esqueca de

calcular as incertezas.

2. Usando o gréfico obtido no item anterior, verifique qual o tipo de movi-
mento que o carrinho executou ao longo do trilho de ar. Também por meio
do grafico, determine a aceleracdo do carrinho e a aceleragdo angular do
disco enquanto o carrinho estava se movendo. Nao se esqueca das incerte-

zas nos resultados das duas aceleragdes.

3. A partir do gréfico, determine o instante ¢. e a velocidade v. com que o
corpo toca o solo. Estime as incertezas para essas duas grandezas a par-
tir das incertezas dos pontos do grifico. Compare-as com os resultados
analiticos obtidos no exemplo resolvido da Aula 35.

4. Calcule a energia potencial gravitacional do sistema no inicio do movi-
mento. Considere como ponto padrdo a posi¢do inicial do carrinho. Nao

se esqueca de calcular a incerteza associada.

5. Calcule a energia potencial gravitacional do sistema em outro instante de
tempo. Calcule a energia cinética de translagdo do sistema neste mesmo

instante. Nao se esqueca das incertezas. Veja como calcula-las na Aula 27.

6. Calcule a diferenca entre a energia calculada no item 4 e a soma das ener-
gias obtidas no item 5. A partir deste resultado, estime o valor do momento
de inércia do disco. Compare com o momento de inércia de um disco ho-

disco

mogeéneo: I557° = M R? /2, onde M e R sdo, respectivamente, a massa e 0
raio do disco.

Atividades extras

1. Calcule, a partir dos seus resultados, as tensdes sobre o fio em cada um dos

lados do disco.

2. Suponha que vocé fizesse este experimento com o carrinho em cima de
uma mesa comum, isto €, permitindo que, sobre o carrinho, atuem além das

for¢as do experimento uma forga de atrito. Se vocé verificar que a roldana
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rodou de um angulo Af num intervalo de tempo At, como vocé poderia
estimar a forga de atrito entre o carrinho e a mesa? Analise em que casos

havera movimento e em que casos o sistema ficard parado.

Auto-avaliacao

Como sempre, a melhor maneira de se auto-avaliar numa aula experimental
€ por meio da confeccdo do relatério. E tentando fazer o que € pedido nos itens
da tomada e andlise dos dados que podem aparecer eventuais dividas. Procure

também responder as questdes do item “Atividades extras”.
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