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A barreira de potencial:
casosE<V eE>V,

Meta da aula

Aplicar o formalismo quantico ao caso de uma particula
que incide sobre uma barreira de potencial, em que a
energia potencial tem um valor 0 para x < 0 e para
x>a, eumvalor V, >0 para0<x < a.

e mostrar que, no caso de a energia £ da particula ser menor
do que a altura da barreira, existe a possibilidade de a
particula atravessar a barreira (efeito tunel), em contraste
com o comportamento de uma particula classica;

e comprovar que, no caso de a energia £ da particula ser
maior do que a altura da barreira, existe a possibilidade de
a particula ser refletida, o que também esta em contraste
com as previsdes classicas;

e aplicar as regras da mecanica quantica para calcular as
probabilidades de reflexao e transmissao em cada caso.

Pré-requisitos

Para uma melhor compreensao desta aula, é importante
que vocé revise as Aulas 8 e 9 desta disciplina e, também,
os conceitos de reflexdo e transmisséo de ondas na
interface entre duas regides com indices de refracao
diferentes (Aula 6 de Fisica 4A).
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A BARREIRA DE POTENCIAL

Barreiras de potencial sio muito comuns no dia-a-dia. Pense em
um carro de montanha-russa prestes a subir uma ladeira. Ele somente
chegara ao cume se tiver energia cinética suficiente para vencer a barreira
de energia potencial gravitacional imposta pela ladeira. Caso contrario,
serd refletido pela barreira, movimentando-se no sentido oposto ao
inicial. Na Fisica Quantica, a transmissio e a reflexdo de particulas por
barreiras de potencial sio também muito importantes, sendo responsaveis
por diversos fendmenos interessantes e aplicagoes praticas.

Trataremos o caso de uma particula quantica de massa m que

incide sobre uma barreira, definida pelo seguinte perfil de energia

potencial:
V(ix)=0, x<0 (11.1)
Vix)=V,, 0<x<a
Vix)=0, x>a

em que o valor de V é positivo. Esta barreira esta mostrada na Figura
11.1. A energia potencial V define a altura da barreira e a distdncia
a define sua largura. Trata-se de um modelo bastante simplificado
para as barreiras reais, conhecido como “barreira retangular”.
No entanto, veremos que € possivel extrair deste modelo simples todos
os comportamentos fisicos mais relevantes, e que sdo comuns a todas
as barreiras de potencial existentes na natureza, com a vantagem de que a

barreira retangular apresenta uma simplicidade matemdtica muito maior.

Va
E>V,
VO
E<V,
m
-I | -
0 a X

Figura 11.1: Uma particula quantica de massa m que incide sobre uma barreira de
potencial. A figura mostra os dois casos possiveis: E <V (energia menor que a altura
da barreira) e E >V (energia maior que a altura da barreira).



SOLUCAO DA EQUACAO DE SCHRODINGER NAS REGIOES
x<0Ex>a

Pelos mesmos argumentos utilizados para a particula livre e para
o degrau de potencial, sabemos que ndo existe solucdo se a energia
total da particula for negativa. Portanto, podemos considerar apenas a
situa¢do em que E > 0. Nas regides x < 0 e x > a, a particula se movimenta
livremente, de modo que a solucdo geral da equagdo de Schrodinger

nessas duas regides é dada por:

w(x) = Ae™ +Be™, x<0

w(x)=Ce™ +De™, x>a (11.2)

em que A, B, C e D sido constantes, em geral complexas, e, da mesma
forma que nas Aulas 8 ¢ 9, o vetor de onda é k =2mE/n

Também como nas Aulas 8 e 9, vamos considerar a situacao em
que a particula incide sobre a barreira de potencial pelo lado esquerdo,
como indicado na Figura 11.1. Nesse caso, do lado direito, ndo teremos
uma onda se propagando para a esquerda, e portanto D = 0 na Equacio
(11.2). Como no caso do degrau de potencial, o coeficiente A representa
aamplitude da onda de probabilidade incidente, B a da refletidae C a da
transmitida, todas com o mesmo valor do vetor de onda k e, portanto,
o mesmo valor do comprimento de onda de de Broglie.

A densidade de corrente de probabilidade j sera constante, como

em todos 0s casos estaciondrios, e terd como valor:
. 2 2 2
j=v, (1A - [B")=v, [T, (11.3)

em que, como definido anteriormente, v,=hk/m ¢€a velocidade da
particula, ou velocidade de grupo. De forma andloga ao caso do degrau de
potencial, podemos definir os coeficientes de reflexdo R e de transmissdo
T como:
B cf
- W’ - W’ (11.4)

|2

em que foi utilizado o fato de v, ser a mesma do lado direito e do
esquerdo da barreira, diferentemente do que aconteceu no estudo

do degrau de potencial.

CEDERJ

AULA H MODULO 1
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Até agora, estudamos a solucdo da equagdo de Schrodinger nas
regides x < 0 e x > a, e tudo que dissemos ¢é valido tanto para o caso
da energia total da particula ser menor do que a altura da barreira,
E <V, oumaior do que amesma, E > V. Para completar nosso estudo,
teremos de buscar as solu¢oes também na regido interna a barreira,
0 < x < a. Para tanto, serd necessario considerar separadamente os casos
E<V e E>V,.

Antes de iniciarmos, vamos lembrar mais uma vez o que acontece
no dominio da Fisica Cldssica, ou seja, para sistemas macroscopicos.
No primeiro caso (energia menor que a barreira), a particula cldssica
deveria ser simplesmente refletida pela barreira. J4 no segundo caso
(energia maior que a barreira), a particula cldssica passaria sem
ser refletida, diminuindo sua energia cinética quando estivesse na
regido da barreira, mas recuperando sua velocidade inicial depois de
atravessa-la. Mais uma vez, veremos que a Fisica Quantica nos leva a

resultados diferentes dos previstos classicamente.

SOLUGCAO COMPLETA NO CASO 0 < E < v,

Lembrando que em 0 < x < a a energia potencial vale V(x) =
V, e definindo, como na Aula 8, K = ,/2m(VO —E) /h , escrevemos a

solug¢do da equagao de Schrodinger na regido da barreira:
v(x)=Fe™ +Ge™, 0<x<a (11.5)

Combinando as Equagoes (11.2) e (11.5), podemos relacionar as
constantes A, B, C, Fe G pelas condicoes de continuidade de y(x) e de

sua derivada nos pontos x = 0 e x = a. Para x = 0, encontramos:

A+B=F+G
ik(A-B)=K(F-G). (11.6)

Ja para x = a, temos:

Ce*® = Feke + Ge

ikCe** = K(Fek* — Ge™9) . (11.7)



Podemos eliminar F e G das Equacdes (11.6) e (11.7) e calcular
as relacoes B/A e C/A. O resultado, cuja obtencdo sugerimos como
uma exercicio opcional, nos leva aos seguintes coeficientes de reflexdo

e transmissio:

[ -1
2 -
R:% =1+ 4f K
|A| (k2+K2) senhz(Ka)
[ -1
_lar_ 1+(k2+K2)2 senh?(ka)| (1Y
Al 4R K
ATIVIDADES

1. Verifique, a partir da Equacao (11.8), que R + T=1.

RESPOSTA COMENTADA

-1 -1

a b

Note que as expressées para R e T sdo da forma R = [1 aF E] eT= l:l + —]
a

em que, nesse caso em particula, a =4k’K*> e b= (le2 +K? )2 senh’ (Ka).

Efetuando a soma de R e T, temos:

-1 =il
R+T=[1+%:| +|:1+é:| = b + a 1.

a a+b a+b:

2. Mostre que, no limite em que Ka >> 1, o coeficiente de transmissao
(R*+K*) "

se simplifica: T =

CEDERJ 1

AULA H MODULO 1
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RESPOSTA COMENTADA

Partindo da Equacdo (10.8) e usando o resultado senh(x) = %,
de modo que lim senh (x) = % , obtemos:
k2+K2262Ka_ Py
I= 1+( ) - LGFK ek,

16k°K> - (K +K2)

Note, portanto, que o coeficiente de transmissdo, nessas condicoes,
apresenta um decaimento exponencial com a largura da barreira.
Perceba a relagdo entre esse resultado e o decaimento exponencial da
probabilidade no degrau de potencial que discutimos na Aula 8 (veja a
Equagéo (8.14)).

Podemos, esquematicamente, mostrar a densidade de probabilidade
correspondente A fun¢io de onda definida pelas Equagoes (11.2) e (11.5).
O resultado pode ser visto na Figura 11.2. Na regiao a esquerda da barreira,
véem-se as oscilagoes resultantes da interferéncia entre as ondas incidente
e refletida. Dentro da barreira, a densidade de probabilidade decai de
forma aproximadamente exponencial com a distancia. Finalmente, na
regido a esquerda, a densidade de probabilidade é constante, correspon-

dendo a onda transmitida que se propaga nessa regiao.

NWPOIL |

S —
a X

Figura 11.2: Densidade de probabilidade para uma particula quantica incidente em
uma barreira de potencial, vinda da esquerda com energia E< V.

12 CEDERJ



O fato de o coeficiente de transmissao ter um valor diferente

de zero demonstra que uma particula pode atravessar uma barreira de

AULA H MODULO 1

potencial que seria completamente intransponivel se prevalecesse o ponto
de vista da Mecanica Classica! Esse fenomeno, que ja foi mencionado no
estudo do degrau de potencial, é chamado de penetracio de barreira, ou
efeito tunel, e aparece com frequéncia em varios ramos da Fisica, como

veremos na proxima aula.

SOLUCAO COMPLETA NO CASO E > V,

Neste caso, na regido interna, a solu¢ao da equacdo de Schrodinger

¢ dada por

y(x)=Fe"™ +Ge™™, O<x<a, (11.9)

em que, como no estudo do degrau de potencial, &’ =\/2m(E-V,)/h.
Repetindo o tratamento de impor a continuidade de y(x) e da sua derivada
nos pontos x = 0 e x = a, determinamos as constantes A, B, C, F e G.
Eliminando F e G, calculamos B/A e C/A e podemos, a partir deles, calcular

os coeficientes de reflexio e transmissao:

- -1

1B 4Kk
:?: 1+ 2 72 \? 2 (L,
|A| i (k -k ) sen (ka)d
- -1
:@: 1+(/e2—k'2)2 sen” (k'a) .
AF | ek | (11.10)
ATIVIDADE

3. Verifique que os valores de R e T da Equacao (11.10) satisfazem
a relacdo de conservacdo da densidade de fluxo de probabilidade,
R+T=1.

CEDERJ 13
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-1
a
As expressoes para R e T no caso E >V, também sdo da forma R = [1 h —:l

- T-|

RESPOSTA COMENTADA

b

-1
1+ —:| , exatamente como no caso E<V,, de modo que a

a

relacéo R + T= 1 fica automaticamente demonstrada.

CEDERJ

A Equagio (11.10) mostra que o coeficiente de transmissao T
é em geral menor do que 1, o que difere do resultado cldssico em que
T =1 quando E > V. Em outras palavras, uma particula quantica que
incide sobre uma barreira de potencial com uma energia maior que a
altura da barreira pode ser refletida! Por outro lado, vemos que T = 1
ocorre quando k’a = nm, em que 7 é um numero inteiro positivo. Assim, a
particula é transmitida com 100% de probabilidade, quando a espessura
da barreira é igual a um muiltiplo inteiro da metade do comprimento
de onda para a particula dentro da barreira, > = 2n/k’. Esse é um
fendmeno de interferéncia quantica andlogo ao que acontece na dtica
ondulatéria com laminas de espessura igual a meio comprimento de onda
(ou multiplos deste valor) da radiag¢do eletromagnética incidente: toda
a radiagao é transmitida nesse caso. Esse fendmeno esta relacionado ao
efeito Ramsauer, que discutiremos futuramente.

A Figura 11.3 mostra a densidade de probabilidade no caso
E > V.. Note que, além do padrio de interferéncia entre as ondas
incidente e refletida na regido x < 0 (que ja aparecia no caso E < V),
também surgem oscilacoes desse tipo na regido da barreira, porém com

um comprimento de onda maior.

Pa

A VAN

bR A
0 a X

Figura 11.3: Densidade de probabilidade para uma particula quantica incidente em
uma barreira de potencial, vinda da esquerda com energia E < V.



Vale a pena verificar que, para E = V_, as expressoes (11.8) e

02

(11.10) coincidem, o que significa que o grafico de R ou T como funcdo

AULA H MODULO 1

da energia é continuo. Vamos verificar este resultado na Atividade 4.

ATIVIDADE

4. Mostre que, na situacdo limite E = V, tanto a Equacéo (11.8) como a

2 —1
(11.10) levam a T = 1+mV02a .
2h

RESPOSTA COMENTADA

Partindo da Equacdo (11.8), observamos que o limite E =V, corresponde
a K = 0. Assim, precisamos inicialmente tomar o limite:

Ka—0

eKa _e—Ka z 5
hm senh’(Ka) = lim — = (Ka)

Substituindo esse resultado na Equagdo (11.8) com K = 0, temos:

4172 2! 2 2t 2
gl PINLIC SN R O, S R P A8
4k°K 4 2h
Partindo agora da Equacdo (11.10), o limite E =V, corresponde agora

a k’= 0. Sabendo também o limite hrn sen’(k’a) = (k’a)*, obtemos o
valor limite para o coeficiente de transm/ssao

4472 2 2 2 27!
T=|1+8 4| | K| |y s |
4k* k"> 4 2n°

2

mV,a

. g . 0 )
Observe que o numero adimensional >— Mmede a opacidade da

barreira. Quanto maior esse nimero, menor serd o fluxo de probabilidade
que atravessar a barreira. Perceba como é razodvel que esse nimero seja
tanto maior quanto maior for a altura da barreira V,, sua largura a e a
massa da particula m.

CEDERJ 15
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ReT,

Na Figura 11.4, mostramos, de forma esquematica, o compor-
tamento dos coeficientes de transmissiao e reflexio como funcio de
E/V,. Perceba a existéncia de probabilidade de transmissdo para
E <V, (tunelamento). Note ainda as oscilagdes no coeficiente de transmis-
sdo para E >V, dando T = 1 para alguns valores bem precisos de energia,

como discutimos anteriormente.

1

0,5} -—-

?

Figura 11.4: Coeficientes de transmissdo e reflexdo de uma particula quan-

tica por uma barreira de potencial. Consideramos

2
mV, a .
—02:1,oquedaum

coeficiente de transmissao igual a 0,5 quando E= V.

CONCLUSAO

Vimos nesta aula, de maneira formal, como se comporta uma
particula quantica que incide sobre uma barreira de potencial. Mas
nosso estudo desse assunto nio termina aqui. Como dissemos, a Fisica
é rica em exemplos, e os fendmenos descritos aqui sdo importantes e
podem, inclusive, ser usados em aplicacdes préticas, como veremos na

proxima aula.

ATIVIDADES FINAIS

1. No caso considerado na Figura 11.4, ou seja, uma barreira de potencial

em que

=1, calcule os valores de E/V, para os quais a probabilidade de

transmissdo é igual a 1.

CEDERJ



RESPOSTA COMENTADA

.. . - P ~ 4
Para que o coeficiente de transmisséo seja igual a 1, a relacdo k’a = nm deve

ser satisteita. Como k’ = \[2m(E—-V}) / i, temos:
E n*mth?
kKa=a.2m(E-V ) /h= = —=1+—.
a=a2m( 0)/ nn v 2V 2

2
Usando a condicéo mV_Oa =1, obtemos:
2n*
E n?
V:1+ ,emquen=1,2 3etc
0

2. (a) Calcule o coeficiente de transmissdo para um elétron de energia total igual
a 2 eV, incidente sobre uma barreira de potencial de altura 4 eV e largura 107" m,
usando a Equacéao (11.8) e, depois, usando a férmula aproximada demonstrada

na Atividade 2 desta aula. (b) Repita o calculo para uma barreira com largura

de 10° m.

(Eisberg-Resnick, Problema 8, Capitulo 6).

RESPOSTA COMENTADA

(a) Substituindo os valores numéricos nas férmulas indicadas e lembrando que
a massa do elétron vale 9,1 x 107! kg, obtemos T = 62%, usando a Equagdo
(11.8), e T=949%, usando a expressdo aproximada obtida na Atividade 2. Note
que, nesse caso, a barreira é bastante estreita, de modo que a probabilidade
de tunelamento ¢ alta. E por isso que ndo estamos no limite de validade da
expressdo da Atividade 2 desta aula (decaimento exponencial).

(b) Jd no caso de uma largura 10 vezes maior, o valor obtido com ambas
as formulas é de T = 2,02 x 107 Veja como esse aumento na largura da
distancia causa uma reducdo drdstica na probabilidade de tunelamento! Nesse
caso, a expressdo aproximada obtida na Atividade 2 é certamente vdlida. Esse
exemplo tem conexées com o mecanismo de funcionamento do microscdpio
de tunelamento, que discutiremos na préxima aula.

CEDERJ
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Vamos agora explorar a barreira de potencial no site http://perg.phys.ksu.edu/vgm/
AVQM%20Website/WFEApplet.html

Selecione o modo Explorer no botao superior esquerdo (Mode). Escolha o nimero de
regidoes do potencial (N\umber of Regions) igual a 3. Escolha a largura da regido central
igual a 0,3 nm e o valor da energia potencial igual a 2,0 eV nessa regido. Mantenha o
potencial nas duas outras regides igual a zero. Escolha 1,5 eV para a energia da particula,
assim vocé estara observando o efeito tunel. Selecione ainda as opcées Connect from
right to left, Right eigenfunction: Cexp(ikx) + Dexp(-ikx) e os coeficientesC=1e D =0.
Assim, estaremos simulando exatamente as situacdes descritas nesta aula. Outra opcédo
interessante é clicar em Run, para observar a evolu¢ao temporal da fun¢do de onda e
da densidade de probabilidade. Explore as diversas situa¢des discutidas nesta aula.

RESUMO

Se uma particula incide sobre uma barreira de potencial com energia menor ou
maior que a altura do degrau, ela pode ser refletida ou transmitida. A transmissao
no caso de energia menor que a barreira (efeito tunel) e a reflexdo no caso de
energia maior que a barreira sdo situacdes nao previstas pela Mecanica Classica.
As probabilidades de transmissao e reflexdo em cada caso sdo obtidas pelas leis

da Mecanica Quantica.

INFORMAGCOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, vamos explorar diversos exemplos e aplicagdes da barreira de
potencial, entre eles o microscépio de tunelamento, o diodo tunel, a emissdao de

particulas alfa e a fusdao nuclear.

18 CEDERJ



Barreira de potencial:
exemplos e aplicacoes

Meta da aula

Discutir alguns exemplos e aplicacdes do efeito-tinel que
podem ser modelados pela barreira de potencial, tais como o
microscopio de tunelamento, a emissao de particulas alfa,

a fusdo nuclear e a emissdo de elétrons por metais frios.

e explicar como funciona um microscépio de tunelamento e a emissao de
elétrons por metais frios;

e analisar a emissao de particulas alfa pelos nucleos e a fusdo nuclear;

e identificar a importancia conceitual e pratica do efeito-ttinel na Fisica.

Pré-requisito

Para uma melhor compreensao desta aula, é importante que
voceé revise a Aula 11 desta disciplina.
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O MICROSCOPIO ELETRONICO DE VARREDURA POR
TUNELAMENTO (STM): ENXERGANDO OS ATOMOS

O fisico americano Richard Feynman fez o seguinte questionamento:

Se, por algum cataclisma, todo conhecimento cientifico fosse
destruido, e apenas uma frase pudesse ser passada as proximas
geracoes, qual afirmagio conteria 0 maximo de informagio no
menor namero de palavras? Creio que é a hipdtese atémica, ou

seja, que todas as coisas sdo feitas de dtomos.

Essa afirmagio de Feynman descreve bem a importancia da teoria
atobmica da matéria, nao sé para a Fisica, mas para todas as ciéncias. Mas
como sabemos que os dtomos realmente existem? Sera que podemos,
por meio de um microscopio, enxergar 0s 4tomos?

Bem, veremos que isso é possivel, mas a verdade é que a nossa
conviccao sobre a existéncia dos dtomos vem de muito antes. Nesse caso,
ndo foi necessdrio “ver para crer”. O desenvolvimento da teoria atdmica
teve uma longa e bela histéria, que comecou como filosofia com o grego
Democrito, no século V a.C. Depois, virou ciéncia com os trabalhos de
Dalton, Boltzmann, Brown, Einstein, J. J. Thomson, Moseley, Chadwick
e outros. Mas, ainda que soubessem da existéncia dos dtomos e de muitas
de suas caracteristicas, os microscopistas nunca desistiram do que parecia
o objetivo final: vé-los com os préprios olhos!

Como dissemos na Aula 3, os instrumentos Oticos possuem a
limitagio do comprimento de onda da luz visivel, dada pelo critério
de difragao de Rayleigh. Um sistema Otico é capaz de “resolver”
(ou seja, ver separadamente) duas fontes pontuais, se os diagramas de
difragdo dessas duas fontes estdo suficientemente separados para serem
distinguidos. Calculando numericamente, conclui-se que s6 podem ser
resolvidos objetos de 200 a 350 nm, ou seja, com tamanhos da ordem
da metade do comprimento de onda da luz visivel. Como os dtomos sdo
muito menores do que isso, como fazer para observa-los?

Em 1981, Gerd Binnig e Heinrich Rohrer, da IBM de Zurique,
inventaram o microscopio de varredura por tunelamento (scanning
tunneling microscope, ou simplesmente STM). O STM foi o primeiro
instrumento capaz de gerar imagens reais de superficies com resolucdao
atomica. Em 1986, seus inventores, mostrados na Figura 12.1, ganharam

o Prémio Nobel de Fisica.
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Figura 12.1: Os inventores do STM, Heinrich Rohrer e Gerd Binnig (a esquerda)
e o mecanismo de funcionamento do mesmo (a direita).

O principio de funcionamento do STM é surpreendentemente
simples e esta esquematizado na Figura 12.1. Aproxima-se da superficie
que se quer analisar uma ponta metdlica muito fina. Quando a distancia
ponta-amostra for suficientemente pequena (veja a Atividade 1), os
elétrons da amostra comegam a tunelar da amostra para a ponta
(ou vice-versa), através da barreira de potencial que ocorre na regido de
vacuo entre a ponta e a amostra, como mostra a Figura 12.2. O sentido
dessa corrente de tunelamento depende da polaridade de uma voltagem

aplicada entre a ponta e a amostra.

1 [
Estados l
VaZIOS EF ’ ........... - - $ .......... -
’ f
ev
Amostra Vacuo Ponta Amostra Ponta

Figura 12.2: Esquema de energias para o problema de tunelamento em um STM. A esquerda, temos o caso em
que ndo ha diferenca de potencial entre a ponta e a amostra. Nesse caso, a funcdo trabalho vale @, as energias
de Fermi da amostra e da ponta valem E, e a espessura da camada de vacuo (ou seja, a distancia entre a ponta
e a amostra) é igual a d. No painel a direita, mostramos como a situag¢do se altera, quando se aplica uma volta-
gem igual a Ventre a ponta e a amostra, possibilitando o tunelamento. A figura mostra, de forma esquematica,
a funcdo de onda para uma particula que tunela da amostra para a ponta.
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Principio DE ExcLusAo DE PAuLl

O Principio de Exclusdo de Pauli foi
formulado pelo fisico austriaco Wolfgang
Pauli (Figura 12.3), em 1925. E um dos
principios mais importantes da Mecanica
Quantica. Vocé pode nio ter se dado conta,
mas aplicou o Principio de Exclusio em
seus estudos de Quimica do Ensino Médio,
quando estudou a distribui¢do dos elétrons
pelos orbitais atdmicos. De fato, o Principio
de Exclusdo de Pauli explica a estrutura de
camadas dos dtomos e, portanto, a existéncia
da Tabela Periédica dos Elementos, que
norteia toda a Quimica. Vocé se lembra, de
seus estudos, que cada orbital atdmico s6
pode ser ocupado por dois elétrons, um com
spin para cima e outro com spin para baixo?
Pois bem, em sua formula¢dao mais simples,
essa € a esséncia do Principio de Exclusdo.
As particulas quanticas podem se classificar
em férmions (como o elétron, préton,
néutron) e bésons (como as particulas alfa,
pions, déuterons). Os férmions estdo sujeitos
ao Principio de Exclusdo: dois férmions nao
podem ocupar simultaneamente 0 mesmo
estado quantico (e isso inclui também a
orientagdo do spin). E por isso que, no
processo de tunelamento mostrado na
Figura 12.2, s6 pode haver transporte de
elétrons dos estados ocupados da amostra
para os estados vazios da ponta: os elétrons
estdo “excluidos” de entrar nos estados ja
ocupados. Formula¢gdes mais rigorosas do
Principio de Exclusio, e a propria nogdo de
spin, sio objeto de estudo de cursos mais
avancados de Mecanica Quantica.

Figura 12.3: O fisico austriaco Wolfgang
Pauli (1900-1958), agraciado com o Pré-
mio Nobel de Fisica em 1945 pela desco-
berta do Principio de Exclusao.
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A Figura 12.2 descreve detalhadamente como surge a
corrente de tunelamento. No painel a esquerda, mostramos
o perfil de energia de potencial, quando ndo se aplica uma
voltagem entre a amostra e a ponta. A regido acinzentada
mostra os niveis de energia de estados quanticos que estdo
ocupados por elétrons em um metal. A energia dos elétrons
mais energéticos ¢ conhecida como energia de Fermi (E,).

Ha niveis com energia maior que E_, mas eles nio estdo

o
ocupados por elétrons. Sao estados vazios, cuja energia estd
na regido branca da figura, acima do nivel de Fermi. Vamos
supor, por simplicidade, que tanto a amostra quanto a ponta
sejam metdalicas e tenham a mesma fun¢do trabalho @.
Como vimos na discussio sobre o efeito fotoelétrico na
Aula 8 de Fisica 4B e na Figura 12.2, a fung¢io trabalho é a
diferenga de energia entre o nivel de Fermi e o nivel de véacuo.
Na situacdo mostrada no painel da esquerda da Figura 12.2,
nao ha corrente de tunelamento, pois os elétrons s6 podem
tunelar de estados ocupados para estados vazios com a mesma
energia, devido ao PriNciPIO DE ExcLusAo DE PauLl.

No painel a direita da Figura 12.2, vemos como a
situacdo se modifica quando se aplica uma voltagem igual
a Ventre a amostra e a ponta: as energias de Fermi ficam
desbalanceadas por uma diferenca de energia igual a eV, em
que e é a carga elementar. Agora, os elétrons podem tunelar
da amostra para a ponta, ja que ha estados ocupados da
amostra com a mesma energia de estados vazios da ponta.
Podemos também obter a dependéncia da corrente de
tunelamento com a fun¢io trabalho e com a distincia d entre
a ponta e a amostra. Para isso, vamos usar o formalismo
desenvolvido na aula passada. Perceba que, no entanto, a
barreira mostrada na Figura 12.2 nio é retangular. Porém,
no limite de baixas voltagens (eV << @), podemos usar a
aproximagao de uma barreira retangular de altura @. Assim,
a corrente de tunelamento serd proporcional ao coeficiente
de transmissao de um elétron incidente com energia E, sobre
essa barreira. Segundo o resultado aproximado obtido na
Atividade 2 da aula passada, iremos mostrar (Atividade 1

desta aula) que o coeficiente de transmissdo é dado por:



16E,® [ J8m®
T=———exp|l-

(E, + D) h d]' (12.1)

A corrente de tunelamento é proporcional ao coeficiente de
transmissao da Equacdo (12.1). Além disso, deve ser proporcional ao
numero de estados disponiveis para tunelar. Olhando a Figura 12.2,
vemos que a quantidade desses estados serd tanto maior quanto maior
for a diferenca de potencial V. Assim, a corrente de tunelamento é
proporcional a V. Combinando esse resultado com a Equagio (12.1),

chegamos ao importante resultado para a corrente de tunelamento I:

e Vexp(—%), (12.2)

h
A=—ron ; . L .
eém que ¢ um comprimento caracteristico de decai-
e " B P

mento da corrente. Em outras palavras, poderemos observar uma
corrente de tunelamento apreciavel, quando a distancia d entre a ponta
e a amostra ndo for muito maior que A. A Equacdo (12.2) é bastante

util na analise dos experimentos de STM.

ATIVIDADE

. 1. a. Demonstre a Equacédo (12.1).
1. b. A fungao trabalho do cobre vale 4.7 eV. Calcule o comprimento de

‘ decaimento da corrente de tunelamento (1) para o cobre.

e

RESPOSTA COMENTADA

1. a. Partindo do resultado obtido na Atividade 2 da Aula 11, a saber:

LEK o,

T= 5

(k*+K*)
212 2172
usando as definicoes E, = nk e o®= nK
2m 2m

d=ae L=1/2K,

chegamos ao resultado esperado.

, e Identificando

CEDERJ
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fi
1. b. Usando a definicdoA = ﬁ, obtemos A = 50 pm. No entanto,

m
o0s equipamentos de STM apresentam uma alta sensibilidade, podendo, em
alguns casos, medir correntes de tunelamento menores que 1 pA. Isso faz
com que a distdncia entre a ponta e @ amostra possa chegar a 1 nm.

Mas como podemos fazer imagens de STM com resolugdo atdmica?
Bem, toda a anilise que fizemos até agora foi bastante simplificada.
Na verdade, as func¢des de onda dos elétrons em um material ndo sio
exatamente ondas planas, mas sdo fortemente localizadas em torno
dos dtomos que o compdem. Assim, é muito mais facil “encontrar”
um elétron para tunelar, quando a ponta estd bem acima de um dos
dtomos da superficie. A corrente de tunelamento aumenta nesse caso.
Mas, obviamente, para que tudo isso seja possivel, é importante que a
ponta do microscépio seja bastante fina, tendo precisamente um atomo
em sua regido mais inferior, como mostra a Figura 12.1. Podemos,
entdo, varrendo a superficie e mapeando os altos e baixos da corrente
de tunelamento, obter uma imagem da mesma com resolugio atdomica,

como a que estd mostrada na Figura 12.4.

Figura 12.4: Imagem de uma superficie de silicio com resolucdo atomica.
Os circulos brilhantes indicam as posicdes de atomos individuais. Corte-
sia: Fernando Stavale, Instituto Nacional de Metrologia, Padronizagdo
e Qualidade Industrial (INMETRO).



EMISSAO DE ELETRONS DE METAIS FRIOS

Um mecanismo semelhante ao funcionamento do STM ¢
responsavel pela emissdo de elétrons de metais frios, observada pela
primeira vez em 1922. Na ocasido, notou-se que elétrons podem ser
extraidos de metais, através da aplicacdo de um campo elétrico alto.
Para entender esse fendmeno, vamos analisar o diagrama de energias
mostrado na Figura 12.5. Como no caso do STM, os elétrons mais
energéticos do metal tém energia E, e estdo presos a ele por um degrau
de potencial de altura ®@ (fung¢ao trabalho). Essa situacio estd mostrada
no lado esquerdo da figura, em que ndo existe nenhum campo elétrico
aplicado. Ao aplicarmos um campo elétrico na regido do vicuo e
perpendicular a superficie do metal, temos a situagio mostrada no lado
direito. Veja que a energia potencial nio é mais constante na regiio
do vacuo, mas varia como V(x) = E, + ® —eEx, em que E é o campo
elétrico aplicado e x é a distancia até a superficie. Perceba que agora surge
uma barreira triangular, através da qual o elétron pode tunelar. O cilculo
da probabilidade de tunelamento nao é tao simples quanto o da barreira
retangular, que vimos na Aula 10, mas pode ser realizado usando-se a
aproximag¢io WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin), que € vista em cursos
mais avancados de Mecanica Quantica. Esse calculo foi realizado pela
primeira vez por Fowler e Nordheim em 1928. Eles obtiveram a corrente
de elétrons emitidos como func¢ao do campo elétrico aplicado, explicando
os resultados experimentais. Essa foi uma das primeiras demonstragoes

claras da importancia do efeito-tunel.

Metal Vacuo Metal

Estados D
vazios

EF_ E

Estados
ocupados

E=0 E>0

Figura 12.5: Diagrama de energias para o problema de emissdo de elétrons por
metais frios. O painel da esquerda mostra a situacdo em que ndo ha campo elétrico
aplicado, enquanto que o painel da direita mostra o que ocorre quando um campo
elétrico é aplicado.

Vacuo

V(x)=E. +®—eEx
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A EMISSAO DE PARTICULAS ALFA E A FUSAO NUCLEAR

Uma outra situacdo importante em que ocorre o fenomeno de
tunelamento é na emissao de particulas alfa pelos nucleos. Particulas
alfa sao compostas por dois préotons e dois néutrons, ou seja, sao nticleos
de He. Essas particulas sio emitidas quando ocorre o decaimento
de nucleos radioativos. Por exemplo, o nacleo de U** pode sofrer o

seguinte decaimento:
U - **Th+a, (12.3)

com a emissdao de uma particula alfa.

Em 1928, os fisicos Gamow, Condon e Gurney resolveram um
problema hd muito existente em relacdo a emissdo das particulas alfa
pelos nucleos. Sabia-se, desde os experimentos do fisico neozelandés
Ernest Rutherford em 1910, que o potencial de interagio entre uma
particula alfa e o ntcleo de 2*®U era, para distancias de separagdo r
suficientemente grandes, o potencial de uma repulsdo coulombiana entre

a particula alfa com carga 2¢ e o nicleo com carga Ze:

B 27e*
dme,r

V(r) (12.4)

Esse potencial estd mostrado
na linha tracejada da Figura 12.6.
Rutherford mostrou esse resultado
através de seus experimentos de
espalhamento (veja uma descrigdo

desses experimentos na Aula 10 de

— Mecénica). Segundo esses experimentos

Figura 12.6: Energia potencial de uma particula alfa intera-

e outros posteriores, o potencial de

4

interacdo obedece a Equagao (12.4)
para distincias maiores que o raio do
niicleo de uranio (R ), algo em torno de

10-'"* m. Para distancias dessa ordem ou

gindo com um nucleo de #*8U. A linha cheia mostra, de forma

esquematica, o potencial de interacdo real, contendo uma regido menores, as interacdes nucleares passam
repulsiva coulombiana (linha tracejada) e uma regido atrativa
onde predominam as intera¢des nucleares. Para que as particulas a ser importantes, € o potenc1al se torna

alfa escapem do nucleo com energia E < V, elas tém de tunelar

através de uma barreira de potencial.
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atrativo, como se vé na Figura 12.6.



O problema era que as particulas alfa escapavam do nticleo de **U
com uma energia E muito menor que a altura da barreira coulombiana,
de altura V. Ou seja, segundo a mecanica classica, seria impossivel que
as particulas alfa escapassem do nucleo com uma energia tio baixa.
Gamow, Condon e Gurney propuseram que a emissao dessas particulas
seria através do tunelamento pela barreira de potencial. Seus célculos,
em bom acordo com os resultados experimentais, mostraram que essa
hipétese era essencialmente correta.

A fusdo nuclear é um processo no qual dois nucleos colidem e,
se tiverem energia suficiente, poderdo vencer a barreira da repulsio
coulombiana esquematizada na Figura 12.6 e se fundir em um tnico
nucleo. De certa forma, é o processo inverso ao que ocorre na emissao
da particula alfa. O processo de fusdo libera uma grande quantidade
de energia: a imensa energia produzida pelo Sol (e por todas as demais
estrelas), e que chega até nds sob a forma de luz, é fruto dos processos de
fusdo nuclear. Infelizmente, a energia liberada na fusao nuclear pode ser
também utilizada nas armas mas destrutivas que o homem ja produziu,

as bombas de hidrogénio.

Tunelamento em semicondutores e supercondutores

Em 1973, a importancia do fenémeno de tunelamento para a Fisica, tanto a basica quanto a
aplicada, foi reconhecida com o Prémio Nobel. Foram agraciados os fisicos Leo Esaki, do Japao,
Ivar Giaever, da Noruega, e Brian Josephson, da Inglaterra. Esses cientistas descobriram efeitos
quanticos devido ao tunelamento que podem ser usados para fabricar dispositivos eletronicos.
Esses dispositivos sdo bastante diferentes dos que estamos acostumados a ver em nossos estudos
de eletricidade basica.

Leo Esaki inventou um dispositivo semicondutor conhecido como “diodo-tunel”, cujo
funcionamento é baseado no fenémeno de tunelamento em materiais semicondutores. A curva
caracteristica, ou curva corrente-voltagem (I-V) do diodo-tunel esta na Figura 12.7. Perceba como
um diodo-tunel é bastante diferente de um resistor 6hmico (V = Rl), cuja curva caracteristica é uma
reta. Em particular, hd uma regido de voltagens onde ocorre a chamada resisténcia diferencial
negativa, ou seja, ao aumentarmos a voltagem, a corrente diminui!

Resisténcia diferencial

negativa

—,

Corrente
Figura 12.7: Curva caracteristica
do diodo-tunel.
0
0
Voltagem
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Ivar Giaever e Brian Josephson descobriram fend6menos intrigantes de tunelamento em
juncdes formadas por um material isolante entre dois materiais supercondutores. Um
material supercondutor é aquele em que uma corrente elétrica pode ser transmitida sem
nenhuma perda, ou seja, a resisténcia elétrica é nula. Tais jun¢des sdo conhecidas hoje em
dia como jungdes Josephson e apresentam comportamentos que podem parecer, a primeira
vista, bastante exoticos. Por exemplo, ao se aplicar uma voltagem continua a uma juncao
Josephson, surge uma corrente alternada e, ao se aplicar uma corrente alternada, surge
uma voltagem continua! Ainda mais interessante, a relacdo entre a freqtiéncia f aplicada e
a voltagem continua V envolve apenas constantes universais:

v

==L 12.5
e ( )

em que » é a constante de Planck e e é a carga elementar. Por relacionar uma voltagem
com uma frequiéncia, que é uma grandeza que pode ser medida com bastante preciséo, essa
relagdo é usada em metrologia para definir um padrao preciso de voltagem.

Como vimos, o efeito-tiinel é importante em muitas aplicagdes.
Na maioria delas, a barreira nio é retangular. As vezes, a aproximacio
de uma barreira retangular é suficientemente boa, segundo a andlise do
STM, de modo que podemos usar os resultados obtidos na Aula 10. Em
outros casos, isso nao € possivel, e calculos mais sofisticados (por exemplo,
usando a aproximacao WKB ou mesmo buscando uma solugao numérica da
equacao de Schrodinger) devem ser feitos. Mas, como esses correspondem a
cursos mais avangados de Mecanica Quantica, ndo foram detalhados aqui.
No entanto, mesmo nesses casos, 0 comportamento qualitativo pode ser

entendido com modelos simples como o da barreira retangular.

ATIVIDADE FINAL

Uma reacdo de fusdo importante na producdo de energia solar envolve a captura
de um préton por um nucleo de carbono, que tem a carga seis vezes maior do
que a carga do préton e um raio de R, = 2x10"" m. (a) Faca uma estimativa do
potencial coulombiano V que atua sobre o préton, se ele estiver na superficie
nuclear. (b) O préton incide sobre o nucleo devido a seu movimento térmico.
Podemos realisticamente supor que sua energia total seja da ordem de 10kT,

em que k é a constante de Boltzmann e T é a temperatura interna do Sol, que

CEDERJ



é de aproximadamente 107 K. Faca uma estimativa da energia total do préton,
comparando-a com a altura da barreira coulombiana. (c) Calcule a probabilidade
de o préton penetrar em uma barreira retangular de altura V, que se estende de R

a 2R, ou seja, até o ponto no qual a barreira de potencial coulombiana cai a V/2.

(Eisberg-Resnick, Problema 10, Capitulo 6)

RESPOSTA COMENTADA

(a) Basta utilizar a expressdo para a energia potencial entre duas particulas carregadas,
o préton com carga e = 1,6 x 107° C e o ntcleo de carbono com carga 6e:

6e*

=———=6,9%x10"] =4,3 MeV.
4ng,R,

(b) Usando o valor da constante de Boltzmann, k = 1,4 x 1023 J/K, obtemos
E=10kT= 1,4 x 107" )= 8,8 keV. Vale a pena explicar o motivo de termos usado o
valor de 10 kT para a energia térmica do préton. Sequndo o resultado bem conhecido
da teoria cinética dos gases (Aula 7 de Fisica 2A), a energia cinética média do préton
é de apenas ékT. No entanto, esse é apenas o valor médio, ou seja, hd prétons
com energia rmaior e menor que esse valor. Os prétons mais energéticos, ainda que
ndo correspondam a uma fracdo significativa de todo o conjunto de prétons, sGo os
mais importantes para o nosso problema, porque eles terdo maior probabilidade de
participar da fus@o nuclear.

(c) Usando a expressdo para o coeficiente de transmissdo (Equacéo (11.8)

daAula 11): 5 _
(kz +K2) senh’ (Ka)
4k*K* ’

T=|1+

2m(V —E)

em que k = =2,0x10"m™" K= =4,5x10"m"; e,

N2mE
A

a=R, = 2x107"m obtemos T = 0,7 %. Perceba que, mesmo para os prétons

com energia cinética muito acima da média, a probabilidade de transmisséo é muito
baixa. Portanto, o processo de fusdo de um numero aprecidvel de dtomos acontece
muito lentamente, o que leva a um tempo de bilhdes de anos para a vida de uma
estrela como o Sol (quando terminar o processo de fusdo, acabard o “combustivel”
que faz o Sol brilhar). Para estrelas maiores, e portanto mais quentes, esses processos
sdo mais rdpidos, e o tempo de vida dessas estrelas é consideravelmente menor.
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RESUMO

O efeito-tunel é de fundamental importancia, tanto na Fisica basica quanto na
aplicada. Ele se manifesta em areas bastante distintas, como a emissdo de elétrons
por metais frios e a emissao de particulas alfa pelos ntcleos. E também usado em
varias aplicacdes, como o microscopio de tunelamento, a fusdo nuclear, o diodo-

tunel e as jun¢des Josephson.

INFORMACAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na proxima aula, faremos exercicios sobre tudo o que vimos até agora no Médulo

Il desta disciplina.
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O poco de potencial finito

Meta da aula

Aplicar o formalismo quantico ao caso de um
potencial V(x) que tem a forma de um poco (tem um
valor V, para x < -al2 e para x > al2,

e um valor 0 para-al2 < x< al2).

* mostrar que no caso de a particula ter uma energia £> V,, a particula
é transmitida ou refletida, como no caso da barreira de potencial com
energia maior que a altura da barreira (Aula 11 desta disciplina);

* explicar que, se 0 < E < V,, existem solugdes para a equagdo de
Schrodinger para apenas alguns valores da energia (estados ligados);

e identificar a paridade dos estados ligados; e

e mostrar que, quanto maior o nimero de nodos das funcdes de onda
correspondentes a estados ligados, maior o valor da energia da particula.

Pré-requisitos

Para uma melhor compreensao desta aula, é
importante que vocé revise a Aula 11 desta disciplina.



Introducdo a Mecanica Quantica | O poco de potencial finito

Figura 13.1: O pogo de potencial
finito de profundidade V.
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O POCO DE POTENCIAL FINITO

Até agora, estudamos a equagdo de Schrodinger com o degrau e
a barreira de potencial. Esses perfis de potencial dio origem a solugdes
propagantes, ou seja, fungdes de onda que representam particulas
quanticas se movimentando livremente para a direita ou para a esquerda.
Nesta aula, iniciaremos nosso estudo de uma outra classe importante de
solucdes da equagao de Schrodinger: os estados ligados. Essas solugdes
representam particulas que estio presas ou confinadas a uma regiio do
espaco, pela acdo de um potencial atrativo, usualmente conhecido como
poco de potencial. Veremos, nas proximas aulas, que indmeros sistemas
fisicos apresentam pogos de potencial contendo estados ligados.

Como usual, iniciaremos nosso estudo com um modelo de pogo de
potencial que é bastante simplificado, mas que incorpora muitos aspectos
qualitativos que sio comuns aos pogos reais. Trata-se do poco de potencial
finito, também conhecido como poc¢o quadrado, em uma dimens3o.

O poco finito estd mostrado na Figura 13.1 e é definido por:

V(X)ZVO, x<—-al2
V(x)=0, —a/l2<x<al2
Vix)=V,, x>al2 (13.1)

onde V, é uma constante positiva que define a profundidade do pogo.
Dependendo do valor da energia, teremos dois casos fisicamente aceitdveis,
como no caso da barreira de potencial: E> Ve 0 < E < V. Vamos estudar
primeiro o caso E > V, ja que é muito semelhante a situagao considerada

na Aula 10 para a barreira de potencial.

V(x)

—a/2 0 al2 x



PRIMEIRO CASO: E > V,.

O caso E > V| ¢ bastante parecido com o problema da barreira de
potencial em que a energia é maior que a altura da barreira, que tratamos
na Aula 10. Neste caso, a solu¢do para a fun¢io de onda na regido interna
(—a/2 < x < a/2), em que o potencial é nulo, serd a mesma da particula

livre:

w(x)=Fe™ +Ge™ ,—al2<x<al2 (13.2)

comk =~/2mE /h . No caso das regioes externas (x < —a/2e x > a/2),

a equagao de Schrodinger tem a forma

1 dv(x)
2m  dx?

+Vw(x)=Ey(x)  (13.3)

cuja solugdo é a equacdo de onda correspondente a de uma particula

livre com energia total (E-V):

v(x)= Ae™* +Be ™ x<—al2
w(x)=Ce*™* +De™™, x>al2

(13.4)

comk"=,/2m(E-V,)/h. Como na Aula 10, consideramos o caso em
que D = 0, que corresponde a uma onda incidente pela esquerda sobre
o poco de potencial.

O procedimento para determinar as constantes A, B, C, Fe G é o
mesmo que o estudado na Aula 10 para o caso da barreira de potencial.
Igualando-se os valores da funcdo de onda e da sua derivada em
x = al2, obtemos:

Feika/Z + Ge—ikalZ — Ceik"a/Z

l-k(Feika/Z _Ge—ikalz) — iknCeik”aIZ’ (13.5)

de onde podemos determinar o quociente F/G,

F (k+k"\
—= e 13.6
G (/e—k”)e 136
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ATIVIDADE

1. Obtenha a Equacéo (13.6) a partir da (13.5).

RESPOSTA COMENTADA

A partir das duas Equagées (13.5), basta dividir a de cima pela de

baixo, obtendo:
FIG+e™

A partir dai;, com algumas manipulacées algébricas, chega-se ao
resultado esperado.

Da mesma forma, em x = —a/2 teremos,

Fe—ika/Z + Geika/Z — Ae—ilz"a/Z + Beik"a/Z

ik(Fe—ika/Z _ Geikall) — iku<Ae—ik"a/2 _Beik"alz)

(13.7)

que levam a

F/G+e™ _ k AlB+e™”

__R . (13.8)
FIG-¢™ k" A/B-¢**

As Equacoes (13.6) e (13.8) permitem calcular o quociente B/A
e, a partir deste, o coeficiente de reflexdo R. De forma andloga, pode-se
calcular C/A e o coeficiente de transmissdo T. Deixamos como exercicio
opcional a realizacdao dos passos intermedidrios, sendo o resultado dos
calculos dados pelas expressoes:

- -1

2172
R:ﬂ: - 4k2k
|A] (k* k") sen*(ka)| . (13.9)
- -1
_ g s (k2 - k" )2 sen’ (ka)
|A|2 4k2k”2
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Veja como a Equagio (13.9) é parecida com a Equacao (10.10),
que obtivemos na Aula 10. Podemos escrever a Equacdo (13.9) em
termos de E e V:

-1
4E(E-V,)
R=[1+——2E" %)
|: +V02 sen’ (ka)]

T [1 . V; sen’ (/ea):|_1

4E(E-V,)

(13.10)

ATIVIDADE

2. Obtenha a Equacéo (13.10) a partir da Equacao (13.9).

RESPOSTA COMENTADA

Basta fazer as substituicoes k = N2mE [ he k" = \[2m(E-V,)/he
fazer algumas manipulacées algébricas.

A partir das Equacoes (13.9) ou (13.10), podemos verificar que
R + T'=1, como era de se esperar, exatamente como fizemos na Atividade
3 da Aula 10. Observamos também que o coeficiente de transmissdo
T é, em geral, menor do que 1, em contradi¢cao com a situacdo classica,
em que a particula é sempre transmitida. De forma esquemdtica, o
comportamento de T como fun¢io da energia é bem semelhante ao
mostrado na Figura 10.4 da Aula 10, na regido E > V dessa figura.
Um ponto interessante para se chamar a ateng¢ao é que, mais uma vez,
ocorrem oscilagdes no coeficiente de transmissdo e que T = 1 quando
ka = nm, ou seja, quando a espessura do poco de potencial é igual a um
multiplo inteiro da metade do comprimento de onda para a particula

dentro do pogo, A = 2m/k.
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Efeito Ramsauer

No inicio da década de 1920, o fisico alemao Carl Ramsauer, realizando
experimentos de espalhamento de elétrons por atomos de gases nobres, observou
um efeito bastante intrigante. Ele notou que, para certos valores das energias
dos elétrons, estes eram transmitidos através dos atomos com probabilidade de
100%, ou seja, era como se os atomos fossem transparentes para esses elétrons!
Isto é conhecido por efeito Ramsauer. O resultado que acabamos de obter para
0 pogo quadrado, ou seja, transmissao perfeita para alguns valores da energia,
explica o efeito Ramsauer. E claro que se trata de uma explicacdo qualitativa,
ja que o potencial de interacdo entre um elétron e um atomo de gas nobre
ndo é um potencial quadrado, apesar de apresentar os mesmos ingredientes:
atrativo a curtas distancias, quando o elétron esta proximo do nucleo positivo,
e indo a zero a longas distancias (afinal os atomos sao neutros). Além disso, ha
a diferenca crucial de que o sistema real é em trés dimensdes e nosso modelo
é em 1D. No entanto, a explicagdo qualitativa esta correta.

SEGUNDO CASO: E< V,

Neste caso, veremos as solugdes correspondentes a estados
ligados, ou seja, confinados na regido do pogo. A discussio que se
segue envolve vdrias manipulacoes algébricas, e é mais interessante de
ser acompanhada com um ldpis e papel, em que vocé possa reproduzir
todas as passagens.

A equacdo de Schrodinger nas regides externas, x < -a/2 e x > a/2

é dada por

0 dy(x)

2m dx* =(E-Vy)y(x) (13.11)

que pode ser escrita na forma

d*y (x)

A K?y(x) (13.12)

onde K’ = /2m(V, — E) / h. De forma semelhante ao que vimos na Aula
10 para a barreira de potencial (energia menor que a altura da barreira),

as solucoes serao da forma

Ae"* +Be ", x<-al2 . (13.13)
v(x)=Ce"* +De™ ™, x>al2

s
2
I

As condicoes de que a fun¢do de onda deve ser finita quando
x ——0 e x >+ levam a B = 0 e a C = 0, respectivamente. Portanto

teremos



v(x)=Ae"*, x<-al2 . (13.14)

-K’x

v(ix)=De ", x>al2

Na regiao interna, -a/2 < x < a/2, nada muda em relag¢ao ao caso

E >V, ou seja:

v(x)=Fe™ +Ge™, —al2<x<al2 (13.15)

com k =+2mE/h. A partir das condi¢des de continuidade de y(x) e da
sua derivada nos pontos x = -a/2 e x = a/2, determinamos as constantes

A, D, Fe G. A continuidade em x = a/2 leva as equacgoes:

Feika/Z + Ge—ika/Z — De—K’a/Z

ik<Feika/2 _Ge—ika/Z)Z_K’De—K‘a/Z , (13.16)

enquanto que a continuidade em x = -a/2 leva a

Ae—K’alZ — Fe—ika/Z + Geika/Z

. . . 13.17
KaAefK al2 :ik(Feﬂka/Z _Gelka/Z) ( )

A partir da Equagido (13.17), podemos calcular F e G como

F:l 1_l-K’ Ae—K’a/Zeika/Z
2 k

Gzl 1+iK, Ae—K’a/Ze—ilza/Z
2 k

fungdo de A:

(13.18)

que, quando substituidas na Equacdo (13.15), levam a uma expressiao

para a fun¢do de onda  (x) na regido —a/2 < x < al2:

>

wix) = Ae X2 [Cosk(x+a/2)+lz senk(x+a/2):| ) (13.19)
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Através das férmulas para o seno e o cosseno de uma soma de
angulos, podemos reescrever v (x) como:

, |:cos(ka/2) + %Sen(ka/Z)}cos(kx) +

oo (13.20)
v(x) = Ae

|:—sen(ka/2) +§cos(ka/2)]sen(kx)

De forma semelhante, a partir da Equacgdo (13.16), podemos calcular
F e G como fungio de D,

F :1 1+ZK’ De—K’a/Ze—ika/Z
2 k

G — 1(1 _iKJDe—K’aQeikaIZ
2

, (13.21)

k

que, quando substituidas na Equacdo (13.15), levam a

b

w(x)=De " |:cosk(x -al2)- %senk(x —al2)

:l . (13.22)

Usando agora as férmulas para o seno e o cosseno da diferenga entre
dois angulos, obtemos:

[cos(ka/Z)+£,sen(ka/2)}005(kx)+ (13.23)
-K'al2 k '
y(x)=De

[sen(/w/z)—%cos(ka/z)]sen(kx)

Observe que as Equacdes (13.20) e (13.23) devem representar a
mesma funcdo de onda. Portanto, os coeficientes de sen(kx) e cos(kx)

devem ser necessariamente idénticos. A igualdade entre os coeficientes
de cos(kx) leva a

)

IZ sen(ka/Z)]zD[cos(ka/2)+IZ sen(ka/Z)] (13.24)

>

A[cos(ka/2)+

que tem por solugdes

A=D ou kcot(ka/2)=-K', (13.25)
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enquanto que a igualdade entre os coeficientes de sen(kx) leva a

b

A[—sen(ka/Z)%—%cos(ka/Z):l = D[sen(ka/Z)—%cos(ka/Z)jl(13.26)
que tem por solugio:
A=-D ou ktan(ka/2)=K" . (13.27)

Nio podemos ter simultaneamente A = D e A = -D, jd que nesse
caso A =D =0, e, pelas Equacoes (13.18) e (13.19), também teriamos
F =G =0, e a fungdo de onda w(x) seria, portanto, nula para todo
valor de x. Como vimos nas aulas anteriores, |y(x)I> é a densidade de
probabilidade de encontrar a particula no ponto x, e a integral desta
fungiao em todo o espago deve ser igual a 1. Isto ndo poderia acontecer
se y(x)=0 para todo valor de x, e chegarfamos a um absurdo.

Assim, se A = D, entdo necessariamente ktan(ka/2)=K" deve
ser satisfeita. Substituindo este resultado na Equagao (13.20), vemos que
o coeficiente de sen(kx) se anula, e portanto y(x) no intervalo —a/2 < x

< al2 tem a forma de um cosseno:

’

w(x)=Ae ™ cos(k a/Z)[l + (%J ]cos(kx) (solugdo par). (13.28)

Portanto, a solu¢do da equacdo de Schrodinger y(x) é uma fungao par,
ou seja, que satisfaz y(-x)= y(x).

Se, por outro lado, tivermos A = —-D, entdo necessaria-
mente kcot(ka/2)=—-K’ deve ser satisfeita. Novamente, substituindo
este resultado na Equacdo (13.23), vemos que, neste caso, o coeficiente
de cos(kx) se anula, e, portanto, y(x) no intervalo —a/2 < x < a/2 tem a
forma de um seno:

,

2
w(x) = DeK'a/Zsen(lea/Z)l:l-F(%) :lsen(lex) , (solu¢do impar). (13.29)

Trata-se, portanto, de uma funcdo impar, ou seja, em que se verifica a

relagdo y(-x) = - y(x).
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Para uma determinacdo completa das solugdes, nos restaria agora
determinar os valores de k ou, equivalentemente, os valores de energia
E possiveis para a particula dentro do pogo. Para isso, teriamos que
resolver as equagoes ktan(ka/2) = K’(para as solucbes pares) e
kcot(ka/2)=—K’(para as solucdes impares). Estas sio equacdes trans-
cendentes, ou seja, a incognita, neste caso a energia E, aparece no
argumento de uma fun¢do nao-polinomial. Em geral, essas equagoes
somente podem ser resolvidas por métodos numéricos ou graficos. Em
particular, no Apéndice G do livro de Eisberg e Resnick é mostrada a
solucdo grafica para estas equagdes. Nao nos preocuparemos tanto com a
solucdo dessas equacdes, 0 mais importante para o nosso estudo é discutir
os seguintes aspectos qualitativos dessas solucoes:

(I) Tanto no caso das solugdes pares quanto no caso das solucoes
impares, as equagdes transcendentes sio satisfeitas por apenas um
numero finito de valores da energia E. Isto estd esquematizado na
Figura 13.2, que mostra as trés energias mais baixas (E, E, e E,) de
um po¢o quadrado. Nessa situagdo, que serd observada novamente em
exemplos a serem estudados nas proximas aulas, dizemos que a energia
estd quantizada ou, ainda, que para essa regidao de energias (E < V)
o espectro é discreto. Perceba como esta situacdo é distinta do caso
E >V, em que qualquer energia é permitida (desde que seja maior que

V,). Neste altimo caso (E > V), temos um espectro continuo.

Vix)
-al2 v, al2
E3
EZ
El

Figura 13.2: O poco de potencial e trés valores possiveis da energia E.



(I) As fungdes de onda associadas as energias E, E, e E, tém
as formas indicadas na Figura 13.3. Observe que, 2 medida em que
aumenta o valor da energia, é maior o nimero de oscilagdes (ou nodos)
da funcio de onda. Isso ocorre porque k =~2mE/h, ou seja, quanto
maior a energia, maior o nimero de onda que aparece no argumento dos
cossenos ou senos da fun¢io de onda na regido entre —a/2 e +a/2.

(IIT) Note que o estado de mais baixa energia (estado fundamental)
€ par (cosseno), o primeiro estado excitado é impar (seno), e o segundo
estado excitado é novamente par (cosseno). Como veremos novamente
nas proximas aulas, existe sempre uma alternancia entre as solucdes pares
e impares da equacdo de Schrodinger 2 medida que aumenta a energia

e a funcdo de onda do estado fundamental é sempre par.

1 1 AN 1/

a2 Va2 a2 Nan \N %4

Figura 13.3: Solucdes para o poco de potencial quadrado correspondentes as energias
E, (estado fundamental, par), E, (primeiro estado excitado, impar) e E, (segundo
estado excitado, par).

Pode-se mostrar que o numero de estados ligados de um pog¢o de

\N2mVa?

+1,onde [X] representa
mh

potencial é dado por N =

o0 maior numero inteiro menor que x. Note que, portanto, ha no
minimo um estado ligado no poco de potencial em uma dimenséao, o
estado fundamental. A ocorréncia de estados excitados vai depender
da largura e da profundidade do pog¢o: quanto mais largo e mais
profundo, maior o numero de estados excitados.
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ATIVIDADE FINAL

Um feixe de elétrons com energia cinética de 3 eV se move ao longo do
eixo x, na direcédo de x positivo, quando encontra um poco de potencial de largura

0.4 nm e profundidade V= 1,5 eV.
(a) Determine o comprimento de onda dos elétrons no feixe incidente.
(b) Determine o comprimento de onda dos elétrons no poco de potencial.

(c) Qual fracdo do feixe incidente é transmitida além do poco? Qual fracdo é

refletida?

(d) Calcule a energia cinética mais baixa dos elétrons em que ocorre transmissao

perfeita (efeito Ramsauer).

RESPOSTA COMENTADA

(a) Se a energia cinética dos elétrons incidentes vale E -V, =3 e/ entdo o ndmero
de onda na regido fora do pogo é

k"= \2m(E-V,)/h= \/2><(9,1><10'3] )x3x(1,6%10™)/1,05x107* =8,9x10’m’!

Portanto, o comprimento de onda é A" =2n/k” =0,71 nm.

(b) Na regido interna ao poco, onde a energia cinética vale 4,5 eV, temos
k=+2mE/h=1,1x10"m" e 1 =2n/k=0,58nm .

(c) Usando a expressd@o para o coeficiente de transmissdo, Equacdo (13.10):

T [1 N Vy sen’ (/ea):|1

4E(E-V)) ,comE=45eyV, =15eVea=04nm, obtemos:

0
_ 2 !

T= [1 +0,042 sen (ka)]. Usando o valor de k encontrado no item (b), obtemos

ka = 4,4 radianos e, portanto, sen(ka) = — 0,95. Desta forma, o coeficiente de

transmissao tem o valor T = 0,96. O coeficiente de reflexdo pode ser calculado

por R=1-T =0,04.

(d) A condicdo para transmissdo perfeita é ka = n . O valor mais baixo de energia

corresponde an = 1, ou seja, k= TI:/ a=7,9%10"m™ . Desta forma, a energia

total dos elétrons vale ,

2k (1,05x107*x7,9%10°)

E= 31
2m 2%x9,1x10

=3,7x10"°] =2,3¢V,

e a energia cinética incidente vale E -V, =0,8eV.
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RESUMO

Uma particula incidente em um poco de potencial com E > V, pode ser transmitida
ou refletida, exatamente como no caso da barreira de potencial. Os coeficientes de
reflexao e transmissao apresentam oscilaces com a energia da particula incidente.
Em particular, para alguns valores da energia incidente, a particula é transmitida
com probabilidade de 100%, o que é conhecido como efeito Ramsauer. Ja se
0 < E < V,, existem solucdes para a equacao de Schrédinger para apenas alguns
valores da energia (estados ligados). Essas solu¢cdes podem ser pares ou impares,
e quanto maior o nimero de nodos das fun¢ées de onda, maior o valor da energia

da particula.

INFORMACAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na préoxima aula, vamos conhecer mais um perfil de potencial em uma dimensao

que da origem a estados ligados: o poco infinito.
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O poco de potencial infinito
Meta da aula

Aplicar o formalismo quantico ao caso de um potencial
V(x) que tem a forma de um poco infinito: o potencial é
infinito para x < —a/2 e para x> al2, e tem

o valor 0 para—al2 < x < al2.

e obter as funcdes de onda e as energias
de particulas confinadas em um poco infinito;

e identificar a paridade dos estados ligados;

* mostrar que, quanto maior for o nimero de nodos
das funcdes de onda correspondentes a estados ligados,
maior sera o valor da energia da particula,
como no caso do poco finito.

Pré-requisito

Para melhor compreensao desta aula, é importante que
vocé revise o caso E < V. da Aula 13 desta disciplina.
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SOLUCAO DO POCO DE POTENCIAL INFINITO

O poco infinito corresponde a um caso limite do poco finito,
estudado na dltima aula, em que a altura do poco tende a um valor
infinito. Seu perfil de potencial estd mostrado na Figura 14.1.

Vix)

—al2 0 al2

Figura 14.1: O poco de potencial infinito com largura a.

Matematicamente, podemos definir um poco infinito de largura
a da seguinte forma:
V(x) = +oo, x<-—all
Vix)=0, —al2<x<all
V(x) = 4oo, x>all. (14.1)

Como vemos, o perfil de potencial é bem semelhante ao do poco
finito visto na Aula 13, s6 que agora o valor de V ¢ tdo grande que
pode ser considerado infinito. Em muitos sistemas fisicos, esta é uma
aproximagio bastante boa e, como veremos, bastante ttil, pois o pogo
infinito tem solu¢des muito mais simples que o pogo finito.

As solug¢des do pogo infinito sdo confinadas no interior do mesmo,
j4 que seria necessdria uma energia infinita para encontrar a particula
fora do poco. Portanto, precisamos considerar apenas a equagio
de Schrédinger na regido —a/2 < x < a/2, que, para uma particula de

massa 7, tem a forma:

_ I dylx)

5 7=El//(x), —al2<x<all. (14.2)
m dx
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Como ja vimos diversas vezes, a solucao geral desta equacio é
b
ik —ik A
v(x)=Ae™ + Be ™. No entanto, desta vez vamos escrevé-la de uma

outra forma:

v(x)= Acoskx +Bsenkx, —a/2<x<al2 (14.3)

comk =~2mE/#h. E claro que as duas formas sio equivalentes, mas a

Expressao (14.3) ird simplificar nossos célculos no caso do pogo infinito.
No caso das regides externas, como ja argumentamos, o potencial

¢ infinito, e portanto a probabilidade de encontrarmos a particula fora

do pogo é necessariamente nula. A funcio de onda terd, portanto, de

ser nula na regido externa:

0, x<-al2

y(x) =0, x>al2 . (14.4)

A continuidade da func¢io de onda impde que w(a/2) = y(-a/2) = 0.
Vamos ver a seguir que esta condicdo de fronteira ou de contorno nos leva
diretamente a QUANTIZAGAO da energia. Mas, antes, notamos que, neste caso,
a derivada da fung¢ao de onda, dw(x)/dx, ndo pode também ser nula nestes
pontos extremos (x = + a/2), jd que, se esse fosse o caso, entdo a fungio de

onda y(x) = 0 para todo valor de x.

Para justificar que se y(x) e dy/(x)/dx sdo nulas para o mesmo valor de x, entdo
y(x) = 0 para todo x, vamos recordar a analogia da equacao de Schrédinger
(14.2) com a equacdao de movimento do oscilador harménico simples:

d*x

m RS—
dr*

fazer a correspondéncia v — x e x — t (a menor das constantes, é claro).
Assim, o caso em que y(x) =0 e dy(x)/dx = 0 para o mesmo valor de x iria
corresponder, no caso do oscilador harménico, a x = 0 e dx/dt = 0 em um
certo instante de tempo, ou seja, a particula estaria na origem (portanto, sem
sofrer acdo de forca) e com velocidade nula. Portanto, nunca sairia da origem,
ou seja, x = 0 para todo . Apesar de x = 0 para todo ¢ ser uma solucao possivel
para o oscilador harménico, y(x) = 0 para todo x ndo é uma solucao valida

da equacdo de Schrodinger.

= —kx . Lembre-se de que sdo equacdes diferenciais idénticas, basta

A QUANTIZACAO
de energia ocorre
quando os niveis
de energia de um
sistema quantico

sdo discretos.

CEDERJ
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Portanto, vemos aqui uma diferenca com relaciao ao que acontece
no caso do pogo finito: a derivada da funcdo de onda é descontinua em
x =+ al2. Vocé pode estar intrigado pelo fato de isso ser possivel. Afinal,
nos varios problemas que resolvemos até agora, sempre impusemos a
continuidade da derivada. Na verdade, como dissemos claramente
na Aula 4, sdo permitidas descontinuidades na derivada da funcdo
de onda, dy(x)/dx, apenas nos pontos em que o potencial apresenta

descontinuidades infinitas.

ATIVIDADE

1. Mostre, a partir da equacdo de Schrédinger, que sao permitidas
descontinuidades na derivada da funcdo de onda apenas nos
pontos em que o potencial apresenta descontinuidades infinitas.
Para isso, integre a equacao de Schrodinger com um potencial V(x)
entre os pontos x -5 e x,+3, em que x, é o ponto em que ocorre a
descontinuidade do potencial e § é infinitesimal.

RESPOSTA COMENTADA

Integramos ambos os lados da equagdo de Schrédinger entre os
limites sugeridos:

n diy
"o + V(x)y (x) = Ey (x)
hz x0+5d2v/ x0+& X0+
—%xo_‘:sydx +XOJ:5 V(x)y (x)dx = ExOJ‘_Sl//(x)dx
hz dl// dl// X0+ x0+0
SN o & B, 4 =E dx— |V d
2m dx X +8 dx Xp—0 xOJ:BW(x) * xOJ:5 (x)l//(x) )

A Ultima equagdo é uma expressdo para a descontinuidade da

derivada d_‘/’ . Repare que hd dois termos do lado direito da equagdo.
dx

O primeiro termo deve ser nulo no limite 6 — O, jd que a fung¢do de

onda tem de ser finita. Assim, para que haja uma descontinuidade na

derivada, o sequndo termo ndo pode se anular. A Unica maneira de

satistazer esta condicdo é através de um potencial infinito.

48 CEDERJ



Determinamos as constantes A e B da Equagio (14.3) aplicando

as condicoes de fronteira y(a/2) = y(-a/2) = 0. Temos assim:

AULA H MODULO 1

Acos(ka/2)+ Bsen(ka/2)

a/2)=0, (14.5)
Acos(ka/2)—Bsen(ka/2)

=0
= O,
onde utilizamos o fato que cos(—x) = cos(x), e sen(—x) = —sen(x). Somando

e substraindo essas relagdes, chegamos em

Acos(kal2)=0,

Bsen(ka/2)=0. (14.6)

Como as constantes A e B ndo podem ser simultaneamente nulas,
ja que isto levaria novamente a y(x) = 0 para todo valor de x, as solucoes
possiveis para a Equacao (14.6) sao:
bl

=0
o, (147)

B=0, cos(ka/2)
A =0, sen(ka/2)

No primeiro caso, as solucdes serdo da forma y(x) = Acos(kx),
onde k deve satisfazer cos(ka/2) = 0. Por causa desta condicao, os valores
possiveis de k sdo aqueles para os quais ka é um multiplo impar de =,

T
k=" n=135,..  (14.8)

a
As fungdes de onda associadas a cada valor de k , v (x) = A cos(k x),

podem ser normalizadas:

al2 al2
J y/n(x)|2dx=1; |An|2 j cos’(nmx/a)dx =1, (14.9)

—al2 —al2

de onde obtemos A = (2/a)'?, independente de 7. A forma geral dessas

solugdes sera, portanto,

wn(x)z\/zcos(n—nx} n=13,5,... (14.10)
a a

Da mesma maneira, podemos encontrar a segunda classe de

solucdes da Equagio (14.7), que correspondem a A = 0 e sen(ka/2) = 0.

wn(x)=ﬁsen(n—nx} n=2,4,6,... (14.11)
a a

O resultado é:
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Figura 14.2: Os trés primeiros
niveis de energia do poco de

potencial infinito.

CEDERJ

Nesse caso, a solu¢gdo com n = 0 ndo é possivel, ja que levaria a
w(x) = 0 para todo valor de x. Também ¢é necessario esclarecer que nao
é necessdrio considerar valores negativos de 7, ja que levam as mesmas
solucdes do que os positivos, como é possivel verificar.

Considerando os dois tipos de solucdes, observamos que os
valores de k =+/2mE / fi estio quantizados, ja que eles sio dados por

nm , L , .
k =—, n=1,2,3,... O niimero inteiro # é um exemplo de nuimero

n
quémticclo, pois ele identifica, como uma etiqueta, as diferentes solucoes
do problema. Observamos que os comprimentos de onda de de Broglie
correspondentes tém os valores A, = % = %, n=1,2,3,..., ou seja,
que as funcdes de onda possiveis sio apenas z?quelas para as quais temos
um ndmero inteiro ou semi-inteiro de comprimentos de onda de de Broglie
dentro do intervalo [-a/2, a/2]. Em contraste com o caso cldssico, em
que uma particula pode se mover dentro do poco com qualquer valor da
energia, vemos que no problema quantico a energia esta quantizada, tendo
apenas os seguintes valores possiveis:
E - n’k:  wr'n’
" 2m 2mad’

, n=1,2,3,... (14.12)

Os niveis de energia do poco infinito estio mostrados na
Figura 14.2. Vemos que o espectro de energias consiste em um numero
infinito de niveis discretos de energia. Veja também que as energias dos
estados aumentam em forma quadritica com o valor de n. Note que,
como existe apenas uma func¢io de onda para uma dada energia, esses
niveis de energia sio chamados ndo-degenerados. Veremos, em outras
aulas, que nem sempre é assim. Em algumas situagoes, dois ou mais
estados quanticos podem ter a mesma energia. Quando isso acontece,

o nivel de energia correspondente é chamado degenerado.

[ [
i Vi(x) i
| |
n=3 E3 = 9E1
n=2 E, = 4E,
n=1 E,
x
—a/2 0 a2



As fung¢oes de onda correspondentes aos trés estados de energia
mais baixa do pogo infinito estio mostradas na Figura 14.3. Veja
também, a partir das Equagoes (14.10) e (14.11), que a n-ésima funcdo
de onda, v (x), tem (7-1) nodos na regido interna (sem contar os extremos
x = *+ a/2). Desta forma, assim como no caso do pog¢o finito, perceba
que quanto maior for nimero de nodos da fun¢ao de onda, maior serd a
energia da particula. Vocé também pode verificar que as fun¢oes de onda
v (x) e y (x) associadas a energias diferentes, E e E_, sdo ortogonais,
ou seja, i

J v, (x)y,, (x)dx =0, n#m. (14.13)

—al2

0.2

—0-1 — \

0.05

I I
-60 -40 -20 0 =20 -40

=0.15

=0.2

Figura 14.3: As funcbes de onda do poco quadrado infinito no caso a = 100, para n = 1,2,3.
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ATIVIDADE

2. Verifique a Equacédo (14.13).

RESPOSTA COMENTADA

Vamos substituir as Expressées (14.10) e (14.11) na Equacdo (14.13)
para verificar sua validade. Hd trés casos a considerar: as duas fungées de
onda vy (x) e v, (x) podem ser do tipo (14.10), as duas podem ser do
tipo (14.11) ou, finalmente, podemos ter uma de cada tipo. No primeiro
caso, a integral da Equacdo (14.13) torna-se:

al2
2 nrx mnx
= I cos| —— |cos dx
a_l, a a

Fazendo a substituicdo g — TX | temos:
a
2 /2
= '[ cos(n0)cos(m0)do
-n/2

Vocé pode verificar em uma tabela de integrais que essa integral é nula para
m = n. Possivelmente vocé jd viu esse resultado antes, quando estudou séries
de Fourier. Analogamente, os outros dois casos vao resultar nas integrais

2 n/2 ) /2
ol I sen(n0)sen(m0)do e = J sen(n0)cos(m0)do,

Tz T _zi2

que também sdo nulas pelos mesmos motivos.

Dizer que duas funcées de onda sdo “ortogonais” é, de certa forma, tomar
emprestado uma expressdo que vocé conhece melhor do seu curso de
Algebra Linear. Naquele caso, dizia-se que dois vetores sdo ortogonais
quando o produto escalar entre eles é zero. O uso dessa expressdo
para fungées de onda nos remete & equivaléncia entre o formalismo de
Schrédinger (baseado em fungées de onda) e o formalismo de Heisenberg
(baseado na dlgebra de vetores e matrizes). Discutimos brevemente
esse ponto na Aula 6. A Equacdo (14.13) corresponde precisamente,

no formalismo de Heisenberg, ao produto escalar entre dois “vetores
(que representam os dois estados qudnticos) ser nulo.



ENERGIA DE PONTO ZERO E O PRINCIPIO DA INCERTEZA

Note que ndo existe um estado com energia zero. O estado

AULA H MODULO 1

de menor energia é o E, = cujo valor é chamado de energia de

—,
ponto zero do poco infinito, e serd visto em outros exemplos nas proximas
aulas. Perceba que isso estd em contraste com a Mecanica Classica,
segundo a qual seria possivel que uma particula estivesse parada dentro
do pogo e, portanto, com energia zero. De certa forma, a Mecanica
Quantica impede que a particula esteja “parada”. Isso pode ser visto
como uma consequéncia do Principio de Incerteza, j4 que, como a

incerteza na posi¢ao é da ordem de Ax = a, nao é possivel ter o valor do

momento com incerteza nula, como seria o caso se a energia fosse 0.

ATIVIDADE

3. Usando o Principio da Incerteza, obtenha um limite minimo
para a energia do estado fundamental do poco infinito e verifique
se o valor que calculamos obedece a esse limite.

RESPOSTA COMENTADA

Como a particula estd confinada dentro do poco, sua incerteza
na posicdo tem de ser menor que a largura do pogo, ou seja,

Ax < a . Assim, usando o Principio da Incerteza, podemos obter
um valor mdximo para a incerteza no momento:

AxAp > hf2 = Ap = h/2a.
Portanto, podemos obter um valor minimo da energia permitido

(4p)  w

= O valor que
2m  8ma

pelo Principio da Incerteza: E =

5 -

2.2

calculamos, E, = é certamente maior que esse limite.

2ma*
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PARIDADE DA FUNCAO DE ONDA

Verificamos, assim como aconteceu no caso do pogo finito, que
as solugdes que encontramos sao pares ou impares. As funcdes descritas
pela Equacao (14.10) satisfazem y (-x) = y,_(x) e sdo, portanto, fun¢oes
pares de x, enquanto as descritas pela Equacdo (14.11) satisfazem
v (-x) = -y (x) e sdo, portanto, fungoes impares de x. Pode ser mostrado
que essa divisdo das autofungdes v (x) em autofun¢des de paridade
definida (par para o primeiro grupo, impar para o segundo) é uma
conseqiiéncia direta do fato de o potencial ser simétrico em torno de
x = 0, ou seja, V(-x) =V(x).

As funcoes de onda pares terdo um numero par de nodos, e as
impares, um nimero impar de nodos. Como conseqiiéncia disso, quando
ordenamos as funcoes de onda de forma crescente em relagio a sua
energia, as fun¢des de onda vao ser, alternadamente, pares e impares,
com o estado fundamental sendo sempre uma fun¢io par. Como vimos
nesta aula, os resultados para o poco de potencial infinito concordam
com esse resultado, e se revirmos a aula anterior, veremos que também
é esse 0 caso para o poco de potencial finito. Na proxima aula, veremos
o oscilador harmonico, em que também é verificada esta propriedade
geral das funcoes de onda em potenciais simétricos.

O fato de as autofuncdes da equacdo de Schrodinger no caso
V(-x) = V(x) poderem sempre ser escolhidas como sendo pares ou
impares simplifica alguns calculos. Em particular, é suficiente obter as
autofuncdes para valores positivos de x, e sabemos que as autofungdes
impares sdo nulas na origem, e as pares tém derivada nula para x = 0.
Com isto vamos conseguir uma maior eficiéncia no estudo dos proximos

sistemas quanticos.



ATIVIDADES FINAIS
1. Considere uma particula de massa m em um poco infinito de largura a.

a. Supondo que a particula esteja no estado fundamental, calcule a densidade de

probabilidade como fung¢éo de x. Faca um esboc¢o do seu resultado.

b. Qual a probabilidade de encontrar a particula na metade direita da caixa,

ou seja, entre 0 e a/2?

¢. Qual a probabilidade de encontra-la na metade central da caixa, entre —a/4

e a/4?

d. Repita os itens a, b e ¢, supondo agora que a particula esteja no primeiro

estado excitado.

RESPOSTA COMENTADA

~ ‘ 2 T

a. No estado fundamental, a fungdo de onda é dada por v, (x) = \/: co s(—
a a

dentro do poco. Assim, a densidade de probabilidade dentro do poco €

(%) =y, (9C)|2 = %cos2 (E)

a

Fora do poco, a densidade de probabilidade € zero, pois y(x) = 0. O esboco da
densidade de probabilidade estd mostrado a sequir:

P (x) &

v

—al2 al2 x

CEDERJ
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b. A probabilidade de encontrar a particula na metade direita da caixa é:

P[0,a/2] = af—c Sz(nx) =—a/2[cos( J+1]dx=%.

Poderiamos ter anteapado esse resultado pela simetria do problema, ou seja, a
particula tem igual probabilidade de estar na metade esquerda ou na metade
direita.

c. A probabilidade de encontrarmos a particula na metade central da caixa é:

a/4 aj4
P[-a/4,a/4]= J —cos (ﬂax )dxz% J |:cos(2a J+1]dx—

—aj4 —aj4

al4
1 2 1 1
| L sen| 22X + 2 = 242 |~ 82%.
al2n a fa 2 T 2
Ou seja, hd uma probabilidade maior de encontrarmos a particula na regido
central do que proximo as bordas da caixa.

d. No caso de a particula estar no primeiro estado excitado, a fungdo de
) 2 2rx .
onda é dada por W, (x) = ,|—sen| —— | dentro do poco. Assim,
a a

2
a densidade de probabilidade dentro do pogo € p, (x |l//2 | == sen’ [—J .
a

Fora do pogo, a densidade de probabilidade é novamente zero, pois w(x) = 0.
O esbogo da densidade de probabilidade estd mostrado a sequir:

p,(x) A

—al2 al2 x

A probabilidade de encontrarmos a particula na metade direita da caixa agora é:

af2 a/2
P[0,a/2]= j%senz[h—x)dx= . J[l cos(4ﬂ J}dle.
0 a a a a 2

0

Novamente, poderiamos ter obtido este resultado por simetria.
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A probabilidade de encontrarmos a particula na metade central da caixa é:

P[-a/4,a/4] = “f 2 gen? (h—x)dx 1 af [1 —cos(%—xJ]dx =

74 d a a_y, a
1{a a Arx
—| ———sen| ——
al2 4rn a

Desta vez, hd igual probabilidade de encontrarmos a particula na regido

af4

1
>

—af4

central e nas regides laterais da caixa.

2. Considere 8 elétrons dentro de um poco infinito de largura a. Suponha
que a interagdo entre os elétrons é fraca, de modo que eles sentem apenas o
potencial do pogo, como se estivessem isolados uns dos outros. O Principio
de Exclusdo de Pauli permite apenas que 2 elétrons ocupem cada nivel,
cada um com uma orientacdo de spin.

a. Preenchendo cada nivel de energia com 2 elétrons, obtenha a energia
interna total do sistema de 8 elétrons.

b. Suponha agora que um agente externo diminui o tamanho da caixa,
comprimindo-a de uma largura de a para a - Aa. Qual a variacdo da energia
interna do sistema de 8 elétrons, no limite Aa << a?

¢. Qual o trabalho que o agente externo teve de realizar?

RESPOSTA COMENTADA

a. Se temos um total de 8 elétrons, os 4 niveis de energia mais baixos estdo
ocupados com dois elétrons cada. Assim a energia total do sistema serd:

2 _2 2_2
hﬂ2(1+4+9+16)=—30hf .
ma ma

E, =2E +2E,+2E,+2E, =2

b. Se diminuimos o tamanho da caixa para a - Aa, a nova energia
30n°m
m(a—Aa)’
E, = 30m° 7’ B 30 n? _ 30n°7?

ma* (1-Aaja)’  ma*(1-2Aala)  ma®

interna serd E; = . No limite Aa << a, obtemos

(1+2Aa/a)
A variagdo da energia interna é a diferenca entre energia final e a energia

60n°7’Aa . .
= Notamos entdo que a energia

inicial: AE = E; -E, =
ma

interna do sistema aumenta.
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b. Pela conservacdo da energia, o trabalho realizado pelo agente externo é igual
a variagdo de energia interna do sistema.
2_2
Portanto, W = AE = 6()71—713Aa , ou seja, o trabalho é positivo.
ma

Se fizermos uma analogia entre esse problema e o problema de um gds ideal
em um recipiente fechado, que estudamos em Fisica 2A, chegamos & conclusdo
de que o sistema de elétrons parece estar exercendo pressdo sobre as paredes
do recipiente. Isto é intrigante, jd que aprendemos em Termodindmica que a
pressdo em um gds surge da transferéncia de momento que ocorre nas colisées
das moléculas do gds e as paredes do recipiente que o contém, e serd tanto
maior quanto maior for a velocidade média das moléculas do gds. Por sua vez, a
velocidade média das moléculas do gds é proporcional & temperatura do mesmo.
Assim, em um gds ideal cldssico a pressao vai a zero quando a temperatura vai a
zero. No entanto, no caso qudntico, os elétrons exercem pressdo sobre as paredes
da caixa também no caso em que a temperatura é nula! O surgimento desta
pressdo é mais um efeito puramente qudantico.

RESUMO

O pogo de potencial infinito apresenta estados ligados que, assim como no poco
finito, também podem ser pares ou impares. As funcdes de onda apresentam um
numero de nodos que, como no caso do poco finito, aumenta com a energia da

particula.

INFORMAGCAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, vamos resolver um dos problemas mais importantes da Mecanica

Quantica: o oscilador harmoénico.
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0 oscilador harmonico

Meta da aula

Aplicar o formalismo quantico ao caso de um potencial de um

oscilador harménico simples, V(x) = 1 kx”.

e obter a solucdo da equacao de Schrodinger para um oscilador harménico
simples quantico;

e comparar esses resultados com o correspondente oscilador classico.

Pré-requisitos

Para melhor compreensao desta aula, vocé devera rever

o oscilador harménico classico, que estudou em Fisica

2B e Mecanica Classica, e seus estudos sobre equacdes
diferenciais e séries de poténcias das disciplinas de Calculo.



Introducdo a Mecanica Quantica | O oscilador harménico

60

CEDERJ

O OSCILADOR HARMONICO SIMPLES

O oscilador harmonico simples é um dos primeiros sistemas que
estudamos na Mecanica Cldssica e também um dos mais importantes.
Uma de suas realizacoes experimentais mais simples é por meio de uma
massa m ligada a uma mola ideal de constante eldstica k. A mola exerce
sobre a massa uma forca restauradora F =—kx (Lei de Hooke) sempre
que a particula sofre um deslocamento x, medido a partir da posi¢io
em que a mola estd relaxada. O sistema é descrito por uma energia
potencial V(x) = 1kx?, eassolucdes da equagio de movimento de Newton
sdo fungdes x(#) que oscilam no tempo com a freqiiéncia natural do
oscilador, ® = \//e/_m Ao longo do seu curso, vocé deve ter percebido que
a importancia do oscilador harménico na Fisica Classica vai muito além
do sistema massa-mola. Oscilagdes harmdnicas surgem em uma imensa
variedade de sistemas: péndulo, fluidos, circuitos eletromagnéticos etc.

Um sistema “massa-mola” quantico é definido por uma particula
quantica de massa 7 sob acdo de um potencial da forma V(x) = 1kx?,

tal como o ilustrado na Figura 15.1.

V(x)

0 x

Figura 15.1: O potencial do oscilador harménico.

Assim como na Fisica Classica, o oscilador harmonico também
tem uma importancia fundamental na Mecinica Quantica. O motivo
para isso é que sempre podemos aproximar o ponto de equilibrio de
um potencial qualquer, V(x), pelo potencial parabélico do oscilador
harménico, como ilustrado na Figura 15.2. Graficamente, isso significa
encontrar a parabola que melhor se ajusta ao potencial em torno do

minimo. Se a energia total da particula for suficientemente pequena, de



modo que a particula passa a maior parte do tempo em torno do minimo,

onde a parabola é uma boa aproximacido a curva de energia potencial,

AULA ﬁ MODULO 1

o sistema serd aproximadamente harménico.

V(x)
Figura 15.2: O potencial V(x) (linha cheia),
aproximado na regido do entorno de seu
minimo, em x = a, por um potencial para-
bélico, tipico de um oscilador harménico
Via)p-------- S (linha tracejada).
I
I
1

Analiticamente, podemos encontrar o potencial harménico que
aproxima V(x) na vizinhanga do ponto x = @, em que V(x) tem um minimo,

considerando a expansdo em série de Taylor em torno do minimo,

_ Y A IR et 4
V(x) = V{a)+ (x a)(dx) b= | 5 | 4
1 av
zV(a)+E(x—a)2 W | (151)

ja que a primeira derivada do potencial, em x = 4, é nula, por se tratar
de um minimo. Assim, vemos que o potencial de oscilador harménico
2
dv

com k=|— ¢ uma aproximacdo de V(x) em torno do minimo.

dx?

X=a

Desta forma, o potencial harmonico pode ser utilizado em casos em que
existem pequenas oscilacdes em torno de pontos de equilibrio estavel,
como, por exemplo, no estudo de vibracdes de moléculas ou dos atomos

em um sélido.

SOLUCAO DA EQUACAO DE SCHRODINGER

No caso do oscilador harmoénico, a equacdo de Schrodinger tem

a forma: 2 p
LSV k) = By ), (15.2)
2m dx?
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que tem solucdes para valores positivos da energia E. Costuma-se
reescrever a Equacdo (15.2) utilizando as definicdes da freqiiéncia
angular do oscilador cldssico,® = W e das variaveis adimensionais
A=2E/(hw) e §= (W)x Fazendo essas substituicoes, a equacao

de Schrodinger fica na forma:

d’y ()
dE?

+(A-& )y &) =0. (15.3)

Vamos comecar nosso estudo pela andlise do comportamento
da funcdo de onda y(§). Fazemos mais uma substitui¢do, definindo a

funcdo h(&) de modo que:
p(g)=e* " he) . (15.4)

Substituindo a Equag¢io (15.4) na Equagdo (15.3), obtemos a

equacio diferencial para h(§):

d*h
d&

dh(§

) B _
% +(A=1h(E)=0. (15.5)

€y

Essa equacdo é conhecida como equacdo de Hermite.

ATIVIDADE

1. Faca, em detalhe, os passos algébricos que levam a Equacédo (15.3)
e a Equacdo (15.5).

RESPOSTA COMENTADA

2 2
Partimos da equacdo de Schrédinger, — 1" d’y(x)

2m  dx?

4+ %kle//(x) = Ey(x)

e fazemos as substituicoes sugeridas, ou seja,@ =N k/m, 2 = 2E/(ho)
ek = (\/ma) / h)x . Note que as derivadas com relacdo a x também
tém de ser substituidas: dy _ |mw dy - d*y _mo d*y

dx hodé o dx? hodé?

Assim, obtemos:
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H ma)d2 1 , n

“om b dE ot () == )
_ho dy o _hoi
y et SO =T5ovE)
d?
d;z/+(/'l—€2)l//(§)=

que é a Equagao (15.3). Fazendo agora a substituicdo y (&) = et 2h(E), vamos
tomar a derivada sequnda:

dy d [ e db

_—

de* ~ dt dz
_szh _ZZdh 2 _£2 /)
= d—gz—zgef/ E+(§ ~1)eh(E).

2
Finalmente, substituindo esse resultado em

Equacéao (15.5):

Y+ (A-&)y(e) =0, obtemos a

-£2/2 dzh_ e db 2 1) ,E2 _ g2\ &2 _
e dgz 2ee d§+(5 1)e = h(&)+(A-&%)e*"h(&)=0
d*h

— 28—+ (A-1)h(&)=0.

2 264 g A =1)h(c)

Para resolver a equacdo de Hermite, lembramos que, como o
potencial do oscilador harmonico é uma funcio par, V(-x) =V(x), pela
discussdo da aula passada, a fungdo de onda y(x) e, portanto, a fun¢do
h(&) terdo paridade bem definida; ou seja, serdo funcoes pares ou impares.
Vamos, assim, considerar a expansdo de #(§) em séries de poténcias nos

dois casos: quando essa fung¢io for par e quando ela for impar.

a. h(E) par

Neste caso, h(E) terd uma expansio exclusivamente em potén-

cias pares: ; o .
que, quando substituida na Equacdo (15.5), leva a relagio
- 2(n-1) 207 _
25[271(271 ~1)c, &2+ (A—1-4n)c, " | =0 15.7)
a que pode ser reescrita
Z n+1 2n+1) n+1 (), 1 47’2 ]&271 = (15.8)

n=0

CEDERJ
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Essa série de poténcias serd exatamente nula somente se todos os coeficientes

forem nulos, o que leva imediatamente a relacdo de recorréncia:

dn+1-2

Co1 = mcn (15.9)

ATIVIDADE

2. Obtenha a Equacéo (15.7).

RESPOSTA
Substituindo a Equagdo (15.6) na Equacdo (15.5), obtemos:

d* (& o d (< o = 2n
dgz(;cné J—Zéd—g(;cni ]+(x—1)(§cna§ )=0

=

%{imnegz"-l )— 28 (22716”&2"_1 )+ (2 —1)(ch§2" J: 0

n=0

oo

Y 212 1), &2 (24;16 52") [ZC é:zn]_

n=1

> [2n02n -1, +(A-1—4n)c,£ =0

n=l

Observamos que, para valores grandes de 7, o quociente

S 1
PRRTE (15.10)

que é justamente a relacdo entre os coeficientes da expansdo

= 1
=Y & (15.11)

=07l
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ja que
Un+1)! 1 . (15.12)
1/n! n+l

Vemos assim que, para valores grandes de & em que é neces-
sario incluir muitos termos na expansdo em série de Taylor, que o

comportamento assintotico de h (&) é aproximadamente:

lim h(&) = e (15.13)

Je[—=

e, portanto,

limy (&) = lim [ 75 (&) | = ¢ (15.14)

e [

Isto é inaceitavel, ja que a funcdo ¢ P nio pode ser normalizada.
A tnica maneira de evitar esta divergéncia de y( &) para valores grandes
de | £l é fazer com que a série (15.6) ndo seja infinita e termine para um
dado valor de 7 = N. Nesse caso, h(&) vai ser um polindmio na varidvel
&2. Se consideramos que a maxima poténcia de & nesse polinomio é &2V,
temos, na Equacao (15.6), que ¢, # 0, enquanto que ¢, , = 0. Levando essa
informagao na relagio (15.9), vemos que isso somente pode acontecer
se A=4N+1.Temos agora a liberdade de escolher em qual valor N a
expansio polinomial ird terminar. Na verdade, isso pode ocorrer para
qualquer valor finito de N, de modo que, para cada um desses valores,
teremos uma solu¢ao diferente da equacdo de Schrodinger. Assim,

A pode tomar um dos valores

A=4N+1, N=0,1,2,... (15.15)

Para cada um desses valores de N, a fun¢io /() serd um polindmio
de ordem 2N de &, e teremos uma funcdo de onda y(&) par e que vai

tender a zero para valores grandes de €|, o que é fisicamente aceitavel.

b. h(§) impar
Neste caso y(-&) = -y(&), e, portanto, h(-E) = -h(E), que terd uma

expansdo em série de Taylor com todos os expoentes impares:

hE)=>d, e, (15.16)

CEDERJ
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que, quando substituida na Equag¢ao (15.7), leva, ap6s um tratamento

similar ao feito no caso de h(§) par, a seguinte relacdo entre os
coeficientes:

4n+3-1

d  =—-—"4d. 15.17

" 2m+1)(2n+3) " ( )

Tal como no caso a, o quociente dos coeficientes d_ /dn ~ 1/

(n +1) para valores grandes de 7, o que novamente leva a necessidade

de interromper a série de poténcias em # = N, ou seja, d, # 0, d, = 0.

Nesse caso os valores possiveis de A serdo:

A=4N+3, N=0,1,2,.... (15.18)

Assim, cada valor N = 0, 1, 2, ... terd associado um polindmio

h(&) de grau 2N+1 e uma fungio de onda impar, y(§).

NiVEIS DE ENERGIA

Juntando os casos a e b, temos que os autovalores A da Equagio
(15.3) sao da forma:

A=2n+1, n=0,1,2,..., (15.19)

e,como A =2E/(h®), os valores possives para a energia sio dados por:

En =(1’l+1/2)h(0, n:O,l,Z,.... (15.20)

Perceba as diferencas com relagio ao oscilador harmonico cléssico.
No caso classico, a energia pode ter qualquer valor, sendo determinada
pelas condi¢des iniciais do problema (velocidade e posigdo iniciais da
massa). Ja no caso quantico, o espectro de energias consiste em um
numero infinito de niveis discretos, como mostrado na Figura 15.3.
Vemos que, para todos os valores da energia, a particula esta ligada, e
que os niveis de energia estao igualmente espagados, com separacdo fiw
entre eles; exatamente da mesma forma que Planck havia proposto

quando formulou a teoria que explicava a radiagdo emitida por um corpo



negro, que voce estudou em Fisica 4B. Outra diferenga com relacdo ao
oscilador classico é que o nivel de menor energia corresponde an=0¢ é
E, =ho/2. Este valor finito da energia do estado fundamental, como vimos
na discussdo do pocgo infinito, é chamado de energia de ponto zero, um
fendmeno essencialmente quantico e que estd relacionado ao Principio
da Incerteza. Enquanto na Mecanica Classica a menor energia possivel
para o oscilador seria a que corresponde a situacdo em que a particula
estiver em repouso na origem de coordenadas, ou seja, energia igual a
zero, no caso da Mecanica Quantica a relagdo de incerteza nio permite
esta situacdo de termos a particula com momento zero em uma posicdo
determinada, pois assim teria posi¢io e momento simultaneamente bem
definidos. Notamos, finalmente, que, de acordo com a observacdo de que
os estados ligados dos sistemas em uma dimensio sio nao-degenerados,
também no caso do oscilador harmdnico quantico existe apenas uma

fun¢do de onda associada a cada energia E .

Vi(x)

Figura 15.3: Espectro de energias para o potencial de oscilador harménico quantico.

FUNCOES DE ONDA

Voltando as funcdes de onda w(€), vimos que elas podem ser

colocadas na forma

w,(E)=H, (E)e ", (15.21)

CEDERJ
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onde as fungdes H (&), que vinhamos chamando de 4(&), sao polinomios
de grau n chamados de polinémios de Hermite. A partir do que discutimos
anteriormente, as fungdes H (&) satisfazem a equagdo de Hermite (15.5)

para A = 2n+1, ou seja:

TH, () _,, dH, ()
dae’ dé

+2nH,(£)=0. (15.22)

As solugoes desta equagdo sdo obtidas a partir das equacoes
(15.6) e (15.16):

N
_ 2i
H,y (‘)’t) - ;Cié (n = 2N, caso par), (15.23)
< 2i+1
H,yi (5) = zdié o (m = 2N +1, caso impar) . (15.24)

i=0

Como a Equagdo (15.22) é homogeénea, os polindmios de Hermite
estao definidos a menos de uma constante multiplicativa. Por convencao,
costuma-se escolher esta constante de modo que o coeficiente de " em
H (&) seja 2" . Isto define completamente os demais coeficientes a partir
das relagoes de recorréncia (15.9) e (15.17), que, usando os valores
permitidos para A, tornam-se:

__4(i-N)

c. =— 7 A
M2+ ) (caso par, polindmio de grau 2N), (15.25)

4(i-N)
i+ = m i (caso impar, polinomio de grau 2N + 1). (15.26)

Os cinco primeiros polindmios de Hermite sdo:

Ho(&) =1

H,(6)=2¢ 13:27)
H,(©)=48 -2

H, () =8’ ~12¢

H,(E)=16E* — 488> +12
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ATIVIDADE

3. A partir das definicdes (15.23) e (15.24) e das relacdes de
recorréncia (15.25) e (15.26), obtenha os quatro primeiros polindmios
de Hermite.

RESPOSTA COMENTADA

1¢. n = 0 (par). S6 haverd um termo constante no polinémio,
que pela convencdo adotada serd ¢, = 2° =1. Assim, o polinémio
serd Hy (&) =1.

2° n =1 (impar). Mais uma vez, sé haverd um termo no polinémio,
correspondendo a N = 0. Usando novamente a convencdo,
o coeficiente deste termo serd d, =2' = 2. Assim, o polinémio serd
H, (é) =28

32 n = 2 (par). Desta vez, teremos dois termos no polinémio.
O coeficiente do termo de ordem mais alta serd ¢, =2 =4 .
O coeficiente ¢, pode ser obtido pela relacdo de recorréncia (15.23):

c =MC , que dd ¢, =-2. Assim, o polinémio é
Y20+ 1)0+1) °
H, (e:):4§2 -2.

42 n = 3 (impar). Novamente, teremos dois termos no polinémio.
O coeficiente do termo de ordem mais alta serd d, =2’ =8. O co-
eficiente d, pode ser obtido pela relacdo de recorréncia (15.24):

4(0—1)
1=mdo , que dd d, =-12. Assim, o polinémio

6 H,(£)=88-12¢ .

Existe uma formula geral que permite calcular todos os polinémios
de Hermite:

2 d"ffé2
H =(=1)" & X (15.28)
E)=(=1)"e P
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Finalmente, concluimos que para cada autovalor da energia,
1 .. ~
E =(n+ E)ha) , corresponde uma tnica autofungio y (x), que pode ser

escrita na forma:
v, (x)=C,H,(ax)e™ ™", (15.29)

onde a =+mw/h vem da defini¢do da varidvel £, e C é uma constante

que vem da exigéncia da fungdo de onda estar normalizada, ou seja, que:

Thy, o = %T@‘ézHﬂads =1. (15.30)

—oo —oo

A partir de uma propriedade geral dos polinémios de Hermite,

de que

+oo

[ H,(©)H, £)ds =r2"n13,,,  (15.31)
onde SW é a delta de Kronecker, Snm = 0 para n # m, BW =1,

encontramos que

1/2
C, =(—\/;§,,n, J , (15.32)

de onde temos a expressao geral para y (x):

1/2
] Hn(ax)efazlez. (15.33)

B o
¥al®) _(\/;Z”n!

Na Figura 15.4, mostramos algumas fung¢des de onda do oscilador
harmonico. Em particular, notamos que, 2 medida que aumenta a energia,
a paridade das funcoes de onda vai alternando entre par e impar. Note
ainda que a energia da particula aumenta com o nimero de nodos de
sua fun¢do de onda, da mesma maneira que observamos nos pogos de

potencial finito e infinito.



Vemos também que a expressdo (15.31) também leva
a ortonormalidade das fun¢oes de onda, ou seja, cada v (x)

estd apropriadamente normalizada e fungdes v (x) e v (x)

para n # m sdo ortogonais. Matematicamente,

J.l//n (x)dx =6, (15.34)

A partir do conhecimento das fungtes de onda v (x),

podemos calcular todas as propriedades do oscilador harménico

quantico. Por exemplo, podemos mostrar muito facilmente que

o valor esperado da posicdo x, para qualquer y (x), é nulo.

De fato, na expressao 1 E=

hd
5
o=
e
EN

Jl//n x)xy, (x)dx = “l// fxdx. (1535) [

temos que, como Y (x) tem paridade definida, par ou

impar, ly (x)I* vai ser sempre uma fun¢ao par, e quando

multiplicada por x vai resultar em um integrando impar na

Equacdo (15.35), que vai levar sempre a uma integral nula. | T T
De forma semelhante, utilizando as propriedades de v (x), ou

mais precisamente, dos polindmios de Hermite, que podem

ser encontradas em livros-texto, podemos mostrar que: - 9

=+_rl//,:(x)x2 l//n(x)dx=(n+l)i (15.36)  |r

2 Jmow

= v, %) (—zh v (x )dx =0

J“h - \I’nz(x) dx =(n+%)mha)

-
L
N

T o
o
IS
o

el
=N

—;7 —‘; £2 0 2
Concluimos enfatizando, mais uma vez, a importancia

do oscilador harmonico na Mecanica Quantica. Como vimos,

trata-se de um sistema que pode ser solucionado exatamente, Figura 15.4: As funcbes de onda do oscilador

apesar de que as dificuldades matematicas sio um pouco Narmonicoparan=0,1,2,3,4e5.

maiores do que as que vimos nos sistemas que estudamos
anteriormente. No entanto, o importante € que encontramos
todas as fung¢des de onda e autovalores da energia. Isto
nio é comum em Mecanica Quantica; pelo contrario,

a maioria dos sistemas quanticos nao tem solu¢do exata!
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ATIVIDADE FINAL

No oscilador harménico classico, o valor médio temporal da energia cinética
é igual ao da energia potencial. Usando as rela¢des (15.36), mostre que algo
semelhante ocorre com o oscilador harménico quantico: os valores esperados da
energia cinética e da energia potencial sdo ambos iguais a metade da energia do

oscilador, qualquer que seja o estado quantico em que ele se encontre.

RESPOSTA COMENTADA

Os valores esperados da energia cinética e da energia potencial sGo, respec-
. 2 ~
tivamente, < P > e 1 mo? < x2>' Usando as expressées (15.36) para a

2m

fungdo de onda  (x), obtemos: <p2> _ (n+3)mho _ (n+3)ho o

2m 2m 2
1ma)2 <x2> = 1ma)2 n +1\ h _ (n+3)ho , como queriamos
2 2 2 Jmo 2
demonstrar.
RESUMO

72

Um oscilador harménico quantico possui niveis discretos de energia dados por
E, = (n+%)hco, n=0,1,2,...580, portanto, niveis de energia igualmente
espacados. Note ainda que a energia do estado fundamental ndo é nula, e sim
hw/2, em acordo com o Principio da Incerteza. As fun¢bes de onda do oscilador

s30 pares ou impares, com um numero de nodos que cresce com a energia.

INFORMACAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, vamos resolver um conjunto de exercicios para fixar os conteudos
da Aulas 11 a 15.

CEDERJ



Exercicios

Meta da aula

Aplicar o formalismo quantico estudado nas Aulas 11 a 15 deste
modulo a resolugao de um conjunto de exercicios.

e Esperamos que, apds o término desta aula, vocé tenha consolidado
os contetdos das Aulas 11 a 15, do Médulo 2.

Pré-requisitos

Os conteudos das Aulas 11 a 15 desta disciplina.
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1. BARREIRA DE POTENCIAL (AULAS 11 E 12)

1.1. Um feixe de elétrons de 2 eV incide sobre uma barreira de

potencial retangular de 4 eV de altura e 1 nm de espessura.

(a) Qual é a probabilidade de transmissao T?

(b) Qual seria o valor de T para elétrons de 6eV?

RESPOSTA COMENTADA

(a) Trata-se do caso em que a energia é menor que a altura da barreira.
Podemos usar a Equacao (11.8) deduzida na Aula 11:

T=|1+

-1
(/eZ+K2)2 senh” (Ka) . V,* senh’(Ka) B
4k*K? | T T4E(V,—E) |

em que K = [2m(V, — E)/h =7,2nm™" . Substituindo os valores na

férmula, obtemos T =2,2x107

(b) Agora temos a energia maior que a altura da barreira, entdo usamos
a Equacdo (11.10) da Aula 11:

-1
(k* - k" )2 sen’ (k'a) s V,> sen’(ka) "
4k7k" 4E(E-V,) |’

T=|1+

em que k' = [2m(E-V, )/h =7,2nm"". Substituindo os valores na

férmula, obtemos T = 0, 83.

1.2. Supondo que podemos ajustar a espessura da barreira do
exercicio 1.1.a, qual o valor da mesma para que 1 elétron, de cada 1000

incidentes, tunelasse através dela?
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RESPOSTA COMENTADA

Podemos usar a Equacdo (11.8) da Aula 11 para obter uma expressdo

AULA ﬁ MODULO 1

para a espessura a:

4E(V,-E)(T™" -1)
V,?

1

a=—senh™
K

UsandoT = 1/1000, E =2 eV, V, = 4 eV e K = 72 nm~', obtemos
a=0.576 nm.

1.3. Um proton e um déuteron (que possui duas vezes a massa
do préton), ambos com uma energia cinética de 3MeV, incidem sobre
uma barreira de 10fm de espessura e altura igual a 10MeV. Calcule a

probabilidade de transmissao para cada uma destas particulas.

RESPOSTA COMENTADA

V,> senh’ (Ka):|_1

Usamos novamente a expressdo T =|1+
4E(V, —E)

No caso do préton, usamos m = 1,67 x 107%’kg e obtemos
K =\2m(V, —E) /h = 5,8x10"m™. Substituindo na formula,
obtemos T= 3,1 x 107°. Jd no caso do déuteron, temos K =82 x 10"
m~'eT=25x 107. Veja que, se aumentarmos a massa apenas por
um fator 2, a probabilidade de tunelamento diminui por duas ordens
de magnitude!
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O POCO DE POTENCIAL FINITO (AULA 13)

2.1. Um elétron esta no interior de um pog¢o quadrado de
10 eV de profundidade.

a. Se a energia do estado fundamental do eletron no poco é de
8 eV, calcule a largura do pogo.

b. Repita o item anterior para o caso em que 8 eV seja a energia

do primeiro estado excitado.

RESPOSTA COMENTADA

a. Usando a Equacdo (13.27), temos ktan(ka/2)=K’, que re-
laciona a energia e a largura de um pogo quadrado no caso de uma
solucdo par (como a do estado fundamental). Usando as definicGes
de k e K] temos:

poN2mE J2m(V, —E) K V,-E_1
no h k E 2
Deste modo,
ka .
tan(ka/2)=1/2 = 5= 0,46 +nr (em radianos)
onde n =0, 1, 2, ... Assim, hd vdrios valores possiveis da largura a

que satisfazem os dados do problema. No entanto, note que ainda ndo
impusemos a condicdo de que este € o estado fundamental (o estado par
com menor energia). Os diferentes valores possiveis de a correspondem
a diferentes estados pares, todos com energia de 8 eV, mas apenas um
deles deve ser o estado fundamental para o poco correspondente. Note
que, quanto mais largo o pogo, maior o nimero de estados ligados.
Ou seja, se aumentarmos muito a largura do pogo, certamente introduziremos
estados pares com energia menor que 8 eV. Assim, o valor de n para o qual
o0 estado em questdo é o estado fundamental deve corresponder & menor
largura de poco possivel, ou seja, n = 0. Obtemos entdo g = % . Como

_2mE _ 2x9,11x107" x8x1,60x10™7 ., _

k
h 1,05x107

1,45 x 10"° m™', entdio obtemos finalmente a= 6,4 x 102 nm.

b. No caso do primeiro estado excitado, temos de usar a Equagdo
(13.25), b cot( ka/ 2) = —K’, que se refere a funcées de onda impares.
Repetindo o procedimento do item anterior, obtemos:

cot(ka/2)=-1/2 = /%a =2,03+nr (em radianos)
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onde, novamente, n =0, 1, 2, ... . Pela mesma argumentagdo anterior,
escolhemos n =0 (estamos em busca do estado impar de menor energia).

AULA ﬁ MODULO 1

4,06

Obtemos entd@o a = .

=0,28 nm.

A atividade a seguir é opcional, pois
requer do aluno um conhecimento basico
de programacéo.

2.2. Crie um pequeno programa de computador que calcule as

energias dos estados ligados de um elétron em um poco quadrado finito.

RESPOSTA COMENTADA
Seu programa deve ter aproximadamente a seguinte estrutura:

1. Defina a massa do elétron, constante de Planck, a altura e a largura
do poco.

2. Varie a energia E em passos muito pequenos desde 0 até V,, e calcule
keK:

3. Em cada passo, verifique se as Equacées (13.25) (para estados
impares) ou (13.27) (para estados pares) sdo satisfeitas, dentro de uma
certa tolerdncia.

O POCO DE POTENCIAL INFINITO (AULA 14)

3.1. Faca uma estimativa da energia de ponto zero de um néutron em
um niicleo, tratando-o como se estivesse em um poco quadrado infinito de
largura igual a um diametro nuclear de 10-'* m (Eisberg-Resnick, Problema
20, Capitulo 6).
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RESPOSTA COMENTADA

A energia de ponto zero é a energia do estado fundamental

(n = 1) do pogo infinito: g _ m’m®  Usando a = 107" m e
2ma’

m = 1,67 x 107" kg, obtemos E, = 2,0 MeV.

3.2. a. Para uma particula em uma caixa, mostre que a diferenca
fracional de energia entre autovalores adjacentes é AE, _2n+1
E n’

n

b. Use essa formula para discutir o limite classico do sistema
(Eisberg-Resnick, Problema 22, Capitulo 6).

RESPOSTA COMENTADA

a. Usando a férmula (14.12) para as auto-energias do pogo infinito,

2.2 2
E, = hm 72 , temos:
2ma R
AE, E_ -E (n+1) -n’ 2n+1
E, E, n* n*

b. O limite cldssico é obtido para grandes ndmeros qudnticos. Nesse
limite, deve haver uma correspondéncia entre os resultados qudanticos e
os cldssicos. Pela férmula obtida no item anterior, no limite de grandes
ndmeros qudnticos (n — ), a diferenca fracional tende a zero. Ou sejq,
torna-se imperceptivel a quantizacdo da energia, o que estd de acordo
com a Mecénica Cldssica, ja que, para uma particula cldssica dentro de
um pogo, qualquer valor positivo da energia € possivel.
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3.3. Calcule os valores esperados (x), (p), <x2>, <P2> para o

estado com # = 3 do poco infinito e comente sobre cada resultado.

RESPOSTA COMENTADA
A fung¢do de onda normalizada para n = 3 é dada pela Equacdo (14.10)

da Aula 14y (x) = \/g COS(3” x)- Calculando os valores esperados:
a a

a/2 3
jw3 x) s, (x )dx—— _[ xCos [—x)dx 0.

—oo —a/2 a

Para qualquer autofun¢do do poco infinito, ||,1/(x)|2 é sempre uma fun¢do
par, de modo que a densidade de probabilidade de encontrarmos a
particula em x é sempre igual que em —x. Sendo assim, o valor mais
provdvel para a posicdo da particula tem de ser em x = 0.

. af2
I ws(x (—zh}l/}( x)dx _2ih 3w cos(%x)sin(&rx)dx =0
a a _j, a a

A particula tem probabilidade igual de se mover para a direita ou para a
esquerda. Portanto, o momento linear médio deve ser nulo.

2% 11
J.l,l/3 x)x> yy(x )dx—f J x* cos (x)dx 0O=a ( ) 0,0774*

a 12 1872

—o0 —a/2

Com esse resultado, podemos obter a incerteza na medida da posicdo:

Ax :,l<x2>—<x>2 ~0,28a, um pouco menor que a largura do pogo,
como deveria ser.

222 a2 222
.[‘//3 [ -n’ iz J‘Vs(x)dx=29ﬂ2h J cos’ (Ex)dx= o zh /

a a a a

O valor esperado de p? poderia também ser obtido a partir do autovalor da

energia e usando E = p?/2m. A partir do valor obtido, podemos calcular a
incerteza no momento: Ap = <p2> ~(pY = ﬂ Podemos, entdo, verificar
a

o principio da incerteza para esse estado quantico: AxAp = 2,6h > E

CEDERJ
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O OSCILADOR HARMONICO (AULA 15)

4.1. A constante de forca restauradora (constante de mola)
k para vibracoes interatomicas de uma molécula diatémica tipica é de
aproximadamente 10° J/m?. Use esse valor para fazer uma estimativa
da energia de ponto zero das vibragoes moleculares (Eisberg-Resnick,
Problema 29, Capitulo 6).

RESPOSTA COMENTADA

A energia de ponto zero de um oscilador harménico simples é dada por 1 ho
Para obtermos a freqtiéncia, precisamos estimar a massa da molécula (de
forma mais rigorosa, a massa reduzida para o movimento relativo de vibragdo).
Obviamente, essa massa varia de acordo com a molécula, mas podemos
tomar cerca 10 vezes a massa do préton como uma ordem de grandeza
para uma molécula formada por dtomos leves. Sendo assim, a freqgtiéncia é
o =24 % 10" rad/s, e a energia é %hm =008 el

4.2. a. Faca uma estimativa da diferenca em energia entre o estado
fundamental e o primeiro estado excitado de vibragao da molécula do
exercicio anterior.

b. A partir dessa estimativa, determine a energia do foton emitido
quando a molécula faz uma transicao entre o primeiro estado excitado
e o estado fundamental.

c. Determine também a freqiiéncia do foton e compare-a com a
freqiiéncia de oscilagao classica do sistema.

d. Em qual regido do espectro eletromagnético esta a radiacao

emitida?
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RESPOSTA COMENTADA
a. As auto-energias do oscilador harménico qudntico sGo dadas pela
Equacdo (15.20): E, = (n+1/2)hew . Assim, a diferenca de energia entre
dois niveis consecutivos quaisquer, inclusive entre o estado fundamental e

AULA ﬁ MODULO 1

o primeiro estado excitado, & igual a hiw. Portanto, no caso da molécula
considerada na atividade anterior, temos i = 0,16 el/

b. A energia do fdton emitido quando a molécula faz a transicéo entre
dois estados qudnticos € precisamente a diferenca de energias entre os
dois estados, que calculamos no item anterior.

¢. Pela relacdo de Einstein, a frequéncia do féton é v = E/h, onde E
é a sua energia, calculada no item anterior. Sendo assim, a frequéncia
do fdton € idéntica a freqtiéncia de vibracdo da molécula. Podemos
entender este resultado a partir do eletromagnetismo cldssico. Uma
molécula é composta por elétrons e ntcleos, que contém carga elétrica.
Quando a molécula oscila, as oscilacées de carga ddo origem a ondas
eletromagnéticas (fétons) de mesma freqiéncia, de forma semelhante
ao que ocorre em uma antena.

d. Usando a relacdo de Einstein com E = 0,16 eV temos v = E/h = 3,8
x 10" Hz ou comprimento de onda de =c¢/= 7,7 um. Esta radia¢do estd na
faixa do infravermelho. F por este motivo que a espectroscopia na regiéo do
infravermelho € uma das técnicas mais poderosas no estudo de moléculas.

4.3. Um péndulo, constituido por uma massa de 1 kg no extremo
de uma barra leve de 1 m, oscila com uma amplitude de 0,1 m. Calcule
as seguintes grandezas:

a. freqiiéncia de oscilagao;

b. energia de oscilagao;

c. valor aproximado do niimero quantico para a oscilacao;

d. separacao entre energias possiveis adjacentes;

e. separacao em distancia entre os maximos adjacentes na funcao
densidade de probabilidade em torno do ponto de equilibrio (Eisberg-
Resnick, Problema 31, Capitulo 6).
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RESPOSTA COMENTADA

a. A frequéncia do péndulo é dada por , — 1 \/g _ 1 /9,8m/ s’
=0,50Hz. 2z NIl 2r; V 1m
1

b. Pela Mecénica Cldssica, a energia de oscilagdo é dada por E = — mw* A?
onde A é a amplitude do movimento. Usando os dados do problema,
temos E = - x1x(21x0,50)" x(0,1)* =4,9x10°2].
2 1 1 E, 1
¢ Usando arelagdo E, =| n+= |ho =|n+= |bv, temos n=—"--==
2 2 )
4,9%10 1

e ~1,4x107
6,63x107x0,5 2

Note que um sistema cldssico corresponde, dentro de uma descricdo qudntica,
a ndmeros qudnticos absurdamente altos.

d. A separacdo entre niveis adjacentes é hw =3,3x107* ) = 2,1 x
107"° eV, Esta diferenca de energias € tdo pequena que é impossivel de ser
medida. Ou seja, é impossivel afirmar, para valores tdo altos do nimero
qudntico n, se o oscilador estd realmente no nivel n ou no nivel n + 1.

e. O numero de mdximos da densidade de probabilidade para um
estado do oscilador harménico com ndmero qudntico n é igual a
n+ 1. Assim, o nimero de mdximos é também aproximadamente igual
a 1,4 x 10%2. Supondo que os os mdximos adjacentes estdo igualmente
espacados entre si ao longo da trajetdria do péndulo, a distancia

201y ax10 m.
1,4x10°
Esta é também uma distdncia impossivel de ser medida.

entre dois mdximos adjacentes é igual a

INFORMACAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, iniciaremos o Moédulo 3 de nossa disciplina, que trata de sistemas

quanticos em trés dimensdes.
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Separacao da equacao

de Schrodinger

em coordenadas cartesianas
1. Particula livre e caixa de
potencial tridimensional

Meta da aula

Estudar uma particula quantica livre e presa em uma
caixa em trés dimensdes.

e identificar as dificuldades para resolver a equagdo de Schrédinger em
trés dimensoes;

e reconhecer que, para alguns potenciais, chamados separaveis, a equacdo
de Schrddinger em trés dimensoes pode ser escrita na forma de trés
equacdes de Schrédinger em uma dimensao;

e aplicar esse estudo ao caso da particula livre em trés dimensdes
e de uma particula em uma caixa.

Pré-requisito

Para melhor compreensdo desta aula, é preciso que
vocé reveja as Aulas 4 e 7 desta disciplina.
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EQUACAO DE SCHRODINGER EM TRES DIMENSOES

Vimos, na Aula 4 desta disciplina, que uma particula microscopica
(por exemplo, um elétron) tem o seu estado, em um instante de tempo t,
completamente definido por uma fun¢do complexa chamada funcio de
onda, indicada pelo simbolo W(x, y, 2, t), em que (x, y, z) sdo as coordenadas
espaciais cartesianas. Supondo que a particula tenha massa 72 e se mova sob
a influéncia de uma energia potencial V(x, v, z, t), vimos que essa func¢io

de onda satisfaz a equacdo de Schrodinger dependente do tempo:

2 2 2 2
iha—LP = _h_|:8 lIZI + J ‘f J l5]+V(x,y,z,t)‘1’ . (17.1)
ot 2m| dx” 0Jy~ 0dz

Inicialmente, vamos generalizar esse resultado para o problema
mais geral de duas particulas, de massas m, e m,, nas posigoes
(x> ¥,,2,) € (x,, ¥, &,), respectivamente, que interagem por meio de
um potencial V(x, y, 2, ) que depende apenas das coordenadas relativas,
X=X,—X,,Y=Y,— Vs, & =2, — 2, Sabemos, do curso de Mecénica, que
esse problema se resolve por meio de uma mudanga de coordenadas
para as coordenadas relativas e do centro de massa. O movimento da
coordenada do centro de massa estara sujeito a acao de forgas externas.
Vamos deixa-lo de lado no momento, pois nosso foco é o estudo do
movimento da coordenada relativa.

Na coordenada relativa, o problema é equivalente ao estudo de
uma tnica particula de massa u = m,m, [(m, +my)(a chamada massa
reduzida), que se movimenta no potencial V(x, y, z, t). Neste caso,

a Equacdo de Schrodinger tem a forma:

iha_‘l’ | 0*Y Y oY
ot 2u

= + + +V(x,y,2,0)¥. (17.2
ax2 ayZ azz} (xyz ) ( )

Note que o caso particular de uma unica particula de massa 1,
estudado pela Equacdo (17.1), pode também ser estudado pela Equagdo
(17.2). Para isso, basta fazer m, = m, m, = o; e, considerando que esta
tltima particula esta na origem de coordenadas, x,=y, =z, =0.

No caso em que o potencial V nio dependa explicitamente do tempo,
V =V(x, y, ), podemos separar a fun¢io de onda ¥(x, y, z, ) no produto de
uma func¢io das coordenadas (x, v, z) e outra do tempo, da forma:

—iEt/h

W(x,y,2,t) = y(x,y,2)e . (17.3)



Onde, analogamente ao caso unidimensional, E representa a energia

total do sistema. Substituindo a Equacdo (17.3) na Equagao (17.2),

AULA H MODULO 1

obtemos a equacdo de Schrédinger independente do tempo no caso

tridimensional:

2 2 2 2
KW |dy dy dy
2p

axz ayZ az2}+V(x5y5z)w(x’y9z)=EW(xayaz). (174)

A Equacao (17.4) pode também ser escrita na forma

’

hZ
_ZVZW + V(x5 yaz)l// (xsyaz) = EW(xsyaz)

em que V? é o operador laplaciano.

ATIVIDADE

1. Verifique que a funcdo de onda W (x, y, z t), dada pela Equacao
(17.3), é solucdo da equacdo de Schrédinger dependente do
tempo, Equacao (17.2), se y(x, y, 2) for solucdo da equacdo de
Schrédinger independente do tempo, Equacao (17.4).

RESPOSTA COMENTADA

Vamos substituir a funcdo de onda Y(x, y, z, t), definida pela
Equacéao (17.3), na Equagéao (17.2):

L oY ﬁ[az'{f IY Y

—=- F 4 +V(x,y,2,)¥
ot 2ul| ox* 9y’ 8z2:| (%, 3:27)

—iEt/h

2 2 2 2
__h_[8w+8w+aw

E a —iEt/h —iEt/h
th—|w(x,y,z)e™ = e+ V(x, y,2,0)w (x,y,2)e
S LyEyae” | 7502 oyt oz (%7, 2, )Y (x,9,2)

» oy vy v | y
TS ‘Z[axg vl S CIENITC ST
n o’y 'y 'y
E x’ ’Z =5 + + +Vx, ,Z,t xa ,Z,

que é precisamente a Equacdo (17.4), como queriamos
demonstrar.
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Observamos que a equag¢ao de Schrodinger independente do
tempo, neste caso tridimensional, é uma equacao em derivadas parciais de
segunda ordem, diferentemente da equagio de Schrodinger independente do
tempo no caso unidimensional, que estudamos em detalhes no Médulo 2,
e que era uma equacao diferencial ordindria, também de segunda ordem.
Como consequiéncia disso, a solucio da Equagio (17.4) somente pode
ser obtida em forma explicita em alguns casos simples. Em particular, a
solugdo vai ser possivel quando a forma do potencial permitir a utilizacao
do procedimento de separacio de varidveis. Nesse caso, a equagdo de
Schrodinger tridimensional pode ser reduzida a equagdes mais simples em
uma dimensao. Vamos estudar, primeiramente, o caso em que a equacao de
Schrodinger é separavel em coordenadas cartesianas. Futuramente, veremos

casos em que essa equacao é separavel em coordenadas esféricas.

SEPARACAO DA EQUACAO DE SCHRODINGER EM
COORDENADAS CARTESIANAS

Vamos considerar, inicialmente, o caso em que o potencial V(x, y ,z)

pode ser escrito na seguinte forma:
Vix,y,2) = Vi (x)+ V,(y)+ Vi (z) - (17.5)

Neste caso, a equagdo de Schrodinger (17.4) pode ser escrita

na forma: ~
hz az hz 82
{ TW*V“’“)]*[TF*VZ(”}*
| 24 w9y (17.6)
n o
_Z§+V3(Z):|}W(x,y,z) :El//(x’y’z) .

A forma dessa equagdo sugere que procuremos solugdes que sejam

produtos de trés fungdes de uma varidvel,

v (%,3,2) =y, (X)w, (V) w;(z) . (17.7)

Substituindo a Equacdo (17.7) na Equacdo (17.6) e dividindo os

dois lados por y(x, y, z), obtemos:
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2 2 2 2
L ViV, (x) |+ L Y2 v, |+
2py, dx 2py, dy

2 2
_h_id l//23 +V,(2) |=E . (17.8)
2uy, dz

Cada uma das expressdes nos colchetes é fungiao de apenas uma
das varidveis x, y e z. Portanto, para que a soma dessas expressdes
seja igual a constante E, cada uma delas deve ser uma constante, que
denominamos E,, E,, E,, respectivamente. Obtemos, entdo, o sistema

de trés equacoes diferenciais ordindrias:

n d’

_Z d;flzl +‘/l(x)W1(X)=E1W1(X) , (1793)
n d?

5 Wf +V, 00w, (0)=Ew,(y), (17.9.b)
2u dy
n d

5 l/? +Vi(R)y;(2)=Ew;(z),  (17.9.¢)
2u dz

com a condicio adicional
E +E,+E, =E. (17.9.d)

Cada uma das equacdes (17.9.a.b.c) tem a forma da equagdo
de Schrodinger unidimensional, que estudamos no Mddulo 2. Vemos,
portanto, que no caso do potencial ser separavel (na forma indicada pela
Equacdo (17.5)), a solugdo da equagido de Schrodinger tridimensional
pode ser expressa em termos dos resultados conhecidos para as solugoes
da equagdo de Schrodinger unidimensional. A seguir, vamos considerar
os seguintes exemplos: o estudo da particula livre em trés dimensoes, de
uma particula em uma caixa de potencial em trés dimensoes e, finalmente,
do oscilador harmoénico tridimensional. Nesta aula, consideraremos
apenas os dois primeiros desses sistemas, deixando o estudo do oscilador

harménico para ser feito na préxima aula.
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A PARTICULA LIVRE EM TRES DIMENSOES

Como primeiro exemplo, vamos considerar o movimento de uma
particula livre de massa p. Neste caso, o potencial é nulo em todo o

espaco, e a equagao de Schrodinger (17.4) fica na forma:

oy 'y 'y
P + + =E s Vs&). .
2#|:axz 3y T2 v(x,y,2).  (17.10)

Essa equagio é facilmente separavel em coordenadas cartesianas,
considerando V (x) = V,(y) = V,(z) = 0. Por exemplo, a Equacao (17.9.a)

val ser escrita na forma:

_n dy,
2u dx*

=Ey,(x), (17.11)

que é exatamente a mesma forma da Equagdo (7.1) da Aula 7, para o
caso da particula livre em uma dimensdo. Lembrando o que foi discutido
naquela aula, a Equagdo (17.11) tem solugao para todo valor de E, > 0,

e essa solucdo tem a forma:
v, (x)= Ae™ +Be ™ (17.12.a)

onde k, =2UE, /h e A, e B, sdo constantes arbitrarias. Procedendo

da mesma forma com as Equagoes (17.9.b) e (17.9.¢), obtemos:

W, (y) = Ae™ + Be™ ) (17.12.b)
w,(2) = Aje™* + Be ™ . (17.12.c)

Portanto, a solugao da equacao de Schrodinger y(x, y, 2) =y, () y,(y)

W,(z) pode ser escrita como uma combinagao linear de estados na forma
l//(x,y,Z) zcei(k1x+kzl’+ksz) :Ceik.r, (1713)

em que definimos o vetor de onda k= (k,, k,, k,), e 0 vetor posicao da

particula 7 = (x, y, ). Finalmente, da Equa¢io (17.9.d) obtemos:

212 2
R _ 0" (17.14)
2u 2u

2
E=E +E, +E, =§l—#(/e]2+/e22 +ky') =

onde p é o moédulo do vetor momento p = ik .



Operador momento linear, que em uma dimensao era p =—ifi— ,
passa a ser, em trés dimensoes, [) = iV, onde V- d 2 d . 0.,

é o operador gradiente.

ATIVIDADE

2. Mostre que a funcéo de onda (17.13) é autofuncao do
operador momento com autovalor 7ik .

RESPOSTA COMENTADA

Vamos aplicar o operador momento & funcdo de onda
(17.13):

i =—zhv[c ]

b i(kyx +hyy +h,2) B icei(kxx+kyy+kzz) 5+ [i Cei(kxx+kyy+kzz):|2
dy oz

=—ih zk Ce'llsx v k)4 % +ik,Ce sk eka)g y ik,Ce (k”ky“kzz)ﬁ}

= h(/e Z+kI+k 2 (x,7,2) = hk y(x,9,2),

X

como queriamos demonstrar.

Em relacdo a condicio de normalizacdo da fun¢io de onda da
particula livre descrita pela Equag¢io (17.13), temos, de maneira similar

a vista na Aula 7, que ela pode ser escrita na forma:

0 oo oo © oo oo

[ [ [z dxdydz=1=|C[ [ | [dxdydz=1. (1715

—00 —00 —00 —00 —00 —00
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Novamente temos um problema, pois a integral _[ J de dydz tem
valor infinito, de modo que terfamos de ter C = 0. Lembramos que essa
dificuldade surgiu porque a situacdo de uma particula livre em uma
regido de extensio infinita é ndo-fisica, ja que os experimentos sao sempre
realizados em locais com extensdo finita. Em sistemas tridimensionais
como o que estamos considerando, isto pode ser conseguido, por
exemplo, impondo que a fun¢io de onda seja normalizada em uma

caixa cubica de lado L. A condi¢ao de normalizac¢do torna-se, entao

L2 L2 L2 L2 L2 L2
j J- lw(x,,2)[ dxdydz =1=|C[ _[ _[ j dxdydz=1=

_ip-La-1)2 _i2-1/2-1)2
c=_L1 (1716

3
(VL)
Chegamos, dessa maneira, ao valor de C que normaliza a fungdo de
onda da particula livre em trés dimensdes. Observamos que a escolha
da forma e do tamanho da caixa foram arbitrarios, mas, como no caso
unidimensional, as propriedades da funciao de onda nio dependem do
valor da constante C. Podemos, portanto, considerar que a fung¢io de
onda normalizada para a particula livre movimentando-se em trés

dimensdes com momento p = hk é dada por:

W(x,y,z)zL—MZeik.r. (17.17)

A PARTICULA EM UMA CAIXA EM TRES DIMENSOES

Como segundo exemplo, vamos considerar uma particula de massa
U que se movimenta dentro de uma caixa com forma de paralelepipedo
de lados L, L,, L, e de paredes impenetraveis. No interior da caixa, o
potencial V é constante, e consideramos que o valor do mesmo é zero,
enquanto nas paredes V é infinito. Esse problema é, portanto, uma
extensdo para trés dimensoes do estudo do po¢o quadrado infinito
estudado na Aula 14.

A equagao de Schrodinger a ser resolvida no interior da caixa é

similar ao caso da particula livre,

2 2 2 2
h |:81;/+81//+81//

- =E )
2” axZ ayz aZZ :| l//(xsyaz) 5 (17 18)



mas agora temos de acrescentar a condicdo de que a funcio de onda

W(x, ¥, z) deve ser nula nas paredes (e também no espaco exterior a

AULA H MODULO 1

caixa). Considerando a origem de coordenadas em uma das quinas da
caixa e, lembrando que y (x,y,2) =y, (x)y,(y)y;(z), temos que, para

0<x <L, a fungdo de onda vy (x) satisfaz a equacao

_n &y,
2u dx*

=Ey, (x) (17.19)
com as condigdes v, (0) = v, (L,) = 0. A partir dos resultados obtidos na
Aula 14, os valores possiveis para E, sdo:

W wa)
" 2u L7

,n,=1,2,3,.... (17.20)

As autofuncdes correspondentes, ja normalizadas, vdo ter a forma:

1/2

2
v, (x)=| — | sen LG , n, =1,2,3,.... (17.21)
' Ll Ll

Efetuando o mesmo procedimento para as fungdes de onda v/, (y)
e y,(z), obtemos que as fun¢des de onda normalizadas para a particula

na caixa tridimensional sio dadas pela expressdo:

1/2

8 n, n, n,
W, . (%,9,2) =| ——— | sen| —x [sen y |sen| —=z | (17.22)
e LLL, L, L, L,

Os valores da energia associados a esta fun¢io de onda sio:

232 2 2 2
_ _Th(nS  on" n
En1n2n3 _Enl +Enz +En; - 2,Ll L_12+L_22+L_32 . (17.23)

Vemos que, para valores diferentes dos lados L, L,, L, da caixa,
temos, em geral, que cada conjunto de valores dos nimeros quanticos
n, n,, n, tem associado um tnico valor da energia Enlnznj. Mais precisa-
mente, isso acontece quando as relacdes entre os lados da caixa sio
numeros incomensuraveis, ou seja, Nado sao nameros racionais. Neste

caso, em que ao nivel de energia E,,  corresponde um tinico estado do
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sistema, caracterizado pela funcido de onda, temos um nivel de energia
nao-degenerado. Vamos ver, na proxima aula, que se dois ou mais
lados da caixa forem iguais, podemos ter mais de um estado com o
mesmo valor da energia, ou seja, niveis degenerados. Como observacio
final, mencionamos que os niveis de energia da particula livre sdo
infinitamente degenerados. De fato, vimos que a energia da particula
¢ dada por E=h"k*/2u e, portanto, todas as fun¢des de onda
Y(x,y,z) = Ce'terharhsd) - Ce'*" | associadas a vetores f = (ky, kyy k)

com o mesmo mddulo, t¢ém o mesmo valor da energia.

ATIVIDADE

3. Considere uma particula de massa py em uma caixa em trés
dimensdes em que L, =L, =L e L,=L/2. Calcule as energias e as
‘ degenerescéncias dos dois niveis de energia mais baixa.

|

RESPOSTA COMENTADA

Partimos da expressdo (17.23) para as energias permitidas:

2322 2 2 2 232
T h nl nz n3 _ T h (nz + nz + 4n2)
mnyny 2 L2 L2 L2 - 2 L2 1 2 3
H 1 p) 3 H

Vamos agora inspecionar os valores (inteiros e positivos) de n,, n,

e n, que fornecem as energias mais baixas. Certamente, a energia
mais baixa (estado fundamental) ocorre com n,=n,=n, = 1.
Apenas essa combinagdo de nimeros quanticos fornece a energia

252 222
mais baixa, que é iguala E,;, = %(1 +1+4)= 3”5
u 7

Jd, para o primeiro estado excitado, um dos nimeros qudnticos serd
igual a 2 e os demais permanecem sendo iguais a 1. lemos que
tanto (n,, n,,n,)=(2,1,1) como (n,, n, n)=(1,2, 1) fornecem a
232 212
. w°h In°h
mesma energia E,  =E, =——(4+1+4)="—-,
2ul; 2ul

que, portanto, tem degenerescéncia igual a 2.
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ATIVIDADES FINAIS

1. Obtenha a expressdo para a densidade de corrente de probabilidade em trés
dimensdes, seguindo os mesmos passos que foram tomados em uma dimensao
na Aula 6 (Equacdes (6.16) a (6.20)).

RESPOSTA COMENTADA
A definicdo da densidade de corrente de probabilidade foi obtida, na Aula 6,
calculando-se a derivada temporal da densidade de probabilidade, W(x,) .
Executamos, agord, 0s mesmos passos, S6 que em trés dimensdes: dt
AP, t)
ot

d . 0P o’
=—|Y¥Y (7, 1)¥(F =¥ —+¥Y—.
at[ (7, 1) ¥(7,1)] TRy

Usando a equagdo de Schrédinger e sua complexa conjugada:

2
nY gy yy
ot 2m )
2
i Ty vy
ot 2m

podemos escrever
AW,

Pyt Zi—h[\y*vlql —PVIY = . [¥Vw-wvy],
m

onde, no dltimo passo, usamos a identidade V- V¥ = V*¥ (lembre-se:
Vv significa o divergente do vetor V).
Note que essa equagdo pode ser escrita da sequinte forma:
- 2
0 |‘I’(r, t)|

ot

que é uma equagdo de continuidade em trés dimensdes. A densidade de corrente

de probabilidade é agora um vetor, dado por:

j(7,0) = i—h[‘P(F, OV (7,1) =W 7,V (7,1) .
2m
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2. Calcule a densidade de corrente de probabilidade para uma particula livre em

trés dimensdes descrita pela funcdo de onda (17.13).

RESPOSTA COMENTADA
Partimos da funcdo de onda (17.13):y(x,y,z) = Ce'h= ey +h) = Ce'*'.
Para calcularmos a densidade de corrente de probabilidade, precisamos tomar o
gradiente de y e de sua complexa conjugada. Como vimos na Atividade 2 desta
aula, isso € equivalente a aplicar o operador momento, e o resultado é:
Vy =iky, Vy' =—iky"
Substituindo esse resultado na expressdo para a densidade de probabilidade
encontrada na atividade anterior, obtemos:
< 2hk fik

j(7) ﬂ v(Fly (7) =;|C| '

Compare essa expressdo com a que foi obtida na Atividade 3 da Aula 7, para
o caso unidimensional. A generalizagdo é imediata. Aqui também podemos
2

, movendo-se com a

fazer analogia com o caso de um fluido de densidade \C

hk

velocidade de grupo da onda {/g =—.
m
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RESUMO

Embora a resolucdo da equagao de Schrédinger no caso tridimensional seja
muito mais dificil do que no unidimensional (por se tratar de uma equacao
em derivadas parciais), ela pode ser desenvolvida facilmente no caso em que
o potencial seja separavel. No caso de uma particula livre em trés dimensdes,
sdo obtidos resultados semelhantes ao do unidimensional, sendo os estados
quanticos da particula caracterizados pelo vetor propagacado k= (k,, k, k),

e dados explicitamente pelas funcées de onda W (x,y,z) = Ce/“¥+ k)

, com
energias E=#"k*/2u. Se uma particula se movimenta no interior de uma
caixa tridimensional, as fun¢des de onda e os niveis de energia lembram os do po¢o
de potencial infinito, mas, neste caso, as func¢des de onda e os niveis de energia sdo
caracterizados pelos trés indices (nimeros quanticos) n,, n,, n, =1, 2, 3,... . Para
uma escolha qualquer das dimensdes laterais da caixa, esses niveis sdo, em geral,
ndo-degenerados, enquanto, no caso da particula livre com energia E = k* 12u,

eles sdo infinitamente degenerados.

INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préoxima aula, vamos estudar o caso particular da caixa tridimensional em
que os lados sao iguais (caixa cubica), estudando o grau de degenerescéncia dos
niveis de energia, e também considerar a aplicacdo do método de separacdo
da equacdo de Schroédinger em coordenadas cartesianas ao caso do oscilador

harmonico tridimensional.
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Separacdo da equacao de
Schrédinger em coordenadas
cartesianas 2. Particula numa
caixa cubica e num potencial

harménico tridimensional

Meta da aula

Resolver a equacao de Schrodinger para o
caso de uma caixa clbica e para o potencial
harménico tridimensional, reduzindo este
problema ao ja estudado em uma dimensao.

e aplicar o estudado na aula anterior ao caso
de uma caixa de lados iguais;

e estabelecer a relacdo entre o grau de
degenerescéncia de um nivel de energia
e a simetria do potencial;

e descrever o movimento quantico do oscilador
harménico tridimensional.

Pré-requisitos

Para melhor compreensao desta aula, é preciso
que vocé reveja as Aulas 15 e 17 desta disciplina.
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A CAIXA CUBICA

Na aula passada, estudamos o comportamento de uma particula
quantica de massa # em uma caixa tridimensional com o formato de um
paralelepipedo de lados L , L,, L,. Vimos, naquele caso, que o problema
podia ser separado nas coordenadas x, y e z, e que podiamos facilmente
obter as solugdes da equacdo de Schrodinger em trés dimensoes a partir
das solugdes para o problema do poco infinito de potencial, estudado
na Aula 14. Nesta aula, consideraremos um caso particular, porém
importante, do sistema estudado na aula passada. Vamos considerar
que temos uma particula quintica em uma caixa tridimensional cubica,
ouseja,emque L, =L,=L,=L.

Obtivemos, na aula passada, as fungdes de onda normalizadas
para uma particula de massa g em uma caixa tridimensional de lados
L,L,Ly:

1/2

nn, n,

sen X |sen

L,L,L, L,

mn,
ysen| 7% (18.1)

2 3

cujos valores da energia associados sio:

G2 LN
T VR EE . (18.2)

Enlnzn3 = Enl +En2 +En3 =
Lembre-se: estes sao os niveis de energia quantizados do sistema
designados pelo conjunto de nimeros quanticos 7,, #n, e 7, que sio
inteiros positivos.
Vamos agora tomar o caso particular de uma caixa ctbica de lado
L, fazendo L, = L, = L, = L nas Equacdes (18.1) e (18.2). Obtemos,

assim, as fun¢oes de onda e as auto-energias da caixa cubica:

8" n n n
Wnlnzn;(x’y’z)z(ﬁ) sen(Tlx)sen( LZJ’JSCH(T%), (18.3)

232
Ennn :ﬂ—hz
1712713 ZIUL

(n +n +n7)  (18.4)



Vemos que o estado de menor energia, o chamado estado

fundamental, corresponde aos valores 7, =7, =n, = 1 ou, se preferirmos,

AULA H MODULO 1

utilizando a notagdo vetorial (,, ,, 7,), 0 estado fundamental ¢ o estado

(1,1,1). A energia deste estado, pela Equacdo (18.4), é:

3w’

e (18.5)

E conveniente medirmos a energia em unidades de 7*#*/2ul”.
Nestas unidades normalizadas, o valor da energia do estado fundamental
¢E =3

O seguinte nivel de energia corresponde ao caso em que um dos
valores 7, n, ou n, é igual a 2, e os restantes sdo iguais a 1. Temos, desta
forma, que trés estados, o (2,1,1), o (1,2,1) e 0 (1,1,2), tém o0 mesmo
valor da energia: E,,, = E,,, = E,, = 6 (nas unidades normalizadas).
Considerando as fung¢des de onda correspondentes, dadas pela Equagio
(18.1), vemos que essas trés funcoes de onda sdo diferentes, ou seja,
correspondem de fato a trés estados distintos da particula quantica, mas
que compartilham o mesmo valor da energia. Portanto, este nivel de
energia ¢é triplamente degenerado. Da mesma forma, podemos verificar
que o seguinte nivel de energia serd E,, = E,, = E , = 9 e, portanto,

também sera triplamente degenerado.

ATIVIDADE

1. Calcule as energias e o grau de degenerescéncia dos primeiros
8 niveis da caixa cubica.

RESPOSTA COMENTADA

Ndo hd outra maneira de resolver esse problema, sendo por
inspecdo direta. O resultado é:

Primeiro nivel: E= 3; estado (1,1,1), degenerescéncia =1 (ndo-
degenerado).

Segundo nivel: E = 6, estados (2,1,1), (1,2,1), (1,1,2);
degenerescéncia = 3.

CEDERJ 929



Introducdo a Mecanica Quantica | Separacdo da equagdo de Schrédinger em coordenadas

100

CEDERJ

cartesianas 2. Particula numa caixa ciibica e num
potencial harménico tridimensional

Terceiro nivel: E = 9; estados (1,2,2), (2,1,2), (2,2,1);
degenerescéncia = 3.

Quarto nivel: E = 11, estados (3,1,1), (1,3,1), (1,1,3),
degenerescéncia = 3.

Quinto nivel: E = 12, estado (2,2,2); degenerescéncia = 1.

Sexto nivel: E = 14, estados (3,2,1), (3,1,2), (1,3,2), (23,1),
(1,2,3), (2,1,3), degenerescéncia = 6.

Sétimo nivel: E = 17; estados (3,2,2), (2,3,2), (2,2,3);
degenerescéncia = 3.

Oitavo nivel: E = 18; estados (4,1,1), (1,4,1), (1,1,4);
degenerescéncia = 3.

Como resultado geral, note que, sempre que os trés nimeros
quanticos forem diferentes, teremos uma degenerescéncia igual
a 3! = 6. Se apenas dois deles forem iguais, a degenerescéncia
é 3l/21= 3. E, obviamente, se os trés ndmeros forem iguais, ndo
hd degenerescéncia.

Lembre-se de que, no caso do pogo infinito unidimensional,
ndo tinhamos encontrado degenerescéncias nos seus niveis de energia.
Também nio ha degenerescéncias no caso da caixa tridimensional para
valores diferentes de L, L,, L, (a ndo ser para escolhas muito particulares
destes comprimentos). A origem da degenerescéncia que encontramos
agora esta diretamente associada as simetrias do potencial. Este é um
resultado bastante geral: quanto maior a simetria de um potencial, maior

a degenerescéncia dos niveis de energia associados a ele.

ATIVIDADE

2. Considere o caso em que dois dos lados da caixa sdo iguais, e o
terceiro apenas 10% maior, por exemplo L, =L, e L,=1,1L,. Esta é
uma caixa chamada tetragonal, em vez de cuibica. Encontre as energias
e degenerescéncias dos 3 niveis de energia mais baixa. Use unidades
de n*n* /2,uL12e considere como pardmetro a quantidade A =L,/
L, > 1. Verifique que, sendo menor a simetria do potencial, também
vai ser menor a degenerescéncia dos niveis quando comparados com
os da caixa cubica.



RESPOSTA COMENTADA
A expressdo (18.2) torna-se
222 2 222
_mh 2 2 n; _mh 2 P
w =507 ny +ny, + T |55, nl+n2+121
22 (1,1) MLy 5

Em unidades de m*h* /2 ,ule, temos E
Sendo assim, os 3 niveis mais baixos sdo:

L2z

Primeiro nivel: E = 2,83; estado (1,1,1),; degenerescéncia = 1.
Segundo nivel: E= 5,32, estado (1,1,2); degenerescéncia = 1.

Terceiro nivel: E = 5,83, estados (2,1,1) e (1,2,1);
degenerescéncia = 2.

Apenas com estes trés niveis, jd podemos notar que a caixa
tetragonal tem niveis com menor degenerescéncia que a
caixa cubica. No caso da caixa cubica, o sequndo nivel tinha
degenerescéncia 3. Para a caixa tetragonal, vemos que esta
degenerescéncia tripla é quebrada: surge, em seu lugar, um nivel
com degenerescéncia dupla e outro ndo degenerado.

O OSCILADOR HARMONICO EM TRES DIMENSOES

Consideramos, como outro exemplo de um sistema tridimensional
separdvel em coordenadas cartesianas, o0 movimento de uma particula

de massa [ no potencial

_ 1 > 1 > 1 2
V(x,y,Z)—zklx +5kzy +5k3z , (18.6)

onde k,, k,, k, sdo constantes. Perceba que este potencial é a soma de trés
potenciais harménicos nas trés dire¢des cartesianas, como se a particula
estivesse ligada a trés molas atuando nas trés diregdes. Como sistema
mecanico, isto seria dificil de se realizar, mas, na verdade, o potencial
(18.6) é bem mais comum do que possa parecer. Vocé se lembra de quando
dissemos, na Aula 15, que o potencial harmonico era uma aproximagio
para qualquer potencial em 1-D que tivesse um minimo? Pois bem,
0 mesmo acontece em 3-D: o potencial (18.6) é uma aproximagio para

qualquer potencial que tenha um minimo no espaco tridimensional!

= (nlz +1; +0,83n§).

CEDERJ

101

AULA H MODULO 1



Introducdo a Mecanica Quantica | Separacdo da equagdo de Schrédinger em coordenadas

102

cartesianas 2. Particula numa caixa cubica e num
potencial harménico tridimensional
Vemos que esse potencial corresponde a termos forgas
restauradoras lineares, F_ = -k x , Fy = -k)y, F, = -k;z, ou seja, que

seguem a lei de Hooke, como no caso unidimensional. Como dissemos,

o potencial é separdvel, ou seja, pode ser escrito na forma

V(x,y,2) =V, (x)+ V,(y)+ V,(2) > (18.7)
se definirmos V, (x)=5k1x2’ Vi(y) = Ekzyzav3 (Z) = Ek3x2.

Assim, podemos, da mesma forma que estudamos na aula anterior,

procurar solucoes que sejam produtos de trés funcoes de uma varidvel,

W (x,,2) = W, (X)y, (¥)W5(2), (18.8)

que satisfazem as equacoes de Schrodinger unidimensionais:

ndy, 1

_Z dx21 +5/€1x21//1 (x) = E]l/ll(x) (18.9.a)
hZ le// 1

_Z dylz +Ek2yzl//2(Y) = Ezlllz(y) (18-9.b)
n d’ 1

_Z dzl)l;3 +Ek3zzw3(z) = Eyy;(2) (18.9.¢)

com a condicdo adicional

E +E +E =E (18.9.d)

Utilizando os resultados do caso unidimensional estudado na Aula
15, temos que os valores possiveis da energia sao:

mnyis

1
=(n, +%)ha)1 +(n, +%)hw2 +(n, +E)ha)3, n,n,,n,; =0,1,2,....,(18.10)

onde @, =k /p, w,=\k,/pu , w,=k;/u .As funcdes de onda

correspondentes podem ser obtidas como produto das funcoes de onda
unidimensionais que sdo solu¢des das Equagoes (18.9.a.b.c), e que
foram obtidas na Aula 15. A forma explicita destas fungdes de onda
tridimensionais é:

1
- E(a]zxz +ay’y? +a3zzz)

l//"1"z"3 (x,y,z) = CnICnZ Cn}I_In1 ((Xl X)an (Ot2 ’y)Hn3 (063 z)e N (1811)

CEDERJ



onde os H (&) sdo os polinomios de Hermite, estudados na
Aula 15, a; = \Juw, /h, i=1,2,3, ¢ os fatores de normalizagdo C, sio
dados por

1/2

d ,i=1,2,3. (18.12)

— i
"\ Vr2ra

Observamos que, se as constantes k, k,, k, sao diferentes, os niveis

C

de energia dados pela Equacdo (18.10) sdo, em geral, ndo degenerados.
Como fizemos no caso da caixa tridimensional, vamos considerar,

a seguir, 0 caso em que o potencial é simétrico.

O OSCILADOR HARMONICO ISOTROPICO

No caso em que k, = k, = k, = k, os niveis de energia do oscilador

harmoénico podem ser escritos na forma
3
gy = (n, +n, +n,y +E)ha), n,n,,n, =0,1,2,..., (18.13)

em que ® =+/k/p. As autofuncdes vio ser dadas pelas Equacdes (18.11)
e (18.12), com o, =, = ¢y = Ju®w/f. Vemos que, no caso do oscilador
harmonico, os niveis de energia dependem da soma dos niimeros quanticos
n,,1,, 1, enquanto no caso da caixa tridimensional, estudado anteriormente,
os niveis de energia dependiam da soma dos quadrados desses nimeros. No
caso do oscilador harménico, é possivel E_caracterizar os niveis de energia
por apenas um nimero qUANtico, 7 =1, + 1, + 71,.

Observamos que o nivel de menor energia é aquele em que
n, =n,=n,=n=0,etem um valor da energia F, = Eha) . Este nivel é
nao degenerado, ja que corresponde a apenas uma autofung¢io do sistema,
embora todos os outros o sejam, como veremos a seguir.

Por exemplo, o nivel de energia logo acima do estado fundamental
corresponde a 7 = 1, tem um valor da energia E, = £ha) , € é triplamente

2

degenerado, ja que esta associado as autofuncdes obtidas com os valores
de (n,,n,,n,): (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). Da mesma forma, o segundo nivel
excitado tem uma energia E, = Zha) , e é seis vezes degenerado, ja que
os valores possiveis de (1, n,, n,) sdo: (2,0,0), (0,2,0), (0,0,2), (1,1,0),
(1,0,1) e (0,1,1).
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ATIVIDADE

3. Calcule as energias e degenerescéncias dos primeiros 5 niveis do
oscilador harménico isotropico.

RESPOSTA

Mais uma vez, procedemos por inspecdo direta da Equagdo (18.13).
o 3 .
Primeiro nivel: E, = Eha) ; estado (0,0,0), degenerescéncia = 1.

Segundo nivel: E, = %hw , estados (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1); degene-
rescéncia = 3.

Terceiro nivel: E, = Zha) ,estados (2,0,0), (0,2,0), (0,0,2), (1,1,0), (1,0,1)
e (0,1,1); degenerescéncia = 6.

Quarto nivel: E, = zhw , estados (3,0,0), (0,3,0), (0,0,3), (21,0), (1,2,0),
2.0,1), (1,02), (0,1,2), (02,1) e (1,1,1); degenerescéncia = 10.
Quinto nivel: E, = Eha) , estados (4,0,0), (0,4,0), (0,0,4), (3,1,0), (1,3,0),

(301),(1,03), (0,1,3), (03,1), (22,0), (202), (022), 21,1), (1,2,1) e
(1,1,2); degenerescéncia = 15.

Note que os niveis de energia sao igualmente espacados, ja que a
diferenga de energia entre dois niveis consecutivos é sempre AE = iw ,
exatamente como no oscilador em 1-D. Podemos também observar
que o nivel de energia E, = (n+%)ha) é (n+1)(n+2)/2 vezes degenerado,
ja que esse é o nimero de maneiras pelo qual pode ser obtido # como
soma dos trés nimeros inteiros 7, ,, 7,. Portanto, o oscilador harménico
isotrépico € outro exemplo de como a simetria do potencial é associada

a degenerescéncia dos niveis de energia.
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ATIVIDADES FINAIS

1. Vamos calcular a pressao exercida por um gas com 20 elétrons em uma caixa
cUbica de volume V. Este problema é semelhante ao que vocé resolveu nas
Atividades Finais da Aula 14, para o poco infinito. Como naquela ocasido, vamos
supor que a interacdo entre os elétrons seja fraca, de modo que eles sintam apenas
o potencial da caixa, como se estivessem isolados uns dos outros. Lembramos ainda
que o Principio de Exclusdo de Pauli permite apenas que 2 elétrons ocupem cada

estado quantico, cada um com uma orientacdo de spin.

a. Preenchendo cada estado com 2 elétrons, obtenha a energia interna total do

sistema de 20 elétrons.

b. Suponha agora que um agente externo aumente o tamanho da caixa,
expandindo-a de um volume V para V + AV. Qual a variacdo da energia interna

E do sistema de 20 elétrons no limite AV << V?

c. Sabendo que a pressdo ¢ p =—dE/dV, qual a pressdo exercida pelos elétrons

na caixa?

RESPOSTA COMENTADA

a. Se temos um total de 20 elétrons, utilizando o resultado da Atividade
1 desta aula, vemos que os 4 niveis de energia mais baixos estardo
totalmente ocupados com elétrons. Assim, a energia interna do sistema
serd:

E=2x[(1XE,;,)+(3%XEy, ) +(3XE,, )+ (3% Ey, )| =

222
T°h

8172h?
VT -

2 x[(1><3)+(3><6)+(3><9)+(3><11)]—W,
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em que m é a massa do elétron, e usamos V = L.

b. Se o volume da caixa aumenta para V + AV, a nova energia interna

. 81zt 81n°h* No fimit
serd E' = 7 = e e o IImite
m(V+AV) mV (1+AV/V)

222 232
AV << V, obtemos E’ = 81z°n Blmh ( ZAVJ-

sz/a[lJrZAV) A
3v

A variacdo da energia interna é a diferenca entre energia final e energia

. 54n*n’ AV N ,
inicial: AE=E' —E=—-=—"——— Notamos, entdo, que a energia
V5/3
interna do gds de elétrons diminui quando aumentamos o volume, da
mesma forma que ocorre com um gds cldssico.
p 0 & colculod 5 E AE  54n’h’ Ve
¢ A pressdo é calculada por p = ——— =———=——=5— . Vlgja que re-
pressac P dv_ AV mvP 999

sultado curioso! Em primeiro lugar, notamos que hd uma pressdo ndo-nula,
mesmo & temperatura zero, 0 que ndo ocorre em um gds ideal cldssico.
Por outro lado, note que o produto pV>* mantém-se constante durante o
processo de expansdo do gds. Isto € exatamente o que acontece durante
a expansdo adiabdtica de um gds ideal monoatémico cldssico, como vocé
deve ter visto em Fisica 2A. Naquele caso, o produto ,DVY era constante, onde

Y= Cp / C, = 5/3 para um gds monoatémico!

2. Para o oscilador harménico tridimensional, considere o caso em que
k, = k,# k,, e estude as degenerescéncias dos 3 niveis de energia mais baixos,
em unidades de 7i®,, e compare-as com o caso do oscilador harménico isotrépico.
Considere que a frequéncia (0, € apenas 10% maior que ®,, ou seja, ®, = 1,1M,.
Verifiqgue que, como no caso da caixa tridimensional, sendo menor a simetria do
potencial, também vai ser menor a degenerescéncia dos niveis, quando comparados

com os do oscilador harmonico isotrépico.
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RESPOSTA COMENTADA
A partir da Equacdo (18.10), temos:

mnyiy

=(n, +n, +1)hw, +(n3 +%Jhm3 =(n, +n, +1,1n, +1,55)ho,

Assim, em unidades de ho, , temos:

Primeiro nivel: E = 1,55, estado (0,0,0), degenerescéncia = 1.
Segundo nivel: E = 2,55, estados (1,0,0) e (0,1,0); degenerescéncia = 2.
Terceiro nivel: E = 2,65; estado (0,0,1), degenerescéncia = 1.

Jé podemos notar que a reducdo da simetria quebra a degenerescéncia do
segundo nivel do oscilador harménico isotrdpico, que antes tinha energia
igual a 2,5 e era triplamente degenerado, em dois niveis com energias
5,55 (duplamente degenerado) e 2,65 (ndo degenerado).

RESUMO

No caso de uma particula que se movimenta no interior de uma caixa
tridimensional de lados iguais, os niveis de energia associados a funcdes de
onda diferentes podem ser iguais, ou seja, podem apresentar degenerescéncia.
A degenerescéncia dos niveis de energia é associada a simetria do potencial em
que se movimenta a particula. No caso do oscilador harménico tridimensional,
as funcdes de onda associadas aos estados de uma particula que se movimenta
sob a acdo deste potencial tém a forma de um produto de trés funcdes de
onda do oscilador harménico unidimensional, com energias associadas iguais
a soma das energias de cada um destes osciladores unidimensionais. No caso
em que as constantes de mola dos osciladores tenham todas o mesmo valor,
o oscilador harménico isotrépico resultante terd estados excitados degenerados,
com um grau de degenerescéncia que aumenta com a energia do nivel. Também
nesse caso, a degenerescéncia é causada pela simetria do potencial em que se

movimenta a particula.
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INFORMACOES SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, vamos considerar outro método de separacdo da equacao de
Schrédinger tridimensional em equag¢des em uma dimenséao, desta vez utilizando
coordenadas polares esféricas. Esse método sera aplicado a diferentes sistemas

que serao estudados no restante da disciplina.
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O operador momento angular

Meta da aula
Introduzir o operador momento angular quantico.

e escrever a expressao para o operador momento angular em
coordenadas esféricas;

* identificar os autovalores e autofuncdes dos operadores L’ e L_;

e identificar e manipular matematicamente os harménicos
esféricos.

Pré-requisito

Para melhor compreender esta aula, é preciso que vocé
reveja a Aula 18 desta disciplina.
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PARTICULA SOBRE UM CiRCULO (ROTOR RiGIDO): VISAO
SEMICLASSICA DO MOMENTO ANGULAR

Para abordar os problemas fisicos desta aula e da préxima,
precisaremos utilizar alguns resultados matematicos sem demonstra-
los. Na maioria das vezes, isso ndo prejudicard o entendimento fisico
dos problemas, no qual iremos focalizar nossa atengao. A derivagao
completa desses resultados pode ser encontrada em livros-texto mais
avancados de Mecanica Quantica.

Nas tltimas aulas, estudamos alguns sistemas quanticos em trés
dimensoes pelo método de separacdo de varidveis em coordenadas
cartesianas. Esse método, apesar de bastante util em algumas situagoes,
ndo € o mais conveniente para se utilizar quando o potencial tem simetria
esférica (potencial central), ou seja, quando podemos escrever V = V(r),
em que 7 =/x” +y* +z* . Nesse caso, o uso de coordenadas esféricas
é mais adequado. Vale destacar que esse tipo de situacdo é bastante
comum em Fisica. Em particular, sistemas atomicos, que constituem
uma das aplicacdes mais antigas e importantes da Mecanica Quantica,
tém simetria esférica.

Na Mecanica Classica, vimos que uma particula sob a agdo
de um potencial tem seu momento angular conservado. O mesmo
ocorrerd na Mecanica Quantica. Sendo assim, é importante introduzir
o operador momento angular, que tera um papel fundamental em nossa

abordagem:

(19.1)

=~
Il
<b
X
>

onde os operadores posi¢io e momento linear sio vetores em trés
dimensoes. Estes podem ser obtidos por uma generaliza¢do imediata de

suas definicoes em uma dimensao:

F=xi+y] +2k
(19.2)
p =—ih 97495 9 F | minv.
dox dy 0%

Antes de abordarmos o problema do operador momento angular
em sua forma completa, € instrutivo fazer uma analise mais simplificada,
usando uma abordagem semicldssica. Vamos considerar o problema

de uma particula quantica em movimento circular no plano xy, com



raio constante 7 e momento linear de médulo p, como mostrado na
Figura 19.1. Este problema também é conhecido como o rotor rigido, ou
seja, imagina-se a particula presa a uma haste rigida de massa desprezivel
e comprimento r. A particula movimenta-se livremente ao longo do
circulo (em outras palavras, a energia potencial nao depende do angulo
¢, também mostrado na figura). Este problema é bastante parecido com
o de uma particula livre em 1D e, portanto, é consideravelmente mais
simples que o problema de uma particula em 3D sob a¢ao de um potencial
central. No entanto, veremos que é possivel obter alguns resultados

interessantes e que serdo Uteis em nossa andlise posterior.

Figura 19.1: Particula em movimento circular de raio r e momento linear p. A linha
tracejada indica a onda de de Broglie associada ao movimento.

Usando a hip6tese de de Broglie, vemos que a onda associada ao
movimento da particula tem comprimento de onda A = b/p . Esta onda
estd indicada, de forma pictérica, por uma linha tracejada na figura.
Vimos que, na teoria de Schrodinger, esta onda é, na verdade, uma funcio
de onda @, que determina a dinamica quantica da particula. Como a
distancia da particula a origem ¢ fixa, podemos usar o angulo ¢ como
variavel de movimento. Assim, utilizaremos a fun¢do de onda ®@(() para

descrever esse sistema.
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Como o movimento ¢ livre ao longo de (9, a funcdo de onda sera
uma onda plana, semelhante a de uma particula livre em 1D, discutida
na Aula 7:

®(p) = Ne™ = Ne™* | (19.3)

em que o comprimento de arco de circunferéncia s = rg é a coordena-
da tangencial e N é uma constante de normaliza¢io. Como a funcdo de

onda deve ser univoca, temos

O(p+27)=D(p) > (19.4)
o que nos leva a quantiza¢io do niumero de onda
kr =m, m=0,=1,=2, .. (19.5)

A quantizagio do numero de onda & nos leva, pela condi¢io de de Broglie,

a quantizacdo do momento linear
p=h/h=nk="" (19.6)
7

Na geometria considerada na Figura 19.1, o0 momento angular tem
apenas a componente 2, dada pela relagdo L, =rp . Isso nos leva, pela
Equagio (19.6), a quantizacdo da componente z do momento angular:
L, =mh (19.7)

Portanto, vemos que, ao contrario do que acontece na Mecanica
Classica, a componente z do momento angular ndo pode ter qualquer
valor, mas apenas multiplos inteiros de 2. O ntimero inteiro 72 é conhe-
cido como niimero qudntico magnético. Valores positivos de m
correspondem 2 particula (ou sua onda associada) se movimentando no
sentido anti-hordrio, enquanto que valores negativos de 7z estdo associados
a propagacao no sentido hordério.

O resultado obtido na Equacido (19.7), apesar de ter sido obtido
por uma abordagem semicldssica, permanece correto na descri¢io
puramente quantica, como veremos mais adiante, devendo apenas

ser reinterpretado da seguinte forma: os autovalores do operador



momento angular L_sdo iguais a mh, em que m ¢ inteiro, com as auto-

funcoes (19.3) que podem ser escritas como

®, (¢) =", (19.8)

em que omitimos a constante de normalizacio.

Vamos obter uma expressdo para o operador iz. Sabemos que
o operador momento linear em 1D é dado por [) = —hi— . Em nosso
caso, a coordenada “linear” do movimento é a coordenada tangencial
s, de modo que podemos adaptar a expressio para o momento linear

tangencial:
p=—ih— (19.9)

Sabendo que s=rp e L, =rp, obtemos a expressio para o
operador f,z :
~ .. 0
L. =-ih— (19.10)
9
Como veremos, essa expressiao permanece valida na descri¢io
puramente quéntica. E facil verificar que as funcdes (19.8) sdo

autofuncdes deste operador com autovalores 2 fi:

. oD a(ei’""’)

L® =—h—2 =—ih = mh® 19.11

D, (¢)=—i P e W (@) (19.11)
ATIVIDADE

AULA H MODULO 1

‘ 1. Obtenha os autovalores da energia para uma particula de massa p
sobre um circulo.

8

|
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RESPOSTA COMENTADA

A energia é puramente cinética, com o Hamiltoniano

! 2 2
q=r =_h_8_2
2u 24 0s

Aplicando o Hamiltoniano a fungdo de onda da Equacgéo (19.3), obtemos

W o*d  (h'k?
2u dp 2u

Portanto, vemos que o autovalor da energia vale E =

a equacdo:

>

212
. Usando a

u

A
relacéo de quantizacdo (19.5), obtemos E = Z
ur

> . Esta expressdo €,

Zmz 2, ., .
, €m que I= HT"e 0 momento de inércia

as vezes, escrita como E =
da particula em relagdo & origem.

O OPERADOR MOMENTO ANGULAR EM COORDENADAS
ESFERICAS E HARMONICOS ESFERICOS

Vamos agora iniciar a abordagem quantica do problema do
momento angular. Como dissemos, o uso de coordenadas esféricas é
mais adequado para esse propdsito. O sistema de coordenadas esféricas
estd ilustrado na Figura 19.2. A partir desta figura, podemos obter a
correspondéncia entre as coordenadas esféricas 7, O e @ e as coordenadas

cartesianas x, y e 2:

P4 x =rsen6fcos@

p y =rsenfseng

zZ=rcos0

Figura 19.2: Sistema de coordenadas esféricas. Na figura, estdo também definidos
os vetores unitarios 7, § e .



Sendo assim, serd necessario expressar o operador gradiente em

coordenadas esféricas:

5 .9 19 . 1 9
or radf (prsen98g0'

(19.13)

Esta relagao pode ser encontrada em livros de Cdlculo, Mecanica
ou Eletromagnetismo. Em particular, vocé deve té-la visto na Aula 2 da
disciplina Introdugio ao Eletromagnetismo. Notando ainda que 7 =77,
podemos usar a Equagio (19.1) para obter a expressdo para o operador

momento angular em coordenadas esféricas:

z_m(q;i-é ! a} (19.14)

i

20  senf %

em que usamos as relagdes #x7 =0, #x0 = ¢, 7x @ =—0. Tais relagdes
podem ser verificadas a partir da Figura (19.2). Note que o operador
momento angular depende apenas das coordenadas angulares 0 e ¢.

A partir da Equacdo (19.14), podemos escrever as componentes

~

cartesianas L, , L, e L em coordenadas esféricas:

y

(19.15)

ﬁx =ih sen(pi+cot9c03(pi
20 o 11)

L, =ih —COS(pi+COt9 sen(pi
Y 20 op

L = il
o
Em particular, note que L, =—iha— na descricdo puramente
quantica, confirmando a Equacdo (19.10), com autofuncgdes

@, (@) =™ e autovalores mh.

ATIVIDADE

2. Obtenha as Equacdes (19.15) a partir da Equacao (19.14).
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RESPOSTA COMENTADA

E preciso projetar as componentes esféricas nas componentes

cartesianas. Para isso, observando a Figura (19.2), vemos que

A A

Q-x=-senp, ¢-y=cosp, ¢p-2=0 e 0% =cosOcosp,

A

A

0-y=cosOsenp, 6-%=-senf - Logo,

ou seja,

i’x _ i _Sen(pi_cosecoupi
20 senf  do

d cosfseng d

L =—ih| cos
? (080 senf 0o
Az—ih 1 (—senb)—

sen@ Lo [1)

I:x = ih| sen (pi +cotf COS(pi
00 o1

ﬁy =ih —cos(p%+cot9 seng aa

P)
de

7

L, =—in

como queriamos demonstrar.

Nesse momento, poderiamos tentar buscar as autofuncoes das
componentes ﬁx e I:y do operador momento angular. No entanto, ndo
é possivel obter autofunc¢des simultineas das trés componentes do
momento angular. Este resultado, que enunciamos sem demonstrar, é, de
fato, semelhante ao Principio de Incerteza, segundo o qual ndo é possivel
determinar simultaneamente a posi¢io e 0 momento de uma particula.

Se conhecemos perfeitamente a componente z do momento angular, nio

podemos conhecer com certeza as componentes x € y.

E importante enfatizar que, em um potencial central, ndo
ha nada que privilegie a direcdo z em relacdo as demais.
Por convencdo e por conveniéncias matematicas, escolhe-
se trabalhar com autofuncdes de Lz em detrimento das
demais componentes. Diz-se entdo que o eixo z é o eixo
de quantizagdo do sistema. Mas, em termos fisicos, seria
igualmente valido usar os eixos x, y, ou qualquer outro,

como eixo de quantizacao.



No entanto, é possivel ter autofuncoes simultineas de L, e do

operador [2, definido por

L S 1 9 0 1 9
=12 +12+12 =1 —| senf0— [+ —
o [sen@ 89( 90 | sen’6 09’ | (19.16)

Essa expressdao pode ser obtida a partir das defini¢oes (19.15),

o que deixamos como exercicio opcional. Perceba que este operador
estd associado a magnitude do momento angular. Vamos buscar as
autofuncdes deste operador usando o método de separacdo de varidveis,

ou seja, buscamos fungdesY, (9,(/)) que possam ser escritas na forma:
Y, (0,0)=0,,(0)0, (¢), (19.17)

em que @ (p)=e"™” sdo as autofungdes de L, apresentadas anterior-
mente e [ é um novo numero quantico, chamado niimero quantico
azimutal, do qual falaremos a seguir. Obviamente, as funcdes Y, (6,¢)

também sdo autofungdes de L, com os mesmos autovalores:

A

LY, (0,p)=mhY,, (0,p). (19.18)

Aplicando agora o operador [* nas fungdesY,, (8,¢) na forma
(19.17), chegamos a uma equacio de autovalores para [* envolvendo
as funcdes ©, (0). Pode-se mostrar que os autovalores de I? podem

ser escritos como #*l(I+1), de modo que

'Y, (0,0) = Bl +1)Y,, (0,9), (19.19)

o que nos leva a equagio para 0, (0):

2
_m ®lm(9)+ 1 d (Sen9d®lm(9)

7y =ll+1)©, 0). 19.20
sen’0  senf dO do ) (I+1e,,0) ( )

Mais uma vez, ndo nos preocupamos com os detalhes da solu¢io da
Equacdo (19.20), que podem ser encontrados em livros-texto ou em
cursos mais avancados de Mecanica Quantica. Vamos apenas enunciar
algumas caracteristicas das solu¢des. A Equacdo (19.20) tem solugdes
para valores de [ inteiros, tais que, para cada valor de [, os valores
possiveis de 1 sdo:

m=-L-l+1,-+2,...-2,-1,0,1,2, ..., 1-2,1-1,1 (19.21)
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Além disso, para cada par de valores aceitaveis de [ e m, chamados

nimeros quanticos / e 1, as fungdes ©, (0)tém a forma:

0,,(0) = (sen0)" F

I

(cos@), (19.22)

Im

onde as funcdes F, ' sdo polindmios em (cos 0).

il

As funcdes Y, (0,9)=0,,(0)®,, (¢) sio conhecidas como har-
monicos esféricos e também aparecem em outras dreas da Fisica (por
exemplo, na expansio do campo elétrico em multipolos). Apds serem
normalizadas, a forma explicita destas fungdes Y, para os primeiros
valores dos niimeros quanticos [ e m esti mostrada na Tabela 19.1.

A normalizagao é dada pela condicdo

J‘d(pJ‘senOY 0,9)Y,,(0,0)d0 =1. (19.23)

Tabela 19.1: Formulas de alguns harménicos esféricos

I om Y0
1 1/2

0 0 Y,=|—
3 1/2

1 0 Yw—(4—) cos0
T

1 1/2
2 t1 Y, = 1(—) send cosfe™”

1/2
2 12 Yzﬂz(lz—SJ sen’0 e
™

1/2
3 0 Y30=(?J (5cos39—3c039)
T

21 1/2
3 #1 Y3+1=$(—J sen0(Scos” 0 —1)e™
B 4n

10 1/2
3 +£2 Y, =|—| sen’@cosfe™”
#2327



Vamos agora analisar a distribui¢io angular da densidade de
probabilidade associada a estas fungdes. Esta pode ser obtida pela
seguinte equagao em coordenadas esféricas:

1,(0,0) = Y,,0,0)Y,,0,0) =Y,,,0,0) (19.24)

Note que esta é a equagdo de uma superficie em coordenadas
esféricas, onde a coordenada radial , é proporcional ao modulo ao quadrado
do harmoénico esférico correspondente. Em outras palavras, a magnitude
de 7, ao longo de uma certa dire¢ao (6, @) serd proporcional a proba-
bilidade de encontrarmos a particula quantica ao longo dessa direcao.

Comecamos nossa analise pelo harménico esférico Y . Pela
formula da Tabela 19.1, obtemos |Y00 0,0) |2 =1/4r ou seja, uma cons-
tante independente de 6 e ¢. O grifico da superficie correspondente,
definida pela Equagio (19.24), estd mostrado na Figura 19.3 como um
corte no plano yz (a esquerda) e como uma superficie em 3D (a direita).

Perceba que o harmonico esférico Y, ¢ esfericamente simétrico.

Y,

of

=v

Figura 19.3: Harmonico esférico Y.
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S m ‘

Vamos analisar agora os harmodnicos esféricos correspon-

1w Y, e Y, . Pela Tabela 19.1, temos
2

V(0,0 =(3/47)cos”0 ¢ |%,,(0,0)] *=|Y, ,(6,0)f = (3/87)sen’d.

Os graficos correspondentes estao mostrados na Figura 19.4, novamente

dentes a [ = 1, ou seja, Y

como um corte no plano yz (a esquerda) e como uma superficie em 3D
(a direita). Perceba que o harmonico esférico Y, € alongado na diregao z:
a particula tem probabilidade maxima de ser encontrada naquela direcio.
Note ainda que a probabilidade de que a particula seja encontrada no
plano xy é nula. Em contrapartida, os harmonicos esféricos Y,, e Y,
fornecem probabilidade maxima no plano xy e probabilidade nula ao
longo de z. Perceba que a densidade de probabilidade ndo depende

de ¢. Com efeito, isso vale para qualquer harmonico esférico Y, .

Z A

Yo —
y .

N N

Figura 19.4: Harmonicos esféricos com [ = 1.



Como ultimo exemplo, vamos apresentar a densidade de proba-
bilidade associada aos harmoénicos esféricos com [ = 2: Y, Y,, Y,
Y,, e Y,,. Pela Tabela 19.1, temos |Y,, (9,(,0)|2 =(5/1 67r)(3cos2 0 - 1)2 ,
|Y,,(0,0)| 2=|Y2_1(9,(D)|2 =(15/87)sen’d cos’0 e |Y,,(6,0) *=
|Y272 (0,(/>)|2 =(1 5/3.27':)sen49. Os gréficos correspondentes estio mos-
trados na Figura 19.5. Perceba que a dependéncia angular da

densidade se torna cada vez mais complexa a medida que aumentamos

o valor de .
2 A
—_—— >
Y, ~
‘ \
\
Z A
Y, =Y, P
A
1Y,,P=1Y, P >
y

Figura 19.5: Harménicos esféricos com [ = 2.
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Finalmente, vamos fazer uma nova analise semicldssica do
momento angular. Vimos que os harménicos esféricos Y, (9,(/?) sao
autofuncdes dos operadores I:Ze I? com autovalores mhe hI(l+1),
respectivamente. Vimos ainda que m pode ter qualquer valor inteiro
entre - e [, em que [ também € inteiro. A analogia cldssica que podemos
fazer deste sistema estd mostrada na Figura 19.6. A figura mostra um
vetor momento angular de médulo igual a /67 (correspondendo portan-
to al=2) que pode ter apenas cinco valores possiveis para a componente
z(-2h,—h,0, h e2A), mas nunca valores intermedidrios. Pode-se
mostrar que os valores esperados das componentes x e y do momento
angular sao nulos em qualquer autoestado de ﬁz . Assim, o andlogo clas-
sico desse resultado corresponderia ao vetor momento angular em
movimento de precessio em torno do eixo z, com a componente g
fixa, mas com as componentes x e y oscilando em torno de um valor

médio nulo.

Figura 19.6: Analogia classica dos cinco estados quanticos com [ = 2.

Como dissemos no inicio desta aula, o estudo do momento
angular quantico é de fundamental importancia para os problemas que
envolvem potenciais centrais. Veremos isso detalhadamente na proxima

aula, quando estudarmos o 4tomo de hidrogénio.



ATIVIDADES FINAIS

Y

1. Mostre que os harmonicos esféricos Y, e

00’

YoeY

., sdo autofuncdes dos

operadores L, e I*com autovalores mh e i’ I(I +1), respectivamente.

RESPOSTA COMENTADA

Vamos aplicar as expressées (19.15) e (19.16) para os operadores I:Z e
I? aos diferentes harménicos esféricos:

«l=0em=0:

2 1/2
'Y, =1 19 sen9i +Lza—2 L =0=n"x0
sen6 06 00 ) sen0 dop~ || 47
cl=lem=1:
1/2 1/2
LY, = —ihi ({2 senfe”’ |=h|- 3 senfe” |=hY,,
op 8 8n
2 1/2
Ly, =-n 1 o sen0i +%a—2 ({2 send e
sen6 90 00 ) sen”60 do 8n
1/2 . 2 ip
_ 3 o 1 d sen‘9dsen9 N sen29 d e2
8r senf do do sen @ do

1/2 12 vy oy
(3 ei“’[ 1 i(sen@cose) 1 ] _p2[ 3] o] cos O —sen’0-1
8t senf do senf 8n senf

3 1/2 '
=n —(—) 2senfe” |=2r%Y,,

/
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. a 3 1/2
LY, =[—ih—][(—) cos6 ]=0=0><Y10
20 ||\ 4z
2 1/2
ﬁzYm =-i 1 ser1(9i +%a—2 3 cosf
sen6 90 00 | sen-0 do 4r
3V 1 d dcosf 3V 1 d
—nt 2 lseng E57 =2 [ 2] |- < (sen’0
(47r ) |:sen9 do (sen do ):| (47r ) senf do (sen )

1/2
=h2( 3 ) |: Zsen9cost9:|=2hzyw

E sen®

. 3 3 1/2 3 1/2
LY  =|-ih— ||| = | senOe™ |=#|-| — | senfe™ |=-hnY
2111 3 Sz Sr 1-1
2 1/2
Ly, =-n 1 o sen@i +L2 J 5 3 senf e
senf 96 00 | sen”0 do 8
3\? W 1 d dsen6\ senf d*e™
— e —| senf +— >
8 sen6 do de sen“0 do
1/2 1/2 2 2
3 e’”’li ! i(Senecose)— ! ]= —h* 3 P s 0—sen'6-1
8r sen6 do senf 8n senf

3 1/2 .
=n [(8—) 2senf e"":l =2h%Y,
T
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2. Vimos que o harménico esférico Y,  é orientado ao longo do eixo z. Neste
exercicio, veremos que é possivel construir funcées analogas orientadas ao longo

dos eixos x e y.

(a) Mostre que o harménico esférico Y, pode ser escrito como

Y, =Y, = (3/471)1/25 .

(b) Usando combinacdes lineares dos demais harmoénicos esféricos com [ = 1,

construa as fungdes Y, e Y, orientadas ao longo de x e y, respectivamente.

RESPOSTA COMENTADA

(a) Basta notar que z =rcos@ , portanto, Y, = (3/4”)1/2 cos0 = (3/47_[)1/2 z

12 X

(b) Por analogia com a funcéo Y, , buscamos as funcées Y, = (3/ 4r ) , €

1z/

Yly = ( 3/4rn )1/ 2Y  Usando as expressoes da Tabela 19.1, as Equacdes (19.12)
r

e as identidades cos¢ = # e seng = el(p;—.eiwt chegamos aos resultados
i
ip —ip
Y, =(3/4x )1/2 X (3»/47r)1/2 senf coso = (3/4n )1/2 seng| &8
r
Y  -Y
Y — 1-1 11
1x \/E
ip _ -ip
Y, = (3/4r)" Y= (3/41)" sen0 seng = (3/47)"” sen6 2.3
r 1

Y,

11

Y

— 1-1

Y J2i

Portanto, podemos construir harménicos esféricos com | = 1 orientados nas
direcGes x e y a partir de combinagdes lineares dos harménicos esféricos originais.
Na verdade, podemos construir, com essa metodologia, funcdes orientadas
espacialmente em qualquer direcéo do espaco. Este conceito € bastante util em
Quimica, pois estd associado d idéia de valéncia dirigida: os estados qudnticos
orientados em certas direcdes podem ser usados em moléculas ou sdlidos para
construir ligacées quimicas naquelas direcoes.
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RESUMO

No caso de uma particula que se movimenta sob o efeito de um potencial central,
é importante estudar o operador momento angular, cujas componentes podem ser
escritas em coordenadas esféricas. Podemos encontrar autofuncdes simultaneas
dos operadores I:Z e 12: s30 os harménicos esféricos Y,.(0,9). Essas funcdes sdo
caracterizadas por dois niumeros quanticos, / e m, que podem ser associados ao

modulo e a projecao sobre o eixo zdo momento angular orbital da particula.

INFORMAGCAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na préxima aula, vamos aplicar o método de separacado da equacao de Schrédinger
tridimensional em coordenadas esféricas ao caso de um atomo com um Unico

elétron, como o 4&tomo de hidrogénio.
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O atomo de hidrogénio

Meta da aula

Aplicar o método de separacdo da equacdo de Schrédinger
em coordenadas esféricas ao caso de 4tomos com um
Unico elétron, tais como o atomo de hidrogénio.

e aplicar o método estudado na aula anterior ao caso de um
atomo de um Unico elétron;

e verificar que as energias quantizadas desse sistema
coincidem com as encontradas na teoria de Bohr e com
os resultados experimentais;

e descrever as autofuncdes desse sistema, em particular a
dependéncia da distribuicao de probabilidade de encontrar
o elétron nas diferentes regides do espago em funcdo dos
ndmeros quanticos que caracterizam a funcao de onda.

Pré-requisitos

Para melhor compreender esta aula, é preciso que vocé
reveja a Aula 19 desta disciplina e a discussao sobre o
modelo de Bohr na Aula 9 da disciplina de Fisica 4B.
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ATOMOS DE UM UNICO ELETRON

O estudo dos d4tomos de um tinico elétron, tais como o 4tomo de
hidrogénio, é um dos mais importantes historicamente. Esse foi o primeiro
sistema que Schrodinger estudou, em 1925, utilizando a nova teoria
quantica. Na época, os resultados obtidos para as energias de excitacio,
que coincidiram de maneira espetacular com aqueles jd conhecidos
experimentalmente, forneceram a primeira verificagio da nova teoria
quantica. Além dessa importancia historica, o estudo de dtomos de um
unico elétron é também importante porque serve de base para o estudo
quantico de sistemas mais complexos, como dtomos de muitos elétrons
e moléculas, servindo como ponto de partida para toda a quimica.

Os atomos de um unico elétron sdo os sistemas ligados mais
simples que ocorrem na natureza. Eles consistem em um ntcleo carregado
positivamente e um elétron com carga negativa, ligados pela atracdo

Coulombiana. Esse potencial, em coordenadas esféricas, tem a forma:

2
Vir) = Ze (20.1)
4reyr

Nessa equacdo, Ze representa a carga positiva do nucleo, —e a carga
negativa do elétron, 7 a distancia entre ambos, e £ a constante dielétrica
do vacuo. Vemos que o potencial é central, j4 que depende apenas do
modulo da distincia da particula a origem de coordenadas. Deste modo,

a equacao de Schrodinger se escreve

2 2
My, 28, By, (20.2)
2u 4reyr

onde tt é a massa reduzida do sistema nicleo-atomo, = M m/(M  + m),
em que M _representa a massa do nticleo do atomo (a massa do préton no
caso do atomo de hidrogénio), e 72 é a massa do elétron. Como a massa do
elétron é muito menor que a massa do nicleo (no caso do nicleo mais leve,
o hidrogénio, ela é 1.836 vezes menor), temos que, com boa aproximacao,
U =~ m. Porém, a pequena diferenca entre L e m é relevante experimen-

talmente e facilmente detectavel por métodos espectroscopicos.



Outros exemplos de 4tomos de um Unico elétron sdo o déuteron
(cujo nucleo é composto por um préton e um néutron), o tritio
(um préton e dois néutrons) e o ion de He+ (dois protons e dois
néutrons). Além disso, ha outros sistemas ndao-atémicos que
também sdo descritos pela Equagdo (20.2). Esses sistemas sao
conhecidos como “sistemas hidrogendides”. Um exemplo bem
conhecido é o positronio, formado por um elétron e sua anti-
particula, o poésitron (que tem a mesma massa que o elétron,
porém carga oposta). Em Fisica da Matéria Condensada, ha sistemas
ainda mais complexos (impurezas hidrogendides e EXCITONS, por
exemplo) que podem, dentro de certas aproximacoes, ser descritos
pela Equagdo (20.2). Dai aimensa importancia do estudo do atomo
de hidrogénio na Fisica.

ATIVIDADE

tritio, He* e positronio.

ExciTons

Quando fazemos incidir luz
em um solido, sob certas
condigdes, é possivel levar
um elétron a um estado
excitado. Curiosamente,

0 “buraco” (auséncia do
elétron) deixado no nivel
fundamental atua como
uma carga positiva efetiva,
que pode atrair o elétron
pela intera¢do coulombiana,
formando um sistema
hidrogendide. Um éxciton

¢é precisamente isto: um
“atomo de hidrogénio”
formado pela ligacdo de um
elétron excitado (negativo)
com o buraco (positivo) que
ele deixou no espectro

de energias.

1. Seja Am =m — p. Usando os valores tabelados para as massas do
préton, néutron e elétron, calcule A2/ m para o hidrogénio, déuteron,

RESPOSTA COMENTADA

Os valores tabelados para as massas dessas particulas s@o

m=29,11 x 107" kg, m
assim, temos:

proton mnéu[ron

AmH —1— M, ton _ m -
7z (m + mp'rdton ) (m + mprdton )
A g10r0m _ m o B

e (m + mprdton + M sutron ) M
A, _ m = 2
7 (m + mpro’ton + Zmnéutron ) 3M
Am Het m _ ﬂ
m (m+2m,,, +2m,,..) 4M
Ampositro"nio m
= =0,5
m (m+m)

m
M

=M= 1,67 x 10 kg. Sendo

=5,46x10™"

=2,73x10™

=1,82x10™

=1,36x10™
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SEPARACAO DE VARIAVEIS EM COORDENADAS ESFERICAS

A Equacdo (20.2) pode ser resolvida pelo procedimento de
separacao de variaveis em coordenadas esféricas. Para isso, lembramos da

bem conhecida expressdo para o laplaciano em coordenadas esféricas:

2
Viy = 1 i[rza_ll/]_'_ 1 i(sen@a—w)+ 1 _Jv (20.3)

T2 or or | r’sen6 00 r*sen’6 do”

e consideramos funcdes de onda da forma
v (r,0,¢0) = R(r)O(0)D(p). (20.4)

Substituindo na equacdo de Schrédinger, obtemos:

+

2u|r* or ar r*sen’6 dp*

1 i send JR(r)©(0)D(¢p)
r*sen6 00 00

" [ 10 (rz aR(r)®(9)¢(<p)J+ 1 ’R(1OO)D(p)

, (20.5)

H +V(r)R(r)©(0)®(p)=ER(r)0 (6) @ (p)

que, depois de efetuarmos as derivadas parciais, resulta em:

" [@(6))@@) d (,2 dR(r) )+ R(1©(0) d*P(p)

2u P~ dr dr r’sen’d do’
%%{sene%ﬂ VIR ©0)0(p) = ER(FOO)D(0), (20.6)

onde substituimos as derivadas parciais de fungdes de uma varidvel pelas
derivadas totais, ja que ambas sdo equivalentes. Se dividirmos os dois

lados da equacio pelo fator

_ I R() ©0) 2 (9)

— — , (20.7)
2pu rsen’0

a Equacdo (20.6) fica da forma:
sen’ 0 d (72 dR(r) )+ 1 d*®(p) send d (Sen 6)d@(@)J
o . (20.8)

R(r) dr dr (@) do* +®(9) do do
—% se 9=2:—2Erzsen9
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Isolando o termo na variavel ¢ do lado direito, obtemos:

2
sen Oi(rz dR(r)}_ senf i(sened(a(e)) 2u 5

+—5r senZO[E—V(r)]
R(r) dr dr ©(0)de do h
Ldzq)(q)) (20.9)
p) do*

Como o lado direito da equag¢do independe de r e 6, e o esquerdo
independe de ¢, o valor comum a ambos lados ndo pode depender de
nenhuma dessas varidveis e, portanto, serd uma constante, que vamos
chamar de m?, para fazer conexdo com o estudado na aula passada,
conforme ficara claro imediatamente.

Chegamos, desta maneira, a duas equagoes:

d’®(p)

=—m’®(p),
0’ (@)
sen’d d [, dR(r) | sen6 d do(6)
O U NPT e
(20.10)
iz_él r’sen’0[E—V(r)] = m’
A primeira dessas equacoes tem como solucdo particular
D, (@) =e", (20.11)

a que, para ser uma fun¢do univoca, ou seja, @, (p) = @, (¢ + 27), exige
que a constante 7 seja um namero inteiro. Dessa maneira, temos que
m=..-3,-2,-1,0, 1, 2, 3,... . Compare agora a Equacdo (20.11) com a
Equacio (19.8) da aula passada. Podemos identificar as fungoes @,, (@)
com as autofungdes de ]:z e 0s numeros inteiros 7 com 0s NUmeros
quanticos magnéticos apresentados naquela ocasido. Isso nio é sur-
preendente, pois, como ja dissemos, 0 momento angular se conserva
para uma particula em um potencial central.

A segunda das Equacdes (20.10) pode ser separada em duas partes,

uma dependendo exclusivamente de 7 e a outra de 6:

1 d{ ,dR(r) 2u , m? 1 d de)
4 “HE V)= - 2 | seno
R(r) dr (r dr ]+ n* 'l yl sen’d  ©(0)send do s do
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Novamente, como o lado esquerdo ndo depende de 6 e o direito ndo
depende de r, ambos devem ser iguais a uma constante, que vamos
chamar de I (I + 1), também com o objetivo de fazermos conexio com
os resultados da aula passada. Chegamos assim a outro par de equagdes
diferenciais,

2
ﬂzw)_Li seHGM =1(1+1)0(9)
sen"'® sen0O dO do

1d( ,dR(r) ), 2u _ R(7)
7—25(7’ 7)+h—2[E—V(1’)]R(T)—l(l+1) 72

(20.12)

Note que a primeira dessas equacdes é precisamente a Equacdo (19.20)
da aula passada. Assim, podemos utilizar todos os resultados jd obtidos
naquela aula, ou seja, as solugdes podem ser escritas na forma ©,, (0);
os valores de [ (nimero quantico azimutal) sdo inteiros positivos, e para

cada valor de [ os valores possiveis de 7 sdo:
mo=—d—l 41, ~+2, ... —2,-1,0,1,2, .., [=2,1=1,1;  (20.13)

e, finalmente, Y, (0,90)=0,,(0)®,,(¢), de modo que as autofungdes

para o atomo de hidrogénio podem ser escritas na forma

v (r,0,0)=R(r)Y,,(0,0). (20.14)

Vocé deve estar percebendo melhor agora a importancia do estudo
do momento angular quantico, realizado na aula passada, e a relagcao
daquele estudo com o problema do potencial central. A Equacdo
(20.14) deixa claro que a parte angular da funcdo de onda consiste
nos harménicos esféricos, autofun¢des dos operadores Lze I%. Assim,
as autofuncdes da Hamiltoniana do atomo de hidrogénio também
serdo autofuncdes desses operadores. Repare que ndo usamos ainda a
Equacao (20.1), de modo que o resultado (20.14) vale nao apenas para
o dtomo de hidrogénio, mas para qualquer potencial central! A forma
especifica do potencial V(r) terd influéncia apenas sobre a parte radial
da func¢do de onda, R(r), e ndo sobre a parte angular.



RESOLUCAO DA EQUACAO RADIAL

Resta-nos, portanto, concentrar nossa andlise na equagdo diferencial

para a coordenada radial que, a partir de (20.12), é escrita na forma:

li(,ZM)+2_#|:E+Z—eZ:|R(r)=l(l+1)&;) (20.15)

r* dr dr n 4ne,r r

Definindo uma nova fungio u(r) tal que

ug(r) = 1Ry (r) , (20.16)
onde E e [ s3o os parametros que aparecem na Equagio (20.15) e que
vao identificar a fun¢ao de onda radial para o sistema, a Equacao (20.15)

fica na forma:

2 2 2
d uy,(r) 2u[E+ Ze _hl(ltl) wg(r)=0. (20.17)

4reyr  2ur

Vale a pena fazer aqui uma conexdo com a Mecanica Classica.
A Equagio (20.17) lembra uma equacdo de Schrodinger para uma

particula em uma dimensio sob a agdo de um potencial efetivo dado pela

n*l(l+1)

5. . Lembrando
ur

soma do potencial coulombiano com o termo
2 . - . .
que 7°l(I+1) sio os autovalores de I, }Z)Odemos identificar esse

termo extra com a “barreira centrifuga” que vimos na Mecanica

2

2ur

Cléassica quando estudamos, nas Aulas 8 e 10 dessa disciplina,
o0 movimento de uma particula em um potencial central. Para potenciais
que variam como 1/7 (como o potencial coulombiano e o gravitacional),
vemos que a barreira centrifuga impede que a particula seja encontrada
na origem, a menos que ela tenha momento angular nulo. Para o 4tomo
de hidrogénio, lembrando que 7 é a coordenada relativa entre elétron e
préton, a barreira centrifuga exclui o elétron da vizinhanga do préton
(a menos que [ = 0). Trata-se, portanto, de um “potencial” repulsivo.
A Figura 20.1 ilustra o potencial radial efetivo, resultante da soma do
potencial atrativo coulombiano e do potencial repulsivo centrifugo,
para um [/ qualquer ndo nulo. A partir dessa figura, e usando nossos
conhecimentos sobre potenciais em uma dimensdo, podemos antecipar

algumas caracteristicas das solucdes da Equacdo (20.17). Inicialmente,
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perceba que o potencial tem um poco, de modo que devemos esperar
estados ligados. Além disso, note que o potencial efetivo diverge em

r — 0, de modo que deve ser impossivel encontrar um elétron na posi¢do

do nicleo se [ é nao nulo. Por outro lado, se [ = 0, nao havera barreira

centrifuga, e o elétron terd uma certa amplitude de probabilidade de ser

encontrado em r = 0.

EJL \
\
1]
1

total — VCoulomh +V centrifugo

R+

- centrifugo 2

Ze’
, 4re,r

’
, VC

oulomb =

Figura 20.1: Energia potencial efetiva para a coordenada radial, resultante da soma
do potencial coulombiano com o potencial centrifugo.

Assim como na aula passada, ndo descreveremos em detalhes o
procedimento para resolucdo da Equagao (20.17), que pode ser encontrado
em textos mais avangados de Mecanica Quantica. Tal procedimento é
muito semelhante a0 que usamos na Aula 15 para resolver o problema
do oscilador harménico quantico. Em lugar disso, enunciaremos as
solucdes e discutiremos algumas de suas propriedades.

As solugdes da Equagio (20.17), combinadas com a defini¢ao

(20.16) e ja devidamente normalizadas, sdo as funcdes:
1/2

S (n—1-1)!
RM00=-'(222J_1f___‘)‘? e"p'L,i(p) (20.18)
na 2n[(n+l)!]

27 . . Ame i’
em que p = == ¢ a coordenada radial renormalizada e a =——5— ¢

na ue
precisamente o raio de Bohr, com o valor numérico a = 0,529 x 107 m,

que corresponde, no modelo atomico de Bohr que vocé estudou em Fisica

4B, ao raio do 4tomo de hidrogénio no estado fundamental. O nimero »



¢ um inteiro positivo (7 = 1, 2, 3, ...) conhecido como mimero quantico
principal, que esta relacionado a energia E, como veremos a seguir.
As fungdes L, (p) sdo polindmios de grau (z — [ - 1), conhecidos como

polinémios de Laguerre associados.

NiVEIS DE ENERGIA DOS ATOMOS DE UM UNICO ELETRON

Ao resolver a Equacgio (20.17), obtém-se que a energia E do

sistema € quantizada, podendo ter os valores

2
u( ze* ) 1
i ye) el et (20.19)
0

Relembrando a Aula 9 de Fisica 4B, vemos que os niveis do 4tomo de um
unico elétron, que encontramos resolvendo a equagdo de Schrodinger,
coincidem exatamente com os encontrados no modelo simplificado
de Bohr. No entanto, ao contrario do que acontecia naquele modelo,
esse resultado ndo necessitou de nenhuma hipétese heuristica, mas é
uma conseqiiéncia natural e bem fundamentada da teoria quantica de
Schrodinger. O modelo de Bohr foi formulado em 1911 e descrevia muito
bem os resultados experimentais, alguns deles conhecidos desde o século
anterior, das linhas de absor¢ao de luz pelos atomos de hidrogénio. A teoria
de Schrodinger, de 1925, ao reproduzir e, de fato, explicar os resultados
do modelo de Bohr, obteve assim o seu primeiro grande sucesso.
Também no procedimento de solugdo da Equacio (20.17), obtém-se

que o numero quantico principal limita os valores possiveis de [:
[=0,1,2,...,n-1 . (20.20)

Note que a energia dos estados, dada pela Equacao (20.19),
independe dos outros numeros quanticos, / e m, relacionados com o
momento angular. Esse fato leva a que os niveis excitados dos dtomos de
um unico elétron sejam degenerados. Lembrando que, para cada valor
de [ existem (2] + 1) valores de m, o grau de degenerescéncia de um nivel
com namero quantico principal 7 é:

n-1

Q2l+1)=n". (20.21)
1=0
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De fato, para todos os potenciais centrais, os niveis de
energia sao degenerados em relacdo ao niUmero quantico m,
mas 0 mesmo nao ocorre em relagdo ao nimero quantico /.
O potencial coulombiano é especial quanto aos seus niveis
de energia serem também degenerados em relacgéo a /.

Se substituirmos os valores das constantes fisicas na Equagao
(20.19), encontraremos que:

ZZ
E, =-13,6 Z¢V. (20.22)
n

A Figura 20.2 ilustra os autovalores para o caso do dtomo de
hidrogénio (Z = 1) usando a notag¢io espectroscopica usual, definida na
Tabela 20.1. Vemos que o estado fundamental do dtomo é o 1s, com
energia de —13,6 eV. Essa energia é conhecida como energia de ligacio
e seu modulo é a energia de ionizacdo do hidrogénio, ou seja, a energia
que deve ser fornecida para separar o elétron do préton. O primeiro
nivel excitado, em —3,39 eV, corresponde a dois estados com a mesma
energia, o 2s e o 2p. Este dltimo, por corresponder a / = 1, é triplamente
degenerado, m = -1,0,1, fazendo que o grau de degenerescéncia do nivel
2sejal + 3 =4 =2% como esperado pela Equagio (20.21). O segundo
estado excitado, em -1, 51 eV, tem os niveis 3s, 3p e 3d, com graus de
degenerescéncia 1, 3 e 5, respectivamente, verificando novamente que
1 + 3 + 5 = 3%, e assim sucessivamente. Existe um ntimero infinito de
possiveis estados excitados, ja que qualquer valor de 7 > 0 corresponde
a um nivel de energia. Para valores altos de 7 os niveis de energia estdo

muito proximos entre si, nas vizinhangas do zero de energia.
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Figura 20.2: Niveis de energia do &tomo de hidrogénio, designados pela notacdo
espectroscopica. O eixo horizontal mostra o niUmero quantico /. Os niUmeros entre
parénteses indicam a degenerescéncia no numero quantico m.

Tabela 20.1: Notacdo espectroscopica usual, em que os niveis de energia sdo descritos
por dois simbolos. O primeiro é nUmero quantico principal, n, o segundo, uma letra
que indica o valor do nimero quantico de momento angular orbital /

Valor de / 0 1 2 3 4 5
Cédigo
espectroscopico s P d f 9 h

AUTOFUNCOES DOS ATOMOS DE UM UNICO ELETRON

Como vimos pelo método de separacdo de varidveis em coor-

denadas esféricas, as autofun¢oes dos 4tomos de um tnico elétron sio

dadas pelas fungdes de onda:

l//nlm(r593(p) = Rnl(r)Ylm(ea(p)) (2023)
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onde Y, (6, @) sdo os harmonicos esféricos, e R (r) a fungdo de onda radial
estudada na primeira parte desta aula. A Tabela 20.2 mostra as primeiras
autofungdes para o dtomo de um elétron, para valores quaisquer de
Z, numero atémico do nucleo do 4tomo de um elétron considerado.
Note que, como esperado a partir de nossa discussdo sobre a barreira
centrifuga, somente nos estados s (I = 0) as autofungoes sao diferentes
de zero na origem de coordenadas (r = 0), e tém os valores

|2 _ 23

ran’

WV ,00(0)

Tabela 20.2: Funcdes de onda de a4tomos hidrogendides

nlom vy, 6,0
3/2
1 0 0 [//100 = %(%) e—Zr/a
3/2
20 0 %00:\/312_”(%) (2—%)52”2“
3/2
21 0 31277(§J %e'z”z"cow

(O8]
[\
I+
[\

<

w

(3]

+

[

V2 (Z)” 27(6_2

)e—Zr/3a COSO

a a

a a

3/2 2
[2) e 413 (3cos2 60— 1)
a

3/2
Zr Zr\ _, ;
Zl6-=2 e 39sen 6

3/2 Z}’ 2
—7 + 7
(—) e 3 senf cosh e
a




As constantes diante de cada autofuncao da Tabela 20.2 foram
determinadas de maneira que elas sejam normalizadas, ou seja, para
que a integral sobre todo o espago do mddulo ao quadrado de cada

autofungio seja igual a 1. Em coordenadas esféricas,

Trldrj‘sene dQT do
0

0 0

Vo (1,0,0) =1, (20.24)

2
Vi (750, (P)| é a funcdo densidade de probabilidade de encontrar

em que
o elétron em uma regiio do espaco, em coordenadas esféricas. A depen-
déncia angular desta fun¢io, correspondente aos modulos ao quadrado dos

Ynlm (0’(/))

aula, analisaremos em mais detalhe a dependéncia radial. Para tanto,

2 . .
, foi analisada na aula passada. Nesta

esféricos harmonicos,

é adequado analisar a densidade de probabilidade radial, P (1),

definida por

R, ([ 7" (20.25)
ATIVIDADE

2. Mostre que P, (r) dr é a probabilidade de que o elétron seja encon-
trado com a coordenada radial entre r e r + dr.

RESPOSTA COMENTADA

A probabilidade de que o elétron seja encontrado com a coordenada
radial entre r e r + dr é obtida integrando-se a densidade de probabili-
dade
de raios re r + dr:

2 .
Wi (7 9,(p)| no volume compreendido entre as duas esferas,

r+dr

L (7,39,(P)|2 = j r

T

'*f’ r'zdr']seHQ dOT do
0 0

7

R, (1)

A integral nas coordenadas angulares, pela normalizacdo dos
harménicos esféricos, € igual a 1, de modo que a probabilidade é

r+dr

f

r

2

R, ()

dr’
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No limite em que dr é infinitesimal, o integrando ndo varia
apreciavelmente entre r e r + dr, de modo que podemos aproximd-lo
por uma constante. Assim, a probabilidade é

P,(r)dr=r*|R, (r)|2 dr,

como queriamos demonstrar.

Os gréficos de P (r) para alguns valores de 7 e [ estdo apresentados
na Figura 20.3. Algumas caracteristicas interessantes destas distribui¢oes
de densidade de probabilidade sdo as seguintes:

1. Perto da origem as distribui¢des sdo proporcionais a 7.
Portanto, para | # 0, as funcbes de onda tém valores pequenos em
regides que aumentam com /.

2. As distribui¢des tém #n-I-1 nodos radiais (valores nulos),
e n-l maximos. No caso [ = -1, em que / € mdaximo para um dado valor
de 7, ha portanto um tnico maximo, que ocorre precisamente em 7, _
= n*a/Z. Note que este é exatamente o resultado obtido por Bohr para
o raio das orbitas circulares! Veja que interessante: apesar de, no caso
quantico, o movimento do elétron nio ser descrito por uma trajetoria,
mas sim representado de forma difusa por uma nuvem de probabilidade,
ainda assim o raio de Bohr adquire um significado fisico. Ele nao é mais
o raio da orbita eletronica, mas sim o raio em que a probabilidade de
encontrar o elétron é maxima. Define, portanto, a ordem de grandeza

do “tamanho” do dtomo.



0,2

0,1

0,2

0,1

AULA ﬁ MODULO 1

15

10
n=2,1=0
[
10
n=2,1=1
I
10

r

a lZ

Figura 20.3: Densidade de probabilidade radial para os estados 1s, 2s, 2p, 3s, 3p

e 3d do 4tomo de hidrogénio.
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Figura 20.4: O fisico inglés
Paul Dirac, Prémio Nobel de
Fisica de 1933.
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DEPOIS DO ATOMO DE HIDROGENIO...

Como dissemos, a solu¢io do problema do dtomo de hidrogénio
foi um marco da Fisica Quantica e é, portanto, um topico emblematico
e conveniente para encerrarmos nosso curso introdutério sobre esta
disciplina. De certa forma, representou o fechamento de uma teoria iniciada
de maneira até certo ponto insegura por Max Planck em 1900, com sua
hipétese dos pacotes de energia para explicar a radiagdo de corpo negro.
A formulagio da Fisica Quantica, uma teoria que, como vimos, parece
estar em alguns momentos bastante distante de nossa intui¢ao do dia-a-dia,
é certamente uma das conquistas mais impressionantes do intelecto
humano. Ter conseguido encontrar as leis que regem o mundo microscopico

foi motivo de comentarios euféricos do fisico inglés Paul Dirac:

As leis fundamentais necessdrias para o tratamento matematico
de uma grande parte da Fisica e de toda a Quimica sdo, portanto,
completamente conhecidas, e a dificuldade reside apenas no fato de
que a aplicagdo dessas leis leva a equagdes que sdo muito complexas

para serem resolvidas.

A frase de Dirac lembra um pouco o sentimento entre os fisicos no
final do século XIX, quando muitos acreditavam que as leis fundamentais
da Fisica, baseadas na Mecanica Newtoniana, jd estavam conhecidas e
que pouco restava a ser descoberto. No entanto, as pequenas “nuvens do
século XIX” no céu azul da Fisica, assim chamadas por Lord Kelvin em
1884, em breve se transformaram na tempestade que mudou o mundo
no inicio do século XX com a Fisica Quantica e a Relatividade.

Mas, e a Fisica Quantica? Cumpriu a profecia de Dirac e tornou-se
a “teoria de tudo”? Sim e nio. E verdade que até hoje nio se encontrou
teoria melhor para descrever a matéria na escala atémica. No entanto,
dizer que a dificuldade reside apenas no fato de que a aplicacdo dessas
leis leva a equagdes que sdo muito complexas para serem resolvidas pode
esconder toda a beleza do desenvolvimento da Fisica que se seguiu ao
atomo de hidrogénio, e que apresentamos de forma resumida a seguir:

1. A teoria de Schrodinger ndo era compativel com a Relatividade.
O desenvolvimento da Mecanica Quantica relativistica foi feito
posteriormente, pelo proprio Dirac. Entre outras coisas, a teoria de

Dirac incorpora a nogdo de spin, um momento angular intrinseco que



as particulas microscopicas possuem, e diferentemente do momento
angular orbital (estudado na aula passada) ndo possui uma analogia
na Fisica Cldssica. Além disso, a teoria de Dirac previu a existéncia
da antimatéria, que depois foi verificada experimentalmente. Segundo
Dirac, cada particula possuiria uma antiparticula correspondente, com
a mesma massa, porém corm carga oposta.

2. A descri¢ao da constitui¢ao da matéria em dimensdes menores
que a do atomo, através do entendimento do nicleo atomico e das
particulas elementares, s6 pdde ser feita dentro do contexto da Mecanica
Quantica. Este conhecimento, que ainda é incompleto até os dias de
hoje, produziu efeitos marcantes para a sociedade como um todo e para
o entendimento mais fundamental da matéria e do universo. Nas areas
da Fisica Nuclear e da Fisica de Particulas Elementares, cientistas do
mundo inteiro continuam avan¢ando a fronteira de nosso conhecimento
nesses assuntos.

3. Mesmo se nos restringirmos a equagao de Schrodinger, que é
consideravelmente mais simples que a de Dirac, sistemas com duas ou
mais particulas quanticas (como o atomo de hélio, por exemplo) ndo
podem ser resolvidos exatamente. Porém, isso ndo impediu que enormes
avancos fossem realizados no estudo de 4tomos de muitos elétrons e de
moléculas, utilizando-se métodos aproximados. Entre outras conquistas
nesta drea, o uso da Mecanica Quantica possibilitou o entendimento das
ligacbes quimicas em moléculas, causando uma revolu¢do na Quimica.
Estes avancos deram origem as areas conhecidas hoje em dia como Fisica
Atbémica e Molecular e Quimica Quantica.

4. O entendimento dos materiais solidos, sistemas ainda mais
complicados que as moléculas, contendo um nimero da ordem de 10%
particulas quanticas, também se beneficiou enormemente do surgimento
da Mecanica Quantica. Questdes corriqueiras, como “por que alguns
materiais conduzem eletricidade e outros ndo?”, s6 podem ser entendidas
com base na teoria quantica. A drea conhecida como Fisica da Matéria
Condensada lida com esses sistemas, e seus avancos revolucionaram
a humanidade por meio do desenvolvimento dos computadores,

entre outras coisas.
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Em resumo, a disciplina de Introducdo a Mecanica Quantica é
apenas isso: uma introdug¢do, mas que permita que se abram as portas de
um mundo completamente novo e, em grande parte, inexplorado dentro
da Fisica. Convidamos vocé a explorar futuramente esse novo mundo,
aprofundando seus conhecimentos em Mecanica Quantica e nas dreas

da Fisica que surgiram a partir dela.

ATIVIDADE FINAL

Mostre que o maximo da densidade de probabilidade radial P _(r) para o estado

1s do atomo de hidrogénio ocorre em r = a.

RESPOSTA COMENTADA

Calculando a funcdo P, (r), obtemos:

2 -2rfa
P, (1’) =7 |R1o (1’)| =rle?,

onde ignoramos os fatores multiplicativos. O valor mdximo desta funcdo
é determinado pelo ponto onde a derivada é nula:

dplo — 276—27/41 _%rze—lr/a — 276—27/41 (1 _1): 0
dr a a

Esta equagdo tem duas raizes, uma em r = 0, que é um minimo, jd que
P,,(0) =0, e a outra em r = a, que & o mdximo procurado.
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RESUMO

No caso de uma particula que se movimenta sob o efeito de um potencial central
Coulombiano, o atomo de um Unico elétron, as solugdes ligadas da equacao de
Schrédinger tém a forma de um produto de uma fungao radial por um harménico
esférico. As funcoes radiais sdo da forma de um produto de um polinémio em r e
uma exponencial, também em r. Elas sdo caracterizadas por trés nimeros quanticos,
n, I, m, onde n é o niumero quantico principal e determina a energia de ligacdo do
sistema. Cada nivel de energia, caracterizado pelo numero quantico n, é n>vezes
degenerado. Os valores desses niveis de energia coincidem com os encontrados

com o modelo de Bohr.

INFORMACAO SOBRE A PROXIMA AULA

Na préoxima aula, exercitaremos o que aprendemos nas Aulas 17 a 20 por meio

de um conjunto de problemas.
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Exercicios

Meta da aula

Aplicar o formalismo quantico estudado neste médulo a
resolucao de uma série de exercicios.

e Esperamos que, apds o término desta aula, vocé tenha consolidado os
conhecimentos adquiridos no Mddulo 3 (Aulas 17 a 20).

Pré-requisito

Ter completado o estudo dos assuntos indicados no encabecamento de
cada grupo de exercicios.
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PARTICULA LIVRE E CAIXA DE POTENCIAL EM TRES DIMEN-
SOES (AULA 17)
ikr

1.1. (a) Verifique se a funcao de onda v (7) = ¢ ¢ autofuncao da

Hamiltoniana para a particula livre, e encontre o valor Je E correspondente.
Sugestao: use a expressao do laplaciano em coordenadas esféricas.

(b) Verifique se a funcao de onda do item anterior € autofungao do
momento linear. Sugestdo: use a expressio do gradiente em coordenadas
esféricas.

(c) Interprete fisicamente esse estado quantico.

RESPOSTA COMENTADA
ikr

(a) Fara verificar se a funcdo de onda y(7) = ° ¢ autofuncdo da

r

equacdo de Schrédinger para a particula livre com energia E,

_ ﬁ Vi = Ey / consideramos o operador laplaciano em coorde-
2m

2
nadas esféricas,szzlaiz( f)+%9%(sen9%)+ 3 ! 293 ]:
r or r sen rUsen ¢
ikr

e substituimos y (F) = na equagdo de onda,

1 0° . 1 9* S nk* et nk?
2mr or’ 2m 1 2m

Portanto, a fun¢do de onda descreve uma particula livre com energia
'k’
2m

E=

1f . 1o

(b) O gradiente em coordenadas esféricas € Vf = fi +6= ¢ 9
¥ rdf  rsenb do

Assim, aplicando o operador momento ¢ funcéo de onda, temos

ikeikr eikr J

T2

—inVy =ih?a—vlihf{
0 r r

r

Deste modo, como o resultado desta operacdo ndo € proporcional a fun¢do
de onda, esta ndo € uma autofuncdo do momento.



(¢) Vemos que a fungdo de onda representa uma onda esférica, podendo
entdo representar particulas quanticas emergentes de uma fonte pontual.
Tais funcées de onda sdo muito Uteis em problemas de espalhamento, por
exemplo. Como a onda esférica se propaga em todas as diregdes a partir da
fonte, a funcéo de onda ndo tem um vetor momento linear bem definido.

PARTICULA NUMA CAIXA CUBICA E NUM POTENCIAL
HARMONICO TRIDIMENSIONAL (AULA 18)

2.1. Considere 20 elétrons em uma caixa inicialmente cibica de
volume V = L3, como na Atividade Final 1 da Aula 18. Suponha que um
agente externo realize uma deformacdo uniaxial, ou seja, reduz apenas
um dos lados da caixa (digamos, ao longo do eixo x) por uma fracao

AL/L. Qual a variagao da energia total dos elétrons no limite AL<<L?

RESPOSTA COMENTADA

Antes da deformacdo, a expressdo geral para a energia do nivel
(n,, n, n,) é dada por: -
—ﬂ[nz +11; +115 |
- 1 2 3
e am 2
Ao aplicarmos a deformagdo ao longo de x, quebramos as degene-
rescéncias de alguns niveis, e a energia do nivel (n,, n,, n,) torna-se:

212 2 2 2 232 2
E :”h g 2+n%+n% :”hz a 2+n§+n§ /
"t 2m | (L-AL)y I | 2mI7| (1-AL/L)
que, para AL<<L, pode ser escrita como
222
, nh .
mynyns = W[ﬂlz (1 + ZAL/L) + n; + n?]
Assim, quando a caixa é comprimida, cada nivel (n,, n,, n,) sofre um
deslocamento de energia dado por
252 2
’ nh'n AL
AE =E =1

mnyn3 mny3 mnyn3 mL3
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Note que a variacdo de energia s6 depende do valor de n,. Para encon-
trarmos a variagdo da energia total quando a caixa contiver 20 elétrons,
teremos que somar a variagdo da energia de todos os niveis ocupados. Como

cada estado definido pelos nimeros qudnticos n,, n,, n, pode ser ocupado,

no madximo, por dois elétrons, consideramos os 10 primeiros estados de
energig E, ,E, ., E_,E ,E_,E ,E_,E.. E., E . ecdlculamosa

LTI 211 TI210 T 127 T2210 2127 71227 T3117 TI1317 T1137
variagdo de energia para cada um deles.

AE, ., =2X[AE,, +AE,;, + AE,, + AE,, +...+ AE;,, + AE;, + AE, ;]

_ 2z 2h*AL S4rx* AL

[12+22+12+12+ +32+12+12] .
ml’? mL

O OPERADOR MOMENTO ANGULAR (AULA 19)

3.1. Definimos o comutador de dois operadores A ¢ B como
[A, B] = AB - BA. Supondo que esses operadores estejam atuando sobre
uma fungao fix, y, z), verifique as seguintes relacoes:
a) [x,x] =[x,y =[x, 2l =[myl = [y 2] =2, 2] =0
b 0] = b, = b 0] = b, ) = [, p] = [, ] =
[P, x1=1[p,, ¥l = [p,zl=—ih
d)[L,Ll=inL Ly, Lzl =in Ly (L, L]=inL,
e)[L,,L]=[L%, Ly] =[L*,L]=0

)
)

RESPOSTA COMENTADA

Em todos os casos, a resposta é obtida aplicando-se o comutador em
questdo a uma fungdo qualquer f(xy,z). Alguns exemplos de cada item:

(@) [x,y]f = (xy—yx)f =0, de modo que [x,y]=0.

(b) [px9py:|f=(p P —P P )f:{(—ih%)(—ih%]—(_l‘h;—yl_ih%ﬂf
=7’ ’f _of
0xdy ayax

© [puonlf =[-in 2o r |7 =-in] L a) 2L | -in] »

of of
o +f - xa:| —inf
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De modo que [p,,x] = —ih.
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@ [L,sL, |f =[yp. —2p,»20, —p. |f =

[(y0. =21, ) (20, = xp.) = (20, —xp.)(yp. —20,) |

(.20 =YD XD, —2b,2D, +2pyxp, 2P YD, +2b.2b, +Xp,yp, —Xp.2b, )f
(Yp.2D, =yxp.b, —2°D, D, + 35D, D, =YD, + 2D, + XYD.D, — X2, )
(vp
=(

YD.2p, =2 Dy, +2XP, P, — 2P, +2 DD, — XD, )f
Wb, =3[ byaDs |+ 25,0, — 23D, — Xp.2D, )
YD, +2XP, D, —2YP,b. —XP.2D, )f

L AL o
- {ya_z(za} Yoyor Y oxoz Bz( ayﬂ

2 2 2 2
=i’ y%+yzaf +zxaf —zyaf —x%—x of
ox 0xdz dyodz oxdz 9y dyodz

—hz( o _ %)=ih(xpy—ypx)=ihLz

ox 0

@ [,L, |=[L+L+ L}, L, | =[L,L, |+[ L, L, |+[ L, ]

Neste caso, a solucdo se simplifica se usarmos a relacdo

[AB,C]= ABC—CAB= ABC— ACB+ ACB—CAB = A[B,C]+[A,C]B

Assim, temos

[C,L,]=[L,L, ]+[ 2L, |+[ 3L, ]
= Lx [Lx9Lx]+[Lx’Lx]Lx +L)’ [Ly’Lx]+|:Ly’Lx]Ly +Lz [Lz’Lx]+[Lz’Lx]Lz
=ih(-L,L,—LL +LL +LL)=0

Relagbes de comutacdo como essas sdo muito importantes em Mecdnica
Quantica, pois pode ser demonstrado que podemos encontrar um
conjunto de autofungdes simultdneas de dois operadores que comutam.
Por exemplo, no caso especifico do momento angular, como [LZ,LZ] =0
existe um conjunto de funcées que sdo simultaneamente autofungées de
L2 e L, (que, neste caso, sdo os harménicos esféricos Y, ).
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3.2. Considere as fungoes Y, e Y, introduzidas na Atividade

Final 2 da Aula 19. Mostre que os valores esperados de ]:z em ambos

estados Y, e Y1y sao nulos.

RESPOSTA COMENTADA

As fungbes a que nos referimos podem ser escritas como combinagées
lineares do harménicos esféricos:
Y = Yo Y, Y = Y, =Y .

1x \/5 b 1y \/El

O valor esperado de L, no estado Y, é

x/

(L), =[do Y.L,

em que a integral em dQ é feita sobre as varidveis angulares 0 e .
Sabendo que os harménicos esféricos Y, sdo autofuncbes de L, com
autovalores m i, temos

(L), =Jde Y&ﬁz(y“ff“}éjdﬂ Y, (-hY,, —1Y,,)

—2h Y, , Y, . .
=fjd9 [”fz”)(x_l%)bhjdﬂ (Y = Y0 ) (Yo + Vi)

Usamos agora a ortonormalidade dos harménicos esféricos:
fdQ Y, (6,0)Y,, (6,0)=6,,6,,, , obtemos

(L),

1

. :_h(.[dg Y, Y, —JdQ Y1»1Y11)=0.

No caso de v, a demonstracdo é idéntica.

O ATOMO DE HIDROGENIO (AULA 20)

4.1. Neste problema, vamos estudar o atomo de hidrogénio em
duas dimensoes. Considere a equagao de Schrodinger bidimensional para
0 caso em que a energia potencial depende somente da coordenada radial

no plano, ou seja V(F)=V(r).



(a) Lembrando que x = 7 cos@ e y = r sen6, mostre que

v dw v 1oy 1%y
PN T B Ty
ox~  dy or" ror r-do

(b) A partir desta relacdo, mostre que as autofuncoes da
equacdo de Schrodinger para uma particula de massa u sio da forma
v (r,0) = f(r)e™, onde m € inteiro, e a parte radial f(r) é a solugdo da

|:ﬂ+lﬂ+2_'u(E_V(r>_szj Jf:|=0

equagao diferencial

dr* rdr ur

(c) Coglsidere agora que o potencial seja Coulombiano, ou seja,

Vir)=-—
TET ]
momento angular nulo, ou seja, m = 0. Mostre que, de forma seme-

. Suponha ainda que busquemos uma solu¢cio com

lhante ao dtomo de hidrogénio em trés dimensdes, uma funcio
f(r)= Ae™" ¢ solucio da equagdo radial. Encontre o valor do “raio
de Bohr” a e da energia E para que isso aconteca. Compare os valores

encontrados com o caso tridimensional.

RESPOSTA COMENTADA

(a) Invertendo as relacbées x = r cos® e y = r senf, temos
r=yx*+y* e O=tan"'(y/x) . Usando a regra da cadeiq,

obtemos
9 _rd 200
dx Oxdr Jxd0
0 _9drd 009
dy dyodr dyadf
em que
a1 2x
=— =— =cos0
ax 2 x2+y2 r
o 12y Yo
ay 2 x2+y2 r
ox x rcos- 0 ox r
, .00 1 1 00 cos6
sec—=—=— = —=

dy «x rcosf 5_ r
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de modo que b) d senf 9
— =c0sf0—— —
ox ar r a0

d cos6 o

n +
dy ar r 00

Assim, as derivadas sequndas sdo

i = [cosGi — senf i:l[cosei — send i:|

ox* or r 00 or r 090
, 9> cosOsend 9 cosOsend 0°
=cos" 0 —+ > ——
or r 00 7 0100
send 0 senf 9>  sen@ 0 sen’6 9°
+ senf — — cosf +——c0s0—+—F——=
r or 7 drof  r d0 r° 90
, 0> 2senfcosf o 2senfcosf® 9> sen’d 9 sen’d 9
=cos" 00—+ 5 —- —t———
or 7 00 7 0100 r or r* 00
0* [ 0 cosO d ]l: 0 cosO d ]
— =|senf —+——— | sen — + ———
dy or r d60 or r d60
, 9> senfcos@ 0 senOcosO 9°
=sen"0 —-

ot 7 20 * r d7d0

+coszei senfcosf 9* senfcosf 9 cos’ O 9*

+ p— R
r or 7 dr00 r? 00
9? Zsen9c030i 2senfcosf 9°

r

2 90%

cosZQQ cos*0 o°

=sen’g — —

> > + +
or r 20 r 0100

Somando os dois termos, obtemos, finalmente:

2 2 2 2 2
8_2+8_2 = (cos* 0 +sen20)a—2+ cos” 6 +sen’d
ox ay or r

0 10 120

or* ror 1 96’
(b) A equacdo de Schrédinger se escreve

2
Gy Vi = By
2u

(0w 1oy 1%y
5 Tt oSt o2
dr- r dr r° 00

}+VWW=EW

v 1oy 13w )\ 2u
ik HIE_y =0
(872 +r ar +r2 06” " n* [ (v
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+ R
r or r* 96*

d cos® 0 +sen’0 \ 9*
— +
or r’ }392



Propomos uma solucdo do tipo y (r,0) = f(r)©(0). Substituindo na
equacdo anterior, obternos

dzf @df f d*oe Zy
(S} E-V(r)|fe=0.
[ dr* r dr  do* h2 [ ]f

Dividindo a equacao por y (r,0) = f(r)©(0), temos:

(1ﬁ+1df 1 d'e ) w21 E v =0

fdr* rfdr r 70do> |

1 dzf 1 df 2/,t 1 d*e
E-Vi)]=-—>22

Far ta T V= ag e

v d*f rdf 2ur’ 1d°0

— -t

Far fart w E7V0I=g

0 do*
Como o lado esquerdo da equacdo depende apenas de r e o direito
depende apenas de 6, ambos devem ser iguais a uma constante, que
chamaremos de m?. Assim, chegamos a duas equacdes diferenciais:
1d'e  , d'©
0 do do
r* d*f LT df 2,ur

=-m’0

T ?Z-'_ [E-V(r)]=m"=
dlf 1df 2,u
er 7 dr n* |:E vir Z,ur :|f 0

A primeira equacdo tem como solucées ©(0) = e¢'™’. Pela condicdo
O(0 +27) = ©(0), concluimos que m é inteiro. A sequnda equacdo é
precisamente aquela para a parte radial da fun¢do de onda, f(r), como
queriamos demonstrar.

2

(¢) Usandom=0e V(r)=— na equagdo para f(r), temos:

4re,r
2 2
af 1d—f+2—‘; E+ Ze fir)=0
dr* rdr n 4ne,r
Propomos a solucdo f(r) = Ae =% Tomando as derivadas:

i — _ée—r/a
dr a :
dzf A —r/a
P

CEDERJ
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Substituindo na equagdo:

2
A s _ A o +2—”|:E+ Ze :|Ae"/" =0

a ar " 4reyr

2
iz—i+2—l; E+ Ze =0
a ar h dre,r

Para que a dltima equacdo seja vdlida para todo r, devemos ter:

1 2uE
2t 0
2

L, 2n ze
a n 4rs,

que nos dd

2re,h’
a=——5

Zue
E:_ hZ _ ZZ‘Lte4 '
2ua’  8rleln’

Vemos que o raio de Bohr é duas vezes menor, e a energia de ligagdo
é quatro vezes maior para o dtomo de hidrogénio em duas dimensées,
comparado ao caso tridimensional. Esse resultado é usualmente descrito
como devido a uma amplificacdo dos efeitos da interacdo coulombiana
nos sistemas com dimensionalidade reduzida.

4.2. Os estados estacionarios do atomo de hidrogénio sdo as

funcoes de onda V,,,,(7,0,0) .

(a) Podemos construir um estado do hidrogénio pela super-
posicio ¥ (r,0,¢)=ay,, (r,0,0)+by .. .(r,0,0). Mostre que, no caso
em que n # n’, | # ', ou m # m’, essa superposi¢do ndo é um estado
estaciondrio nem € autofungdo de L* ou de ﬁz .

(b) Construa um estado do hidrogénio que seja autoestado
simultaneo de H e iz’ mas nao de ﬁz .

(c) Idem para um estado que seja autoestado simultaneo de H e

~

~ )
L, masndode L.
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RESPOSTA COMENTADA
(a) Sabemos que as fungées de ondg V. (1,0,0) sdo autofungdes de
A 2 A
H (autovalores E, = — H ( € 1 ), I* (autovalores W*1(I +1))

ﬁ 4r e h n*

e L, (autovalores m ). Assim, operando com H, I? e L, nesse estado,
temos:

‘ I:I[al//nlm + bl//n'l'm'] = aEnl//nlm + bEn"‘//n'l'm'

A

) Lz [dl//nlm + bllln'l'm'] = hz [al(l + 1)l//nlm + bl,(l, + 1)l//n'l’m’]
° f‘z [av/nlm + blll/n'l'm'] = h[aml//nlm + bm,v/n'l'm']

Portanto, vemos que em nenhum dos trés casos o estado de superposicdo
é um autoestado do respectivo operador.

. . ’
(b) Fara que isso ocorra, temos que ter uma superposicdo com n =1 e

[ =1, porém com m#m’. Assim, v (1,0,9)=ay,,, (,0,0)+

bl//nlm' (7,9,(0)-

(¢) Para que isso ocorra, temos que ter uma superposicdo com n=n" e

m =mn’, porém com | #1'. Assim, v (1,0,0) = ay . (7,60,0)+by .
(7,0,9). Note que, para que isso seja possivel, [m| < 1,1,

4.3. (a) Determine <> e <r*> para o elétron no estado fundamental

do atomo de hidrogénio, expressando sua resposta em termos do raio

de Bohr a.

(b) Determine <x> e <x>> no estado fundamental, usando o

resultado do item anterior e as simetrias do estado fundamental (nio é

preciso calcular outras integrais).

(c) Determine <x*> no estado n = 2, [ = 1, m = 1. Note que esse

estado ndo é esfericamente simétrico.

CEDERJ
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RESPOSTA COMENTADA

(a) A funcdo de onda do estado fundamental do dtomo de hidrogénio,
obtida a partir da Tabela 20.2 da Aula 20, usando Z = 1, é dada por

—r/a

W00 (150,0) = e
100 a3/2\/;

O valor esperado de r é

27 T oo
<r> = j d(pjdG sen@jdr W00 (7,0, 0) 70100 (7,0, 0)
0 0 0
= L T d(p]d@ senGojdr re 2 = 4 Djd,, P3e2rla
a37r ) 5 5 as !

464" 3

=—— =24
a 16 2

Jd o valor esperado de r? é dado por
2 T o
<72> = j d(pjd@ senBJdr W 100 (75 0,0) 7 W00 (7,0,0)
0 0 0
1 7 f T 4 ~2r/a 4 Tt 4 —2rfa
=3—Jd(p'fd9 senGJdrr e =—3J.drr e
any 9 0 a g

S
21324a _ 32
a’ 32

Ambos os resultados reforcam a idéia de que o raio de Bohr € uma boa

medida do tamanho do dtomo de hidrogénio.

(b) Como a distribuicdo de probabilidades associada ao estado 1s do
dtomo de hidrogénio é esfericamente simétrica, e levando-se em conta
que x é uma fungdo impar, temos:

(x)= J.d31’x|l//100(r,t9,(p)|2 =0,

- 2 ya 7 ~ z -
pois o produto x|1//100(1’,9,q0)| serd também uma fungdo impar, cuja
integal no espaco todo é nula.

Para calcular o valor esperado de x? podemos novamente usar a
propriedade de simetria esférica do estado s, que nos leva ao seguinte
resultado:

(c) A funcdo de onda do estado n=2, I =1, m= 1, sequndo os dados
da Tabela 20.2 (novamente com Z= 1), € dada por:

CEDERJ



1 r _ ;
—sen@ e

1
l/’zn(”,9,§0)=ma3ﬁa

Sabendo que x =rsen6 cos¢ , podemos calcular o valor de <x*>:

27 T )
x2> = I d(pjd@ senGJdrrzl//;H(r,O,<p)(r send (:osq))2 W, (7,0,0)
0 0 0

o ox )
64a _[d(pcos ¢Jd9 Sen39J-dr /5ol
4
S AX2%7204 =154
6461 T 3

4.4. Vamos calcular a probabilidade P de que um elétron no
estado fundamental do atomo de hidrogénio seja encontrado dentro
do niicleo.

(a) Calcule primeiro a resposta exata. Denote o raio do nicleo
por R.

(b) Expanda o seu resultado como uma série de poténcias em R/a,
e mostre que o termo de ordem mais baixa é da forma: P ~ (4/3)(R/a)’.
Este termo ja deveria ser uma boa aproximagio, pois R<< 4.

(c) Alternativamente, poderiamos pensar que a fungao de onda do
elétron é essencialmente constante sobre o pequeno volume do niticleo,
de modo que P ~ (4/3)nR* Iy, (0) I*. Verifique que essa aproximacao
reproduz o resultado do item anterior.

(d) Use R=10" m,a~ 10" m, para uma estimativa numérica
de P. Esse valor representa a fragio do tempo em que o elétron se encon-

tra dentro do nucleo.

CEDERJ
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2 2 3 2 3
p=1_e—2R/a(£+§+1]:1_(1_§+2R AR NZR +§+1J=4R

CEDERJ

RESPOSTA COMENTADA

(a) A probabilidade de encontrarmos o elétron no estado 1s dentro de
uma esfera de raio R é

P= zjr d(p]‘dQ sen@ljldr rz |‘//100(7’,9,(p)| 2
0 0 0
= 1 zjzd(l)ii.de SCI’IG'TdrTZe—Zr/a — ij‘drrzefzr/a
R J el

2 3 2
=i3 Tl R2 4 gR+ L |+ L |2 — 2R £+£+1
a 2 2 4 a a

(b) Para expandir o resultado do item anterior em poténcias de R/aq,

2 3
lembramos que e* =1+ x + % + % +0O(x*) , de modo que

(12 a

a a a a 3a 34’
(¢) Supondo que a fungdo de onda é constante na regido do ndcleo e que
tem o valor W10(0), a probabilidade é dada pelo produto do volume do

ntcleo pela densidade de probabilidade:

4 . 4 1 4R
P=—7nR’ 0 =—=7R’x—=—,
3 R W00 =3 i 32

reproduzindo o resultado do item anterior.

(d) Usando os valores aproximados R ~ 107> m e a = 107 m,

obtemos

~ _4R3 =107,
34°

ou seja, um elétron passa uma fracdo infima do seu tempo dentro do
ndcleo. Para se ter uma idéia desse tempo, um elétron necessitaria estar
ligado a um ndcleo por cerca de 30 milhées de anos para estar, em média,
um segundo dentro dele. Ainda assim, a presenca, ainda que furtiva, do
elétron dentro do ndcleo, dd origem um efeito fisico mensurdvel, conhecido
como interacdo hiperfina de contato.
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