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Nocoes de probabilidades -
conceitos basicos

Meta da aula

Apresentar os conceitos basicos que envolvem o calculo
das probabilidades.

Objetivos

Esperamos que, apds o estudo do conteudo desta aula,
vocé seja capaz de:

identificar experimento aleatorio;

construir espacos amostrais para diferentes experimentos
aleatorios;

construir eventos, seus tipos, associagoes e realizar opera-
coes com eventos para diferentes experimentos aleatérios.

Pré-requisitos

Vocé deve ter consolidado os conceitos de: distribuicao
de frequéncias, tabelas e graficos, medidas de posicgao,
tendéncia central, dispersao e da forma de uma distribuicao
presentes nas Aulas 5, 6,7, 8,9, 10, 11 e 12, respectivamente.




Aula 13 « Nocdes de probabilidades — conceitos basicos

Introducao

No estudo da Estatistica, os elementos de incerteza fazem parte,
muitas vezes, dos problemas a serem solucionados. Isso se da pois,
geralmente nao é possivel determinar de antemao as caracteristicas
de uma populacao desconhecida ou mesmo antecipar as conse-
guiéncias reais de uma tomada de decisao.

Por exemplo, muitas vezes ao nos prepararmos para ir ao trabalho,
ou a escola pela manha, temos de decidir se vestimos ou ndo uma
blusa de frio. O que fazemos para decidir sobre esse ponto é julgar
se ird ou nao fazer frio naquele dia. Desse modo, estamos impondo
uma “chance” a ocorréncia de frio e, por meio dessa imposicao,
decidimos se a blusa vai ou nao conosco ao trabalho ou a escola.
Em nosso cotidiano, nos deparamos com outras inUmeras situagoes
nas quais nao temos certeza sobre qual escolha tomar. Assim, para
ajudar nessas decisoes, dispomos de uma medida que ird expri-
mir numericamente essa incerteza. A essa medida damos o nome
de probabilidade.

Vamos seguir o nosso estudo com algumas definicdes importantes.

Probabilidades

Campo do conhecimento que estuda os fenOmenos ou

experimentos aleatoérios.

Experimentos aleatorios

Sao aqueles cujos resultados nem sempre sao os mesmos,
apresentam variagoes, mesmo quando repetidosindefinidamente
em condicoes uniformes.

Exemplos:

® a experiéncia que consiste no lancamento de uma moeda

€ um fendbmeno aleatorio;

® a experiéncia que consiste no langamento de um dado é

um fendmeno aleatorio;
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e sorteamos uma pessoa e pedimos para ela indicar, pelo
sabor (sem visualizar a marca do produto que esta
consumindo) a sua preferéncia. A preferéncia entre duas

marcas de refrigerantes € um fendmeno aleatério.

Podemos notar por esses exemplos que, quando temos
um experimento aleatério ndo podemos prever com certeza qual
serd o seu resultado. Mas podemos, sim, descrever todos os

possiveis resultados desse experimento.

Atividade

Atende ao Objetivo 1

1. Seja a situacgao: selecionamos um cliente de uma agéncia de
turismo e anotamos a sua opiniao quanto a qualidade do roteiro
da ultima viagem que realizou pela agéncia. Essa situacao con-
figura um experimento aleatério?

Resposta Comentada

Sim, pois ndo sabemos ao certo qual sera a resposta, ou seja, a opi-
nido que o cliente ira indicar com relagdo a qualidade do roteiro tu-
ristico da ultima viagem que realizou pela agéncia.

Espaco amostral (S)

E o conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento aleatorio.

Exemplos:

Vamos construir os espagcos amostrais dos exemplos de

experimento aleatério dados anteriormente:
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e Seja a experiéncia que consiste no langamento de uma
moeda, o espago amostral associado é:

{Cara, Coroa}.

e Seja a experiéncia que consiste no lancamento de um
dado, o espagco amostral associado é:
{1,2,3,4,5, 6}.

e Quando um cliente é selecionado para avaliar como 6timo,
bom, regular, ruim ou péssimo o roteiro de determinado
pacote turistico que realizou pela agéncia de turismo, o
espaco amostral associado é:

{Otimo, bom, regular, ruim, péssimo}.

e Quando uma pessoa € sorteada para escolher, quando de
olhos vendados, o sabor, entre duas marcas, A ou B, concor
rentes de um refrigerante, o espaco amostral associado é:

{Marca A, Marca B}.

Evento (E)

E todo subconjunto finito de um espaco amostral. E um
resultado ou o conjunto de resultados de interesse em uma
experiéncia aleatéria.

Exemplos:

e Seja a experiéncia que consiste no lancamento de uma

moeda, podemos ter 0s seguintes eventos de interesse:

E,={Cara}.
E,={Coroa}.

e Seja a experiéncia que consiste no lancamento de um dado,
podemos ter os seguintes eventos de interesse:
E=(1}.

E,=(2}.
E.=(3}.

E,=(4).

10
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¢ Quando um cliente é selecionado para avaliar como 6timo,
bom, regular, ruim ou péssimo o roteiro de determinado pa-
cote turistico que realizou pela agéncia de turismo, podemos
ter os seguintes eventos de interesse:
E= {Otimoy}.
E,={Bom}.
E,={Ruim}.

Tipos de eventos

Vamos estudar os quatro tipos de eventos seguintes:
a. Evento simples.
b. Evento composto.
c. Evento certo.

d. Evento impossivel.

a. Evento simples

E o evento formado por um unico elemento do espaco
amostral associado.

Exemplos:

e Seja a experiéncia que consiste no lancamento de uma

moeda, podemos ter os seguintes eventos simples de

interesse:
E,={Cara}.
E,={Coroa}.
¢ Seja a experiéncia que consiste no langamento de um dado,
podemos ter os seguintes eventos simples de interesse:
E=(1}
E,={2).
E,=(3}
E,={4}.
E.= {5}
E.={6}.

11
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e Quando uma pessoa € sorteada para avaliar como
6timo, bom, regular, ruim ou péssimo o roteiro de deter-
minado pacote turistico, podemos ter os seguintes
eventos simples de interesse:

E,={Otimo}.
E,={Bom}.

b. Evento composto
E o evento formado por dois ou mais elementos do espaco
amostral S associado.

Exemplos:

® Seja a experiéncia que consiste em varios lancamentos de
uma moeda, podemos ter o seguinte evento composto
de interesse:

E={Cara, Coroa}.

e Seja a experiéncia que consiste em varios lancamentos de
um dado, podemos ter os seguintes eventos compostos
de interesse:

E={1,2}
E,=1{3 4,5}
E;={1,2,3,4,5,6}.

¢ Quando pessoas sao sorteadas para avaliar como 6timo,
bom, regular, ruim ou péssimo o roteiro de determinado
pacote turistico, podemos ter o seguinte evento composto
de interesse:
E= {Otimo, bom}.

c. Evento certo (C)

E aquele que sempre ocorre em qualquer realizacdo da
experiéncia aleatoria. E aquele que coincide com o préprio espaco
amostral. Consequentemente, a probabilidade de ocorrer o evento

certo é sempre P(C) =1 ou P(C) = 100%, isto é, a certeza.

12
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Exemplos:
® Seja a experiéncia que consiste no lancamento de uma
moeda, o evento certo associado é:
C ={Cara, Coroa} — P(C) =1.

e Seja a experiéncia que consiste no lancamento de um
dado, o evento certo associado é:
C={1,2,3,4,5,6} >P(C)=1.

¢ Quando uma pessoa € sorteada para avaliar como 6timo,
bom, regular, ruim ou péssimo o roteiro de determinado
pacote turistico, o evento certo associado é:

C = {Otimo, bom, regular, ruim, péssimo} — P(C) = 1.

d. Evento impossivel (1)

E aquele que nunca ocorre, em nenhuma realizacdo do expe-
rimento aleatério. Assim, sempre o evento impossivel | = (conjunto
vazio). A probabilidade de um evento impossivel é sempre igual a
zero, isto &, P(I) = 0.

Exemplos:

e Seja a experiéncia que consiste no lancamento de um

dado, um evento impossivel associado é:

| ={Face>6} > 1= = P(l)=0.

¢ Quando uma pessoa é sorteada para avaliar como 6timo,
bom, regular, ruim ou péssimo o roteiro de determinado
pacote turistico, um evento Impossivel associado é:

| ={Outra} - 1= — P(l) = 0.

Associacoes e operacoes entre eventos

Vamos estudar as seguintes associacoes e operacoes entre
eventos:

1. Uniao de dois eventos.

2. Intersecao de dois eventos.

3. Eventos mutuamente exclusivos.

13
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4. Eventos complementares.

5. Eventos independentes.

Uniao de dois eventos

Sejam E, e E, dois eventos de um mesmo espag¢o amostral
(S),auniaodeE, e E, é representada por E, UE, e é formada pelo
conjunto de todos os elementos amostrais que estao em E,, em

E, ou em ambos. Esquematicamente, temos:

Figura 13.1: Esquema da unido entre dois eventos.

Intersecao de dois eventos

Sejam E, e E, dois eventos de um mesmo espago amostral
(S), a intersecao de E, e E, é representada por E, N E, e &
formada pelo conjunto de todos os elementos amostrais que
estdo em E, e em E,, isto €, que sdo comuns aos dois eventos.

Esquematicamente, temos:

14
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E E>

S
Figura 13.2: Esquema da intersegao entre dois eventos.

Atividade

Atende ao Objetivo 3

2. Seja o experimento aleatério langamento de um dado. Sejam
os eventos E,= ocorrer numero par e E,= ocorrer numero menor
que trés. Pede-se:

a. Qual a uniao entre E, e E,?

b. Qual a intersecéo entre E, e E,?

Resposta Comentada

Primeiramente, deve-se realizar a construgao dos eventos: E,.={2, 4, 6} e
E,= {1, 2}. Agora podemos realizar as operagoes entre os dois eventos
em questao, que resultarao em:

a.Aunido entre E e E, serd E, U E,={1, 2, 4, 6}, pois compreende os
elementos que estado em E1 ou em E2.

b. A intersecado entre E, e E, sera E, N E,= {2}, pois compreende os
elementos que estdo simultaneamente em E, e em E,.

15
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Eventos mutuamente exclusivos

Sao aqueles que nunca podem ocorrer simultaneamente
em uma mesma realizagdo de uma experiéncia aleatoria.
Exemplos:
* No langamento de uma moeda, os eventos cara e coroa
sao mutuamente exclusivos.
e No lancamento de um dado, os eventos 1 e 4 sao

mutuamente exclusivos.

e’}
—1
Lembrando da teoria dos conjuntos, podemos dizer que
eventos mutuamente exclusivos constituem conjuntos
disjuntos, isto é, a interse¢do é o conjunto vazio (re-

presentado por &). Sejam E1 e E2 dois eventos de um
mesmo espaco amostral (S), assim, E=E1 nE2= .

Atividade

Atende ao Objetivo 3

3. Seja o experimento aleatorio jogar um dado e observar o re-
sultado. Construa dois eventos mutuamente exclusivos para esse
experimento.

Resposta Comentada

Sejam os eventos:

A = ocorrer numero par= A ={2, 4, 6}, e

B = ocorrer numero impar = B ={1, 3, 5}.

Podemos observar que os eventos A e B sdo mutuamente exclusi-
VoS, poisAnN B=0.

16



Estatistica Aplicada ao Turismo

Eventos complementares

Sabemos que um evento pode ocorrer ou nao ocorrer. Seja
A um evento qualquer de um espaco amostral (S). O complemento
de A é o evento que ocorre quando A nao ocorre, e a uniao de A
e o seu complemento serd sempre igual a S. O complemento de
A ou A complementar é representado por A° ou A. Esquema-

ticamente temos:

S

Figura 13.3: Esquema de eventos complementares.

Exemplo:

Considere o experimento aleatorio lancamento de um dado
e o evento A ocorrer numero maior que quatro, A = {5, 6}. O evento
complementar de A é dado pelo conjunto formado pelos elemen-
tos A={1, 2, 3, 4}.

N—A
A diferenca entre eventos complementares e eventos mutuamente
exclusivos é que a uniao de eventos complementares é sempre o
espaco amostral e a uniao de eventos mutuamente exclusivos nem
sempre sera o espago amostral. Por exemplo, seja a experiéncia
aleatoria que consiste no langamento de um dado. O espago asso-
ciado a esta experiéncia é S={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Sejam dois eventos
deste espaco amostral: E.= {1, 2, 3} e E,= {4, 5}. Esses eventos sao
mutuamente exclusivos, mas nao sao eventos complementares, pois
a uniao deles ndo resulta no espago amostral.

17
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Atividade

Atende ao Objetivo 3

4. Considere o experimento aleatério lancar duas moedas e ob-
servar a face voltada para cima e o evento A = “a face da primeira
moeda é Cara” Qual é o evento complementar de A?

Resposta Comentada

O espago amostral desse experimento é:

S ={(Cara, Cara), (Cara, Coroa), (Coroa, Cara), (Coroa, Coroa)}.

O evento A é dado por A ={(Cara, Cara), (Cara, Coroa)}. Assim, o seu
complemento sera: A° = {(Coroa, Cara), (Coroa, Coroa)}, pois A° é o
evento que ocorre quando A nao ocorre e AU A°= S ={(Cara, Cara),
(Cara, Coroa), (Coroa, Cara), (Coroa, Coroa)}.

Eventos independentes

Dizemos que dois eventos sao independentes quando a
realizacao ou nao realizacao de um dos eventos nao afeta a probabi-
lidade da realizagcao do outro e vice-versa. A ocorréncia de um deles,
nao aumenta ou diminui a ocorréncia do outro. A realizacao de um
deles nao modifica a chance de realizagao do outro.

Exemplo:

Quando langcamos dois dados, o resultado obtido em um deles
nao afeta o resultado obtido no outro. O resultado que porventura
deu num dos dados nao afeta e nem é afetado pelo resultado que
deu no outro dado. Os resultados sao independentes.

Nesta aula vocé aprendeu os conceitos basicos de teoria
dos conjuntos que auxiliarao no entendimento da teoria das
probabilidades, que sera vista nas aulas posteriores com maior

aprofundamento.

18
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Atividades Finais

Atendem aos Objetivos 1,2 e 3

1. Sendo A e B dois eventos em um mesmo espago amostral,
“traduza” para a linguagem da teoria dos conjuntos as seguintes
situagoes:

a. pelo menos um dos eventos ocorre;
b. o evento A ocorre, mas B nao;

c. nenhum deles ocorre.

2. Num grupo de oito criangas em um hotel onde ha monitores
para conduzir brincadeiras e jogos, o conjunto da idade dessas
criancas forma o seguinte espagco amostral: S={5, 6, 7,8, 9, 10, 11, 12}.
Considere os seguintes eventos:

e A={5, 12}.
*B=1{5,6,7 8}.

e C=1{9, 10, 11, 12}.
* D={9}.
°*E={5,6, 11, 12}.

e encontre:
a.AuB;AuC;DuUZC.
b.AnB;AnC;,DnC.
c. As; Be; Ce.
d. EuDUB.
e.AnCnE.

19
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Respostas Comentadas

1.

a. Nesta situagao, pode ocorrer o evento A, o evento B ou os dois si-
multaneamente. Na linguagem dos conjuntos A U B quer dizer “pelo
menos um dos eventos ocorre”

b. Nesta situagao significa que o evento A ocorreu, mas o B nao
ocorreu. Na linguagem dos conjuntos A N B° quer dizer “o evento A
ocorre mas B nao”

c. Nesta situagéao significa que tanto o evento A quanto o B nao ocor-
reram. Na linguagem dos conjuntos A° N B° quer dizer “nenhum de-
les ocorre”

2. O espago amostra (S) ja foi fornecido no enunciado da questao,
assim como os eventos de interesse. Desse modo, deve-se realizar
as operagoes que foram solicitadas da seguinte maneira:

a.Au B=1{5,6, 7 8 12}; pois compreende os elementos que estdo
emA ou em B.

AU C=15,9 10, 11, 12}; pois compreende os elementos que estao
emA ou em C.

Du C=A{9, 10, 11, 12}; pois compreende os elementos que estao em
D ouem C.

b. An B ={5}; pois compreende os elementos que estado em A e em
B, ao mesmo tempo.

AN C={12}; pois compreende os elementos que estao em A e em C,
a0 mesmo tempo.

D N C ={9}, pois compreende os elementos que estao em D e em C,
ao mesmo tempo.

c.A°=1{6,7 8,9, 10, 11}; pois A° é o evento que ocorre quando A nao
ocorree AU Ac = S.

Bc={9, 10, 11, 12}; pois B° é o evento que ocorre quando B ndo ocorre
eBu B =8S.

20
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Cc =15, 6, 7 8}, pois C° é o evento que ocorre quando C ndo ocorre e
cCucC=8S.

dEuDuUB={56728 9 11, 12}, pois compreende os elementos
que estao em E ou em D ou em B.

e.An Cn E ={12}, pois compreende os elementos que estao em A
e em C e em E, ao mesmo tempo.

Resumo

O campo do conhecimento cientifico que estuda os fendémenos
aleatdrios ou as experiéncias aleatérias é o cdlculo das proba-
bilidades.

Experimentos aleatorios sao aqueles em que seus resultados ou
conjunto de resultados variam de forma imprevisivel, ao acaso.
Eventos sao resultados ou conjuntos de resultados de uma ex-
periéncia aleatoria. Temos eventos simples, composto, certo e im-
possivel.

Os tipos de associacoes de ventos sao uniao de eventos, inter-
secao de eventos, eventos mutuamente exclusivos, eventos

complementares e eventos independentes.

Informacoes sobre a proxima aula

Na proxima aula estudaremos mais conceitos basicos de
probabilidades, tais como o conceito de probabilidade em fun-
cao da nocao de eventos, definicao classica de probabilidades,

os axiomas do calculo das probabilidades e a regra do produto.
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Nocodes basicas — probabilidade

Metas da aula

Apresentar as definicoes frequentista e classica de
probabilidade e estudar os axiomas e os teoremas
do célculo das probabilidades.

Objetivos

Esperamos que, apds o estudo do conteudo desta aula,
vocé seja capaz de:

diferenciar as definigoes de probabilidades frequencial e
classica;

aplicar nas situacoes praticas os principais axiomas do
célculo das probabilidades;

calcular probabilidades em diferentes problemas com
dados reais.

Pré-requisitos

Para o melhor acompanhamento desta aula, vocé deve ter
aprendido os tipos, as associagoes e as operagdes com
eventos da teoria dos conjuntos, estudados na Aula 13, assim
como a teoria e a pratica presentes na amostragem e na
estatistica descritivas, estudadas no decorrer do nosso curso.




Aula 14 - Nocdes bésicas — probabilidades

B A posteriori

Vem do latim e significa
“partindo daquilo que
vem depois”; refere-se ao
que é conhecido por meio
de experiéncia.

Introducao

Na Aula 13, introduzimos o conceito de probabilidade por meio
de exemplos e uma definicao genérica, e realizamos um estudo
mais aprofundado sobre espago amostral, experimento aleatério
e os tipos de eventos, suas associacoes e as possiveis operagoes
entre eles.

Com esta base adquirida na aula anterior, vamos dar sequéncia
ao nosso curso aprendendo a associar uma medida numérica a
“chance” dos eventos ocorrerem. Assim, vamos, nesta aula, definir
formalmente e calcular probabilidades.

Seguem as definicoes.

Conceito de probabilidades em funcao da
nocao de eventos

E uma medida numérica, em termos relativos ou percentuais,
que expressa a chance de um evento de interesse ocorrer. E a quan-

tificacao de incertezas.

Exemplo:
Seja a experiéncia que consiste no lancamento de uma
moeda. A medida numérica que expressa a chance de ocorrer o

evento “cara’; em um dado langcamento, é 50%.

Definicao frequencial (intuitiva) de probabili-
dades - a posteriori

Trata-se da probabilidade avaliada, empirica que tem por
objetivo estabelecer um modelo adequado a interpretacao de
uma certa classe de fendmenos observados (nao todos) em que
a experiéncia é a base para se montar o modelo ou para ajusta-lo

ao modelo ideal (tedrico).

Exemplo:
Consideremos um grupo de maquinas de uma fabrica,

operadas de uma certa forma, tendo uma determinada capacidade
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de produgao. Vamos caracterizar a qualidade do produto manu-
faturado por essas maquinas, com um critério preestabelecido
para se decidir se a peca produzida é perfeita (P) ou defeituosa
(D). Tomemos seis amostras de pecas produzidas pelas maquinas,
sendo cada amostra constituida de 25 pecas. Apos a andlise de
qualidade, contemos as pecas defeituosas e calculemos a sua
porcentagem para cada amostra. Repitamos a experiéncia, mas
aumentando o tamanho da amostra para 250 pecas, inicialmente, e
depois para 2.500 pecas. Suponhamos que tenhamos encontrado

os seguintes valores anotados na Tabela 14.1.

Tabela 14.1: Niumero de pecas em cada amostra

N° de pecas tomadas para amostra (n)

N= 25 n= 250 n=2.500
D %D D %D D %D
4 16 12 4,8 157 6,28
1 4 14 5,6 151 6,08
0 0 22 8,8 136 5,44
2 8 15 6,0 160 6,40
1 4 8 3,3 153 6,12
0 0 15 6,0 157 6,28

Fonte: Dados hipotéticos.
Onde: %D = (D/n) .100.

Notemos que, em cada caso, as quantidades de pecas defei-
tuosas encontradas constituem as frequéncias absolutas, enquanto
as porcentagens de pecas defeituosas constituem as frequéncias
relativas. Verificamos que, quando o tamanho da amostra é pe-
queno, as frequéncias relativas apresentam oscilacoes irregulares
grandes, porém, a medida que o tamanho da amostra cresce, as
oscilagoes tendem a ser menores e elas oscilam em torno de um
valor constante hipotético.

Assim, para amostras suficientemente grandes, as fre-
quéncias relativas pouco diferem entre si. E o que chamamos de
Regularidade Estatistica dos Resultados.

O valor hipotético fixo, no qual tende a haver uma estabiliza-
cao da frequéncia relativa, denomina-se probabilidade. No exemplo,

seria a probabilidade de ocorréncia de pecas defeituosas daquele
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A priori

Vem do latim e significa
“partindo daquilo que
vem antes”, a principio.

grupo de maquinas. A frequéncia relativa é, portanto, considerada
uma medicao experimental do valor da probabilidade.
Diriamos:
P(E)= lim [F(E)/n)]
n — oo
em que:

P(E)= probabilidade de ocorrer o evento E;
F(E)= frequéncia absoluta do evento E;

n=tamanho da amostra.

Do ponto de vista matematico, essa definicao de proba-
bilidade apresenta dificuldades, porque um numero limite real
pode nao existir. Assim, a formalizacao da definicao nao obedece
rigorosamente a teoria matematica de limite. Isso traz, como
consequéncia, dificuldades em demonstrar os teoremas de proba-
bilidades, muito embora essa definicao seja bastante intuitiva.

A denominagao a posteriori resulta do fato de termos
de repetir a experiéncia vérias vezes para podermos calcular a

probabilidade.

Definicao matematica de probabilidades
a priori

Seja uma experiéncia aleatéria onde todos os elementos
de um espaco amostral S associado a uma experiéncia aleatéria
tenham a mesma chance de ocorrer, e seja E um evento de
interesse do espago amostral S, entao a probabilidade de ocorrer

o evento E pode ser assim definida:
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onde,
n(E) € o nUmero de elementos do evento de interesse (E), e

n(S) € o numero de elementos do espaco amostral (S).

Exemplos:

a. Uma pessoa tem trés notas de R$ 2,00 e uma nota de
R$ 5,00 no bolso. Essa pessoa entra apressadamente
no Onibus e retira uma nota do seu bolso. Qual a
probabilidade de ter retirado uma nota de R$ 2,00?

E= retirar uma nota de R$2,00 do bolso

n(E)=3
n(S)= 4, entao:
3
P(E) = = 0,75 ou 75% de chance.
4

b. Um banco de dados de clientes cadastrados de uma
agéncia de turismo possui 40 pessoas do sexo masculino
e 60 pessoas do sexo feminino. Seja a experiéncia de
selecionar uma pessoa do cadastro aleatoriamente. Qual

a probabilidade de essa pessoa ser do sexo masculino?

E= pessoa selecionada do cadastro de clientes ser do
sexo masculino.

n(E)= 40

n(S)= 100

P(E) = 40 _ 0,40 ou 40% de chance.

100

Atividade

Atende ao Objetivo 3

1.

a.Emumalojade departamento existem 70 calgas de couro vermelho
e 90, de couro preto. Selecionando uma calca aleatoriamente dentre
as 160 existentes, qual a probabilidade de a calca selecionada ser de
couro preto?
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b. Quando uma pessoa ¢ sorteada para avaliar como 6timo, bom,
regular, ruim ou péssimo o roteiro de determinado pacote turis-
tico que realizou pela agéncia de turismo, qual a probabilidade
de a pessoa avalia-lo positivamente?

Respostas Comentadas

a. O evento em estudo é: E= calga selecionada ser de couro preto.
Como foi dito no enunciado, tém-se 90 calgas de couro preto de um
total de 160 calgas, o que resulta em:

n(E)=90

n(S)= 160

Assim, vocé pode calcular a probabilidade do evento E ocorrer por
meio de:

P(E)= 90 =56,25% de probabilidade.
160

b. O evento em estudo é: E= a pessoa avaliar positivamente o
referido roteiro turistico.

Assim, como foi dito no enunciado, ha duas possibilidades de o turista
avaliar positivamente o roteiro e, deste modo, vocé pode montar o con-
junto E={6timo, bom}, e ha cinco possibilidades no total, o que resulta
em:

n(E)=2

n(S)=5

Portanto, vocé pode calcular a probabilidade de o evento E ocorrer
por meio de:

P(E)= 2 =40% de probabilidade.
5
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Axiomas do calculo das probabilidades

Pelos conceitos que acabamos de estudar, podemos concluir
que:

1.0<P(E)<1;

2. P(S)=1;

3. Se E, e E, forem eventos mutuamente exclusivos, ou

seja, se E.nE =, entao: P(E, UE.)=P(E,) + P(E.).
1 2 1 2 1 2

Se E, NE,# @, entdo P(E)= P(E, + E,)= P(E,) + P (E,) -
PE, NE,).

Exemplos:

a. No langcamento de um dado, qual a probabilidade de sair
a face 1 ou a face 47

E, = sair aface 1 — P(E,)=1/6

E, = sair a face 4 — P(E,)=1/6

E= sair a face 1 ou a face 4.

Em probabilidade, a chance de sair um evento ou outro é
igual a soma das probabilidades dos eventos envolvidos, entao a

probabilidade pedida é:

P(E)= P(E, + E,)

Como E, e E, sao mutuamente exclusivos, entao:
P(E)=P(E, + E,)=P(E,) + P(E,)= 1/6 + 1/6= 2/6= 1/3.

b. Uma populacao é formada de 20 pessoas que consomem o
produto A, 30 pessoas que consomem o produto B e 50 pessoas que
consomem o produto C. Um pesquisador de mercado selecionauma
pessoa dessa populagao. Sabendo que uma pessoa nao consome
mais de um produto ao mesmo tempo, qual a probabilidade de ter

sido selecionada uma pessoa que consome o produto A ou C?
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E, = consumir o produto A — P(E )= 20/100= 0,2.

E, = consumir o produto C — P(E,)=50/100= 0,5.

E= consumir o produto A ou C.

Como E, e E, sao mutuamente exclusivos, entao:

P(E)= P(E, + E,)=P(E,) + P (E,)= 0,2 + 0,5= 0,7 ou 70% de

chances.

Atividade

Atende aos Objetivos 2 e 3

2. Em uma agéncia de turismo, o departamento de recursos hu-
manos ofereceu a oportunidade de seus funcionarios escolherem
pelo menos dois cursos de lingua estrangeira para aperfeicoamento:
inglés ou espanhol. A probabilidade de optarem pelo curso de inglés
€ de 30%, pelo curso de espanhol é de 40% e, por ambos, 10%. Qual
a probabilidade de um funcionario selecionado aleatoriamente do
banco de dados dos empregados da agéncia escolher um ou outro
curso?

Resposta Comentada

O evento de interesse do problema é:

E= funcionario selecionado aleatoriamente do banco de dados dos
empregados da agéncia de turismo escolher um ou outro curso.
Identificado o evento, podemos calcular a probabilidade de ele ocor-
rer por meio de:

P(E)= 0,30 + 0,40-0,10= 0,60 ou 60% de chances.

Regra do produto

Se dois eventos sao independentes, a probabilidade de
que eles se realizem simultaneamente é igual ao produto das

probabilidades de realizacao dos dois eventos.
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Sendo p, a probabilidade de realizagdo do primeiro evento e
p, a probabilidade de realizagédo do segundo evento, a probabilidade

de que tais eventos se realizem simultaneamente é dada por:

P, Xp,

Ou:|P(E1m E,)= P(E,) x P(E2)|

Exemplo:
a. Seja o experimento aleatério o langamento de dois dados.

Sabemos que a probabilidade de obtermos 1 no primeiro

dado é:
p,=1/6
e a probabilidade de obtermos 5 no segundo dado é:
p,= 1/6.

Logo, a probabilidade de obtermos, simultaneamente, 1 no
primeiro e 5 no segundo é:

P=1/6 x 1/6 = 1/36.

Atividade

Atende aos Objetivos 2 e 3

3. A probabilidade de um turista ficar satisfeito com o atendimen-
to no restaurante de um hotel é de 25%. A probabilidade de um
outro turista ficar satisfeito com o atendimento no restaurante do
mesmo hotel é de 40%. Suponhamos que os dois turistas vao fre-
quentar o restaurante do hotel num mesmo momento e de forma
independente. Qual a probabilidade de os dois turistas ficarem
satisfeitos simultaneamente?
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Resposta Comentada

Pelo enunciado da Atividade 3, vocé tem:
A probabilidade de o turista 1 ficar satisfeito é:

p,=0,25,
A probabilidade de o turista 2 ficar satisfeito é:
p,= 0,40.

Logo, a probabilidade de simultaneamente os dois turistas ficarem
satisfeitos é calculada pela regra do produto e resultard em:
P=0,25x 0,40 =0,10 ou 10%

Vamos tratar agora de um tipo de problema que nos coloca
a reposicao ou nao de elementos. Seja o seguinte exemplo:

Suponhamos que um setor de uma empresa tenha cinco
funcionarios operacionais e dois gerentes, e que a diretoria ira
selecionar dois funcionarios desse setor, um apds o outro, para ob-
tencdo de um prémio de final de ano: uma passagem de ida e
volta para os EUA para cada um. Suponha que o primeiro funcio-
nario selecionado aleatoriamente seja operacional. Serd que a
probabilidade de o segundo funcionario selecionado também ser
operacional é influenciada pela retirada do primeiro funcionario?
Qual é a chance de a mesma pessoa ser selecionada na segunda

selecao?

Assim, temos duas situacoes a considerar:

1. se houver reposicao do primeiro funcionario, o setor vai
ter a mesma configuracgao inicial, e, entao, a 12 retirada em
nada influenciard na 22 retirada, ou seja, temos eventos
independentes;

2. se nao houver a reposicao da 12 retirada, o setor contera
um funciondrio a menos, isto é, diminui a probabilidade
de sair um funcionario operacional na 22 retirada, ou seja,

temos “eventos condicionados”
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S

\/E

“Eventos condicionados” (E,|E,) - Dois eventos associados
auma mesma experiéncia aleatoria sao ditos condicionados
quando a ocorréncia prévia de um deles aumenta ou diminui

a ocorréncia do outro. Ja a ocorréncia de um deles modifica
a ocorréncia do outro.

Exemplos:

a. Suponhamos que uma pessoa que estd saindo para
trabalhar de manha tem duvida se leva guarda-chuva
ou nao ao sair. Ele vai a janela ver o tempo. A chance
de sair com guarda-chuva depende da informacao que
obtiver ao olhar o tempo: se o tempo estiver “ruim’ a
probabilidade de sair com guarda-chuva aumenta, ou
seja, os eventos “tempo ruim” e “sair com guarda-
chuva” sao condicionados.

b. Seja o evento E, = “a letra u ocorre na palavra” e o vento
E,="aletra g ocorre na palavra” Certamente o evento E,
tem uma probabilidade, mas ao saber que o evento E,
ocorre, fica mais certo de que E, deve também ocorrer,
uma vez que g raramente ocorre em uma palavra sem
vir seguido de u.

c. Se for sabido que os 6nibus de uma certa linha passam
em um ponto em intervalos de, aproximadamente, 10
minutos, a probabilidade de passar um Onibus dessa
linha no préximo minuto serd fortemente influenciada
pelo conhecimento que se tem da passagem de um

Onibus da linha nos ultimos cinco minutos.
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Atividades Finais

Atendem aos Objetivos 2 e 3

1. Considere o experimento aleatorio lancar duas moedas e
observar a face voltada para cima. Calcule a probabilidade de
ocorréncia do evento A = ocorre pelo menos uma cara.

2. Uma rosa é retirada de uma caixa contendo: 10 rosas verme-
Ihas (V); 30 rosas brancas (B); 20 rosas amarelas (A); 15 rosas
cor-de-rosa (CR). Encontre a probabilidade de a rosa retirada da
caixa ser:

a. cor-de-rosa ou vermelha;

b. nao amarela;

c. branca;

d. vermelha ou branca ou amarela;

e. azul.

3. Um hotel possui 100 suites tipo executivo (E), 8, superior
(S) e 3, master (M). Uma suite é escolhida ao acaso. Calcule a
probabilidade de que:

a. a suite nao seja tipo executivo;
b. a suite seja tipo executivo ou master;

c. a suite seja tipo executivo e superior.
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4. Uma operadora de turismo ird recepcionar 300 turistas em
determinada capital turistica. Desses turistas, 100 irao visitar
museus (M) e 50 irao visitar reservas ecoldgicas (RE). Considerando
ainda que 30 turistas farao os dois passeios, qual a probabilidade
de que, selecionando aleatoriamente um turista recepcionado por
esta operadora, ele:

a. Visite somente reservas ecologicas?
b. Visite museus ou reservas ecoldgicas?
c. Visite somente museus?

d. Nao visite reservas ecolégicas?

5. As chances de dois atacantes, A e B, de um time de futebol
marcarem um gol de falta sdo: P(A)=3/5 e P(B)=5/7 respectivamente.
Se cada um deles bate uma falta no jogo, qual a probabilidade de:

a. Nao marcarem nenhum gol?

b. Marcarem dois gols?
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Respostas Comentadas

1. Para este experimento, o espaco amostral é S={(Cara Cara), (Cara
Coroa), (Coroa Cara), (Coroa Coroa)}, assim, n(S)= 4.

O evento é dado por A= {(Cara Cara), (Cara Coroa), (Coroa Cara)},
assim, n(A)= 3.

Portanto:
3 -
P(A)=—— = 0,75= 75% de probabilidade.
4

2. Para este experimento, o tamanho do espagco amostral é n(S)= 75, as-
sim, para calcular as probabilidades, vamos considerar as situagoes:
a. cor-de-rosa ou vermelha =P(CR UV)
1 5 10 25 1
P(CRUV)=P(CR) + P(V)= —+ —=—=—= =0,33=33%;
75 75 75 3

b. ndo amarela = P(A¢)

20 55 11
PA?)=1-PA)=1- —="=—=0,73=73%;
75 75 15
¢. branca =P(B)
30 2 11
PB)= =—====—2=0,40 = 40% ;
75 15

d. vermelha ou branca ou amarela =P(VAUBUA)

P(VUBUA)= P(V)+P(B)+P(A)

S10,30,20 _90_2_ 80-80%,
75 75 75 75 5

e. azul = (azul)=0, pois este é o evento impossivel de ocorrer no ex-
perimento aleatdrio em questao. Ou seja, azul=1=J.

3. Para este experimento, o tamanho do espaco amostral é n(S)= 111,
assim, para calcular as probabilidades, vamos considerar as situagoes:

a. A suite nao ser tipo executivo = P(Suw M)

PISLM)=P(S)+ PM)= 2+ 3 _ T _ 0 099 = 9,9%
111 711 111

b. A suite ser tipo executivo ou master = P(E U M)

PIEL M)=P(E) + P(M)= 190, 3 103 _ ) 95 _ 939

111 111 111
c. A suite ser tipo executivo e superior = P(E N S)= 0, pois este é o
evento impossivel de ocorrer no experimento aleatdrio em questao.
Ou seja, EN S=1=0

4. Para este experimento, o tamanho do espaco amostral é n(S)=
300, assim, para calcular as probabilidades, vamos considerar as
situacgoes:
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a. visitar ggme%te reservas ecologicas = P(RE)
P(RE) = — +—=—=0,17 =17%;
300 30

b. visitar museus ou reservas ecoldgicas = P(M U RE)

PIM U RE) = P(M) + P(RE) =199 . 50 _15 _ 1 50— 509 -

300 300 30

c. visitar somente museus = P(M)

100 1
PMM) =—=—=0,33=33%;
00
d. nao visitar reservas ecoldgicas = P(RE®)
50 250
P(RE°)=1-P(RE)=1- —=""2-0,83=83%.
300 300

5. Neste experimento aleatdrio, estamos trabalhando com dois

eventos independentes, ou seja, o atacante A fazer, ou ndo, um gol
quando bate uma falta nao depende do atacante B fazer, ou ndo, um
gol quando bate uma falta. Assim, para calcular as probabilidades,

vamos considerar as situagoes:

a. ndo marcarem nenhum gol = P(A° N B°) = P(A°) P(B°)

P(A° N B°)=[1-—‘—3]/1——!§]——2——2—0,40—0,29—0,11 =11%
5 7) 5 7

b. marcarem dois gols = P(An B) = P(A) P(B)
P(An B)= [—3]/—5]_ 30,43 439%.
5)(7 7

Resumo

evento ocorrer.

possiveis.

ce da uniao de eventos e a regra do produto.

Probabilidade é uma medida relativa que indica a chance de um

O calculo das probabilidades pode ser realizado a posteriori, com
base na experiéncia. Essa é a definicao frequentista de probabi-
lidades, que nao engloba todos os casos praticos de calculos de
probabilidades. A definicao classica de probabilidades permite o
célculo das probabilidades a priori. A definigao classica é calculada

pela divisao do numero de casos favoraveis sobre todos os

Os axiomas do calculo das probabilidades permitem medir a chan-
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Informacao sobre a proxima aula

Na préxima aula, abordaremos a nogao de probabilidade

condicionada.
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Nocoes de probabilidades -
probabilidade condicional

Meta da aula
Apresentar os conceitos basicos que envolvem o calculo das
probabilidades condicionadas.

Objetivos

Esperamos que, apds o estudo do conteudo desta aula,
vocé seja capaz de:

conceituar probabilidade condicionada;
realizar calculos que envolvam probabilidades condicionadas;

diferenciar probabilidade condicionada de regra do produto.

Pré-requisitos

Para que vocé encontre maior facilidade na compreensao desta
aula, sdo necessarios os conceitos basicos de probabilidades das
Aulas 13 e 14.




Aula 15 « Nocdes de probabilidades — probabilidade condicional

Introducao

Ocorrem em muitas situagoes praticas de vocé ter uma informacao
extra sobre a ocorréncia de determinado evento e de essa infor-
macao ser Util para o célculo da probabilidade do evento do seu
interesse — por exemplo, no langamento de um dado, o evento cuja
probabilidade é ocorrer o numero trés. Vocé viu, na Aula 14, que o
valor dessa probabilidade é de 1/6, porém, se vocé for informado
que nesse lancamento ocorreu um numero menor do que quatro,
essa informagao poderd entrar no calculo da probabilidade de
ocorrer o numero 3. A forma como isso pode ser feito é o assunto

desta aula.

Definicao: probabilidade condicional

Muitas vezes, o fato de ficarmos sabendo que certo evento
ocorreu faz com que se modifique a probabilidade que atribuimos a
outro evento. Denotaremos por P(E,/E,) a probabilidade do evento
E, sabendo-se que E, ocorreu ou, simplesmente, probabilidade de
E, condicionada a E,.

Com base na definicao intuitiva de probabilidade, pode-se
calcular a probabilidade condicional do evento E, ocorrer, dado
que o evento E, ja ocorreu (ou de que ja se tenha conhecimento

de E,), pela féormula:

P(E,NE,)
P(E,/E,) =
P(E,)
ou
n(E,nE,)
P(E,/E,) =
n(E.)

1

Obs.: Com P(E,) # 0.
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Regra do produto para eventos condicionados

A regra do produto para eventos condicionados é util,
pois permite que voceé calcule a probabilidade de ocorréncia da
intersecao de dois eventos, quando se tem conhecimento da
probabilidade condicional.

Assim, se dois eventos sao condicionados, pode-se obter

das expressoes de probabilidades condicionadas:

P(E, ~E,) = P(E,) . P(EE,)

Exemplo:

Uma pesquisa de perfil demografico feita junto a vinte
turistas adultos, cadastrados em uma agéncia de viagens, revelou
a base de dados na tabela a seguir:

Tabela 15.1: Perfil de turistas

Turista Sexo Idade Nivel escolar Numero de filhos Classe social
1 M 35 2 2 B
2 M 25 2 1 B
g F 40 3 1 ©
4 M 25 2 3 B
5 M 32 2 2 C©
6 F 22 2 0 C
7 M 37 3 2 B
8 M 28 2 0 B
9 F 25 2 1 B
10 F 39 3 2 ©
1 M 35 1 1 B
12 F 21 1 0 A
13 F 27 0 0 A
14 F 45 2 2 C©
15 M 57 4 4 ©
16 F 33 2 2 A
17 M 36 1 0 B
18 M 35 2 2 C
19 M 33 2 2 B
20 F 22 3 0 C
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Os cédigos usados para montar a base de dados foram:

Variavel sexo: M-masculino e F-feminino;

Variavel idade: idade em anos (em dois digitos);

Variavel nivel escolar: 0 - auséncia de nivel escolar; 1 - Ensino Fun-
damental; 2 - Ensino Médio; 3 - Ensino Superior; 4 - Pés-graduagao;
Variavel n° filhos: nimero de filhos do morador;

Variavel classe social: A - alta; B - média; C - baixa.

Qual a probabilidade de que, ao selecionar aleatoriamente

um turista dessa base de dados, os eventos a seguir ocorram?

a) Dado que é mulher, ter menos de 2 filhos.

b) Dado que é homem, ser da classe social C.

c) Dado que é da classe social B, nao ter mais que 3 filhos.

d) Que seja um homem, sabendo-se que tem nivel de esco-
laridade médio e classe social baixa.

e) Que seja um turista de Ensino Médio, com 2 ou menos

filhos, sabendo-se que tem 30 anos ou mais.

Solucao:
Antes de partir para aresposta, lembre-se de que é necessério
sempre fazer a representacao do espaco amostral (S). Neste caso,

nao precisaremos, pois a Tabela 15.1 ja é essa representacao.

a) A probabilidade de ter menos de 2 filhos, dado que é
mulher, é calculada pela condicional a seguir:

P(<2filhos|F) = 6/9.

Primeiro verifique a quantidade de mulheres (note que
essa é a condicao da probabilidade). O resultado serd 9 mulheres.
Atendida a condigao, contam-se as mulheres que tém menos de
2 filhos (isso quer dizer que as mulheres com 2 ou mais filhos
estao excluidas). O resultado dessa contagem sera 6, de onde
chegamos ao resultado P(<2filhos|F) = 6/9.

Pronto. Utilizando-se dessa ldgica, vocé ja adquiriu os sub-
sidios necessarios para entender e fazer os outros exemplos e

atividades.
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b) A probabilidade de ser da classe social C, dado que é
homem, é calculada pela condicional a seguir:
P(C|H) = 3/1

c) A probabilidade de nao ter mais que 3 filhos, dado que é
da classe social B, é calculada pela condicional a seguir:
P(<3filhos|B) = 9/9

d) A probabilidade de que seja um homem, sabendo-se que
tem nivel de escolaridade médio e classe social baixa, é calculada
pela condicional a seguir:

P(H|2 " C)=2/4

e) A probabilidade de que seja um turista com Ensino
Médio, com 2 ou menos filhos, e sabendo-se que tem 30 anos ou
mais, é calculada pela condicional a seguir:

P(2 n<2| =30 anos) = 6/11

Atividade

Atende aos Objetivos 1,2 e 3

1. Em uma cidade existem 15.000 usuarios de telefonia, dos quais
10.000 possuem telefones fixos, 8.000 deles, telefones moveis e
3.000, telefones fixos e méveis. Seja a experiéncia aleatdria de
uma operadora de telefone mével, selecionar uma pessoa da ci-
dade para oferecer uma promocao do tipo “Fale gratis de seu
movel para seu fixo'] pergunta-se:

a. Ja sabendo que ela tem telefone mével, qual a probabilidade
de ela ter telefone fixo também?

b. Ja sabendo que ela tem telefone fixo, qual a probabilidade de
ela ter telefone mével também?
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Respostas Comentadas

O espago amostral S desse problema é dado por:

Nomeando os eventos de interesse, temos:
F = pessoa com telefone fixo.

M = pessoa com telefone movel.

MF = pessoa com telefone fixo e movel.

Assim, vocé pode calcular as probabilidades condicionais solicitadas
por meio de:

a.
n(MF) 3.000
P(FIM) = = =3/8=0,375.
n(M) 8.000
b.
n(MF) 3.000
P(MJF) = = =3/10=0,3.

n(M) 10.000

o
@ Atividade

2. Em uma escola com 100 alunos, 40 estudam sé Biologia, 30
estudam s6 Alemao, e 20 estudam Biologia e Alemao. Qual é a
probabilidade de um aluno que ja estuda Biologia estudar tam-
bém Alemao?

Atende aos Objetivos 1 e 2

44



Estatistica Aplicada ao Turismo

Resposta Comentada

Espaco Amostral S

10

E, = aluno estudar Biologia.

E,=aluno estudar Aleméo.

P(E,NE,)  20/100
JE,) = = = 20/60 = 33%.
P(E)  60/100

Vocé pode concluir, com o que foi estudado nesta aula, que quando
a ocorréncia de um evento esta condicionada a ocorréncia de outro
evento, essa informacao agregara confiabilidade ao ser incluida no
célculo da probabilidade da ocorréncia do evento de interesse.

°
@ Atividade
Atende aos Objetivos 1,2 e 3

3. Suponha que a seguinte tabela represente uma possivel divisao
dos alunos matriculados em um dado instituto de Matematica,
clientes de uma viagem de excursao para um passeio turistico:

Matematica Pura 70 40 110
Matematica Aplicada 15 15 30
Estatistica 10 20 30
Computacao 20 10 30
Total 115 85 200

M = masculino; F = feminino.
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Seleciona-se aleatoriamente um aluno presente na excursao. Foi
constatado que ele é do curso de Estatistica. Qual a probabili-
dade de ele ser homem?

Resposta Comentada

Sejam os eventos:
E,=aluno do curso de Estatistica;
E,= aluno do sexo masculino.

Assim, a probabilidade condicional de ocorrer E,, dado que E, ocor-
reu, é dada por:

P(E,NE,) 10/200
P(E,JE,) = = = 10/30 = 33%.
P(E,) 30/200
Atividade

Atende aos Objetivos 1,2 e 3

4. Considere o lancamento de um dado e a observacao da face
superior. Considere os seguintes eventos:

E,={1,35,6} ¢ E,={1,3,6);
E,={2,35,6} e E,={1,2);

Em cada caso, obtenha a probabilidade condicional P(E,|E,) e in-
dique se os eventos E, e E, sdo independentes ou condicionados.
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Respostas Comentadas

a) Considerando os eventos E, = {2,3,4,5} e E,={1,3,4}, temos que a
sua interse¢do sera dada por: E,N E, = {3,4}.
Com isso, vocé pode calcular as probabilidades: P(E,NE,)=2/6 e P(E,)

= 4/6. Assim, a probabilidade condicional de E,, dado que E, ocorreu,
sera dada por:

P(E,NE)  2/6
P(E,E,) = = =1/2 = 50%.

P(E,) 4/6

P(E,) = 3/6 = 50% (probabilidade incondicional).
Desse modo, conclui-se que a informagédo adicional de que E, ja
ocorreu ndo altera a ocorréncia de E,; portanto, sdo independentes.

b) Sejam os seguintes eventos de interesse: E, = {1,3,5,6} e E, =
{1,3,6}.

A intersecao desses eventos é dada por: E,N E ={1,3,6}.

Vocé, dessa maneira, pode calcular as probabilidades: P(E, N E,) =
3/6 e P(E,) = 4/6.

Assim, a probabilidade condicional de E,, dado que E, ocorreu, sera

dada por:
P(E,NE)) 3/6
P(E,E,) = = =3/4 =75%.
P(E,) 4/6

P(E,) = 3/6 = 50% (probabilidade incondicional).

Esse resultado permite vocé concluir que a informacgao adicional de
que E, ja ocorreu altera a ocorréncia de E,. A chance de ocorrer E, fica
mais certa; portanto, sao condicionados.

c) Sejam os eventos de interesse: E, ={2,3,5,6} e E,={1,2}.

A intersegao desses eventos é dada por: E,n E = {2}.

Vocé pode, entéo, calcular as probabilidades: P(E,N E,) = 1/6 e P(E,)
=4/6.

Assim, a probabilidade condicional de E,, dado que E, ocorreu, sera
dada por:
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P(E,NE,) 1/6
P(E,E,) = = = 1/4 = 25%.
P(E,) 46

P(E,) = 2/6 = 33% (probabilidade incondicional).

Conclui-se que a informacgéao adicional de que E, ja ocorreu altera a
ocorréncia de E,. A chance de ocorrer E, fica menos certa; portanto,
sdo condicionados.

A essa altura deve estar claro que as nocoes de indepen-
déncia e probabilidade condicionada estao intimamente ligadas.
O efeito da independéncia de E, e E, é tornar as probabilidades

incondicionais iguais as respectivas probabilidades condicionais.

Atividade Final

Atende ao Objetivo 3

Numa grande agéncia de turismo, existem 4 turismologos e 5
administradores de empresas. Seja a experiéncia aleatoria de se-
lecionar quatro desses profissionais, sem reposi¢ao, para formar
uma comissao de elaboracao de um novo plano turistico para
uma cidade em alta temporada. Qual a probabilidade do seguinte
evento:

{turismdélogo N administrador N turismélogo N administrador}?

Resposta Comentada

Vamos chamar:
TUR - o evento selecionar um turismdlogo;
ADM - o evento selecionar um administrador.
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Logo, a probabilidade pedida é: P[TUR N ADM NTUR N ADM) = ?

Como esses eventos sao independentes, vocé ira calcular essa pro-
babilidade utilizando a regra do produto, o que resultara em:

P(TUR ~ ADM ~TUR ~ ADM) =
4 5 3 4
X X X = 240/3.024 = 0,08.
9 8 7 6
Resumo

Probabilidade condicionada consiste em calcular a probabilidade
de um evento ocorrer sabendo que um outro evento ja ocorreu.
No calculo da probabilidade de um evento ocorrer, é incluida a
informacao adicional de que um outro evento ja ocorreu. Proba-
bilidade condicionada nao é teorema. Seu calculo se baseia na
definicao classica de probabilidades. O numero total de casos
possiveis da probabilidade condicionada fica restrito ao evento
que ja ocorreu, e o numero de casos favoraveis € o numero de
casos da intersecao dos dois eventos envolvidos na probabili-

dade condicionada.

Informacao sobre a proxima aula

A préxima aula € um dos temas mais importantes da teoria
das probabilidades, e generaliza a regra do produto para even-
tos condicionados, permitindo que se “invertam” probabilidades

dada uma particao do espaco amostral.
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Nocdes de probabilidades —
teorema de Bayes

Meta da aula

Apresentar os conceitos basicos que envolvem o teorema de
Bayes.

Objetivos

Esperamos que, apds o estudo do conteudo desta aula,
vocé seja capaz de:

realizar calculos que envolvam probabilidades de Bayes;

diferenciar probabilidade condicionada geral da definicao
especifica do teorema de Bayes.

Pré-requisito

Para que vocé encontre maior facilidade na compreensao
desta aula, é necessario ter internalizado e exercitado os
conceitos basicos de probabilidades das Aulas 13, 14 e 15.




Aula 16 « Nocdes de probabilidades — teorema de Bayes

Introducao

O teorema de Bayes é importante porque nos permite inverter
probabilidades condicionais. As vezes ¢é facil calcular P(B/E,), mas
o que desejamos conhecer é P(E/B). O teorema de Bayes nos
permite calcular P(E/B) em termos de P(B/E,). O teorema de Bayes
nada mais é do que a “mistura” dos teoremas da probabilidade
total com a regra do produto.

Como esse teorema é de suma importancia dentro da teoria esta-

tistica, esta aula sera dedicada a sua exaustiva aplicacao.

Teorema de Bayes

Suponhamos um evento B que s6 pode ocorrer devido a
uma das causas complementares E , E, E, ..., E , eventos de um
mesmo espaco amostral S. Dado que o evento B tenha ocorrido,
a probabilidade que tenha se manifestado devido a causa E, ou
E,ouE,, ..., ouE_écalculada pelaférmula a seguir, denominada

formula da probabilidade das causas ou dos antecedentes.

P(E,). P(B/E,)

P(E, /B) = —
SIP(E). P(B/E)]

O denominador do teorema de Bayes é o teorema da probabi-
lidade total. Esse resultado pode ser demonstrado considerando-se
o evento B subdividido em suas intersec¢goes com os eventos E, e
aplicando-se as propriedades da regra do produto. Na pratica, essa
é a probabilidade de ocorrer o evento B.

Exemplo:

Em uma cidade, durante um periodo de observacao,
verificou-se que o transito ficou engarrafado 30% das vezes no
horario do rush da manha. Nos dias em que o transito ficou
engarrafado, um funcionario chegou atrasado 10% das vezes e, nos
dias de transito bom, ele chegou atrasado com uma freqliéncia de
1%. Certo dia, o funcionario chegou atrasado. Qual a probabilidade

de ter sido em um dia de transito engarrafado?
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Solucao:

Evento efeito B: chegar atrasado.

Eventos causais (E)): transito engarrafado(E,) e transito néo
engarrafado(E,).

Elementos da formula (modelagem):

P(E,)=0,3 P(BJE,)=0,10
P(E,)=0,7 P(BJE,)=0,01
p(E/8) = P VE)-PBE)
;[P(Ei). P(B/E)]
P(E, / B) = 0,3.0.10 0,81

[(0,3.0,10)+(0,7.0,01)] _

A probabilidade de o atraso ter ocorrido num dia de transito

engarrafado é de 81%.

Atividade

Atende aos Objetivos 1, 2

1. Um individuo pode chegar atrasado ao emprego utilizando-se
apenas de um destes meios de locomocao: bicicleta, motocicleta ou
carro. Sabe-se, por experiéncia, que a probabilidade de ele utilizar
o carro é de 0,6; bicicleta 0,1 e a motocicleta 0,3. A probabilidade
de chegar atrasado, dado que se utilizou do carro, é de 0,05; de
bicicleta, 0,02 e de motocicleta, 0,08. Certo dia ele chegou atrasado,
qual a probabilidade de ter sido devido ao uso do carro?
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Resposta Comentada

Inicialmente, vocé deve considerar os eventos de interesse que sao:
Evento efeito B: chegar atrasado.

Eventos causais (E): utilizar carro (E,), bicicleta (E,) ou motocicleta (E,);
Assim, vocé pode agora partir para os elementos requeridos pela
formula para a modelagem, que sao as probabilidades dos eventos
de interesse e as probabilidades condicionais, dadas por:

P(E,)=0,6 P(BJE )= 0,05
P(E,)=0,1 P(BJE,)= 0,02
P(E,)=0,3 P(BJE,)= 0,08

Isso posto, vocé tem, agora, elementos suficientes para alocar as
probabilidades na formula de Bayes que fica:

P(E/B) = \E)-PB/E)  _
S[P(E). P(B/E,)]
P(E, /B) = 0,6.0,05 )
[(0,6.0,05) +(0,1.0,02) +(0,3.0,08)]
P(E, / B) = 0,03 v

(0,03 + 0,002 + 0,024)

Com esse resultado, vocé pode concluir que a probabilidade de o
individuo ter ido de carro, sabendo-se que ele chegou atrasado ao
emprego, é de 0,54 ou 54%.

Conclusao

Pelo que foi exposto nesta aula, vocé pode concluir que
quando se tem uma informacao adicional a respeito de eventos
de interesse, essa nova informacgao pode ser utilizada para o
calculo das probabilidades posteriores, prestando um grande

auxilio no trabalho de pesquisador.
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Atividades Finais

Atende aos Objetivos 1, 2

1. Ficou constatado que o aumento nas vendas de um produto
comercializado por certa empresa num determinado més pode
ocorrer somente por uma das causas mutuamente exclusivas: acao
de marketing, publicidade/propaganda, oscilagcdoes econdmicas
do pais e sazonalidade. A probabilidade de haver uma acgao de
marketing eficaz no més é de 40%, de publicidade/propaganda
30%, oscilacoes econdmicas 20% e sazonalidade 10%. Uma pesqui-
sa mostrou que a probabilidade de haver aumento nas vendas
do produto devido a uma acao de marketing eficaz € de 7%, de
publicidade/propaganda é de 75%, de oscilagbes econdOmicas
no pais é de 3% e de sazonalidade é de 2%. Em um dado més,
o incremento nas vendas foi consideravel. Indique a causa mais
provavel.

2. Considerando a Atividade 1, qual a probabilidade de aumento
nas vendas em dado més?

Respostas Comentadas

1. Inicialmente, vocé deve considerar os eventos de interesse que sao:
Evento efeito B: aumento nas vendas.

Eventos causais (E): agao de marketing (E ), publicidade/propaganda
(E,), oscilagoes econémicas no pais (E,) e sazonalidade (E,).

Assim, vocé pode agora partir para os elementos requeridos pela
formula para a modelagem, que sao as probabilidades dos eventos
de interesse e as probabilidades condicionais, dadas por:
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P(E )= 0,4 P(B/E,)= 0,070
P(E,)=0,3 P(B/E,)= 0,075
P(E,)=0,2 P(B/E,)= 0,030
P(E,)=0,1 P(B/E )= 0,020

Agora vocé tem elementos suficientes para alocar as probabilidades
na formula de Bayes, que fica:

P(E/B) = E)-PBE) _

;[P(Ei). P(B/E;)]

Dado que ocorreu um aumento das vendas, a probabilidade desse
aumento ter sido devido a acdo de marketing é dada por:

0,4.0,07
[(0,4.0,07) +(0,3.0,075) +(0,2.0,03) +(0,1.0,02)]

P(E, / B) =

0,028
P(E, /B) = =47,8%
(0,028 +0,0225 + 0,006 +0,002)

Dado que ocorreu um aumento das vendas, a probabilidade desse
aumento ter sido devido a publicidade/propaganda é dada por:

0,03.0,075
[(0,4.0,07) +(0,3.0,075) +(0,2.0,03) +(0,1.0,02)]

P(E, / B) =

0,0225
P(E, / B) = =38,5%
(0,028 +0,0225 + 0,006 +0,002)

Dado que ocorreu um aumento das vendas, a probabilidade desse
aumento ter sido devido as oscilacoes econémicas é dada por:

0,2.0,03

P(E, / B) =
[(0,4.0,07) +(0,3.0,075) +(0,2.0,03) +(0,1.0,02)]

0,006
P(E, / B) = =10,3%
(0,028 +0,00225 + 0,006 +0,002)

Dado que ocorreu um aumento das vendas, a probabilidade desse
aumento ter sido devido a sazonalidade é dada por:

0,1.0,02
[(0,4.0,07) +(0,3.0,075) +(0,2.0,03) +(0,1.0,02)]

P(E, /B) =

0,002
P(E, /B) = =3,4%
(0,028 +0,00225 + 0,006 +0,002)
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Pelas probabilidades calculadas anteriormente, vocé tem elementos
para concluir que a causa mais provavel para o aumento das vendas
naquele més foi a acao de marketing.

2. A probabilidade de aumento nas vendas em dado més é dada pelo
denominador do teorema de Bayes; probabilidade total, portanto,
5,8% .

Resumo

O teorema de Bayes € uma combinagao dos teoremas da proba-
bilidade total e da regra do produto.

O teorema de Bayes nos permite calcular P(E/B) em termos de
P(B/E), invertendo probabilidades.

O teorema de Bayes tem aplicacoes importantes dentro da es-

tatistica moderna.

Informacao sobre a proxima aula

A proxima aula aborda o conceito de varidveis aleatérias,
isto é, aquelas que sofrem variacoes devido ao acaso, a fatores

nao controlados.
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Variaveis aleatorias discretas

Meta da aula

Apresentar o conceito de variaveis aleatorias discretas com
enfoque sobre o calculo de probabilidades e estatisticas
descritivas.

Objetivos

Esperamos que, apds o estudo do conteudo desta aula,
vocé seja capaz de:

reconhecer o conceito variavel aleatoria;

calcular as probabilidades de ocorréncia de uma variavel
aleatoria discreta;

calcular a esperanca e a variancia de uma variavel aleatoria
discreta para um conjunto de dados reais.

Pré-requisitos

Para que vocé encontre maior facilidade na compreensao
desta aula, é necessario ter internalizado e exercitado

os conceitos de variaveis e seus tipos (Aula 2 do Volume 1),
medidas de tendéncia central e dispersao (Aulas 9 e 10 do
Volume 1) e probabilidades (13, 14 e 15 do Volume 2).




Aula 17 « Variaveis aleatorias discretas

Introducao

Para descrever um experimento aleatoério, é conveniente associar
valores numéricos aos seus resultados. Como os eventos que
ocorrem quando se realizam experimentos aleatérios variam a
cada realizacao dos mesmos, os valores numéricos que lhes sao
associados também irao variar.

Em probabilidade, a fungcao que associa a cada ponto do espaco

amostral um numero real é denominada variavel aleatoria (v.a.).

Variavel aleatoria

Variavel aleatéria é uma funcao definida num espago amostral
que assume valores reais, ou seja, € uma fungao que associa cada

elemento do espaco amostral a um nimero Real.

X = variavel aleatoria

Conjunto dos numeros Reais (R)

Espaco amostral (S)

Figura 17.1: Esquema conceitual da variavel aleatoria.

Exemplo:

Considere o experimento aleatério de lancar duas moedas
e observar a face voltada para cima. Represente por X a variavel
aleatéria numero de caras. A cada ponto do espago amostral

vocé pode associar um numero Real. Descreva o resultado.
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Solucao:
O espaco amostral do problema é dado pelo conjunto

constituido dos seguintes pontos amostrais:
S={Cara, Cara; Cara, Coroa; Coroa, Cara; Coroa, Coroa}

Podemos colocar esse resultado em umatabela, associando
a cada ponto amostral um numero real; ai vamos ter a descricao

da variavel aleatéria da seguinte maneira:

Tabela 17.1: Pontos amostrais e valores possiveis da variavel aleatéria

Pontos amostrais Numero Real: x, = namero de
caras no ponto amostral i
Cara/Cara 2
Cara/Coroa 1
Coroa/Cara 1
Coroa/Coroa 0

Vocé pode ver, assim, que a cada ponto do espago amostral

associou-se um numero Real.

Atividade

Atende ao Objetivo 1

1. Uma urna contém duas bolas brancas (B) e trés bolas vermelhas
(V). Represente por X a varidvel aleatéria numero de bolas
vermelhas, ao selecionar aleatoriamente sucessivamente, sem
reposicao, duas bolas dessa urna. A cada ponto amostral vocé pode
associar um numero Real. Represente esse resultado.

Resposta Comentada

O espaco amostral do problema é dado pelo conjunto constituido
dos seguintes pontos amostrais:

S={VV;VB; BV; BB}
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Podemos colocar esse resultado em umatabela, associando
a cada ponto amostral um numero real; ai vamos ter a descrigao

da variavel aleatéria da seguinte maneira:

Pontos amostrais Numero Real: x, = nimero de bolas
vermelhas no ponto amostral i
vV 2
VB 1
BV 1
BB 0

Vocé pode ver, assim, que a cada ponto do espago amostral
associou-se um numero Real.

Uma variavel aleatoria pode ser discreta ou continua.
Nesse tdpico, vocé vai aprender a calcular probabilidades das

variaveis aleatorias discretas.

Variavel aleatdria discreta

Variavel aleatoria discreta é aquela que assume valores
num conjunto finito ou enumeravel de valores. Por exemplo:
numero de turistas em uma visita; niumero de leitos ocupados
num hotel etc...

Para entendermos uma varidvel aleatoria (v.a.) discreta,
além de conhecermos os seus valores, é preciso também
conhecermos as probabilidades associadas aos mesmos.

Assim, vamos definir funcao de distribuicao de probabi-
lidade.

Distribuicao de probabilidades

Distribuicao de probabilidades é uma funcao que associa a
cada valor da variavel sua probabilidade.
Seja X uma v.a. discreta qualquer, e x,, X,, ..., X , seus

possiveis valores.

A distribuicao de probabilidade de X é definida como:
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P(X=x) = p(x)) = p, onde i=1,2,...,n

X X, X, X,

P P, P, P,

em que: p, &€ a probabilidade do i-ésimo valor de x ocorrer,
isto &, P(X=x,), P(X=x,), P(X=x,), ..., P(X=x_).
A distribuicao de probabilidade da variavel aleatéria dis-

creta deve satisfazer:

n

I i=21 plx,) =1
[.0<plx,) <1
Exemplo:

Considere o experimento aleatério de langar duas moedas
e observar a face voltada para cima. Represente por X a variavel
aleatdéria numero de caras. Encontre a fungao de distribuicao de
probabilidade da variavel aleatoria X.

Solugao:

O espaco amostral do problema é dado pelo conjunto

constituido dos seguintes pontos amostrais:
S={Cara, Cara; Cara, Coroa; Coroa, Cara; Coroa, Coroa}.
E a variavel aleatoria em estudo é dada por:
X= numero de caras.

Assim, vocé pode calcular a probabilidade de cada ponto
amostral ocorrer, da seguinte maneira:

P(X=0) = P(Coroa, Coroa) = 1/4

P(X=1) = P (Cara, Coroa u Coroa, Cara) = 1/2

P(X=2) = P(Cara, Cara)= 1/4.
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Entao, a distribuicao de distribuicao de probabilidade da

variavel aleatodria X sera:
X 0 1 2
P, 1/4 1/2 1/4

Que satisfaz as condigoes:
l. ;=21 plx,) =1

[.0<plx,) <1

Atividade

Atende ao Objetivo 2

2. Uma urna contém duas bolas brancas (B) e trés bolas vermelhas
(V). Represente por X a variavel aleatéria nimero de bolas vermelhas.
Suponha que sao sorteadas ao acaso duas bolas, uma apds a outra,
sem reposicao. Encontre a funcao de distribuicao de probabilidade
da variavel aleatéria X.

Resposta Comentada

O espaco amostral do problema é dado pelo conjunto constituido
dos seguintes pontos amostrais:

S={VV; VB; BV; BB}

E a variavel aleatoria em estudo é dada por:

X= numero de bolas vermelhas

Assim, vocé pode calcular a probabilidade de cada ponto amos-tral
ocorrer, da seguinte maneira:

P(X=0) = P(Bn B) = P(B) P(B) = (2/5) (1/4) = 1/10

P(X=1)=P(Vn B) + P(Bn V) =P(V) P(B) + P(B) P(V) = (3/5) (2/4) +
(2/5) (3/4) = 6/10

P(X=2) = P(V V)= P(V) P(V)= (3/5) (2/4) = 3/10.
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Entao, a funcao de distribuicao de probabilidade da variavel
aleatdria X sera:

X 0 1 2
p; 1710 6/10 3/10

Que satisfaz as condigoes:
I g p(x,) =1

I.0<p(x)<1

Esperanca e varidncia da variavel aleatoria
discreta

A esperanca, ou média, de uma variavel aleatoria discreta
X é dada por:
E(X) =

VS

’ x.p(x), onde:
X. € o valor que a v.a. pode assumir;

p(x,) & a probabilidade da v.a. assumir o valor x..

A variancia de uma variavel aleatéria discreta X é dada

por:

i

Var (X) = i’ [x.— E(X)F? p(x,), onde:

X. € o valor que a v.a. pode assumir;
p(x,) & a probabilidade da v.a. assumir o valor x..

E(x) é a esperanca matematica da v.a. X.

Note que tanto E(X) quanto Var(X) sdo ponderadas pelos
valores de probabilidade.

Exemplo:

Considere o experimento aleatério de lancar duas moedas
e observar a face voltada para cima. Represente por X a variavel
aleatdria numero de caras. Calcule a esperanca e a variancia de X.

Solucao:

Vocé sabe, do exemplo anterior, que a funcao de distribuicao

de probabilidade da variavel aleatoria X é:
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X 0 1 2
P, 1/4 1/2 1/4

Assim, pode calcular E[X] e Var[X], aplicando as expressoes:
E(X)= % xplx)=0 (1/4) +1(1/2) + 2 (1/4) = 1
Var (X) = £ [x - EX)P plx) = {[0-(N12(1/4) + [1-(1)12(1/2) +

[2-1]2 (1/4)} = 1/2.

Atividade

Atende ao Objetivo 3

3. Umaurna contém duas bolas brancas (B) e trés bolas vermelhas
(V). Represente por X a variavel aleatéria numero de bolas
vermelhas. Suponha que sao sorteadas ao acaso duas bolas, uma
apos a outra, sem reposicao. Encontre a esperanca e a variancia
da variavel aleatoria X.

Resposta Comentada

Vocé sabe, pelo exemplo anterior, que a funcao de distribuicdo de
probabilidade da variavel aleatdria X é:

0 1 2
P, 1/10 6/10 3/10

Assim, pode calcular E[X] e Var[X], aplicando as expressoées:
E(X) = _21 x.p(x)=0(1/10) + 1 (6/10) + 2 (3/10) = 1,2

Var (X) = z Ix,— E(X)F plx) = {[0-(1,2)F (1/10)} + {[1-(1,2)]2(6/10) +
[2-(1,2)]% (3/10)} = 0,36.
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Em varias situagées é util calcular a probabilidade acumulada até cer-
to valor da v.a. X. Isto é feito pela fungdo de distribuicao acumulada.

Funcao de distribuicao acumulada

Dada uma v.a. X discreta, sua funcao de distribuicdo acu-
mulada sera:
F(x) =P(X<x),VxeR

Exemplo:

Encontre a funcao de distribuicao acumulada da variavel
aletoria, numero de caras (X), do experimento de langar duas
moedas.

Solucao:

Relembrando, a funcao de distribuicao de probabilidade
de X é:

X 0 1 2
o} 1/4 1/2 1/4

Assim, sua funcao de distribuicao acumulada sera obtida

da seguinte maneira:

( 0 x<0
1 0<x<1
4
F(x)=< 141 1<x<2
4 2
T+1+1 X>2
4 2 4

4

Nesta aula de hoje, vocé aprendeu a identificar uma variavel
aleatdria discreta, calcular as probabilidades de ocorréncia dos
pontos amostrais, montar sua funcao de distribuicao de probabi-

lidade e a acumulada.
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Atividade Final

Atende aos Objetivos 1,2 e 3

Considere o experimento aleatorio de lancar uma moeda trés
vezes e observar as faces voltadas para cima. Represente por X
a variavel aleatéria niumero de caras. Pede-se:

a. Vocé pode associar um numero Real a cada ponto do espaco
amostral. Descreva esse resultado.

b. Encontre a fungao de distribuicao de probabilidade da variavel
aleatoria X.

Resposta Comentada

O espagco amostral do problema é dado pelo conjunto constituido
dos seguintes pontos amostrais, sendo C=Cara e K=Coroa:

S={CCC; CCK; CKC; KCC; KKC; KCK; CKK; KKK }

a. Podemos colocar esse resultado em uma tabela, associando a cada
ponto amostral um numero real; vamos ter a descrigao da variavel
aleatdria da seguinte maneira:

Ponto amostral Numero Real: x, = nimero de caras no ponto amostral
i.

CcccC 3
CCK 2
CKC 2
KCC 2
Ponto Amostral Numero Real: x, = nimero de caras no ponto amostral i.
KKC 1
KCK 1
CKK 1
KKK 0
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Vocé pode verassim que a cada ponto do espago amostral associou-se

um numero Real.

b. Sabendo-se o S e a variavel aleatdria, vocé pode calcular a proba-
bilidade de cada ponto amostral ocorrer da seguinte maneira:

P(X=0) = P(KKK) = 1/8

P(X=1) = P (KKCu KCK u CKK) = P(KKC) + P(KCK) + P(CKK) = 3/8
P(X=2) = (CCKu CKC u KCC) = P(CCK) + P(CKC) + P(KCC) = 3/8

P(X=3) = P(CCC) = 1/8

Assim, a fungdo de distribuicdo de probabilidade da variavel

aleatoria X sera:

X 0 1
P 1/8 3/8

Que satisfaz as condigoes:
n

I. Z p(x;) =1
i=1

1. 0<p(x) <1

3/8 1/8

Resumo

Variavel aleatoria é um valor que varia ao acaso, de forma im-
previsivel.

Varidvel aleatdria discreta € aquela que resulta de processos de
contagem.

Distribuicao de probabilidade € uma funcao que associa a cada
valor da variavel aleatdria sua probabilidade.

As distribuicoes de probabilidades também possuem seus para-
metros caracteristicos: esperanga matematica ou média e a varian-
cia, por exemplo.

Fungao de distribuicao acumulada é uma outra forma de se dispor
o comportamento probabilistico da variavel aleatdria X. Na pratica,
€ a probabilidade da variavel aleatéria X assumir valor menor ou
igual a um valor especifico x.

Esperanca matematica ¢ o valor médio dos resultados da
variavel aleatdria quando a experiéncia aleatdria a ela associada
é realizada um nimero muito grande de vezes.

A variancia é o indice de dispersao que a variavel aleatoria apre-
senta em uma experiéncia realizada um numero muito grande

de vezes.
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Informacao sobre a préoxima aula

Na proxima aula, estudaremos um modelo de distribuicao
de probabilidades para representar uma determinada classe de

variaveis aleatorias discretas: a distribuicao binomial.
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Metas da aula

Apresentar o conceito de variaveis aleatorias discretas que
seguem o Modelo Binomial com enfoque sobre o célculo de
probabilidades e calculo da esperanga e variancia da variavel
aleatoria binominal.

Objetivos

Esperamos que, apds o estudo do conteudo desta aula,
vocé seja capaz de:

reconhecer o conceito de variavel aleatoria;

calcular as probabilidades de ocorréncia de uma variavel
aleatéria discreta com Distribuicao Binomial em uma situa-
¢ao real;

calcular a esperanca e variancia de uma variavel aleatoria
discreta com Distribuicao Binomial para um conjunto de
dados reais.

Pré-requisitos

Para que vocé encontre maior facilidade na compreensao
desta aula, é necessario ter internalizado e exercitado os
conceitos de variaveis e seus tipos, da Aula 2, medidas de
posicao e dispersao, das Aulas 9 e 10, e de probabilidades,
das Aulas 13,14, 15 e 17.




Aula 18 « Distribuicdo Binominal

Introducao

Algumas variaveis aleatorias (v.a.) se adaptam muito bem
a uma série de problemas praticos. Portanto, um estudo mais
detalhado dessas variaveis aleatorias é de grande importancia
para a construgao de modelos probabilisticos e estimagao dos
seus parametros.

Assim, sera apresentado na sequéncia uma das principais
distribuicoes para variaveis aleatdrias discretas, que é a Distribuicao
Binomial, bem como a: fungao de distribuicao de probabilidade; os

parametros; a esperanca; a variancia.

Distribuicao Binomial

ADistribuicao Binominal é uma distribuicao de probabilidade
adequada aos experimentos que apresentam apenas dois resul-
tados: sucesso ou fracasso.

Alguns exemplos de experimentos aleatorios desse tipo sao:

1.Vender pacotes turisticos para a Europa (resultado: vender
= sucesso ou nao vender = fracasso).

2. Aprovacao dos alunos de uma turma de cursinho em
determinado vestibular (resultado: aprovado = sucesso ou
nao aprovado = fracasso).

3. Um time de futebol jogar um campeonato vencer as partidas

(resultado: vencer = sucesso ou nao vencer = fracasso).

Assim, a distribuicao de probabilidades da variavel aleatéria
que conta o numero de sucessos em “n” experimentos aleatérios
independentes é dada por:

n

P(X =x) = [ ]px(1—p)”'x, x=0,1,...
X

com parametros n e p.

Em que:
X = numero de sucessos em n repeticoes independentes

do experimento aleatorio;

72



Estatistica Aplicada ao Turismo

n = numero de experimentos aleatérios (niUmero de tentativas);

p = probabilidade de ocorrer sucesso em um experimento
aleatorio;

1-p=probabilidade de ocorrer fracasso em um experimento

aleatorio.

Esperanca e variancia

O valor esperado e a variancia de X sao, respectivamente:
E(X)=np Var(X)=np(1-p).

Exemplo
Sabe-se que 10% dos pacotes de viagem vendidos por
uma agéncia de turismo sao para a Europa. Determine as

probabilidades de que, dentre trés pacotes vendidos:

a. dois sejam para a Europa;

b. nenhum seja para a Europa.

Solugao:

Vamos identificar qual é a variavel aleatéria em estudo, e
quais sao o sucesso e o fracasso associados a essa variavel:

X: variavel aleatoria numero de pacotes vendidos.

1 pacote vendido — para a Europa = sucesso;

para outro destino = fracasso.
Assim, vocé pode agora identificar os elementos da
expressao da Distribuicao Binomial.

a. X = numero de sucessos, X = 2.

n = nimero de experimentos aleatdrios, n = 3:

p = probabilidade de sucesso, p =0,10 e 1-p = 0,90.
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Com estes elementos podemos calcular a probabilidade:

3
P(X=2)= [2]0,102(0,90)3‘2 =3(0,10)?0,90 ~ 1,03

Pode-se concluir que, dentre trés pacotes vendidos, a
probabilidade de dois serem para a Europa é de 0,03 ou, aproxima-

damente, 3%.
b. Xx= nimero de sucessos, x = 0.

n = numero de experimentos aleatorios, n = 3;

p = probabilidade de sucesso, p=0,10 e 1-p = 0,90.

Com esses elementos, podemos calcular a probabilidade:
3 0 3-0 3
P(X=2)=[0]0,10 (0,90)"" =0,90" =0,73
Pode-se concluir que, dentre trés pacotes vendidos, a pro-

babilidade de nenhum ser para a Europa é de 0,73 ou aproxima-

damente 73%.

Atividade

Atende aos Objetivos 1 e 2

1. Se 20% dos alunos de um curso pré-vestibular sao aprovados
para universidades federais, determine a probabilidade de que,
em 4 alunos escolhidos aleatoriamente:

a. um seja aprovado em universidades federais;
b. nenhum seja aprovado em universidades federais;

c. menos que dois sejam aprovados em universidades federais.
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Resposta Comentada

Primeiramente vocé ira identificar qual é a variavel aleatoria em estu-
do e quais sdo o sucesso e o fracasso associados a essa variavel:

X: variavel aleatdria aprovagao em universidades federais.

1 aluno realiza o vestibular: aprovado em universidade federal =
sucesso, e reprovado em universidade federal = fracasso.

Assim, vocé pode agora identificar os elementos da expressao da
Distribuicao Binomial.

a. x= numero de sucessos, x =1.

n = numero de experimentos aleatdrios, n = 4;

p = probabilidade de sucesso, p = 0,20 e 1-p = 0,80.

Com esses elementos, podemos calcular a probabilidade:

4

PX=1)= [ ]o, 20°(0,80)*" = 4(0,20)"(0,80)° ~ 0, 4096

1
Pode-se concluir que, dentre quatro alunos desse cursinho, a proba-
bilidade de um ser aprovado em universidade federal é de 0,4096,
aproximadamente.

b. x = numero de sucessos, x = 0.

n = numero de experimentos aleatdrios, n = 4;

p = probabilidade de sucesso, p = 0,20 e 1-p = 0,80.

Com esses elementos podemos calcular a probabilidade:

4

0

P(X =1) =[ ]o, 20°(0,80)"° =1(1)(0,80)* ~ 0, 4096

Pode-se concluir que, dentre quatro alunos desse cursinho, a proba-
bilidade de um ser aprovado em universidade federal é de 0,4096,
aproximadamente.

¢. Xx= numero de sucessos, x =0e 1.
n = numero de experimentos aleatorios, n = 4;
p = probabilidade de sucesso, p = 0,20 e 1-p = 0,80.
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Com esses elementos, podemos calcular a probabilidade:
P(X{2)=P(X =0)+P(X =1)=0,4096 +0,4096 =~ 0,8192
Pode-se concluir que, dentre quatro alunos desse cursinho, a proba-

bilidade de menos que dois, ou seja, nenhum ou um, serem aprova-
dos em universidade federal é de 0,8192, aproximadamente.

Conclusao

Com o que foi visto nesta aula, vocé pode concluir que a
Distribuicao, ou modelo Binomial, pode ser utilizada para calcular
a probabilidade de determinado numero de sucesso (x) em n
experimentos ou ensaios idénticos e independentes, cujos resultados

possiveis sejam sucesso ou fracasso.

Atividade Final

Atende aos Objetivos 1, 2, 3

Numa agéncia de viagens, de cada 500 passagens vendidas, 60
sao para a Bahia, ou seja, 12% das passagens vendidas sao para
a Bahia. Na venda de cinco passagens, qual a probabilidade de
que:

a. uma seja para a Bahia?
b. duas ou mais sejam para a Bahia?
c. nenhuma seja para a Bahia?

d. Calcule a esperanca e a variancia dessa variavel aleatoria.
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Resposta Comentada

Primeiramente, vocé ird identificar qual é a variavel aleatoria em estu-
do e quais sdo o sucesso e o fracasso associados a essa variavel:

X: variavel aleatdria vender passagem aérea para a Bahia.

1 venda de passagem é realizada - o destino é a Bahia = sucesso; o
destino nao é a Bahia = fracasso.

Assim, vocé pode agora identificar os elementos da expressao da
Distribuicao Binomial.

a. x = numero de sucessos, x = 3;

n = numero de experimentos aleatorios, n = 5;

p = probabilidade de sucesso, p =0,12 e 1-p = 0,88.

Com esses elementos, podemos calcular a probabilidade:

5

P(X=3)=[3

]0, 12%(0,88)°2 =10(0,12)° (0,88)%? =~ 0,013

Pode-se concluir que, dentre cinco passagens aéreas vendidas nessa
agéncia de turismo, a probabilidade de uma ser para a Bahia é de
0,013, aproximadamente.

b. x = numero de sucessos, x> 2;

n = numero de experimentos aleatorios, n = 5;

p = probabilidade de sucesso, p =0,12 e 1-p = 0,88.

Com esses elementos, podemos calcular a probabilidade:

PX>2)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=1-[P(X=0)+P(X =1)] =

1- =1-10,88° +5(0,12)(0,88)* =1-0,8875 ~ 0,112

0

5 5
[ ] 0,12°(0,88)°° + [ 1 ] 0,12'(0,88)°"

Pode-se concluir que, dentre cinco passagens aéreas vendidas nessa
agéncia de turismo, a probabilidade de duas ou mais serem para a
Bahia é de 0,112, aproximadamente.

c. X = numero de sucessos, x = 0;

n = numero de experimentos aleatdrios, n = 5;
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p = probabilidade de sucesso, p =0,12 e 1-p = 0,88.

Com esses elementos, podemos calcular a probabilidade:

5

P(X = 0) =[ ]o, 12°(0,88)°° ~ 0,528

0

Pode-se concluir que, dentre cinco passagens aéreas vendidas nessa
agéncia de turismo, a probabilidade de nenhuma ser para a Bahia é
de 0,528, aproximadamente.

d. Osvalores da esperanca e da varidncia de uma variavel aleatoriacom
Distribuicao Binomial sdo dados por, E(X)=np Var(X)=np(1-p),
assim, para essa atividade vocé tera:

Esperanca: E(X) = 5(0,12) = 0,60.
Variancia: Var(X) = 5(0,12)(0,88) = 0,528.

Resumo

A Distribuicao Binomial € um modelo de distribuicado de probabi-
lidades para variaveis aleatérias discretas, do tipo contagem.
Uma variavel aleatoria discreta tem Distribuicao Binomial quando
representa o numero total de sucessos em “n” provas indepen-
dentes e cada prova somente admite dois resultados possiveis.
Se ocorrer o evento de interesse, ocorre o sucesso (x = 1) e se
nao ocorrer o sucesso, ocorre o fracasso (X = 0). A soma dos su-
cessos nas n experiéncias tem, entéo, distribui¢cao binomial.

A probabilidade de sucesso, “p’ é fixa em cada prova em que as

u o

n" experiéncias sao realizadas.

Informacao sobre a préxima aula

Na préxima aula, vocé ira estudar as variaveis aleatérias con-
tinuas, aquelas que resultam de processos de medicao e que podem
ser modeladas por importantes distribuicbes de probabilidades

continuas, como a Curva Normal.
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Variaveis aleatorias continuas
e a distribuicao normal — conceitos
basicos

Metas da aula
Apresentar o conceito de variaveis aleatérias continuas com
enfoque sobre o calculo de probabilidades e estatisticas

descritivas; apresentar os conceitos basicos que envolvem
distribuicao normal e o uso da distribuicao normal reduzida.

Objetivos

Esperamos que, apds o estudo do conteudo desta aula,
vocé seja capaz de:

conceituar variaveis aleatorias continuas;

N

conceituar a distribuicao normal;

=

identificar as caracteristicas da distribuicao normal;

conceituar a distribuicdo normal reduzida;

O]

interpretar e utilizar a tabela de probabilidades da
distribuicao normal reduzida;

identificar situacoes reais e praticas da aplicagao da
distribuicao normal reduzida.

Pré-requisitos

Para que vocé encontre maior facilidade na compreensao
desta aula, é necessario ter internalizado e exercitado os
conceitos basicos de probabilidades das Aulas 13, 14, 15 e 16.




Aula 19 . Variaveis aleatdrias continuas e a distribuigdo normal — conceitos basicos

Introducao

Vocé estudou, nas aulas anteriores, varidveis aleatdrias
discretas e o modelo binomial. A partir da aula de hoje, vocé
vai estudar as variaveis aleatorias continuas, que sao aquelas
provenientes de medidas e seus possiveis valores pertencentes a
um intervalo de numeros reais.

Os modelos continuos encontram importantes aplicacoes
em diversas areas da ciéncia. Sao exemplos de fendmenos
aleatodrios continuos: velocidade do carro, altura do voo do aviao,
tempo de viagem, entre outros.

Assim, como vimos, uma varidvel aleatdria pode ser
discreta ou continua. Neste topico vocé vai aprender a calcular
probabilidades das variaveis aleatdrias continuas por meio do

modelo normal.

Conceitos de variaveis aleatdrias

O pesquisador estuda variaveis. Ele diz que essas variaveis
sao aleatdrias porque elas tém um componente que varia ao
acaso. Por exemplo, a variabilidade dos pesos, ao nascer, de
nascidos vivos de mesmo sexo, da mesma raca, da mesma idade
gestacional e de filhos de maes em condigdes similares de saude
e alimentagao é explicada pelo acaso. Entao, o peso ao nascer é
uma variavel aleatoria.

As grandes amostras de certas variaveis aleatérias permi-
tem construir graficos que tém aparéncia tipica. Como exemplo,
observe a Figura 19.1, que apresenta uma distribuicao de pesos,
ao nascer, de nascidos vivos brancos de sexo masculino, com
cerca de 40 semanas de gestacao. Graficos com esse tipo de
configuragao sao obtidos, por exemplo, quando se analisa o peso

ao nascer de cerca de 2.000 nascidos com caracteristicas iguais.
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Percentual

“f % |

4 5
Peso ao nascer

Figura 19.1: Peso ao nascer de nascidos vivos bran-
cos do sexo masculino com cerca de 40 semanas
de gestacao.

Fonte: Do autor.

As medidas estatisticas que quando sao observadas em
grandes amostras geram o grafico da Figura 19.1 tém distribuicao

normal de probabilidades.

Variaveis aleatorias continuas

As variaveis aleatorias continuas sao aquelas que assumem
valores num intervalo do conjunto dos numeros reais. Por
exemplo: peso (em kg) da mala dos turistas; preco (em reais) da
diaria de um hotel; etc.

Para entendermos uma variavel aleatoria (v.a.) continua,
além de conhecer o intervalo de valores a que ela pertence, é
preciso atribuir probabilidades a esse intervalo de valores, o que
¢ feito pela fungao de densidade de probabilidade, nome dado as
distribuicoes de probabilidades de variaveis aleatérias continuas.

A distribuicao de probabilidade de varidveis aleatérias con-
tinuas chama-se funcao densidade de probabilidade. A distribuicao
acumulada denomina-se funcao reparticao de probabilidades.
Essas formas de apresentagcao do comportamento probabilistico de
variaveis aleatorias continuas objetivam fornecer informacoes uteis

para o pesquisador sobre as variaveis.
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As distribuicoes de probabilidades de variaveis aleatorias
continuaspodemserrepresentadas pelos seus principais parametros
caracteristicos: esperanga matematica (média) e variancia.

Muitas variaveis aleatdrias continuas seguem modelos tipi-
cos de distribuicoes de probabilidades de variaveis aleatdrias,

como a distribuicao normal.

Distribuicao normal

As variaveis observadas na pratica sdao, quase sempre,
resultados da soma de inumeras outras variadveis aleatdrias
independentes. Assim, por exemplo: o tempo gasto na realizacao
de uma viagem turistica é a soma dos tempos despendidos nos
diversos momentos até se chegar ao destino; as caracteristicas
biolégicas dos individuos é a soma das hereditariedades de seus
ancestrais etc.

Tais variaveis dao uma distribuicao que, por ser muito fre-
glientemente encontrada na pratica, € denominada distribuicao

normal.

Caracteristicas gerais

As medidas bioldgicas, as medidas de produtos fabricados
em série e os erros de medidas dao origem a graficos semelhantes
ao apresentado na Figura 19.1.Todas essas medidas sao variaveis
que tém distribuicoes que se aproximam da distribuicao normal,

apresentada na Figura 19.2:
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+ X

t- - - - -

Figura 19.2: Gréfico da distribuicao normal.
Fonte: Do autor.

A distribuicdo normal tem as seguintes caracteristicas:

a. a variavel aleatdria pode assumir qualquer valor real;

b. o gréafico da distribuicao normal € uma curva em forma
de sino, simétrica em torno da média p (I1é-se mi), como
mostra a Figura 19.2;

c. a area total sob a curva vale 1, porque essa area cor-
responde a probabilidade de a variavel aleatoria assumir
qualquer valor real;

d. como a curva é simétrica em torno da média, os valores
maiores do que a média e os valores menores do que a
média ocorrem com igual probabilidade;

e. a configuracao da curva é dada por dois parametros: a
média p e a variancia ¢?>. Mudando-se a média, muda-
se a posicao da distribuicao, como mostra a Figura
19.3. Mudando-se a varidncia, muda-se a dispersao da

distribuicao, como mostra a Figura 19.4.
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'} M
T T

M, M, X
Figura 19.3: Duas distribuicoes normais de mesma variancia e
com médias diferentes.

Fonte: Do autor.

- X

e SV

Figura 19.4: Duas distribuicoes normais de
mesma média e com variancias diferentes.
Fonte: Do autor.

Distribuicao normal reduzida

Denomina-se distribuicao normal reduzida a distribuicao

de Z, a distribuicdo normal de média zero e variancia 1.

Uma variavel aleatéria normal reduzida segue o modelo a

seguir:

X_
z=2""
o

Onde p e 6 sao respectivamente a média e o desvio padrao

de uma variavel aleatéria normal em observagao x.

As probabilidades associadas a distribuicado normal reduzida

sao facilmente obtidas em tabelas. Dai o interesse em estudar esse

tipo particular de distribuicao.
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Observe a Figura 19.5. A area total sob a curva vale 1. Isso
significa que a probabilidade de ocorrer qualquer valor real é 1.
A curva é simétrica em torno da média zero. Entao, a probabilidade
de ocorrer valor maior do que zero € 0,5. Mas qual seria a proba-

bilidade de ocorrer valor entre zero e z= 1,25, por exemplo?

Figura 19.5: Probabilidade de ocorrer valor entre zero e z=1,25.
Fonte: Do autor.

A probabilidade de ocorrer valor entre zero e z = 1,25
corresponde a area pontilhada na Figura 19.5. Essa probabilidade
é encontrada na tabela de distribuicao normal reduzida dada
nesta aula, em anexo. Para mostrar como se usa esse tipo de

tabela, reproduziu-se parte dela na Figura 19.6:

0 1 2 3 4 @ 6
0.0 0.0000 0,0040 0.0080 00120 0.0160 0.0199 0,0239
0.1 0,0398 0.0438 00478 00517 00557 0,0596 00636
0.2 0,0793 0,0832 00871 0,0910 0,0948 0,0987 0.1026
0.3 0.1179 0.1217 01255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406
04 0.1554 0.1591 0.1628 0.,1664 0.1700 0.1736 0.1772
0.5 0.1915 0,1950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 02123
0.6 0,2257 0,2291 0,2324 0,2357 0,2389 0,2422 0,2454
0.7 0.2580 0,2611 0,2642 0,2673 0,2703 0,2734 02764
08 0.2881 0.2910 0,2939 0,2967 0,2995 0,3023 0,3051
09 0,3159 0,3186 0.3212 0,3238 0,3264 0.3289 0.3315
10 03413 0,3438 0.3461 0,3485 0,3508 0,3531 0,3554
11 03643 0,3665 0,3686 0,3708 0,3729 0,3749 0.3770
ﬂ% 0.3849 0,3869 0.3888 0,3907 0,3925 ; 0.3962
I>.J 0,4032 0,4049 0.4066 04082 0.4099 04115 04131
14 04192 0,4207 04222 04236 0.4251 04265 04279

Figura 19.6: Probabilidade de ocorrer valor entre zero e 1,25 utili-
zando a tabela de distribuicado normal reduzida.
Fonte: Do autor.
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Na primeira coluna da tabela apresentada na Figura 19.6
esta o valor 1,2 (para facilitar, este valor foi sombreado). Na
primeira linha da tabela apresentada na Figura 19.6 esta o valor 5
(para facilitar, este valor também foi sombreado). O niumero 1,2
compoe, com o algarismo 5, o numero z = 1,25. No cruzamento
da linha 1,2 com a coluna 5 estd o niumero 0,3944 (também
sombreado). Essa é a probabilidade de ocorrer o valor entre zero
e z=1,25, que corresponde a area pontilhada na Figura 19.5.

Considere outro problema. Qual é aprobabilidade de ocorrer
valor maior do que z = 1,25? Essa probabilidade corresponde a
area hachurada na Figura 19.5. Como a probabilidade de ocorrer
valor maior do que zero é 0,5 e a probabilidade de ocorrer valor
entre zero e z = 1,25 (area pontilhada) é 0,3944, a probabilidade
pedida (area hachurada) é: 0,5 - 0,3944 = 0,1056 ou 10,56%.

Atividade

Atende aos Objetivos 1,2,3 e 4

1. Em mulheres a passeio por uma cidade, foi constatado que a
quantidade de hemoglobina no sangue é uma variavel aleatériacom
distribuicao normal de média py = 6g e desvio padrao ¢ = 1. Fagca o
grafico e calcule a probabilidade de uma mulher que visite a cidade
apresentar de 6 a 8g de hemoglobina a cada 100ml de sangue.
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Resposta Comentada

Primeiro, vamos calcular:

- 8-6
o 1

2

A probabilidade de X assumir valor entre a média 6 e o valor 8 cor-
responde a probabilidade de Z assumir valor entre a média zero e
o valor 2 (area pontilhada no grafico a seguir). Esta probabilidade
constante do anexo 1 é de 0,4772. Entado, a probabilidade de uma
mulher apresentar de 6g a 8g de hemoglobina por 100ml de sangue
€ 0,4772 ou 47,72%.

0 2

Probabilidade de taxa de hemoglobina entre 6g e 8g.

Atividade

Atende aos Objetivos 1,2,3 e 4

2. Qual é a probabilidade de ocorrer valor menor do que z=- 0,50 no
problema da Atividade 1? Note que essa probabilidade corresponde
a area hachurada na figura a seguir:

2 2 Z
-0,50 0 0,50

Probabilidade de ocorrer valor menor do que z=-0,5.
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Resposta Comentada

Para responder a pergunta, primeiro observe que a drea em branco,
entre zero e z = - 0,50, é igual a area pontilhada entre zero e z = 0,50.
Mas quanto vale essa area? Procure, na primeira coluna da tabela de
distribuicao normal reduzida, o valor 0,5 e, na primeira linha, o valor
zero, para compor o numero z = 0,50. No cruzamento entre a linha e
a coluna esta o valor 0,1915, que é a probabilidade de ocorrer valor
entre zero e z = 0,50.

Observe novamente a figura da resposta comentada da Atividade
1. A probabilidade de ocorrer valor menor do que z = - 0,50 é igual
a probabilidade de ocorrer valor maior do que z = - 0,50. Como a
probabilidade de ocorrer valor maior do que a média zero é 0,5, a
probabilidade pedida é dada por: 0,5-0,1915 = 0,3085, ou 30,85%.

Atividade

Atende ao Objetivos 1,2,3 e 4

3. No problema da Atividade 1, qual é a probabilidade de uma
mulher apresentar mais que 18g de hemoglobina por 100ml de
sangue?
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Resposta Comentada

A figura da resposta comentada da Atividade 1 mostra uma area
com dupla hachura, que corresponde a probabilidade procurada.
Como para x = 18 corresponde z = 2, e a probabilidade de Z assumir
valor entre a média zero e o valorz=2 é 0,4772, segue-se que a pro-
babilidade de Z assumir valor maior do que 2 é:

0,5-0,4772 =0,0228 ou 2,28%.

Muitasvariaveisaleatériasde medidascontinuas apresentam
distribuicao normal de probabilidades. Aplicando a tabela da curva
normal reduzida, podemos calcular probabilidades de quaisquer

eventos envolvendo variaveis aleatorias continuas.

Atividade Final

Atende aos Objetivos 1,2,3,4,5e 6

Os gastos dos hospedes de um hotel, denominado de X, seguem a
distribuicdo normal de média R$ 1200,00 e desvio padrdo R$400,00.
Calcule as probabilidades:

a) P(1200 < X < 2000)
b) P(X > 2000)

Resposta Comentada
a) Primeiro, é preciso calcular:
_Xop =2000—1200 _9

o 400

z
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A probabilidade de x assumir valor entre a média 1200 e o valor
2000 corresponde a probabilidade de Z assumir valor entre a média
zero e o valor 2. Esta probabilidade, dada na tabela da normal re-
duzida anexa, € 0, 4772.

b) Como x = 2000 corresponde z = 2, e a probabilidade de z assumir
valor entre a média zero e o valorz=2 é 0, 4772, segue que a proba-
bilidade de Z assumir valor maior do que 2000 é:

0,5-0,4777 =0,0228 ou 2,28%.

Resumo

As variaveis aleatdrias continuas sao as que resultam de proces-
sos de medigao, como peso e altura de turistas.

A distribuicao normal é uma distribuicao de probabilidades para
variaveis aleatdrias continuas tais como medidas biométricas,
tempos gastos em uma tarefa, medidas de produtos industria-
lizados etc.

A distribuicdo normal tem, entre outras caracteristicas, de ser
simétrica em relacdo a sua média, e a area total sob a sua curva
éigual a .

Para o célculo das probabilidades de variaveis aleatérias normal-

mente distribuidas, recorremos a tabela da normal reduzida.

Informacao sobre a proxima aula

Na proxima aula, iremos apresentar outros problemas
envolvendo o calculo de probabilidades na distribuicao normal,

inclusive a aproximacao normal da binomial.
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Anexo

Ultimo digito

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

0.5
0,6
0,7
0.8
0,9

1,0
1,1
1,2
1.3
1,4

1.5
1,6
157
1.8
1,9

2,0
2,1
22
23
24

2,5
2,6
2,7
2,8
29
3,0

0,0000
0,0398
0,0793
0,1179
0,1554

0.1915
0,2257
0,2580
0,2881
0,3159

0,3413
0,3643
0,3849
0,4032
0,4192

04332
0,452
0,4554
0,4641
0,4713

0,4772
0,4821
0,4861

10,4893

0,4918

0,4938
0,4953
0,4965
04974
0,4981
0.4987

0,0040
0,0438
0,0832
0,1217
0,1591

0,1950
0,2291
0,2611
0,2910
0,3186

0,3438
0,3665
0,3869
0,4049
0,4207

0,4345
0,4463
0,4564
0,4649
04719

04778
0,4826
0,4864
0,4896
0,4920

0,4940
0,4955
0,4966
0,4975
0,4982
0,4987

0,0080
0,0478
0,0871
0,1255
0,1628

0,1985
0,2324
0,2642
0,2939
0,3212

0,3461
0,3686
0,3888
0,4066
0,4222

0,4357
0,4474
0,4573
0,4658
0,4726

0,4783
0,4830
0,4868
0,4898
0,4922

0,4941
0,4956
0,4967
0,4976
0,4982
0,4987

0,0120
0.0517
0,0910
0,1293
0,1664

0,2019
0,2357
0,2673
0,2967
0,3238

0,3485
0,3708
0,3907
0,4082
0,4236

0,4370
0,4484
0,4582
0,4664
0,4732

0,4788
0,4834
0,4871
0,4901
0,4925

0,4943
0,4957
0,4968
04977
0,4983
0,4988

0,0160
0,0557
0,0948
0,1331
0,1700

0,2054
0,2389
0,2703
0,2995
0,3264

0,3508
0,3729
0,3925
0,4099
0,4251

0,4382
0,4495
0,4591
0,4671
0,4738

0,4793
0,4838
0,4875
0,4904
0,4927

0,4945
0,4959
0,4969
0,4977
0,4984
0,4988

0,0199
0,0596
0,0987
0,1368
0,1736

0,2088
0,2422
0,2734
0,3023
0,3289

0,3531
0,3749
0,3944
0,4115
0,4265

0,4394
0,4505
0,4599
04678
0,4744

0,4798
0,4842
0,4878
0,4906
0,4929

0,4946
0,4960
0,4970
0,4978
0,4984
0,4989

0,0239
0,0636
0,1026
0,1406
0,1772

0,2123
0,2454
0,2764
0,3051
0,3315

0,3554
0,3770
0,3962
04131
0,4279

0,4406
0,4515
0,4608
0,4686
04750

0,4803
0,4846
0,4881
0,4909
0,4931

0,4948
0,4961
0,4971
0,4979
0,4985
0,4989

0,0279
0,0675
0,1064
0,1443
0,1808

0,2157
0,2486
0,2794
0,3078
0,3340

0,3577
0,3790
0,3980
0,4147
04292

0,4418
0,4525
0,4616
0,4693
0,4756

0,4808
0,4850
0,4884
0,4911
0,4932

0,4949
0,4962
0,4972
0,4979
0,4985
0,4989

0,0319
0.0714
0,1103
0,1480
0,1844

0,2190
0,2517
0,2823
0,3106
0,3365

0,3599
0,3810
0,3997
04162
0,4306

0,4429
0,4535
0,4625
0.4699
0,4761

0,4812
0,4854
0.4887
0,4913
0,4934

0,4951
0,4963
0,4973
0,4980
0,4986
0,4990

0,0359
00753
0,1141
0,1517
0,1879

0,2224
0,2549
0,2852
0,3133
0,3389

0,3621
0,3830
0,4015
0,4177
04319

0,4441
0,4545
0,4633
0,4706
04767

0,4817
04857
0,4890
04916
04936

0,4952
0,4964
0,4974
0,4981
0,4986
0.4990
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Distribuicao normal — calculo
de probabilidades

Meta da aula
Apresentar calculos de probabilidades na distribuicao normal
para quaisquer eventos dados.

Objetivos

Esperamos que, apds o estudo do conteudo desta aula,
vocé seja capaz de:

calcular probabilidades diversas envolvendo a distribuigao
normal;

aplicar a distribuicao normal em situagoes da vida real e
pratica.

Pré-requisito

Para que vocé encontre maior facilidade na compreensao
desta aula, é necessario ter internalizado e exercitado os
conceitos béasicos de probabilidades.




Aula 20 « Distribuicdo normal — célculo de probabilidades

Introducao

Na aula anterior, aprendemos a calcular probabilidades sob
a curva normal quando reduziamos apenas um dos valores envol-
vidos no evento de calculo de probabilidades. Nesta aula, porexemplo,
aprenderemos que existem eventos, no céalculo de probabilidades
sob a curva normal, que sao necessarios quando reduzimos os dois

valores do evento envolvidos no calculo da probabilidade.

Probabilidades na distribuicao normal

Suponha que a quantidade de colesterol em hdspedes de
um Spa tenha distribuicao normal com média 200mg e desvio
padrao 20mg. O grafico dessa distribuicao estd apresentado na

Figura 20.1.

T - X
pn = 200 |
Figura 20.1: Distribuicao normal da taxa de colesterol em héspedes de um Spa.
Fonte: Do autor.

Pode existir interesse em calcular a probabilidade de uma
pessoa hospedada no Spa apresentar entre 200 e 225mg de
colesterol. Essa probabilidade corresponde a area pontilhada na

Figura 20.2.
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Figura 20.2: Probabilidade da taxa de colesterol entre
200 e 225mg.
Fonte: Do autor.

Para calcular probabilidades associadas a distribuicao nor-
mal, usa-se um artificio. Sabe-se que, se X tem distribuicao normal
com média p e desvio padrao o, a variavel a seguir tem distribuicao
normal reduzida. Fica, entao, facil obter as probabilidades associadas
a qualquer distribuicao normal: basta “reduzir” a distribuicao e
obter as probabilidades na tabela de distribuicao normal reduzida,

como mostra a Aula 19.

No exemplo em discussao, deseja-se obter a probabilidade
de uma pessoa hospedada em um Spa apresentar entre 200 e
225mg de colesterol. Como a quantidade de colesterol tem
distribuicdo normal com média p = 200mg e desvio padrao ¢ =
20mg, a variavel a seguir tem distribuicdo normal reduzida.
- X-200
20

Nessa distribuicao, a média é zero e, ao valor x = 225mg,

corresponde:
- 225-200

20

=1,25
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A area pontilhada na Figura 20.2 corresponde a area pon-
tilhada na Figura 20.3. Entao, a probabilidade de X assumir valor
entre 200m e 225m é igual a probabilidade de Z assumir valor
entre zero e z = 1,25 que, como se viu na Aula 19, é igual a 0,3944

ou 39,44%.

Z

0 1,25

Figura 20.3: Probabilidade de ocorrer valor entre
zeroez=1,25.
Fonte: Do autor.

Considere outro exemplo agora: Qual é a probabilidade
de um héspede desse Spa apresentar menos do que 190mg de
colesterol? Essa probabilidade corresponde a area hachurada na

Figura 20.4.

\\.\\\\_\\\&\\\\\“

)

. - X
190 200

Figura 20.4: Probabilidade de a taxa de colesterol ser
menor do que 190mg.
Fonte: Do autor.

96



Estatistica Aplicada ao Turismo

Para resolver o problema, é preciso “reduzir” o valor x =
190mg. Obtém-se entao:

- 190 - 200 _ 0,50

A probabilidade pedida corresponde a probabilidade de Z

assumir valor menor do que z =- 0,5 que, como se viu na Aula 19

Atividade 2, € 0,3085 ou 30,85%.

Atividade

Atende aos Objetivos 1 e 2

1. Os gastos dos héspedes de um hotel, denominado X, seguem
a distribuicdo normal de média R$1.200,00 e desvio padrao
R$400,00. Qual a probabilidade de um héspede apresentar um
gasto entre R$1.000,00 e R$2.000,00?

Resposta Comentada

Primeiro, é preciso calcular:
X-u _1.000-1.200 _

Z= -0,5
o 400
Em seguida, é preciso calcular:
X - -
7 N=2-000 1.200=2,0

o 400
A probabilidade de x assumir valor entre 1.000 e o valor 2.000 cor-
responde a probabilidade de Z assumir entre o valor -0,5 e o valor
2. Basta consultar a tabela da normal reduzida entre zero e -0,5, que
éigual a 0,1915 e a area entre zero e 2, que é igual a 0,4772 e somar:
0,1915 + 0,4772 = 0,6687 ou 66,87 %.

Muitas variaveis aleatdrias de medidas continuas apresen-
tam distribuicdo normal de probabilidades.

Aplicando a tabela da curva normal reduzida, podemos
calcular probabilidades de quaisquer eventos envolvendo varia-
veis aleatorias continuas. Mas é fundamental construir a figura da
normal em cada situacao problema para se verificar qual a area

gue corresponde a probabilidade do problema em questao.
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Atividade Final

Atende aos Objetivos 1 e 2

Suponha que o tempo médio de permanéncia em uma pousada
para turistas em uma cidade seja 50 dias, com desvio padrao igual
a 10 dias. Se for razoavel admitir que o tempo de permanéncia tem
distribuicao aproximadamente normal, qual é a probabilidade de
um hospede, turista na cidade, permanecer na pousada?

a. mais de 30 dias

b. menos de 30 dias

Respostas Comentadas
a.

Chamando de variavel aleatdria X o tempo de permanéncia, entao a
probabilidade pedida é:

P( X > 30)
Primeiro, vamos calcular:
X - -
7z _30-50 _ 5,
o 10

E fundamental que o aluno construa a figura da normal nessa situa-
¢ao problema para se verificar qual a area que corresponde a pro-
babilidade do problema em questao. A probabilidade pedida corres-
ponde na figura da distribuigdo normal reduzida a probabilidade de
Z assumir o valor entre zero e — 2,0 mais 0,5. Essa probabilidade é,
entao, 0,4772 + 0,5 = 0,9772 ou 97,72%.

b.
Chamando de variavel aleatdria X o tempo de permanéncia, entao a
probabilidade pedida é:

P(X < 30)
Primeiro, vamos calcular:
X - i
7 ,u=30 50=_2,0
o 10

E fundamental que o aluno construa a figura da normal nessa situ-
acao problema para se verificar qual a drea que corresponde a pro-
babilidade do problema em questao. A probabilidade pedida corres-
ponde na figura da distribuicdo normal reduzida a probabilidade de
Z assumir o valor 0,5 menos o valor entre zero e — 2,0, Essa probabi-
lidade é, entao, 0,5 - 0,4772 = 0,0228 ou 2,28%.
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Resumo

A distribuicao normal deve ser usada para calcular probabilida-
des de eventos associados as variaveis aleatorias que sejam nor-
malmente distribuidas ou aproximadamente distribuidas.

Para obter as probabilidades a qualquer distribuicao normal,
basta “reduzir” a distribuicao e obter as probabilidades na tabela
de distribuicao normal reduzida.

Informacao sobre a proxima aula

Na proxima aula, iremos apresentar o problema de mensurar

o grau de correlacao entre duas variaveis aleatérias normalmente
distribuidas.
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Correlacao simples

Meta da aula

Apresentar os conceitos basicos que envolvem o calculo da
associagao de duas variaveis aleatorias.

Objetivos

Esperamos que, apds o estudo do conteudo desta aula,
vocé seja capaz de:

diferenciar relagao funcional de relagao estatistica;

N

definir e reconhecer um diagrama de dispersao;

=

definir correlacao linear e classifica-la;

calcular o coeficiente de correlacao linear de Pearson.

Pré-requisitos

Para que vocé encontre maior facilidade na compreensao
desta aula, é necessario ter internalizado e exercitado os
conceitos basicos de probabilidades das Aulas 1, 19 e 20.




Aula 21 - Correlagdo simples

Introducao

Nas aulas anteriores, nossa preocupacao era descrever a distribuicao
de valores de uma Unica variavel. Com esse objetivo, aprendemos a
calcular medidas de tendéncia central e variabilidade.

Quando, porém, consideramos observacoes de duas ou mais
variaveis, surge um novo problema: as relacées que podem existir
entre as varidveis estudadas. Nesse caso, as medidas estudadas
nao sao eficientes.

Assim, quando consideramos varidveis como peso e altura de um
grupo de turistas, uso do cigarro e incidéncia de cancer, procuramos
verificar se existe alguma relacao entre as variaveis de cada um
dos pares e qual o grau dessa relacao. Para isso, € necessario o
conhecimento de novas medidas.

Sendo a relacao entre as variaveis de natureza quantitativa, a
correlacao é o instrumento adequado para descobrir e medir
essa relacao. Ficaremos restritos as relagoes entre duas variaveis

que é chamada de correlacao simples.

Relacao funcional e relacao estatistica

Como sabemos, o perimetro e o lado de um quadrado estao
relacionados. A relacao que os liga é perfeitamente definida e
pode ser expressa por meio de uma sentenca matematica:

2p=4v¢

Onde 2p é o perimetro e ¢ é o lado do quadrado.

Atribuindo-se, entdo, um valor qualquer a ¢, é possivel
determinar exatamente o valor de 2p.

Consideremos, agora, a relacdo que existe entre o peso
e a estatura de um grupo de turistas hospedados em um hotel.
E evidente que essa relacdo nao é do tipo da anterior; ela € bem
menos precisa. Assim, pode acontecer que a estaturas diferentes
correspondam pesos iguais ou que a estaturas iguais correspondam

pesos diferentes.
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As relacoes do tipo perimetro-lado sao conhecidas como
relacées funcionais e as do tipo peso-altura, como relagoes esta-
tisticas. As relacoes funcionais sao um caso limite das relagoes
estatisticas pois elas sao totalmente precisas.

Quando duas variaveis estao ligadas por uma relagao

estatistica, dizemos que existe correlacao entre elas.

Diagrama de dispersao

Consideremos uma amostra aleatdria, formada por dez
dos 98 alunos de uma classe da faculdade A e pelas notas por
eles obtidas em Matematica e Estatistica.

Tabela 21.1: Notas em Matematica e Estatistica

Notas

Nes Matematica Estatistica

(X) (v)

5,0 6,0
8 8,0 9,0
24 70 8,0
38 10,0 10,0
44 6,0 5,0
58 7,0 70
59 9,0 8,0
72 3,0 4,0
80 8,0 6,0
92 2,0 2,0

Fonte: Do autor.

Representando, em um sistema coordenado cartesiano or-
togonal, os pares ordenados (x;,y,), obtemos uma nuvem de pontos
que denominamos diagrama de dispersao. Esse diagrama nos

fornece uma idéia grosseira, porém util, da correlagao existente.
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Yih

10 1 L

L T T T T

0 2 4 6 8 10

xy

Figura 21.1: Diagrama de dispersao das
notas dos alunos da faculdade.

Fonte: Do autor.

Correlacao linear

Os pontos obtidos da Figura 21.1, vistos em conjunto, for-
mam uma elipse em diagonal. Podemos imaginar que, quanto
mais fina for a elipse, mais ela se aproximara de uma reta. Dizemos,
entao, que a correlacao de forma eliptica tem como “imagem”
uma reta, sendo, por isso, denominada correlacao linear.

E possivel verificar que a cada correlacao esta associada
como “imagem” uma relacao funcional. Por esse motivo, as

relacoes funcionais sao chamadas relacoes perfeitas.

YA reta
imagem
10 1
.
81 [ ] [ ]
6 . )
e
4 .
2.
T T >0 A T ‘:
0 2 4 6 8 10 2

Figura 21.2: Correlagao linear.
Fonte: Do autor.
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Como a correlacao em estudo tem como imagem uma reta
ascendente, ela é chamada correlagao linear positiva.
Assim, uma correlacao é:
a) linear positiva se os pontos do diagrama tém como
“imagem” uma reta ascendente;
b) linear negativa se os pontos do diagrama tém como

“imagem” uma reta descendente.

Se os pontos apresentam-se dispersos, nao oferecendo
uma “imagem” definida, concluimos que nao ha relagao alguma

entre as variaveis em estudo.

Temos, entao:

Figura 21.3: Os diferentes tipos de correlacgao.
Fonte: Do autor.

Coeficiente de correlacao linear

O instrumento empregado para a medida da correlagao
linear é o coeficiente de correlacao. Esse coeficiente deve indicar
o grau de intensidade da correlagao entre duas variaveis e, ainda,

o sentido dessa correlagao (positiva ou negativa).
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Faremos uso do coeficiente de correlacao de Pearson, que
é dado pela férmula:

N> Xxjyj - 2(xj) 2-(yi)
NS (x5 y3 - (Cy; )

r=

Onde n é o numero de observagoes.
Os valores limites de r sdo -1 e +1, isto é, o valor de r
pertence ao intervalo [ -1, +1].

Assim:

a. se a correlacao entre duas variaveis é perfeita e positiva,
entaor = +1;

b. se a correlagao é perfeita e negativa, entao r =-1;

c. se nao ha correlagao entre as variaveis, entaor =0.

Logicamente:

a. se r=+1, hd uma correlagao perfeita e positiva entre as
variaveis;

b. se r =-1, hd uma correlacao perfeita e negativa entre as
variaveis;

c. se r = 0, ou ndo ha correlagao entre as variaveis ou a
relacao que porventura exista nao é linear. Por exemplo,

a relagao curvilinea.

Para que uma relacao possa ser descrita por meio do
coeficiente de correlacdo de Pearson, é imprescindivel que ela
se aproxime de uma funcao linear. Uma maneira pratica de
verificarmos a linearidade da relagcao é ainspecao do diagrama de
dispersao: se a elipse apresenta saliéncia ou reentrancias muito

acentuadas, provavelmente trata-se de correlacao curvilinea.

Critério para indicar correlacao entre as
variaveis como significativa

Para podermos tirar algumas conclusoes significativas
sobre o comportamento simultaneo das varidveis analisadas, é
necessario que:

06<|r|<1
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Se 0,3<|r|<0,6, ha uma correlagdo relativamente fraca
entre as variaveis.

Se0<|r|<0,3, acorrelacao é muito fraca entre as variaveis
e, praticamente, nada podemos concluir sobre a relagao entre as

variaveis em estudo.

Exemplo:
Vamos , entao, calcular o coeficiente de correlagao relativo
a Tabela 21.1. O modo mais pratico para obtermos r é abrir, na tabela,

colunas correspondentes aos valores de xy,, X% , y? . Assim:

Tabela 21.2: Calculo do coeficiente de correlagao linear

Matematica | Estatistica XY, X% '

(x) ly,)

5 6 30 25 36
8 9 72 64 81
7 8 56 49 64
10 10 100 100 100
6 5 30 36 25
7 7 49 49 49
9 8 72 81 64
3 4 12 9 16
8 6 48 64 36
2 2 4 4 4

X =65 X =65 X =473 Y =481 X =475

Logo:

. 10x473-65x65
J[10x 481- (65)21.[10 x 475 - (65)2]

4.730-4.225
J[4.810-4.225].[4.750 - 4.225]

505
"= /685x525

r=0,911

Esta correlagao é significativa, uma vez que 0,911 esta no

intervalo 06 < |r|<1.
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Atividade

Atende aos Objetivos 3 e 4

1. Um grupo de turistas fez uma avaliacao do peso aparente de
alguns objetos tipicos de uma regiao visitada. Com o peso real e a
média dos pesos aparentes dados pelo grupo, obteve-se tabela:

Peso real 18 30 42 62 73 97 120
Peso aparente 10 23 33 60 91 98 159

Calcule o indice de correlacao. Que tipo de correlacao a amostra
apresenta?

Resposta Comentada

E necessario realizar a tabela de célculo a seguir:

Calculo do coeficiente de correlacao linear

Peso real Peso aparente ) )
(x) (y) XY Xi Vi
18 10 180 324 100
30 23 690 900 529
42 33 1.386 1.764 1.089
62 60 3.720 3.844 3.600
73 91 6.643 5.329 8.281
97 98 9.506 9.409 9.604
120 159 19.080 14.400 25.281
=442 =474 =41.205 =35.970 =48.484
Logo:

e 7 X 41.402 - 442 x 474
\I7 x 35.970 - (442)2).[7 x 48.484 - (474)2 |

_ 289.814 - 209.508
J56.426 x114.712

_ 80.306

'=80.453

r=0,9982
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A correlagao entre as varidveis é do tipo forte positiva.

Se tivermos duas variaveis aleatorias quantitativas, podemos medir
arelacao linear entre elas, primeiramente sondando esta relagao por
meio do diagrama de disperséao e, se for significativa, calcular o seu
grau de intensidade por meio do coeficiente de correlacao linear de

Pearson.

Atividade Final

Atende aos Objetivos 3 e 4

Pretendendo-se estudar a relacao entre as varidveis “consumo
de energia elétrica de agéncias de turismo(x)” e “volume de
servicos nas agéncias de turismo(y )’ fez-se uma amostragem
que inclui vinte agéncias, computando-se os seguintes valores:

Ix.= 1,34, Ty =20,72, ¥x2i=12,16, Sy =84,96, Ixy,=22,13

Calcule o coeficiente de correlacao. Qual o tipo de correlagcao que
as variadveis apresentam?

109



Aula 21 - Correlagdo simples

Resposta Comentada

Podemos aplicar a formula do coeficiente de correlagao de Pearson
diretamente:

.- 20 x 22,13-11,34 x 20,72
120 X 12,16 -(11,34)2] x [20 x 84,96 - (20,72)]

.. 44260-23496
~ 114,60 x 1.269,88

,e 207,64
~ 381,48
r=0,544

A correlagédo é significativamente positiva.

Resumo

O grau de relacao estatistica entre duas variaveis aleatérias
quantitativas denomina-se correlacao.

Podemos ter uma idéia grosseira porém util do grau de correlagao
entre duas variaveis utilizando o diagrama de dispersao. A correla-
¢ao de forma eliptica tem como “imagem” uma reta, denominada
correlacao linear.

Uma “imagem” ascendente dos pontos no diagrama revela uma
correlagao linear positiva. Uma “imagem” descendente dos pon-
tos no diagrama revela uma correlacao linear negativa.

O instrumento empregado para se medir a correlacao linear en-
tre duas variaveis aleatorias quantitativas € o coeficiente de cor-
relacao de Pearson(r).

Para que possamos tirar tomar decisoes administrativas e cien-

tificas com base na relacao de duas variaveis, € necessario que

06<|r|[<1.
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Informacoes sobre a proxima aula

Uma vez caracterizada a relacao linear, procuramos des-
crevé-la por meio de uma fungcdo matematica. A regressao é o
instrumento adequado para a determinagao dos parametros dessa

correlacao. E o que iremos estudar na préxima aula.
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Regressao simples

Meta da aula
Apresentar os conceitos e a metodologia basica que envolve
a aplicacao da regressao simples.

Objetivos

Esperamos que, apds o estudo do conteudo desta aula,
vocé seja capaz de:

avaliar os objetivos da andlise de regressao;

explicar o procedimento adotado para estimar os
parametros da regressao;

interpretar o significado da estimacao dos parametros
a e d dareta;

F1 avaliar as aplicacoes da analise da regressao simples;

definir o conceito e a utilizacao da regressao simples.

Pré-requisitos

Para que vocé encontre maior facilidade na compreensao
desta aula, é necessario ter internalizado e exercitado os
conceitos basicos de probabilidades das Aulas 1, 19, 20 e 21.




Aula 22 - Regressao simples

Introducao

A anélise de regressao simples é uma técnica estatistica que é
utilizada para relacionar duas varidveis. Aqui, uma variavel de
interesse, a variavel dependente ou de resposta (Y), é relacionada
a uma variavel independente ou explicativa (X). O objetivo da
andlise de regressao é construir um modelo de regressao ou
uma equacao de previsao relacionando a variavel dependente
com uma variavel independente.

Nesta aula, vamos discutir a forma mais simples de analise
de regressao: a andlise de regressao com duas variaveis e a
variavel de interesse que se relaciona com apenas uma variavel
independente. A analise de regressao que envolve mais de uma

variavel independente é chamada regressao multipla.

Ajustamento da reta

Sempre que desejamos estudar determinada variavel em
funcao de outra, fazemos uma andlise de regressao.

Podemos dizer que a analise de regressao tem por objetivo
descrever, por meio de um modelo matematico, a relagao entre
duas variaveis, partindo de n observacoes das mesmas.

A variavel sobre a qual desejamos fazer uma estimativa
recebe o nome de variavel dependente e a outra recebe o nome
de variavel independente.

Assim, supondo X a variavel independente e Y a depen-
dente, vamos procurar determinar o ajustamento de uma reta a
relacao entre essas variaveis, ou seja, vamos obter uma funcao
definida por:

Y=aX+b

Onde a e b sdao os parametros do modelo a ser estimados.
Sejam duas varidveis X e Y, entre as quais exista uma
correlacao acentuada, embora nao perfeita, como, por exemplo,

as que formam a Tabela 22.1.
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Tabela 22.1: Dados para analise de regressao

X 5 8 7 10 6 7 9 3 8
Y 6 9 8 10 5 7 8 4 6

O diagrama de regressao é dado por:

Y 4r
10 1 L
L]
° °
°
° .
54 .
L]
L
0 5 10 x

Figura 22.1: Diagrama de dispersao dos dados da Tabela 22.1.

Podemos concluir, pela forma do diagrama, que se trata de
uma correlacao retilinea, de modo a permitir o ajustamento de

uma reta, imagem da funcao definida por:

Y=aX+b

Vamos, entao, calcular os valores dos parametros a e b

com ajuda das férmulas:

nExi Y; 'inzyi
a= 2 2
nx%-(2x)
b=Y-ax

onde:
n € o numero de observacgoes;

X é a média dos valores de x;;

Y é a média dos valores de y..
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Como estamos fazendo uso de uma amostra para obtermos
os valores dos parametros, o resultado, na realidade, é uma
estimativa da verdadeira equacao de regressao. Sendo assim,

para especificar isso, escrevemos:

Y =aX+b,

onde Y é oY estimado.

Formemos, entao, a tabela de valores:

Tabela 22.2: Tabela de valores para o célculo da regressao

X, Y, XY, X2
5 6 30 25
8 9 72 64
7 8 56 49
10 10 100 100
6 5 30 36
7 7 49 49
9 8 72 81

3 4 12 9

8 6 48 64
2 2 4 4

T =65 = 65 =473 | x=481

Temos assim:

,_10x473-65x65 _ 505

10x482-(65)2 585
a=0,8632
_ 65
X=20=6,5
_ 65
V=20=6,5

Parte-se entao para:
b=6,5-0,8632X6,5=0,8892
onde:

a=0,86eb=0,89.
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Logo:

Y =0,86X +0, 89.

o
@ Atividade

Atende aos Objetivos 1,2,3,4e5

1. Um grupo de turistas fez uma avaliacao do peso aparente de
alguns objetos tipicos de uma regiao visitada. Com o peso real
e a média dos pesos aparentes, dados pelo grupo, obteve-se a

seguinte tabela:

Peso real 18 30 42 62 73 97 120
Peso aparente 10 23 33 60 91 98 | 159

Obtenha a equacao da reta.
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Resposta Comentada

E necessério realizar a tabela de valores a seguir:

Tabela 22.3: Calculo da equacao de regressao

Peso real Peso aparente XY, X2
(x) (y,)
18 10 180 324
30 23 690 900
42 33 1.386 1.764
62 60 3.720 3.844
73 91 6.643 5.329
97 98 9.506 9.409
120 159 19.080 14.400

X =442 =474 X =41.205 X =35.970

Temos assim:

7 x 41.205 - 442x474  78.927
a= =
7 x 35.970-(442)°  56.426
a=1,3988

Parte-se entao para:
b=677-1,3988 x 63,1 =-20,5643.
onde:
a=140eb=-20,56.
Logo:

Y = 1,40 X - 20, 56.
Se tivermos duas variaveis aleatorias quantitativas, poderemos medir
a relacao linear entre elas, primeiramente sondando essa relagao por
meio do diagrama de dispersao e se for significativa, calcular o seu
grau de intensidade por meio do coeficiente de correlacao linear de
Pearson. Uma vez constatada a correlagao linear, poderemos descre-
vé-la por meio de uma equagdo matematica denominada regressao
linear.
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Atividade Final

Atende aos Objetivos 1,2,3,4e5

Pretendendo-se estudar a relagao entre as variaveis “consumo
de energia elétrica de agéncias de turismo (x)” e “volume de
servicos nas agéncias de turismo (y)’ fez-se uma amostragem
que inclui vinte agéncias, computando-se os seguintes valores:

Ix.= 11,34, Xy =20,72, x> = 12,16, Xy’ =84,96, Xxy, = 22,13

Obtenha a equacao da reta.

Resposta Comentada

Podemos aplicar as formulas de estimagao dos pardmetros
diretamente:

20x22,13-11,34 x 20,72 207, 6352
a= =
20x12,16-(11,34)°  114,6044

a=1,8118.
— 11,34
X = =0,567
20
— 20,72
Y = =1,038
20
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Parte-se entao para:
b=1,038-1,8118 x 0,567 = 0,0107
Em que:
a=181eb=0,01
Logo:

Y =1,81X-0,01.

Resumo

Uma vez caracterizada a relacao linear, procuramos descrevé-la por
meio de uma funcao matematica. A regressao € o instrumento ade-
quado para a determinacao dos parametros dessa correlagao.

A variavel sobre a qual desejamos fazer uma estimativa recebe o
nome de variavel dependente e a outra recebe o nome de variavel
independente.

A analise de regressao simples é a analise de regressao que é
utilizada para relacionar duas variaveis.

Utilizando formulas podemos estimar os parametros a e b da ver-

dadeira equacao de regressao simples.

Informacoes sobre a proxima aula

Na nossa ultima aula, discutiremos os conceitos de dados
absolutos e dados relativos, essenciais na fase de anélise de da-

dos na utilizacdo do método estatistico em pesquisa.
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Meta da aula

Apresentar os conceitos e os tipos de numeros relativos.

Objetivos

Esperamos que, apds o estudo do conteudo desta aula,
vocé seja capaz de:

conceituar e diferenciar nUumeros absolutos e numeros
relativos;

identificar a importancia e o uso dos dados relativos;

conceituar, diferenciar e calcular percentagens, indices,
coeficientes e taxas.

Pré-requisitos

Para que vocé encontre maior facilidade na compreensao
desta aula, sdo necessarios os conceitos das Aulas 5,6 e 7.




Aula 23 « Nimeros relativos

Introducao

Os dados dispostos em tabelas e graficos estatisticos podem
ser de duas naturezas: absolutos ou relativos. E importante que
o analista de dados saiba o conceito de cada um desses tipos de
dados para melhor interpretar os resultados de sua pesquisa, além
de ter disponivel um poderoso instrumento de interpretacao das
informacdes obtidas com o método estatistico, que sao os nimeros

relativos definidos como percentagens, indices, coeficientes e taxas.

Dados absolutos

Os dados estatisticos resultantes da coleta direta da fonte,
sem outra manipulacdo sendao a contagem ou medida, sao
chamados dados absolutos.

A leitura dos dados absolutos pode ser enfadonha e inex-
pressiva. Embora esses dados traduzam um resultado exato e fiel,
eles ndo tém a virtude de ressaltar de imediato as suas conclusoes
numeéricas, dai o uso imprescindivel que faz a Estatistica dos dados

relativos.

Dados relativos

Dados relativos sao o resultado de comparagao por quo-
ciente (razoes) que se estabelece entre dados absolutos, e tém por
finalidade realcgar ou facilitar as comparacoes entre quantidades.

Traduzem-se os dados relativos, em geral, por meio de per-

centagens, indices, coeficientes e taxas.

Percentagens

Percentagem ¢é a parte proporcional calculada sobre 100

unidades.
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Consideremos a série a seguir:

Tabela 23.1: Reservas em hotéis da cidade Y*

Hotéis Numero de reservas
A 19.286
B 1.681
C 234

Total 21.201

*Dados ficticios.

Calculemos as percentagens de reservas em cada hotel:

19.286 x100 _ : o
Hotel A — sz_90,96_91,0/o

1.681x100 _ .. _ oo
HotelB — W_7,92_7,9A>

234 x100 _ 140
HotelC — sz_1,10_1,1/o

Com esses dados, podemos formar uma nova coluna na

série em estudo.

Tabela 23.2: Reservas em hotéis da cidadeY com percentagens*

Hotéis Numero de reservas %
A 19.286 91,0
B 1.681 79
C 234 1,1

Total 21.201 100,0

*Dados ficticios.

Os valores dessa nova coluna nos dizem que, de cada 100
reservas dos hotéis considerados da cidade, 91 sao para o hotel
A, 8, aproximadamente, para o hotel B e 1 no hotel C.

O emprego da percentagem é de grande valia quando é
nosso intuito destacar a participagcao da parte no todo.

Consideremos, agora, a seguinte série.

Tabela 23.3: Reservas em hotéis da cidadeY e W*

Hotéis | Numero de reservas Nuamero de reservas
cidadeY cidade W

A 19.286 38.660

B 1.681 3.399

C 234 424

Total 21.201 42.483

*Dados ficticios.
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Qual das cidades tem, comparativamente, maior niumero

de reservas nos hotéis considerados?

Como o numero total de reservas é diferente nas duas

cidades, nao é facil concluir a respeito usando os dados absolutos.

Porém, usando as percentagens, tal tarefa fica bastante facilitada.

Assim,

acrescentando na Tabela 23.3 as colunas correspon-

dentes as percentagens, obtemos a seguinte tabela:

Tabela 23.4: Reservas em hotéis da cidadeY e W com percentagens

Hotéis CidadeY Cidade W

Reservas % Reservas %
A 19.286 91,0 38.660 91,0
B 1.681 79 3.399 8,0
C 234 11 424 1,0
Total 21.201 100,0 42.483 100,0

A leitura da Tabela 23.4 permite dizer que os hotéis consi-

derados, comparativamente, contam, praticamente, com o mesmo

numero de reservas nas duas cidades em que estao instalados.

)
?
Do mesmo modo que tomamos 100 para base de
comparacao, também podemos tomar outro numero
qualquer, dentre os quais destacamos o numero 1.
E claro que, supondo o total igual a 1, os dados
relativos das parcelas serao todos menores que 1.
Em geral, quando usamos 100 para a base, os dados
sao arredondados até a primeira casa decimal; e
quando tomamos 1 por base, sao arredondados até
a terceira casa decimal.
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' Atividade

Atende ao Objetivo 3

1. Complete a tabela a seguir

Pousadas | N° de turistas Dados relativos
Por 1 Por 100
A 175 0,098 9,8
B 222
C 202
D 362
E 280
F 540
Total 1.781 1,000 100,0

Resposta Comentada

Devemos langar na tabela as percentagens realizadas nas bases 1 e
100:

Pousadas | Ne de turistas Dados relativos
Por 1 Por 100

A 175 0,098 9,8
B 222 0,125 12,5
C 202 0,113 1,3
D 362 0,203 20,3
E 280 0,157 15,7
F 540 0,304 30,4

Total 1.781 1,000 100,0

indices

Os indices sao razoes entre duas grandezas tais que uma
nao inclui a outra.
Exemplos:

. g opulacao
Densidade demograﬁca:M

superficie
indices econdomicos:

Valor totaldaproducao
populacao

Populacao per capita =
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Coeficiente de cancelamento dereservas =

Coeficiente de natalidade =

Coeficiente demortalidade =

consumo do bem ou servi¢o

Consumo per capita = populacédo

demanda pelobem ou servico

Demanda per capita =

populacao
. renda
renda per capita= ——————
populacao
. , receita
receita per capita= ————~—
populacao

Coeficientes

Os coeficientes sao razoes entre o numero de ocorréncias e o

numero total (nimero de ocorréncias e nimero de nao ocorréncias).

Exemplos:

Numero de nascimentos

Populacao total

Numero de 6bitos

Populacao total

Numero dereservas canceladas

Reservas totais

Taxas

As taxas sao os coeficientes multiplicados por uma poténcia

de 10 (10, 100, 1.000 etc.) para tornar o resultado mais inteligivel.

Exemplos:

Taxa de mortalidade = coeficiente de mortalidade x 1.000.
Taxa de natalidade = coeficiente de natalidade x 1.000.

Taxa de cancelamento de reservas = coeficiente de cance-

lamento de reservas x 100.
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Atividade

Atende aos Objetivos 2 e 3

2. O hotel A registrou 733.986 reservas no inicio de um feriadao e
683.816 no fim do feriadao. O hotel B apresentou 436.127 reservas
no inicio do feriadao e 412.457 no fim do feriadao. Qual o hotel
que apresentou maior saida de hospedes?

Reposta Comentada

733.986 - 683.816

A—TSR = x100=0,0683 x 100 = 6,83 =6, 8%.
733.986
436.127 - 412.457
B—TSR = x100=0,0542 x 100 =5,42 =5,4%.
436.127

O hotel que apresentou maior saida de hdspedes foi o A.

Os dados relativos constituem técnicas estatisticas que
possibilitam o destaque do que ha de mais essencial na infor-
macao, o que muitas vezes nao acontece de imediato com os
dados absolutos. A principal vantagem dos dados na forma
relativa é possibilitar comparacoes de categorias de variaveis,

quando o numero total em cada categoria for diferente.
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Atividade Final

Atende aos Objetivos 2 e 3

Considerando que Minas Gerais, em 1992, apresentou (dados
fornecidos pelo IBGE):

populacao: 15.957.600 habitantes;
superficie: 5686.624 km?;
nascimentos: 292.036;

6bitos: 99.282.

Calcule:
a) o indice da densidade demogréfica;
b) a taxa de natalidade;

c) a taxa de mortalidade.

Respostas
. L. 15.957.600 . 2
a) Densidade demogréfica = ———— = 27, 20 habitantes / km”* .
586.624
) 292.036
b) Taxa de natalidade = —— x 1.000 = 18, 30%.
15.957.600
. 99.281
c¢) Taxa de mortalidade = ——  x 1.000 = 6, 22%.
15.957.600
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Resumo

Os dados estatisticos resultantes da coleta direta da fonte, sem
outra manipulagao sendo a contagem ou medida, sdo chamados
dados absolutos. Dados relativos sao o resultado de comparagao
por quociente (razoes) que se estabelece entre dados absolutos, e
tém por finalidade realcar ou facilitar as comparacoes entre quan-
tidades. Traduzem-se os dados relativos, em geral, por meio de
percentagens, indices, coeficientes e taxas.

Percentagem € a parte proporcional calculada sobre 100 unida-
des. Os indices sao razoes entre duas grandezas tais que uma nao
inclui a outra. Os coeficientes sao razoes entre o numero de ocor-
réncias e o niumero total (nUmero de ocorréncias e nimero de
nao-ocorréncias). As taxas sao os coeficientes multiplicados por
uma poténcia de 10 (10, 100, 1.000 etc.) para tornar o resultado
mais inteligivel. Os dados relativos sao importantes na analise de
dados, pois permitem de imediato o realce no que ha de mais
importante no conjunto de informacgdes e permitem comparagoes
entre variaveis de natureza diferente, entre variaveis em unidades
de medidas diferentes e entre categorias de variaveis com totais

diferentes.

Nota Final

Com esta aula, concluimos o estudo do método estatistico.
Esperamos que vocé possa, assim, estar apto a desenvolver pes-
quisas quantitativas e realizar andlises de dados na sua area do
saber com exceléncia.

Desejo sucesso em sua area de formacao e que vocé possa

exercé-la de forma prazerosa e plena.
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