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Semana 01 - Boas vindas!

Queridos alunas e alunos de Pré-Calculo! Sabem qual é a paisagem da figura? E uma vista

da praia de Piratininga, Niterdi, onde essas notas foram escritas. Espero que vocés encontrem
em cada pedacinho delas um pouco do ar salgado daqui, da tranqiilidade que este lugar me

transmite.

Para que serve o Pré-Calculo?

O principal papel do Pré-Calculo é prepara-lo para cursar uma importante cadeia de disciplinas:
Célculo I, II, IIT e IV, Equacoes Diferenciais e Analise Matemaética.

A experiéncia a ser adquirida nesta disciplina lhe dara a desenvoltura necessaria para lidar
com os contetidos associados as fungoes reais, matéria basica para o Célculo I. Ao terminar
deste termo voce estard preparado para efetuar as principais operacoes com funcoes, habilidade
tao necessaria no Calculo I. Além disso, vocé terd tido uma boa experiéncia com um grande
nimero de exemplos de fungoes, tais como as trigonométricas, as exponenciais e logaritmicas,
facilitando a construgao dos novos conteidos e a assimilacao das novas idéias que serao intro-

duzidas nas disciplinas posteriores.

O Pré-Calculo e o Ensino a Distancia

Além de construir uma sélida base de conhecimentos matematicos, vocé também adquirird
hébitos e atitudes que lhe permitirao aproveitar plenamente as vantagens do Ensino a Distancia.

Voceé sabia que Ensino a Distancia também é chamado de distance learning, em inglés?
Podemos traduzir essa expressao como aprendendo a distancia. Nao é interessante, essa per-

spectiva? Ela enfatiza o compromisso de todas as partes envolvidas no processo.
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As enormes vantagens que essa modalidade de ensino oferece ja s@o muito conhecidas e

tenho certeza que seu compromisso com o curso ¢ grande. No entanto, é importante salientar

algumas daquelas caracteristicas tao necessarias para se ter sucesso nessa forma de aprendiza-
gem.

Como ter sucesso no Ensino a Distancia — Algumas sugestoes

E preciso ter consciéncia de que fazer uma licenciatura de Matematica a distancia é uma tarefa
dificil, especialmente se levarmos em conta a boa qualidade do ensino que praticamos. Para
ter sucesso nessa empreitada é fundamental que vocé disponha de muita determinacao e esteja
disposto a fazer certos sacrificios.

Entre outras coisas pode-se mencionar a importancia de se ter forca de vontade, auto-
disciplina e dedicagao. Organizacao também é muito importante. Lembre-se de que essas
caracteristicas podem e devem ser cultivadas. Pensando nisso, escrevermos uma lista de su-

gestoes que poderao ser uteis:

(a) E preciso ter uma agenda semanal de trabalho que lhe garanta tempo de qualidade

para dedicar-se a disciplina.

(b) A presenca nas secoes de tutoria e a formagao de grupos de estudo sao ferramentas

poderosas que vocé dispoe para progredir no curso. Nao deixe de usufruir dessas instancias.
Isso enriquecera sua vida académica e o ajudara a fortalecer amizades que durarao por toda a
vida.

(¢) A Tutoria a Distancia tem um papel importante a cumprir no seu programa de estudos.
Ela lhe darda uma maior agilidade para debelar duvidas e é um privilégio acessivel apenas aos
alunos da EAD. Lembre-se do velho guerreiro: “Quem nao se comunica, se estrumbica”.

(d) O material didatico disponibilizado lhe dard um caminho seguro para a constru¢ao do
seu conhecimento. O trabalho semanal com os EPs e a posterior andlise dos correspondentes
gabaritos o ajudarao a ficar em dia com os estudos. Esse trabalho lhe permitird tracar um
mapa do curso, pelo qual vocé precisa navegar. Ele lhe indicard os temas semanais que voceé
precisa estudar, determinara os exercicios tipicos que vocé nao deve deixar de fazer, marcando
um ritmo de estudo e progresso que voce deve tentar manter.

Sugiro fortemente que o seu estudo intercale as leituras das aulas com o dos EPs. As
aulas apresentam o conteido da disciplina de uma forma agradavel e com exemplos, além de
exercicios sugeridos. Os EPs trarao comentarios adicionais e mais algumas novidades, além de
apresentar diretamente a perspectiva do coordenador da disciplina.

Quero deixar claro que o uso de outros textos didaticos é fortemente encorajado. A capaci-
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dade de buscar materiais didaticos alternativos é necessaria para a sua formacao. Mas, nao

deixe de exercer (e desenvolver) senso critico. Nem tudo que reluz é ouro!

Comentarios gerais sobre o conteido das aulas

Antes de apresentar os exercicios sugeridos para esta primeira semana, vamos comentar alguns

aspectos do conteudo das duas primeiras aulas.

Do que tratam as duas primeiras aulas?

Essas duas aulas tratam de nimeros. Numeros naturais e racionais. Poderiamos até dizer que
sao esses 0s objetos mais béasicos na Matematica. Na verdade, para muitas pessoas, esses sao
os principais objetos matematicos com que elas lidam. Mas, Matematica é muito vasta. Em
algumas linguas, como inglés, diz-se Matematicas. Numa primeira impressao, vocé poderia se
perguntar: o que eu ainda tenho a aprender sobre os niimeros? Podemos soma-los, multiplica-
los, resolver problemas simples com eles, e 0 que mais?

Voceé ficaria surpreso se soubesse que os nimeros, mesmo se considerarmos apenas oS
nimeros naturais, reservam mistérios quase insondaveis?

Aqui estao algumas observacoes que poderao, se nao apresentar novidades, pelo menos
colocar certas coisas em uma nova perspectiva.

Quando nos referimos a niimeros, na mais primitiva acepcao da palavra, queremos dizer

numeros naturais. Denotamos

N = {1,234, ...}

Esses sao os nimeros como os antigos matematicos gregos consideravam. Note que nao
incluimos o zero. Pode ser uma surpresa mas, na verdade, o zero como nimero e como digito
custou muito a se firmar na Matematica.

Apresentamos a seguir trés enderecos na internet que trazem artigos sobre a Histéria do
Zero. O terceiro é em inglés, mas é o melhor deles.

http://www.somatematica.com.br/historia/zero.php

http://pt.wikipedia.org/wiki/Zero

http://www-history.mes.st-andrews.ac.uk /Hist Topics / Zero.html

3
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Por que representamos os inteiros pela letra Z7

Os ntmeros, por si s6, representam o lado analitico (ou, por assim dizer, algébrico) da
Matematica. Quando usamos uma reta para representar os numeros, como € feito na Aula 1,
temos uma oportunidade de percebe-los sob um ponto de vista geométrico.

Aqui estamos diante de uma coisa importante. O conteiiddo matematico pode ser visto
sob diferentes perspectivas, algumas mais naturais para cada um de nds, outras, nem tanto.
Aqui estamos observando os numeros por uma perspectiva geométrica. KEssa representacao
geométrica dos nimeros pode nos servir como uma excelente motivagao para introduzir os
nimeros negativos, aqueles que estdao posicionados a esquerda do zero (o marco inicial) e

dispostos simetricamente aos naturais. Assim, temos os numeros inteiros, denotados
Z={...,-3 -2, -1,0,1, 2 3, ... }.

Vocé sabe por que usamos a letra Z para representar os inteiros, e nao algo como I7
Bem, como vocé deve saber, a Teoria de Conjuntos foi criada por Georg Cantor, que falava

alemao, e nimeros, em alemao, se diz Zahlen.

O que torna os inteiros tao interessantes?

A propésito, no material didatico vocé encontrou a informacao que o conjunto dos numeros
naturais, assim como o conjunto dos inteiros sao conjuntos infinitos. Vocé sabe caracterizar
conjunto infinito? Ou seja, dado um certo conjunto, como podemos determinar se ele é ou nao
infinito? Ganha um doce quem responder corretamente!

Mas, voltemos aos numeros, no sentido dos antigos gregos, os niimeros naturais. FEis aqui

uma questao que nao quer calar:

O que torna os nimeros naturais tao interessantes? Dado a sua simplicidade, o que
mais poderia ser dito a respeito deles além de que podemos somé-los e multiplica-

los?

A resposta deve vir de bate-pronto: os primos!!
Voceé sabia que alguns dos problemas matemédticos mais dificeis atualmente sao questoes

que envolvem numeros primos? Eles estao presentes no resultado mais famoso da aritmética.

O Teorema Fundamental da Aritmética

O fato mais interessante sobre os ntimeros naturais que todos deveriam saber é que, do ponto

de vista da multiplicagao, todos os niimeros podem ser montados a partir de pecas basicas, os

4
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nimeros primos, como um infinito brinquedo lego. Assim, 6 =2 x 3, 30 =2 x 3 x 5, 121 112
e 47 =47, pois 47 é, ele proprio, um niimero primo.

Esse resultado matemaético era conhecido pelos antigos gregos (vocé sabe o que é o crivo de
Eratéstenes?) mas s6 foi rigorosamente demonstrado bem posteriormente, por Gauss, um dos
maiores matematicos de todos os tempos. O nome cientifico desse fato é Teorema Fundamental

da Aritmética.

Teorema Fundamental da Aritmética 7Todo nimero inteiro n > 1 pode ser escrito de

forma unica como um produto de numeros primos:
n = pip2p2 - - - Pk;

tais que p1 < pa < -0 < Py

Aprender a reconhecer os primeiros nimeros primos assim como aprender a decompor
nimeros (relativamente pequenos) em fatores primos é o caminho certo para ganhar alguma
intimidade com os niimeros, esses que sao um dos primeiros representantes da matematica com

que tomamos contato, assim como as formas geométricas fundamentais, ainda na infancia...

Dois velhos conhecidos ...

Através da decomposicao em fatores primos podemos chegar a dois importantes conceitos
associados a dois numeros dados, digamos a e b: o minimo multiplo comum, mmc(a,b), e o
maior divisor comum, mdc(a, b).

Para que servem esses nimeros?

Deve haver uma boa resposta para essa pergunta, uma vez que nos ensinam a determina-
los desde os primeiros passos na escola... Bem, eles servem para efetuar certas operacoes de

maneira otimal

. , . a
Comegamos com o mdc(a,b). Ele é o nimero que devemos fatorar para tornar a fragao 7

numa fracao irredutivel.

28 2x14 2
p ] dc(28,42) = 14. Assim, — = ——— = —.
or exemplo, mdc(28,42) SSLILL, 42 3 x14 3

Ele também pode ser 1til em certas situagoes algébricas, como
28x+42y=0 <= 22+3y=0.

Por que voceé nao tenta descobrir uma outra utilidade para p mdc?
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Agora, mmc(a, b), o minimo miltiplo comum. Ele serve para efetuarmos somas de fragoes

do tipo
_|_

ISHaS
SR

O mmc(a, b) é o menor (e, portanto, o melhor) denominador que permite efetuar esta soma.

E claro, estamos supondo que as fragoes a serem somadas ja sao irredutiveis.

Por exemplo, mmc(28,42) = 84. Assim,

13 11 3x13+2x11 61

% w 84 o84

Como calcula-los?

Se sabemos a decomposigdo em fatores primos (que existe e é unica, segundo o Teorema
Fundamental da Aritmética) dos nimeros a e b, é muito facil: para o mmc basta tomar os
fatores primos que comaprecem em pelo menos um dos dois numeros (levando em conta a
maior poténcia, caso ele compareca tanto em a como em b); para o mdc basta tomar os primos
que aparecem simultaneamente nos dois nimeros (levando em conta a menor poténcia, caso

ele comparega tanto em a como em b). Veja dois exemplos na tabela a seguir.

a b mdc(a, b) mmc(a, b)

6=2x3 15=3x5 3 2x3x5=30

1050 =2x3x52x7[280=22x5x7[70=2x5x7[4200=23x3x52x7

Como os antigos matematicos faziam?

Os antigos gregos ja conheciam algoritmos para calcular o mdc e o mmec de pares de nimeros.

A idéia do algoritmo se baseia no seguinte fato:
Se r é oresto quando a é dividido por b, entdo mdc(a,b) = mdc(b,r).

Assim, usando divisoes sucessivas, chegamos ao mdc. Veja, por exemplo, como calculamos

o maior divisor comum de 72 e 30.
Num diagrama de trés linhas, colocamos os nimeros 72 e 30 na linha do meio. Ao alto

de 30 colocamos a parte inteira do divisao (Algoritmo de Euclides) de 72 por 30 e sob o 72

colocamos o resto desta divisao.
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72 | 30
12

No segundo passo, colocamos o resto da primeira divisao ao lado do 30 e repetimos a

operacao:
2| 2
72130 | 12
121 6

Como todo algoritmo, basta prosseguir repetindo os passos até ...

21212
7213012 |6
1216 | 0

O que aconteceu de diferente nessa etapa do algoritmo? Vocé notou que o resto desta vez
¢ igual a zero. Bom, isso indica que chegamos ao fim do processo e o nimero obtido nesta
etapa, 6, ¢ o mde: mdc(72,30) = 6. Realmente, 72 = 2% x 32 ¢ 30 = 2 x 3 x 5 e, portanto,
mdc(72,30) = 2 x 3.

Pratique o algoritmo calculando mdc(450, 105).

Agora, um algoritmo para o calculo do mme. Ele lembra bastante o conhecido algoritmo
de decomposicao em fatores primos. A diferenca é que efetuamos a decomposicao dos dois

numeros simultaneamente. Veja, na pratica, o calculo de mmc(132,124).

132 126 2
66 63 2
33 63 3
11 21 3 mmc(132,126) = 22 x 3% x 7 x 11 = 2772
11 7 7
11 1 |11
1 1




Caderno de PC Pré-Calculo

Vocé pode usar essa técnica para calcular o mmc de mais do que dois niimeros. S6 para

ter certeza, vocé nao gostaria de calcular mmec(297, 140, 90)7

Os numeros nossos de cada dia ...

O que mais ha, nesta primeira semana? Bem, os niimeros racionais, aqueles que perméiam
o nosso dia-a-dia. Eles nos bastam para as nossas tarefas didria. Voce, por acaso, ja ouviu

alguém pedir v/2 metros de casimira? Ou ainda, 27 quilos de queijo? Realmente, os nimeros

racionais sao os que usamos na prdtica, como se diz. Devemos trata-los bem e conhecé-los o

~ . . . D
melhor que pudermos. Eles sao encontrados, essencialmente, em duas formas: a tradicional =
q

e a representacao decimal, que pode ser, ou finita, ou periddica.

Nas duas aulas do médulo, damos énfase a interpretacao geométrica dos niimeros. Isso
parece pouco mas € muito importante. Em Matematica, sempre que podemos interpretar
temas sob diferentes pontos de vista, aprofundamos nosso conhecimento sobre eles.

Por exemplo, podemos interpretar o modulo ou valor absoluto de um nimero, algo que
pode ser definido em termos numéricos, do ponto de vista geométrico. Veja, quando usamos o
simbolo

|z
estamos, na verdade, abreviando uma frase, por assim dizer, bipartida. Isso é,
x, se x > 0;

-, se x < 0.

Assim, se encontrdssemos um marciano, que nao tem nenhuma nogao de geometria (fagamos
de conta que tal ser existisse), mas que entendesse de nimeros racionais, ele seria capaz de
entender que | — 3| é 3, pois —3 < 0 e —(—3) = 3. No entanto, é muito 1til interpretar |z|
como a distancia de z até 0. E claro que estamos pressupondo a identificacao dos numeros
com pontos da reta. Mas, afinal, isso vocé ja leu na aula. Sob essa perspectiva, é claro que
| — 3] = 3, uma vez que —3 se encontra a 3 unidades de distancia de 0.

Mas, voltaremos a esse tema mais uma vez.

Exercicios da Semana

E tarefa do coordenador da disciplina escolher exercicios. Essa tarefa nao é facil. Os exercicios

nao devem ser muito simples, pois nesse caso voce nao lhes dara valor e achara que nao precisa
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gastar muito tempo com a disciplina. Convenhamos, vocé é uma pessoa com muitos afazeres.
Por outro lado, se forem muito dificeis vocé podera achar que nao estda apto para avancar
com sucesso. Como voceé ja sabe, Matematica sempre pode ser complicada. Além disso, eles
nao podem ser massantes, pois Matematica, Matematica nunca é chata. Matematica é muito

interessante! Mas, ha, também, a questao do gosto. De qualquer forma, tentemos!

1) Quais dos seguintes nimeros sao inteiros?

1 1\ 1 11 2 1
a) 1 b) (ﬁ) c) m d) sT1ts 6
2) Resolva as seguintes equagoes:
a) 2% — 3z = 10 b) 2y%+9 = 9y ) i__g:1 d) 3Ea:
3) Resolva as equagoes a seguir na variavel indicada.
a) 2[—(7“2267 em r; b) 12:5:P, em P; c) 2[—(15:1—1[(’ em t.

4) Considere os nimeros naturais em cujas representagoes decimais se usa apenas um algar-

ismo, assim como o 11, 0 333 ou 777777. Quais desses nimeros sao divisiveis por 97

5) (O problema do cadé) Para quais algarismos k e d o nimero k6d3 é divisivel por 117

6) Use o algoritmo que determina o mdc(a, b) para determinar a fragao irredutivel equivalente

13068
15246

a fracao

7) Por que é dificil decompor o ntimero 97343 em fatores primos?

8) Determine quais das afirmagoes a seguir sao falsas e quais sao verdadeiras, justificando a

sua resposta.

e Em cada seqiiéncia (sucessiva) de 5 niimeros inteiros ha dois que sao divisiveis por 3.
e mdc(a,b) =1 <= mmc(a,b) =a x b.

e Se um numero n é divisivel por 858, entao n é divisivel por 11.

9) Uma certa pessoa tem R$ 1.314, 47 em uma conta bancaria e pretende fazer uma retirada
de modo que, na proxima sexta-feira, quando o CPMF incidir sobre o valor retirado, a conta

ficara com saldo zero. De quanto deve ser esta retirada?
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Semana 02 - Como vao as coisas?

Esta imagem nao foi feita por um telescopio espacial da NASA. Ela foi gerada por um

computador. Voce ja ouviu falar em fractais?

Quanto é “muito”??

Esta semana vocé devera estudar as diferencas entre dois tipos de niimeros reais: os racionais
e os irracionais. De uma certa forma, nosso acesso aos numeros irracionais é feita por meio

dos racionais.
Para distinguir entre esses dois tipos de ntimeros reais ¢ preciso langar mao do conceito

infinitude. Vocé precisa entender o quanto a importancia que o infinito tem na Matematica.

Mapa de Navegacao

Apesar de ainda estarmos no inicio do semestre, é importante manter os olhos no nosso mapa
de navegacao.

Panorama geral: no Pré-Célculo estudaremos os niimeros (reais) e as fungoes (reais, de uma
varidvel real). Além disso, estaremos dando uma forte orienta¢ao geométrica a esses temas.

Na primeira semana lidamos com os niimeros naturais, inteiros e, depois, racionais.

11
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R . . . p
Vocé deve lembrar-se de que os racionais sao aqueles numeros da forma =, com p e ¢

inteiros, ¢ # 0. Além disso, todos esses numeros podem ser representados na forma decimal.

Lembre-se de que um numero racional pode ser representado nessa forma de maneira finita,
64 25 _
como — = 1.28 ou — = 0.252525252525 - - - = 0.25.
5 99
E fundamental saber transitar de uma representacao para a outra.
Esta semana vocé acrescentard os chamados niumeros irracionais. Vocé vera na aula 3 que
a necessidade de usar os numeros para medir objetos (como a diagonal de um quadrado de
lado 1 ou a circunferéncia de um disco de raio 1, por exemplo) apontou para a necessidade
de outros nimeros, diferentes dos racionais. De uma certa forma, os irracionais sao aqueles
numeros que complementam os racionais, preenchendo assim a reta real toda.
A aula 4 lida com a representacao decimal dos niimeros reais, incluindo agora os numeros

irracionais.

Muito bem, muitas coisas para estudar!

Comentarios gerais sobre o contetido das aulas

Esta semana vocé estd as voltas com as aulas 3 e 4, que tratam dos nimeros irracionais e
da representacao decimal dos ntiimeros reais. Lembrem-se de que queremos dar um enfoque
geométrico a esses temas.

Uma perspectiva geométrica para os nimeros racionais é dada pela nocao de proporcao.

Por exemplo, para marcar % na reta, podemos usar a construgao geométrica conhecida do

ensino fundamental:

\j

Os primeiros nimeros nao racionais com que os mateméticos se depararam foram v/2 e 7
(ou 27). O primeiro é a medida da diagonal de um quadrado de lado com comprimento 1 e

o segundo é a metade (ou toda a) circunferéncia de um circulo de raio 1. Detectar que esses

. , ~ ~ p . . ~ , .
dois numeros nao sao da forma =, para p e ¢ inteiros, com g # 0, nao é tarefa facil. Lembre-se
q

12
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de que a representacao decimal, que usamos sem dar-nos conta de sua importancia, nao havia
sido introduzida pelos arabes e pelos povos da India.
Nessa aulas vocé verd argumentos que provam que, se n nao é um nimero quadrado, \/n

nao é racional e que a soma de um racional com um nimero nao racional nao é racional, além

de outras coisas como essas.

O matematico da antiguidade que mais compreendeu o numero 7 foi Arquimedes, um dos
maiores génios que a humanidade conheceu. Vocé sabia que ha uma revista da série Génios da

Ciéncia, da Scientific Amercan - Brazil (ela aqui de novo...) dedicada a ele? Veja, Arquimedes
provou que

10 1
— 3+ —.
3+71<7r< —1—7

Realmente, em representacao decimal aproximada temos: 3.140845070 < 3.141592654 <

3.142857143.
Falando em representagao decimal, vocé sabe distinguir um ntmero racional de um nao

racional pela sua representagao decimal? Isso é muito bonito. Os racionais tem representagao

decimal finita ou periddica. E importante saber transitar de um tipo de representagao para a

1 _
outra. Isso é, passar de 3 para 0.3333--- = 0.3 e vice-versa. Veja o final da aula 4.

Boa semana de estudos!!

Atividades da Semana

Desenvolver uma espécie de olho clinico na Matematica é muito importante. Uma boa maneira
de fazer isso consiste em trabalhar com exercicios do tipo falso ou verdadeiro. Devemos decidir
(primeiro) se a afirmacao é ou nao verdadeira e (segundo) demonstra-la caso seja verdadeira
ou exibir um contra-exemplo caso contrario. Sempre que possivel praticaremos esse saudavel

exercicio.

1) Quais das afirmagoes a seguir sao falsas e quais sdo verdadeiras, justificando sua resposta.

17 171

1) — < — 2) VI+ 16 = V9 + /16
51 501

3) Sey >0, entdo +/y>=uy. 4) /49 = +7

5 (V2+V3)?2+ (V2 -V3)? €Z 6) V7 +2v6 >14+6

13
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—127
2) Calcule ¢ € Z tal que g — 1 < T<q

+1<7

n
3) Determine os inteiros n (n € Z) tais que 5 < —.

—17 5321
4) Calcule o nimero de elementos do conjunto C' = { ne; = <n< T3 }

5) Uma certa pessoa tem R$ 11,65 em moedas de 5, 10, 25 e 50 centavos. Sabe-se que o
nimero de moedas de 5 centavos é o dobro do nimero de moedas de 10 centavos, que ha trés
moedas de 25 centavos a mais do que o de moedas de 10 centavos e, além disso, que ha uma
moeda de 10 centavos a mais do que as moedas de 50 centavos. Quantas moedas de 5, 10, 25

e 50 centavos a pessoa possui?

6) Considere a seguinte brincadeira:

1) Pense em um nimero. 5) Multiplique por 2.

2) Adicione 2. 6) Divida por 6.

3) Multiplique por 3. 7) Subtraia o nimero com que vocé comegou.
4) Adicione 9. 8) O resultado é 5.

E ai, funcionou? Como vocé explica essa aparente magica?

Exercicios para cansar o braco

a) Calcule, racionalize e simplifique, expressando suas respostas com expoentes positivos.

Suponha que todas as letras representam apenas ntmeros positivos.

169-1/2 7) V25 + V144
2) /—1331

1)
) 13 13
3) (125)7%/3 8) <é> | + (2—17> /
)
)
)

I
S
I

/=2
750 9) V2+ /18

25 + 144 10) v6-+/12

ik

6
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11)
12)
13)
14)

15)

Simplifique efetuando as operacoes indicadas.

2
— +10V/3 —2V12
V3

5V 7522 — 24/ 1222
24
322

8

V2
(a‘4b_8)3/4

(22 4+ 1)(2z — 1)
(=224 3)(z+7)
(3 + )(w—8>
(
(

8

6T — wﬂ))(l’h—lo)

¢) Racionalize o denominador e simplifique.

1)

12
V53

3yt — 48

sz + 15 — bax — 3z
923 — 4222 + 492

x? — 10z + 24

Q2b-1/201/3
a—3Dp1/2c2/3

(2% +2)72/3 . 322
(23 — 622) (22 — 12)

—_
co
N—
Wiy Wl

w
OJ
[\
(\]

:
8

6) (22 +z+9)(x* -3z —4)
) -V Py + 1)
8) (/3 —2)(x?/® 4 221/ + 4)
9) (z*+1)(z%* -1)

10) (z +2)(z* — 223 + 42% — 8z + 16)

NG

NEEN
1

vVd+h+2

2522 — 1449
a3 + 64

922 + 62 + 1
10) 24a* + 25ab + 6b°

)
)

8) adx — by + b3x — ady
)
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Semana 03 - Reais Numeros

Vocé estd se tornando um expert em anatomia dos nimeros reais. Veja, a primeira coisa a
lembrar-se é de que fazemos uma identificacao entre os nuimeros reais e os pontos da reta.
Isto é, ha uma bijecao entre esses dois objetos matematicos, o conjunto dos niimeros reais e o
conjunto dos pontos da reta real. E devemos transitar de um meio para o outro com fluéncia.

Por exemplo, em algumas semanas estaremos estudando as funcoes de uma variadvel real.
Ou seja, definidas no conjunto dos nimeros reais. Muito bem, falaremos dessas fungoes como
aquelas definidas na reta real.

Isso é uma questao de perspectiva: os nimeros sao a visao algébrica-analitica enquanto a
reta é a versao geométrica. Mas, nada de se preocupar muito com isso.

Voltando aos ndmeros, comegamos com os naturais (que tém entre eles os primos), os
inteiros e passamos aos racionais, os numeros nossos do dia-a-dia. Esses sdo os nimeros (por
assim dizer) visiveis ao homem-comum (incluindo a gente, quando fazemos compras, lemos

uma receita de bolo, medimos a por¢ao de um remédio).

Na versao oficial, esses nimeros sao da forma 2, com p e q € Z, q # 0, as fragoes.
q

Essas podem ser vistas geometricamente via proporgoes. No popular, esses numeros tem
representacao decimal (uma grande aquisigao da humanidade , que usamos sem dar-nos muita

conta disso) finita ou periddica. Por exemplo, 1,25 e 2,676767676--- = 2, 67.

E muito importante saber transitar de uma forma para a outra.

Muito bem, nesse estagio temos uma boa parte dos niimeros reais:

Naturais C Inteiros C Racionais

Vocé aprendera em detalhes no futuro que, na verdade, essa nao é a maior parte dos
nimeros reais. Ha os irracionais. Esses sao os numeros cuja representacao decimal é infinita
e sem padrao de repetigao. Por exemplo, vocé pode buscar na internet a melhor aproximagao
conhecida de m. No entanto, por acurada que seja essa aproximacao, sempre havera aprox-

imacoes melhores.
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, . 2T
E preciso saber distinguir aqueles irracionais mais comuns, como v/17, ¥/10, 1 ++/3 ou 3

Mas, nao se deixe enganar, vocé ja deve saber que o ntimero (v/3 +2)? + (v/3,)?, apesar de

sua aparéncia, é racional.

O que mais ha para saber?

O conjunto dos niimeros reais ¢ munido de uma conjunto de propriedades a que chamamos boa

ordem. Isto quer dizer, em termos cientificos, que dados dois ntimeros reais a e b quaisquer,
1. (Reflexiva) a < a;
2. (Anti-simétrica) (a <b e b<a) = a=b;
3. (Transitiva) (¢ <b e b<c¢) = a<g¢
4. (Tricotomia) uma das afirmagoes é verdadeira: @ > b, a <b ou a =b.

A dltima dessas propriedades nos diz que, dados dois ntmeros reais quaisquer, sempre
podemos compara-los e concluir qual deles é maior do que o outro, a menos de que eles sejam
iguais.

Nos estamos tao habituados a essas propriedades que mal nos damos conta delas. Além do
mais, a representacao dos reais como os pontos de uma reta, uma vez estabelecido o sentido
(digamos que a reta é horizontal e o sentido positivo é da esquerda para a direita, uma vez que
a maior parte de nos, seres humanos, é destra) torna essa boa ordem evidente. Mas, deixemos
essa coisa assim, vocé voltard a ouvir esse assunto posteriormente, em outras disciplinas, e
vamos ao que interessa nesse momento.

Devido a boa ordem dos nimeros reais, podemos lidar com uma familia muito importante
de sub-conjuntos da reta (ou dos ndmeros, como quiser), os intervalos. Esses vém em varias
formas — abertos, fechados, aberto em um extremo e fechado no outro, finito ou infinito. Aqui

estao alguns exemplos:

(=1,4) = {zeR;-1<z<4};
(m, +o0) = {zeR;nm<z};
[4/5,10 +v2) = {2 €R;4/5<x<10++2}.

Geometricamente os representamos assim:
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O O -
~1 4

O -
® O >
4/5 10 ++/2

A bola cheia indica que o extremo representado por ela pertence ao intervalo enquanto que
a bola vazia indica que o extremo representado nao pertence ao intervalo.

Esses subconjuntos da reta, os intervalos, assim como as unioes deles, serao parte de nossa
lida didria por um bom tempo. Eles serao as respostas das inequagoes, os dominios das funcoes,
as regioes onde o comportamento de certas funcoes ¢ assim ou assado e assim por diante. Essa

semana comegaremos nossa caminhada no mundo das inequagoes.

Mais alguma coisa?

Finalmente, uma coisa importante a observar a respeito da anatomia dos ntimeros reais ¢ a
maneira como os numeros, racionais e irracionais, estao dispostos na reta. Apesar de haver
mais numeros irracionais do que racionais, esses sao distribuidos na reta de forma densa. Isso
é, tao proximo quanto quisermos de um dado numero irracional ha um ntmero racional. Essa
é a razao de podermos, na pratica, lidar apenas com as aproximacoes racionais. Veja, na tabela

a seguir, algumas aproximagoes do nimero 7:

3.141592654

3.14159265358979
3.141592653589793238462643
3.1415926535897932384626433832795029

Mantenha distancia!

Na secao anterior usamos a frase tao proximo quanto quisermos. Essa frase é muito usada em
Matemadtica. Para que ela faga sentido precisamos que o ambiente em considera¢ao (no nosso
caso, a reta real ou o conjunto dos nimeros reais) seja munido de uma distancia. Ela é dada
pelo médulo ou valor absoluto.

Acho que estd bom, vamos parar por aqui e seguir para os exercicios da semanal
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Atividades da Semana

1) Coloque em ordem crescente os nimeros a seguir:

40
1++/3, ™ 13 1— /3, V13.

2) Quais das afirmagoes a seguir sao falsas e quais sao verdadeiras, justificando sua resposta.

1. Entre dois niimeros racionais sempre ha um irracional;
2. O produto de ntimeros irracionais é um ntimero irracional;
3. Vbe R, |—|b||=10;

4. Va, beR, [la] —|bl| > [a] — 0],

o 17
3) Determine um nimero irracional entre os nimeros 3 °© 1,32.

4) Uma certa substancia radioativa decai a uma taxa de 50% a cada hora. Num determinado
instante ha 320g da substancia. Quanto restara da substancia apds 8 horas? Apds quantas

horas restara menos do que 1 grama da substancia?

5) Escreva o numero 12,34272 como uma fraciao irredutivel e determine a representagao

21
decimal do nimero —.

17

Se vocé possui uma calculadora, nao deixe de usa-la, a menos que vocé nao queira. Se
vocé nao tem uma calculadora (cientifica, com senos e cossenos e raizes), nao deixe de comprar

uma, a menos que vocé realmente nao queira.
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Exercicios para cansar o braco

Resolva as equagoes a seguir:

a) lr—1/=3 b) [2¢ —5| =0
1 T

=2 d) — = -1
°) 1—x ) ||

Resolva as inequacoes a seguir:

a) v —3] <1 b) |4—z| <2

c) lx+2] >4 d) [3z—6] <9
Fatore:
1) =Tz +49 8) 3x? — 48k*
2) bry + 25y + 10y° 9) 2ha? — 8h3
3) 22— 36 2 i

10) 4 12 9
4) 422 —121 ) da” 122y + 9y
5) (a+2)% — 2502 11) 1022 — 39z + 14
6) x*—27 12) a® —2a% +1
1

7) 8’ — 152 13) 122y — 22292 — 60y°

Simplifique as expressoes a seguir reduzindo-as aos menores termos.

1) 4% — 4ab 3) x2—4

3a2 — 3ab x4 — 16
5 22 + 62 + 5 5 x+y'x2—2xy+y2
) x2_x_2 x_y m2_y2

Combine e simplifique as expressoes a seguir:

2 1 ) 8

Vge = o 3) (r—1D)(z+2) 4—a2

7 N 3 1—4x+8x2—16x 1
x—2 T+ 2 2¢ +5 42 — 25 2x — 5

2)
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Resolva as inequacoes a seguir:

T
1) —3 < 2z+5 3 <0
) ) 2r — 5
1 r+3
2 <0 4 >0
) r—3 ) 4—x —

22



Semana 04 - Um lugar ao Sol!

Vocé sabe que lugar e esse?

Comentarios sobre as aulas

O tema da aula 7, modulo ou valor absoluto, ja foi comentado nos documentos anteriores.
No entanto, ha dois conceitos que merecem algum destaque. Sao as nocoes de subconjuntos
discretos e subconjuntos densos da reta (ou dos nimeros reais, dependendo do ponto de vista).

Aqui, a Matematica imita a vida. Veja, um subconjunto da reta é um subconjunto discreto

se cada um de seus elementos pode ser isolado dos outros por um intervalo. E como se cada
elemento fosse um Robson Crusoé, isolado em sua pequena ilha, o intervalo. Por exemplo,
todo subconjunto finito da reta é discreto.

De uma certa forma, os subconjuntos densos estao no outro lado desse espectro. Para

que um subconjunto da reta seja denso ¢é necessario que todo e qualquer intervalo contenha

algum de seus elementos. E como se seus elementos estivessem por toda a parte da reta. Os
dois subconjuntos densos da reta com os quais temos lidado até agora sao o conjunto dos
nimeros racionais e o seu complementar, o conjunto dos nimeros irracionais. Vocé encontrara

a demonstracdo de que esses dois subconjuntos da reta sdo densos na aula (demonstragao

do teorema 7.1). E muito proveitoso que vocé leia e tente entender essas argumentagoes,
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mas queremos reforcar que vocé nao sera cobrado sobre essas demonstragoes. Nessa etapa
de seu curso, esperamos que vocé conheca esses fatos matematicos, entenda como eles se
encadeiam, consiga uséd-los para deduzir outros resultados e faca esforgos para compreender
suas demonstragoes.

Ainda na aula 7, é muito proveitoso fazer uma leitura do exemplo 7.6, onde a inequacao
|z + 1| < |z — 1] é resolvida.

Veja, vocé deve entender que a expressao |z| é uma compactificagdo de uma frase matema-
tica longa. Ou seja, cada vez que escrevemos “|x|”, na verdade, queremos dizer “x, se © > 0,
ou —x,sex < 0.

Assim, a inequagao |x + 1] < |x — 1] pode estar representando a inequacao z + 1 < z — 1,
a inequagdo z + 1 < —(x — 1) ou, ainda, —(x + 1) < —(2 — 1), dependendo do caso. Tudo o
que devemos decidir é qual inequacao devemos resolver, em diferentes trechos da reta.

Segundo esse ponto de vista, devemos considerar que a expressao x + 1 é positiva ou
igual a zero no intervalo [—1, 4+ 00) e é negativa no seu complementar, o intervalo (— oo, —1).
Analogamente, 2 — 1 é positiva ou igual a zero em [1, + 00) e negativa em (— oo, 1). Assim, as
duas raizes, 1 e -1, das expressoes, dividem a reta em trés regioes. Em cada uma dessas regioes
a inequacao assume uma forma. A solucao de cada caso s6 é solugao da inequagao original

naquela regiao especifica.

- — - -ttt

el el el v ol st ol s o Y

. - - 1 -
Regiao A Regiao B Regiao C

Regiao A: ambas as expressoes assumem valores negativos;

Regiao B: = + 1 assume valores positivos e  — 1 assume valores negativos;

Regiao C': ambas as expressoes assumem valores positivos.

Regiao A | (—oo, =1) | [z + 1| <|z—1] | —(z+1) < —(x — 1)

Regiao B | [-1, 1) lz+1<|z—-1]| z4+1<—(x—1)

Regiao C' | [1, +o0) |z + 1] < |z —1] r+l<ax—1

Ou seja, precisamos de muita organizacao e paciéncia. No futuro consideraremos este tipo

de problema por um outro angulo.

24



Caderno de PC Pré-Calculo

A aula 8 apresenta o nosso principal teatro de operagoes: o plano cartesiano.

René Descartes (1596 — 1650) foi um homem extraordinario. Ele é conhecido por ter
cunhado a frase — Penso, logo existo — e por ter escrito um livro — Discurso sobre o Método
para Bem Conduzir a Razdo e Buscar Verdade Através da Ciéncia. Este livro é um marco
na historia da Filosofia e teve uma enorme influéncia também na Matematica. Num apéndice
Descartes introduziu uma idéia simples mas que nunca havia sido cogitada anteriormente:

munir o plano de um sistema de coordenadas.

Ao fazer isto ele estendeu uma ponte unindo dois universos, a Algebra e a Geometria,
criando assim uma arquitetura que nunca mais parou de crescer. Com esse novo contexto,
equacoes como y = z° — 2x — 4, que existiam apenas no contexto algébrico, passaram a
representar curvas no plano. Por outro lado, subconjuntos do plano, tais como parabolas,
hipérboles, circulos, retas e tantas outras, passaram a ser wvistos algebricamente por meio de
equacoes.

Nada mais justo do que o nome: plano cartesiano.

A aula 8 trata de dois tipos de coordenadas: as cartesianas e as polares. As cartesianas
sao mais comuns, com os dois eixos, Ox e Oy. As polares, sao menos conhecidas mas sao
especialmente convenientes, dependendo da circunstancia. Os dois sistemas permitem que
localizemos pontos no plano. Seja a partir de um par de eixos (no caso cartesiano), seja a
partir de um polo e uma semi-reta, no caso polar. Se a sua cidade é formada por ruas que se
cortam ortogonalmente, criando um padrao tipico norte-sul, leste-oeste, o carteiro gostara de
ler os enderecos na forma cartesiana. Mas, se seu trabalho é observar a tela de um radar de
um submarino, daqueles de filmes de guerra, que vao bip, bip, bip, girando aquela linha verde,
a localizacao serd dada pela distancia até o polo mais um informagao sobre o angulo... Bem,

acho que vocé ja pegou a idéia. Agora, aos problemas!

Atividades da Semana

1) Quais das afirmagoes a seguir sao falsas e quais sdo verdadeiras, justificando sua resposta.

1. A uniao de dois subconjuntos densos da reta é um subconjunto denso;
2. A uniao de dois subconjuntos discretos da reta é um conjunto discreto;

3. Se A C R é um subconjunto discreto, entao AN [a,b] é um subconjunto discreto na reta;
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4. Se A C R é um subconjunto denso, entdo AN [a,b] é um subconjunto denso da reta;

Observagao: Essa questao nao é dificil mas pode conter armadilhas. Manuseie com cuidado.

2) Determine o conjunto solugao das equagoes e inequagoes a seguir.

2
By

2) ’x 3’ ’

b) Jo+2] = V3

d) 20 -3 < |4—a].

3) Represente graficamente cada um dos seguintes subconjuntos do plano:
a) A={(z,y) eR?; [z[ <2}
b) B={(z,y) eR*; [y| <3}
c) C={(zr,y) eR?; -1<x<2 -2<y<3}
d) D={(z,y) eR?; |z| =1, 0<y<2}

4) Determine as coordenadas polares dos pontos a seguir e represente-o no plano.

A=(1,1); B =(-2,2); C = (1,—V3).

5) Recomponha o(s) quadrado(s) em cada um dos casos a seguir.

1) 2%+ 6z + 10 5 x?+x—2
2) 2% — 4w +2 6) 2> +8r+y*—4y+19
3) 22 —82+17 7) 2*+ 22—y — 6y — 12
4) z? —x+2 8) x?—3w+3
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Semana 05 - Com quantas retas se faz
uma canoa?

Quinta semana? Sexta semana? Nao importa, agora o semestre estd definitivamente comecado
e vocé ja deve estar as voltas com a AD0O1! Vocé ja estabeleceu uma rotina de trabalho? Como
estao as outras disciplinas? Se voceé esta achando que o Pré-Célculo é moleza e esta estudando
pouco, caia na real!!

Brincadeirinha, tenho certeza que vocé leva a sério seus compromissos e espero que esteja
gostando do curso e aprendendo coisas novas.

Nesta semana vocé devera focar a sua atengao num tema muito importante. O tema da
semana é ... taddaammm — equacoes de retas!!!

Vocé devera terminar a semana sabendo TUDO a respeito de equacoes de retas: forma
geral, retas verticais, retas horizontais, paralelas, coeficientes angulares, coeficientes lineares e
tudo o mais!

Como voceé deve estar esperando, equacoes de retas nao é nenhum bicho papao da Matema-
tica e, portanto, € bom aproveitar para aprender tudo super bem.

Vocé j4 deve ter uma idéia da coisa: uma equacao do tipo ax +by+c = 0 (com a®+b* # 0)
determina um subconjunto de pontos do plano — o conjunto de todos os pontos de coordenadas
(x, y) que (é claro) satisfazem a equagao.

Assim, vocé precisa saber transitar entre esses dois mundos: dada a equacao vocé deve ser
capaz de esbocar o grafico ou pelo menos, saber se a reta esta inclinada assim ou assado, qual
¢ a sua interseccao com os eixos de coordenadas, coisas assim. Essa é a parte da descida da
ladeira, a parte facil. Menos facil é a mao inversa. Isto é, a partir das informacoes geométricas
a respeito da reta, construir a sua equacao. Ha vérias situacoes e vocé precisa aprender todas.

Veja, como ja dizia Euclides, hd mais ou menos 2300 anos, para determinar uma reta
precisamos de duas informagoes. Pode ser dois pontos que pertencem a reta ou um ponto mais
a inclinagao...

Finalmente, gostaria de chamar a atengao de vocés para uma coisa a respeito de retas e de
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suas equacoes. Note que no universo da Algebra, as equagoes do tipo azx + by + ¢ = 0 sao as
mais simples possiveis com duas variaveis. Elas sao as equagoes lineares. Pois esse conjunto de
objetos algébricos simples correspondem no universo da Geometria, via a ponte estabelecida
entre eles pela introducao de sistemas de coordenadas, as retas, exatamente os objetos mais
simples, sem contar com os pontos, é claro...

Vocé sabe o que é que esta por tras desse fenomeno? O que faz todo essa arquitetura
funcionar? Pois bem, a resposta estda na nocao de proporcao. O que caracteriza estarem trés
pontos alinhados? Resposta: estao alinhados se, e somente se, as suas coordenadas guardam

certas proporcoes. Veja o desenho a seguir:

o
L0
Q

A/—EP

Os dois triangulos retangulos sao semelhantes e, portanto seus catetos guardam a mesma

proporcao:

Qv
S

No universo algébrico, se (z, y), (a,b) e (c,d) sao trés ponto “alinhados”, isto é,
pertencentes a mesma reta, suas coordenadas sao, por assim dizer, proporcionais. Usamos
isso mais uma propriedade dos determinantes de matrizes para obter um objeto tipicamente

algébrico: uma equagao. Veja, o determinante a seguir.

o QR
QL T
— =
Il
o

Por que deve ser igual a zero? Ora, todo mundo sabe que, se duas linhas ou duas colunas

de um determinante sao proporcionais, ele é igual a zero.
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Veja um exemplo numérico. Queremos achar a equagao da reta que contém os pontos (0, 1)

e (2,5). Usamos o determinante:

DO R
[S2 NS

Agora, cada um use a sua maneira preferida de calcular o determinante. Por exemplo,
repetindo as duas primeiras linhas e multiplicando as diagonais, com sinal negativo nas se-

cundérias:

=24+04+2y—2-5x—-0 = 2y—4xr—-2 = 0.

—_ = = = =

OR N ORS
P Otk

Podemos escrever a resposta como

y=2x+1

Veja o gréfico na figura a seguir.

Note que o coeficiente angular é positivo. Além disso, o cateto vertical tem o dobro do
tamanho do cateto horizontal: o coeficiente angular é igual a 2. Mais ainda, a interseccao da
reta com o eixo Oy ocorre na altura (positiva) 1, que é o coeficiente linear da reta.

Ao trabalho!
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Atividades da Semana

1) Calcule o coeficiente angular, caso exista, da reta determinada pelos pontos dados.

2 (3.4 2 -5) ) (=2, 4); (=2,17 ) (=9, 0); (=3,12
b) (4 3); (=5,2) Q) (5. =8): (15, 3) D (2 =3 (<5 3

2) Esboce o gréfico da reta de coeficiente angular m e que contém o ponto dado.

a) m=—1; (2,3) c) m=2; (1, 1) e) m=0; (3,1)
b) m=2; (0,2) d) m=—3; (-2, 3) f) m=-2; (0, 4)

3) Esboce cada uma das retas com coeficiente angular dado a seguir e tais que o ponto (3, —1)

é comum a todas elas.
m=—-2, m=—1 m=0, m=2, m=4

4) Determine a equagao da reta determinada pelos pontos dados.

a) (17 2)a (07 _2) C) (L 4)7 <_17 3) e) <3a 0)7 (6’ 0)
b) (17 1)7 (37 _2) d) (17 0)7 (17 3) f) (17 _2); (%7 _é)

Exercicios para cansar o braco

Matematica, como toda outra atividade humana, tem o seu lado técnico, que exige habilidades.

E coisa do oficio. Assim como um bom carpinteiro que tem prazer em serrar uma madeira ou
pregar um prego com destreza, assim nds, profissionais da Matematica, devemos ser capazes
de executar certas manobras com elegancia e precisao. Isso exige treino, dedicacao.
Nesta série voce deverd reescrever a expressao algébrica de forma que o termo linear fique,
por assim dizer, escondido... Veja um exemplo: 22+6x+10 = 22+2x3xx+9+1 = (z+3)?+1.
Note que o ntimero 10 foi escrito como a soma de 9 com 1.

Tente o mesmo na lista a seguir:

a) 2 —2x+4 d) > —2v2y—1 g) *—x—y*—-3y—>5
b) 22 —82+38 e) 4a®> —4a+4 h) 22+t —4z+6t+1
c) t* —2at + 3a® f) 2zt —42? —y* — 2y + 3
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Semana 06 - Ora direis ouvir
parabolas!

Vocé sabe que curva é essa?

Esta semana vocé comecard a lidar com as conicas, curvas que tém um papel muito impor-

tante nos contetdos de Pré-Célculo e nos Célculos, de forma geral...

Comentarios sobre o conteudo das aulas

A esta altura do curso, espera-se que voce saiba:
(1) Equagoes do tipo az + by + ¢ = 0, com a? + b? # 0, definem retas no plano;

(2) As equagoes da forma x = ¢ definem retas verticais e equagoes da forma y = d definem

retas horizontais;

(3) Se b # 0, entao a equagao ax + by + ¢ = 0 pode ser reescrita como
Yy=mzx+t;

(4) Os numeros m e t tém interpretacao geométrica como coeficiente angular (que determina

a inclinacao da reta) e coeficiente linear (que determina a altura que a reta corta o eixo Oy).
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y=—-x+1 y=—-2x—-2

Conseqiiéncias

(1) Asretasy=max+1t; e y=ma +ty sdo paralelas.

; 7 Retas Paralelas

(2) Asretasy=mx+1; e y=——x+ 1y sao perpendiculares.
m
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Perpendiculares
s 1 1
tga = m; tg(a+—) = - = _ =
2 tga m

Aula 12

Vocé aprendera que y = ax? + bz + ¢, com a # 0, uma das equacoes de grau 2 a duas
variaveis, define uma pardbola cujo eixo de simetria é uma reta vertical. O sinal da constante

a determina se a parabola é concava para cima ou concava para baixo.

a>0 a<0

Como usar a algebra?

Como para esbocar a parabola correspondente a uma equagao dada? Vocé ja sabe que a

equacao y = a x? define uma pardbola que tem vértice na origem e tem o eixo de coordenadas

Oy, cuja equagao é x = 0, como eixo de simetria. Veja alguns exemplos:
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y=-u y=—4

Usando a recomposicao de quadrados, podemos escrever qualquer equacao y = ax? +bx +c
na forma y —yo = a (z — x9)?. Essa pardbola terd vértice em (¢, ) e eixo de simetria z = .
Em outras palavras, é uma translacio de uma parabola como as que estao representadas
anteriormente, levando a origem (0, 0) para o ponto (xg,yy). Veja dois exemplos a seguir.

Comecemos com o exemplo y = 2% — 4z + 7. Primeiro, aplicamos a lgebra:

= 2 —dx+7

Y
y = a2 —4dr+4—4+7
y = (-2)*+3

3

= (z—2)?

Esta pardabola ¢ uma translacao da pardbola definida por y = 2%. Essa translacio é de trés

unidades para cima e duas unidades para a direita, levando a origem para o ponto (2, 3).
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y=22—4r+7 ou y—3=(v—2)>

Veja, agora, o exemplo y = —3xz(z + 2). Aplicando a reconstrugao do quadrado:
y = —3(z*+27)
y = —3(@*+22+1 —1)
y = 3( T+ 1)? )
y = =3+1)°+
y—3 = —3(x+1)?
Esta parabola é uma translacao da parabola definida por y = —322. Essa translacao é de

trés unidades para cima e uma unidade para a esquerda, levando (0,0) para o ponto (—1, 3).

y=-322-6r ou y—3=-3(x+1)>2

Voce tera oportunidade de praticar este tipo de situagao... Agora, ao trabalho!
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1) Determine a equagao da reta que é paralela a reta r e contém o ponto A.
1.r: y=2x—3; A: (3,0)
2.r: 2x—3y+2=0; A (1,-2)

-2 4
3.r:y:?x+§; A: (0,-3)

4. r contém (2,5) e (—1,3); A (1, —é)

2) Determine a equagao da reta que é perpendicular a reta r e que contém o ponto A:
L.riy=—-c+4 A: (-3,1)
2.r:2r—-3y+5=0; A: (—2,2)

1 )

4. r contém os pontos (—1,3) e (0, —2); A:(=2,1)

3) Determine a equacao da reta paralela a reta y + x =4 e contém o ponto comum as retas

y=x e y=4.

4) Determine a equacao da reta perpendicular a reta y = 4 — 2z e que contém o ponto comum

asretasy+xr =2 e 20 —y=1.

2 ¢ esboce os gréficos das

5) Escreva as equagoes a seguir na forma y — yo = a(x — o)
correspondentes parabolas.

2

_ 2
1) y = 2®—60+5 4)y:—%+2x—2
_ 2
2) y =8-2"—2 5) y = 222 — 122+ 10
3) y = 2> —3x+3 6) y = —32%— 6z

6) Determine as constante a, b e ¢ tais que a parabola y = ax® + bx + ¢ contenha os pontos

(6,6), (2,—2) e (0,0).
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Semana 07 - Elipses! Hipérboles!

Voceé acha que é possivel obter uma hipérbole usando uma lanterna? Como isso se explica??

Qual é a boa da semana?

Matematica tem tudo haver com problemas...

E melhor explicar essa frase. Uma das coisas que mais entusiasma um matematico é um
bom problema. H& muita literatura sobre o assunto e as Olimpiadas Matemaéticas, tao em
moda, dao uma idéia disso. Alguns problemas sao tao interessantes que chegam a ganhar
nome. Vocés sabem qual é o problema dos Coelhos de Fibonacci?

Eu estava olhando um livro de problemas com um titulo muito atraente: Problemas for
Mathematicians, Young and Old, escrito por Paul Halmos. Halmos é um matematico que
dedica muito de sua energia para o ensino da Matemdtica. Ele ficou conhecido por escrever
um livro sobre légica que pode ser encontrado em portugués, chamado Teoria Ingénua dos
Conguntos.

Muito bem, voltando ao que eu estava falando, gostei muito do seguinte problema:
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Quando um cirurgiao opera, ele precisa proteger seu paciente de sofrer infeccoes e,

a0 mesmo tempo, proteger-se. Para isso ele usa luvas cirirgicas esterilizadas.

Um cirurgiao precisa operar trés pacientes e, devido a uma terrivel emergeéncia,
s6 dispoe de dois pares de luvas cirturgicas esterilizadas. Serd possivel efetuar essa

faganha sem contaminar nenhum dos pacientes e sem contaminar a si préprio?

Ganha um doce quem descobrir a resposta...

Comentarios sobre os contelidos das aulas - Elipses e Hipérboles

No semana anterior nds falamos de um tipo especial de equacao do segundo grau com duas

variaveis. Tratamos das equacgoes da forma

y=ax’+br+c.

Essas equagoes definem tipos muito especiais de parabolas: aquelas que tém eixo de simetria
vertical. Essas parabolas sao de particular interesse no nosso curso pois correspondem aos
graficos das chamadas fungoes polinomiais de grau dois.

Seria interessante também observar que, se invertermos os papéis das duas varidveis, x
e y, obtemos as parabolas cujos eixos de simetrias sao horizontais. Por exemplo, a equacao

r+ 3 = (y + 2)% que pode ser escrita como x = y? + 4y + 1 corresponde ao grafico a seguir.

4
P
0
4 2 L— " 2 4 3 8
c
a B B
\
3

r=y*+4y+1 ou x+3=(y+2)?

Note que a reta horizontal y = —2 é o eixo de simetria da parabola, cujo vértice ocorre no

ponto (—3, —2). Veja novamente a equagao:
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Mas, esta semana devemos voltar nossas atencoes para equacoes onde os termos quadrados
aparecem nas duas variaveis, x e v.

Novamente, nao consideraremos a situacao mais geral possivel de equacoes do segundo
grau a duas varidveis, uma vez que nao consideraremos equagoes que tenham o que chama-se
termo cruzado: xy. KEssas equagoes serao propriamente tratadas posteriormente, em outras
disciplinas.

Assim, estaremos interessados na férmula

Ar? + By? +Cx + Dy + E =0,

com A? + B? # 0, j4 que os casos parabdlicos foram tratados anteriormente.

Vocé deve ser capaz de identificar a curva que essa equacao define. Note, ha

possibilidade da equagao definir o conjunto vazio. Sim, por exemplo, a equagao
2?4y =1

nao define curva alguma (pelo menos nao no plano real R?).

Fora esse tipo de situacao, ha duas possibilidades:

1. O caso eliptico, se o produto A x B é positivo. As constantes A e B tém o mesmo sinal.

Esse caso inclui as circunferéncias (nesses casos, A = B).

2. O caso hiperbdlico, se o produto A x B for negativo. Neste caso, as constantes A e B

tém sinais contrarios.

Nos dois casos, vocé pode reescrever a equacao em alguma das formas a seguir.

(I - 96'0)2 (y - y0)2 (m - 950)2 (y - yo)2
a? * b2 =1 a2 D2 =1

Em todos os casos, o centro da curva é o ponto (xg, o). Veja o texto sobre translagoes na

aula 12 ou mudancas de coordenadas.
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No primeiro caso trata-se de uma elipse (ou circunferéncia no caso a = b. Os outros dois
casos sao hipérboles. A posicao do sinal negativo indicard se os dois ramos das hipérboles sao

“horizontais” ou “verticais”.

veja alguns exemplos:

Exemplo 1: Identificar a conica determinada pela equacao x? — 4z + y? — 6y = 0 e esbocé-la.
Solucgao:

Recompondo os quadrados, temos:

2 —dr+y* -6y = 0
v —dr+4 + PP —6y+9-4-9 = 0
(z—2°+(@y—3)?> = 13.

Assim, a curva é a circunferéncia de raio v/13 e centro no ponto (2, 3). Em particular, (0, 0)

pertence a esta circunferéncia, como pode ser visto diretamente da equacao x?—4x+y?—6y = 0.

22 —4r+y*—6y=0 ou (x—2)2+(y—3)?2=13

Exemplo 2: Identificar a conica determinada pela equacao 4922 + 294z + 16y? — 64y = 279
e esbocga-la.
Solucao:

A equacao parece ter um cara de poucos amigos mas, veja que 49 x 16 = 784. Assim,
comecgamos escrevendo-a na forma

> 3x  y? 4y 279

- - 24 = ==

16 8 49 49 784
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Agora, recompor os quadrados:

Syt Ay 219

16 8 49 49 784

x2—|—6x+y2—4y B @

16 49 784

?+6r+9 9 Yy -4dy+4 4279

16 16 49 49 784
x2—|—6x+9+y2—4y+4 B 2_79+2+i
16 49 784 16 49

2 _0)\2
(z+3) +(y 2) _ 1
16 49

A curva é uma elipse de brago menor (= 4) na dire¢do x e de brago maior (= 7) na diregao

y, com centro no ponto (—3, 2).

(2+3)°  (y—2)°

=1
16 49
Exemplo 3: Identificar a conica determinada pela equacao x? —8x —y? —4y = —11 e esbocé-la.
Solugao:
Aos quadrados:
=8 —y -4y = —11
2 —8r+16—y>—4dy—4 = —11+16—14

2 —8r+16— (P +4y+4) = 1
(z—4)P2—(y+2)? = 1

A curva é uma hipérbole com centro no ponto (4, —2) e cujas assintotas sao as retas

r—4==x(y+2).
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(0—4) = (y+2)° =1

Note que no esbogo, além da hipérbole, desenhamos também as assintotas (par de retas

ortogonais, neste caso).

Exemplo 4: Identificar a conica determinada pela equacao 4x? + 24z — 9y*> — 72y = T2 e

esboca-la.
Solucao:

Quadrados:

4% + 240 — 9y — T2y = T2
4(x* +62) —9(y* +8y) = T2
4(22 +62+9)—36 —9(y* +8y +16) + 144 = 1
4(x+3)2 -9y +4)* = 72-108
4z +3)2-9y+4)° = —36

—(@+3)  (y+4)
9 * 4

Na tltima passagem, multiplicamos toda a equacao por — 3—16.

A curva é uma hipérbole com centro no ponto (—3, —4) e cujas assintotas sdo as retas

3 4
$§ = i%. Para descobrir isso, basta substituir 1 por 0 na equacao da hipérbole e

resolve-la.
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_ 2 2
(x +3) +(y—i—4) 1
9 4
Compare a posi¢ao dos sinais positivos e negativos nas equacgoes das hipérboles e compare

os seus esbogos.

Agora é com voceé: ao trabalho!!!!

Atividades da Semana

Secao Nostalgia

1) Quais dos nimeros a seguir sao racionais?

2—m
a) 5 d) L;
4 V45 — /80
o) (14 v2)% £) 0, 1010010001000010000010000001 . . .

2) Resolva a inequagao a seguir.

r—1
— <
Sr — 222 +3 ~
3) Resolva as equagoes a seguir.
a) 2—z| =T, ¢) 22* —Tx —13 =3z +15;
b) |[t—1]—4=5—|z+3]; d) 2% = 64;
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4) Determine as equagoes das retas determinadas pelas condigoes a seguir.
1. Contém os pontos (—1, 1) e (—4, —2);

2. Tem coeficiente angular positivo, contém o ponto (2, —1) e corta o eixo Oy a duas

unidades de distancia da origem;

3. Contém o ponto (—1,0) e é perpendicular a reta 2x — 3y +5 = 0.

5) Qual é o menor inteiro n tal que nv2 > /19 ?

Secao novidades

6) Identifique cada uma das curvas determinadas pelas equagoes a seguir e esboce-as.

1) y = 22—3x—4 6) 22 +9y*> —4x — 18y +4=0
2) y = 4o —22* -3 7) 4z + y* — 4y = 56
3) v = y—2y—1 8) x? —y? — 20— 2y =
4) v = —y* —4y 9) y?— 2% —6x —4y =
5) 2?2 +y? —4dx +4y =0 10) 22 —4y* +42=0

7) Uma bélido desloca-se numa trajetéria cujo formato é uma pardbola, partindo de seu
vértice, o ponto (1, —1), na diregdo noroeste. (Estamos considerando que o eixo Oy estd na
dire¢ao Sul-Norte e Oz na diregao Oeste-Leste.) Sabe-se que o eixo de simetria da trajetéria
¢ uma reta na direcao Sul-Norte e que a velocidade do bélido na diregao Ox é constante 1
unidade por segundo. Apéds 1 segundo da partida, ele se encontra na posigao (2, 0). Determine

a posicao do bélido 3 segundos apods a partida.

8) Um construtor de pistas de circuito fechado foi requisitado para construir uma pista no
formato eliptico. Essa pista deve ocupar a maior area de um retngulo de 3 por 1 km.

O construtor imaginou um sistema de coordenadas cuja origem ocupa (digamos) o canto
inferior da esquerda e calculou a equacgao da elipse que determina a parte externa da pista.

Qual equagao ele encontrou?
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1 1

Uma arvore ocupa a posi¢ao (3, 5). Sem levar em consideragao questoes de seguranca, sera

necessario cortar a arvore para construir a pista ou nao?

9) Determine a equagao da hipérbole que contém o ponto (0, 1), cujas assintotas tém coefi-

cientes angulares 1/2 e —1/2 e cujo centro é o ponto (2, 1).

Ah! Estava me esquecendo ...Sim, teoricamente podemos obter uma hipérbole usando

uma lanterna.
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Semana 08 - Preparacao para a APO1

Queridos alunos e alunas de Pré-Calculo!

A minha expectativa é que a esta altura, voceé ja fez o dever de casa, estudando as aulas
indicadas para a prova e fazendo as atividades propostas.

Quero deixar aqui algumas observagoes sobre o momento que a disciplina esta vivendo.

A aproximacao da prova coloca uma dose extra de stress no sistema, evidenciando seus
pontos fracos e é, portanto, um bom momento para aprender.

A educacao a distancia, mais do que todas as outras modalidades de ensino, depende da

comunicacao. Aqui, mais ainda do que em qualquer outra circunstancia, vale a lapidar frase:
“Quem tem boca, vai a Romal!”

A comunicacao pode ser feita por varios canais e com diferentes pontos do sistema. Para
voceé, aluno de PC, a comunicacao imediata é com o tutor da disciplina, tutor coordenador e,
posteriormente, autoridades administrativas do podlo.

Os EPs, editados a cada semana, levam a mensagem do coordenador da disciplina, apon-
tando a sua perspectiva do conteido, partilhando a sua leitura do material didatico, car-
regando a sua mensagem didatico-pedagodgica. Para que esse mecanismo ganhasse status de
comunicacao, estamos introduzindo a idéia das Atividades Eletronicas, permitindo uma maior
visibilidade dos alunos em relacao ao coordenador.

Outro ponto crucial para se lembrar é que as tutorias presenciais nao substituem as
aulas. Eu sei que o modelo presencial exerce sobre todos nos uma impressao muito forte.
H&a quem acredite que a tnica maneira de realmente aprender alguma coisa é numa sala com
um professor explicando. Nao ¢ facil se despir de certos habitos culturais, mas é preciso ganhar
confianca e avangar. Tarefa para um semestre (ou dois): descobrir a melhor maneira de tirar
bom proveito das tutorias. . .

Finalmente, gostaria de deixar claro que a coordenagao desta disciplina se importa com o
selu sucesso, se preocupa com voce e busca todos os meios para lhe dar melhores condicoes de

para progredir. Mas, acho préprio lembrar o famoso provérbio chinés:
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“O mestre abre as portas, mas o aluno precisa entrar por si mesmo.”

Agora, é com voce!

1) Escreva o nimero racional 0.714285 na forma ]—), com ¢q # 0.
q

2) Simplifique a expressao

2
V3 — 1

3) Racionalize

4) Determine as equagdes das retas paralela e perpendicular a reta de equagao 2z +y = 4

cuja intersegdo com o eixo Oy ocorre no ponto (0, —2).

5) Identifique cada uma das curvas determinadas pelas equagoes a seguir e esboce-as.
1) y¥’+2—-3y=0
2) 1622 + 32z + 9y* — 36y = 92
3) 25z% — 200x — 16y* — 160y = 400
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Em busca da coénica perdidal!

Aqui estd um material extra de revisao sobre o tema das conicas que tanto os atormenta, mas

nao devia...

Vamos fazer mais uma revisao de um tema que tem sido uma constante no rol das dificul-

dades da maioria: CONICAS....

Uma “conica” é o conjunto dos pontos (z, y) do plano que satisfazem a equacao

ar? +bry+cy* +drv+ey+f = 0,

para a,b,c,d,e, f € R.

Neste momento estaremos considerando apenas as conicas correspondentes as equacoes nas

quais b = 0.

Veja alguns exemplos:

al|b cldle f | Equacao Tipo
Fig. 110 11010 —1|2°+4>2—-1=0 Circunferéncia
Fig. 2110 0[0]1] —-1|224y—1=0 Parabola
Fig. 3|10 -1/0[0] —1|22—-9*—1=0 Hipérbole
Fig. 490 4|0|0]| —36|92%+4y*> — 36 =0 | Elipse
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Fig. 1 Fig. 2

. an
E .

22—y =1 922 + 4y = 36

Fig. 3

Como identificar a conica a partir da equacao?

Primeiro passo: Vocé precisa se conscientizar de que isso é facil!
Veja, quantos tipos de conicas ha?
Realmente, s6 hé trés tipos de curvas!!!

Curvas fechadas: Elipses (e circunferéncias, um tipo especial, na qual a = ¢)

Curvas abertas formadas por um tnico trago: parabolas

Curvas abertas formadas por dois tragos simétricos: hipérboles

Portanto, precisamos identificar trés tipos de equacgoes. Tudo se concentra nos coeficientes
a e ¢ da equacao
ar’ +cyt+dos+ey+f =0,
uma vez que estamos considerando apenas as situagoes nas quais b, o coeficiente do termo xy,

¢ nulo.

1) Se um dos coeficientes a ou ¢ for igual a zero, a conica é uma pardbola — curva aberta
de um s6 traco.

Se os dois coeficientes forem nao nulos, ha somente duas possibilidades:

2) Se um deles é positivo e o outro negativo (o produto ac é negativo), entao a conica é
uma hipérbole — curva aberta com dois tracos;

3) Se ambos sao positivos ou ambos negativos (o produto ac é positivo), entao a curva

é fechada — elipse ou circunferéncia (a menos que a fungdo nao tenha solu¢do ou tenha uma
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tunica solugao).

Resumindo, se soubermos que a equacao az®+cy?+dx+ey+ f = 0étal que a e ¢ nao

sao simultaneamente nulos e ela tém pelo menos duas solugoes, entao

a-c

Tipo de Curva

Zero

Parébola

Positivo | Fechada (Elipse a # ¢ ou Circunferéncia a = ¢)

Negativo | Hipérbole

1) Usando o quadro acima, identifique o tipo de conica correspondente a equagao:

Equagao Tipo de Curva

522 —13y? +4r — 5y +12=0

2?4+ 12y —4dx +2y —12=0

P +3r+y—4=0

y?—br+4y+14=0

Equagao Tipo de Curva

42% + 4y + 42 — 8y — 17=10

4% — 122 + 202 +5 =0

2+ 42+ 22 +12=0

Uma vez identificado o tipo de conica, como esboga-la?

Sabendo qual é o tipo de curva a esbocar, voceé se encontra em posicao de vantagem. E preciso

saber identificar os elementos que determinam precisamente cada uma das conicas e aprender a

“descobri-los” na equacao. Estamos vivendo na interface da Algebra e da Geometria. Facamos

um resumo no caso em que a e ¢ sao nao nulos.
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Elipses

Para identificar uma elipse precisamos saber onde é o centro, dos comprimentos de seus bragos
e assim como as disposi¢oes dos mesmos em relacao aos eixos, uma vez que nao estamos
considerando equacoes com termos do tipo bzy.

Podemos “ler”essas informagoes da equacao, contanto que ela esteja na forma

(33 - 950)2 + (y— 90)2 _
A2 B2 N

Essa elipse se tem centro no ponto (zg, %), 0 brago de comprimento A na dire¢ao paralela
ao eixo Oz e o bra¢o de comprimento B na dire¢ao paralela ao eixo Oy. (O que estamos
chamando “braco” é a metade do diametro maximo da elipse, no caso do “braco maior” e é a
metade do diametro minimo, no caso do “brago menos”).

Veja um exemplo:

(z—1?  (y+2)°
. o9 T

N

-5

Elipse de centro em (1, —2), brago menor 2 na dire¢ao do eixo Oz e brago maior 3 na

direcao do eixo Oy.

Hipérboles

No caso das hipérboles temos que identificar o centro, as assintotas e os eixos de simetrias,
assim como os pontos nos quais os ramos da hipérbole corta um dos eixos de simetria.
Podemos, novamente, “ler”essas informagoes da equacao, contanto que ela esteja em uma
das formas a seguir:
2 2 2 2
(z — x0) (y — %) (z — x0) (y — %)

ye - = 1 ou — T + - L.

A hipérbole tem centro em (z, o), as assintotas sao dadas pelas equagoes (y — yo) =

+ % (r — xp) e ela cortara a reta y = yp, paralela ao eixo Ox, nos pontos que estdo a uma
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distancia de A unidades do centro (z¢, o), no primeiro caso, e reta x = o, paralela ao eixo
Oy, nos pontos que estao a uma distancia de B unidades do centro (z, yo), no segundo caso.

Veja um exemplo:

(=37 (y+2? _,
9 4

Hipérbole de centro em (3, —2).
Tudo o que vocé deve fazer para dominar esse “know-how” passa por ser capaz de, dada

uma equagao na forma

ax’ +cy*+dr+ey+f = 0,

reescreve-la na forma “canonica” da qual serd facil “ler” os elementos identificadores da conica.

Reveja, também, o caso das parabolas.

2) Identifique e faga um esbogo de cada uma das conicas a seguir:

Equagao Tipo de Curva

24+ 4y? =4

22 +4y? — 42 =0
22+ 4y? — 8x = —12

Equacao Tipo de Curva

22—y —22=0

2 —y? — 6r = -8
2?2 —y? —8r=-15

53



Caderno de PC Pré-Calculo

54



Semana 09 - Segundo Tempo

Queridos aluno ou aluna de Pré-Calculo!

Passamos a primeira etapa do curso. Espero que seu esfor¢o para dominar os conceitos
apresentados tenha rendido bons frutos na AP1.

Mesmo que o resultado nao seja o que voceé esperava, nao desanime. Como disse o jogador

de basebol e filésofo popular americano Babe Ruth:

O jogo s6 acaba quando termina!

Uma das armadilhas que vocé deve evitar é cair na boa vida por alguns dias, achando que,
com a prova ja passou, da para dar uma boa relazada. . .

Nao precisa mais do que oito horas de sono bem dormidas para recuperar-se! Especialmente
porque hé muito trabalho por fazer.

Vamos aos comentarios sobre os assuntos de estudo!

O que vocé NAO pode deixar de saber sobre polinémios!!!

Polinomios estao para a Algebra assim como os numeros estao para a Aritmética. Podemos

soma-los, multiplica-los e até dividi-los.

E preciso aprender a
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Nomenclatura

Um polinomio (em uma varidavel z com coeficientes reais) é uma soma de mondmios, termos
da forma azx”, onde ¢ € R é um ntmero real e r um ntmero natural ou zero.

Por exemplo, o polinomio
3 2 2
3x” —4da” + gzz: -7

formado pelos monomios 3z%, —42?%, 2z e —7.

[©N

Realmente, é conveniente ver os niimeros como casos especiais de polinomios.
Todo polinomio tem um grau, que é o maior expoente de algum monomio cujo coeficiente
¢ nao nulo.

No exemplo anterior, o grau ¢ 3: grau(3z® — 422 + %x —7)=3.

Nessas condigoes, vocé deve ter notado que o polinémio 0 NAO tem grau.

Igualdade de polinomios

Dois polinémios sao iguais se os coeficientes dos monoémios de mesmo grau sao iguais.

Por exemplo, para que os polinomios 2% — 7z + 10 e (z — 2)(z — a) sejam iguais, a constante
a deve ser ...

Vejamos, (x — 2)(z — a) = 2% — ax — 2x + 2a = 2* — (2 + a)zz + 2a. Assim, para que a
igualdade 22 — 7z + 10 e (x — 2)(x — a) ocorra, é necessario que —7 seja igual a —(2+a) e 10
seja igual a 2a. Isso nao nos d4 muitas escolhas. Os polinomios 72 — 7z + 10 e (x — 2)(z — a)

sao iguais se, e somente se, a = 5.

1) Determine os valores de a e de b para os quais a igualdade de polinomios

(bx —3)(x +a) = 22°+ Tz — 15

ocorra.

Operacoes com polindmios

Podemos operar com os polinomios, assim como podemos operar com nuimeros.

E fécil somar (assim como subtrair) e multiplicar e até dividir. Podemos usar algoritmos

similares ao que usamos com numeros.
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No entanto, é bom praticar, especialmente a divisao. Neste caso, chamo a atencao de vocé
para a importante parte do conteido descrita no Mdédulo: o Algoritmo de Euclides, muito
semelhante ao conhecido algoritmo para o dos nimeros. Nao deixe de ver essa parte com
muito cuidado, na pagina 22.

Esse trecho estda muito bem feito e é farto de exemplos.

2) Determine, usando a divisao euclidiana, o quociente ¢(x) e o resto r(x) da divisao de p(x)
por d(x):

a) p(x)=2%—62%+11z -5 d(z) = 2% — 4z + 1
b) p(z) =2t — 223 — 222 + 14z — 15 d(z)=2>+2 -3

A relacao da raiz a de um polindomio com o resto de sua divisao por
r— o
Aqui estd um outro grande momento desse Mddulo. Leia cuidadosamente as paginas 26 e 27,
incluindo o Exemplo 17.

O resultado importante que estd ai descrito diz que o resto da divisdo de p(x) por x — o é
p(a) e = — a divide exatamente (com resto igual a zero) p(z) se, e somenle se, a € uma raiz
de p(x)

Nao deixe de aprender a usar esse grande resultado.

3) Calcule o resto da divisao de 3 — 2z + 1 por = + 1 sem efetuar a divisao!

4) Determine o valor de a tal que a divisao de p(z) = 2° + 3z +a por d(z) = z — 2 seja

exata.

Dispositivo de Briot-Ruffini

A divisado de um polinémio p(z) pelo binémio x — a é tao 1til ao mesmo tempo que simples que
é possivel fazé-lo usando um algoritmo, denominado Dispositivo de Briott-Ruffini. Isso tudo é

muito bem explicado e exemplificado nas paginas 35 a 43 e ha muitos problemas propostos...
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Semana 10 - O que é uma funcao?

Uma fungao é assim um kit, varias coisas juntas. Precisamos de dois conjuntos nao vazios, A
e B, um sera o dominio, digamos A, o outro o contradominio, o B, e uma terceira coisa — a lei

de definicao, que estabelece uma relacdo entre os elementos de A e B.

Em tempo, um relagao entre um os conjuntos A e B é um subconjunto qualquer do produto
cartesiano A x B. Ou seja, uma relacao entre A e B é uma colecao de pares ordenados, do tipo
(a, b), cuja primeira coordenada é elementos de A e a segunda coordenada é elemento de B.
Como voceé esta fazendo uma leitura ATENTA deste documento que estd me dando trabalho
escrever, deve ter notado que a palavra ordem esta entrando nesta receita de maneira sutil.
Ordem é importante, a relagao vai de A para B, pares ordenados, essas coisas. Além disso,

13

como ¢ tipico de matematicos, deve ter observado que o retalho de frase “...que estabelece

uma relagao ...” indica que nem toda relacao é uma fungao. Realmente, para ser fungao

precisamos da extra condicao “CADA elemento de A estd relacionado a um UNICO elemento
de B”.

Portanto, ai estd, mais uma vez, a definicao de funcao. A sua primeira tarefa serd saber dis-
tinguir entre as relagoes aquelas que sao fungoes. A segunda serd usar todos os conhecimentos

que adquirimos até agora para PRODUZIR exemplos de funcoes...

O que nao pode deixar de ser visto nas aulas 31 e 32 (Material

impresso)

Na péagina 13 é apresentada a definicao de funcao. Leia este trecho com atencao. Para saber

se voce entendeu bem, tente resolver o exercicio a seguir.

1) Seja f : R — R a fungao definida por f(x) = z* — 4. Usando a notagio apresentada

no material didatico, temos:
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f: R — R

r — x2—4

Indique o dominio desta funcao, seu contradominio assim como sua lei de defini¢ao.

O grafico desta funcao é dado pela figura a seguir. Determine a imagem desta funcao.

Gréfico da fungdo f(z) = 2? — 4.

Veja, também, a definicao de Fungao real de varidvel real, na pagina 17. KEssas sao as
fungoes que nos interessam principalmente.

Veja, também, na pagina 19, o conceito de grafico de uma funcao. Esse tema deverd
retornar na aula 32. Deé atencao especial ao exemplo 13, na pagina 26. Vocé vera como o

importante tema das conicas voltara a aparecer no contexto das funcgoes.

2) Considere as trés fungoes a seguir:

f: R — R g: [-4,8 — R h: [-4,400) — R
T — %—2 T —

£ _9

x — 5 —2

Essas funcoes sao iguais ou diferentes? O que elas tém em comum e o que as diferencia?
Faca um esboco de cada um de seus gréficos.

Dica: Lembre-se que a equagao y = § — 2 determina uma reta que voce sabe esbogar.
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Aquele ultimo detalhe que vocé nao pode deixar de saber!!

A dica mais quente que vocé poderia encontrar nestas aulas, na minha opiniao, é o Critério da
vertical, que ensina como distinguir aquelas curvas do plano que sao graficos de fungoes reais

de variavel real daquelas que nao sao!! Fique atento ao dominio.

3) Indique qual de cada curva, considerada sobre o dominio indicado embaixo de cada uma

delas, é o gréafico de uma funcao, justificando sua resposta com o critério da vertical.

A

N

[

a) b)
Dominio: R Dominio: [0, 3.5]
A A
—4 4 —4 4
c) d)
Dominio: [—4, 4] Dominio: [—4, 4]
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Semana 11 - Dominios, contradominios
e outras coisas

Esta semana vocé DEVE estar indo para as aulas 33 e 34. Nestas duas aulas ha dois temas
principais: dominios de fungoes (reais, de varidvel real) e como obter novas fungoes a partir de
certas funcoes dadas: operagoes com funcoes.

Esses temas nao sao dificeis mas estao apresentados com bastante detalhes, sendo que voce
corre dois riscos: o primeiro é confundir o que é importante, fundamental, daquilo que pode
esperar um pouco e que vocé conseguira adquirir com o tempo. O segundo ¢é o de achar que o
assunto é por demais complicado: acreditem, nao é.

Primeiro, a questao do dominio.

Vocé deve ter percebido do estudo do material didatico e da leitura do EP anterior, que
o tema dominio é importante. Veja, uma fungao s6 fica determinada se conhecermos o seu
dominio. Se mudarmos o dominio de uma funcao, mesmo que seja por um unico elemento,
pronto, estamos lidando com OUTRA funcao.

Na pagina 36 do material impresso fica estabelecida a primeira importante regra: Quando
apresentamos uma funcao real, de variavel real por uma expressao sem mencionarmos EX-
PLICITAMENTE seu dominio, fica subentendido que este é o MAIOR subconjunto da reta
onde a expressao assume valores reais. Além disso, o contradominio esta considerado o con-

junto dos ntimeros reais.
1
Assim, quando dizemos: considere as fungoes f(z) = vz —5 e g(z) = 5 por exemplo,
I _—

queremos dizer, considere as fungoes

fi 5 +0) — R g: R—{2} — R
€ 1

T —— Jxr —5 X — T

Isto é, a equagao y = v/x — 5 estd bem definida, resultando nimeros reais, sob a condicao

1
x > 5, e isso ocorre no intervalo [5, +00). J& a expressao y = p— poderd ser calculada
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sempre que x # 2, o que ocorre em R — {2 }.

Assim, a funcdo f(x) = /& — 5 estd sujeita a restricio x — 5 > 0, enquanto g(x) = 5
x’ p—

estd sujeita a restricao r # 2.

Primeira licao deste EP: Vocé deve ser capaz de, dada uma lei de definicao de uma funcao,
descobrir e escrever qual é a restricio a qual ela esta submetida, se alguma houver, e deter-
minar e expressar como uniao de intervalos o subconjunto que a tal restricao determina. Esse
subconjunto da reta (ou dos ntimeros reais) é o dominio da func¢ao. Aqui estao dois exercicios

para voce praticar.

1) Determine os dominios das seguintes funcoes:

) 0=\

2—=x
b) g(z) = 203 + a2 —5r +2°

Em seguida, vocé aprende que é possivel somar, subtrair, multiplicar func¢oes reais de
variavel real. O resultado sempre é uma funcao real, mas é preciso estar de olho no dominio.
A funcao resultante dessas operacoes estard definida na interseccao dos dominios das funcoes

envolvidas nestas operacoes. Veja o Exemplo 25, na pagina 38.
2) Considere f(z) =V1—2a?, g(z) = 52 e h(z) =2 — 3z + 2.
Determine o dominio das fungoes f(z), g(x), h(z), r(z) = f(z) + g(x) e s(x) = g(x) - h(x),

assim como as leis de defini¢ao das fungoes r = f+g e r=g- h.

Caso importante: grafico da funcao f + k, onde k£ € R

Quando g é a soma de uma dada funcao f com a funcao constante k, os seus graficos sao muito
parecidos. Um ¢é uma translagao vertical do outro. Assim, se f(z) = 22, g = f — 4 é a fungao
g(x)=2*—4 e h=f+2 ¢éafungao h(z) = 2% + 2.

Os gréficos de g e h podem ser obtidos a partir do grafico de f por meio de translagoes

verticais, 4 unidades para baixo, no caso de g e 2 unidades para cima, no caso de h.

3) Esboce os gréficos das fungoes f, g e h, comparando-os. (Isto é, note como um pode ser

obtido do outro por uma translagao.) Aproveite a ocasido para lembrar-se das parabolas.
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Mais coisas, agora da aula 34

e h(zx) = {/f(x). O quadro da pégina

1
Agora vocé lidara com fungoes do tipo g(x) = o)
x
49, a primeira da aula 34 descreve como determinar os dominios de g e h. O maior cuidado
deve ser tomado quando n é um nimero par.

Veja, por exemplo, os dominios e os graficos das seguintes funcgoes:

SN

\J

4 4 -2 4

] . 1 1
fz) = V16— 9(@) = 55— o) =\ T3

A condicao que estabelece o dominio de f é 16 — 22 > 0, pois estamos com um radical de
expoente 4, nimero par. Esta inequacao deve ser resolvida usando andlise de sinais. Ela tem
duas raizes: —4 e 4. Fora das raizes, mesmo sinal de a, entre as raizes, contrario sinal de a... a é

o coeficiente lider, neste caso —1, que multiplica 2. Assim, a solugao é Dom(f) = [—4, 4]. Que

pode ser visto claramente na figura. O grafico é um arco sobre exatamente este intervalo. As
vezes, para salientar que estamos lidando com um intervalo fechado, colocamos duas bolinhas
preenchidas nas extremidades do intervalo.

O dominio de g é determinado pela condicao z% — 4 # 0, pois a expressao x? — 4 aparece no
denominador. Este é ficil, o dominio é R—{ -2, 2} = (— 00, —2) U (2, + 00). Os pontos —2 e
2 devem ser excluidos do dominio de g. No grafico notamos isso devido as duas retas verticais
tracejadas, que nao intersectam o grafico de g. As vezes colocamos duas bolinhas vazias sobre
esses pontos para salientar o fato de que eles nao pertencem ao dominio da funcao.

O dominio de h é uma mistura dos casos anteriores. x — 4 deve ser diferente de zero, pois
aparece no denominador, mas também deve ser positivo, devido a raiz quadrada. Assim, o
dominio de h é o intervalo (4, 4+ c0), definido pela condi¢ao  — 4 > 0.

Resumindo, temos:

Dom(f) = [—4, 4], Dom(g) = R—{-2,2} = (— 00, —2)U(2, +00) e Dom(h) = (4, + o0).
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Atengao especial é dada a nogao de fungoes racionais, que sao aquelas da forma h(z) =

p(x)
q(z)

tempo para familiarizar-se com elas, inclusive no Calculo I. Neste momento é importante

, onde p e g sao funcoes polinomiais. Essas fungoes sao importantes e vocé tera bastante

saber reconhecer e desenhar o grifico de algumas delas, como f(z) = — e suas irmas, do tipo
x

1
g(x) = , com a constante. Além delas, as translacoes verticais... Voltaremos a este tema

em futuro préximo.

Aquilo que vocé nao pode deixar de aprender ...

No final dessa aula é apresentado um tem muito util: Deslocamento de gréaficos na direcao

horizontal!

Esse tema faz parte de um rol de assuntos que estaremos estudado esses dias: como con-
struir (ou obter) novas fungoes a partir de fungdes conhecidas. Assim, conhecendo a fungao
moédulo, f(z) = |z|, cujo gréifico é o V com bico na origem, podemos obter nova fungao de
defini¢ao g(z) = |z — 3|, por exemplo, ao substituirmos x por x —3. (Essa algebra corresponde,
geometricamente, a uma translaggo HORIZONTAL! O papel exercido pelo 0 na funcao f passa
a ser exercido pelo 3 em g. Noe, f(0) =0 e g(3) = 0. Assim, obtemos o gréfico de g fazendo
um translagao para a direita de trés unidades do grafico de f.

Veja os graficos (de f aparece tracejado):

4) Esboce os graficos das fungoes a seguir, obtidas do gréfico de f(z) = |z| por meio de

translagoes verticais e/ou horizontais, assim como eventuais simetrias em relagao ao eixo Oz

(grafico de —f):
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a) g(x) =z —2[; b) Mx)=|r+3[; ¢ j@)=I|r+3,5]
d) k(z)=|z|=3; e) l(z)=|z[+2; ) m(z)=|r—2]-3.

Para encerrar, uma se¢ao nostalgia:

Gréficos de funcgoes e conicas (o retorno)

Vocé ja percebeu que as fungoes do tipo f(x) = az® + bz + ¢, com a # 0, tem tudo haver
com as parabolas. Além dessas, vocé deve, também, incorporar em seu repertorio as fungoes
do tipo g(z) = /x, h(z) = —v/x — 3 e outras assim. Essas também estao relacionadas com

as parabolas, mas aquelas cujo eixo de simetria é paralelo ao eixo Ox. Assim, por exemplo,

tomemos

fle)=Vzr+4 — 1.

E claro que o domfnio é determinado por z + 4 > 0, que determina o intervalo [—4, 4 00).
Mas, e o grafico? Bom, esse nao é dificil, mas demanda trabalho. Vamos 14, primeiro o
RASCUNHO:

Comecamos com a equacao y = v/ +4 — 1, que reescrevemos na forma y + 1 = /= + 4,
que elevamos ao quadrado (assumindo que z + 4 > 0) e obtemos z = (y + 1)* — 4, a equagao
de uma parabola, cujo eixo de simetria é a reta y = —1 (informagao obtida do pedaco (y + 1)?

na equagao) e de vértice em (—4, —1). Veja o esbogo da pardbola:

Pois bem, resta a pergunta: o que tem a fungao f a ver com a parabola? Realmente, a
pergunta procede. E claro que o critério da vertical nos diz que a curva definida pela equacao
r = (y+1)*> — 4 nao é o grafico de uma fungao.

Calma! Isso é sé um rascunho. Note que os pares de pontos que satisfazem a equacao
y = vz + 4 —1 também satisfazem a equacdo x = (y-+1)?>—4, mas nio vice-versa. A vantagem
desta ultima equagdo é que ela defina uma curva que é facil (espero) de ser reconhecida: a

pardbola de eixo de simetria y = —1, vértice (—4, —1) e tudo o mais.
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A equacdo y = vVxr+4 — 1 (que é a que nos interessa) é um dos ramos da parabola, no
caso, o ramo superior. O outro ramo é definida pela equacao y = —v/x +4 — 1. Assim o

grafico de f(x) =+vx+4 — 1, cujo dominio é [—4, + 00) é o ramo superior da pardbola:

5) Esboce o grafico da fungao g(x) = —v/z +4 — 1.
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Semana 12 - O encontro das conicas
com as funcoes!

Lembre-se, estamos no processo de aprender a construir novas fungoes a partir de certas fungoes
basicas — operagoes com fungoes. Até agora falamos de operacoes que lembram diretamente

as operagoes com numeros, tais como soma e multiplicacao.

Esta semana passaremos a lidar com uma operacao completamente nova — exclusiva do

universo das funcoes. Essa operacao é a composicao de fungoes. Esse assunto esta exposto na

aula 35. Veja a defini¢ao e as notagoes na pagina 64.

No que essa operacgao difere completamente das anteriores?

Dadas as fungoes f: A — B e g: C — D, para fazermos g o f é necessario que Im(f) C

Dom(g).
Por que?

A resposta é a seguinte: como g o f(x) = g¢g(f(z)), para realizarmos esta operagao, é
necessario que f(x) seja um elemento do dominio de g, ndo é mesmo? Ora, os elementos da

forma f(z) sdo, precisamente, os elementos da imagem de f.

Veja, a composicao de funcoes é uma operacao realmente delicada. Note que escrevemos
go f(z) = g(f(x)), comegando com g, pois escrevemos da esquerda para a direita. Na prética,
a fungdo que “atua” primeiro na varidvel « é a fungao f. Assim, se a condi¢ao Im(f) C Dom(g)
¢ satisfeita, o dominio da composta go f é IGUAL ao dominio de f: Dom(g) o f = Dom(f).

Veja o diagrama:
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L 2

gof

Veja um exemplo.

Sejam f e g as funcoes descritas a seguir:

f: R — R g: [0,+00) — R
r — 2?41 x — T

Para comparar com o que foi descrito anteriormente, note que A = Dom(f) =R, B = R,
C =Dom(g) =[0,+00) e D=R.
Apesar de B nao estar contido no dominio da funcao g, podemos fazer a composicao go f,

pois a condigao Im(f) C Dom(g) é satisfeita, uma vez que
flz) = 224+1 >1 >0,

qualquer que seja o valor de x.

Aqui estd a funcao composta:

gof: R — R

T — 2 +1

Nao é exatamente previsivel como o grafico da composta é obtido a partir dos graficos das
fungoes originais, a menos de casos especiais nos quais uma das fungoes envolvidas é muito
simples.

A questao do grafico da composta é tratada com bastante cuidado nas paginas 68 e seguintes
da aula 35. Caso vocé encontre dificuldades em entender esta parte, nao fique abatido nem
perca tempo demais nisto, esse assunto vird com o tempo e maior amadurecimento. Nao deixe
de olhar a AE 11, no EP anterior...
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De qualquer forma, no caso do exemplo anterior, voceé tera um boa surpresa. Qual sera o

grafico da funcao composta g o f, definida em toda a reta real? Veja a equacao:

y = f(z) = va*+1.

Para descobrir qual é o gréafico, vamos fazer um pouco de algebra num rascunho:

y = Vaz+1
o= 2241
—2?+y? = 1

Assim, podemos ver que as solucoes da equacao y = V2 + 1 também sao solucoes da
equacao —x? + y? = 1, apesar da contra-positiva dessa afirmacao nao ser verdadeira. Mas, a

informacao que obtivemos é muito boa, pois a equacao —z%+y> = 1 define uma curva MUITO

conhecida: uma hipérbole...
Realmente, se fizermos o percurso inverso, resolvendo a equacao —x? + y? = 1 na varidvel

y, obtemos
—?+y? =1
v = 2°+1

y = *vVa2+1

e ai podemos observar o que estd acontecendo. As equacoes y = Va2 +1 e y=—+va2+1
definem os dois ramos da hipérbole. O grafico da fung¢ao g o f é o ramo superior. Veja na

figura a seguir os esbogos das trés fungoes, f, g e fog:

A A

\
V\

fla) =%+ 1 9() = V7 go fl@) = vVaT+ 1

No casos em que a imagem de (f) nao estd contida no dominio de g, podemos usar o recurso
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de considerar f “restrita” apenas a parte do dominio relativa a qual sua imagem fique contida

no dominio de g. E isso que esta colocado na pagina 64 do médulo:
Se f e g sdo fungoes reais de varidvel real, entao a composigdo go f : Dom(go f) — R

estd definida apenas quando

Dom(go f) = {x € Dom(f) | f(x) € Dom(g) } # &.

Veja o exemplo a seguir. Seja f(z) = 4 — x, definida em toda a reta real (Dom(f) = R)
e g(xr) = —y/x definida apenas no intervalo [0, + 0c). Para determinarmos o dominio da

composta g o f (caso ele ndo seja vazio) usamos a expressao

gof(x) = g(f(@) = —F@) = —vi—z

que estd bem definida apenas se 4 — 2 > 0. Assim, o dominio de go f é (— o0, 4].

Para descobrir qual é o grafico de go f podemos tentar o truque usando no exemplo anterior:

y = —vd—=x

v = 4—2
r4+y* = 4
r = —y*+4

A equacao x = 4 — y? define uma pardbola de eixo de simetria vertical e, portanto, NAO
é o grafico de uma fungdo. Mas, o ramo inferior (neste caso, devido ao sinal de menos,) é o

grafico da composta.

Y

1) Em cada caso a seguir, determine as leis de defini¢ao da fungao g o f, seu dominio e

esboce o seu grafico.
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/() g(a)
fa)=1—2? | g(a) = &
f@) =246 | g(e) = V3
fla) =22 +4 | gla) = =L

Mais coisas, agora da aula 36

A introducao da composicao de fungoes nos permite um novo conceito, muito importante: a
nocao de funcao inversa.

Esse assunto nao é dificil mas é delicado. A inversa de uma funcao faz o trabalho “inverso”
da funcao original. Assim, a inversao de fungoes esta para a composicao assim como inverter
nimeros esta para o produto. Essa é a motivacao para a nomenclatura.

Ora, sabemos que todo numero real (diferente de zero) ¢é inversivel. Isso é, o critério para
inverter um ntimero é verificar se esse niimero é nao nulo. Facil. Nao é tao facil assim quando

queremos inverter fungoes. Mas, o critério ha. A funcao deve ser bijetora.

Uma fungao é bijetora se for injetora e sobrejetora. Ser sobrejetora é simples, basta que
consideremos sua imagem como contra-dominio. O problema todo é ser injetora. Lei cmo

atencao a apresentacao deste tema a partir da pagina 78, com a defini¢ao 11.

Como fazer, na pratica, para “inverter” uma funcao f?

Podemos refrasear essa pergunta assim: dada a lei de defini¢do y = f(x) de uma certa funcao,
como devemos proceder para determinar a lei de definicdo de sua inversa f~1? Essa é uma
questao de resposta simples. Basta “resolver”a equacao y = f(z), em x. Vamos a um exemplo.

Queremos determinar o dominio, a imagem e a inversa da funcao

20— 3
4 —x

flx) =

Primeiro, Dom(f). A condigdo que determina o dominio de f é 4 — x # 0. Assim,

Dom(f) = R—{4}.
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Agora, o calculo da inversa. Vamos resolver a equacao y = 24“3 em x. Vamos la:

—T

2r — 3
4 —zx

yd—z) = 22-3

dy —xy — 2z = -3
—xy —2r = —4y—3
r(y+2) = 4y+3

4y + 3
y+2

2) Todas as fungoes a seguir sao inversiveis. Em cada caso, determine a fungao inversa,

dando o dominio, o contra-dominio e a lei de defini¢ao.

o) f: R — R b) g: [—4,+00) — [—-2,4+00)
r +— 2x—3 x — Vr+4 — 2
h: R—{3} — R-{-2} » .
., R - (- NERTE T
x — r — (r—3)°+4

O que nos diz a geometria sobre os graficos da funcao e de sua in-

versa?

E muito fcil identificar se uma funcao é inversivel ou nao pelo seu grafico. Isso se deve ao fato
de que as fungoes injetoras sao aquelas cujos gréaficos sao intersectados uma unica vez pelas
retas horizontais. Assim, a fungao f(r) = 22, definida na reta toda, nao é inversivel pois seu
grafico é uma parabola e as retas horizontais superiores ao eixo Oz cortam seu grafico em dois
pontos.

Ja a fungao g(x) = 2z + 4, também definida em R, cujo gréfico é uma reta, é intersectada
uma unica vez por cada uma das retas horizontais, é inversivel.

Além disso, quando uma funcgao é inversivel, seu grafico e o grafico de sua funcao inversa

sao simétricos em relacao a bissetriz dos quadrantes 1 e 3, a reta y = .
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Veja o exemplo a seguir, onde apresentamos os gréaficos de f e de f~! em figuras separadas

e, depois, sobrepostos.

Grafico de f Gréfico de f~! Graficos de fe f~!

3) Identifique nos graficos a seguir quais sdo os pares de fungdes com suas respectivas

inversas.

Grafico de h Gréfico de j

Gréfico de & Grafico de [

Gréfico de u

Grafico de v Gréfico de w

1)



Caderno de PC Pré-Calculo

76



Semana 13 - Funcoes Trigonométricas!!

Esta semana vocé deve comecar a estudar as fungoes trigonométricas, que sao fungoes derivadas
da trigonometria, ciéncia muito antiga . ..

Neste EP vocé encontrara varias dicas e sugestoes que poderao ser tteis na sua caminhada
por estas veredas. Lembre-se que vocé nao farda um estudo detalhado de trigonometria, mas
aprenderd os pontos principais que permitirao o entendimento deste tema sob a perspectiva
do Pré-Calculo, que a perspectiva das funcoes.

A Atividade Eletronica desta semana também trara um material que podera ser ttil nessa

tarefa.
Boa semanal

Funcgoes trigonométricas sao muito anti-
gas e desempenham papel de destaque na
Matematica. Ninguém que estude Matematica
pode se dar ao luxo de nao gostar delas ou de
nao querer estuda-las. O grande Georg Can-
tor, quando teve suas idéias revolucionarias
(calma, idéias matemadticas...), estava lidando

com elas. Uma de suas primeiras publicagoes

foi chamada Uber einen die trigonometrischen
Reihen betreffenden Lehrsatz

Mas, antes de comecarmos com as funcoes trigonométricas, vamos lembrar, rapidamente,
o que esta rolando nestes ultimos dias no nosso curso.
Fungoes — dominios

Esse tema ¢é importante. Veja a primeira questao da AD2, por exemplo.
Vocé deve saber determinar e expressar os dominios das fungoes (usando intervalos, por

exemplo).
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Como estao as suas habilidades? Experimente-as nesses casos (simples) a seguir:

1) Quais sao os dominios das seguintes fungoes?

a) f(x) ! b) g(z) = Va? + 2z — 15;

T 1z — 12— 222
¢) hiz)=vVzr++Ver—1+z—2.

Graficos de funcoes simples - 1a. parte

Voce sabe esbogar o grafico de uma funcao que pode ser obtido do gréafico de alguma fungao
conhecida através de translagoes (horizontais ou verticais)?

O que acontece se trocarmos x por —z? Sabendo o grafico de y = f(x), como fica o grafico
dey = —f(z) ouy = f(—=z)?

Veja alguns exemplos:

1
2) Usando os graficos das fungoes y = |z|, y = — e y = \/x, esboce os gréficos das fungoes
x

a seguir:
1
2) J@)=le+2 =3 b) gla) = ——+4,

c) hz) =vr—1+2; d) j(z) = v=z;
e) k(z)=vV4d—x+2 £) l(z)=4—|z—3|

Graficos de funcoes simples - 2a. parte

H& muitas fungoes cujos graficos sao trechos ou ramos de conicas. Vocé precisa saber esboga-
los.

3) Esboce os graficos das fungoes a seguir:

2) fl)=VI0r—a%  b) g(x) = -

Funcoes pares e fungoes impares

Um tema que ainda nao foi explorado nessas paginas mas é apresentado muito bem no material
didatico é a questao das funcoes pares e das funcoes impares.
Primeiro, essas fungoes sé estao definidas em dominios simétricos. Um subconjunto A da

reta é simétrico se, para cada x € A, o seu simétrico, —x, também é elemento de A.
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Por exemplo, se A é um conjunto simétrico e 3 € A, entao sabemos que —3 € A. Ou ainda,

se —/b € A, entdo Vb € A.
A terminologia conjunto simétrico é muito propria, pois se A é simétrico, seus elementos
se dispoem em torno do zero de maneira simétrica. Veja alguns exemplos de subconjuntos

simétricos da reta:
o (—2,2);
o [—2m, 27;
e (=5, =3)U(—-2,2)U(3,5);
e R—{-1,1}.

H& duas maneiras de identificar se uma fungao é par (respectivamente, impar).

Analiticamente

Podemos verificar se uma fungao é par (ou impar) diretamente da sua lei de definigao (contando
que ja verificamos que seu dominio é simétrico). A fungado f, cujo dominio é o subconjunto

simétrico A da reta, é uma funcdo par se, Vx € A,

f(=2) = f(-=)
e é uma funcao impar se, Vr € A,

f(=x) = = f(x)

!

Assim, podemos dizer que f(z) = 0 72, definida na reta toda (ela mesma um conjunto
simétrico), pois
—r)4 4
fewy = By = T = )

ou que a fungdo g(z) = V1 — 22, definida no conjunto simétrico [—1, 1] (por que?) é par pois

g(—a) = VI— (=27 = VI—2% = g(a).

3 ¢ fmpar, pois

Ja a fungao h(z) =3z —
h(—z) = 3(-2) — (-2)* = =30 —(-2°) = =30 +2° = —(3z—2°) = —h(z).

Entao, esse teste direto pela lei de definicao é uma abordagem analitica.
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Geometricamente

Quando a funcao é dada pelo seu grafico, podemos verificar se ela é par no caso de seu grafico
ser simétrico em relagdo ao eixo Oy (mole), ou se ela é impar, no caso de seu grafico ser
simétrico em relagdo a origem (nesse caso é preciso um pouco mais de cuidado e jeito, pois
nesse caso os pontos (z, f(z)) e (—z, f(—z)) devem estar sobre a reta que contém a origem).

Aqui estao os graficos das fungoes pares:

fl@) =" —a? g(z) = VI—a?
Eis o grafico da funcao impar, com as retas tracejadas indicando a simetria em relagao a

origem:

h(z) =3z — 23

O que ha de interessante a respeito desse tipo de fungao?

Parece um pouco de exagero o interesse dos matematicos a respeito desses tipos de fungoes,
as pares e as impares, uma vez que a maioria das fungoes nao é uma coisa nem outra. Por
exemplo, f(z) = 2° — 3z + 723 + 2% — 5z + 8, ndo é nem par, nem mpar, ou g(z) = 2% + |z|.

O que é realmente interessante a respeito dessas idéias é que toda funcao f, definida num
dominio simétrico A, pode ser escrita, de maneira inica, como a soma de uma funcao par com

uma fungao fmpar.
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Isso é o que em Matematica nés chamamos de uma decomposicao e, nesse caso, uma
decomposigao tnica. Isto quer dizer que o universo das fungoes definidas num dominio simétrico
se decompoem em dois sub-universos muito especiais, o universo das funcoes impares e o das
funcoes pares.

Observe que, a unica funcao definida no dominio simétrico A que é a um s6 tempo par e
impar é a funcao constante igual a zero.

Como podemos provar tal coisa?

Bom, se tudo que fosse interessante pudesse ser provado de maneira tao facil, nés, matematicos,
estariamos sem empregos...

Mas, nesse caso é facil. Veja nos exemplos acima, as duas fungoes estao definidas em toda

a reta real.
No caso do polinomio, basta separar as parcelas de poténcias pares das parcelas de poténcias

fmpares (mole!):

f(r) =2° — 32 + 72® + 2* — bx + 8 = (=32* + 2> + 8) + (2° + 72* — 52) = f,(v) + fi(z).

No outro caso, g(z) = 2 + |z|, também d4 para ver qual é a parcela par e qual é a parcela
impar:

g(x) = lz| + 2° = gy(z) + gil).
Em geral, para obter essas funcoes parcelas, somamos e subtraimos da prépria funcao a
composicao dela com a funcao y = —x e dividimos por dois:
f(z) + f(=x)

fo(x) = — e fiz) =

So6 para ter certeza que vocé entendeu ...

4) Nas fungoes a seguir, determinas as que s@o pares, as que sao impares e, nos casos em que
a funcao nao for par ou impar, escreva-a como uma soma de uma fungao par com uma funcgao

fmpar (ufal).

a) f(z)=2"—2|z[; b) g(z) =z v1—-22+4

T LL’Q

c) h(x)= +4—=—; d) j(z) =3z —2>+V1+22

14+ 22 4
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5) Quais dos graficos a seguir sao gréficos de fungoes pares? e quais sao graficos de fungoes

impares?

\

O que mais ha para saber?

A coisa com a qual vocé deve estar bem ocupado nesses dias é composicao de fungoes e, na
esteira dessa operacao super-importante, a nocao de funcao inversa. Esse assunto foi abordado
no EP 12.

Funcoes trigonométricas - a bola da vez...

Por que ha tanta dificuldade em lidar com as fungoes trigonométricas?

As funcoes trigonométricas sao, geralmente, introduzidas apds algum tempo de estudo de
fungdes do tipo polinomiais (ou quase). Esse é 0 nosso caso.
A nossa principal fonte de exemplos sao as fungoes lineares (ou afim, do tipo f(z) = mb+b),

quadréticas (f(z) = ax® 4+ br 4 ¢) e assim por diante.
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A dificuldade que a maioria das pessoas sente ao passar a lidar com as fungoes trigonométricas
decorre das profundas diferencas que essas (novas fungoes) apresentam das anteriores. Vejamos

algumas delas...

e Por mais complicada que seja uma fungao polinomial (ou quase), podemos calculd-la

diretamente em essencialmente qualquer ponto que quisermos. Por exemplo, se f(x) =
Va2 — bz + 7 (algo nada amigavel, a priori) e quisermos calcular f(10), basta colocar
a informacao na mdquina e calcula-la: f(10) = /100 — 50 + 7 = /57, um ndmero um

pouco maior do que 7, uma vez que 72 = 49...

Por mais impreciso que isso seja, é o suficiente para nos sentirmos mais a vontade com a

tal funcao.

Nada disso ocorre quando lidamos com, por exemplo, g(x) = sen(2z) + cos(z). Podemos
calcular o valor dessa funcao em alguns pontos especiais, multiplos do famoso 7 que

indica o angulo de 180°. Convenhamos, é uma mudanca e tanto.

e As funcoes polinomiais admitem um nimero finito de raizes e, quando o valor absoluto
da variavel x assume valores muito grandes, o valor da fungao comporta-se de maneira

semelhante.

As fungoes trigonométricas mais conhecidas, f(x) = sen(z) e g(x) = cos(x) sdo fungdes

limitadas. Mais ainda, sao funcoes limitadas: Vo € R,

|sen(z)| <1 e | cos(x)| < 1.

e Outra propriedade que diferencia as trigonométricas das tradicionais fungoes é o fato de

elas serem periddicas. Isso pode causar coisas tais como:

1
A equagdo sen(z) = 2 nao tem solugdo, enquanto a equagao cos(x) = 3 tem uma

infinidade de solugoes.

Convenhamos, ja é esquisitice de sobra...
O que podemos fazer para superar as dificuldades e conviver com essas interes-
santes fungoes?

Primeiro, vocé deve entender que essa funcoes sao importantes, que elas nos darao importantes

informagoes e com um certo jeitinho, elas nao sao tao misteriosas assim.
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Vamos nos concentrar nas fungoes seno e cosseno, por enquanto.
Primeiro, vocé deve passar a pensar em termos de radianos e nao em angulos. Isso é facil.
Basta lembrar que 7 radianos é o mesmo que 180° (cento e oitenta graus). Por exemplo, no
_ 180° 7
lugar de 45°, vocé deve dizer 1 -1

E fundamental saber calcular o seno e o cosseno dos chamados angulos nobres... Esse sao,

T T T

no primeiro quadrante, 0, —

51 3 e Nao é tao dificil assim. Pense em construir uma

ro| 3

tabela, em trés etapas.
Na primeira, alinhe os angulos, a partir do zero, na primeira linha, e complete as duas

linhas de baixo com os ntimero 0, 1, 2, 3 e 4, em ordens crescente e depois decrescente.

x 0| n/6|7/4]|n/3|m/2

sen(z) | 0] 1 2 3 4

cos(xz) | 4] 3 2 1 0

A tabela ainda nao estd pronta. A segunda etapa consiste extrair a raiz quadrada de cada

nimero, lembrando que V0 =0 ¢ 1 = 1:

x 0| n/6|x/4]|x/3|m/2
sen(z) [ 0| 1 V2 1 V3| 2
cos(z) | 2| V3 | V2| 1 0

Agora, para completar a tabela, basta dividir todos os ntiimero po dois:

x 0| n/6 | /4 | ©/3 | 7/2
sen(z) | 0] 1/2 | v2/2 |V3/2] 1
cos(z) | 1[V3/2|v2/2| 1/2 | 0

Eu sei, isso é macete, mas funciona...

O que mais?

Bom, tem muito mais, mas para comecar, é preciso tatuar no braco a férmula fundamental da
trigonometria: Vz € R,

sen’z + cos? z = 1.
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Veja, cuidado com a notagao, queremos dizer (senz)? + (cosx)? = 1, para todos os valores

atribuidos a x. E por isso que chamamos essa equacao de identidade trigonométrica funda-

mental.

Veja um exemplo:

sen’(m/3) + cos®(1/3) = (V3/2)% + (1/2)* =

= w
_l’_
A

Assim, se soubermos que sen(a) = - eque cos(a) é um numero positivo, podemos

calcula-lo:

cosa+sena=1 = cos’a =1—sen’a.

cos’a = 1—sen’a
2
1 4
cosa = 1-— LS zl_izl__:_
5 25 5 5

Vi o2 25
cosa = ﬁ = ﬁ = 5

Essa identidade trigonométrica decorre da propria definicao das fungoes seno e cosseno,
usando o chamado circulo trigonométrico e do Teorema de Pitagora. Isto é, o seno e o cosseno
de um dado angulo sdo os comprimentos dos catetos (pelo menos quando esquecemos dos
sinais) de um triangulo retangulo cuja hipotenusa mede 1.

Entender essa abordagem (do circulo trigonométrico) é crucial para poder entender a pro-
priedade de periodicidade dessas funcoes, assim como passar a ser capaz de propagar as in-
formagoes conhecidas sobre os angulos do primeiro quadrante (entre 0 e 7/2) para outros
angulos nos outros quadrantes.

Espero que a atividade eletronica dessa semana lhe ajude com isso.

Quais erros tipicos vocé NAO pode cometer?

H&4 uma série de erros folcléricos que alunos desinformados cometem e que vocé NAO pode
cometer. Aqui estdao os mais escandalosos:

e E comum o aluno desassociar a parte da notacao que indica a funcao trigonométrica
(sen ou cos, por exemplo) do seu argumento. Assim o alunos responde algo como f(z) = cos.

Terrivel!! Deve sempre ficar claro qual é o argumento ao qual a funcao trigonométrica esté
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atuando. E por isso que, se for necessério para evitar divida, escrevemos f (x) = cos(x) no
lugar de f(x) = cosz, para indicar que estamos lidando com o cosseno de ...

H4 situages onde o uso de parénteses é ainda mais urgente, como sen(2z + 1), para dife-
renciar de sen2z + 1 que pode estar querendo dizer 1 + sen2zx.

e Reforcando o que foi dito no item anterior, devemos lidar com as notacoes da forma
mais clara possivel. E misterioso por que isso ocorre, mas varias pessoas lidam com as funcoes
trigonométricas como se elas fossem algébricas. Coisas assim como, confundir sen(x + y) com
senr + seny, ou ainda, confundir senz + cos x com algo inexistente: (sen + cos x).

e Outro ainda freqiiente é achar que as constantes possa transitar a vontade no mundo
trigonométrico, coisa que esta longe de acontecer. Nao va fazer algo assim como confundir
sen2z com 2senx, pensando que sen nessa férmula funciona como uma espécie de paréntese
de luxo. Isso é falta de educacao matemaética...

Quem comete esse tipo de erro nao esta por dentro do que explicaremos no préximo item.

O que vocé nao pode deixar de saber a respeito dos graficos das

funcgoes trigonométricas....

Sabendo o grafico das fungoes bdsicas f(z) = sen(z) e g(z) = cos(x), é possivel obter graficos
de muitas outras funcoes fazendo pequenas modificacoes. Por exemplo, compare os graficos de

g(z) = sen(z), h(z) = sen(3z) e j(x) = sen(%), sobre um intervalo contendo [0, 47].

g(x) = sen(x) h(z) = sen(3x) j(z) =sen(%)
A funcdo h(x) = sen(3z) tem um periodo trés vezes mais curto do que a func¢ao g(z) =
sen(z) e, por isso, seu grafico sobe e desce muito mais vezes (quantas?) do que a original no
mesmo trecho do dominio.

Ja o periodo da funcao j(z) = sen(%) tem o dobro do comprimento do que o periodo da

fungao g(x) = sen(x), portanto, enquanto g (digamos assim, informalmente) sobe e desce duas

vezes, a funcao j completa um sé ciclo.

Para arrematar...

Vocé PRECISA saber distinguir os graficos das fungoes trigonométricas, comecando das funcoes

seno e cosseno, assim como saber esbogar certos gréaficos a partir desses originais.
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Para isso é preciso entender de freqiiéncia e periodicidade. Vocé precisa entrar na onda...

A seguir apresentamos alguns exercicios que podem ajuda-lo um pouco com isso.

Conhecer o valor de uma das fungoes seno ou cosseno num ponto com mais alguma in-
formagao sobre a sua localizacao (no circulo trigonométrico) é suficiente para determinar o

valor das outras funcoes nesse ponto. Veja o exercicio a seguir.

6) Sabendo que 7 < a <7 e sena = %, calcule cosar, seca, csca, tga, e cotga.

Uma etapa importante no estudo das fungoes trigonométrica, especialmente no que diz
respeito ao calculo dessas fungoes em angulos multiplos de 7/6 e 7/4 (aqueles que TODO
mundo precisa saber) é o treinamento de resolucdo de equagdes trigonométricas. As mais

simples sao do tipo a seguir.

7) Resolva as equagoes a seguir nos intervalos indicados.

a) cosz = % 0, 7J;
b) sen(2z) = \/75 [0, 51
¢) cscx = V2 [0, ]
d) tgr = —1 5, 5.

As equagoes ficam um pouco mais emocionantes quando envolvem duas fungoes trigonométricas...
Lembre-se de que nessa area os problemas podem ficar deveras complicados. Mas nao é o caso

do que apresentamos a seguir.

8) Resolva a equagao sen(x) = cos(2z) no intervalo [0, 27].
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9) Esboce os gréficos das fungoes a seguir (sobre o dominio [0, 27|, pelo menos).

a) f(x)=2sen2x; b) g(z) =2 cos (£) — 1;

¢) h(z) =3sen(z—%); d) j(z)=2+ 2sen(4z).
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Semana 14 - Funcoes trigonométricas
inversas!

Mas, antes,

algo diferente, para variar...
Comecaremos essa série de atividades com uns testes. Vamos testar suas habilidades em
composicoes de fungoes e fungoes inversas. Esses exercicios foram usados em diferentes provas

do tipo vestibular e coisas assim e sao bastante interessantes. E possivel aprender bastante

com elas.

1) Se f(x) =2+ 1, entdo (f o f)(x) é igual a:
(a) at +22% +2 (b) z*+2 (c) z*+1

(d) z+1 () 1

2) Sendo f(z) = 2?42z e g(z) =3z + 4, entdo (f o g)(z) é igual a:
(a) 922 + 20z + 24 (b) 22+ 30x + 24 (c) 922+ 30x + 24

(d) a? 420z + 24 (e) nda

3) Seg(l+z)= IQLH’ entdo g(3) é igual a:

(a) 0 (b) 3 () 3
(d) 5 (e) 5
4) Se f(x) = 2I_+ 1, entao (f o f)(z) é igual a:
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() -1 ) 1 (© (2””“)2

r— 2
d
( ) 20 +1

5) Se (fog)(z) =422 -8z +6 e g(r)=2x —1, entdo f(2) ¢ igual a:

(a) —2 (b) -1 (c) 3
(d) 5 (e) 6

6) Considere as funcoes f(z) = 2z + 1, g(z) = 22 — 1. Entdo, as solugoes da equagao
(fog)(z) =0 sao:

(a) inteiras (b) negativas (c) racionais nao inteiras

(d) inversas uma da outra (e) opostas uma da outra

7) Se f(x) =2z — 1, entdo f~!(z) é igual a:

(a) T ; 1 (b) —552— 1 (©) T 42— 1
1

20 — 1

(d)

(e) nda

8) Se f~' éainversade f(z)=2z+ 3, entdo o valor de f7'(2) ¢ igual a:

9) A inversa da fungao f(x) = 2® + 1 é definida pela lei:

(a) vr+1 (b) = (¢) vVa—1
(d) va?—1 (e) nda

6x
= . O
3r—1

10) Seja f : R — {3} — B C R a funcdo inversivel definida por f(x)
conjunto B é igual a:

(a) R (b) R—{-2} (c) R—{3}

() R—{-3 (e) R—{2}
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O tema da semana é ...

Funcoes trigonométricas inversas!

Comecamos com a famosa pergunta: por que as pessoas acham este tema tao dificil?
Realmente, as fungoes trigonométricas inversas reservam alguns segredos e alguns mistérios
que custam um pouco a serem revelados. Mas, nada que cinco ou seis horas de estudo seguido
por trés ou quatro dias para resolver.
Na minha opiniao a dificuldade desse tema reside na justaposicao de dois assuntos que, por

si 80, ja causam razoavel estrago na auto-estima dos alunos: fungoes trigonométricas e fungoes

inversas.
Para complicar ainda mais, as fungoes trigonométricas nao sao as fungoes mais (por assim

dizer) inversiveis que conhecemos...

Nossa estratégia para sobrepujar essas dificuldades consistird em lembrar dos aspectos
mais importantes de cada um desses topicos e, quando estivermos mais certos disso, faremos,

cuidadosamente, a mistura desses perigosos ingredientes.

O que vocé nao pode deixar de saber a respeito de funcoes inversas?

e Se f: A—— B ¢ inversivel, entao f~': B — A. Ou seja, o dominio de f é a imagem

(coincidente com o contradominio) de f~!; a imagem de f é o dominio de f~1.

Exemplo:

f: R—{3} — R—-{2} f: R—{2} — R—-{3}

+3

2
x—3+ ‘ T T2

X —

e Seja f uma funcao inversivel. Os gréficos de f e de sua inversa f~! sdo simétricos em

relacao a reta definida por y = x, bissetriz dos primeiro e terceiro quadrantes.

Veja os graficos de f: R — [=2, +00), de f~' : [-2, +00) — R e os dois graficos

sobrepostos com a reta y = x tracejada.
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Note que a reta horizontal y = —2 limita o gréfico da f e o a reta vertical x = —2 limita
o grafico de f~!. Esse fenomeno é chamado de assintota horizontal e assintota vertical e

vocé aprenderd muita coisa sobre isso no Célculo 1.

e Dada a lei de definicao y = f(z), da funcdo f, para determinarmos a lei de definigao de

/71, devemos “resolver” a equagao y = f(z) em z ...

20 — 3
Por exemplo, se y = f(z) = T fazemos y = 25__13 e resolvemos em x:
x —
. 2x—3
v = z—1

ylx—1) = 2x -3
yr—y = 2x—3
yr —2x = y—3

z(y—2) = y—3

E as trigonométricas, digamos seno e cosseno?

As funcoes trigonométricas tém caracteristicas muito especiais, que as diferenciam das usuais
fungoes polinomiais, que foram, até agora, nossa principal fonte de exemplos. Elas sao

a) limitadas: Vo € R, |senz| <1, e |cosz|<1;

b) periddicas: Vo € R, sen(z + 27) =sen(z) e cos(z + 2m) = cos(z);
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c) satisfazem a Identidade Trigonométrica Fundamental:

sen’r + cos’z = 1

valida Vx € R.

c) As fungoes obtidas a partir dessas duas, tangente, cotangente, secante e cossecante, nao sao
mais limitadas, mas ainda sao periddicas e satisfazem importantes identidades decorrentes da

Identidade Trigonométrica Fundamental, como

tg?r + 1 = sec’w,
valida em todo o dominio da funcao tangente, que é igual ao dominio da funcao secante,

determinado pela condigao cosx # 0.

Encontro de titas ...

Como lidar com as fungoes trigonométricas inversas?

E necessario dedicagao e paciéncia. A cultura atual nos dd a impressao que nao precisamos
gastar mais do que uns poucos minutos para dominar um assunto para estarmos prontos para
outro. A Matematica nao poderia estar mais distante disso. Portanto, arregace as mangas,
beba um copo d’agua, va ao banheiro e pegue todo o material didatico disponivel sobre o tema,
sente-se no seu lugar mégico de estudos e mergulhe de cabega nas fungoes trigonométricas
inversas. Vocé acabard gostando disso.

Bem, na falta de alguns dos ingredientes acima citados, faca o possivel, a prova esta logo
ali.

Vamos comegar com a seguinte pergunta:

Quais funcoes podem ser invertidas?

Muitas, poucas, quantas?

A resposta, como tudo na vida, depende de algumas condig¢oes. A condicao para que uma
funcao seja inversivel é que ela seja bijetora, que é uma restricao forte. Isso nos leva a crer que
a resposta a pergunta feita anteriormente seja que poucas fungoes sao inversiveis.

No entanto, se restringirmos a pergunta as funcoes com que temos lidado a maior parte do
tempo, polinomiais e coisas do género, o cenario torna-se um pouco mais réseo. Neste caso,

dividiremos a questao em duas abordagens:

a) (Abordagem global)Dada uma fungao f, serd que é inversivel?
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b) (Abordagem local) Dada uma fungao f, serd que hé subintervalos de seu dominio,

restritos aos quais f é inversivel?

A abordagem global é mais dificil de ser respondida positivamente. No entanto, a abor-
dagem local tem, quase sempre, resposta positiva.(hd uma maneira matematica de precisar

isso e vocé aprenderd como, comegando no Célculo I)

Por exemplo, considere a funcao f : R — R definida por f(z) = 2?. Esta fungao

nao é injetora (f(—1) = f(1), por exemplo) e nao é sobrejetora (nao existe z € R tal que
f(z) = 2 = —1, por exemplo). Logo f nao é inversivel, respondendo negativamente a

pergunta (a).

No entanto, se considerarmos as suas restrigoes aos intervalos (— oo, 0] e [0, 4+ 00), teremos

duas funcoes inversiveis. Veja os detalhes.

Sejam f1 : (—o0, 0] — [0, +00) e fo:[0, +00) — [0, + 00) duas restri¢oes de f. Isto
é, fi(z) = f(z) =2% e fao(x) = f(x) = 2% As duas fungoes f; e f, sdo inversiveis. Eis aqui

as suas inversas, como vocé pode verificar.
it [0, +00) — (— o0, 0], definida por f; '(z) = — /7;
f3t 1[0, +00) — [0, + 00), definida por fy ' (x) = /7.

Note que, nos dois casos, elevar ao quadrado resulta em z:

pois = € [0, + c0).
Aqui estao os graficos.
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A

Gréfico de f(z) =z

\J

Gréficos de fi e fi!

\J

Gréficos de fy e f5 !

Gréfico de f,

\J

Observe mais um exemplo de uma funcao nao inversivel, mas que admite “ramos” de

inversao. Isto é, admite partes de seu grafico que, considerados independentemente do resto

da funcao, sao graficos de fungoes inversiveis.

v

A

Grafico de fungao nao inversivel

v

Graéficos de restrigoes que sao inversiveis
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Isto é o que faremos com as funcgoes trigonométricas

As fungobes trigonométricas sdo, em geral, ndo sobrejetoras (seno e cosseno sao limitadas, nunca
excedem 1, em valor absoluto) nem injetoras (uma vez que sao periédicas, cos(m) = cos(37),
por exemplo). No entanto, ao olharmos seus graficos, podemos ver varios “ramos” de inversao.
Isto é, os trechos do dominio nos quais a fung¢ao é crescente (ou decrescente).

Portanto, quando falamos de fungoes trigonométricas inversas, falamos de fato de restrigoes
das funcoes trigonométricas que sao, de fato, inversiveis. Aqui entra a parte que da trabalho.
Vocé precisara memorizar, tatuar no cérebro, fazer fichinhas, sei 14, os dominios de inversao
das fungoes trigonométricas. Vamos ao exemplo mais simples: a funcao seno. Comece olhando

seu grafico, com destaque no trecho que sera invertido!

\/

Gréfico de funcao f(x) = senz com destaque do trecho que sera invertido.
Assim, consideramos a restricao da funcao seno e sua inversa, a funcao que chamamos arco

Seno:

fool-5 1 — [-1,1] =11 — [

B

]

T —— senx T —— arcsenx.

Veja os graficos:
A

\J
\J

f(z) = senx f~H(z) = arcsenz
Olhem bem, pois a diferenca é sutil.
Assim, faga uma tabela com os dominios (regides de inversao) das fungdes seno (ja esta af),
cosseno e tangente. Pelo menos essas voce PRECISA saber...

Agora, alguns exercicios para praticar.
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11) Calcule os seguintes valores:

(a) arc sen(%) (b) arccos (\/75) (c) arc sen( - 72)
(d) arccos (— 1) (e) arcsen(cos (%)) (f) arccos (sen(— %))
(g) arctg(l) (h) arctg(v/3) (i) arctg(— \/?g)

12) Determine os dominios das seguintes fungoes:
(a) f(z) = arcsen(2z) (b) g(z) = arccos(z — 3)
(c) hix) = arctg(2 —5) (d) j(z) = v/arcsen(z)
(¢) k(x) = /4 arctg’s

Nao deixe de fazer os exercicios 1, 2 e 3 da aula 39.
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Semana 15 - Duas notaveis funcoes

Onde estamos, afinal?

Estamos na reta final da disciplina. Vocé deve estar com suas preocupagoes divididas entre
aprofundar seus conhecimentos nos tépicos que temos falado nas ultimas semanas, avancar

para os conteudos que ainda faltam e, principalmente, concentrar-se na preparagao para a
prova.

Parece muita coisa, e é, mas vocé precisa levar em conta que esses objetivos nao sao
excludentes, muito pelo contrario.
S6 para deixar claro quais sao esses tantos assuntos que estao nos rondando, vamos lista-los:

(x —x0)*  (y— o)
a? + b2

a) Conicas - escrever as equagoes na forma = +1, identifica-la e fazer

seu esboco;

b) Determinar dominios de fungoes e lidar com suas operagoes, especialmente a composigao:
fogougo f?

¢) Fungoes inversas: sob que condigoes a funcao é inversivel? Qual é a rela¢ao dos dominios
e das imagens da fungao e de sua inversa? Como calcular a lei de definigao da fungao inversa?
Qual é a relagao (geométrica) existente entre o grafico de uma fungao e o grafico de sua inversa?

d) Fungoes trigonométricas (ai!): quais sao os valores de seno, cosseno, tangente e cotan-
gente, secante e cossecante dos angulos nobres (30°, 45°, 60° e seus correspondentes nos outros
quadrantes)? Qual é a Identidade Trigonométrica Bésica? Como é o grafico (pelo menos de
seno, cosseno e tangente)? Como muda o grafico quando alteramos a fungao trigonométrica
(de f(z) = sen(z) para g(x) = asen(bx))?

e) Fungoes trigonométricas inversas (ail ail): Aqui é preciso muita paciéncia e boa-vontade.
E fundamental, neste estdgio, saber identificar os dominios (ramos) de inversao das fungoes
seno, cosseno e tangente (deixemos as restantes para depois da prova, prometem? Em troca
coloco uma tabela com essa informagao no fim dessas notas). Saber calcular o arco seno, arco

cosseno e arco tangente dos valores associados aos angulos mais usados. Por exemplo, quanto
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vale arco seno de —%?

f) Fungoes exponencial e logaritmo. Esse assunto sera explorado nessas notas.

Perspectiva Grafica

Um ponto de vista que tem sido bastante explorado nesta disciplina é o aspecto grafico das
funcgoes. Isso é muito importante, pois lhe dard uma perspectiva geral dos conceitos e sera de
grande valia no seu proximo estagio — o Calculo I.

Vocé precisa saber esbogar os gréaficos das fungdes mais simples, como a fungao modular,
funcoes cujos graficos sao retas, parabolas, semicirculos, sendides e as variagoes sobre esses
temas, com as translagoes horizontais e verticais.

Outra coisa importante é ser capaz de identificar se certas curvas sao graficos de fungoes e,
em caso positivo, saber identificar (geometricamente) as propriedades que a funcao goza, tais

como ser par, ser impar (ou nenhum dos casos), ser injetora, ser inversivel...

Assim, para dar uma idéia, veja o primeiro exercicio desta série:

1) Nos quatro gréficos de fungoes a seguir, identifique as propriedades de cada uma delas,
tais como: a funcao é par, a funcao é impar, a funcao é injetora. Neste 1ltimo caso, a funcao
serd inversivel se restringirmos seu contra-dominio a sua imagem. Neste casos, aproveite a
propria figura para esbogar o grafico da fungao inversa, usando a propriedade de simetria que
esses graficos gozam. Observe que para fazer tudo isso, nao é necessario que conhegamos as

leis de definicao das fungoes. Essa é a perspectiva grafica.

\J
\J
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Um dos contetidos que é preciso trabalhar bastante, para cansar o braco, é o de calcular
valores de fungoes trigonométricas nos angulos nobres e os valores das fungoes trigonométricas

1 V3

inversas nos correspondentes valores especiais, a saber, 1, 0, 5, 5*, e os descendentes desses.

Por exemplo, se ao chegar na prova vocé se deparar com uma expressao tal como sen(%’r)

e demorar para saber quanto isso vale, o tempo ficara subitamente nublado, com tendéncia a
chuvas e trovoadas...
O problema a seguir indicard como estao as suas habilidades neste setor.

2) Um aluno de Pré-Célculo queria verificar se seus exercicios sobre fungoes trigonométricas
e fungoes trigonométricas inversas estavam corretos. Assim, pegou sua calculadora cientifica e
comecgou a verificagao.

a) O aluno precisava calcular o valor de uma certa funcao trigonométrica em %. Ele colocou
um numero de dois digitos, pressionou uma tecla com a inscricao da funcao trigonométrica

desejada e obteve, no visor da calculadora, o nimero

0.866025403

Qual era a fungao trigonométrica a ser calculada e qual foi o niimero de dois digitos usado
pelo aluno?
A resposta obtida estd correta? Como vocé explica o fato do aluno ter obtido a resposta

usando apenas dois digitos?

1

b) Em seguida, era preciso verificar o valor correto de arcsens. Apds muito procurar no

teclado da maquina, a tecla mais indicada para fazer esse calculo era a que tinha a inscricao
sin™!. Ele procedeu os célculos usando essa tecla. Vocé acha que ele fez a escolha correta?

Explique.
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¢) Ainda nessa situagdo, o aluno pressionou as teclas 0, ponto e 5, mas nao pressionou

1

ponto muito bem. Ao pressionar a tecla com a inscricao sen™" ele obteve uma mensagem de

erro: B 0. Voceé sabe explicar o que aconteceu?

d) Finalmente, o aluno teve sucesso em seu uso da calculadora. Pressionou as teclas 0,

ponto e 5, seguidas da tecla com inscricao sen', obtendo a resposta

0.523598775

A resposta obtida é correta? Explique.

Duas notaveis funcoes

E interessante como certas tecnologias impoem na nossa vida alguns ntimeros, que se tornam
parte da nossa linguagem didria. Por exemplo, com a chegada dos carros populares, os niimeros
usados para indicar a poténcia de seus motores, tais como 1.0, 1.6, 1.8 e 2.0.

O uso dos computadores nos apresentou outros niimeros ainda mais interessantes, tais como
64, 128, 256, 512. Quem nao gostaria de ter um iPod ou mesmo um mp3 player com 1 gigabyte,
ou 1024 kilobytes de memoéria?

Por exemplo, vocé sabia que a titanica medida de memoria de 1 Zettabyte corresponde a
1099511627776 Gigabytes? Ou de maneira mais incrivel ainda, a 9 444 732 965 739 290 427 392
bits?

O que esses nimeros tém de especial?

Esses niimeros sao poténcias de 2:

n | 6 7 8 9 10 40 73

2™ 1 64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 1099511627776 | 9444732965739290427392

Ha tempos os matematicos notaram uma boa correspondéncia entre certas séries aritméticas
e suas (por assim dizer) correspondentes geométricas.

Vejamos ainda o exemplo da série geométrica que comeca com o numero 1 tem razao 2,
que guarda correspondéncia com a série aritmética dos seus expoentes, que comeca com 0 e

tem razao 1:

211121418116 (32|64 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096
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O que é muito, muito interessante mesmo, é que a operacao de soma na linha superior
corresponde a operacao de multiplicagao na linha de baixo. Por exemplo, para calcular 16 x 256,
basta observar que 16 corresponde ao 4 e 256 ao 8, somar 4 e 8 e ler na tabela que o niimero
correspondente ao 12 é 4096, o resultado do produto.

A idéia é tao boa que merece que a repitamos mais uma vez: se estabelecermos uma
tabela colocando na linha superior os expoentes de uma certa base e na linha logo abaixo as
poténcias correspondentes, as operacoes de multiplicacao e (melhor ainda) divisdo na linha de
baixo seriam traduzidas para somas e subtragoes na linha de cima.

Agora, avancemos mais um pouco com a idéia: a tabela serd tao perfeita que o intervalo
entre os numeros, digamos da linha de cima, serd muito, muito pequeno. Tao pequeno que
a tabela quase se parecera com uma linha, um numerozinho seguido do outro. Além disso, a

base nao sera muito grande. Serda um nimero maior do que 2,5, mas menos do que 3:

e” | 0.3679 | 0.4066 | 0.4493 | 0.4966 | 0.5488 | 0.6065 | 0.6703 | 0.7408 | 0.8187 | 0.9048 | 1

n | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

e" | 1.105 | 1.221 | 1.350 | 1.492 | 1.649 | 1.822 | 2.014 | 2.226 | 2.460 | 2.718

Mais uma vez, para que a tabela tenha um sentido maior, veja como ela pode ser usado
para transformar produtos em somas.

Para multiplicar 0.4066 por 1.822, fazemos o seguinte: transferimo-nos para o mundo da
soma, observando que 0.4066 corresponde a —0.9 e 1.822 corresponde a 0.6. A soma desses
nimeros é —0.3, que corresponde a 0.7408 na linha multiplicativa.

Portanto, a operacao 0.4066 x 1.822 = 0.7408 corresponde, na linha dos expoentes, a
operagao —0.9 4+ 0.6 = 0.3.

Paciéncia, paciéncia, uma boa idéia merece a nossa atencao.

As fungoes exponencial e logaritmo sao os portais que conectam esses dois universos. Para
passar do universo aditivo para o universo multiplicativo, usamos a exponencial. Para fazer o
caminho de volta, usamos o portal inverso, o logaritmo.

Como os matematicos chamam isso? Bem, apenas de fungoes, uma inversa da outra.

Mas, devagar, ainda ha muito mistério aqui. Como essas funcoes sao construidas? Que

garantias temos de que tudo isso funciona?
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Bem, nesse curso vocé devera acreditar bastante... Acredite que tudo funciona a contento.
Mas, ao longo dos cursos de Calculo e Anélise, vocé aprofundard mais seus conhecimentos

sobre esse assunto.

Vejamos, no entanto, no que temos que acreditar...
Todo mundo sabe que 2", para ntmeros naturais n, é o produto de 2 por 2 por 2, n vezes.
Assim, 22 =2 x2x2x 2 x 2= 32.

Para quais outros tipos de niimeros r podemos fazer 2”7
< om 1 . L :
A convengao 27" = on permite colocar no expoente da base 2 também niimeros negativos.

O que mais?
~ 1 . .
Voceé sabe que podemos fazer 22. Mas, aqui, as coisas comecam a engrossar. Note que esse

nimero é v/2, que gerou muita confusio no passado até ser aceito como um nimero legitimo,

digamos assim.

Por exemplo, vocé saberia dizer, exatamente, quem é /27
Eu consigo viver com a seguinte resposta: é o nimero positivo que elevado ao quadrado é
igual a dois. Parece bom, nao acha?

Assim, nds aceitamos os numeros da forma 2", para r € Q, expoentes racionais. Coisas

2 _ 34
como 23 ou 27 115,

Muito bem, aqui estd o pacote que temos que aceitar: para definir uma funcao exponencial,

do tipo
flz) =27,

precisamos saber calcular o valor de 2 elevado a qualquer niimero, inclusive os irracionais. Por

exemplo, quanto vale

27 ou 9V29

Esses ntimeros ficam estabelecidos por meio de processos que envolvem conceitos de infinito
e, portanto, escapam do reino do Pré-Calculo e passam para a jurisdicao do Calculo mesmo e
da Analise. No entanto, isso nao nos impede de prosseguir com as informagoes que dispomos
e estudar essas importantes fungoes: exponencial e sua inversa, logaritmo.

Na péagina 126 do mddulo 4, a segunda pagina da aula 40, vocé encontrara a Proposicao 3,
que lista as propriedades fundamentais que vocé precisa saber para lidar com essas coisas.

As, definitivamente, mais importantes, nos dizem que podemos calcular
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contanto que a > 0 (a TEM que ser um nimero POSITVO, pense positivo) e x pode ser é um
nimero real qualquer.

Além disso, se a > 1 e x > y, entdao a® > a?. Isso garante a injetividade das funcoes
exponencial, carimbando o passaporte da existéncia das fungoes logaritmo.

De alguma forma, a nogao de mudanca de base nos diz que, em vez de nos preocuparmos
com as fungoes exponenciais, para os muitos valores de a, basta que nos concentremos em um
deles. E o escolhido para desempenhar esse papel é a chamada constante de Napier (dizemos
Népier, pronuncia inglesa desse nome, eles nao sabem pronunciar o nosso a, latino, bem aberto
assim, como na palavra baralho) que representamos por e (dizem as més linguas, foi escolhida
por Euler, entenderam? EEEEuler).

Assim, isso é 0 que vocé precisa saber sobre essas fungoes:

Exponencial

Dominio: R, toda a reta real.

Propriedades principais:

a) sempre crescente (z >y = e* > ¢Y)

b) e’ =1

c)Vur,yeR, etV = e xe¥. A exponencial nos traz do mundo aditivo para p mundo
multiplicativo.

d) Imagem: Nao importa o valor de x, e* > 0. A imagem da fungao exponencial é o
intervalo [0, + 00). Essa informagao ¢ importante para determinar o dominio da fungao inversa
— logaritmo.

A seguir vocé verd o grafico da fun¢ao exponencial (com base a constante de Napier).

d) Gréfico:

A

y

Gréfico de funcdo f(x) = e”.
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Logaritmo

glx)=lnz
Dominio: [0, +00). Lembre-se, s podemos calcular o logaritmo de nimeros maiores do
que zero.
Propriedades principais:
a) sempre crescente: (z >y = Ilnz > lIny)
b)lnl = 0
c)Va,y >0, Inzy = Inz + Iny. O logaritmo transforma o mundo multiplicativo

no mundo aditivo, percorrendo o caminho contrario do que faz a exponencial. E claro, uma
funcao ¢ a inversa da outra.

d) Imagem: a imagem da fungao logaritmo é toda a reta real, que corresponde ao dominio
da fungao exponencial.

Veja o gréafico da fungao:

Y

Gréfico de funcao g(z) = In .

Para encerrarmos esse papo, eis aqui uma lista de razoes para vocé gostar de estudar essas

duas funcgoes e as funcoes que podemos obter a partir delas:

e Vocé ja viu funcoes mais elegantes do que elas? Veja o grafico da exponencial... Para

quem gosta de beleza e sofisticacao, essas func¢oes sao indispensaveis.

e H& uma variedade de fenomenos do mundo real que para serem modelados precisam de
fungoes construidas a partir delas. Esse assunto é explorado na abertura da aula 40, onde
¢ mencionado o crescimento de colonias de bactérias assim como a nogao de decaimento

radioativo.

Na péagina de endereco
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http://pessoal.sercomtel.com.br /matematica/medio/expolog/exponenc.htm

vocé encontrarda uma secao de aplicagoes, tais como a lei do resfriamento dos corpos,

curvas de aprendizagem entre outras.
Veja, também, o endereco da logaritmo no Wikipédia:

http://pt.wikipedia.org/wiki/Logaritmo

e Vai cair na prova...

3) Determine o dominio de cada fungao a seguir:

a) f(z) =ev'™™ b) g(z) =In(1 - 2?);
¢) hiz) = ﬁ; ) (@)= vI—Tnz.

4) Use as propriedades das fungoes para simplificar as expressoes a seguir:

43 % z—3
a) In(1—2?) — In(1—x); b) i;
e.’E
c) 2In(1+2x)—Inv1+uz;
5) Resolva as seguintes equagoes:
a) (2% +4x —5)e3t5 =0 b) e* 5 =1;

¢) In(z—1) = In(2z+1);

6) Esboce o grafico de cada funcao a seguir:

a) flz)=e"2+1; b) g(z)=—Inz+1;

¢) h(z) =In |x]; d) jz) =e'"".
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Tabela com as informacgoes basicas sobre as fungoes arco. ..

Fungao Dominio | Imagem Grafico
y=arcsenz | [—1,1] | [— 3%, Z] n
y = arccosz | [—1, 1] [0, 7] —
y = arctgr R [—g, g}

e-enderecos de sites sobre funcgoes logaritmo e exponencial com applets e coisas no

género

http://sapp.telepac.pt/criarplus/mat/expon/expo.htm

http://www.ime.usp.br/ nelio/software/cepa/exp.html

Este é o enderego de um applet muito interessante. Com ele vocé poderd tracar graficos de
funcgoes do tipo

f(z) =ae™™ + k

Isto é, vocé pode atribuir valores as constantes a, b, m e k e tracar o grafico da funcao cor-
respondente a esses valores. H4 um limite de que valores vocé pode atribuir a essas constantes,
mas o applet é realmente muito bom. Como vocé pode tracar até 5 graficos sobrepostos, é
interessante comparar o que muda no grafico quando fazemos um alteracao, digamos de b,
passando de 1 para —1, por exemplo.
http://descartes.cnice.mec.es/Descartes1/Autoformacion /Archivos_comunes/expolog.htm

Este site é em espanhol... Eu tive uma boa impressao mas veja la se vocé tem tempo para

explorar essas coisas agora. De qualquer forma, fica aqui a dica.
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Semana 16 - Preparacao para AP2!

Um dos contetdos que € preciso trabalhar bastante, para cansar o brago, é o de calcular valores
de fungoes trigonométricas nos angulos nobres e os valores das fungoes trigonométricas inversas
1 V3

nos correspondentes valores especiais, a saber, 1, 0, 5, %5°, e os descendentes desses.

Por exemplo, se ao chegar na prova voceé se deparar com uma expressao tal como sen(%”)

e demorar para saber quanto isso vale, o tempo ficara subitamente nublado, com tendéncia a
chuvas e trovoadas...
O problema a seguir indicarda como estao as suas habilidades neste setor.

1) O valor de cos (IF) é:

a) 3 b) % ) —3 d) - e) L2
2) O valor de sen (%) é:
23 MY 99— )-F ¥

3) O valor de cos (Z) + sen (%) é:

1
a) 43 p) 28 o) V2, ) 2

a) Hr b)lf’—z7r c) 22 d) i e) T
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7) O valor de arctg(—1) + arcsec(—2) é:

a)111—27T b)lf’—27r c)‘?—;r d) = e) T

Um lindo teorema de Algebra, que nao ¢ dificil de provar, afirma que o resto da divisao do
polinomio p(z) por x —a é p(a). Isso pode ser util no momento de calcular os valores de
um dado polinémio num nimero a. Por exemplo, o polinomio p(z) é divisivel por x —1 se,
e somente se, a soma de seus coeficientes é nula. Assim, é imediato ver que 2° — 3z + 3z +1 é

divisivel por x — 1 (e, portanto, 1 é uma de suas raiz), enquanto 3 — 2x? + x — 1 nio o é.

8) Use a informacao anterior para calcular o valor do polinémio no ponto indicado

a) x° — 3x% + 21 + 2; r =2

b) xt + 323 — 2z + 4; r=—1.

9) Considere as fungoes determinadas por: f(z) = /z; g(z) = 2% h(z) = 3z; j(z) =
4+ 4; k(z) =1
Determine as leis de definicao e os dominios de cada uma das fungoes a seguir:
a) foh; b) goj; c) jof; d) ko f;

e) koj; f) hogojy; g) johof; h) kogoyj;

10) Determine o dominio das fungoes a seguir:

a) f(x)=1In(x+3); b) g(x) = arcsen (z — 3);

¢) h(z) = arctg(z + 2); d) j(z) =eV?

11) Resolva as equagdes a seguir:

a) In(2? +42+4)=0; b) e8I =1.

12) A fungao f estd definida em toda a reta real e é inversivel. Sabendo que f(1) = —1,

f2)=0, f(3)=2, f(4)=3 e f(5)=4, caleule f71(0), f71(2), [T (f(4)) e [7'(4).
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1

x+3

sua inversa por f~!: B — A. Determine a lei de definicao de f~! assim como os subconjuntos

A e B da reta.

13) A fungao f : A — B, definida pela equagao f(x) = —2 éinversivel. Denotamos

14) Sabendo que cosf = \/?5 e que 0 € [31/2, 27|, calcule senf, secf, csch e tgb.
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Gabarito das Atividades Propostas

Semana 01

1) Quais dos seguintes nimeros sao inteiros?

1 1\ V2 1 1 1 2 1
o () ek, el
1—1 121 1-1 374" 5" 60

Solucao: Todos! Esses niimeros sao iguais a 2, 11, 4 e 1, respectivamente.

2) Resolva as seguintes equagoes:

a) 2 — 3z =10
Solugao: Podemos reescrevé-la como 22 — 3z — 10 = 0 Usando a fatoracao do polinomio de
grau dois, obtemos(z — 5)(x 4+ 2) = 0. Assim, as raizes da equagdo sdo r =5 e x = —2.

b) 2y*+9 =9y

Solucao: Basta usar a Férmula de Béskara para a equacao 2y? — 9y +9 = 0 e obter as raizes

y:3ey:%.
4—r

=1
c) r2 —2

Solugao: Neste caso, fazemos uma pequena modificagao algébrica para obter a equagao
4 —r =12 -2, que é equivalente a r> +r — 6 = 0. Agora, fatoraciao de polinomios nos da
(r+3)(r —2) =0, cujas raizes sdo r = =3 er = 2.

2
3—a

Solugao: De maneira analoga vocé pode descobrir que a = 1 ou a = 2.

)

=a

3) Resolva as equagoes a seguir na variavel indicada.

1
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K - 20 — K
a) =x, emr; Solugao: r =
2—r T
1-P 1
b) =P, em P, Solucao: P =
2—a —a
K 1
c) 51— 1R’ em t. Solugdo: t = K? — K + 2

4) Considere os nimeros naturais em cujas representagoes decimais se usa apenas um algar-

ismo, assim como o 11, o0 333 ou 777777. Quais desses nimeros sao divisiveis por 97

Solugao: Voce deve ter se lembrado do critério de divisibilidade por 9, que é simples: um
niumero ¢é divisivel por 9 se, e somente se, a soma de seus algarismos for divisivel por 9.
Comecemos com os numeros formados apenas com o digito 1, como 11 e 11111111. Para
que um numero desse tipo seja divisivel por 9, precisamos de um nimero multiplo de 9 de
algarismos. O menor desses nimeros é 111111111, cento e onze milhdes, cento e onze mil e

cento e onze.

Isso é o que ocorre com os nimeros formados apenas com os algarismos 1, 2, 4, 5, 7, e 8.
Precisamos ter gomos de 9 algarismos, como os nimeros 222222222 ou 555555555555555555.

Para os numeros formados apenas com o algarismo 3 ou com o algarismo 6, basta que eles
sejam formado por gomos de trés algarismos, assim como 333 ou 666666.

Finalmente, todos os nimeros formados apenas com o digito 9 sao divisiveis por 9.

Bem, o exercicio acabou e a resposta é essa. Mas, ha uma coisa que eu acho bonita. Veja

o resultado das divisoes desses numeros por 9 e me descubra algo que elas tém em comum.

11111r11r 222222222 444444444
9 N 9 n 9 n
555555555 TTTTTTTTT 888888888
9 N 9 9

5) (O problema do cadé) Para quais algarismos k e d o nimero k6d3 é divisivel por 117

Solugao: Vocé sabe qual é o critério de divisibilidade por 117

Um nimero ¢é divisivel por 11 se a soma dos algarismos em posi¢ao par menos a soma dos
algarismos em posicao impar é um ntmero divisivel por 11.

Assim, 121, que é 112, satisfaz esse critério. O algarismo 1 ocupa a primeira e a terceira
posicoes, contando da direita para a esquerda, enquanto que o algarismo 2 ocupa a segunda
posicao. Assim, 1 4+ 1 = 2, a diferenca é zero, divisivel por 11. Mais um exemplo, o nimero

9372. A soma dos algarismos nas posi¢oes pares é 9+ 7 = 16, enquanto a soma dos algarismos
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nas posicoes impares é 3+ 2 =5 Como 16 — 5 = 11, 9372 é divisivel por 11, como vocé pode

verificar.
Voceé ja sabe distinguir quando um nimero de quatro algarismos ¢é divisivel por 117

Para que um ntimero do tipo k6d3 seja divisivel por 11, a condicao k +d — 9 é divisivel por
11 deve ser satisfeita. Portanto, esses nimeros sao: 9603, 8613, 7623, 6633, 5643, 4653, 3663,
2673, 1683 e vamos também incluir o 0693.

Para terminar, tente detectar entre os cinco niimeros a seguir, o inico que nao ¢é divisivel

por 11:
1782 143 1595 1432 1078

6) Use o algoritmo que determina o mdc(a, b) para determinar a fragao irredutivel equivalente

. 13068
a fracado .
> 15246

Solucgao: Se voceé usou a decomposicao em fatores primos para encontrar a fracao irredutivel
equivalente a fracao dada no exercicio teve um bocado de trabalho. Ao fazer o exercicio com

o algoritmo do mdc percebeu como ele é vantajoso em casos como esse. Aqui esta:

1 6
15246 | 13068 | 2178
2175 0

O algoritmo termina no segundo passo. mdc(15246, 13068) = 2178. Assim,

13068 6 x 2178 6

15246 7 x 2178 T’

7) Por que é dificil decompor o ntimero 97343 em fatores primos?

Solucgao: Quanto tempo vocé gastou com esse exercicio? Bem, a idéia aqui é colocar a teoria
e a pratica em contato. A teoria é o maravilhoso Teorema Fundamental da Aritmética que
afirma que todo natural admite uma tnica decomposicao em fatores primos. A pratica é o
ganha-pao de muitos mateméaticos: pode ser muito, muito dificil decompor um nimero em
fatores primos. Determinar se um dado nimero é primo ou nao ja é uma tarefa titanica.
Procure saber sobre os chamados primos de Mersenne e vocé tera uma idéia melhor do que
isso quer dizer. Mas, voltemos a nossa vaca fria: por que é dificil decompor o nimero 97343

em fatores primos?
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A pergunta tem um certo subjetivismo e vocé poderia ter respondido: mas nao é dificil
decompor este niimero, veja: 97343 = 311 x 313.

A eventual dificuldade reside no fato de que para decompor teriamos que tentar a sua
divisibilidade por todos os primos menores do que 311.

Moral da Historia: se os fatores primos de um nimero forem relativamente grande, é dificil

obter sua decomposicao em fatores primos.

8) Determine quais das afirmagoes a seguir sao falsas e quais sdo verdadeiras, justificando a

sua resposta.

e Em cada seqiiéncia (sucessiva) de 5 nimeros inteiros ha dois que sdo divisiveis por 3.
e mdc(a,b) =1 <= mmc(a,b) = a x b.
e Se um numero n é divisivel por 858, entao n é divisivel por 11.

Solucao:
a) Em cada seqiiéncia (sucessiva) de 5 nimeros inteiros ha dois que sao divisiveis por 3.

Tao falsa quanto uma nota de R$ 3. Basta tomar 1, 2, 3, 4, 5.
b) mdc(a,b) =1 <= mmc(a,b) = a x b.

Essa é verdadeira. De uma certa forma, quanto menor for o mde, tanto maior serd o mmec.
Se mdc(a,b) = 1, ndo héd fatores comuns em a e b e mme(a,b) = a x b. Por outro lado, se
mmc(a, b) = a X b, entdo a e b ndo tém fatores primos comuns.
¢) Se um numero n é divisivel por 858, entao n é divisivel por 11.

Outra verdadeira. Como 858 é divisivel por 11, qualquer niimero divisivel por ele também

o serd por 11. (Mais uma vez a divisibilidade por 11.)

9) Uma certa pessoa tem R$ 1.314, 47 em uma conta bancéria e pretende fazer uma retirada
de modo que, na proxima sexta-feira, quando o CPMF incidir sobre o valor retirado, a conta
ficara com saldo zero. De quanto deve ser esta retirada?

Solucao: Em geral, se vocé for a um banco e formular a pergunta: quanto preciso retirar
de minha conta corrente para zerd-la na sexta-feira, apds a incidéncia do CPMF, o atendente
faz a seguinte conta: 0.0038 x 1314.47 = 4.994986 (usamos ponto, notagao cientifica, no lugar
da virgula) e aproximando o resultado (uma vez que a unidade minima usada para dinheiro
¢ o centavo, apesar dos postos de gasolina insistirem no absurdo de R$ 2,599 para o litro de
gasolina) diz: o CPMF é de R$ 4,99, retire R$ 1309,48.

4
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Bem, essa conta pode ser melhorada, pois o CPMF sé incide sobre o valor retirado. Uma
conta mais precisa seria: suponha que o valor a ser retirado seja x. Assim, queremos que na

sexta-feira, apés a incidéncia do CPMF, o saldo da conta seja

1.314,47 — (2 + 0.0038z) = 0.

A nova conta resulta r = ll?fé‘égg = 1309.493923, que aproximamos para R$ 1309, 49. Ou
seja, a diferenca é de um centavo.

Apesar das necessérias aproximagoes para que o valor seja expresso em reais (e centavos
de reais), se o valor inicial fosse maior, a diferenga seria mais visivel, digamos assim. Para

terminar, faca os dois procedimentos para a quantia R$ 132 214, 78, por exemplo.

Comentarios Finais

Em dois momentos nessa lista mencionamos os Critérios de Divisibilidade. Esse é um tema
fascinante e pode ser muito bem explorado para despertar o interesse das pessoas pelos niimeros
e, por conseqiiéncia, por Matematica.

O critério de divisibilidade por 9, por exemplo, é muito simples de ser explicado. Cada
nimero da forma 10* quando dividido por 9 tem resto 1: 10=9+1, 100 = 99+1, 1000 = 999+1,
e assim por diante. Portanto, se n = apag_1 . .. asa1a9 = a X 10¥F +az_1 x 10F7 1. - . 4a5 x 100+
a1 X 10+ ag, podemos escreve-lo na forma n = M +ay+ap_1+- - -+ai1+ag, onde M certamente
é divisivel por 9. Portanto, n é divisivel por 9 se, e somente se, ay + ap_1 + -+ + a1 + ag, a

soma dos seus algarismos, é divisivel por 9. Veja num exemplo:

2457 = 2x1000+4 x100+5x10+7=(2%x999+2)+ (4 x99+4)+ (5 x9+5)+7
= 2x999+4x994+5x9+24+4+5+7.

Como 2 x1000+4 x1004+5x104+7=2x%x999+4 x 99+ 5 x 9 é, claramente, divisivel
por 9, basta ver se 2+ 4 + 5+ 7 é divisivel por 9.

Apesar de esses assuntos serem interessantes, va com cuidado, seu tempo é seu tesouro.

Semana 02

Desenvolver uma espécie de olho clinico na Matemaética é muito importante. Uma boa maneira

de fazer isso consiste em trabalhar com exercicios do tipo falso ou verdadeiro. Devemos decidir
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(primeiro) se a afirmac@o é ou nao verdadeira e (segundo) demonstra-la caso seja verdadeira
ou exibir um contra-exemplo caso contrario. Sempre que possivel praticaremos esse saudavel

exercicio.

1) Quais das afirmagoes a seguir sao falsas e quais sdo verdadeiras, justificando sua resposta.

3 17 - 171
51 501
1 1 171
Verdadeira, pois —7 =-< L = 5—7 ~ (0.3413.

51 3 501 167
2) V9+16=9+16
Falsa, pois v9 + 1 :\/2_5743—#4:\/5—}—\/1_6.

Veja, esses numeros medem os comprimentos dos catetos e da hipotenusa de um triangulo

retangulo e a soma dos comprimentos dos catetos é maior do que o comprimento da hipotenusa.

3) Sey >0, entdo /42 =y.
Verdadeira, pois /32 = |y| =y se y > 0.

4) V49 = 47
Falsa. Veja, v/49 = 7.

Observagao: E comum ouvirmos a resposta mais ou menos dois ao perguntarmos qual €
a raiz quadrada de quatro? Essa resposta é errada. A raiz quadrada de quatro é dois. Uma
das razoes para esse erro € a confusao causada pelo uso da palavra raiz em circunstancias
diferentes. Veja a afirmacao as raizes da equacio x*> = 4 sao 2 e -2. Agora sim, a resposta
estd adequada, pois (2)* = (—2)* = 4.

5) (V2+V3) P+ (V2-V3)? ez

Verdadeira. Apesar da presenca dos radicais, ao efetuarmos as operagoes, obtemos

(V24 V32 + (V23?2 =24+2V6+3+2-2V6+3=10€ Z

6) V7+2v6>1+6

Falsa. Veja como as aparéncias enganam:

\/7+2\/6:\/1+2\/5+6:\/12+2\/6+(\/5)2:\/(1+\/5)2:1+\/6,

poisl+\/6>0.
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—127
2) Calcule ¢ € Z tal que g — 1 < =1 <q.
Solucgao:
127 3 —127
ETE 4+ ETR Assim, a fracao estda entre —5 e —4. Realmente,
—155 —127 —124
—5= = —4.
=310 T3 T
Portanto, ¢ = —4.
: o . 1 7
3) Determine os inteiros n (n € Z) tais que 5 < g
3

Solucao:

Aqui, uma licdo pratica muito importante: apesar de muito parecidas com as equagoes, as
inequagoes requerem uma abordagem diferente para serem resolvidas. A resolucao de uma
inequacao requer uma andlise de sinais. Isto €, precisamos reescrever a inequagao para coloca-

la na forma “alguma coisa de 7 comparada com zero e fazer a analise de sinais.

n—l—; < 7
3(n+1) 7 < 0
3n + 2 9 —
27(n+1) —7(3n +2) < 0
9(3n +2) -
6n + 13 < 0
93Bn+2) —

Agora, a andlise dos sinais:

——————— ———|H++|++F |+ ent13

——————— sttt ettt s s sl e S 10 PO

SRR AR I i I Ty R 6n 4 13
7777 rrrrrry

-3 136 =2 —1 —2/3 9(3n +2)

A primeira linha do diagrama indica os sinais do numerador, a segunda indica os sinais do

denominador e a terceira apresenta os sinais do quociente, resultado da combinacao dos sinais

7
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das linhas superiores. A regiao hachurada indica o intervalo onde o quociente é negativo. Os

Unicos inteiros nesse intervalo sao —2 e —1.

—17 5321
4) Calcule o nimero de elementos do conjunto C' = { net; — <n< }

3 123
Solucao:
17 92 5321 39
g = hoge o =M+ Assim, O = ¢ =5, -4, =3, -2, -1, 0,1, ...42,4
3 3¢ o3 ~ Bty Asim, O { 5, —4, =3, =2, =1, 0, 1, ,3},

um conjunto com 49 elementos.

5) Uma certa pessoa tem R$ 11,65 em moedas de 5, 10, 25 e 50 centavos. Sabe-se que o
nimero de moedas de 5 centavos é o dobro do nimero de moedas de 10 centavos, que ha trés
moedas de 25 centavos a mais do que o de moedas de 10 centavos e, além disso, que ha uma
moeda de 10 centavos a mais do que as moedas de 50 centavos. Quantas moedas de 5, 10, 25
e 50 centavos a pessoa possui?

Solucao:

Esse problema nao é dificil. A razao para dedicarmos algum tempo com ele é despertar a
consciéncia para a importancia da algebra, da simbologia algébrica no nosso dia-a-dia. Vamos
representar o numero de moedas de 10 centavos (desconhecido) por x e equacionar o problema,
usando que ha

x moedas de 10 centavos;

2x moedas de 5 centavos;

x + 3 moedas de 25 centavos;

x — 1 moedas de 50 centavos.

Assim, a equacao que queremos resolver é

0.10 2 + 0.05 (22) +0.25 (x 4+ 3) + 0.50 (x — 1) = 11.65
01z+01z40252+052+075—05 = 11.65

0952 = 114
r = 12

Logo, ha 12 moedas de 10 centavos, 24 moedas de 5 centavos, 15 moedas de 25 centavos e

11 moedas de 50 centavos.

6) Considere a seguinte brincadeira:
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1) Pense em um numero. 5) Multiplique por 2.

2) Adicione 2. 6) Divida por 6.

3) Multiplique por 3. 7) Subtraia o nimero com que vocé comegou.
4) Adicione 9. 8) O resultado é 5.

E ai, funcionou? Como voceé explica essa aparente magica?
Solucgao:
Bem, para entender a situacao, vamos representar o valor desconhecido por z. A seqiiéncia

de comandos pode ser equacionada:

1. 42

2. 3(z+2);

3. 3(z+2)+

4. 2[3(x+2)+ 9]
2(3(z +2) +9]

5. 5 ;
2[3(z +2) + 9]

6. 5 — .

O resultado deve ser ?

23(z+2)+9 6z + 12 + 18 30
5 —:E:T—x::z:jtg—:c:&

é claro ...

Exercicios para cansar o braco

a) Calcule, racionalize e simplifique, expressando suas respostas com expoentes positivos.

Suponha que todas as letras representam apenas ntmeros positivos.

1 1
1) 169712 = — = — 6) /25 + 144 = /169 = 13
) V169 13
5 YT 7) V25 + V144 =5+12 =17
2) /—1331= —v/1331 = — 1 s 1 iy 1 7
3) (125)23 — — — L g (L] +(L) =1is-t
52 95 8 27 2 2

4) VA-V-2= V8= -2 9) V2+VI8=v2+3v2=4V2
VVBBVT 10) V6 V12 = V72 =6v2
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11) %+10\/§—2¢T:¥

12) 57522 — 21222 = 212/3

24 8
13) — = —
) 3r2  x?
14) i:4\3/21
V2

15) ((1/_46_8)3/4 = W

16)
17)
18)

19)

20)

b) Simplifique efetuando as operagoes indicadas.

1) (2z41)(2z—1) =422 — 1

2) (—2x+3)(x+7)=—22%— 11z +21

332

3) (%x+4)(1‘—8):5—32

1) (Vo-vV2) (Vo +V2) =2 -2

5132

5

© oo N O

)
)
)
)
)

2+ 1)(2%* - 1) =2 -1

1 1 1
(o =) 50 = 35~ o0

10) (x + 2)(z* — 223 + 42% — 8x + 16) = 2° + 32

¢) Racionalize o denominador e simplifique.

12

1)m=6(\/3+\/§)

2 20 203+ V2
3-V2 7

d) Fatore

w N =
—_ — — — T

>~

3)

4)

25— 32 = (v — 2)(a? + 223 + 42? + 8z + 16)
Byt =48 =3(y — 2)(y +2)(y* + 4)

az? + 15 — bazx — 3z = (x — 5)(ax — 3)

923 — 422 4+ 492 = x(3z — 7)?

a2b=12c13 e

a-3b1/2c2/3 T
23/ 3 o
L(z3 4 2)72/3 . 322 = VLt + 2
3 3+ 2
4% (x — 6)?
2(a% — 622) (20 — 12) = %

32 29x (2)2/3

$2 B 3/21_3 - T
V72a3 B av'50a n 12a2 _ 1lav2a
3b 2b b2a  2b

(2 4+2+9)(2? -3z —4)=@?+2+9)(x —4)(x+ 1) =2* — 223 + 222 — 31z — 36
-D@+y*+y+1)=y'-1

(/3 —2)(x?3 + 223 +4) =2 -8

(

Ve o r -1y
Vityy oo r—y

1 Vi+h—2
Vitht2 h
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5) 22— 10z +24 = (x — 4)(z — 6)
) 2527 — 144y* = (5z — 12y) (5 + 12y)
7) 2®+64 = (v +4)(2? — 4z + 16)
)
)

adz — b3y + b3r — ady = (a + b)(a® — ab+ b?*)(z — y)
922 + 6z + 1 = (3z + 1)?
10) 24a? + 25ab + 6b* = (3a + 2b)(8a + 3b)

Se vocé percebeu alguma dificuldade nessas tltimas séries de exercicios, esses de cansar o
braco, procure praticar mais buscando exercicios semelhantes nos livros disponiveis no podlo,
nas estantes em casa, enfim, onde vocé conseguir. Mais ainda, se vocé participe de algum grupo

de estudos, passe alguns desse para seus colegas e vice-versa. Mas, nao deixe de praticar!

Semana 03

1) Coloque em ordem crescente os nimeros a seguir:

40
1+v3, 5 1— 3, V13,

40
Solugao: 1-v3 < 14+V3 < 3 < 7w < 4/13.
Note que 1 < v/3 < 2, pois 1 < 3 < 4. Assim, 1 — /3 < 0, o tnico niimero negativo da

lista, ¢ o menor de todos. Além disso, 1 ++v3 < 1+ 2 = 3.

40 40
Como E§3.076e7r§3,141592654, temos 1 —v3<0<14++v3<3< T

Para estabelecer a tltima desigualdade, basta notar que 72 = 9.869604404 < 13 = (\/ 13)2.
Portanto, m < v/13.

2) Quais das afirmacoes a seguir sao falsas e quais sao verdadeiras, justificando sua resposta.

1) Entre dois ntimeros racionais sempre hé um irracional;

Verdadeira.

Os nidmeros irracionais (assim como os racionais) sdo densos na reta. Isso significa, em
particular, que dados dois niimeros reais quaisquer, digamos x; < x5 € R, existe um nimero

irracional, digamos y tal que 1 < y < 5.

11
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2) O produto de nimeros irracionais é um numero irracional;

Falsa.
Por exemplo, V2 é irracional mas V2 x V2 = (\/5)2 =2eNCZcCQ.
3) VbeR, |—|bl| =0
Falsa.
Por exemplo, se b= =3, | —|b|]|]=|—|—=3||=|-3] =3 # -3 =b.
4) Va, beR, lla] —[b]| = |a] — |b].
Verdadeira.

Veja, Vr € R, |z| > x pois, no caso x > 0, ocorre a igualdade, e no caso x < 0,

|z] > 0> x.

17
3) Determine um nimero irracional entre os nimeros 3 e 1,32.
- 17 .
Solucgao: Sabemos que = 1,30769230769230 . .. Portanto, qualquer nimero real da forma

17
1,31... estara entre e e 1,32.
Agora, o “pulo do gato”.
17
Queremos determinar um numero rracional entre 3 e 1,32. Isso dependera de como

preencheremos as infinitas casas decimais que se seguem ao 1.

O que nao podemos fazer?

Se colocarmos apenas um numero finito de casas ou uma série que se repete (dizima
periddica), o resultado serd um numero raciona. Portanto, isso é o que nao queremos. Vale
qualquer coisa menos essas duas mencionadas.

Por exemplo, podemos usar um mesmo digito, digamos 2, intercalando-o com um outro

qualquer, digamos 3, deixando intervalos cada vez mais longos. Veja:
1,312322322232222322222322222232222222322222222322222222232 . . .

Uma outra possibilidade seria preencher o campo com todos os niimeros naturais enfileira-

dos, um apods o outro, mas vistos apenas como uma fila de digitos. Observe:

1,3112345678910111213141516171819202122232425262728293031323334 . . .

4) Uma certa substancia radioativa decai a uma taxa de 50% a cada hora. Num determinado
instante ha 320g da substancia. Quanto restara da substancia apds 8 horas? Apds quantas

horas restarda menos do que 1 grama da substancia?

12
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Solugao: Esse é um problema bem facil. Ele sé é interessante no sentido de mostrar como

podemos usar a notacao matematica adequadamente.
1 1
Ap6s uma hora, restara 5 x 320 g da substancia. Apds duas horas, restara 52 x 320g. E
assim por diante, até

1 x 320 —5
28 & =&

Ainda ha uma quantidade maior do que 1g da substancia. Mas, apds mais uma hora,

)
teremos gg, menos do que 1g.

5) Escreva o nimero 12,34272 como uma fracao irredutivel e determine a representagao

21
decimal do ntmero T

Solugao:
Colocamos = = 12,34272. Assim,

10°2 — 10z = 1234272,272 — 1234,272
99900 x = 1234272 — 1234
. _ 1233038 _ 616519

99900 49950

|
f_? — 1,2352041176470558.

Esse deve ter dado trabalho...

Exercicios para cansar o braco

Resolva as equacoes a seguir:
a) lr—1/=3

Sex—12>0, temos x — 1 =3, cuja solugao é x = 4. Se x — 1 < 0, temos x — 1 = —3, cuja
solugao é x = —2.

Interpretando geometricamente, temos que x dista 3 unidades de 1. As possibilidades sao
—2e 4.

b) |22 — 5| =0

Neste caso, como |z] =0 <= x =0, temos 2x — 5 = 0, cuja solugdo é x = g

13
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1
C =
) 1—2z
. 1 1 - 1

Temos que resolver a equagao |1 — z| = 5 ou |z — 1| = 3 As solugoes sao z = 5 ©
r = —, 0s numeros que estao a meia unidade de distancia de 1.

x
d) — = -1

|z]

Neste caso, basta que x seja um ntmero estritamente negativo: = < 0.

Resolva as inequacoes a seguir:

a) |r—3] <1
Geometricamente, queremos os pontos que estao a uma distancia menor ou igual a 1 unidade

do numero 3. Isso inicia em 2 e vai até 4, incluindo os extremos. Solugao: [2, 4].

b) |[4—x| <2
Podemos reescrevé-la como | — 4| < 2. De maneira andloga ao item anterior, temos a

solugao (2, 6). A diferenca é que nao incluimos os extremos dos intervalos na solugao.

c) lt+2| >4

Neste caso, queremos os pontos que estao a uma distancia maior ou igual a 4 do ntimero
—2: |z — (—=2)] > 4. A solugdo ¢ a unido de dois intervalos infinitos: (— oo, —6] U [2, + 00).
Isso é, os ntmeros que estao a esquerda de —6, incluindo o extremo —6 ou os nimeros que

estao a direita de 2, incluindo 2.

d) |3z —6]<9
Aqui, antes resolver, fazemos |r — 2| < 3, cuja solugao é (—1, 5).

Voceé poderia justificar a mudanca na inequacao?

Fatore:

1) —Tx+49 = —T(xz—7)

) by + 25y% + 10y° = 5y(z + by + 2y*)

) 22 —36 = (v —6)(z +6)

4) 422 — 121 = (2211)(2z + 11)
) (a+2)> =250 = (a+2—>5b)(a+ 2+ 5b)
) 22 =27 = (z—3)(2>+ 3z +9)

14



Caderno de PC Pré-Calculo

7) 8a® — 1—;5 = % (102 — 1)(100a* + 10a + 1)
8) 322 — 48k* = 3(z — 4k?)(x + 4k?)

9) 2ha? —8h® = 2h(x — 2h)(x + 2h)

10) 422 + 122y + 9y* = (22 + 3y)?

11) 1022 -39z +14 = (bx —2)(2z —17)

—_

)
)
2) a®—2a*+1 = (a®*—1)? = (a—1)*(a® +a+1)?
13) 12z2%y — 22zy* — 60y® = 2y(2x + 3y)(3z — 10y)

Simplifique as expressoes a seguir reduzindo-as aos menores termos.

40* —4ab  4b(b—a) _4b

3a2—3ab  3a(a—0b)  3a
2) > +6x+5  (x+5)(x+1)  x+5
2—r—-2  (z4+1)(z-2) z-2
3) % —4 B 2 —4 B 1
7t —16 (22 —4)(22+4)  22+4
y TY 2wty rty  (@-y)?
T—y 22—y -y (z—y)lz+y)

Combine e simplifique as expressoes a seguir:

1) 2 1 B 4 — 3x

32 2t 6x2
7 3 2(52 + 4)

2 —

) T — 2 + T+ 2 2 —4

3) 5 8 1318
(x —1)(z+2) 4—22  (22—4)(z—-1)
1—-4 8r2 — 16 1 2

5 a:+ T T _

2¢ +5 472 — 25 2r — 5 2x + 5

Resolva as inequacoes a seguir:
1) r—3 < 2x+5

Essa ¢é direta: —z < 8 ou z > —8. Solugao: (—8, 4+ 00).
1

2
) z—3

<0

Aqui, a solugao é x < 3. Apesar da igualdade na inequacao, o extremos do intervalo deve
ser excluido pois anula o denominador. Resposta: (— oo, 3).

3)

T
2r —5H

<0

15
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(0,5/2)
r+3
4—x
[—3,4)

As duas tltimas requerem a andlise de sinais...

4)

>0

Semana 04

1) Quais das afirmagdes a seguir s@o falsas e quais sao verdadeiras, justificando sua resposta.

1. A uniao de dois subconjuntos densos da reta é um subconjunto denso;

Verdadeiro. Na verdade, a uniao de um subconjunto denso da reta com qualquer outro

subconjunto da reta ja resulta em um subconjunto denso da reta.

2. A uniao de dois subconjuntos discretos da reta é um conjunto discreto;

Falso. Os conjuntos {1,1/2,1/3,1/4,...,1/n,...,} e {0} sdo ambos subconjuntos
discretos da reta mas a uniao deles nao é mais um subconjunto discreto, pois agora ¢é

impossivel isolar o elemento 0 dos outros elementos.

3. Se A C R é um subconjunto discreto, entao AN [a,b] é um subconjunto discreto na reta;

Verdadeiro. Note que AN[a, b] é um subconjunto de A e todo subconjunto de um conjunto

discreto também é um subconjunto discreto da reta.

4. Se A C R é um subconjunto denso, entdao A N [a,b] é um subconjunto denso da reta;

Falso. O conjunto A N [a,b] estd contido no intervalo [a,] e, portanto, ndo é mais um

subconjunto denso da reta. Realmente, (aNa, b)) N (b+1,0+2) = @.

2) Determine o conjunto solugao das equagoes e inequagoes a seguir.

a) ‘x - g’ = Solugao: = =10/3 ou = =14/3

b) |z 42| =+v2 Solugdo: z=-2—+v2 ou z=—-2++?2
c) |lz—m| < g Solugao: z € (7/2,37/2)

d) |2z -3 <|4— x| Solugao: z € (—1,7/3)

16
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3) Represente graficamente cada um dos seguintes subconjuntos do plano:

a) A={(v,y) eR*; [z| <2} o) C={(z,y eR*; -1<2<2 —2<y<3}

b) B={(z,y) eR?*; |y[<3}; d) D={(z,y) eR?; |z]=1, 0<y<2};

A
\j

Y
Y

4) Determine as coordenadas polares dos pontos a seguir e represente-o no plano.

A=(1,1)

v

Neste caso, a distancia do ponto até a origem é v/I + 1 = v/2 e o angulo formado com a

semi-reta positiva do eixo Ox é 45°. Logo, as coordenadas polares do ponto A sao <\/§, %)
B =(-2,2)

17
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N

Y

Aqui temos uma situacao semelhante a anterior, mas mudamos de quadrante. A distancia

do ponto até a origem agora é 2v/2 e o angulo é 90° + 45°. Assim, as coordenadas polares do
3
ponto B sao (2\/5, f)

C = (1,—3)

Neste caso, a distancia do ponto até a origem é v/1+ 3 = 2. Para determinar o angulo

1
precisamos nos lembrar daqueles angulos nobres, 30°, 60° e seus miiltiplos. Veja, sen (30°) = 3

3
e cos(30°) = g Assim concluimos que este angulo excede 270° por mais 30°. Concluimos

5
que as coordenadas polares do ponto C' sao (2, %)

5) Recomponha o(s) quadrado(s) em cada um dos casos a seguir.

1) x*+6x + 10 (z—4)2+1
(r+3)2+1 4) 2* —x+2
2) x? — 4z +2 (z—1)2+3
(x—2)*—2 5) a*4+x—2
3) 22 —8z+17 (v +3)2-3

18
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6) 2?48z +y*—4y+19 (x+1)*—(y+3)?2—4
(z+4)2+(y—2)2-1 8) x*—3x+2
7) 2+ 2z —y*— 6y — 12 (x—3)+1

Semana 05

1) Calcule o coeficiente angular, caso exista, da reta determinada pelos pontos dados.

a) (3,4); (2, —=5)

Y2 — U1
To — 1

Solugao: Aqui devemos usar a féormula m =

. Neste caso, obtemos,

—5—4
= =9.
"3
1
c) (=2,4); (=2, 17) Nao hé coeficiente angular. A reta é vertical: © = —2.

d) (5, =3); (15, =3) m = 0. A reta é horizontal: y = —3.
e) (_97 0)7 <_37 12) m =2

2) Esboce o grifico da reta de coeficiente angular m e que contém o ponto dado.

a) m=—1; (2, 3) b) m=2; (0, 2)
c) m=2; (1, 1) d) m=—-1% (-2,3)
e) m=0; (3,1) f) m=-2; (0, 4)
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3) Esboce cada uma das retas com coeficiente angular dado a seguir e tais que o ponto (3, —1)

é comum a todas elas.

m=-2, m=—1 m=0, m=2, m=4

20
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4) Determine a equagao da reta determinada pelos pontos dados.
a) (17 2)1 (Oa _2>
Podemos calcular o coeficiente angular como na primeira série de exercicios e, depois, usar

a formula

y=4x — 2

Podemos, alternativamente, usar o determinante:

r y 1

1 2 1

0 -2 1] =20

r y 1

1 2 1

20 —24+2y+2xr -y =0
y=4x — 2

b) (1, 1); (3, —2) 3r 42y =95
c) (1,4); (-1, 3) r—2y=-7
d) (1, 0); (1, 3) r=1
e) (3,0); (6,0) y=0
f) 1 -2) (5 -3) y=—2z
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Exercicios para cansar o braco

a) v —2r+4= e) 4a* —4da+4=
(r—1)*+3 (2a —1)*+ 3

b) 22 —8z+8= f) ot —4a? —y* —2y+3 =
(—4)2 -8 (2 — 2)2 — (y + 1)?

c) t? —2at + 3a® = g) 22—z —1y2?—3y—5=
(t —a)? +2a? (z—1/2)* = (y+3/2)* =3
d) > —2v2y—1= h) 22412 — 42 +6t+1=
(y —v2)* -3 (z—2)%+ (t+3)2—12

Semana - 06

1) Determine a equagao da reta que é paralela a reta r e contém o ponto A.

1) r: y=2z-3; A: (3,0)
Solucao:

m=2; A equagdo é da formay—0=2(z — 3)

y=2x—6

2) r: 2r—3y+2=0; A (1,-2)
Solucao:
Reescrevendo a equacao 2z — 3y + 2 = 0, obtemos y = %x +

da forma y +2 = 2 (z — 1).

-2 4

Solucao:
m = %2 A equacao procurada é da forma y + 3 = %2 (x —0)

22
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4) r contém (2,5) e (—1,3); A (1, _g)
Solucgao:

Calculamos o coeficiente das retas pela formula m = u:
T1 — Zo

2

3—-5
Assim, a equacao procurada é da forma y + 3=3 (x —1)

<

I
w o
&

+
w it

2) Determine a equagao da reta que é perpendicular a reta r e que contém o ponto A:
1) riy=—x+4; A: (=3,1)
Solucao:

1
m = —— = 1. A equagao procurada é da forma y — 1 = (z + 3)

—1

y=x+4

2) r:2x—3y+5=0; A: (-2,2)
Solugao:

2 5
Reescrevendo a equagao 2x—3y+5 = 0 na forma y = 3 :L’—i-g, concluimos que seu coeficiente

1 3
angular é 3 Assim, o coeficiente angular da reta em questao é m = —5 = — 5 Assim, a
3
equacao procurada tem a forma y — 2 = —% (x + 2)
Y= —% r—1

1 5
3) riy=-—grdg A:(0,-4)

Solucao:

I‘H

W=

O coeficiente da reta procurada é m = — = 3. A equagao ¢é da forma y+4 =3 (z —0)
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y=3r—4

4) r contém os pontos (—1,3) e (0, —2); A:(=2,1)
Solucao:
O coeficiente angular da reta que contém os pontos (—1,3) e (0, —2) é:
-2-3
0+
1=

= —b5. Portanto, o coeficiente angular em questao é % Sua equacao tem a forma

(S 11

Yy (x +2)

<
I
U=
8
+
(SR

3) Determine a equagao da reta paralela a reta y +x =4 e contém o ponto comum as retas
y=x e y=4.
Solucao:

O ponto comum as retas y = ¢ e y = 4 tem coordenadas (4,4). Assim, a equagao

procurada tem a forma y — 4 = —(z — 4)

y=—x+8

4) Determine a equacao da reta perpendicular a reta y = 4 — 2x e que contém o ponto comum
asretasy+xr =2 e 20—y =1.
Solucgao:

O ponto comum as retas y + x =2 e 2x —y = 1 é a solucao do sistema linear

rTH+y=2

2 —y=1

1

5 € contém o ponto

que é z =1 ey = 1. Assim, a reta procurada tem coeficiente angular

(1,1). Essa reta tem a formay —1 =% (z — 1)
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5) Escreva as equagoes a seguir na forma y — yo = a (v — 79)* e esboce os graficos das
correspondentes parabolas.
1) y = 22 —62+5
3 3)2
y—3=(@—3
y=12>—6x+9—-9+5 1=@3)

y+4=(r—3)>

1
y=—= (2" —dov+4—-4)-2
2) y = 8—a%—2x 2

y=—(2?+22+1—-1)+8

y—9=—(z+1)

5) y = 2x? — 122+ 10

y—10=2(2*—62+9—-09)

3) y = 22 —3x+3

y=2(x—3)*-38

9 9
=2 —3r+-—-+3
Y=z :1:—|—4 4+

25
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y—3=-3(zx+1)?

6) y = —32%—6x

y=-3@"+2zx+1-1)

6) Determine as constante a, b e ¢ tais que a parabola y = ax® + bx + ¢ contenha os pontos
(6,6), (2,-2) e (0,0).
Solucgao:

Como (0,0) pertence a parabola, ¢ = 0. Agora, as duas outras informagbes geram as
equagoes 6 = 36a + 6b e —2 = 4a + 2b.

Resolvendo o sistema, encontramos os valores de a e b e obtemos a equacao da parabola:
2

Yy = 5~ 2x. Veja seu grafico a seguir:

Semana - 07

Secao Nostalgia

26
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1) Quais dos nimeros a seguir sao racionais?

)2—7r 2 1
a = — — =
3 3m 3

Numero irracional, soma de irracional com um racional. Por que é mesmo que o inverso de

um irracional é irracional?

b) 0,1715715715715715. ..

Numero racional, dizima periddica.

¢) (14++2)* =17 +12V2

Numero irracional, soma de racional com irracional.

Vi
VA5 — VB0

Assim, o nimero é racional.

= —1, pois V45 = 3v/5 e /80 = 41/5.

e) V14641 = 121, racional.

f) 0,1010010001000010000010000001 .. .

[rracional, pois nao ha um padrao de repeticao.

2) Resolva a inequagao a seguir.

rz—1

— <0

bx —2x2+3
Resposta:

-1

(51U (3, +o0)
3) Resolva as equagoes a seguir.
a) [2—z[=T;
Resposta:
r=9 ou T = -5

b) |r —1] —4 =5 — |z + 3|; Resposta:
7
r=— ou T ==
2

¢) 2z% — Tz — 13 = 3z + 15;
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Resposta:
r=—2 ou r="7
d) /2% = 64;
Resposta:
r=12

4) Determine as equacgoes das retas determinadas pelas condigbes a seguir.
1) Contém os pontos (—1, 1) e (—4, —2);
Resposta: A retay =z + 2.

2) Tem coeficiente angular positivo, contém o ponto (2, —1) e corta o eixo Oy a duas unidades

de distancia da origem:;

Resposta: A reta y = g — 2.

Eeet

3) Contém o ponto (—1,0) e é perpendicular a reta 2x — 3y +5 = 0.

Resposta: Para ser perpendicular a reta 2z — 3y + 5 = 0, sua equacao deve ter a forma
3r + 2y +c=0.
Como deve conter o ponto (—1, 0), ele deve satisfazer a equagao e isso determina ¢: —3 +

0+ c=0. Assim, ¢ = 3 e a equacao procurada é
3r+2y+3=0.
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5) Qual é 0 menor inteiro n tal que nyv2 > /19 ?
Resposta:

n=4

Secao novidades

6) Identifique cada uma das curvas determinadas pelas equagoes a seguir e esboce-as.

1) y = 22— 3z —4

A
1 c
b c 5—\

y+25/4 = (z —3/2)?

2) y = 4r —22* -3

©
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r—4=—(y+2)°

5) 2 +y* —dx+4y=0

(=27 + (g2 =8
6) 22 +9y*> —4x — 18y +4=0
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7) 42 +y* — 4y = 56

8) 2 —y? 20 —-2y=1

(z-1)2-(y+1)2=1

31




Caderno de PC Pré-Calculo
9) y*—2?—6x—4y =6

7) Uma bolido desloca-se numa trajetéria cujo formato é uma pardbola, partindo de seu
vértice, o ponto (1, —1), na diregdo noroeste. (Estamos considerando que o eixo Oy estd na
dire¢do Sul-Norte e Oz na diregao Oeste-Leste.) Sabe-se que o eixo de simetria da trajetéria
é uma reta na direcao Sul-Norte e que a velocidade do bélido na direcao Ox é constante 1
unidade por segundo. Apéds 1 segundo da partida, ele se encontra na posigao (2, 0). Determine

a posicao do bélido 3 segundos apds a partida.

Solucgao:
A equagdo da parabola deve ter a forma y + 1 = a(z — 1)? pois seu eixo de simetria é

vertical e o vértice ocorre no ponto (1, —1).
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Para determinar a, basta observar que (2, 0) deve satisfazer a equacao. Assim 1 = a (2—1)?,
que implica a = 1.

A equacio da trajetéria é y + 1 = (z — 1)

Ap6s 3 segundos a coordenada x da posicao é do bélido é x = 4. Substituindo na equacao,

obtemos y = 8. A posic¢ao do bélido apds 3 segundos da partida é o ponto (4, 8).

8) Um construtor de pistas de circuito fechado foi requisitado para construir uma pista no
formato eliptico. Essa pista deve ocupar a maior area de um retangulo de 3 por 1 km.

O construtor imaginou um sistema de coordenadas cuja origem ocupa (digamos) o canto
inferior da esquerda e calculou a equagao da elipse que determina a parte externa da pista.

Qual equagao ele encontrou?

Uma drvore ocupa a posicao (£, 1). Sem levar em consideracio questoes de seguranca, sers
) 57 5 ) 5y

necessario cortar a arvore para construir a pista ou nao?

Solucao:

A equacao deve ter a forma

(1-3/2°  (y-1/27
9/4 1/4

e 0 esbogo da elipse que circundara a pista é

Substituindo (1/5, 1/5) na parte esquerda da equagao, obtemos:

(1/5-3/2%  (1/5-1/2)* _10

> 1.
9/4 1/4 9

Isso quer dizer que a arvore esta do lado de fora da pista, mas bem na beiradinha. . .
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9) Determine a equagao da hipérbole que contém o ponto (0, 1), cujas assintotas tém coefi-

cientes angulares 1/2 e —1/2 e cujo centro é o ponto (2,1).

Solucgao: Colocando as informagoes num esboco:

‘.
\

A hipérbole deve ter equacao do seguinte tipo:

x — 2)?
@2 1 =aso0
4
pois deve ser uma translacao de uma hipérbole de equacao

[L’Q

Z—y2:a>0,

que corta o eixo Oz no ponto (—2,0), ndo cortando assim o eixo Oy.

Para determinar o valor de a basta substituir (0, 1) na equacao, obtendo a = 1.

~
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Semana 08

1) Escreva o ntimero racional 0.714285 na forma B, com q # 0.
q

Solugao:

Aqui, o truque é fazer x = 0.714285 e notar que
1000000z — x = 714285,

714285 ) 714285 5
. A surpresa é que = —.
999999 999999 7

que nos da x =

2) Simplifique a expressao

Solugao:
Neste caso, devemos lembrar a férmula a3 — b* = (a — b)(a® + ab + b?) para fatorar o
improvavel

x— 27 = (2% = 3) (2 + 327 1+ 9).

Isso nos da

/3 — 3 /3 — 3 1

r—27 (213 =3) (22343213 4+9) 2234 321/349

Esse parece mais pesado!!

9
V3 — 1

3) Racionalize

Solugao:

2 2(v3+1) 2(vV3+1) _ Vi1

VB— 1 (VB-D(vE+n o 3-1

4) Determine as equagdes das retas paralela e perpendicular a reta de equagdo 2z +y = 4

cuja intersegao com o eixo Oy ocorre no ponto (0, —2).
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Solucgao:

As retas tém equagoes 2z +y = ¢ e —x + 2y = d, respectivamente. Para determinar as
constantes ¢ e d, devemos substituir (0, —2) nas equagoes, obtendo

-2 =ce 2x(-2) = d

Portanto, a reta paralela tem equacao 2x +y = —2 e a reta ortogonal tem equacao

2y — x = —4. Veja os esbocos das retas:

5) Identifique cada uma das curvas determinadas pelas equagoes a seguir e esboce-as.

1) ¥’+2—-3y=0

r = —y*+3y
9. 9
2
pr— _— —3 — J—
x (y y+4)+4
9 3.5
r—y = ~-3)

A curva é uma parabola de vértice no ponto (%, %), com eixo de simetria na reta horizontal

Y= %), com a concavidade voltada para Oeste, devido ao sinal negativo em frente a (y — %)2

Vocé deve ter notado que os pontos (0, 0) e (0, 3) pertencem a curva.
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c

2 \

A B
1

2) 162% + 32z + 9y* — 36y = 92
162% 4+ 322 + 9y* — 36y = 92
16(2* +22) + 9(y* —4y) = 92
16(z* + 20 +1) + 9(y* —dy+4) = 92+ 16+ 36
16(z + 1) 4+9(y —2)? = 144

2 _o9\2
@1 -2
9 16

A curva é uma elipse de centro no ponto (—1, 2), com bra¢o menor 3 na diregdo x e brago

maior 4, na direcao y.

C a
\ | /
[o] 0
s T4 B 7 T 4 "6
1821

3) 25z% —200x — 16y* — 160y = 400

2522 — 200z — 16y* — 160y = 400
25(x* — 8x) — 16(y*>+10y) = 400

25(x% — 8x +16) — 16(y* + 10y +25) = 400 4 400 — 400
25(x — 4)* — 16(y + 5)*> = 400
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(r—4) (y+5)° _
16 25

A curva é uma hipérbole de centro no ponto (4, —5), com eixo de simetria a reta vertical

x = 4. Os pontos (0, —5) e (8, —5) satisfazem a equagao e, portanto, pertencem a hipérbole.

6| a
4
2
. .
-6 4 - 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 24
2
-4
C D
6

b

B

Em busca da conica perdida

1) Usando o quadro acima, identifique o tipo de conica correspondente a equacao:

Equacao Tipo de Curva
5x2 — 13y% + 4x — 5y + 12 = 0 | Hipérbole
2?2 + 129 — 42 + 2y — 12 =0 | Elipse

2 +3x4+y—4=0 Parébola

y? —br+4y+14=0 Parédbola

42 + 4y* + 42 — 8y — 17 =0 | Circunferéncia
4o® — 1292+ 202 +5=0 Hipérbole
2+ 49>+ 22 +12=0 %)

2) Identifique e faga um esbogo de cada uma das conicas a seguir:
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Equagao Tipo de Curva
22+ 4y =4 Elipse
22+ 4y — 4 =0 Elipse

2% + 4y* — 8 = —12 | Elipse

22 —y? =20 =0 Hipérbole

x> —y? — 6z = -8 Hipérbole

22 —y? — 8x = —15 | Hipérbole

N
\

22+ 4y? =4

22 —y? —2x=0

2?2 +4y? —4x =0

2+ 4y? — 8x = —12

/.
\

2?2 —y? — 6z = -8

/\

22 —y? —8xr = —15

Semana 09

1) Determine os valores de a e de b para os quais a igualdade de polinomios

OCOTITA.
Solucgao:

(b —3)(x +a) = 22°+ Tz —15

(bx — 3)(x + a) = bz* + bax — 3x — 3a = bz* + (ba — 3)x — 3a = 2 + Tx — 15.
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Assim, b=2e —3a = —15 = a = 5. Devemos verificar que os coeficientes do monomio

de grau 1 sao iguais. Mas, se b=2e a =5, entao ba — 3 = 7.

2) Determine, usando a divisao euclidiana, o quociente ¢(z) e o resto r(x) da divisdo de p(z)

por d(z):
a) p(zr)=12%—62>+ 11z -5 d(z) =2* -4z +1

b) p(z) =2t —223 - 222 + 14x — 15 d(z)=2>+2-3

Solucao:
23 —6x2+11lx—5 2r — 3
2 —4dx +1 2 —4x +1
xt — 223 — 22% + 142 — 15 9 r—3
=22 -30v+4 + T
2 +x—3 22 +x—3

3) Calcule o resto da divisao de 23 — 2z + 1 por = + 1 sem efetuar a divisao!
Solucgao:
Se tomarmos p(z) = 2% — 2z + 1, basta calcular p(—1) = -1 4+2+1=2

Assim, o resto da divisdo de p(x) por z + 1 é 2. Verifique a exatidao de p(f)l'
x

4) Determine o valor de a tal que a divisao de p(z) = 2° + 3z + a por d(z) =z — 2 seja
exata.
Solucgao:

Neste caso, fazemos p(2) = 2°+3 X 2+a = 32+ 6+ a = a + 38 que deve ser zero para que

a divisao seja exata. Ou seja, a = —38.

Semana 10

1) Seja f : R — R a fungao definida por f(z) = 22 — 4. Usando a notagao apresentada no

material didatico, temos:

40



Caderno de PC Pré-Calculo

f: R — R

r — x2—4

Indique o dominio desta funcao, seu contradominio assim como sua lei de definicao.

O grafico desta funcao é dado pela figura a seguir. Determine a imagem desta funcao.

Gréfico da fungio f(z) = 2% — 4.

Solucgao:
O dominio e o contradominio desta funcao é o conjunto R, dos nimeros reais.

A sua lei de definigao é f(z) = 22 —4. Isto é, a funcao f transforma a varidvel independente

r na variavel dependente y = f(z) = 22 — 4.
A imagem da func@o pode ser um subconjunto préprio do contradominio, como é o caso
neste exemplo. A imagem de f ¢ o intervalo (fechado e infinito) [—4, 4+ 00). Para comprovar

isso devemos verificar que os unicos valores de a para os quais a equagao
flx)=2>—4=a

tem solucdo sao aqueles do intervalo [—4, + 00).

Realmente, se a < —4, como —12, a equagao fica
2 —4=-12 ou z? = =8,

que nao tem solugao real.
Para os valores a > —4 vocé podera facilmente verificar que a equagao tém solucao.

Esses fatos podem ser verificados no grafico da fungao.
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2) Considere as trés fungoes a seguir:

f: R — R g: [-4,8 — R h: [-4,+00) — R

x — £ _9 T — %—2

Essas fungoes sao iguais ou diferentes? O que elas tém em comum e o que as diferencia?

Faca um esboco de cada um de seus gréficos.

Dica: Lembre-se que a equagao y = § — 2 determina uma reta que vocé sabe esbogar.

Solucao:

Essas tres fungoes, apesar de terem a mesma lei de definigao, sao diferentes umas das outras
devido aos seus dominios, todos diferentes. Enquanto f esta definida em toda a reta real, g esta
definida num intervalo fechado e limitado e h estd definida na semi-reta [—4, + 00). Assim,
seus graficos serao diferentes. O gréfico de f ¢ a reta definida pela equacao y = § —2, o gréfico
de g é o segmento de reta que une os pontos (—4, —4) e (8, 2) e o gréfico de h é a semi-reta

que inicia no ponto (—4, 4), contem o ponto (8, 2) e prossegue indefinidamente para a direita.

]

Dominio: R Dominio: [—4, §]

Dominio: [—4, + 00)

3) Indique qual de cada curva, considerada sobre o dominio indicado embaixo de cada uma

delas, é o grafico de uma funcao, justificando sua resposta com o critério da vertical.
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A

N

\J

S8

a) b)
Dominio: R Dominio: [0, 3.5]
A A
—4 4 —4 4
c) d)
Dominio: [—4, 4] Dominio: [—4, 4]
Solucgao:

a) Essa curva é o gréfico de uma fungao cujo dominio é R, pois a intersegao de cada reta

vertical x = a com a curva é um tnico ponto.

b) Essa curva nao é grafico de uma funcao sobre o dominio [0, 3.5], pois a intersecao de

uma reta vertical tal como z = 2 é um conjunto de 4 pontos.

¢) Analogamente, a curva nao é grafico de uma fungao sobre o dominio [—4, 4], pois a

intersecao de uma reta vertical tal como x = —2 ou x = 2 é um conjunto de 2 pontos.

d) Essa curva é o grafico de uma fungao cujo dominio é [—4, 4], pois a interse¢ao de cada

reta vertical x = a, com —4 < a < 4, com a curva é um tnico ponto.

Veja, nas figuras a seguir:
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Wil )

‘ '3.

a) b) 3

Dominio: R Dominio: [0, 3.5]

\J

538 ]

FINATA,
S DL ” ’

c) d)
Dominio: [—4, 4] Dominio: [—4, 4]

Semana 11

1) Determine os dominios das seguintes fungoes:

r—3
R e vyt

Solugao: A condicao para que a funcao esteja bem definida é

r—3 >0
2 +3x—4

Essa inequacao é quase a inequacao da prova, nao é? Para resolve-la é necessario fazer a
andlise dos sinais dos termos envolvidos. Aqui esta:

r—3 B x—3 > 0
24+3r—4  (v+4)(z—-1) ~
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e e - = — + + + + r—3
++++ |- - - = = - + + + + + + +

¢ a (x —1)(x +4)
- ﬁ?/ﬁ/_//—l/—//—f_//—/f_//ﬁ/_//—'—//—b/r - T Solucao

NI rrrrTT S

—4 1 3

Usando intervalos:  Dom(f) = (-4, 1) U [3, +0)

B 2—x
o34 a2 —5r+ 2

b) g(x)

Solugao: Neste caso a condi¢ao para que a funcao esteja bem definida é
20° + a? =5 +2#0

Assim, basta resolver o negativo da afirmacao, que ¢ a equacao 223 + 22 — 5z + 2 = 0.
Essa equacao do terceiro grau tem uma particularidade: a soma de seus coeficientes é nula:
24+ 1—-5+4+2 = 0, indicando que * = 1 é uma raiz. Assim, basta dividir o polindmio
203 + 22 — bz + 2 por x — 1, usando Briott-Ruffini, por exemplo, para obter a completa

fatoragao: (z —1)(2z — 1)(z +2). Assim, as rafzes do denominador sao 1, 3 e —2. Portanto,

Dom(g) = R — {—2, %1} - - oo,—2)U(—2,%)U(1,+oo).

2) Considere f(z) = V1 —1a?, g(z) = 575 e h(z) = 2? — 3z + 2.
Determine o dominio das fungoes f(x), g(z), h(z), r(z) = f(x)+ g(x) e s(z) = g(x) - h(x),

assim como as leis de definicao das fungées r=f+g e r=g-h.

Solucgao:

No caso de f a restricao é 1 — 22 > 0, que define o intervalo [—1, 1].

A restri¢ao, no caso g é 2x — 1 # 0 e nao ha restricao no caso h. Assim, a resposta do
exercicio é:

Dom(f) =[-1,1], Dom(g) =R—{i}, Dom(h)=R, Dom(r)=Dom(f)NDom(g)=
[—1,3)U(3,1), Dom(s) =Dom(g) N Dom(h) =Dom(g) =R — {1}.
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3) Esboce os grificos das fungoes f, g e h, comparando-os. (Isto é, note como um pode ser
obtido do outro por uma translagdo.) Aproveite a ocasido para lembrar-se das pardbolas.

Solucgao:

f(x) =2* g(z)=2>—4 h(z) = 2%+ 2

4) Esboce os graficos das fungoes a seguir, obtidas do gréfico de f(z) = |z| por meio de

translagoes verticais e/ou horizontais, assim como eventuais simetrias em relagao ao eixo Oz

(grafico de —f):
a) g(x) =lr—=2[; b) hlz)=lr+3[; ¢ jlz)=|r+3,5[

d) k(x)=|z|=3; e) lz)=lz|+2; e) m(x)=|r—2]—3.

Solucgao:
g(a) = | —2 hz) = [z + 3] j(z) =J|o +3,5
k(z) = [z =3 l(z) = |z|+2 m(z) =z -2/ -3
Vocé notou que nao chegamos a usar a fungao y = —|z|. Quem sabe no préximo?

46



Caderno de PC Pré-Calculo

5) Esboce o grafico da funcao g(z) = —vo +4 — 1.
Solugao:

A equacdo y = —/x + 4 —1 (que é a que nos interessa agora) é o ramo inferior da parabola
definida pela equacao x = (y + 1)? — 4. Assim o grafico de g(z) = —vx +4 — 1, cujo dominio

é [—4, + 00), é o ramo inferior da pardbola:

Semana 12

1) Em cada caso a seguir, determine as leis de definigao da funcao g o f, seu dominio e esboce

o seu grafico.

f(x) g9()

fl@)=1-2”|g(z) =z
f@)y=2+6 |g(z)=zx
flx) =22 +4 | gla) = —%

-/
\

A\

/|

go f(z) = V1—a? go (@)= VaT6 go fla) = - Y1
Dom(go f) = [-1, 1] Dom(g o f) = [-6, + o] Dom(go f) =R

2) Todas as fungoes a seguir sao inversiveis. Em cada caso, determine a funcao inversa,

dando o dominio, o contra-dominio e a lei de defini¢ao.
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f: R — R f_lt R — R
a) r+3
r +— 2xr—3 r —
b) g: [-4,+0) — [-2,+) gl [-2,40) — [—4,+0)
T — V44 — 2 x — (r+2)* — 4
h: R-—{3} — R-{-2} ht: R-—{-2} — R-{3}
c) 7—2x 3x+7
x — x
r—3 x4+ 2
j: [3,5] — 4, 8] j7: [4,8] — [3,5]

T

— (z—3)*+4

T — 3+ —4

3) Identifique nos graficos a seguir quais sdo os pares de fungbes com suas respectivas

inversas.

Gréfico de &k

Gréfico de v
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Gréfico de u




Caderno de PC Pré-Calculo

Os pares de graficos de fungdes com suas inversas sao: (f,w), (g,u), (h,v), (j,1) e (k,t).

Veja os esbocos sobrepostos:

Graficos de f e w Graficos de g e u Graficos de h e v Graficos de j el

Gréaficos de k e t

Semana 13

1) Quais sao os dominios das seguintes fungoes?

1
@) f@) = 1o o
Solucgao:

A condicao que define a funcao é 11z — 12 — 222 # 0.

3
Como 11z — 12 —-222=0 < =4 ou mzé,temos
Dom(f) = B {3/2.4) = (—00.8/2) U (3/2.4) U (4, + o0).

b) g(x) = Va? + 2z — 15;
Solugao:
A condicao que define a funcao é z* + 2x — 15 > 0.
As solucoes de 22 + 22 — 15 = 0 sao —3 e 5. Para resolver a inequacao precisamos fazer a

analise dos sinais.
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Assim, a solucao da inequacao esta indicada na figura e determina o dominio da funcao:
Dom(g) = (—o0, =3] U [5, +0).

c) hz)=r+Vo—1+z—2.

Solucgao:

Neste caso, a condicao que define a funcao é x > 0, x —1 >0 e x —2 > 0. Veja bem, as
trés condigoes devem ser satisfeitas simultaneamente. Ou seja, x > 0, x > 1 e z > 2. Como

a ultima condicao inclui as anteriores, o dominio da funcao é

Dom(h) = [2, 4+ 00).

1
2) Usando os graficos das fungoes y = |z|, y = — e y = \/x, esboce os gréficos das fungoes
x

a seguir:

a) f(z) = [z +2|=3; b) g(z) = +4;
O hx)=vi—T+2  d) j(@) =T
e) k(z)=vV4d—x+2 f) l(z)=4—|z—3|

flx)=|z+2] -3 g(x) = +4 h(z) =+vz—1+2




Caderno de PC Pré-Calculo

3) Esboce os gréficos das fungoes a seguir:

a) f(z) =10z — a2, b) g(z) =—

Solucao:
Para descobrir quais conicas definem os gréaficos das funcoes precisamos de fazer alguns

cdlculos. Estd na hora de usar um rascunho!

Primeiro a equacao y = v/ 10z — x2:

y* = 10z — 2?
2 — 10z +y* = 0
22— 100 +25+9y* = 25
(z—5)*+y* = 25

Assim, descobrimos que o gréfico da fungao f(x) = v/10z — 22 é a metade superior do

circulo de raio 5 e centro no ponto (5,0). Veja, esse circulo é tangente ao eixo Oy.

V4dx? + 36

Agora, a equacao y = g

9 4a? + 36

9y = 42’ + 36
—42* + 9y = 36

Essa equacao define uma hipérbole cujas assintotas sao definidas pelas equacoes y = £—y.

3
Vax? + 36

O grafico da funcao g(z) = ——5 ¢ o ramo inferior da hipérbole.

Veja os graficos a seguir.
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Y

\j

flw) = V07 =2 ola) = - LD
Dom(f) = [0, 10] Dom(g) =R

So6 para ter certeza que vocé entendeu ...

4) Nas fungoes a seguir, determinas as que sao pares, as que sao fmpares e, Nos casos em que
a funcao nao for par ou impar, escreva-a como uma soma de uma fun¢ao par com uma funcao

fmpar (ufal).
a) f(z) =a%—2lz[; b) g(z) =zV1—a?+4
c) h(z) =

T 4-Z d) @) =3r—2P+ VIt a2
Solucgao:
a) Dom(f)=R. f(—z)=(-x)*—2|—z| = 2*-2|z] = f(z). Como o dominio de f é

14+ 22 4

simétrico e f(z) = f(—x), Vo € R, a fungao é par.

b) Dom(g) = [—1,1]. g(—x) = (—=2) /1 — (—x)r +4 = —2v/1— 22 +4. Esta equacio
nos diz que a funcgao nao é par ou impar. Portanto, vamos escrevé-la como a soma de funcoes,
uma par e outra impar. (Lembre-se de que essa decomposi¢ao é tinica, mas nesse momento,
isso é um detalhe...)

g(x) + g(—x) _ ovV1—a2+4 + ( V1 —ax2 +4

_ _ = 4.
9p() 5 5 )
x)—g(—x zV1—a2—4 + (—xv1—22 +4
gi(z) = 9(=) 29( ) = 2( ) = zv1— 22
Funcéo par: g,(x) = 4 (toda func@o constante é par);

Funcao fmpar: g;(x) = x 1+ 22 (o produto de uma fungao impar por uma fungdo par).
Realmente,

— o] — 2
g(xr) = zvV1—22 + é(l).
gi(z) gpT
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¢) Dom(h) = R e h nao é par nem impar:
2
x x
h(z) = PR
@ =1"m T3
hi(x) hyp ()
d) Dom(j) = R e j nao é par nem impar:

jr) = 3v—2° + V1+a2.
—— —_———

Ji(x) Jp(@)

5) Quais dos gréficos a seguir sao gréficos de fungoes pares? e quais sao graficos de fungoes

impares?
a) b)
Funcao impar Funcao par
c) d)
Nao é impar nem par Fungao impar

Conhecer o valor de uma das funcoes seno ou cosseno num ponto com mais alguma in-
formagao sobre a sua localizacao (no circulo trigonométrico) é suficiente para determinar o

valor das outras funcoes nesse ponto. Veja o exercicio a seguir.
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6) Sabendo que § < a <7 e sena = %, calcule cosa, seca, csca, tga, e cotga.

Solucgao:

Usamos a Identidade Trigonométrica Fundamental sen?a+cos?a = 1 mais a informacao

_ 2.
Sena = 3

4 +cod? 1
—+cos‘a =
9
4
2
cos"a = 1——
9
5
2
cos“a = -—.
9
Concluimos que cos a pode ser igual a \/?g ou — \/?‘F’

Usamos agora a informagao § < a < 7. Ou seja, a ¢ um angulo do segundo quadrante e,

portanto, cosa < 0. Veja a figura.

-

a no segundo quadrante

Assim, concluimos que

cosa = —

o[
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Agora ¢ facil calcular os outros valores:

1 1 3 3v5
secoy = = S
cos v _\/?5 V5 57
1 1 3
csca = = - = —
sena % 2’
o — sena % __i__Z\/g'
8> = cosa _\/?5 -V 57
COS « —‘/?‘?’ \/5
cotga = = 3 = ——.
seno 3 2

Uma etapa importante no estudo das funcgoes trigonométrica, especialmente no que diz
respeito ao calculo dessas fungbes em angulos miltiplos de 7/6 e m/4 (aqueles que TODO
mundo precisa saber) é o treinamento de resolu¢do de equagoes trigonométricas. As mais

simples sao do tipo a seguir.

7) Resolva as equagoes a seguir nos intervalos indicados.

a) cosx = 1, 0, 7J;

Solugao:

Quando pensamos: “qual é o angulo cujo cosseno vale %?”, lembramo-nos da tabela de

senos e cossenos de angulos famosos e concluimos

T 1
60° = - = =,
cos cos 3 5

. T, ~ ~ . .
Ou seja, x = 3 é solucao da equacao cosx = no intervalo [0, 7]. Resta saber se hé

1
2
outras solugoes. Isso poderia ocorrer pois as fungoes trigonométricas nao sao injetoras.

O subintervalo [0, /2] corresponde ao primeiro quadrante e, nesse trecho, a solu¢ao en-
contrada é a Unica possivel.

O subintervalo [r/2, 7] corresponde ao segundo quadrante, trecho no qual a fung¢ao cosseno

assume apenas valores negativos. Assim, a equacao cosx = % nao tem solucao nesse metade

do intervalo.

p ~ m ;. ~ .
Conclufmos que a equagao cosx = % tem r = — como tnica solucdo no intervalo [0, 7).
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b) sen(2) = %, [0,3];

Solucao:

Essa equagao merece mais cuidado. devido a 2z. Veja, resolver sen(2x) = \/75 no intervalo
[0,%] ¢é equivalente a resolver sen(y) = @ no intervalo [0, 7] pois, se fizermos y = 2z, a
condigao 0 < x < 7 ¢éequivalente a 0 <2z =y <.

Vamos, entao, considerar a equacao seny = \/73 no intervalo [0, 7]. Novamente, uma per-
gunta: “Qual é o angulo cujo seno vale \/757”

A resposta nao tarda:

s \/§
sen60° = sen— = —.
3 2

Esta é a unica solugao y € [0, 7/2]. Mas, agora, também h4 solugao no segundo quadrante:

sen120° = sen¥ = ‘/73

Portanto, as duas possiveis solucoes de seny = \/73 no intervalo [0, 7] sdoy =% e y = %’T
Mas a resposta deve ser dada na variavel x:

As solugoes de sen(2z) = ‘/75 no intervalo [0, 5] sao:

T T 21
correspondente a y = 3 e T = 3 correspondente a y = 5 )

S
[
SE

c) cscx = V2, [0, 31
Solucao:

=2 ou

A equacao pode ser colocada na forma
senw

Solucgao:
s
A equacao pode ser colocada na forma nr o
cos T
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Ou seja, queremos saber quais sao os angulos tais que senx = — cosz. Esses angulos
(2k+1)7

sao da forma (nimero fmpar vezes m, sobre 4) e que pertencem ao segundo ou ao

quarto quadrante.

O intervalo [r/2, 3w /2] varre o segundo e o terceiro quadrantes. Isso nos diz que a tnica

possivel solucdo de tgr = —1 em [7/2,37/2] é
3T
r=—.

4

Observagao: Use algum dos applets das AEs para verificar essas respostas.

8) Resolva a equacao sen(xz) = cos(2z) no intervalo [0, 27].

Solucgao:

A razao dessa equagao nao ser tao dificil é o fato (fécil de ser lembrado?) de que

1
cos 60° = 5 = sen30°.

Assim, a equacao tem xr = % como solucao. Agora é que vem o problema: haverd outra?
Precisamos trabalhar com as possiveis simetrias dessas fungoes. Quais outros angulos
satisfazem a equacao senr = % no intervalo [0, 27]? Certamente z = %T (corresponde a
150° = 180° — 30°).
T

. - . om 1 i
Uma verificagdo permite notar que cos 2 § — 085 = 5 quenos dd uma segunda

solucao. Veja, ?ﬁ corresponde a 27 — g (ou seja, 360° — 60°).

Bem, isso até parece filme de suspense... haverd terminado? O que mais pode ocorrer?

Devemos ter cuidado com as possibilidades 0, 1 e —1... Veja,

3T
sen7 = —1 = cosm™ = cos3m.

Bem, agora acabou, as solugoes sao:
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Para ter certeza, use os applets para tracar os graficos das duas fungoes...

9) Esboce os gréficos das fungoes a seguir (sobre o dominio [0, 27|, pelo menos).
a) f(x) = 2sen2z; b) g(x) =2 cos (g) —1;

¢) h(z) =3sen(z—1%); d) j(z)=2+ 2sen(4z).

\J
\J

f(x) = 2sen2x g(z) =2cos (%) —1

h(z) = 3sen(z — j(z) =2+ 2sen(4x)

ISR
N—

Semana 14

o8
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1) Se f(z) = 2%+ 1, entao (f o f)(x) é igual a:

(a) z*+22%+2 (b) a*+2 (c) a*+1
(d) z+1 (e) 1
Solucgao:

Aqui devemos compor a fungao f com ela mesma: (f o f)(z) = f(f(z)) = (f(2))* +1 =
(2 +1)?+1=2?+222+1+1=2a"+ 22>+ 2. Assim, a resposta correta é a letra (a).

2) Sendo f(z) = 2?42z e g(z) =3z + 4, entao (f o g)(z) é igual a:

(a) 922 + 20z + 24 (b) z*+ 30x + 24 (c) 92 + 30z + 24
(d) 2%+ 20x + 24 (e) nda
Solugao:

Aqui devemos compor as funcoes f(z) com g(z): (fog)(x) = f(g(z)) = (g9(x))* +2¢g(x) =
3z +4)*+2(3x +4) = 922 + 24z + 16 + 62 + 8 = 92 + 30x + 24. Assim, a resposta correta é

a letra (c).
3) Seg(l+z)= in T entao ¢(3) é igual a:
(a) 0 (b) 3 (c) 3
(d) (e) 2

Solucgao:
Neste caso temos uma composicao disfargada: g(x) estd composta com a fungao (simples)
f(z) = 1+x. Ou seja, sabemos a lei de defini¢ao de go f. Portanto, para calcular g(3) fazemos

1+ 2z =3, e obtemos:
2
2+ 1

2
9(3) =g(1+2) = = A resposta correta é a letra (e).

4) Se f(x) = 2xxj_21, entao (f o f)(x) é igual a:

(a) —1 b) 1 (© (25_*21)2
(d) Tr— 2

20 +1
Solugao:
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Assim como no exercicio 1, queremos calcular f o f:

2z+1 de42+4x—2
f(r)—2 _ mil_p _ ZElmd

Veja, a inversa desta fungao é ela mesma. Calcule seu dominio e sua imagem. A resposta

pata a questdo é a letra (e).

5) Se (fog)(zr)=42>—8x+6 e g(x) =2z — 1, entao f(2) éigual a:

(a) —2 (b) —1 (c) 3
(d) 5 (e) 6
Solucgao:

A idéia é a mesma do exercicio anterior, com um pouco mais de complicacao. Sabemos que
flg(z)) =42 =8z +6 e g(x) = 2x — 1. Portanto, para calcular f(2), precisamos descobrir

para qual valor de z, g(z) = 2. Para isso, basta resolver a equagao 2x — 1 = 2, que resulta

w

Tr = 3.

)

Assim, f(2) = f(9(3/2) =4 (2)" —8(3) +6 = 4(2) —4x3+6 = 9-12+6 = 3.

Portanto, a resposta correta ¢ letra (c).

6) Considere as fungoes f(z) = 2z + 1, g(z) = 2> — 1. Entao, as solugoes da equagao
(fog)(x)=0 sao:
(a) inteiras (b) negativas (c) racionais nao inteiras
(d) inversas uma da outra (e) opostas uma da outra

Solucao:

Precisamos resolver a equagao (f o g)(z) = f(g(z)) = 0. Para isso, calculamos f(g(x))

f@?=1) =22 —1)+1=222—1=0. As solugdes de 22> —1 =0sdor = — 2 ¢ z =2,

que sao opostas uma a outra. A resposta correta é a letra (e).

7) Se f(x) =2z — 1, entdo f~!(z) é igual a:

@ ) © S (@ g (@) nda

Solucgao:
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Precisamos resolver a equagao y = f(z) =2z — 1 em .

y = 2z—1
20 -1 =y
2c = y+1
y+1
r = —
2

Portanto, f~!(z) = Z1 e a resposta ¢ letra (c).

1
Note que a tentagao é responder com a letra (d), que é a lei de definigdo de h(z) = ——

f(x)’

~ : _ L -1
uma outra funcao. Aqui usamos f~! como um notacao, nao literalmente ( f (x))

8) Se f~' éainversa de f(x)=2x+ 3, entdo o valor de f~1(2) 6 igual a:
(a) 3 (b) 7 (c) 0
(d) —7 (e) —3
Solucgao:

A tentagao é calcular a expressdo da funcao inversa para calcular f~1(2). Mas, isso nao é
necessario. Vamos, no lugar disto, resolver a equacao f(z) = 2. Ou seja, para que valor de z,
20 +3=27

A resposta é x = —%. Assim, como f(—1/2) = 2, sabemos que f~1(2) = —%, e a resposta

da questao ¢ letra (e).

9) A inversa da funcdo f(x) = 2® + 1 é definida pela lei:
(a) vVx+1 (b) m%ﬂ (c) vVo—1
(d) vad—1 (e) nda

Solugao:

Agora nao tem jeito. Temos que resolver a equacao y = 2° + 1 em x, que resulta

Assim, a resposta correta é a letra (c). Mais uma vez, a falsa resposta é a letra (b).
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6z
3r—1°

10) Seja f : R — {3} — B C R a funcdo inversivel definida por f(z) =
conjunto B é igual a:

(@) R () B {-2) © B {1}

(d) R—{—3 (e) R—{2}

Solucgao:

Uma maneira de descobrir qual é o conjunto B consiste em inverter a funcao f e calcular

.. . N 6z
seu dominio. Fazendo isso, resolvemos a equacao y = 3 ] em x:
l‘ JR—
_ Y
T =
3y —6
x
Como o dominio da fungao f~!(z) = " é R — {2}, a resposta da questao é letra (e).
l’ —

11) Calcule os seguintes valores:
Solucgao:
a) A melhor maneira de resolver esse tipo de problema é reformular a pergunta. Ou seja,

1 3 4 . 199
para calcular arc sen(i), perguntamos: “Qual € o arco cujo seno vale 57

A resposta deve vir de bate-pronto: 30° ou F.

Na verdade, 137” = 27 + ¢ também tem esta propriedade, mas como queremos calcular
arcsen(1/2), sabemos que a resposta deve estar no intervalo [—m/2, 7/2], que é a imagem da
funcao arcoseno, o dominio escolhido para inverter a funcao seno.

Voceé deve ter encontrado as seguintes respostas:

(a) arcsen(i) =12 (b) arccos (%) = = (c) arcsen( — ¥2) = 3r
(d) arccos ( — %) = %” (e) arc Sen(cos (%)) =32 (f) arccos (sen( — %)) = ?jf
(g) arctg(l) =7 (bh) arctg(v3) =% (i) arctg(—2) =—1

12) Determine os dominios das seguintes fungoes:
(a) f(z)= arcsen(2x) (b) g(z) = arccos(z — 3)

(¢) h(z) = arctg(2x —5) (d) j(z) = y/arcsen(x)
(e) k(z)=+/4— arctg’x
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Solucgao:
a) Sabemos que o dominio de y = arcsenz é [—1, 1]. Assim, o dominio da func¢ao f(x) =

arcsen(2z) ¢ determinado pela condigao

—-1<2x <1

Y

que determina o intervalo [ — %, %]

b) Agora usamos o fato de que o dominio da funcao y = arccosx é [—1,1]. Assim, o

dominio da funcdo g(x) = arccos(x — 3) é determinado pela condigao
-1<z-3<1
que é equivalente a 2 < x < 4. Assim, o dominio da fungao g é o intervalo [2, 4].

c) Essa é a questao facil. O dominio da arco-tangente é toda a reta real. Portanto, nao

qualquer restricao e o dominio da funcao h é R.

d) O dominio da fungdo j(z) = /arcsen(z) é determinado pela condigdo arcsen(z) > 0.
O dominio de arcoseno é [—1, 1] e a imagem da metade do intervalo, [—1,0) é aplicada no
intervalo [r/2,0), pois senos de angulos entre —7/2 e 0 sdo negativos. Assim, o dominio de j
é o intervalo [0, 1].

Essa foi um pouco mais dificil.

e) Para fechar, temos que determinar o dominio de k(x) = /4 — arctg?z. Essa parece

complicada. Mas, vamos em frente. A condicao é
4 — arctgzr > 0.

Isso quer dizer que arctgz deve pertencer ao intervalo [—2, 2]. Mas, a imagem da fungao
arco-tangente é o dominio de inversao da funcao tangente, o intervalo [ -3, g], que esta

contido no intervalo [—2, 2|, pois 7 < 4.

Assim o dominio da funcao k é todo o conjunto dos niimero reais, R.

Semana 15

1) Nos quatro graficos de fungoes a seguir, identifique as propriedades de cada uma delas, tais

como: a fungao é par, a funcao é impar, a funcao ¢é injetora. Neste tltimo caso, a funcao sera
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inversivel se restringirmos seu contra-dominio a sua imagem. Neste casos, aproveite a propria
figura para esbocar o grafico da funcao inversa, usando a propriedade de simetria que esses
graficos gozam. Observe que para fazer tudo isso, nao é necessario que conhegamos as leis de

definicao das fungoes. Essa é a perspectiva grafica.

Solucgao:
a) A funcao é par (e nao injetora).

b) A funcao é injetora (nao é fungao par e nao é fungao impar). Veja, na figura a seguir o

esboco do grafico da inversa.

¢) A fungao é impar e injetora. Veja, na figura a seguir o esbogo do grafico da inversa.
d) A fungao fmpar, mas nao é injetora.
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Graficos das funcgoes e das suas inversas, realcando a simetria em relacao a reta y = x,

tracejada no esbogo.

Um dos contetdos que é preciso trabalhar bastante, para cansar o braco, é o de calcular
valores de funcgoes trigonométricas nos angulos nobres e os valores das fungoes trigonométricas

L V3 o o5 descendentes desses.

inversas nos correspondentes valores especiais, a saber, 1, 0, 5, %5,

Por exemplo, se ao chegar na prova vocé se deparar com uma expressao tal como sen(%’r)

e demorar para saber quanto isso vale, o tempo ficara subitamente nublado, com tendéncia a
chuvas e trovoadas...
O problema a seguir indicard como estao as suas habilidades neste setor.

2) Um aluno de Pré-Célculo queria verificar se seus exercicios sobre fungoes trigonométricas
e fungoes trigonométricas inversas estavam corretos. Assim, pegou sua calculadora cientifica e

comecgou a verificagao.
a) O aluno precisava calcular o valor de uma certa funcao trigonométrica em %. Ele colocou

um numero de dois digitos, pressionou uma tecla com a inscricao da funcgao trigonométrica

desejada e obteve, no visor da calculadora, o nimero

0.866025403

Qual era a fungao trigonométrica a ser calculada e qual foi o niimero de dois digitos usado
pelo aluno?
A resposta obtida estd correta? Como vocé explica o fato do aluno ter obtido a resposta

usando apenas dois digitos?

Solugao:
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O valor do arco em radianos %, corresponde em graus ao angulo de 60°. O aluno usou
o modo grau, geralmente representado no visor das calculadoras cientificas por DEG, para

calcular o valor da fungao trigonométrica desejado.

O ntmero 0.866025403 é a melhor aproximacao racional de v/32 que a calculadora tipica

pode nos oferecer. Assim, sabemos que o aluno estava calculando o seno do angulo.

V]

seng = 5

A melhor aproximacao que a calculadora cientifica tipica pode oferecer é sen30° = 0.866025403.

1

b) Em seguida, era preciso verificar o valor correto de arcsen;. Apds muito procurar no

teclado da méaquina, a tecla mais indicada para fazer esse calculo era a que tinha a inscri¢ao

sin~!. Ele procedeu os célculos usando essa tecla. Vocé acha que ele fez a escolha correta?

Explique.
Solucao:

Em inglés, seno é sine (do latim sinus, de sino, sinuoso e tantas outras) e, portanto, as
calculadoras cientificas importadas costumam ter grafado sin na tecla que permite calcular o

1

seno. Além disso, sin™"', em geral, se refere a funcao arco seno, o -1 no expoente indicando

funcao inversa e nao o inverso do nimero.

¢) Ainda nessa situagdo, o aluno pressionou as teclas 0, ponto e 5, mas nao pressionou

ponto muito bem. Ao pressionar a tecla com a inscriciao sen™! ele obteve uma mensagem de

erro: E 0. Voceé sabe explicar o que aconteceu?

Solucgao:
A mensagem de erro ocorreu pois ao deixar de pressionar suficientemente a tecla ponto, o

aluno calculou arcsenb, que nao existe, uma vez que o dominio da fungao arco seno é [—1, 1].

d) Finalmente, o aluno teve sucesso em seu uso da calculadora. Pressionou as teclas 0,

ponto e 5, seguidas da tecla com inscricao sen!, obtendo a resposta
0.523598775

A resposta obtida é correta? Explique.

Solucgao:
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A resposta esta correta. Na verdade,

1 T
arcsen— = —.
2 6

Se a calculadora estivesse no modo DEG, a resposta seria 30, de 30°. Como a calculadora

estava no modo RAD, de radianos, ela nos ofereceu a melhor aproximacao de § que poderia:

1 7 3.141592654

- = = ~ 0.523598775.
arcsen; 5 5

3) Determine o dominio de cada fungao a seguir:

a) f(x) =eV!™ b) g(x) =1In(1 —2?);
¢) hiz) = ﬁ; d) ()= Vi
Solucao:

a) (f(x) = e¥=*) O dominio da funcdo exponencial é R, a reta real. Mas, neste caso,
queremos o domfnio da exponencial composta com a funcio y = /1 —x. Assim, se f(z) =
VI—z e g(z) =€, o dominio de h(z) = (go f)(z) = g(f(z)) = e¥T=* éigual ao dominio de
f, que é determinado pela condicao 1 —x > 0. Assim, estamos lidando com conjunto definido

pela condicao x < 1, o intervalo a seguir:

(— o0, 1].

b) (g(z) = In(1 — z?)) A condigao é 1 — 2* > 0, devido & composi¢ao com a fungao

logaritmo. Assim, temos que fazer a andlise de sinal.

Assim, o dominio da funcgao é o intervalo

(—1, 1).
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1
c) (h(z) = m) Neste caso queremos, de imediato, que x seja positivo, devido ao

logaritmo. No entanto, como logaritmo aparece no denominador, queremos ainda que In z # 0.

Isso s6 ocorre se x = 1. Portanto, o dominio é dado pela uniao a seguir:

(0, 1) U (1, +00).

d) (j(z) =1 —1nz) Agora, queremos que 1 —1In = > 0.

A condicao x > 0 ja esta imposta pelo uso da funcao logaritmo. Além disso, queremos que
os valores de In x sejam menores ou iguais a 1, In z < 1. Isso ocorre apena quando x pertence
ao intervalo (0, €], pois y = In & é uma funcdo sempre crescente e lnz =1 <= x =e¢, a
constante de Napier.

Resposta: (0, €.

4) Use as propriedades das fungdes para simplificar as expressoes a seguir:
2

1—
a) In(1—2?) — In(l—2z)=1In (1 :z:) = In(1+x).
-
b) eT 3w =3 _ ert3+z—3 _ ﬁ _
e’ e er
(14 z)?

c) 2In(l+z)—Iny1I+x = In In (14 )32

Vi+z

5) Resolva as seguintes equagoes:

a) (22 +4x —5)e’*td =0

Este exercicio ensina uma idéia que sera usada mais tarde. Observe que exponencial de
qualquer valor é sempre um nimero positivo. Assim, como e**75 >), (22 + 4z — 5) 3T =
0 < 22+42-5=0.

Assim, basta resolver a equagio do segundo grau, x? + 4z — 5 = (z + 5)(z — 1) = 0, cujas

raizes sao —5H e 1.

b) e*™5 =1;

Nt

Aqui, e* =1 <= wu=0. Assim, a solucao é r = —

c) In(z—1) = In(2x +1);

Neste caso, vamos usar as propriedades do logaritmo:
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~1
n(z—1) — n(2x+1) = 0, In (21;—1—1) = 0

, . , r—1
Nossa tunica chance é colocar 5

= 1, que tem solucao = = —2.

Mas, quem nos dera, essa solucao nao nos serve, pois —2 nao pertence ao dominio de

y=In(x —1) nemde y=In(2x+ 1). Conclusdo: a equag¢do nao tem solugao.

6) Esboce o grafico de cada funcao a seguir:

flx)=e""2+1 glx)=—Inzx+1

h(z) =In |x|

Semana 16

1) letra d) 4) letra a) 7) letra c)
2) letra b) 5) letra e)
3) letra c) 6) letra a)
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8) a) 26; b) 10.

Sugestao: pratique o dispositivo de Briot-Ruffini para efetuar esse célculo.

9)a) (foh)(z)=f(h(z)) = f(3z) = V3a.
Dom(f o h) = [0, 4+ o0).

b) (goj)(z)=
Dom(goj) =R

¢) (o f)(x)=j(f(x) =i(Va) = V& +4.
Dom(j o f) = Dom(f) = [0, 4 o0).

9(i(x) = g(z +4) = (x + 4)? = 2% + 8z + 16.

d) (ko f)(x) = k(f(2)) = k(Vr) = —=.
Neste caso, devemos acrescentar a condigao x # 0, para que Im(f) C Dom(k) = R — {0}.
Portanto, Dom(k o f) = (0, + 00).

) (ko)) = K(j(e)) = ke +4) = ——

Dom(koj) =R —{—-4} = (—o00,—4) U (—4, +00).

f) (hogoj)(z)="nh(g(j(z))) = h(z?*+ 8z + 16) = 3x* + 24x + 48.
Dom(hogoj)=R.

g) (Johof)(x)=jh(f(x) =j(h(Vz)) =iBVz)=3Vr+4.
Dom(joho f) =[0, + 00).

h) (kogoj)(x)=Fk(g(j(x)) = k(g(z +4)) = k((z +4)*) =

Dom(kogoyj) =R —{—-4} =(—00,—4) U (-4, +0).

(x+4)%

10) a) Dom(f) = (=3, +00); b) Dom(g) = [2, 4];

¢) Dom(h) =R; d) Dom(j) = [2, +o0)

11) Resolva as equagoes a seguir:
a) n(2? +4x+4)=0 & 2?+4x+4=1. Assim, asolugao é z=—3 ouz = —1.

b) e8Il =1 & |z —3|—-1=0. A solucdo, portanto, 6 v =4 e v = 2.
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12) f71(0) = 2, pois f(2) = 0; f7H(2) = 3, pois f(3) = 2; fHfE) = 4
f71(4) =5, pois f(5) = 4.

1
13) A=R—-{-3}, B=R—{-2 ) = -3
) -3} (=2} e 70 = —
14) Usamos a equagao senf + cos? = 1 para concluir que senf = % ou senf = —%.
Como 6 € [37/2, 27|, temos que € estd no quarto quadrante e, portanto, sen§ = —%. Agora é

facil calcular os valores das outras funcoes trigonométricas em 6.
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