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I NTRODUÇÃO

Caros alunos, este livro é uma forma de me aproximar de
vocês, e isso é muito bom! Fui coordenadora deÁlgebra Li-
near II por mais de três anos e, ao longo deste tempo, para que
o curso se desenvolvesse bem, facilitando o estudo de vocês,
fizemos muitos exercı́cios programados, os nossos EPs. Dei-
xei a coordenação da disciplina, no primeiro semestre de 2007,
quando assumi o cargo de vice-coordenadora do curso de Ma-
temática a distância. Decidi então juntar todo materialdos Exer-
cı́cios Programados e formar este caderno de exercı́cios.

É muito importante, para um matemático, o estudo deÁlgebra
Linear. O conteúdo estudado neste curso, como Autovetorese
Autovalores, será usado também no estudo de equações dife-
renciais e em sistemas dinâmicos. Para estudar esta disciplina,
você deve, em primeiro lugar, ler as aulas no módulo, acom-
panhando a programação do professor, depois tente fazer todos
os exercı́cios propostos, se tiver alguma dúvida, procureno seu
pólo os tutores ou os seus amigos que estão inscritos nestadisci-
plina. Somente depois disso você deve fazer os exercı́cioscon-
tidos aqui, neste Caderno de Exercı́cios deÁlgebra Linear II.

Espero que vocês aproveitem bem esse material!

Na resolução dos exercı́cios, neste livro, coloquei algumas
observações, dentro de boxes, para, desta forma, ajudar vocês
neste caminho do aprender.

Vamos começar dividindo o nosso curso em quatro capı́tulos
e um apêndice. O Capı́tulo 1 contém os exercı́cios referentes
a Autovetor e Autovalor (Aulas de 1 a 8); o Capı́tulo 2, exer-
cı́cios sobre Matrizes Ortogonais, Transformações Lineares –
Planas e Espaciais (Aulas 9 a 21); o Capı́tulo 3 sobre Matri-
zes Simétricas, Teorema Espectral e a Decomposição Espectral
(Aulas 22 e 23); o Capı́tulo 4 sobre Operadores Auto-adjuntos,
Formas Bilineares, Formas Quadráticas, Cônicas, Quádricas e
Autovalor Complexo (Aulas 24 a 29). Por fim, no Apêndice,
colocaremos exercı́cios sobre toda a matéria.

Desejo a vocês um bom estudo!

Regina Moreth
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Capítulo

AUTOVETOR E AUTOVALOR

1

É muito importante para um matemático o estudo de Autove-
tores e Autovalores, pois esses conceitos serão usados também
no estudo de equações diferenciais e em sistemas dinâmicos.
É importante para o estudo deÁlgebra Linear II que você leia o
módulo com atenção e faça todos os exercı́cios propostos.

Neste primeiro capı́tulo, os exercı́cios aqui envolvidos fazem
parte das oito primeiras aulas do Módulo deÁlgebra Linear II.
Começamos com exercı́cios simples que dependem somente da
compreensão da definição deste assunto, logo depois passamos
para o cálculo dos autovetores e autovalores, a diagonalização
de matrizes e a diagonalização dos operadores lineares.

Agora, vamos lá. Ao estudo!
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Caderno deÁlgebra Linear II | Autovetor e Autovalor

Exerćıcios

1. Dada uma matrizA∈Mn(R), o número realλ é chamado
de autovalor deA se existe um vetor não-nulov (chamado
de autovetor) tal queAv= λv. Verifique em cada caso:

a) sev é um autovetor da matrizA. Caso seja, deter-
mine o autovalor associado a este autovetor.

1) A =

[
3 0
8 −1

]
, v = (1,2)

2) A =

[
3 1
1 3

]
, v = (1,1)

3) A =

[
0 3
3 0

]
, v = (1,1)

4) A =

[
2 2
2 −1

]
, v = (1,−2)

5) A =

[
1 2
0 1

]
, v = (0,1)

6) A =




3 0 0
0 1 −2
1 0 1



, v = (2,−1,1)

b) seλ é um autovalor deA. Caso seja, determine um
autovetor associado a este autovalor.

1) A =

[
2 2
2 −1

]
, λ = 3

2) A =

[
0 4
−1 5

]
, λ = 1

3) A =




7 1 −2
−3 3 6
2 2 2



, λ = 6

4) A =




1 0 2
−1 1 1
2 0 1



, λ =−1

10 C E D E R J
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2. Dada a matrizA, determine os autovalores e bases para os
auto-espaços correspondentes das matrizes a seguir e de-
termine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada
autovalor encontrado:

a) A =





1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 3 0
−2 1 2 −1





b) A =

[
1 3
−2 6

]

c) A =




1 1 0
0 −2 1
0 0 3





3. Dada a matrizA =




−1 3 5
0 2 4
0 0 1



, calcule os autovalores

das matrizesA2 eA3.

4. SejaA matriz de ordemn. Prove queA e sua transpostaAt

têm o mesmo polinômio caracterı́stico.

5. Mostre que seA eB são semelhantes então detA = detB.

6. Dada a matrizA, determine: (a) os polinômios caracterı́sti-
cos da matrizA; (b) os autovalores deA; (c) uma base
para cada auto-espaço próprio deA; (d) as multiplicidades
algébrica e geométrica de cada autovalor encontrado:

a) A =




−1 0 1
3 0 −3
1 0 −1





b) A =




1 2 0
−1 −1 1
0 1 1





c) A =




1 −1 0
0 1 −1
−2 5 −3





C E D E R J 11
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7. Mostre, em cada caso, que as matrizes a seguir são dia-
gonalizáveis e determine uma matriz diagonalD e uma
matrizP tal queD = P−1 ·A ·P.

a) A =




1 1 0
0 −2 1
0 0 3





b) A =




1 0 1
0 1 1
1 1 0





c) A =




2 −1 −1
1 0 −1
−1 1 2





8. Verifique se as matrizes a seguir são diagonalizáveis.

a) A =

[
2 −3
1 −1

]

b) A =




4 0 0
1 4 0
0 0 5





9. Verifique se as matrizes do exercı́cio 6 são diagonalizáveis,
justifique sua resposta.

a) A =




1 1 0
0 −2 1
0 0 3





b) A =




1 0 1
0 1 1
1 1 0





c) A =




2 −1 −1
1 0 −1
−1 1 2





12 C E D E R J
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10. Verifique se as matrizes a seguir são diagonalizáveis.Caso
sejam, determine uma matriz diagonalD e uma matrizP,
que representa a base dos autovetores, tais queD = P−1 ·
A ·P.

a) A =




7 −2 0
−2 6 −2
0 −2 5





b) A =




2 −1 −1
1 0 −1
−1 1 2





11. Em cada caso, verifique se o operador linearT : R
3→R

3

é diagonalizável. Caso seja, determine sua representação
diagonalD ∈ M3(R) e a matrizP que representa a base
dos autovetores correspondente.

a) T(x,y,z) = (z,y,x)

b) T(x,y,z) = (2x+y,y−z,2y+4z)

c) T(x,y,z) = (x−2z,0,−2x+4y)

12. SejaT : R
2 → R

2 definida porT(v) = Av, sendoA =[
1 1
−1 3

]
. Mostre quev1 = (1,1) é autovetor deT e

que o operador linearT não é diagonalizável.

Agora é sua vez. Mãos à obra!

Soluç̃oes

1. Dada uma matrizA∈Mn(R), o número realλ é chamado
de autovalor deA se existe um vetor não-nulov (chamado
de autovetor) tal queAv= λv. Verifique em cada caso:

a) sev é um autovetor da matrizA. Caso seja, determine o
autovalor associado a este autovetor.

1) A =

[
3 0
8 −1

]
, v = (1,2)

C E D E R J 13
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Soluç̃ao: Verificamos que:

A ·v =

[
3 0
8 −1

]
·
[

1
2

]
=

[
3
6

]
= 3·

[
1
2

]

Resposta: Logo, v = (1,2) é autovetor da matrizA, e o autovalor
associado a este autovetor éλ = 3.

2) A =

[
3 1
1 3

]
, v = (1,1)

Soluç̃ao: Verificamos que:

A ·v =

[
3 1
1 3

]
·
[

1
1

]
=

[
4
4

]
= 4·

[
1
1

]

Resposta: Logo, v = (1,1) é autovetor da matrizA, e o autovalor
associado a este autovetor éλ = 4.

3) A =

[
0 3
3 0

]
, v = (1,1)

Soluç̃ao: Verificamos que:

A ·v =

[
0 3
3 0

]
·
[

1
1

]
=

[
3
3

]
= 3·

[
1
1

]

Resposta: Logo, v = (1,1) é autovetor da matrizA, e o autovalor
associado a este autovetor éλ = 3.

4) A =

[
2 2
2 −1

]
, v = (1,−2)

Soluç̃ao: Verificamos que:

A ·v =

[
2 2
2 −1

]
·
[

1
−2

]
=

[
−2
4

]
=−2·

[
1
−2

]

Resposta:Logo, v = (1,−2) é autovetor da matrizA, e o autovalor
associado a este autovetor éλ =−2.

5) A =

[
1 2
0 1

]
, v = (0,1)

14 C E D E R J
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Soluç̃ao: Verificamos que:

A·v=

[
1 2
0 1

]
·
[

0
1

]
=

[
2
1

]
6= λ

[
0
1

]
para qualquer número

realλ .

Resposta:Logo,v = (0,1) não é autovetor da matrizA.

6) A =




3 0 0
0 1 −2
1 0 1



, v = (2,−1,1)

Soluç̃ao: Verificamos que:

A ·v=




3 0 0
0 1 −2
1 0 1



 ·




2
−1
1



 =




6
−3
3



 = 3·




2
−1
1





Resposta:Logo,v= (2,−1,1) é autovetor da matrizA, e o autovalor
associado a este autovetor éλ = 3.

b) seλ é um autovalor deA. Caso seja, determine um auto-
vetor associado a este autovalor.

!
Para queλ seja autovalor, devemos determinar um vetor não-
nulov tal que:

A ·v = λ ·v
A partir daı́, temos que:(A−λ I) · v = 0 (Lembre-se de que
neste caso o 0 é o vetor nulo). Logo, em cada item devemos
encontrar uma solução para este sistema linear.

1) A =

[
2 2
2 −1

]
, λ = 3.

Soluç̃ao: Como(A−3I2) ·v = 0, temos que:

([
2 2
2 −1

]
−

[
3 0
0 3

])
·
[

x
y

]
=

[
0
0

]

([
−1 2
2 −4

])
·
[

x
y

]
=

[
0
0

]

C E D E R J 15
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Resolvendo o sistema:

〈
−1 2
2 −4

∣∣∣∣
0
0

〉
L2← L2+L1(2)

〈
−1 2
0 0

∣∣∣∣
0
0

〉

Daı́,−x+2y = 0, ou seja,x = 2y. Logo,

S= {(x,y) |x = 2y}= {(2y,y) |y ∈R}.

Ou seja,S= [(2,1)].

!
Lembre-se de queS é um subespaço vetorial doR2 de di-
mensão 1 (uma reta) que é gerado pelo vetorv = (2,1).

ComoA ·v= λ ·v, então:
[

2 2
2 −1

]
·
[

2
1

]
=

[
6
3

]
= 3·

[
2
1

]

Resposta:Dada a matrizA =

[
2 2
2 −1

]
, v = (2,1) é um autovetor

associado ao autovalorλ = 3.

2) A =

[
0 4
−1 5

]
, λ = 1.

Soluç̃ao: Como(A−1I2) ·v = 0, temos que:

([
0 4
−1 5

]
−

[
1 0
0 1

])
·
[

x
y

]
=

[
0
0

]

([
−1 4
−1 4

])
·
[

x
y

]
=

[
0
0

]

Resolvendo o sistema:

〈
−1 4
−1 4

∣∣∣∣
0
0

〉
L2← L2−L1

〈
−1 4
0 0

∣∣∣∣
0
0

〉

16 C E D E R J
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Daı́,−x+4y = 0, ou seja,x = 4y. Logo,

S= {(x,y) | x = 4y} = {(4y,y) | y∈ R}.

Ou seja,S= [(4,1)].

!
Lembre-se de queS é um subespaço vetorial doR2 de di-
mensão 1 (uma reta) e é gerado pelo vetorv = (4,1).

ComoA ·v= λ ·v, então:
[

0 4
−1 5

]
·
[

4
1

]
=

[
4
1

]
= 1·

[
4
1

]

Resposta:Dada a matrizA =

[
0 4
−1 5

]
, v = (4,1) é um autovetor

associado ao autovalorλ = 1.

c) A =




7 1 −2
−3 3 6
2 2 2



, λ = 6

Soluç̃ao: Como(A− (6)I3) ·v = 0, temos que:








7 1 −2
−3 3 6
2 2 2



−




6 0 0
0 6 0
0 0 6







 ·




x
y
z



 =




0
0
0








1 1 −2
−3 −3 6
2 2 −4



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





C E D E R J 17
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Resolvendo o sistema:
〈 1 1 −2
−3 −3 6
2 2 −4

∣∣∣∣
0
0
0

〉

L2← L2 +L1(3)

〈 1 1 −2
0 0 0
2 2 −4

∣∣∣∣
0
0
0

〉
L3← L3 +L1(−2)

〈 1 1 −2
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣
0
0
0

〉

Daı́,x+y−2z= 0, ou seja,x =−y+2z.

Logo,S= {(−y+2z,y,z) | z∈R}= [(−1,1,0),(2,0,1)].

!
S é o auto-espaço associado ao autovalorλ = 6. Vemos
que este subespaço é gerado pelos vetoresv1 = (−1,1,0)
e v2 = (2,0,1) e, sendo linearmente independentes, formam
uma base para o subespaçoS. Geometricamente, o subespaço
Srepresenta um plano deR3 que passa pela origem e é gerado
por estes autovetoresv1 e v2. Logo, temos dois autovetores
associados a este autovalor.

ComoA ·v= λ ·v, então:

A·v= (6) ·v =




7 1 −2
−3 3 6
2 2 2



 ·




−1
1
0



 =




−6
6
0



 = 6·




−1
1
0





e, A ·v = (6) ·v =




7 1 −2
−3 3 6
2 2 2



 ·




2
0
1



 =




12
0
6



 = 6·




2
0
1





Resposta: Dada a matrizA =




7 1 −2
−3 3 6
2 2 2



, temos quev1 =

(−1,10) ev2 = (2,0,1) são autovetores associados ao autovalorλ = 6.

d) A =




1 0 2
−1 1 1
2 0 1



, λ =−1.

18 C E D E R J
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Soluç̃ao: Como(A− (−1)I) ·v = 0, temos que:








1 0 2
−1 1 1
2 0 1



−




−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1







 ·




x
y
z



 =




0
0
0








2 0 2
−1 2 1
2 0 2



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Resolvendo o sistema:
〈 2 0 2
−1 2 1
2 0 2

∣∣∣∣
0
0
0

〉
L3← L3 +L1(−1)

〈 2 0 2
−1 2 1
0 0 0

∣∣∣∣
0
0
0

〉

L1←
(

1
2

)
L1

〈 1 0 1
−1 2 1
0 0 0

∣∣∣∣
0
0
0

〉

L2← L2 +L1

〈 1 0 1
0 2 2
0 0 0

∣∣∣∣
0
0
0

〉

L2← L2
(

1
2

)
〈 1 0 1

0 1 1
0 0 0

∣∣∣∣
0
0
0

〉

Daı́,x+z= 0 ey+z= 0, ou seja,x =−zey =−z.

Logo,S= {(−z,−z,z) | z∈ R}= [(−1,−1,1)].

!
Sé o auto-espaço associado ao autovalorλ =−1. Vemos que
este subespaço é gerado pelo vetorv = (−1,−1,1), e forma
uma base para o subespaçoS. Geometricamente, o subespaço
Srepresenta uma reta deR

3 que passa pela origem e é gerada
pelo autovetorv.

Como,A ·v = λ ·v então, temos que:




1 0 2
−1 1 1
2 0 1



 ·




−1
−1
1



 =




1
1
−1



 =−1·




−1
−1
1





Resposta:Dada a matrizA =




1 0 2
−1 1 1
2 0 1



, v = (1,1,−1) é um

autovetor associado ao autovalorλ =−1.

C E D E R J 19
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2. Dada a matrizA, determine os autovalores e bases para os
auto-espaços correspondentes das matrizes a seguir e de-
termine as multiplicidades algébrica e geométrica de cada
autovalor encontrado:

a) A =





1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 3 0
−2 1 2 −1





Soluç̃ao: Pelo Teorema 1 da aula 2, sabemos que os autovalores de
uma matriz triangular (superior ou inferior) são os elementos de sua
diagonal principal.

Logo, os autovalores da matrizA=





1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 3 0
−2 1 2 −1



 são−1,1 e 3.

Devemos agora calcular os autovetores.

Sabemos também que pela definição de autovetorA·v = λ ·v, ou seja:
(A− (λ )I) ·v= 0.

• Seλ =−1 temos:









1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 3 0
−2 1 2 −1



−





−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1







·





x
y
z
w



 =





0
0
0
0









2 0 0 0
0 2 0 0
1 1 4 0
−2 1 2 0



 ·





x
y
z
w



 =





0
0
0
0




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Resolvendo o sistema:

〈 2 0 0 0
0 2 0 0
1 1 4 0
−2 1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

〉
L1← L1 ·

(
1
2

)

L2← L2 ·
(

1
2

)
〈 1 0 0 0

0 1 0 0
1 1 4 0
−2 1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

〉

L3← L3 +L1(−1)
L4← L4+L1(2)

〈 1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 4 0
0 1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

〉
L3← L3+L2(−1)
L4← L4+L2(−1)

〈 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 4 0
0 0 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

〉
L3← L3

(
1
4

)
〈 1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

〉

L4← L4 +L3(−2)

〈 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

〉

Para qualquer valor dew, x = 0, y = 0, z = 0. A solução deste sis-
tema nos leva a um subespaçoS= {(0,0,0,w) |w∈ R}= [(0,0,0,1)]
e temos então que{(0,0,0,1)} é uma base deste auto-espaçoS, logo,
v = (0,0,0,1) é um autovetor associado ao autovalorλ =−1.

• Seλ = 1 temos:








1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 3 0
−2 1 2 −1



−





1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







·





x
y
z
w



 =





0
0
0
0









0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 2 0
−2 1 2 −2



 ·





x
y
z
w



 =





0
0
0
0





Resolvendo o sistema:

〈 0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 2 0
−2 1 2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

〉

L4← L4+L3(2)

〈 0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 2 0
0 3 6 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

〉

Temos então quex+y+2z= 0 e 3y+6z−2w = 0.

Logo,x =−y−2z e w = 3
2y+3z.

C E D E R J 21



i

i

i

i

i

i

i

i
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A solução deste sistema nos leva a um subespaçoS= {(x,y,z,w)|x=
−y−2z, w= 3

2y+3z ex,y,z,w∈R}= {(−y−2z, y, z, 3
2y+3z) | x, y, z∈

R}= [(−2, 2, 0, 3),(−2,0,1,3)]. Temos então que{(−2,2,0,3),(−2,0,1,3)}
é uma base deste auto-espaçoS, logo,v1 = (−2,2,0,3) ev2 = (−2,0,1,3)
são autovetores associados ao autovalorλ = 1.

• Seλ = 3 temos:








1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 3 0
−2 1 2 −1



−





3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3







·





x
y
z
w



 =





0
0
0
0









−2 0 0 0
0 −2 0 0
1 1 0 0
−2 1 2 −4



·





x
y
z
w



 =





0
0
0
0





Resolvendo o sistema temos que:

〈 −2 0 0 0
0 −2 0 0
1 1 0 0
−2 1 2 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

〉
L1← L1 ·

(
−1

2

)

L2← L2 ·
(
−1

2

)
〈 1 0 0 0

0 1 0 0
1 1 0 0
−2 1 2 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

〉

L3← L3 +L1(−1)
L4← L4+L1(2)

〈 1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
0 1 2 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

〉
L3← L3 +L2(−1)
L4← L4 +L2(−1)

〈 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 2 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

〉

L4← L4(2)

〈 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0

〉

Logo: x = 0, y = 0 ey = 2z.

A solução deste sistema nos leva a um subespaçoS= {(0,0,2z,z) | z∈
R} = [(0,0,2,1)]. Temos então que{(0,0,2,1)} é uma base deste
auto-espaçoS, logo, v3 = (0,0,2,1) é um autovetor associado ao au-
tovalorλ = 3.

Resposta:Os autovalores são−1, 1, 3. Os autovalores−1 e 3 têm
multiplicidades geométricas e algébricas iguais a 1, e o autovalor 1 tem
multiplicidade geométrica e algébrica igual a 2. Para o autovalor−1 a
base encontrada foi{(0,0,0,1)}. Para o autovalor 1 a base encontrada
foi {(−2,2,0,3),(−2,0,1,3)}. Para o autovalor 3 a base encontrada
foi {(0,0,2,1)}.

b) A =

[
1 3
−2 6

]
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Soluç̃ao: O polinômio caracterı́stico deA é dado por:

p(x) = det(x I2−A) =

∣∣∣∣
x−1 −3

2 x−6

∣∣∣∣ = (x−1)(x−6)+6

p(x) = x2−7x+12= (x−4)(x−3)

Logo, as raı́zes do polinômio caracterı́stico são 4 e 3, ouseja, os auto-
valores deA são 4 e 3.

Como(λ I2−A)v= 0, temos:

• Seλ = 4, temos:

[
4−1 −3

2 4−6

]
·
[

x
y

]
=

[
0
0

]

Daı́:

[
3 −3
2 −2

]
·
[

x
y

]
=

[
0
0

]

Resolvendo esse sistema encontramosx− y = 0, ou seja,x = y.
A solução deste sistema nos leva a um subespaçoS= {(x,x) | x ∈
R} = [(1,1)]. Uma base do auto-espaço é{(1,1)}, logo, v = (1,1) é
um autovetor associado ao autovalorλ = 4.

• Seλ = 3, temos:

[
3−1 −3

2 3−6

]
·
[

x
y

]
=

[
0
0

]
.

Daı́:

[
2 −3
2 −3

]
·
[

x
y

]
=

[
0
0

]

Resolvendo esse sistema, temos que: 2x− 3y = 0, ou seja, 2x = 3y,
logo x = 3

2y. A solução deste sistema nos leva a um subespaçoS=

{
(

3
2y,y

)
| y∈ R}. Uma base do auto-espaço é{(3,2)}, logo, (3,2) é

um autovetor associado ao autovalorλ = 3.

Resposta:Os autovalores deA são 4 e 3. Para o autovalor 4 a base
do auto-espaço é{(1,1)}, para o autovalor 3 a base do auto-espaço
é {(3,2)}. A multiplicidade algébrica dos dois autovalores é 1, e a
multiplicidade geométrica (dimensão dos dois subespaços) também é
1.

c) A =




1 1 0
0 −2 1
0 0 3





Soluç̃ao: O polinômio caracterı́stico deA é dado por:

p(x) = det(x I3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x−1 −1 0
0 x+2 −1
0 0 x−3

∣∣∣∣∣∣
= (x−1)(x+2)(x−3)

p(x) = (x−1)(x+2)(x−3)

C E D E R J 23



i

i

i

i

i

i

i

i
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Logo, as raı́zes do polinômio caracterı́stico são 1,−2 e 3, ou seja, os
autovalores de A são 1,−2 e 3.

• Seλ = 1, temos:



1−1 −1 0

0 1+2 −1
0 0 1−3



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Daı́:




0 −1 0
0 3 −1
0 0 −2



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo esse sistema, teremos:




0 1 0
0 0 0
0 0 1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Para qualquer valor dex, temosy= 0 ez= 0. A solução deste sistema
nos leva a um subespaçoS= {(x,y,z) | y = z= 0} = {(x,0,0) | x ∈
R}= [(1,0,0)]. Uma base para este espaço é{(1,0,0)}, logo (1,0,0)
é um autovetor associado ao autovalorλ = 1.

• Seλ =−2, temos:



−2−1 −1 0

0 −2+2 −1
0 0 −2−3



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Daı́,




−3 −1 0
0 0 −1
0 0 −5



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo o sistema, temos quez = 0 e−3x− y = 0, ou seja,y =
−3x e z= 0. A solução deste sistema nos leva a um subespaçoS=
{(x,y,z) | y=−3x e z= 0}= {(x,−3x,0) | x∈R}= [(1,−3,0)]. Uma
base para este subespaço é{(1,−3,0)}, logo(1,−3,0) é um autovetor
associado ao autovalorλ =−2.

• Seλ = 3, temos:



3−1 −1 0

0 3+2 −1
0 0 3−3



 ·




x
y
z



 =




0
0
0




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


2 −1 0
0 5 −1
0 0 0



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo o sistema, temos que 2x− y = 0 e 5y− z = 0, ou seja,
y = 2x e z= 10x. A solução deste sistema nos leva a um subespaço
S= {(x,y,z) | y= 2x e z= 10x}= {(x,2x,10x) | x∈R}= [(1,2,10)].
Uma base para este subespaço é{(1,2,10)}, logo (1,2,10) é um au-
tovetor associado ao autovalorλ = 3.

Resposta:Os autovalores são 1,−2 e 3. Para o autovalor 1 a base do
auto-espaço é{(1,0,0)}, para o autovalor−2 a base do auto-espaço é
{(1,−3,0)} e para o autovalor 3 a base do auto-espaço é{(1,2,10)}.
A multiplicidade algébrica dos três autovalores é 1, e a multiplicidade
geométrica (dimensão dos subespaços) dos três autovalores também
é 1.

3. Dada a matrizA =




−1 3 5
0 2 4
0 0 1



, calcule os autovalores

das matrizesA2 eA3.

!
Pelo Teorema 3 da aula 2 temos que seλ é um autovalor de
uma matrizA, entãoλ k é autovalor da matrizAk para todok
natural e diferente de zero.

Soluç̃ao: Dada a matrizA =




−1 3 5
0 2 4
0 0 1



, comoA é diagonal,

pelo teorema 2, os autovalores deA são−1, 2 e 1.

Resposta:Os autovalores deA2 são:(−1)2 = 1, (2)2 = 4 e(1)2 = 1.
Os autovalores deA3 são:(−1)3 =−1, (2)3 = 8 e(1)3 = 1.

4. SejaA matriz de ordemn. Prove queA e sua transpostaAt

têm o mesmo polinômio caracterı́stico.
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!
Nas questões deste tipo sobre demonstração ou prova de al-
gum resultado, muitos alunos erram, pois, no lugar de tomar
uma matrizA qualquer de ordemn, tentam provar que o re-
sultado vale para uma certa matriz (ou seja, mostram que vale
para somente um caso), e isso é errado. Devemos aprender a
fazer provas genéricas. Observe bem esse exercı́cio.

Demonstraç̃ao

Seja A uma matriz de ordemn. Seja λ autovalor deA.
Logo sabemos, pela definição, que existe um autovetorv tal que:
A ·v= λv. Daı́,(A−λ I)v= 0.

Mas(A−λ I) é também uma matriz quadrada e pela operação
de transposição:

(A−λ I)t = (At−λ I t) = (At−λ I).

Como uma matriz e sua transposta têm o mesmo determi-
nante, logo:

|A−λ I |= |(A−λ I)t|= |At−λ I t|= |At−λ I |= 0.

Daı́,A eAt têm o mesmo polinômio caracterı́stico.

Outra maneira de mostrar este mesmo resultado:

SejaA matriz de ordemn. O polinômio caracterı́stico deA é
dado por: det(xI−A).

Sabemos que det(xI−A) = det((xI−A)t) = det(x(I)t−At) =
det(xI−At).

Como o polinômio caracterı́stico deAt é dado por: det(xI−
At), temos queA eAt têm o mesmo polinômio caracterı́stico.

CQD
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5. Mostre que seA eB são semelhantes então detA = detB.

Demonstraç̃ao

SejamA eB matrizes semelhantes.

Pela definição 1 da aula 5, temos que duas matrizesA e B
são semelhantes se existe uma terceira matriz invertı́velP tal
queB = P−1 ·A ·P.

SeB = P−1 ·A ·P, então det(B) = det(P−1 ·A ·P).

Porém, det(P−1 ·A ·P) = det(P−1) ·det(A) ·det(P).

Mas det(P−1) =
1

det(P)
.

Daı́, temos que: det(B) =
det(A) ·det(P)

det(P)
= det(A).

Logo, det(B) = det(A).

CQD

6. Dada a matrizA, determine: (a) os polinômios caracterı́s-
ticos da matrizA; (b) os autovalores deA; (c) uma base
para cada auto-espaço próprio deA; (d) as multiplicidades
algébrica e geométrica de cada autovalor encontrado:

a) A =




−1 0 1
3 0 −3
1 0 −1





Soluç̃ao: O polinômio caracterı́stico deA é dado por:

p(x) = det(x I3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x+1 0 −1
−3 x 3
−1 0 x+1

∣∣∣∣∣∣

p(x) = (x+1)(x(x+1))−1(x) = (x)((x+1)(x+1)−1)

p(x) = (x)(x2 +2x+1−1) = (x)(x2 +2x) =

= (x)(x)(x+2) = x2(x+2)
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Logo, as raı́zes do polinômio caracterı́stico são 0 e−2, ou seja, os
autovalores de A são 0 e−2.

• Seλ = 0, temos:




0+1 0 −1
−3 0 3
−1 0 0+1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Daı́,




1 0 −1
−3 0 3
−1 0 1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Ou seja,




1 0 −1
0 0 0
0 0 0



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo o sistema, temos que: para qualquery, x−z= 0, ou seja,
x = z para qualquer valor dey. A solução deste sistema nos leva ao
subespaçoS= {(x,y,x) | x,y∈R}= [(1,0,1)(0,1,0)]. Logo,(1,0,1)

e (0,1,0) são autovetores associados ao autovalorλ = 0.

!
A multiplicidade algébrica do autovetor 0 é 2, e a multiplici-
dade geométrica é 2.

• Seλ =−2, temos:




−2+1 0 −1
−3 −2 3
−1 0 −2+1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Daı́,




−1 0 −1
−3 −2 3
−1 0 −1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo o sistema:

〈 −1 0 −1
−3 −2 3
−1 0 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉
L3← L3+L1(−1)

〈 −1 0 −1
−3 −2 3
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉
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L2←L2+L1(−3)

〈 −1 0 −1
0 −2 6
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L2←L2

(
1
2

)〈 −1 0 −1
0 −1 3
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Ou seja,




−1 0 −1
0 −1 3
0 0 0



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Daı́,−x−z= 0 e −y+3z= 0.

Logo,x =−z e y = 3z.

S= {(x,y,z) | x,y,z∈R, x=−z e y= 3z}= {(−z,3z,z) |z∈R}=

[(−1,3,1)], logo(−1,3,1) é um autovetor associado ao autovalorλ =

−2.

Resposta:

(a) O polinômio caracterı́stico éx2(x+2).

(b) Os autovalores são 0 e−2.

(c) Para o autovalor 0 a base do auto-espaço é[(1,0,1),(0,1,0)],
para o autovalor−2 a base do auto-espaço é[(−1,3,1)].

(d) A multiplicidade algébrica do autovalor 0 é 2, e a geom´etrica é
2. A multiplicidade algébrica de−2 é 1, e a multiplicidade geométrica
é 1.

b) A =




1 2 0
−1 −1 1
0 1 1





Soluç̃ao: O polinômio caracterı́stico deA é dado por:

p(x) = det(x I3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x−1 −2 0
1 x+1 −1
0 −1 x−1

∣∣∣∣∣∣

p(x) = (x−1)((x+1)(x−1)−1)+2(x−1) =

= (x−1)((x2−1)−1)+2(x−1) = ((x−1)(x2−2))+2(x−1)

p(x) = (x−1)(x2−2+2) = (x)2(x−1)

Logo, as raı́zes do polinômio caracterı́stico são 0 e 1, ouseja, os au-
tovalores deA são 0 e 1. O autovetor 0 com multiplicidade algébrica
igual a 2 e o autovetor 1 com multiplicidade algébrica iguala 1.

C E D E R J 29



i

i

i

i

i

i

i

i

Caderno deÁlgebra Linear II | Autovetor e Autovalor

• Seλ = 0, temos:




0−1 −2 0

1 0+1 −1
0 −1 0−1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Daı́,




−1 −2 0
1 1 −1
0 −1 −1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo esse sistema, teremos:

〈 −1 −2 0
1 1 −1
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉
L2← L2 +L1

〈 −1 −2 0
0 −1 −1
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L2← L2+L3(−1)

〈 −1 −2 0
0 0 0
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo,x =−2y e z=−y.

S = {(x,y,z) | x = −2y e z = −y} = {(−2y,y,−y) |y ∈ R} =
[(−2,1,−1)], logo o vetor(−2,1,−1) é um autovetor associado ao
autovalorλ = 0.

!
Neste caso a multiplicidade algébrica do autovalor 0 é 2, ea multi-
plicidade geométrica é 1.

• Seλ = 1, temos




1−1 −2 0

1 1+1 −1
0 −1 1−1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Daı́,




0 −2 0
1 2 −1
0 −1 0



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

30 C E D E R J



i

i

i

i

i

i

i

i

C
A

ṔI
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Resolvendo esse sistema, temos:

〈 0 −2 0
1 2 −1
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L2 ← L2 +L1

〈 0 −2 0
1 0 −1
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L1← L1 +L3(−2)

〈 0 0 0
1 0 −1
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo,y = 0 e x = z.

S= {(x,y,z) | y= 0 e x= z}= {(x,0,x) | y∈R}= [(1,0,1)], logo
(1, 0, 1) é um autovetor associado ao autovalorλ = 1.

Resposta:

(a) O polinômio caracterı́stico éx2(x−1).

(b) Os autovalores são 0 e 1.

(c) Para o autovalor 0 a base do auto-espaço é[(−2,1,−1)], para
o autovalor 1 a base do auto-espaço é[(1,0,1)].

(d) A multiplicidade algébrica de 0 é 2, e a geométrica é 1.
A multiplicidade algébrica de 1 é 1, e a multiplicidade geométrica é 1.

c) A =




1 −1 0
0 1 −1
−2 5 −3





Soluç̃ao: O polinômio caracterı́stico deA é dado por:

p(x) = det(x I3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x−1 1 0
0 x−1 1
2 −5 x+3

∣∣∣∣∣∣

p(x) = (x−1)((x−1)(x+3)+5)−1(−2)

p(x) = (x−1)(x2 +2x−3+5)+2= (x−1)(x2 +2x+2)+2

p(x) = x3 +x2−2+2= x3 +x2 = x2(x+1)

Logo, a raiz do polinômio caracterı́stico é 0 e−1, ou seja os autovalo-
res deA são 0 e 1.

• Seλ = 0, temos:
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


0−1 1 0

0 0−1 1
2 −5 0+3



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Daı́,




−1 1 0
0 −1 1
2 −5 3



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo o sistema, temos que:

〈 −1 1 0
0 −1 1
2 −5 3

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L2← L2 +L1(2)

〈 −1 1 0
0 −1 1
0 −3 3

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L3← L3 +L2(−3)

〈 −1 1 0
0 −1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo,x = y e y = z.

S= {(x,y,z) | x = y = z} = {(x,x,x) | x ∈ R} = [(1,1,1)], logo
(1,1,1) é autovetor associado ao autovalorλ = 0.

!
A multiplicidade algébrica do autovalor 0 é 2, e a multiplicidade
geométrica é 1.

• Seλ =−1, temos:




−1−1 1 0

0 −1−1 1
2 −5 −1+3



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Daı́,




−2 1 0
0 −2 1
2 −5 2



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo o sistema, temos que:

〈 −2 1 0
0 −2 1
2 −5 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L3← L3 +L1

〈 −2 1 0
0 −2 1
0 −4 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉
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Ó
D

U
L

O
1

L3← L3 +L2(−2)

〈 −2 1 0
0 −2 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo,x = 1
2y e z= 2y.

S= {(x,y,z) | x= 1
2y e z= 2y}= {

(
1
2y,y,2y

)
| y∈R}= [(1,2,4)],

logo (1,2,4) é o autovetor associado ao autovalorλ =−1.

Resposta:

(a) O polinômio caracterı́stico éx2(x+1).

(b) Os autovalores são 0 e−1.

(c) Para o autovalor 0 a base do auto-espaço é[(1,1,1)], para o
autovalor 1 a base do auto-espaço é[(1,2,4)].

(d) A multiplicidade algébrica de 0 é 2, e a geométrica é 1.
A multiplicidade algébrica de−1 é 1, e a multiplicidade geométrica é
1.

7. Mostre, em cada caso, que as matrizes a seguir são dia-
gonalizáveis e determine uma matriz diagonalD e uma
matrizP tal queD = P−1 ·A ·P.

!

i. Aula 5: Pela definição 2, temos que uma matrizA ∈
Mn(R) é diagonalizável seA é semelhante a uma ma-
triz diagonalD. Pelo Teorema 1, seA eB são matrizes
semelhantes, entãoA e B têm o mesmo polinômio ca-
racterı́stico. Pelo Teorema 2, se uma matrizA∈Mn(R)
temn autovalores distintos, então ela é diagonalizável.

ii. Aula 6: Pelo Teorema 1, uma matrizA∈Mn(R) é di-
agonalizável se e somente se a matrizA tem n auto-
vetores linearmente independentes (esses autovetores
formam uma base deRn).

Logo, em cada caso, devemos determinar os autovalores e au-
tovetores da matrizA. A matriz diagonalD é semelhante à ma-
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triz A e será formada pelos autovalores deA em sua diagonal
principal. A matrizP é formada pelas componentes dok-ésimo
autovetorvk da base dos autovetores.

a) A =




1 1 0
0 −2 1
0 0 3





Soluç̃ao: O polinômio deA é dado por:

p(x) = det(x I3−A) =

=

∣∣∣∣∣∣

x−1 −1 0
0 x+2 −1
0 0 x−3

∣∣∣∣∣∣
= (x−1)(x+2)(x−3)

!
A é matriz diagonal, logo o determinante dex I3−A é igual
ao produto da diagonal principal.

Os autovalores são 1,−2 e 3, todos com multiplicidade algébrica
igual a 1. Como os três autovalores são distintos então, pelo Teorema
2, A é diagonalizável.

Devemos agora determinar os autovetores associados aos autova-
lores encontrados. Como já sabemos queA é diagonalizável, os auto-
vetores serão linearmente independentes, ou seja, os autovetores for-
mam uma base deR3.

a) Seλ = 1 temos:




1−1 −1 0

0 1+2 −1
0 0 1−3



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Daı́,




0 −1 0
0 3 −1
0 0 −2



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.
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Resolvendo o sistema, temos que:

〈 0 −1 0
0 3 −1
0 0 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L2← L2+L1(3)

〈 0 −1 0
0 0 −1
0 0 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L3← L3 +L2(−2)

〈 0 −1 0
0 0 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo, para qualquer valor dex, −y = 0 e−z= 0.

Daı́,S= {(x,0,0) | x∈R}. Portanto,v1 = (1,0,0) é o autovetor asso-
ciado ao autovalorλ = 1.

• Seλ =−2 temos:




−2−1 −1 0

0 −2+2 −1
0 0 −2−3



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Daı́,




−3 −1 0
0 0 −1
0 0 −5



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo o sistema, temos que:

〈 −3 −1 0
0 0 −1
0 0 −5

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L3← L3+L2(−5)

〈 −3 −1 0
0 0 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo,y =−3x e −z= 0.

Daı́,S= {(x,−3x,0) | x∈ R}. Portanto,v2 = (1,−3,0) é o autovetor
associado ao autovalorλ =−2.

• Seλ = 3 temos:




3−1 −1 0

0 3+2 −1
0 0 3−3



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Daı́:




2 −1 0
0 5 −1
0 0 0



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.
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Resolvendo o sistema, temos que:

〈 2 −1 0
0 5 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L2← L2+L1(5)

〈 2 −1 0
10 0 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo,y = 2x e z= 10x.

Daı́, S= {(x,2x,10x) | x ∈ R}. Portanto,v3 = (1,2,10) é o
autovetor associado ao autovalorλ = 3.

Resposta:Se os autovalores de A são 1,−2 e 3 (distintos), entãoA é
diagonalizável e para os autovalores:






λ = 1 determinamos v1 = (1,0,0)
λ =−2 determinamos v2 = (1,−3,0)
λ = 3 determinamos v3 = (1,2,10)

A matriz diagonalD, semelhante a matrizA, é dada por:

D =




1 0 0
0 −2 0
0 0 3





Enquanto a matrizP tal queD = P−1 ·A ·P é dada por:

P =




1 1 1
0 −3 2
0 0 10





Observe que seP =




1 1 1
0 −3 2
0 0 10



, entãoP−1 =





1 1
3

−5
30

0 −1
3

2
30

0 0 1
10





!
Faça esta conta! Veja no módulo deÁlgebra Linear I como
se determina a matriz inversa!
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Logo, seD = P−1 ·A ·P, então

D =





1 1
3

−5
30

0 −1
3

2
30

0 0 1
10



 ·




1 1 0
0 −2 1
0 0 3



 ·




1 1 1
0 −3 2
0 0 10



 =

=





1 1
3

−5
30

0 −1
3

2
30

0 0 1
10



 ·




1 −2 3
0 6 6
0 0 30



 =




1 0 0
0 −2 0
0 0 3





b) A =




1 0 1
0 1 1
1 1 0





Soluç̃ao: O polinômio caracterı́stico deA é dado por:

p(x) = det(x I3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x−1 0 −1
0 x−1 −1
−1 −1 x

∣∣∣∣∣∣
=

= (x−1)((x−1)(x)−1)−1(x−1) =

= (x−1)(x2−x−1)− (x−1) =

= (x−1)(x2−x−1−1) = (x−1)(x2−x−2)

p(x) = (x−1)(x+1)(x−2)

Logo, os autovalores são 1,−1 e 2, todos com multiplicidade algébrica
igual a 1.

!
Como os autovalores são distintos já sabemos queA é diagonalizá-
vel. Lembre-se de que para determinar os autovetores da matriz A,
para cada autovalorλ teremos que resolver o sistema(λ I3−A)v=
0.

• Seλ = 1, temos:




1−1 0 −1

0 1−1 −1
−1 −1 1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0




.
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Daı́,




0 0 −1
0 0 −1
−1 −1 1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo o sistema temos:

〈 0 0 −1
0 0 −1
−1 −1 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉
L3← L3 +L1

〈 0 0 −1
0 0 −1
−1 −1 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L2← L2+L1(−1)

〈 0 0 −1
0 0 0
−1 −1 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo,−z= 0 e x =−y.

Daı́,S= {(x,y,z) | −z= 0 ex=−y}= {(−y,y,0) |y∈R}= [(−1,1,0)].

Portanto, o autovetor associado ao autovalorλ = 1 év1 = (−1,1,0).

• Seλ =−1 temos que:




−1−1 0 −1

0 −1−1 −1
−1 −1 −1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Daı́,




−2 0 −1
0 −2 −1
−1 −1 −1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo o sistema temos:

〈 −2 0 −1
0 −2 −1
−1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L1← L1+L3(−1)

〈 −1 1 0
0 −2 −1
−1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L2← L2 +L3(−1)

〈 −1 1 0
1 −1 0
−1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L2← L2+L1

〈 −1 1 0
0 0 0
−1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L3← L3L1(−1)

〈 −1 1 0
0 0 0
0 −2 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo,x = y e z=−2y.

S= {(x,y,z) | x= y e z=−2y}= {(y,y,−2y) | y∈R}= [(1,1,−2)].
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Portanto, o autovetor associado ao autovalorλ =−1 év2 = (1,1,−2).

• Seλ= 2, temos:




2−1 0 −1

0 2−1 −1
−1 −1 2



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Daı́,




1 0 −1
0 1 −1
−1 −1 2



 ·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo o sistema temos:

〈 1 0 −1
0 1 −1
−1 −1 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L3← L3 +L1

〈 1 0 −1
0 1 −1
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

L3← L3+L2

〈 1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo,x = z e y = z.

Daı́,S= {(x,y,z) | x = z e y = z}= {(z,z,z) | z∈ R}= [(1,1,1)].

Portanto, o autovetor associado ao autovalorλ = 2 év3 = (1,1,1).

Resposta:Concluı́mos que o conjunto de autovetores{v1,v2,v3} é
linearmente independente, ou seja,A é diagonalizável.

!
Se você esqueceu a definição de base ou não se lembra de
quando os vetores são LI, pegue seus módulos deÁlgebra
Linear I e reveja esses conceitos.

Temos então que para





λ = 1 determinamos v1 = (−1,1,0)
λ =−1 determinamos v1 = (1,1,−2)
λ = 2 determinamos v1 = (1,1,1)
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A matriz diagonalD, semelhante à matrizA, é dada por:

D =




1 0 0
0 −1 0
0 0 2





Enquanto a matrizP tal queD = P−1 ·A ·P é dada por:

P =




−1 1 1
1 1 1
0 −2 1



 e P−1 =





−1
2

1
2 0

1
2

1
2 0

1
3

1
3

1
3





Logo,

D =





−1
2

1
2 0

1
2

1
2 0

1
3

1
3

1
3








1 0 1
0 1 1
1 1 0








−1 1 1
1 1 1
0 −2 1



=




1 0 0
0 −1 0
0 0 2





c) A =




2 −1 −1
1 0 −1
−1 1 2





Soluç̃ao: O polinômio caracterı́stico de A é dado por:

p(x) = det(x I3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x−2 1 1
−1 x 1
1 −1 x−2

∣∣∣∣∣∣
=

p(x) = (x−2)((x)(x−2)+1)−1(−1(x−2)−1)+1(1−x) =

= (x−2)((x)(x−2)+1)+x−2+1+1−x=

= (x−2)((x)(x−2)+1) = (x−2)(x2−2x+1) =

p(x) = (x−2)(x−1)2

Os autovalores são 1 e 2, o autovalor 2 tem multiplicidade algébrica
igual a 1, e o autovalor 1 tem multiplicidade algébrica igual a 2, logo
esse autovalor deverá estar associado a dois autovetores.
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!
Para que possamos analisar seA é diagonalizável, precisamos
verificar se os seus autovetores são linearmente independen-
tes, ou seja, se os autovetores formam uma base deR

3.

• Seλ = 1, temos que:




−1 1 1
−1 1 1
1 −1 −1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Resolva você mesmo esse sistema! Você verá que a solução é:
x = y+z.

Daı́, a soluçãoSé da forma:

S= {(x,y,z) | x= y+z}= {(y+z,y,z) | y,z∈R}= [(1,1,0),(1,0,1)].

Portanto, paraλ = 1, determinamosv1 = (1,1,0) ev2 = (1,0,1), dois
autovetores linearmente independentes associados a este autovalor.

• Seλ = 2, temos que:




0 1 1
−1 2 1
1 −1 0



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Este sistema é equivalente a:x = y e z= −y, logo todas as soluções
são da forma:

S= {(x,y,z) | x= y e z=−y}= {(y,y,−y) | y∈R}= [(1,1,−1)]

Portanto,v3 = (1,1,−1) é o autovetor associado aλ = 2.

Resposta: Pelo Teorema 4 da aula 2, os autovetores associados a
autovalores distintos são LI. Daı́, concluı́mos que o conjunto de auto-
vetores{v1,v2,v3} é linearmente independente, ou seja,A é diagona-
lizável.

Temos então que para





λ = 1 determinamos

{
v1 = (1,1,0)
v2 = (1,0,1)

λ = 2 determinamos v3 = (1,1,−1)
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A matriz diagonalD, semelhante à matrizA, é dada por:

D =




1 0 0
0 1 0
0 0 2





A matrizP tal queD = P−1 ·A ·P é dada por:

P =




1 1 1
1 0 1
0 1 −1



 e P−1 =




−1 2 1
1 −1 0
1 −1 −1





Logo,

D =




−1 2 1
1 −1 0
1 −1 −1








2 −1 −1
1 0 −1
−1 1 2








1 1 1
1 0 1
0 1 −1



 =

=




1 0 0
0 1 0
0 0 2





8. Verifique se as matrizes a seguir são diagonalizáveis:

a) A =

[
2 −3
1 −1

]

Soluç̃ao: O polinômio caracterı́stico da matrizA é dado por:

p(x) = det(x I2−A) =

∣∣∣∣
x−2 3
−1 x+1

∣∣∣∣ = (x−2)(x+1)+3 =

= x2−2x+x−2+3= x2−x+1

Não existem números reaisa eb tal quex2−x+1 = (x−a)(x−b).

!
Na aula 5 temos que: Pela definição 2, temos que uma matriz
A∈Mn(R) é diagonalizável seA é semelhante a uma matriz
diagonalD.
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Resposta: Como a matriz diagonalD, equivalente a matrizA, não
existe, então dizemos que a matrizA não é diagonalizável.

b) A =




4 0 0
1 4 0
0 0 5





Soluç̃ao: O polinômio caracterı́stico da matrizA é dado por:

p(x) = det(x I3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x−4 0 0
−1 x−4 0
0 0 x−5

∣∣∣∣∣∣
= (x−5)(x−4)2

Os autovalores são 5 e 4. O autovalor 5 tem multiplicidade algébrica
igual a 1, e o autovalor 4 tem multiplicidade algébrica igual a 2, então
o autovetor 4 deve gerar dois autovetores linearmente independentes.

!
Para analisar seA é ou não diagonalizável, precisamos verifi-
car se os seus autovetores são linearmente independentes,ou
seja, se os autovetores formam uma base deR

3.

• Seλ = 4, temos que




0 0 0
−1 0 0
0 0 −1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0




.

Resolvendo esse sistema temos que para qualquer valor dey, x = 0 e
z= 0, logo todas as soluções são da forma:S= {(0,y,0) | y∈ R} =
[(0,1,0)].

Portanto,v1 = (0,1,0) é o único autovetor associado a este autova-
lor. Mas, como ele tem multiplicidade algébrica igual a 2, deveria ter
associado a eledois autovetores. Daı́, nem precisamos continuar os
cálculos, pois não será possı́vel determinar uma base deautovetores
paraR

3.

Resposta: Pelo Teorema 1, da aula 6, esta matriznão é diagona-
lizável.
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Observamos que apesar de termos determinado dois autovalores 5
e 4, o autovalor 4 tem multiplicidade algébrica igual a 2 e multiplici-
dade geométrica igual a 1.

9. Verifique se as matrizes do exercı́cio 6 são diagonalizáveis,
justifique sua resposta.

a) A =




−1 0 1
3 0 −3
1 0 −1





As multiplicidades algébrica e geométrica dos autovalores
são iguais.

Resposta:A matriz A é diagonalizável.

b) A =




1 2 0
−1 −1 1
0 1 1





A multiplicidade algébrica do autovalor 0 é 2, mas a multi-
plicidade geométrica é 1.

Resposta:A matriz A não é diagonalizável.

c) A =




1 −1 0
0 1 −1
−2 5 −3





A multiplicidade algébrica do autovalor 0 é 2, mas a multi-
plicidade geométrica é 1.

Resposta:A matriz A não é diagonalizável.

10. Verifique se as matrizes a seguir são diagonalizáveis.Caso
sejam, determine uma matriz diagonalD e uma matrizP,
que representa a base dos autovetores, tais queD = P−1 ·
A ·P. (Observação: Siga os passos da aula 7.)

!
Para que você não tenha dúvidas, vamos detalhar cada um
dos passos sugeridos na aula 7.
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


7 −2 0
−2 6 −2
0 −2 5





Soluç̃ao: PASSO 1: Determinar os autovetores da matrizA.

!
Como a matrizA não é triangular, devemos calcular seu po-
linômio caracterı́stico para obter os autovalores deA.

O polinômio caracterı́stico é dado por:

p(x) = det(x I3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x−7 2 0
2 x−6 2
0 2 x−5

∣∣∣∣∣∣

p(x) = (x−7)((x−6)(x−5)−4)−2(2(x−5)) =

= (x−3)(x−6)(x−9)

Logo, os autovalores deA são:






λ1 = 3
λ2 = 6
λ3 = 9

, todos os autovalores têm

multiplicidade algébrica igual a 1.

PASSO 2: Determinar uma base de autovetores da matriz A.

• Seλ1 = 3, temos:




−4 2 0
2 −3 2
0 2 −2



 ·




x
y
z



 =




0
0
0




.

Resolvendo esse sistema:

S= {(x,y,z) | y= 2x e z= 2x}= {(x,2x,2x) | x∈R}= [(1,2,2)].

Logo, o autovetor associado ao autovalorλ1 = 3 év1 = (1,2,2).

• Seλ2 = 6, temos




−1 2 0
2 0 2
0 2 1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0




.

Resolvendo esse sistema:
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S=

{
(x,y,z) | z=−x e y =

1
2

x

}
=

{(
x,

1
2

x,−x

)
| x∈ R

}
= [(2,1,−2)].

Logo, o autovetor associado ao autovalorλ2 = 6 év2 = (2,1,−2).

• Seλ3 = 9, temos:




2 2 0
2 3 2
0 2 4



 ·




x
y
z



 =




0
0
0




.

Resolvendo esse sistema:

S=

{
(x,y,z) | y =−x e z=

1
2

x

}
=

{(
x,−x,

1
2

x

)
| x∈ R

}
= [(2,−2,1)].

Logo, o autovetor associado ao autovalorλ3 = 9 év2 = (2,−2,1).

PASSO 3: Montar a matriz diagonalizadaD.

A matriz diagonalD, semelhante à matrizA, é dada por:

D =




3 0 0
0 6 0
0 0 9




.

PASSO 4: Montar a matriz diagonalizanteP.

A matriz P tal queD = P−1 ·A ·P é dada pelos autovalores:

P =




1 2 2
2 1 −2
2 −2 1




.

Resposta:A é diagonalizável, sua matriz diagonal éD =




3 0 0
0 6 0
0 0 9



,

e a matriz diagonalizante, base dos autovetores deA, é dada porP =


1 2 2
2 1 −2
2 −2 1




.

c) A =




2 −1 −1
1 0 −1
−1 1 2





Soluç̃ao: PASSO 1: Determinar os autovetores da matrizA.
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O polinômio caracterı́stico é dado por:

p(x) = det(x I3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x−2 1 1
−1 x 1
1 −1 x−2

∣∣∣∣∣∣
=

= (x−2)((x)(x−2)+1)−1(−1(x−2)−1)+1(1−x) =

= (x−2)((x)(x−2)+1)+x−2+1+1−x =

= (x−2)((x)(x−2)+1) = (x−2)(x2−2x+1) =

p(x) = (x−2)(x−1)2

Logo, os autovalores deA são:






λ1 = 1
λ2 = 1
λ3 = 2

, o autovalor 1 com multi-

plicidade algébrica igual a 2 e o autovalor 2 com multiplicidade algébrica
igual a 1.

PASSO 2: Determinar uma base de autovetores da matrizA.

• Seλ1 = 1, temos




−1 1 1
−1 1 1
1 −1 −1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0




.

Resolvendo esse sistema, encontramos quex= y+z. S= {(y+z,y,z) | y,z∈
R}.

Temos então dois autovetores, ou seja,v1 = (1,1,0) ev2 = (1,0,1).

• Seλ2 = 2, temos




0 1 1
−1 2 1
1 −1 0



 ·




x
y
z



 =




0
0
0




.

Resolvendo esse sistema,x = y e z= −y. Daı́, podemos determinar o
autovetor, ou seja,v3 = (1,1,−1).
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PASSO 3: Montar a matriz diagonalizadaD.

A matriz diagonalD, semelhante à matrizA, é dada por:

D =




1 0 0
0 1 0
0 0 2




.

PASSO 4: Montar a matriz diagonalizanteP.

A matrizP tal queD = P−1 ·A·P é dada pelos autovetores associ-
ados aos autovalores determinados:

P =




1 1 1
1 0 1
0 1 −1





Resposta:A é diagonalizável, sua matriz diagonal éD =




1 0 0
0 1 0
0 0 2



,

e a matrizP que representa a base dos autovetores é dada porP =


1 1 1
1 0 1
0 1 −1



.

11. Em cada caso, verifique se o operador linearT : R
3→ R

3

é diagonalizável, caso seja, determine sua representação
diagonalD ∈ M3(R) e a matrizP que representa a base
dos autovetores correspondente.

a) T(x,y,z) = (z,y,x).

Soluç̃ao: SejaT(x,y,z) = (z,y,x), logo,A = [T] =




0 0 1
0 1 0
1 0 0



.

!
Para determinar a representação diagonal deT, ou seja, para
determinarD, devemos encontrar os autovalores de[T].
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1p(x) = det(x I3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x 0 −1
0 x−1 0
−1 0 x

∣∣∣∣∣∣
=

= (x2(x−1))−1(x−1) = (x−1)(x2−1)

= (x−1)2(x+1)

Logo, os autovalores deA são:






λ1 = 1
λ2 = 1
λ3 =−1

.

Agora iremos determinar os autovetores deA que são associados a
estes autovalores encontrados.

• Sejaλ = 1, temos

〈 1 0 −1
0 0 0
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

.

Logo, para todo valor dey, temos quex = z. S= {(x,y,x) |x,y∈ R}.

Daı́, podemos determinar dois autovetores associados a este autovalor:

v1 = (1,0,1) ev2 = (0,1,0).

• Sejaλ =−1,

〈 −1 0 −1
0 −2 0
−1 0 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo, temos quex =−zey = 0. S= {(−z,0,z) |z∈ R}.

Daı́, podemos determinar o autovetor, ou seja,v3 = (1,0,−1).

Resposta:T é diagonalizável, sua representação diagonal é

D =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1



, a base dos autovetores é{(1,0,1),(0,1,0),(1,0,−1)},

logo,P =




1 0 1
0 1 0
1 0 −1



.

b) T(x,y,z) = (2x+y,y−z,2y+4z).

Soluç̃ao: SejaT(x,y,z) = (2x+y,y−z,2y+4z),

logo,A = [T] =




2 1 0
0 1 −1
0 2 4



.
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Para determinar a representação diagonal deT, ou seja, para determi-
narD, devemos encontrar os autovalores de[T].

det(x I3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x−2 −1 0
0 x−1 1
0 −2 x−4

∣∣∣∣∣∣

det(x I3−A) = (x−2)((x−1)(x−4)+2) = (x−2)2(x−3)

Logo, os autovalores deA são:






λ1 = 3
λ2 = 2
λ3 = 2

Agora iremos determinar os autovetores deA que são associados a
esses autovalores encontrados.

• Sejaλ = 3, temos:

〈 1 −1 0
0 2 1
0 −2 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo, temos quex = y e z = −2y. S= {(y,y,−2y) | y ∈ R}. Daı́,
podemos determinar o autovetor,v3 = (1,1,−2).

• Sejaλ = 2, temos

〈 0 −1 0
0 1 1
0 −2 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo, para todo valor dex, temos quey = z= 0. S= (x,0,0 | x∈ R}.
Daı́, podemos determinar o autovetor,v1 = (1,0,0).

!
Encontramos aqui um grande problema... A multiplici-
dade algébrica do autovalor 2 é dois, poisλ2 = 2 e λ3 = 2,
logo deverı́amos determinardoisautovetores para este auto-
valor. Como isso não foi feito, esse operadorT não é diago-
nalizável, a multiplidade geométrica deste autovalor é1.

Resposta:T não é diagonalizável.

c) T(x,y,z) = (x−2z,0,−2x+4z).

Soluç̃ao: SejaT(x,y,z)= (x−2z,0,−2x+4z), logoA= [T] =




1 0 −2
0 0 0
−2 0 4



.
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det(x I3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x−1 0 2
0 x 0
2 0 x−4

∣∣∣∣∣∣
= (x−1)(x(x−4))+2(−2x)

p(x) = (x−1)(x(x−4))−4x = x((x−1)(x−4)−4) = x(x−5x)

p(x) = (x)2(x−5) = (x−0)2(x−5)

Logo, os autovalores deA são:






λ1 = 0
λ2 = 0
λ3 = 5

Agora iremos determinar os autovetores deA.

• Sejaλ = 0, temos

〈 −1 0 2
0 0 0
2 0 −4

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo, para todo valor dey, temos quex= 2z. S= {(2z,y,z) |y,z∈R}.
Logo, determinamos dois autovetores, ou seja,v1 = (2,0,1) e v2 =
(0,1,0).

!
Observe que diferente do exemplo anterior, neste caso, temosλ1 =
0 eλ2 = 0, porém temos como resultadodoisautovetores. Ou seja,
a multiplicidade algébrica deste autovalor é dois, e a multiplicidade
geométrica também é dois.

• Sejaλ = 5, temos

〈 4 0 2
0 5 0
2 0 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Logo, temos quez = −2x e y = 0. S= {(x,0,−2x) | x ∈ R}. Daı́,
podemos determinar o autovetorv3 = (1,0,−2).

Resposta:O operadorT é diagonalizável, sua representação diago-

nal é dada porD =




0 0 0
0 0 0
0 0 5



, a base dos autovetores é{(2,0,1),(0,1,0),(1,0,−2)},

logo, a matriz que representa a base dos autovetores éP=




2 0 1
0 1 0
1 0 −2



.

12. SejaT : R
2 → R

2 definida porT(v) = Av, sendoA =
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[
1 1
−1 3

]
. Mostre quev1 = (1,1) é autovetor deT e

que o operador linearT não é diagonalizável.

Soluç̃ao: SejaT : R2→R
2 definida porT(v)= Av, sendoA=

[
1 1
−1 3

]
,

temos então que para qualquer vetor(x,y) ∈R
2, temos que:

T(x,y) =

[
1 1
−1 3

][
x
y

]
= (x+y,−x+3y)

Logo,A = [T] =

[
1 1
−1 3

]
.

Para determinar a representação diagonal deT, ou seja, para determi-
nar a matriz diagonalD, devemos encontrar os autovalores de[T].

p(x) = det(x I3−A) =

∣∣∣∣
x−1 x−1
x+1 x−3

∣∣∣∣ =

= (x−1)(x−3)− ((x+1)(x−1))

p(x) = (x−4)(x−1)

Logo, os autovalores deA são:

{
λ1 = 1
λ2 = 4

.

Iremos determinar os autovetores deA associados a estes dois autova-
lores.

• Sejaλ = 1,

〈
0 0
2 −2

∣∣∣∣
0
0

〉

Ou seja,x = y. Daı́, podemos determinar o autovetorv = (1,1).

• Sejaλ = 4, temos que:

〈
3 3
5 1

∣∣∣∣
0
0

〉
L1← L2(−3)+L1

〈
−12 0

5 1

∣∣∣∣
0
0

〉
L1← L1

(
−1

2

)

〈
1 0
5 1

∣∣∣∣
0
0

〉
L2← L1(−5)+L2

〈
1 0
0 1

∣∣∣∣
0
0

〉

Logo, a solução deste sistema éx = 0 ey = 0.

Porémv= (0,0) não pode ser autovetor. Logo,T não é diagonalizável.
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Resposta: T não é diagonalizável, poisT tem os dois autovalores.
Para o autovalorλ = 1 determinamos o autovetorv = (1,1) mas para
o autovalorλ = 4, não existe autovetor não-nulo.
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Capítulo
M ATRIZES ORTOGONAIS E TRANSFORMAÇ ÕES
L INEARES PLANAS E ESPACIAIS

2
Neste capı́tulo, os exercı́cios correspondem a 12 aulas do

Módulo deÁlgebra Linear II, ou seja, da aula 9 até a aula 21.
Os assuntos desenvolvidos são: matrizes ortogonais e as trans-
formações lineares planas e espaciais, quer dizer, rotac¸ões, re-
flexões e projeções tanto emR2 quanto emR

3, ou seja, no plano
e no espaço.

Vamos lá! Ao trabalho!

Exerćıcios

1. Determine o valor dek∈R tal que os vetoresu=(1,−2,k,3)
ev = (3,k,8,−5) sejam ortogonais.

2. Dadou = (2,−1,2) ∈R
3.

(a) Determineuma base deR3 que contenhau e que
seja um conjunto ortogonal de vetores.

(b) Transforme este conjunto ortogonal encontrado no
item anterior numa base ortonormal.

3. Determine quais conjuntosSde vetores (bases deR3) são
ortogonais e tansforme os conjuntos ortogonais encontra-
dos em conjuntos ortonormais, ou seja, em bases ortonor-
mais.

(a) S1 = {(−3,1,2),(2,4,1),(1,−1,2)}
(b) S= {(4,2,−5),(−1,2,0),(2,1,−1)}
(c) S= {(3,1,−1),(−1,2,1),(2,−2,4)}.
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4. Determine uma matriz ortogonal cuja primeira coluna te-
nha a direção do vetor:

(a) u1 =

(
1
3
,

2
3
,

2
3

)
.

(b) u1 = (1,2,1).

5. Prove que:

(a) SeA e B∈ Mn(R) são matrizes ortogonais, então o
produtoAB é também ortogonal.

(b) SeA e B ∈ Mn(R) são matrizes ortogonais, então
A

(
AT +BT

)
B = A+B.

6. Verifique quais das matrizes abaixo são ortogonais. Obte-
nha a matriz inversa das ortogonais somente.

(a) A =





1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2



.

(b) B =





0 1
1√
2

1 0 0

0 0
1√
2




.

(c) C =





− 1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3





7. Encontre as matrizes canônicas das Transformações Line-
ares emR

2 formadas por:

(a) Uma rotação, no plano, de 60◦ no sentido anti-horário
em torno da origem.

(b) Uma rotação, no plano, de 30◦ no sentido horário em
torno da origem.
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8. Determine a imagem do retângulo de vérticesv0 = (0,0),
v1 = (1,0), v2 = (1,3) ev3 = (0,3).

(a) Após a rotação, no plano de 30◦, no sentido anti-
horário.

(b) Após a rotação, no plano de 60◦ no sentido anti-
horário.

(c) Após a rotação, no plano, de 90◦ no sentido anti-
horário.

9. Obtenha a matrizE que representa, no plano, a reflexão
na retay= 2x e determine a imagem dos pontosP1(3,6) e
P2(1,3) por essa reflexão.

10. Obtenha a matrizE que representa, no plano, a reflexão
na retaL : 3x+ 2y = 0 e determine a imagem do ponto
P(−2,1) por essa reflexão.

11. Verifique que, no plano, toda matriz de reflexãoBϕ pode
ser escrita como o produto de uma matriz de reflexão no
eixo x por uma matriz de rotaçãoAφ .

12. Determine a imagem dos vértices de uma figura após uma
reflexão, no plano, com respeito à retay = −x, seguida

de uma rotação de
π
4

radianos. Os vértices da figura são:

v1 = (1,1), v2 = (4,1), v3 = (4,3), v4 = (3,3), v5 = (3,2)
ev6 = (1,2).

13. Determine a matriz que representa no espaço a rotação,

(no sentido anti-horário) de
π
2

radianos em torno da retaL,

que passa pela origem, e é paralela ao vetorv= (1,−1,2).

14. Determine a matriz que representa uma reflexão no plano
π : x+y−z= 0, com respeito à base canônica.

15. Determine a matriz que representa, emR
3, a reflexão no

planoπ : 2x+3y−z= 0, com respeito à base canônica.

16. Determine a matriz que representa emR
2 a projeção orto-

gonal sobre a retay =
√

3x com respeito à base canônica.

17. Determine a matriz que representa no espaço a projeção
ortogonal sobre o planoπ : x−z= 0, com respeito à base
canônica doR3.
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18. Determine a matriz que representa, emR
3, a projeção

ortogonal sobre o plano gerado pelos vetores(1,1,0) e
(−1,1,1), com respeito à base canônica deR

3.

Agora é sua vez. Mãos à obra!

Soluç̃oes

1. Determine o valor dek∈R tal que os vetoresu=(1,−2,k,3)
ev = (3,k,8,−5) sejam ortogonais.

Soluç̃ao: Para que os vetoresu e v sejam ortogonais é neces-
sário que o produto interno entre eles seja nulo, ou seja:〈u,v〉=
0.

〈u,v〉 = 〈(1,−2,k,3),(3,k,8,−5)〉 = 3−2k+8k−15= 0

Resolvendo o sistema, encontramos: 6k−12= 0, logok = 2.

Resposta:k = 2

2. Dadou = (2,−1,2) ∈R
3.

(a) Determineuma base deR3 que contenhau e que
seja um conjunto ortogonal de vetores.

!
Nesta questão foi pedidauma base ortogonal.
Logo, várias respostas são possı́veis.

Soluç̃ao: Sejau = (2,−1,2), vamos determinar o vetor
v = (a,b,c) ortogonal au. Mas, para queu e v sejam
ortogonais, o produto interno entre eles é nulo, ou seja,
〈u,v〉 = 0. Temos então que:〈(2,−1,2),(a,b,c)〉 =
2a−b+2c = 0.

Determinamos o planoπ : 2a−b+2c= 0 que é ortogonal
ao vetoru dado. Ou seja, qualquer vetor deste planoπ é
ortogonal ao vetoru = (2,−1,2).

Seja b = 2a + 2c, assim todo vetor da forma
v = (a,2a+ 2c,c) = a(1,2,0)+ b(0,2,1) (coma, b∈ R,
sendoa ou b 6= 0) é ortogonal ao vetoru.
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Em particular, podemos escolhera = 1 e c = 0. Logo,
b = 2.

Obtemos então o vetorv = (1,2,0).

Considerando os vetoresu e v, devemos determinar o ve-
tor w= (d,e, f ) ortogonal a estes dois outros vetores. As-
sim, temos que:

〈u,w〉 = 〈(2,−1,2) · (d,e, f )〉 = 0

〈v,w〉= 〈(1,2,0) · (d,e, f )〉 = 0

Logo temos que:

{
2d−e+2 f = 0
d+2e= 0

. Daı́,

{
e= 2d+2 f
d =−2e

Logo,

{
e= 2(−2e)+2 f
d =−2e

{
5e= 2 f
−2e= d





f =

5
2

e

d =−2e

Todo vetorw=
(
−2e,e, 5

2e
)

é ortogonal auev (para qual-

quere∈R, sendoe 6= 0). Sejae= 2, teremos:

{
f = 5
d =−4

logo,w = (−4,2,5).

Resposta: Considerandou = (2,−1,2), determinamos
v= (1,2,0) ew = (−4,2,5) e formamos o conjunto orto-
gonalS= {(2,−1,2),(1,2,0),(−4,2,5)}.

(b) Transforme este conjunto ortogonal encontrado no
item anterior numa base ortonormal.

Soluç̃ao: Considerandou = (2,−1,2), v = (1,2,0) e
w = (−4,2,5), temos somente que normalizar esses ve-
tores. Assim:






‖u‖=
√

22 +(−1)2 +22 =
√

9 = 3

‖v‖=
√

12 +(2)2 =
√

5

‖w‖
√

(−4)2 +(2)2 +52 =
√

45

.

Logo,






û =
(

2
3,

−1
3 ,

2
3

)

v̂ =
(

1√
5
,

2√
5
,0

)

ŵ =
(
−4√

45
,

2√
45

,

5√
45

)

Resposta:A base ortonormal será:
{(

2
3
,

−1
3

,

2
3

)
,

(
1√
5
,

2√
5
,0

)
,

( −4√
45

,

2√
45

,

5√
45

)}
.
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3. Determine quais conjuntosSde vetores (bases deR3) são
ortogonais e tansforme os conjuntos ortogonais encontra-
dos em conjuntos ortonormais, em bases ortonormais.

(a) S1 = {(−3,1,2),(2,4,1),(1,−1,2)}
Soluç̃ao: Seja u1 = (−3,1,2), u2 = (2,4,1) e
u3 = (1,−1,2)

〈u1,u2〉= 〈(−3,1,2) · (2,4,1)〉 = 0

〈u1,u3〉= 〈(−3,1,2) · (1,−1,2)〉 = 0

〈u2,u3〉= 〈(2,4,1) · (1,−1,2)〉 = 0.

Logo, u1, u2 e u3 são realmente vetores ortogonais e for-
mam uma base deR3. Para transformar esse conjunto or-
togonal num conjunto ortonormal, devemos somente nor-

malizar os vetores dados, ou seja, determinarû =
u
‖u‖ .

Como:

‖u1‖=
√

(−3)2 +(1)2+(2)2 =
√

14. Logo,û1 =
(
−3√

14
,

1√
14

,

2√
14

)

‖u2‖=
√

(2)2 +(4)2 +(1)2 =
√

21. Logo,û2 =
(

2√
14

,

4√
21

,

1√
14

)

‖u3‖=
√

(1)2 +(−1)2+(2)2 =
√

6. Logo,û3 =
(

1√
6
,

−1√
6
,

2√
6

)

!
Um conjunto ortonormal de vetores que é uma base,
esta base é ditabase ortonormal, e a matriz formada
por esta base é ditamatriz ortogonal.

Resposta:Temos queS= {(−3,1,2),(2,4,1),(1,−1,2)}
forma um conjunto ortogonal e é uma base, e

S′=
{(

−3√
14

,

1√
14

,

2√
14

)
,

(
2√
14

,

4√
21

,

1√
14

)
,

(
1√
6
,

−1√
6
,

2√
6

)}

é um conjunto ortonormal e uma base, logo é uma base
ortonormal.

(b) S= {(4,2,−5),(−1,2,0),(2,1,−1)}
Soluç̃ao: Sejau1 = (4,2,−5), u2 = (−1,2,0) e u3 =
(2,1,−1)

〈u1,u2〉= 〈(4,2,−5) · (−1,2,0)〉 = 0

〈u1,u3〉= 〈(4,2,−5) · (2,1,−1)〉 6= 0

〈u2,u3〉= 〈(−1,2,0) · (2,1,−1)〉 = 0.
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Logo,u1, u2 eu3 nãosão ortogonais.

Resposta:Temos que:S= {(4,2,−5),(−1,2,0),(2,1,−1)}
não é um conjunto ortogonal.

(c) S= {(3,1,−1),(−1,2,1),(2,−2,4)}.
Soluç̃ao: Sejau1 = (3,1,−1), u2 = (−1,2,1) e u3 =
(2,−2,4).

〈u1,u2〉= 〈(3,1,−1) · (−1,2,1)〉 6= 0

〈u1,u3〉= 〈(3,1,−1) · (2,−2,4)〉 = 0

〈u2,u3〉= 〈(−1,2,1) · (2,−2,4)〉 = 0.

Logo,u1, u2 eu3 nãosão ortogonais.

Resposta:Temos que:S= {(3,1,−1),(−1,2,1),(2,−2,4)}
não é um conjunto ortogonal.

4. Determineuma matriz ortogonal cuja primeira coluna te-
nha a direção do vetor:

!
Devemos determinarumabase ortonormal, logo, isso
significa que podemos encontrar várias bases ortogo-
nais que tenham esse vetor na primeira coluna.

(a) u1 =

(
1
3
,

2
3
,

2
3

)

Soluç̃ao: O vetoru1 é unitário, ou seja,‖u1‖ = 1, logo
não precisaremos normalizá-lo.

!
Para determinar esta matriz ortogonal, sendo sua pri-
meira coluna o vetor dadou1 =

(
1
3,

2
3,

2
3

)
, devemos, na

verdade, determinar os vetoresu2 e u3 tal que esses
vetores sejamunitários e 〈u1,u2〉 = 0, 〈u1,u3〉 = 0 e
〈u2,u3〉= 0.

Sejau2 = (a,b,c), tal que〈u1,u2〉= 0, ou seja:
〈(

1
3
,

2
3
,

2
3

)
,(a,b,c)

〉
= 0, daı́, a+2b+2c = 0
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Logo, podemos dizer que:a = −2b− 2c, ou seja, as
soluções para este sistema são vetores da forma(−2b−
2c,b,c) = b(−2,1,0)+c(−2,0,1), sendob,c∈ R eb ou
c 6= 0. Tomemos entãob = 1 ec = −1, temos então que

a = 0, logo:u2 = (0,1,−1), daı́,û2 =
(

0,

1√
2
,

−1√
2

)
.

Sejau3 = (d,e, f ), temos que além de ser um vetor unitário,
também deve ser ortogonal au1 eu2. Ou seja:

〈u1,u3〉 = 0, daı́,
〈(

1
3,

2
3,

2
3

)
· (d,e, f )

〉
= 0, logo,

d+2e+2 f = 0.

〈u2,u3〉 = 0, daı́,
〈(

0,

1√
2
,

−1√
2

)
· (d,e, f )

〉
= 0, logo,e=

f .

Ou seja:d =−4ee f = e.

Seja e = −1, teremosf = −1 e d = 4, ou seja,u3 =

(4,−1,−1). Daı́,û3 =
(

4√
18

,

−1√
18

,

−1√
18

)
=

(
4

3
√

2
,

−1
3
√

2
,

−1
3
√

2

)

Resposta:P =





1√
6

1√
3

1√
2

2√
6

−1√
3

0

1√
6

1√
3

−1√
2





(b) u1 = (1,2,1)

Soluç̃ao: Sejau1 = (1,2,1), daı́,û1 =
(

1√
6
,

2√
6
,

1√
6

)
.

!
Observe queu1 não é unitário, logo não precisamos
normalizá-lo.

Devemos determinaru2 e u3 tal que esses vetores sejam
ortogonais eunit ários. Logo,〈u1,u2〉= 0, 〈u1,u3〉= 0 e
〈u2,u3〉= 0.

Logo, sejau2 = (a,b,c) tal que〈u1,u2〉= 0:

〈(1,2,1),(a,b,c)〉 = 0, daı́,a+2b+c= 0.

Logo, podemos dizer que:a = −2b− c, ou seja,u2 é
da forma(2b− c,b,c) para qualquerb e c ∈ R e b ou
c 6= 0. Tomemosb=−1 ec= 1, então temosa= 1, logo,

u2 = (1,−1,1), daı́,û2 =
(

1√
3
,

−1√
3
,

1√
3

)
.

Sejau3 = (d,e, f ), temos que além de ser um vetor unitário,
também deve ser ortogonal comu1 e u2. Ou seja:

〈u1,u3〉 = 0 daı́, 〈(1,2,1) · (d,e, f )〉 = 0, logo,
d+2e+ f = 0.
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〈u2,u3〉 = 0 daı́, 〈(1,−1,1) · (d,e, f )〉 = 0, logo,
d−e+ f = 0.

Logo,e= 0 ed =− f .

Sejad = 1, logo, f = −1, ou seja,u3 = (1,0,−1). Logo,

û3 =
(

1√
2
,0,

−1√
2

)
.

!
Para determinaru3 podemos simplesmente determinar
o produto vetorial entreu1 e u2.

Resposta:P =





1√
6

1√
3

1√
2

2√
6

−1√
3

0

1√
6

1√
3

−1√
2





!
Observe que: (i) Existem várias respostas pra essa
questão, dependendo das opções que fazemos para es-
colher os vetores ortogonais ao vetor dado; (ii) o vetor

da primeira colunâu1 =
(

1√
6
,

2√
6
,

1√
6

)
tem a mesma

direção do vetorv = (1,2,1).

5. Prove que:

(a) SeA e B∈ Mn(R) são matrizes ortogonais, então o
produtoAB é também ortogonal.

Soluç̃ao: SejamA eB∈Mn(R) ortogonais.

SeA eB são ortogonais, entãoAT A = In eBT B = In.

!
Para concluir queAB é ortogonal, devemos mostrar
que(AB)T AB= In.

Temos que:

(AB)T (AB)=
(
BT AT)

(AB)= BT AT A B= BT (
AT A

)
B=

BT In B = BT B = In C E D E R J 63
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!
Mostramos que este resultado é válido para qualquer
matriz ortogonal. Um erro muito comum é o aluno pe-
gar um exemplo e mostrar que o resultado vale para
aquele exemplo, ou seja, que o produto entre duas ma-
trizes ortogonais dadas é também ortogonal. Neste
caso, no entanto, o aluno estará mostrando somente
paraumcaso especial e não mostrado que o resultado
vale para qualquer matriz.

(b) SeA e B ∈ Mn(R) são matrizes ortogonais, então
A

(
AT +BT

)
B = A+B.

Soluç̃ao: Sabendo queA e B são matrizes ortogonais,
entãoA−1 = AT eB−1 = BT .

Logo,A AT = A A−1 = I eBT B = B−1 B = I .

Temos então que:

A
(
AT +BT

)
B= A AT B+A BT B=

(
A AT

)
B+A

(
BT B

)
=

I ·A+ I B = A+B.

Logo,A
(
AT +BT

)
B = A+B.

6. Verifique quais das matrizes abaixo são ortogonais. Obte-
nha a matriz inversa somente das matrizes ortogonais.

!
Pelo teorema 2 da aula 9 temos que uma matriz é orto-
gonal se suas colunas formam um conjunto denvetores
ortonormais e, portanto, formam uma base ortonormal.

(a) A =

[ 1√
2
−1√

2
1√
2

1√
2

]
.

Soluç̃ao: Sejav1 =
(

1√
2
,

1√
2

)
e v2 =

(
−1√

2
,

1√
2

)
os ve-

tores formados pelas colunas da matrizA.

〈v1,v2〉=
〈(

1√
2
,

1√
2

)
·
(−1√

2
,

1√
2

)〉
= 0

Logov1 ev2 são ortogonais e ortonormais também. Logo,
a matrizA é ortogonal.
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A−1 = At =




1√
2

1√
2

−1√
2

1√
2





Resposta:A é ortogonal eA−1 = At =




1√
2

1√
2

−1√
2

1√
2



.

(b) B =




0 1 1√

2

1 0 0
0 0 1√

2



.

Soluç̃ao: Sejav1 = (0,1,0), v2 = (1,0,0) ev3 =
(

1√
2
,0,

1√
2

)

〈v1,v2〉= 〈(0,1,0),(1,0,0)〉 = 0

〈v1,v3〉=
〈
(0,1,0),

(
1√
2
,0,

1√
2

)〉
= 1

〈v2,v3〉=
〈
(1,0,0),

(
1√
2
,0,

1√
2

)〉
= 1√

2

Logo, esses vetores não são ortogonais. Assim a matrizB
não é ortogonal.

Resposta:A matriz B não é ortogonal.

(c) C =





−1√
2

1√
6

1√
3

0 −2√
6

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3





Soluç̃ao: Sejav1 =
(
−1√

2
,0,

1√
2

)
, v2 =

(
1√
6
,

−2√
6
,

1√
6

)
e

v3 =
(

1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)

〈v1,v2〉=
〈(
−1√

2
,0,

1√
2

)
,

(
1√
6
,

−2√
6
,

1√
6

)〉
= 0

〈v1,v3〉=
〈(
−1√

2
,0,

1√
2

)
,

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)〉
= 0

〈v2,v3〉=
〈(

1√
6
,

−2√
6
,

1√
6

)
,

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)〉
= 0

Logo v1, v2 e v3 são ortogonais, mas como eles são orto-
normais, dizemos que a matrizC é ortogonal.

C−1 = CT =





−1√
2

0 1√
2

1√
6

−2√
6

1√
6

1√
3

1√
3

1√
3




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Resposta:A matrizC é ortogonal (esta é também orto-
normal) e

C−1 = CT =





−1√
2

0 1√
2

1√
6

−2√
6

1√
6

1√
3

1√
3

1√
3





7. Encontre as matrizes canônicas das Transformações Line-
ares emR

2 formadas por:

(a) Uma rotação, no plano, de 60◦ no sentido anti-horário
em torno da origem.

Soluç̃ao: A matriz rotação é dada por:

A60◦ =

[
cos60◦ −sen60◦

sen60◦ cos60◦

]
=




1
2

−
√

3
2

√
3

2
1
2





Resposta:A60◦ =




1
2

−
√

3
2

√
3

2
1
2





(b) Uma rotação, no plano, de 30◦ no sentido horário em
torno da origem.

Soluç̃ao: A matriz rotação é dada por:

A−30◦ =

[
cos−30◦ −sen−30◦

sen−30◦ cos−30◦

]
=




√

3
2

1
2

−1
2

√
3

2





Resposta:A−30◦ =




√

3
2

1
2

−1
2

√
3

2





8. Determine a imagem do retângulo de vérticesv0 = (0,0),
v1 = (1,0), v2 = (1,3) ev3 = (0,3).

(a) Após a rotação, no plano de 30◦, no sentido anti-
horário:

Soluç̃ao: A matriz rotação é dada por:
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[
cos30◦ −sen30◦

sen30◦ cos30◦

]
=




√

3
2

−1
2

1
2

√
3

2





A imagem destes pontos é dada por:

A30◦ ·D =




√

3
2

−1
2

1
2

√
3

2




[

0 1 1 0
0 0 3 3

]
=

=



 0
√

3
2

−3+
√

3
2

−3
2

0 1
2

1+3
√

3
2

3
√

3
2





Resposta:v′0 = (0,0), v′1 =
(√

3
2 ,

1
2

)
, v′2 =

(√
3−3
2 ,

1+3
√

3
2

)

ev′3 =
(
−3
2 ,

3
√

3
2

)

(b) Após a rotação, no plano de 60◦ no sentido anti-
horário:

Soluç̃ao: A matriz rotação é dada por:

A60◦ =

[
cos60◦ −sen60◦

sen60◦ cos60◦

]
=




1
2

−
√

3
2

√
3

2
1
2





A imagem destes pontos é dada por:

C = A30◦ ·D =




1
2

−
√

3
2

√
3

2
1
2



 ·
[

0 1 1 0
0 0 3 3

]
=

C =



 0 1
2

1−3
√

3
2

−3
√

3
2

0
√

3
2

√
3+3
2

3
2





Resposta:v′0 = (0,0), v′1 =
(

1
2,

√
3

2

)
, v′2 =

(
1−3
√

3
2 ,

√
3+3
2

)

ev′3 =
(
−3
√

3
2 ,

3
2

)

(c) Após a rotação, no plano, de 90◦ no sentido anti-
horário:

Soluç̃ao: A matriz rotação é dada por:

A90◦ =

[
cos90◦ −sen90◦

sen90◦ cos90◦

]
=

[
0 −1
1 0

]

A imagem destes pontos é dada por:

C = A30◦ ·D =

[
0 −1
1 0

]
·
[

0 1 1 0
0 0 3 3

]
=

=

[
0 0 −3 −3
0 1 1 0

]
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Resposta: v′0 = (0,0), v′1 = (0,1), v′2 = (−3,1) e
v′3 = (−3,0).

9. Obtenha a matrizE que representa no plano, a reflexão na
retay = 2x, e determine a imagem dos pontosP1(3,6) e
P2(1,3) por esta reflexão.

Soluç̃ao: O vetor unitário tangente à retay= 2x év1 =
(

1√
5
,

2√
5

)
.

!
O vetorv1 é unitário, ou seja:‖v1‖ = 1, poderı́amos consi-
derar que um vetor tangente a esta reta év = (1,2), pois a
reta éy = 2x, mas temos que usar o vetor unitário.

O vetor unitário normal à retay = 2x é w1 =
(
−2√

5
,

1√
5

)

!
O vetorw1 é ortogonal ao vetorv1, neste caso a mesma coisa:
um vetor ortogonal a esta reta éw = (−2,1), mas vamos
usar o vetor unitário, pois queremos determinar uma base
ortonormal.

Seja a baseβ = {v1,w1}.

Daı́, temos a matriz ortogonal:A =




1√
5

−2√
5

2√
5

1√
5





Logo,AT = A−1 =




1√
5

2√
5

−2√
5

1√
5





Seja F a matriz que representa a reflexão no eixox, logo:

F =

[
1 0
0 −1

]

Logo, temos que:E = A ·F ·A−1.

A matriz E, que representa, no plano, a reflexão na retay = 2x
é dada por:

E =




1√
5

−2√
5

2√
5

1√
5



 ·
[

1 0
0 −1

]
·




1√
5

2√
5

−2√
5

1√
5



 =

[ −3
5

4
5

4
5

3
5

]
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Dado o pontoP1(3,6). A imagem deste ponto pela transformação
E é:

E(3,6) =

[ −3
5

4
5

4
5

3
5

][
3
6

]
=

[
3
6

]

!
O pontoP1(3,6) pertence a retay = 2x, logo a reflexão não
muda o valor do ponto.

Dado o pontoP1(1,3). A imagem deste ponto pela transformação
E é:

E(1,3) =

[ −3
5

4
5

4
5

3
5

][
1
3

]
=

[
9
5

13
5

]

Resposta:A matriz E que representa, no plano, a reflexão na

retay= 2x, é dada pela matrizE =

[ −3
5

4
5

4
5

3
5

]

. A imagem, por

essa reflexão do pontoP1(3,6), é o ponto(3,6), e a imagem do
pontoP2(1,3) é o ponto

(
9
5,

13
5

)
.

10. Obtenha a matrizE que representa, no plano, a reflexão
na retaL : 3x+ 2y = 0 e determine a imagem do ponto
P(−2,1) por essa reflexão.

Soluç̃ao: O vetor unitário, tangente à reta 3x + 2y = 0, é

v1 =
(

2√
13

,

−3√
13

)
.

!
O vetorv1 é unitário, ou seja:‖v1‖ = 1, poderı́amos consi-
derar que um vetor tangente a esta reta év = (2,−3), pois a
reta é 3x+2y = 0, mas devemos usar o vetor unitário.

O vetor unitário, normal à reta 3x+2y = 0, év2 =
(

3√
13

,

2√
13

)
.

!
O vetor unitáriov2 é ortogonal aov1 e‖v2‖= 1. Neste caso,
como a observação anterior, um vetor ortogonal a esta retaé
w = (3,2), mas vamos usar o vetor unitário, pois queremos
determinar uma base ortonormal.
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Seja a baseβ = {v1,v2}.

Daı́ obtemos a matriz ortogonalA =




2√
13

3√
13

−3√
13

2√
13





Logo,A−1 = At =




2√
13

−3√
13

3√
13

2√
13





A matriz F que representa, no plano, a reflexão no eixoOX é

representada por:F =

[
1 0
0 −1

]
.

Sabemos que:E = A ·F ·A−1.

A matriz que representa essa reflexão na retaL : 3x+ 2y = 0 é
dada por:

E =




2√
13

3√
13

−3√
13

2√
13



 ·
[

1 0
0 −1

]
·




2√
13

−3√
13

3√
13

2√
13



 =

E =

[ −5
13

−12
13

−12
13

5
13

]

A imagem do pontoP(−2,1) é dada por:

[ −5
13

−12
13

−12
13

5
13

]

·
[
−2
1

]
=

[ −2
13

29
13

]

Resposta: A matriz que representa, no plano, a reflexão na

retaL : 3x+2y = 0 éE =

[ −5
13

−12
13

−12
13

5
13

]
. A imagem do ponto

P(−2,1) por essa reflexão é o ponto
(−2

13 ,

29
13

)
.

11. Verifique que, no plano, toda matriz de reflexãoBϕ pode
ser escrita como o produto de uma matriz de reflexão no
eixox por uma matriz de rotaçãoAφ .

!
Primeiro iremos desenvolver a matriz de reflexãoBϕ .
Sabemos queBϕ é a reflexão com respeito à reta que
forma um ângulo deϕ2 com o eixoOX.
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Soluç̃ao: O vetor unitário desta reta é da formau1 =
(
cosϕ

2 ,senϕ
2

)
,

e o vetor unitário ortogonal a esse é:

u2 =
(
−sen

ϕ
2

,cos
ϕ
2

)
.

Daı́,Bϕ = Aφ ·Lox ·Aφ = Aϕ
2
·Lox ·A−ϕ

2
.

Bϕ =

[
cosϕ

2 −senϕ
2

senϕ
2 cosϕ

2

]
·
[

1 0
0 −1

]
·
[

cosϕ
2 senϕ

2

−senϕ
2 cosϕ

2

]
=

Bϕ =

[
cosϕ senϕ
senϕ −cosϕ

]
.

MasBϕ =

[
cosϕ senϕ
senϕ −cosϕ

]
= Aφ ·

[
1 0
0 −1

]

Sabemos que

([
1 0
0 −1

])−1

=

[
1 0
0 −1

]
.

Logo,

Bϕ = Aφ ·
[

1 0
0 −1

]
=

[
cosϕ senϕ
senϕ −cosϕ

]
·
[

1 0
0 −1

]
=

=

[
cosϕ −senϕ
senϕ cosϕ

]

Ou seja, a matriz reflexãoBϕ pode ser escrita como o produto
de uma matriz de reflexão no eixox por uma matriz de rotação.

12. Determine a imagem dos vértices de uma figura após uma
reflexão, no plano, com respeito à retay = −x, seguida

de uma rotação de
π
4

radianos. Os vértices da figura são:

v1 = (1,1), v2 = (4,1), v3 = (4,3), v4 = (3,3), v5 = (3,2)
ev6 = (1,2).

Soluç̃ao: Usando o exercı́cio anterior, a matriz reflexão, no
plano, com respeito à retay = −x, forma um ângulo de−π

4
radianos com o eixo dosx, logo, pelo exercı́cio anterior, a matriz
que representa essa reflexão é dada por:

B−π
2

=

[
cos−π

2 sen−π
2

sen−π
2 −cos−π

2

]

A rotação deπ
4 radianos é dada por:

Aπ
4

=

[
cosπ

4 −senπ
4

senπ
4 cosπ

4

]

Porém, a reflexão, no plano, com respeito à retay = −x, se-
guida de uma rotação deπ4 radianos =B−π

2
seguida pelaAπ

4
=

B−π
2 + π

4
= B−π

4
.
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B−π
4

=

[
cos−π

4 sen−π
4

sen−π
4 −cos−π

4

]

=




√

2
2

−
√

2
2

−
√

2
2

−
√

2
2





Vamos agora aplicar essa matrizB−π
4

à matriz formada pelos
vértices, ou seja:

B−π
4
·
[

1 4 4 3 3 1
1 1 3 3 2 2

]
=




√

2
2

−
√

2
2

−
√

2
2

−
√

2
2



·
[

1 4 4 3 3 1
1 1 3 3 2 2

]
=

=

[
0 3

√
2

2

√
2

2 0
√

2
2

−
√

2
2

−2
√

2
2

−5
√

2
2

−7
√

2
2

−6
√

2
2

−5
√

2
2

−3
√

2
2

]

Resposta:As imagens dos vértices são da forma:

I(v1) = I(1,1) =
(

0,

−2
√

2
2

)

I(v2) = I(4,1) =
(

3
√

2
2 ,

−5
√

2
2

)

I(v3) = I(4,3) =
(√

2
2 ,

−7
√

2
2

)

I(v4) = I(3,3) =
(

0,

−6
√

2
2

)

I(v5) = I(3,2) =
(√

2
2 ,

−5
√

2
2

)

I(v6) = I(1,2) =
(
−
√

2
2 ,

−3
√

2
2

)

13. Determine a matriz que representa no espaço a rotação,

(no sentido anti-horário) de
π
2

radianos em torno da retaL,

que passa pela origem e é paralela ao vetorv= (1,−1,2).

!
Sejav3 = (1,−1,2) o vetor que determina a reta em

torno da qual faremos a rotação de
π
2

radianos, sentido

positivo desta rotação.
Temos que construir uma base ortonormal deR

3 con-
tendo esse vetor. Os outros dois vetores desta base,v1

e v2, pertencem ao planoπ que passa pela origem e
cujo vetor normal év3. Logo, este plano é descrito pela
equação:π : x−y+2z= 0.

Soluç̃ao: O vetorv1, pode ser qualquer vetor que pertença a
esse planoπ : x−y+2z, por exemplo, sejav1 = (−1,1,1).
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Vamos determinar o vetorv2 = (a,b,c) ortogonal av3 e av1.
Logo,v2 é ortogonal av1 e pertence ao planoπ. Daı́:

〈v3,v2〉= 0, isto é:a−b+2c= 0

〈v1,v2〉= 0, isto é:−a+b+c= 0

A partir daı́ temos que:c = 0 ea = b.

Logo, tomandoa = 1, temos:v2 = (1,1,0).

Portanto, o conjunto{v1,v2,v3} é uma base deR3 e é um con-
junto ortogonal de vetores ortogonal. Normalizando esta base,
obtemos a base ortogonal formada pelos vetores:

u1 =
(
−1√

3
,

1√
3
,

1√
3

)
, u2 =

(
1√
2
,

1√
2
,0

)
eu3 =

(
1√
6
,

−1√
6
,

2√
6

)
.

Esses formam uma base ortogonalB = {u1,u2,u3}.
A matriz que representa esta rotação na baseB é escrita como:

AB[v]B =




cosπ

2 −senπ
2 0

senπ
2 cosπ

2 0

0 0 1



 =




0 −1 0
1 0 0
0 0 1





Com respeito à base canônica esta matriz é escrita como:
A = P·A ·P−1

A=





−1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

1√
2

−1√
6

1√
3

0 2√
6




·




0 −1 0
1 0 0
0 0 1



·





−1√
3

1√
3

1√
3

1√
2

1√
2

0

1√
6

−1√
6

2√
6




=

=





1√
2

1√
3

1√
6

1√
2

−1√
3

−1√
6

0 −1√
3

2√
6




·





−1√
3

1√
3

1√
3

1√
2

1√
2

0

1√
6

−1√
6

2√
6




=

=





1
6

−1+2
√

6
6

2+
√

6
6

−1−2
√

6
6

1
6

−1+
√

6
6

2+
√

6
6

−2−2
√

6
6

4
6





Resposta:A =





1
6

−1+2
√

6
6

2+
√

6
6

−1−2
√

6
6

1
6

−1+
√

6
6

2+
√

6
6

−2−2
√

6
6

4
6




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14. Determine a matriz que representa uma reflexão no plano
π : x+y−z= 0, com respeito à base canônica.

Soluç̃ao: Dado o planoπ : x+y−z= 0, o vetorv3 = (1,1,−1)
é um normal a este plano.

!
Devemos construir uma base (ortonormal) contendo a dire-
ção do vetorv3, de forma que{v1,v2,v3} forme uma base
ortogonal. Logo, os vetoresv1 ev2 são vetores deπ e devem
ser ortogonais entre si.

Sejav1 um vetor arbitrário deπ : v1 = (1,0,1).

Devemos determinar o vetorv2 = (a,b,c) ortogonal av1 e av3.
Ou seja:

〈v2,v3〉= 0, isto é:a+b−c = 0

〈v2,v1〉= 0, isto éa+c = 0

Logo, resolvendo o sistema encontramos:b =−2a ec =−a.

Tomandoa = 1, temos:v2 = (1,−2,−1).

Determinamos entãoB = {v1,v2,v3} uma base e um conjunto
ortogonal. Agora para determinar a base ortonormal precisamos
normalizar esses vetores, ou seja, dividir cada vetor pelo seu
módulo. Assim, a base ortonormal será formada pelos vetores:

u1 =
(

1√
2
,0,

1√
2

)
, u2 =

(
1√
6
,

−2√
6
,

−1√
6

)
eu3 =

(
1√
3
,

1√
3
,

−1√
3

)

A matriz reflexão no espaço é dada por:

A =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1





Sabemos queP =





1√
2

1√
6

1√
3

0 −2√
6

1√
3

1√
2

−1√
6

−1√
3




, e

P−1 = PT =





1√
2

0 1√
2

1√
6

−2√
6

−1√
6

1√
3

1√
3

−1√
3




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Daı́, a reflexão com respeito à base canônica é determinada pelo
produtoP·A ·P−1. Assim teremos:

R=





1√
2

1√
6

1√
3

0 −2√
6

1√
3

1√
2

−1√
6

−1√
3




·




1 0 0
0 1 0
0 0 −1



·





1√
2

0 1√
2

1√
6

−2√
6

−1√
6

1√
3

1√
3

−1√
3




=

R=





1
3

−2
3

2
3

−2
3

1
3

2
3

2
3

2
3

1
3



.

Resposta:A reflexão é dada pela matrizR=





1
3

−2
3

2
3

−2
3

1
3

2
3

2
3

2
3

1
3



.

15. Determine a matriz que representa, emR
3, a reflexão no

planoπ : 2x+3y−z= 0, com respeito à base canônica.

!
Assim como no item anterior, vamos determinar a ma-
triz que representa esta reflexão, depois escreveremos
esta matriz em função da base canônica.

Soluç̃ao: Dado o planoπ : 2x + 3y− z = 0, o vetor v3 =
(2,3,−1) é um vetor normal a este plano. Determinaremos
agora os vetoresv1 e v2 (que formam uma base contendo esse
vetorv3 e tal que seja um conjunto ortogonal de vetores) que são
vetores deπ e devem ser ortogonais entre si. Vamos então es-
colherv1 = (x,y,z) um vetor arbitrário deπ que seja ortogonal
aov3. Logo 〈v1,v3〉= 0, ou seja:〈(x,y,z),(2,3,−1)〉 = 0

2x+3y−z= 0

Logo,z= 2x+3y.

Tomandox =−1 ey = 1, teremos:v1 = (−1,1,1).

Devemos determinar o vetorv2 = (a,b,c) ortogonal av1 e av3

(pertence aπ). Ou seja:

〈v2 ·v3〉= 0, ou seja: 2a+3b−c = 0

〈v2 ·v1〉= 0, ou seja:−a+b+c= 0
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Logo, resolvendo o sistema determinamos:a=−4b ec=−5b.

Sendob =−1, teremos:v2 = (4,−1,5).

Determinamos entãoB = {v1,v2,v3} uma base que é um con-
junto ortogonal de vetores. Agora para determinar a base or-
togonal precisamos normalizar os vetores (ou seja, dividircada
vetor pelo seu módulo). Assim, a base ortogonal será formada
pelos vetores:

u1 =
(
−1√

3
,

1√
3
,

1√
3

)
, u2 =

(
4√
42

,

−1√
42

,

5√
42

)
eu3 =

(
2√
14

,

3√
14

,

−1√
14

)

A reflexão com respeito a esta base ortonormal, em relaçãoa
u3, será:

A =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1





Sabemos queP =





−1√
3

4√
42

2√
14

1√
3

−1√
42

3√
14

1√
3

5√
42

−1√
14




, e

P−1 = PT =





−1√
3

1√
3

1√
3

4√
42

−1√
42

5√
42

2√
14

3√
14

−1√
14





Daı́, a reflexão com respeito à base canônica é determinada pelo
produtoP ·A ·P−1.

Assim teremos:

R=



−1√
3

4√
42

2√
14

1√
3

−1√
42

3√
14

1√
3

5√
42

−1√
14




·
[

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

]
·





−1√
3

1√
3

1√
3

4√
42

−1√
42

5√
42

2√
14

3√
14

−1√
14





R=





18
42

−36
42

12
42

−36
42

−12
42

18
42

12
42

18
42

36
42



 =





3
7

−6
7

2
7

−6
7

−2
7

3
7

2
7

3
7

6
7



.

Resposta:A reflexão é dada pela matrizR=





3
7

−6
7

2
7

−6
7

−2
7

3
7

2
7

3
7

6
7



.
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16. Determine a matriz que representa emR
2 a projeção orto-

gonal sobre a retay =
√

3x com respeito à base canônica.

Soluç̃ao: O vetor tangente à retay =
√

3x é da forma
v1 =

(
1,

√
3
)
.

SejaT o operador linear definido pela projeção ortogonal desta
reta.T é definido como:T : R

2→ R
2, tal que

T(x,y) =
〈(x,y),v1〉
〈v1,v1〉

v1 =
x+
√

3y
4

(
1,

√
3
)

.

T(x,y) =
(

x+
√

3y
4 ,

√
3x+3y

4

)

Ou seja: [T] =




1
4

√
3

4
√

3
4

3
4



.

Resposta: A projeção ortogonal é dada pela matriz

[T] =




1
4

√
3

4
√

3
4

3
4



.

Outra solução:

Uma nova maneira de fazer esse exercı́cio é a partir da reta dada
y =
√

3. Consideramos a base formada pelo vetor tangente
à retav1 =

(
1,

√
3
)

e pelo vetor ortogonal a este vetorv2 =
(
−
√

3,1
)
. Logo, a base ortogonal éB =

{(
1
2,

√
3

2 ),(−
√

3
2 ,

1
2

)}
.

Temos então queB =




1
2

−
√

3
2

√
3

2
1
2



 eB−1 =




1
2

√
3

2

−
√

3
2

1
2





Mas: T
(
1,

√
3
)

=
(
1,

√
3
)

e T
(√

3,1
)

= (0,0).

Logo, [T]B =

[
1 0
0 0

]

Assim como vale a igualdade:[T] = B · [T]B ·B−1, logo:

[T] =




1
2

−
√

3
2

√
3

2
1
2



 ·
[

1 0
0 0

]
·




1
2

√
3

2

−
√

3
2

1
2



 =

=




1
2

−
√

3
2

√
3

2
1
2



 ·
[

1
2

√
3

2

0 0

]

=

[T] =




1
4

√
3

4
√

3
4

3
4




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Resposta: A projeção ortogonal é dada pela matriz

[T] =




1
4

√
3

4
√

3
4

3
4



.

17. Determine a matriz que representa no espaço a projeção
ortogonal sobre o planoπ : x−z= 0, com respeito à base
canônica doR3.

Soluç̃ao: Sejav3 o vetor normal ao planoπ, v3 = (1,0,−1).

O vetor unitário normal ao plano éu3 =
(

1√
2
,0,

−1√
2

)
.

Vamos determinar os vetores deπ, v1 e v2, de tal forma que
{v1,v2,v3} forme uma base e um conjunto ortogonal.

Faça você mesmo a sua conta. . .

Sejav1 = (0,1,0) e v2 = (1,0,1). Determinamos os vetores

unitários, ou seja, u1 = (0,1,0), u2 =
(

1√
2
,0,

1√
2

)
e

u3 =
(

1√
2
,0,

−1√
2

)
.

Seja T : R
3 → R

3 tal que para qualquer vetorv do R
3,

T(v) = 〈v,u1〉u1 + 〈v,u2〉u2.

Assim

T(v)= 〈(x,y,z),(0,1,0)〉(0,1,0)+
〈
(x,y,z),

(
1√
2
,0,

1√
2

)〉(
1√
2
,0,

1√
2

)

T(v) = (0,y,0)+
(

x+z
2 ,0,

x+z
2

)
=

(
x+z

2 ,y, x+z
2

)

Logo, [T] =





1
2 0 1

2

0 1 0
1
2 0 1

2





Resposta: A projeção ortogonal é dada pela matriz

[T] =





1
2 0 1

2

0 1 0
1
2 0 1

2





Outra solução: Outra forma interessante pra se resolver essa
questão é conhecendo a base ortonormalB formada pelos veto-
resu1, u2 eu3,

descritos anteriormente.

Temos que:

T(u1) = 〈u1,u1〉u1 + 〈u1,u2〉u2 = 1u1 +0u2 +0u3

T(u2) = 〈u2,u1〉u1 + 〈u2,u2〉u2 = 0u1 +1u2 +0u3

T(u3) = 〈u3,u1〉u1+〉u3,u2〉u2 = 0u1 +0u2 +0u3
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Logo, a matriz que representa noR
3 a projeção é dada por:

[T]B =




1 0 0
0 1 0
0 0 0





que é exatamente a matriz da projeção ortogonal no planoxy.

Para determinar agora[T], terı́amos que fazer a mudança de
base, ou seja:

[T] = B[T]B ·B−1 =





0 1√
2

1√
2

1 0 0
0 1√

2
−1√

2








1 0 0
0 1 0
0 0 0









0 1 0
1√
2

0 1√
2

1√
2

0 −1√
2



 =

[T] =





1
2 0 1

2

0 1 0
1
2 0 1

2





Resposta: A projeção ortogonal é dada pela matriz

[T] =





1
2 0 1

2

0 1 0
1
2 0 1

2



.

18. Determine a matriz que representa emR
3 a projeção orto-

gonal sobre o plano gerado pelos vetores(1,1,0) e(−1,1,1),
com respeito à base canônica deR

3.

!
Os vetoresv1 = (1,1,0) e v2 = (−1,1,1) são ortogo-
nais. Logo, temos somente que determinar o vetorv3
ortogonal a estes dois vetores, ou seja, o vetor que é
normal ao plano formado porv1 e v2.

Soluç̃ao: Seja v3 = (a,b,c), temos que: 〈v1,v3〉 = 0 e
〈v2,v3〉= 0.

Daı́,

{
a+b = 0
−a+b+c= 0

. Tomando a = 1 determinamos

v3 = (1,−1,2).

Normalizando esses vetores encontramos a base ortogonal (um
conjunto ortogonal que é uma base deR

3).

B =

{(
1√
2
,

1√
2
,0

)
,

(−1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
,

(
1√
6
,

−1√
6
,

2√
6

)}
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Logo temos que:

B =





1√
2

−1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

−1√
6

0 1√
3

2√
6




e B−1 =





1√
2

1√
2

0

−1√
3

1√
3

1√
3

1√
6

−1√
6

2√
6





Sabemos também que a projeção em torno deu3 com respeito à
baseB é da forma:

[T]B =




1 0 0
0 1 0
0 0 0





Logo a projeção com respeito à base canônica é dada por:
[T] = B · [T]B ·BT .

Assim:

[T] =





1√
2

−1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

−1√
6

0 1√
3

2√
6




·




1 0 0
0 1 0
0 0 0



 ·





1√
2

1√
2

0

−1√
3

1√
3

1√
3

1√
6

−1√
6

2√
6




=

=





5
6

1
6

−1
3

1
6

5
6

1
3

−1
3

1
3

1
3





Resposta: A projeção ortogonal é dada pela matriz

[T] =





5
6

1
6

−1
3

1
6

5
6

1
3

−1
3

1
3

1
3




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Capítulo
M ATRIZES SIM ÉTRICAS , O TEOREMA
ESPECTRAL E OPERADORES AUTO-ADJUNTOS

3
Este será um capı́tulo bem pequeno, pois estaremos tratando

somente de três tópicos que são Matrizes Simétricas, o Teorema
Espectral e Operadores Auto-adjuntos.

No próximo capı́tulo, veremos as formas quadráticas e ire-
mos usar os conceitos estudados aqui sobre a diagonalizaç˜ao das
matrizes simétricas.́E bom observar que, até aqui, todas as ma-
trizes e vetores têm somente elementos e componentes reais.

Agora vamos lá. Ao estudo!

Exerćıcios

1. Mostre que se a matrizA é simétrica, entãoA2 também é
simétrica.

2. Mostre que se a matrizA é diagonalizável por uma ma-
triz ortogonal, entãoA2 também é diagonalizável por uma
matriz ortogonal.

3. Para cada matriz simétrica dada, determine a matriz orto-
gonalP e uma matriz diagonalD tal queA = P ·D ·Pt:

(a) A =




2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2





(b) A =




1 1 0
1 1 0
0 0 1




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4. Obtenha a decomposição espectral das matrizes:

(a) A =

[
1 2
2 4

]

(b) A =




6 −2 −1
−2 6 −1
−1 −1 5





(c) A =




3 −2 4
−2 6 2
4 2 3





5. Dada a matrizA =




2 −2 −1
−2 2 1
−1 1 5



. Determine uma

matriz ortogonalP e uma matriz diagonalD tal que
A = P ·D ·Pt.

6. SendoA=




2 1 1
1 2 −1
1 −1 2



, aplique o processo de diago-

nalização à matrizA, determinando a matriz ortogonalP
e a diagonalD tal queA = P ·D ·Pt.

7. Verifique se o operadorT : R
3 → R

3, definido por
T(x,y,z) = (−y− z,−x− z,−x− y), é auto-adjunto. Se
for, determine uma base ortonormal formada pelos auto-
vetores deste operadorT e a matriz que representaT nesta
base.

8. SejaT : R
3→ R

3 um operador auto-adjunto com auto-
valores associadosλ1 = 3 e λ2 = 4. Suponha quev1 =
(1,1,1) ev2 = (2,0,1) são autovetores associados aoλ1 =
3. Determine um autovetor associado ao autovalorλ2 = 4
e uma base ortonormal de autovetores deT.

9. Verifique se o operadorT : R
3 → R

3, definido por
T(x,y,z) = (x+ y,x+ y,z) é auto-adjunto. Se for, deter-
mine uma base ortonormal de vetores do operadorT e a
matriz que representaT nesta base.

Agora é a sua vez. Mãos à obra!
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Soluç̃oes

1. Mostre que se a matrizA é simétrica, entãoA2 também é
simétrica.

Soluç̃ao: Vamos supor que uma matrizA seja simétrica, logo,
por definiçãoA = At

Assim temos que
(
A2

)t
= (A ·A)t = At ·At = (At)2

Mas comoA é simétrica, ou seja,A = At , temos então que:
(At)2 = A2

Logo,
(
A2

)t
= A2.

Ou seja,A2 é também uma matriz simétrica.

!
Para provar um dado resultado você não deve, simplesmente,
mostrar que o resultado é válido para certa matriz (ou certo
dado) escolhido por você. Se fizer isso estará somente mos-
trando o resultado para a matriz escolhida.
Nem pode mostrar que vale para as matrizes de certa di-
mensão (matriz quadrada ou matriz 2×3, por exemplo).
A prova deste resultado deve ser genérica, pegando as
definições e resultados válidos.
A mesma observação vale para a questão a seguir.

2. Mostre que se a matrizA é diagonalizável por uma ma-
triz ortogonal, entãoA2 também é diagonalizável por uma
matriz ortogonal.

Soluç̃ao: Vamos supor queA seja uma matriz diagonalizável,
logo existe uma matriz ortogonalP (como P é ortogonal
P−1 = PT) e uma matriz diagonalD tal que:

A = P·D ·PT
.

A matrizA2 = A·A, mas comoA= P·D ·PT , então, temos que:

A2 =
(
P·D ·PT)

·
(
P·D ·PT)

Logo, A2 =
(
P·D ·PT ·P·D ·PT

)
, mas comoPT = P−1, então

PT ·P = I .

Daı́,A2 =
(
P ·D · I ·D ·PT

)
=

(
P·D ·D ·PT

)
=

(
P·D2 ·PT

)
.
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Caderno deÁlgebra Linear II | Matrizes Simétricas, o Teorema Espectral e Operadores Auto-adjuntos

ComoD é uma matriz ortogonal, sabemos queD2 também é
ortogonal, logo,

A2 é diagonalizável por uma matriz ortogonalD2.

3. Para cada matriz simétrica dada, determine a matriz orto-
gonalP e uma matriz diagonalD tal queA = P·D ·PT .

(a) A =




2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2





Soluç̃ao: Os autovalores da matrizA são as raı́zes do
polinômio caracterı́stico.

p(x) =

∣∣∣∣∣∣

x−2 1 1
1 x−2 1
1 1 x−2

∣∣∣∣∣∣
= x(x−3)2

Assim, os autovalores deA são 0 e 3.

!
A multiplicidade algébrica do autovalorλ1 = 0 é 1, e a
multiplicidade algébrica do autovalorλ = 3 é 2.

Seλ1 = 0, entãoS0 = {(x,x,x) | x∈R}, daı́,v1 = (1,1,1)

e u1 =
(

1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
.

Seλ = 3, entãoS3 = {(x,x−z,z) | x,z∈ R}, daı́,

v2 = (1,−2,1) eu2 =
(

1√
6
,

−2√
6
,

1√
6

)

v3 = (1,0,−1) e u3 =
(

1√
2
,0,

−1√
2

)

!
A multiplicidde geométrica deλ1 = 0 é 1, e a multipli-
cidade geométrica deλ = 3 é 2. Ou seja, as multiplici-
dades geométrica e algébrica se confundem para quase
autovalor.

Podemos observar que{u1,u2,u3} é uma base ortonormal
de autovetores deA.
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Resposta: Dada a matriz simétricaA, determinamos a

matriz ortogonalP =





1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

−2√
6

0

1√
3

1√
6

1√
2



 e a matriz dia-

gonalD =




0 0 0
0 3 0
0 0 3



 de modo queA = P·D ·PT.

(b) A =




1 1 0
1 1 0
0 0 1





Soluç̃ao: Os autovalores da matrizA são as raı́zes do
polinômio caracterı́stico.

p(x) =

∣∣∣∣∣∣

x−1 −1 0
−1 x−1 0
0 0 x−1

∣∣∣∣∣∣
= x(x−1)(x−2)

Os autovalores deA são 0, 1 e 2.

Seλ = 0 entãoS0 = {(−y,y,0) | y∈R}, daı́,v1 = (−1,1,0),

logo u1 =
(
−1√

2
,

1√
2
,0

)

Seλ = 1 entãoS1 = {(0,0,z) | z∈ R}, daı́,v2 = (0,0,1),
logo u2 = (0,0,1)

Seλ = 2 entãoS2 = {(x,x,0) | x∈R}, daı́,v3 = (1,1,0),

logo u3 =
(

1√
2
,

1√
2
,0

)

Resposta: Dada a matriz simétricaA, determinamos a

matriz ortogonalP =





−1√
2

0 1√
2

1√
2

0 1√
2

0 1 0



 e a matriz diago-

nal D =




0 0 0
0 1 0
0 0 2



 de modo queA = P ·D ·PT.

4. Obtenha a decomposição espectral das matrizes:

(a) A =

[
1 2
2 4

]

Soluç̃ao: A é uma matriz simétrica. O polinômio ca-
racterı́stico deA é dado por:
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p(x) = det(xI2−A) =

∣∣∣∣
x−1 −2
−2 x−4

∣∣∣∣ =

(x−1)(x−4)−4 = (x−0)(x−5)

Assim os autovalores deA sãoλ1 = 0 eλ2 = 5.

Seλ1 = 0 entãoS0 = {(x,y) | x+2y= 0}, daı́v1 = (−2,1)

e u1 =
(
−2√

5
,

1√
5

)
.

Seλ2 = 5 entãoS5 = {(x,y) | − 2x+ y = 0}, daı́ v2 =

(1,2) eu2 =
(

1√
5
,

2√
5

)
.

A decomposição espectral deA é dada por:A= 0u1 u1
t +

5u2 u2
t

u1 u1
t =




−2√

5

1√
5




[
−2√

5
1√
5

]
=

[
4
5

−2
5

−2
5

1
5

]

u2 u2
t =




1√
5

2√
5




[

1√
5

2√
5

]
=

[
1
5

2
5

2
5

4
5

]

Resposta:A decomposição espectral deA é dada por:

A = 0

[
4
5

−2
5

−2
5

1
5

]
+5

[
1
5

2
5

2
5

4
5

]
=

[
1 2
2 4

]

(b) A =




6 −2 −1
−2 6 −1
−1 −1 5





Soluç̃ao: A é uma matriz simétrica. O polinômio ca-
racterı́stico deA é dado por:

p(x) = det(xI3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x−6 2 1
2 x−6 1
1 1 x−5

∣∣∣∣∣∣
=

= (x−8)(x−6)(x−3)

Assim os autovalores deA sãoλ1 = 8, λ2 = 6 eλ3 = 3.

Se λ1 = 8 entãoS8 = {(x,y,z) | x = −y e z = 0}, daı́

v1 = (−1,1,0) eu1 =
(
−1√

2
,

1√
2
,0

)
.

Se λ2 = 6 então S6 =
{

(x,y,z) | x = y = −1√
2
z
}

, daı́

v2 = (−1,−1,2) eu2 =
(
−1√

6
,

−1√
6
,

2√
6

)
.
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Se λ3 = 3 entãoS3 = {(x,y,z) | x = y = z}, daı́ v3 =

(1,1,1) eu3 =
(

1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
.

A decomposição espectral deA é dada por:A= 8u1 u1
t +

6u2 u2
t +3u3 u3

t

u1 u1
t =





−1√
2

1√
2

0




[
−1√

2
1√
2

0
]

=





1
2

−1
2 0

−1
2

1
2 0

0 0 0





u2 u2
t =





−1√
6

1√
6

2√
6




=

[
−1√

6
1√
6

2√
6

]
=





1
6

1
6

−2
6

1
6

1
6

−2
6

−2
6

−2
6

4
6





u3 u3
t =





1√
3

−1√
3

1√
3





[
1√
3

−1√
3

1√
3

]
=





1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3





Resposta:A decomposição espectral deA é dada por:

A= 8





1
2

−1
2 0

−1
2

1
2 0

0 0 0



+6





1
6

1
6

−2
6

1
6

1
6

−2
6

−2
6

−2
6

4
6



+3





1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3





(c) A =




3 −2 4
−2 6 2
4 2 3





Soluç̃ao: A é uma matriz simétrica. O polinômio carac-
terı́stico de A é dado por: p(x) = det(xI3 − A) =∣∣∣∣∣∣

x−3 2 −4
2 x−6 −2
−4 −2 x−3

∣∣∣∣∣∣
= (x−7)2(x+2).

Assim os autovalores deA sãoλ1 =−2 eλ2 = 7.
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Caderno deÁlgebra Linear II | Matrizes Simétricas, o Teorema Espectral e Operadores Auto-adjuntos

!
Os autovalores de uma matriz simétricaA são números
reais e, além disso, autovetores de auto-espaços di-
ferentes são ortogonais. Isso nós já observamos nos
exemplos a e b. Agora no item c, a matrizA tem só
dois autovalores um com multiplicidade algébrica 1 e
outro com multiplicidade algébrica 2. Assim, devemos
encontrar para o autovalorλ2 = 7 dois autovetores que
sejam ortogonais.

Seλ1 =−2 entãoS−2 = {(x,y,z) |x = 2y ez=−2y}, daı́
v1 = (2,1,−2) eu1 =

(
2
3,

1
3,

−2
3

)
.

Seλ2 = 7 entãoS7 = {(x,y,z) | 2x+y−2z= 0}.
Para se obter uma base ortogonal, neste caso, devemos
determinar os vetores ortogonais que pertencem ao plano
π : 2x+y−2z= 0.

Sejav2 = (1,0,1), v2 pertence ao planoπ. Agora deve-
mos determinar outro vetor que pertença aπ e que seja
ortogonal av2.

Sejav3 = (a,b,c) tal que:

{
2a+b+2c = 0
a+c = 0

. Resol-

vendo o sistema determinamosv3 = (−1,4,1).

Assim temos:

v2 = (1,0,1) logo u2 =
(

1√
2
,0,

1√
2

)

v3 = (−1,4,1) logo u3 =
(
−1√

18
,

4√
18

,

1√
18

)
.

A decomposição espectral deA é dada por:A=−2u1 u1
t +

7u2 u2
t +7u3 u3

t

u1 u1
t =





2
3

1
3

−2
3




[

2
3

1
3

−2
3

]
=





4
9

2
9

−4
9

2
9

1
9

−2
9

−4
9

−2
9

4
9





u2 u2
t =





1√
2

0
1√
2




[

1√
2

0 1√
2

]
=





1
2 0 1

2

0 0 0
1
2 0 1

2





u3 u3
t =





−1√
18

4√
18

1√
18





[
−1√

18
4√
18

1√
18

]
=





1
18

−2
9

1
18

−2
9

8
9

2
9

1
18

2
9

1
18




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Resposta:A decomposição espectral da matrizA é dada
por:

A=−2





4
9

2
9

−4
9

2
9

1
9

−2
9

−4
9

−2
9

4
9



+7





1
2 0 1

2

0 0 0
1
2 0 1

2



+7





1
18

−2
9

1
18

−2
9

8
9

2
9

1
18

2
9

1
18





5. Dada a matrizA=




2 −2 −1
−2 2 1
−1 1 5



, determine uma ma-

triz ortogonal P e uma matriz diagonalD tal que
A = P·D ·Pt.

Soluç̃ao: ComoA é uma matriz simétrica, temos, pelo Teo-
rema 3, queA é diagonalizável por matriz ortogonal.

O polinômio caracterı́stico deA é dado porp(x) = det(xI3−A),
logo teremos:

p(x) =

∣∣∣∣∣∣

x−2 2 1
2 x−2 −1
1 −1 x−5

∣∣∣∣∣∣
= (x−0)(x−3)(x−6)

Os autovalores deA são 0, 3 e 6.

Seλ = 0, teremos:

〈 −2 2 1
2 −2 −1
1 −1 −5

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

usando as operações

elementares obtemos

〈 0 0 0
0 0 1
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

.

Daı́, temos queS0 = {(x,y,z) | x= y ez= 0}, logo,v1 = (1,1,0)

eu1 =
(

1√
2
,

1√
2
,0

)
.

Seλ = 3, teremos:

〈 1 2 1
2 1 −1
1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

usando as operações

elementares obtemos

〈 1 1 0
0 1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Daı́, temos queS3 = {(x,y,z) | x = −y e z = −y}, logo,

v2 = (−1,1,−1) eu2 =
(
−1√

3
,

1√
3
,

−1√
3

)
.

Seλ = 6, teremos:

〈 4 2 1
2 4 −1
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

usando as operações
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elementares obtemos

〈 1 1 0
0 0 0
2 0 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Daı́, temos queS6 = {(x,y,z) | y = −x e z = −2x}, logo,

v3 = (1,−1,−2) eu3 =
(

1√
6
,

−1√
6
,

−2√
6

)
.

Resposta:D =




0 0 0
0 3 0
0 0 6



 eP =





1√
2

−1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

−1√
6

0 −1√
3

−2√
6





6. SendoA=




2 1 1
1 2 −1
1 −1 2



, aplique o processo de diago-

nalização à matrizA, determinando a matriz ortogonalP
e a diagonalD tal queA = P ·D ·Pt.

Soluç̃ao: ComoA é uma matriz simétrica, temos, pelo Teo-
rema 3, queA é diagonalizável por matriz ortogonal.

O polinômio caracterı́stico deA é dado por det(xI3−A), logo
teremos:

p(x) =

∣∣∣∣∣∣

x−2 −1 −1
−1 x−2 1
−1 1 x−2

∣∣∣∣∣∣
= x(x−3)2

Os autovalores deA são 0 , 3 e 3.

Seλ = 0, teremos:

〈 −2 −1 −1
−1 −2 1
−1 +1 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉
usando as operações

elementares obtemos

〈 1 1 0
0 −1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Daı́, temos queS0 = {(x,y,z) | x = −y e z = y}, ou seja,

v1 = (−1,1,1) eu1 =
(
−1√

3
,

1√
3
,

1√
3

)

Seλ = 3, teremos:

〈 1 −1 −1
−1 1 1
−1 1 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

usando as operações

elementares obtemos

〈 1 −1 −1
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Daı́, temos queS3 = {(x,y,z) | x−y−z= 0}. Para escolhermos
os autovetores ortogonais paraλ = 3, temos que determinar os
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vetores ortogonais que pertencem ao planox−y−z= 0. Facil-
mente determinamosv2 = (1,1,0), agora para determinar ov3,
temos que encontrar um vetor deste plano que seja ortogonal ao
v2 encontrado. Ou seja,v3 = (a,b,c) tal que〈v3 · v2〉 = 0 ev3

pertence ao plano, ou seja,a−b−c= 0.

Logo, temos que:a− b− c = 0 e a+ b = 0. Daı́, obtemos
v3 = (−1,1,−2).

Logo, paraλ = 3 obtemosv2 = (1,1,0) e v3 = (1,−1,−2).

Logo u2 =
(

1√
2
,

1√
2
,0

)
eu3 =

(
−1√

6
,

1√
6
,

−2√
6

)
.

Resposta:D =




0 0 0
0 3 0
0 0 3



 eP =





−1√
3

1√
2

−1√
6

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

0 −2√
6





7. Verifique se o operadorT : R
3 → R

3, definido por
T(x,y,z) = (−y− z,−x− z,−x− y) é auto-adjunto. Se
for, determine uma base ortonormal formada pelos auto-
vetores deste operadorT e a matriz que representaT nesta
base.

Soluç̃ao: A matriz que representa o operadorT com respeito
à base canônica é:

A =




0 −1 −1
−1 0 −1
−1 −1 0





!
Pelo Teorema 1 da aula 24, temos que um operador é auto-
adjunto se e somente se a matriz que o representa com res-
peito a qualquer base ortonormal é uma matriz simétrica.

Logo, o operador acima é auto-adjunto. Precisamos agora de-
terminar primeiro os autovetores e a partir deles os autovetores
deA (que vai ser uma base ortogonal) e a partir desses autove-
tores vamos determinar a base ortonormal.

O polinômio caracterı́stico deA é dado porp(x) = det(xI3−A),
logo teremos:

p(x) =

∣∣∣∣∣∣

x 1 1
1 x 1
1 1 x

∣∣∣∣∣∣
= (x−1)2(x+2)
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Os autovalores deA são 1 e−2.

Seλ = 1, teremos:

〈 1 1 1
1 1 −1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

por meio das operações

elementares obtemos

〈 1 1 1
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Daı́, temos queV1 = {(x,y,z) | x+y+z= 0}. Para escolhermos
os autovetores ortogonais paraλ = 1, temos que determinar os
vetores ortogonais que pertencem ao planox+y+z= 0. Facil-
mente determinamosv1 = (−1,1,0), agora para determinar o
v2 temos que encontrar um vetor deste plano que seja ortogonal
aov1 encontrado. Ou seja,v2 = (a,b,c) tal que〈v1 · v2〉 = 0 e
v2 pertence aV1.

Logo, temos que:a+ b+ c = 0 e−a+ b = 0. Daı́ obtemos
v2 = (1,1,−2).

Paraλ = 1 obtemosv1 = (−1,1,0) e v2 = (1,1,−2). Logo

u1 =
(
−1√

2
,

1√
2
,0

)
eu2 =

(
1√
6
,

1√
6
,

−2√
6

)
.

Se λ = −2, teremos:

〈 −2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉
por meio das

operações elementares obtemos

〈 1 0 −1
0 −1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

Daı́, temos queS−2 = {(x,y,z) | x = z e y = z}, ou seja,

v3 = (1,1,1). Logou3 =
(

1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)

Resposta:O operadorT é auto-adjunto, uma base ortonormal
formada pelos autovetores deste operadorT é

B =

{(−1√
2
,

1√
2
,0

)
,

(
1√
6
,

1√
6
,

1√
6

)
,

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)}
,

e a matriz que representaT nesta baseD =




1 0 0
0 1 0
0 0 −2



.

8. SejaT : R
3→ R

3 um operador auto-adjunto com auto-
valores associadosλ1 = 3 e λ2 = 4. Suponha quev1 =
(1,1,1) ev2 = (2,0,1) são autovetores associados aoλ1 =
3. Determine um autovetor associado ao autovalorλ2 = 4
e uma base ortonormal de autovetores deT.

92 C E D E R J



i

i

i

i

i

i

i

i

C
A

ṔI
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Soluç̃ao: Como T é um operador auto-adjunto, o autovetor
associado ao autovalorλ2 = 4 vai ser o vetorv3 que é ortogonal
av1 ev2. Logo,v3 = (1,1,−2).

Podemos observar quev1 e v2 não são ortogonais, logo pre-
cisamos determinar o vetorw ortogonal av1 e v3. Sejaw =
(−1,1,0).

Temos a base ortonormal de vetores deT formada pelos veto-

res:u1 =
(

1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
; u2 =

(
−1√

2
,

1√
2
,0

)
eu3 =

(
1√
6
,

1√
6
,

−2√
6

)

Resposta: O autovetor associado ao autovalorλ2 = 4 é
v3 = (1,1,−2).

A base ortonormal é

β =

{(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
,

(−1√
2
,

1√
2
,0

)
,

(
1√
6
,

1√
6
,

−2√
6

)}
.

!
Se tomar o vetorw ortogonal av2 ev3, a base será:

β =

{( −1√
30

,

5√
30

,

2√
30

)
,

(
2√
5
,0,

1√
5

)
,

(
1√
6
,

1√
6
,

−2√
6

)}

9. Verifique se o operadorT : R
3 → R

3, definido por:
T(x,y,z) = (x+ y,x+ y,z) é auto-adjunto. Se for, deter-
mine uma base ortonormal de vetores do operadorT e a
matriz que representaT nesta base.

Soluç̃ao: SejaA a matriz que representa este operador na base

canônica:A =




1 1 0
1 1 0
0 0 1



 é matriz simétrica, logo o opera-

dor T é auto-adjunto.

Os autovalores deA são 0, 1 e 2.

Seλ = 0 entãov1 = (−1,1,0), logou1 =
(
−1√

2
,

1√
2
,0

)
.

Seλ = 1 entãov2 = (0,0,1), logou2 = (0,0,1).

Seλ = 2 entãov3 = (1,1,0), logou3 =
(

1√
2
,

1√
2
,0

)
.
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Resposta: O operadorT é auto-adjunto, uma base ortonor-

mal éB =
{(
−1√

2
,

1√
2
,0

)
,(0,0,1),

(
1√
2
,

1√
2
,0

)}
e a matriz que

representaT nesta baseD =




0 0 0
0 1 0
0 0 2



.
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Capítulo
FORMAS BILINEARES , FORMAS QUADRÁTICAS ,
CÔNICAS, QUÁDRICAS , AUTOVALOR COMPLEXO

4
Este é o último capı́tulo! Nele estamos tratando os concei-

tos: Fórmulas Bilineares e Quadráticas, Cônicas, Quádricas e
também o Autovalor Complexo.

No primeiro capı́tulo fizemos todas as contas para deter-
minar autovalores e autovetores, mas aos poucos, nos outros
capı́tulos, deixamos de ter esse cuidado. Agora, neste cap´ıtulo,
não estamos mais fazendo as contas pois achamos que vocês já
estão aptos a fazê-las.

Vamos lá. Ao trabalho!

Exerćıcios

1. SejaF uma forma bilinear no espaço vetorialV eA a ma-
triz que representaF numa baseα deV. Mostre queF
é uma forma bilinear simétrica se e somente seA é uma
matriz simétrica.

2. SejaA∈Mn(R). Verifique que a aplicaçãoF : R
n×R

n→
R, definida porF(u,v) = ut Av, é uma forma bilinear.

3. SejaF : R
3×R

3→R definida porF(u,v) = 〈u,v〉, o pro-
duto escalar emR3.

(a) Determine a matrizA que representa a forma bilinear
F com respeito àα, base canônica deR3.

(b) Determine a matrizB que representa a forma bilinear
F com respeito à baseβ = {(1,1,0),(−1,0,1),(0,2,1)}.
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4. SejaF : R
2×R

2→R definida porF(u,v)= F((x1,x2),(y1,y2))=

2x1y1−3x1y2 +x2y2.

(a) Determine a matrizA que representa a forma bilinear
F com respeito àα, base canônica deR2.

(b) Determine a matrizB que representa a forma bilinear
F com respeito à baseβ = {(1,0),(1,1)}.

(c) Determine a matrizC que representa a forma bilinear
F com respeito à baseδ = {(2,1),(1,−1)}.

(d) Determine a matriz mudança de baseP, da baseβ
para a baseδ , e verifique queB = PtCP.

5. Determine, em cada caso, uma mudança de variávelP que
transforme as formas quadráticasq : R

3→ R, definidas
a seguir, dadas na base canônica, em uma forma diagonal.
Obtenha também a expressão dessa forma diagonal.

(a) q(x1,x2,x3) = 3x1
2+5x2

2+3x3
2−2x1x2+2x1 x3−2x2 x3

(b) q(x1,x2,x3) = x1
2+x2

2+x3
2 +2x2x3

6. Em cada caso, aplique o procedimento apresentado na aula
27, simplificando a equação ao máximo e identificando a
cônica apresentada.

• Reescreva a equação da cônica na forma matricial
(vtAv+Bv+n = 0). Lembre-se de quevtAvé a forma
diagonal eBv a forma linear en é o termo indepen-
dente.

• Determine os autovetores (base ortonormal:P) e au-
tovalores da matriz simétricaA. Lembre-se de que
P é a matriz que diagonaliza a matrizA, e a matriz
diagonal D é composta dos autovalores eD = PtAP.

• A forma diagonal deq é dada por: q(x1,y1) =

[x1 y1]D

[
x1

y1

]
.

• A forma linear se transforma emBv= B (P(x1,y1))
– o que vai ser feito aqui é simplesmente uma mudança
de base.

• Reescreva a equação com a forma diagonal e a forma
linear.
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• Resolva os quadrados perfeitos, e a equação estará
simplificada.

• Classifique a cônica.

!
– Se os autovalores forem diferentes de zero: se os au-
tovalores tiverem o mesmo sinal (todos maiores que
zero ou menores que zero), teremos uma elipse, um
ponto ou o conjunto vazio; se os autovalores tiverem
sinais contrários, a cônica será uma hiperbole ou um
par de retas concorrentes.
– Se um dos autovalores for igual a zero, teremos uma
parábola, ou um par de retas paralelas ou uma única
reta ou o conjunto vazio.

(a) 7x2+y2−8xy−17
√

5x+11
√

5y+41= 0

(b) 4x2+y2 +4xy+5
√

5x+10
√

5y+5 = 0

(c) 3x2+3y2−2xy+2
√

2x−6
√

2y+2 = 0

7. Em cada caso, aplique o procedimento apresentado na aula
28, simplificando a equação ao máximo e identificando a
quádrica apresentada.

• Reescreva a equação da quádrica na forma matricial
(vtAv+Bv+ p = 0).
– vtAv é a forma diagonal eBv a forma linear, ep é
o termo independente.

!
Observe agora queA é uma matriz 3×3, ev é um
vetor doR

3.

• Determine os autovetores (base ortonormal:P) e au-
tovalores da matriz simétricaA. Lembre-se de que
P é matriz que diagonaliza a matriz A, e a matriz
diagonalD é composta dos autovalores eD = PtAP.

• A forma diagonal deq é dada porq(x1,y1) =

[x1 y1 z1] D




x1

y1

z1



.
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• A forma linear se transforma emBv= B(P(x1,y1,z1))
– o que vai ser feito aqui é simplesmente uma mudança
de base.

• Reescreva a equação com a forma diagonal e a forma
linear.

• Resolva os quadrados perfeitos, e a equação da quádrica
estará simplificada.

• Classifique a quádrica.

!
– Se os autovalores forem diferentes de zero: sep é
diferente de zero, a quádrica é dita ser de centro e será
uma elipsóide, se os autovalores tiverem o mesmo sinal
teremos uma elipsóide, um ponto ou o conjunto vazio;
se os autovalores tiverem sinais contrários, a cônica
será uma hiperbolóide de uma folha (com um sinal ne-
gativo) ou de duas folhas (com dois sinais negativos);
sep é igual a zero, teremos um cone ou um par de retas
concorrentes.
– Se um dos autovalores for igual a zero, teremos
um parabolóide elı́ptico ou hiperbólico, um cilindro
elı́ptico ou parabólico, dois planos secantes ou dois pla-
nos paralelos.

(a) 2xy−4
√

2x+2
√

2y+z−9 = 0

(b) 2xy+2xz+2yz−6x−6y−4z−9 = 0

(c) 7x2+7y2+10z2−2xy−4xz+4yz−12x+12y+60z−
24= 0

8. Determine os autovalores e uma base para cada auto-espaço
das matrizes a seguir:

(a) A =

[
1 −2
1 3

]

(b) A =

[
−2 −1
5 2

]

9. Calcule os autovalores e autovetores da matriz

A =

[
a −b
b a

]
, ondea e b são números reais tal quea

diferente de zero oub diferente de zero.

Agora é a sua vez. Mãos à obra!98 C E D E R J
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Soluç̃oes

1. SejaF uma forma bilinear no espaço vetorialV eA a ma-
triz que representaF numa baseα deV. Mostre queF
é uma forma bilinear simétrica se e somente seA é uma
matriz simétrica.

Soluç̃ao: Se F é uma forma bilinear no espaço vetorialV,
temos que:F(u,v) = utAv.

Observe queutAv é um escalar, logo,utAv= (utAv)t .

Daı́,F(u,v) = (utAv)t = vtAtu.

Pela definição 2 temos que seF é bilinear, ou seja,F(u,v) =
F(v,u), assim:

vtAu= F(u,v) = F(v,u) = vtAu.

Logo,
vtAtu = vtAu

Daı́,At = A, ou seja,A é uma matriz simétrica.

Reciprocamente, se A é uma matriz simétrica, então At = A,
então:

F(u,v) = utAv=
(
utAv

)t
= vtAtu = vtAu= F(v,u)

Logo, a forma bilinearF também é simétrica.

!
Ficou provado então queF é uma forma bilinear simétrica
se somente se a matrizA que representaF numa baseα do
espaço vetorialV é matriz simétrica.

2. SejaA∈Mn(R). Verifique que a aplicaçãoF : R
n×R

n→
R, definida porF(u,v) = utAv é uma forma bilinear.

Soluç̃ao: Sejau, v, w∈ R
n ea∈R.

F(u+ aw,v) = (u+aw)tAv= (ut + awt)Av= utAv+ awtAv=
= F(u,v)+aF(w,v), ou seja,F é bilinear na primeira variável.

F(u,v+aw)= utA(v+aw)= (utAv)+(utAaw)= (utAv)+a(utAw)=
F(u,v) + aF(w,v), ou seja,F é bilinear também na segunda
variável.

Logo,F é forma bilinear.
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3. SejaF : R
3×R

3→R definida porF(u,v) = 〈u,v〉, o pro-
duto escalar emR3.

(a) Determine a matrizA que representa a forma bilinear
F com respeito àα, base canônica deR3.

Soluç̃ao: Temos que:

F((1,0,0),(1,0,0)) = 1; F((0,1,0),(1,0,0)) = 0;
F((0,0,1),(1,0,0)) = 0;

F((1,0,0),(0,1,0)) = 0; F((0,1,0),(0,1,0)) = 1;
F((0,0,1),(0,1,0)) = 0;

F((1,0,0),(0,0,1)) = 0; F((0,1,0),(0,0,1)) = 0 e
F((0,0,1),(0,0,1)) = 1

Logo A =




1 0 0
0 1 0
0 0 1





Resposta: A matriz que representa a forma bilinearF

com respeito à base canônica éA =




1 0 0
0 1 0
0 0 1



.

(b) Determine a matrizB que representa a forma bilinear
F com respeito à baseβ = {(1,1,0),(−1,0,1),(0,2,1)}.

Soluç̃ao:
F((1,1,0),(1,1,0)) = 2; F((−1,0,1),(1,1,0)) = −1;
F((0,2,1),(1,1,0)) = 2;

F((1,1,0),(−1,0,1)) = −1; F((−1,0,1),(−1,0,1)) =
2;
F((0,2,1),(−1,0,1)) = 1;

F((1,1,0),(0,2,1)) = 2; F((−1,0,1),(0,2,1)) = 1; e
F((0,2,1),(0,2,1)) = 5.

Logo B =




2 −1 2
−1 2 1
2 1 5





Resposta: A matriz que representa a forma bilinearF

com respeito à base canônica éB =




2 −1 2
−1 2 1
2 1 5



.

4. SejaF : R
2×R

2→R definida por:F(u,v)= F((x1,x2),(y1,y2))=

2x1y1−3x1y2 +x2y2.
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ṔI
T

U
L

O
4

1
M

Ó
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(a) Determine a matrizA que representa a forma bilinear
F com respeito àα, base canônica deR2.

Soluç̃ao:
F((1,0),(1,0)) = 2; F((1,0),(0,1)) =−3;

F((0,1),(1,0)) = 0; e F((0,1),(0,1)) = 1.

LogoA =

[
2 −3
0 1

]

Resposta: A matriz que representa a forma bilinearF

com respeito à base canônica éA =

[
2 −3
0 1

]
.

(b) Determine a matrizB que representa a forma bilinear
F com respeito à baseβ = {(1,0),(1,1)}

Soluç̃ao:
F((1,0),(1,0)) = 2; F((1,0),(1,1)) =−1;

F((1,1),(1,0)) = 2; F((1,1),(1,1)) = 0.

LogoB =

[
2 −1
2 0

]

Resposta: A matriz que representa a forma bilinearF

com respeito à base canônica éB =

[
2 −1
2 0

]
.

(c) Determine a matrizC que representa a forma bilinear
F com respeito à baseδ = {(2,1),(1,−1)}

Soluç̃ao:
F((2,1),(2,1)) = 3; F((2,1),(1,−1)) = 9;

F((1,−1),(2,1)) = 0; F((1,−1),(1,−1)) = 6.

LogoC =

[
3 9
0 6

]

Resposta: A matriz que representa a forma bilinearF

com respeito à base canônica éC =

[
3 9
0 6

]
.

(d) Determine a matriz mudança de baseP, da baseβ
para a baseδ , e verifique queB = PtCP.

Soluç̃ao: Observe que, neste caso, a matrizP é a matriz
mudança de base, da baseβ para a baseδ , que é definida
por δ−1β (reveja este conceito no seu livro deÁlgebra
Linear I).
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Temos que:

β =

[
1 1
0 1

]
; δ =

[
2 1
1 −1

]
e δ−1 =

[
1
3

1
3

1
3

−2
3

]

Logo P = δ−1β =

[
1
3

1
3

1
3

−2
3

][
1 1
0 1

]
=

[
1
3

2
3

1
3

−1
3

]

Além disso,Pt =

[
1
3

1
3

2
3

−1
3

]

Logo,B = PtCP, ou seja:

[
2 −1
2 0

]
=

[
1
3

1
3

2
3

−1
3

]
·
[

3 9
0 6

]
·
[

1
3

2
3

1
3

−1
3

]

Resposta:A matriz mudança de base éP =

[
1
3

2
3

1
3

−1
3

]

e vimos queB = PtCP.

5. Determine, em cada caso, uma mudança de variávelP que
transforme as formas quadráticasq : R

3→ R, definidas
a seguir, dadas na base canônica, em uma forma diagonal.
Obtenha também a expressão dessa forma diagonal.

(a) q(x1,x2,x3) = 3x1
2+5x2

2+3x3
2−2x1x2+2x1 x3−2x2 x3

Soluç̃ao: Observando os coeficientes deq, podemos
observar que a matrizA, que representaqna base canônica,
é dada por:

A =




3 −1 1
−1 5 −1
1 −1 3





Diagonalizar a forma quadráticaq é equivalente a diago-
nalizar a matriz simétricaA.

O polinômio caracterı́stico deA é dado por:

p(x) = det(xI3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x−3 1 −1
1 x−5 1
−1 1 x−3

∣∣∣∣∣∣
=

= (x−2)(x−3)(x−6)

As raı́zes do polinômio caracterı́stico são 2, 3 e 6, ou seja,
os autovalores deA são 6, 2 e 3.
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


6−3 1 −1

1 6−5 1
−1 1 6−3



·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo o sistema




3 1 −1
1 1 1
−1 1 3



·




x
y
z



 =




0
0
0



,

determinamos: S6 = {(x,y,z) | x = z e y = −2z} =
{(z,−2z,z) | z∈R}= [(1,−2,1)].

Logov1 = (1,−2,1).

Seλ = 2, temos




2−3 1 −1

1 2−5 1
−1 1 2−3



·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo o sistema,




−1 1 −1
1 −3 1
−1 1 −1



·




x
y
z



 =




0
0
0



,

determinamos: S2 = {(x,y,z) | y = 0 e x = −z} =
{(−z,0,z) | z∈ R}= [(−1,0,1)].

Logov2 = (−1,0,1).

Seλ = 3, temos




3−3 1 −1

1 3−5 1
−1 1 3−3



·




x
y
z



 =




0
0
0



.

Resolvendo o sistema,




0 1 −1
1 −2 1
−1 1 0



·




x
y
z



 =




0
0
0



,

determinamos: S3 = {(x,y,z) | z = y e x = y} =
{(y,y,y) | y∈R}= [(1,1,1)].

Logov3 = (1,1,1).

A base dos autovetores éB= {(1,−2,1),(−1,0,1),(1,1,1)}
– que é uma base ortogonal, porém, precisamos determi-
nar a base ortonormal, ou seja,

P =

{(
1√
6
,

−2√
6
,

1√
6

)
,

(−1√
2
,0,

1√
2

)
,

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)}
,

ou seja:

P =





1√
6

1√
3

1√
2

−2√
6

1√
3

0

1√
6

1√
3

−1√
2





Devemos tomar os autovetores de tal forma que detP= 1.

A matriz diagonal correspondente é:

D =




6 0 0
0 3 0
0 0 2




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A expressão na forma diagonal deq é dada por:

q(y1,y2,y3)= [y1 y2 y3]




6 0 0
0 3 0
0 0 2








y1

y2

y3



= 6y1
2+3y2

2+2y3
2

Resposta:A matriz mudança de variável é

P =





1√
6

1√
3

1√
2

−2√
6

1√
3

0

1√
6

1√
3

−1√
2




,

e a expresssão desta forma diagonal é

q(y1,y2,y3) = 6y1
2 +3y2

2 +2y3
2
.

(b) q(x1,x2,x3) = x1
2+x2

2+x3
2 +2x2x3

Soluç̃ao: Observando os coeficientes deq, podemos
observar que a matrizA que representaq na base canônica
é dada por:

A =




1 0 0
0 1 1
0 1 1





Diagonalizar a forma quadráticaq é equivalente a diago-
nalizar a matriz simétricaA.

O polinômio caracterı́stico deA é dado por:

p(x) = det(xI3−A) =

∣∣∣∣∣∣

x−1 0 0
0 x−1 −1
0 −1 x−1

∣∣∣∣∣∣
=

= (x−0)(x−1)(x−2)

Logo, os autovalores são 0, 1 e 2.

Seλ = 0, temos que:(0I3−A)v = 0, ou seja,




−1 0 0
0 −1 −1
0 −1 −1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Este sistema é equivalente a:x = 0 e z = −y, logo a
solução é da forma:V0 = {(0,y,−y) | y∈R}= [(0,1,−1)].

Portanto,v1 = (0,1,−1) é o autovetor associado aλ = 0.
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Seλ = 1, temos que:(1I3−A)v= 0, ou seja,



0 0 0
0 0 −1
0 −1 0



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Este sistema,para qualquer valor de x, é equivalente a
y = 0 ez= 0, logo, todas as soluções são da forma:

V1 = {(x,0,0) | x∈ R}= [(1,0,0)].

Portanto,v2 = (1,0,0) é o autovetor associado aλ = 1.

Seλ = 2, temos que:(2I3−A)v= 0, ou seja,



1 0 0
0 1 −1
0 −1 1



 ·




x
y
z



 =




0
0
0





Este sistema é equivalente a:x= 0 ez= y, logo, todas as
soluções são da forma:

V2 = {(0,y,y) | y∈ R}= [(0,1,1)].

Portanto,v3 = (0,1,1) é o autovetor associado aλ = 2.

A base dos autovetores éB= {(0,1,−1),(1,0,0),(0,1,1)}
– que é uma base ortogonal, porém, precisamos determi-
nar a base ortonormal, ou seja,

P =

{
(1,0,0),

(
0,

1√
2
,

−1√
2

)
,

(
0,

1√
2
,

1√
2

)}
,

ou seja:

!
Observe que mudamos a ordem dos vetores deP para
que detP = 1.

P =





1 0 0
0 1√

2
1√
2

0 −1√
2

1√
2



 , detP = 1

A matriz diagonalD, semelhante à matrizA, é dada por:

D =




1 0 0
0 0 0
0 0 2




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A expressão na forma diagonal deq é dada por:

q(y1,y2,y3)= [y1 y2 y3]




1 0 0
0 0 0
0 0 2








y1

y2

y3



= 1y1
2+0y2

2+2y3
2

Resposta:A matriz mudança de variável

P =





1 0 0
0 1√

2
1√
2

0 −1√
2

1√
2



 ,

e a expresssão desta forma diagonal é

q(y1,y2,y3) = 1y1
2 +0y2

2 +2y3
2
.

6. Em cada caso, aplique o procedimento apresentado na aula
27, simplificando a equação ao máximo e identificando a
cônica apresentada.

(a) 7x2 +y2−8xy−17
√

5x+11
√

5y+41= 0

Soluç̃ao: Vamos seguir o procedimento sugerido na aula
27 passo a passo. Ou seja:

• Reescreva a equação da cônica na forma matricial
(vtAv+Bv+n= 0).

[x y]

[
7 −4
−4 1

][
x
y

]
+

[
−17
√

5 11
√

5
][

x
y

]
+41= 0

• Determine os autovetores (base ortonormal –P ) e au-
tovalores da matriz simétricaA. Lembre-se de queP é a
matriz que diagonaliza a matrizA, e a matriz diagonalD
é composta dos autovalores eD = PtAP.

A =

[
7 −4
−4 1

]

Os autovalores deA são: 9 e−1.

!
A cônica pode ser uma hipérbole.
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Seλ1 = 9, temos quev1 = (2,−1), logou1 =
(

2√
5
,

−1√
5

)

Seλ2 =−1, temos quev1 = (1,2), logou1 =
(

1√
5
,

2√
5

)

D =

[
9 0
0 −1

]
eP =




2√
5

−1√
5

1√
5

2√
5



, com detP = 1

•A forma diagonal deq é dada porq(x1,y1)= [x1 y1]D

[
x1

y1

]

q(x1,y1) = [x1 y1]

[
9 0
0 −1

][
x1

y1

]

• A forma linear se transforma emBv = B(P(x1,y1)) –
o que vai ser feito aqui é simplesmente uma mudança de
base.

Bv=
[
−17
√

5 11
√

5
]



2√
5

1√
5

−1√
5

2√
5




[

x1

y1

]

• Reescreva a equação com a forma diagonal, a forma
linear e o termo independente.

[x1 y1]

[
9 0
0 −1

][
x1
y1

]
+

[
−17
√

5 11
√

5
]



2√
5

1√
5

−1√
5

2√
5




[

x1
y1

]
+41= 0

•Resolva a equação e os quadrados perfeitos, e a equação
estará simplificada.

9x1
2−y1

2−45x1 +5y1 +41= 0

9
(
x1

2−5x1
)
−

(
y1

2−5y1
)

=−41

9

(
x1−

5
2

)2

−
(

y1−
5
2

)2

=−41+9

(
25
4

)
− 25

4
=−41+8

(
25
4

)

9

(
x1−

5
2

)2

−
(

y1−
5
2

)2

=−41+50= 9

9

(
x1−

5
2

)2

−
(

y1−
5
2

)2

= 9

Sejax2 =
(
x1− 5

2

)
ey2 =

(
y1− 5

2

)
.

A equação reescrita será:x2
2− y2

2

9 = 1 – que é a equação
de umahipérbole.

Resposta: A equação simplificada éx2
2− y2

2

9 = 1 que
representa umahipérbole.
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(b) 4x2 +y2 +4xy+5
√

5x+10
√

5y+5 = 0.

Soluç̃ao:
• Reescreva a equação da cônica na forma matricial
(vtAv+Bv+n= 0).

[x y]

[
4 2
2 1

][
x
y

]
+

[
5
√

5 10
√

5
][

x
y

]
+5= 0

• Determine os autovetores (base ortonormal –P ) e au-
tovalores da matriz simétricaA. Lembre-se de queP é a
matriz que diagonaliza a matrizA, e a matriz diagonalD
é composta dos autovalores eD = PtAP.

A =

[
4 2
2 1

]

Os autovalores deA são: 0 e 5.

!
A cônica pode ser uma parábola.

Seλ1 = 0, temos quev1 = (1,−2), logou1 =
(

1√
5
,

−2√
5

)
.

Seλ2 = 5, temos quev1 = (2,1), logou1 =
(

2√
5
,

1√
5

)
.

D =

[
0 0
0 5

]
eP =




1√
5

2√
5

−2√
5

1√
5



 com detP = 1.

•A forma diagonal deq é dada porq(x1,y1)= [x1 y1]D

[
x1

y1

]

q(x1,y1) = [x1 y1]

[
0 0
0 5

][
x1

y1

]

• A forma linear se transforma emBv = B(P(x1,y1)) –
o que vai ser feito aqui é simplesmente uma mudança de
base.

Bv=
[
5
√

5 10
√

5
]



1√
5

2√
5

−2√
5

1√
5




[

x1

y1

]
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• Reescreva a equação com a forma diagonal, a forma
linear e o termo independente.

[x1 y1]

[
0 0
0 5

][
x1
y1

]
+

[
5
√

5 10
√

5
]



1√
5

2√
5

−2√
5

1√
5




[

x1
y1

]
+5 = 0

•Resolva a equação e os quadrados perfeitos, e a equação
estará simplificada.

5y1
2−15x1 +20y1 +5 = 0

(
5y1

2 +20y1
)

= 15x1−5 (dividindo por 5)
(
y1

2 +4y1
)

= 3x1−1

(y1 +2)2 = 3x1−1+4

(y1 +2)2 = 3x1 +3 = 3(x1 +1)

(y1 +2)2 = 3(x1 +1)

Sejax2 = (x1 +1) ey2 = (y1 +2)

A equação reescrita será:y2
2 = 3x2 – que é a equação de

umaparábola.

Resposta: A equação simplificada éy2
2 = 3x2 que re-

presenta umaparábola.

(c) 3x2+3y2−2xy+2
√

2x−6
√

2y+2 = 0

Soluç̃ao:

• Reescreva a equação da cônica na forma matricial
(vtAv+Bv+n= 0).

[x y]

[
3 −1
−1 3

][
x
y

]
+

[
2
√

2 −6
√

2
][

x
y

]
+2 = 0

• Determine os autovetores (base ortonormal –P) e au-
tovalores da matriz simétricaA. Lembre-se de queP é a
matriz que diagonaliza a matrizA, e a matriz diagonalD
é composta dos autovalores eD = PtAP.

A =

[
3 −1
−1 3

]

Os autovalores deA são: 4 e 2.

C E D E R J 109



i

i

i

i

i

i

i

i
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!
Esta cônica pode ser uma elipse.

Seλ1 = 4, temos quev1 = (1,−1), logou1 =
(

1√
2
,

−1√
2

)

Seλ2 = 2, temos quev1 = (1,1), logou1 =
(

1√
2
,

1√
2

)

D =

[
4 0
0 2

]
e P =




1√
2

1√
2

−1√
2

1√
2





•A forma diagonal deq é dada porq(x1,y1)= [x1 y1]D

[
x1

y1

]

q(x1,y1) = [x1 y1]

[
4 0
0 2

][
x1

y1

]

• A forma linear se transforma emBv = B(P(x1,y1)) –
o que vai ser feito aqui é simplesmente uma mudança de
base.

Bv=
[
−17
√

5 11
√

5
]



1√
2

1√
2

−1√
2

1√
2




[

x1

y1

]

• Reescreva a equação com a forma diagonal, a forma
linear e o termo independente.

[x1 y1]

[
4 0
0 2

][
x1
y1

]
+

[
2
√

2 −6
√

2
]



1√
2

1√
2

−1√
2

1√
2




[

x1
y1

]
+2 = 0

•Resolva a equação e os quadrados perfeitos, e a equação
estará simplificada.

4x1
2 +2y1

2 +8x1−4y1 +2 = 0

4
(
x1

2 +2x1
)
+2

(
y1

2−2y1
)

=−2

4(x1 +1)2 +2(y1−1)2 =−2+4+2= 4

(x1 +1)2 +
(y1−1)2

2
= 1

Sejax2 = (x1 +1) ey2 =
(
y1

2−1
)
.
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A equação reescrita será:x2
2 + y2

2

2 = 1 – que é a equação
de umaelipse.

Resposta: A equação simplificada éx2
2 + y2

2

2 = 1 que
representa uma elipse.

7. Em cada caso, aplique o procedimento apresentado na aula
28, simplificando a equação ao máximo e identificando a
quádrica apresentada.

(a) 2xy−4
√

2x+2
√

2y+z−9 = 0

Soluç̃ao:
• Reescreva a equação da cônica na forma matricial
(vtAv+Bv+n= 0).

[x y z]




0 1 0
1 0 0
0 0 0








x
y
z



+
[
−4
√

2 2
√

2 1
]



x
y
z



= 9

• Determine os autovetores (base ortonormal –P) e au-
tovalores da matriz simétricaA. Lembre-se de queP é a
matriz que diagonaliza a matrizA, e a matriz diagonalD
é composta dos autovalores eD = PtAP.

A =




0 1 0
1 0 0
0 0 0





Os autovalores deA são: 0, 1 e−1.

!
A quádrica pode ser um parabolóide eĺıptico ou hi-
perbólico, um cilindro eĺıptico ou parabólico, dois pla-
nos secantes ou dois planos paralelos.

Seλ1 = 0, temos quev1 = (0,0,1), logou1 = (0,0,1).

Seλ2 = 1, temos quev2 = (1,1,0), logou1 =
(

1√
2
,

1√
2
,0

)
.

Seλ3 =−1, temos quev3 = (−1,1,0), logou1 =
(
−1√

2
,

1√
2
,0

)
.

Observe que a partir deste exercı́cio estamos deixando as
contas por conta de vocês.
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D =




0 0 0
0 1 0
0 0 −1



 eP=





0 1√
2

−1√
2

0 1√
2

1√
2

1 0 0



 com detP= 1.

•A forma diagonal deq é dada porq(x1,y1,z1)= [x1 y1 z1]D




x1

y1

z1





q(x1,y1,z1) = [x1 y1 z1]




0 0 0
0 1 0
0 0 −1








x1

y1

z1





• A forma linear se transforma emBv= B(P(x1,y1,z1))
– o que vai ser feito aqui é simplesmente uma mudança
de base.

Bv=
[
−4
√

2 2
√

2 1
]




0 1√
2

−1√
2

0 1√
2

1√
2

1 0 0








x1

y1

z1





• Reescreva a equação com a forma diagonal, a forma
linear e o termo independente.

[x1 y1 z1]




0 0 0
0 1 0
0 0 −1








x1
y1
z1



+
[
−4
√

2 2
√

2 1
]





0 1√
2

−1√
2

0 1√
2

1√
2

1 0 0








x1
y1
z1



 = 9

•Resolva a equação e os quadrados perfeitos, e a equação
estará simplificada.

y1
2−z1

2 +x1−2y1 +6z1 = 9

x1 +
(
y1

2−2y1
)
−

(
z1

2−6z1
)

= 9

x1 +(y1−1)2− (z1−3)2 = 9+1−9 = 1

x1 +(y1−1)2− (z1−3)2 = 1

Sejax2 = x1, y2 = (y1−1) ez2 = (z1−3).

A equação reescrita será:x2 + y2
2− z2

2 = 1. A quádrica
é um parabolóide hiperbólico.

Resposta:A equação simplificada éx2 + y2
2− z2

2 = 1
que representa um parabolóide hiperbólico.
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(b) 2xy+2xz+2yz−6x−6y−4z−9 = 0

Soluç̃ao:
• Reescreva a equação da cônica na forma matricial
(vtAv+Bv+n= 0).

[x y z]




0 1 1
1 0 1
1 1 0








x
y
z



 [−6 −6 −4]




x
y
z



 = 9

• Determine os autovetores (base ortonormal –P) e au-
tovalores da matriz simétricaA. Lembre-se de queP é a
matriz que diagonaliza a matrizA, e a matriz diagonalD
é composta dos autovalores eD = PtAP.

A =




0 1 1
1 0 1
1 1 0





Os autovalores deA são: 1 e−2.

A quádrica pode ser um hiperbolóide de duas folhas.

Seλ1 = 1, temos que determinar dois autovetores ortogonais
associados a este autovalor. ComoS1 = {(x,y,z) | x+y+
z= 0}, temos que determinar dois vetores ortogonais per-
tencentes a este espaço.

Sejav1 = (1,−1,0) ev2 = (1,1,−2), v1 ev2 são elemen-

tos deS1 e são vetores ortogonais. Logo,u1 =
(
−1√

2
,

1√
2
,0

)

eu2 =
(

1√
6
,

1√
6
,

−2√
6

)
.

Seλ2 =−2, temos quev3 = (1,1,1), logou3 =
(

1√
3
,

1√
3
,

−2√
6

)
.

Daı́,

D =




1 0 0
0 1 0
0 0 −2



 eP=





1√
2

1√
6

1√
3

−1√
2

1√
6

1√
3

0 −2√
6

1√
3




com detP = 1.

•A forma diagonal deq é dada porq(x1,y1,z1)= [x1 y1 z1]D




x1

y1

z1





q(x1,y1,z1) = [x1 y1 z1]




1 0 0
0 1 0
0 0 −2








x1

y1

z1




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Caderno deÁlgebra Linear II | Formas Bilineares, Formas Quadráticas, Cônicas, Quádricas, Autovalor Complexo

• A forma linear se transforma emBv= B(P(x1,y1,z1))
– o que vai ser feito aqui é simplesmente uma mudança
de base.

Bv= [−6 −6 −4]





1√
2

1√
6

1√
3

−1√
2

1√
6

1√
3

0 −2√
6

1√
3








x1

y1

z1





• Reescreva a equação com a forma diagonal, a forma
linear e o termo independente.

[x1 y1 z1]




1 0 0
0 1 0
0 0 −2








x1
y1
z1



+[−6 −6 −4]





1√
2

1√
6

1√
3

−1√
2

1√
6

1√
3

0 −2√
6

1√
3








x1
y1
z1



 = 9

•Resolva a equação e os quadrados perfeitos, e a equação
estará simplificada.

x1
2 +y1

2−2z1
2 +0x1−

4√
6

y1−
16√

3
z1 = 9

x1
2 +y1

2−2z1
2− 4√

6
y1−

16√
3

z1 = 9

x1
2 +

(
y1

2− 4√
6

y1

)
−2

(
z1

2 +
8√
3

z1

)
= 9

x1
2+

(
y1−

2√
6

)2

−2

(
z1 +

4√
3

)2

= 9+
2
3
− 32

3
= 9− 30

3
= 9−10

x1
2 +

(
y1−

2√
6

)2

−2

(
z1 +

4√
3

)2

=−1

Sejax2 = x1, y2 =
(

y1− 2√
6

)
ez2 =

(
z1− 4√

3

)
.

A equação reescrita será:x2
2+y2

2−2z2
2 =−1. A quádrica

é um hiperbolóide de duas folhas.

Resposta:A equação simplificada éx2
2 + y2

2−2z2
2 =

−1 que representa um hiperbolóide de duas folhas.

(c) 7x2 +7y2 +10z2−2xy−4xz+4yz−12x+12y+60z−24= 0
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Soluç̃ao:
• Reescreva a equação da cônica na forma matricial
(vtAv+Bv+n= 0).

[x y z]




7 −1 −2
−1 7 2
−2 2 10








x
y
z



+[−12 12 60]




x
y
z



 = 24

• Determine os autovetores (base ortonormal:P) e auto-
valores da matriz simétricaA. Lembre-se de queP matriz
que diagonaliza a matrizA, e a matriz diagonalD é com-
posta dos autovalores eD = PtAP.

A =




7 −1 −2
−1 7 2
−2 2 10





Os autovalores deA são: 6 e 12.

!
A quádrica pode ser um elipsóide, um ponto ou o con-
junto vazio.

Seλ1 = 6, temos que determinar dois autovetores ortogonais
associados a este autovalor. Como S6 = {(x,y,z) | x−
y− 2z = 0}, temos que considerarv1 = (1,1,0), então

v2 = (1,−1,1), logou1 =
(

1√
2
,

1√
2
,0

)
eu2 =

(
−1√

3
,

1√
3
,

−1√
3

)
.

Seλ2 = 12, temos quev3 = (−1,1,2), logou3 =
(
−1√

6
,

1√
6
,

2√
6

)

Daı́, D =




6 0 0
0 6 0
0 0 12



 e P =





1√
2

−1√
3

−1√
6

1√
2

1√
3

1√
6

0 −1√
3

2√
6



 com

detP = 1.

•A forma diagonal deq é dada porq(x1,y1,z1)= [x1 y1 z1]D




x1

y1

z1





q(x1,y1,z1) = [x1 y1 z1]




6 0 0
0 6 0
0 0 12








x1

y1

z1





• A forma linear se transforma emBv= B(P(x1,y1,z1))
– o que vai ser feito aqui é simplesmente uma mudança
de base. C E D E R J 115
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Bv= [−12 12 60]





1√
2

−1√
3

−1√
6

1√
2

1√
3

1√
6

0 −1√
3

2√
6








x1

y1

z1





• Reescreva a equação com a forma diagonal, a forma
linear e o termo independente.

[x1 y1 z1]




6 0 0
0 6 0
0 0 12








x1
y1
z1



+[−12 12 60]





1√
2

−1√
3

−1√
6

1√
2

1√
3

1√
6

0 −1√
3

2√
6








x1
y1
z1



 = 24

•Resolva a equação e os quadrados perfeitos, e a equação
estará simplificada.

6x1
2 +6y1

2 +12z1
2− 36√

3
y1 +

144√
6

z1 = 24

6x1
2 +6

(
y1

2− 6√
3

y1

)
+12

(
z1

2 +
12√

6
z1

)
= 24

6x1
2+6

(
y1 +

3√
3

)2

+12

(
z1−

6√
6

)2

= 24+18+72= 114

6x1
2+6

(
y1 +

3√
3

)2

+12

(
z1−

6√
6

)2

= 114 (dividindo por 6)

x1
2 +

(
y1 +

3√
3

)2

+2

(
z1−

6√
6

)2

= 19

Sejax2 = x1, y2 =
(

y1 + 3√
5

)
ez2 =

(
z1− 6√

6

)
.

A equação reescrita será:x2
2+y2

2+2z2
2 = 19. A quádrica

é um elipsóide.

Resposta:A equação simplificada éx2
2 + y2

2 + 2z2
2 =

19 que representa um elipsóide.

8. Determine os autovalores e uma base para cada auto-espaço
das matrizes a seguir:

(a) A =

[
1 −2
1 3

]
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Soluç̃ao: Determinando os autovalores deA, temos:
∣∣∣∣

x−1 2
−1 x−3

∣∣∣∣ = ((x−1)(x−3))+2 = x2−4x+5

Logo, os autovalores deA são: 2+ i e 2− i.

Determinando os autovetores, temos:

Seλ1 = 2+ i, teremos:
[

2+ i−1 2
−1 2+ i−3

]
0
0

]
⇒

[
1+ i 2
−1 −1+ i

]
0
0

]

Multiplicando a segunda linha por 1+ i e somando este
resultado na primeira linha, encontraremos:

⇒
[

0 0
−1 −1+ i

]
0
0

]

Logo,−x+(−1+ i)y = 0, ou seja:x = (−1+ i)y.

A solução para esse sistemaS2+i = {((−1 + i)y, y) |
y∈ R}= [(−1+ i,1)].

Ou seja: seλ1 = 2+ i, então o autovetorv1 = (−1+ i,1).

Seλ2 = 2− i, teremos:
[

2− i−1 2
−1 2− i−3

]
0
0

]
⇒

[
1− i 2
−1 −1− i

]
0
0

]

Multiplicando a segunda linha por 1− i e somando este
resultado na primeira linha, encontraremos:

⇒
[

0 0
−1 −1− i

]
0
0

]

Logo,−x+(−1− i)y= 0, ou seja:x = (−1− i)y.

A solução para esse sistemaS2−i = {((−1− i)y, y) |
y∈ R}= [(−1− i,1)].

Ou seja: seλ2 = 2− i, então o autovetorv1 = (−1− i,1).

Resposta:Os autovalores deA são 2+ i e 2− i, e a base
para estes espaços é determinada porP = {(−1+ i,1),

(−1− i,1)}.

(b)

[
−2 −1
5 2

]
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Soluç̃ao:

∣∣∣∣
x+2 1
−5 x−2

∣∣∣∣ = ((x+2)(x−2))+5 = x2 +1

Os autovalores deA são:+i e−i.

Determinando os autovetores, temos:

Seλ1 = +i, teremos:
[

+i +2 1
−5 +i−2

]
0
0

]
⇒

[
+i +2 1

0 0

]
0
0

]

(Multiplicamos a primeira linha por−i + 2 e somamos
este resultado na segunda linha)

Logo, (i +2)x+y = 0, ou seja:y =−(i +2)x.

A solução para esse sistemaS+i = {((x,−(i + 2)x) |
x∈ R}= [(1,−i−2)].

Ou seja: seλ1 = +i, então o autovetorv1 = (1,−i−2).

Seλ2 =−i, teremos:
[
−i +2 1
−5 −i−2

]
0
0

]
⇒

[
−i +2 1

0 0

]
0
0

]

(Multiplicamos a primeira linha pori +2 e somamos este
resultado na segunda linha)

Logo, (−i +2)x+y = 0, ou seja:y =−(−i +2)x.

A solução para esse sistemaS−i = {((x,(i − 2)x) | x ∈
R}= [(1, i−2)].

Ou seja: seλ2 =−i, então o autovetorv2 = (1, i−2).

Resposta:Os autovalores são+i e−i, e a base dos au-
tovetores é determinada porP = {(1,−i−2),(1, i−2)}.

9. Calcule os autovalores e autovetores da matrizA=

[
a −b
b a

]
,

ondea e b são números reais tal quea diferente de zero
oub diferente de zero.

Soluç̃ao:

∣∣∣∣
x−a b
−b x−a

∣∣∣∣ = (x−a)2 +b2 = x2−2ax+(a2 +b2)
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ṔI
T

U
L

O
4

1
M

Ó
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Determinando os autovetores temos:

Seλ1 = a+bi, teremos:
[

a+bi−a b
−b a+bi−a

]
0
0

]
⇒

[
+bi b
−b bi

]
0
0

]
⇒

[
+bi b
0 0

]
0
0

]

(Multiplicamos a primeira linha por−i e somamos este resul-
tado na segunda linha)

Logo, bix+ by= 0, dividindo essa equação porb 6= 0, encon-
tramos:y =−ix.

A solução para esse sistemaS+i = {(x,−ix) | x∈R}= [(1,−i)].

Ou seja: seλ1 = a+bi, então o autovetorv1 = (1,−i).

Seλ2 = a−bi, teremos:
[

a−bi−a b
−b a−bi−a

]
0
0

]
⇒

[
−bi b
−b −bi

]
0
0

]
⇒

[
−bi b
0 0

]
0
0

]

(Multiplicamos a primeira linha pori e somamos este resultado
na segunda linha)

Logo,−bix+by= 0, dividindo essa equação porb 6= 0, encon-
tramos:y = ix.

A solução para esse sistemaS+i = {(x, ix) | x∈R}= [(1, i)].

Ou seja: seλ2 = a−bi então o autovetorv2 = (1, i).

Resposta:Os autovetores sãoa+ bi e a−bi. Os autovetores
são{(1,−i),(1,+i)}.
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Apêndice

Já tinha acabado de formatar todo este livro, mas continuava
buscando mais exercı́cios e encontrei algumas provas. Assim,
decidi fazer este apêndice como se fosse uma grande prova.
São 20 questões envolvendo toda a matéria.

Fica então como sugestão para vocês, ao final do estudo de
Álgebra Linear II, resolver mais esses exercı́cios. Caso você
consiga, pode se sentir preparado para qualquer prova com o
conteúdo estudado aqui.

Vamos lá! Eis aqui a prova dos nove!

Exerćıcios

1. Dada uma matrizA∈Mn(R). Verifique se:

(i) v=




−3
0
1



 é um autovetor da matrizA=




4 −1 6
2 1 6
2 −1 8



.

Caso seja, determine o autovalor correspondente.

(ii) λ = 6 é um autovalor deA=




3 1 1
2 4 2
1 1 3



. Caso seja,

determine um autovetor associado a este autovalor.

2. Mostre que a matrizA =




4 0 1
−2 1 0
−2 0 1



 é diagonalizável

e determine a matriz diagonalD e uma matrizP tal que
D = P−1 ·A ·P.

3. Considere o operador linearT deR
3 definido por:

T(x,y,z) = (2x+2y+z,x+3y+z,x+2y+2z).

Verifique se é diagonalizável. Caso seja, determine sua
representação diagonalD ∈ M3(R) e a matrizP que re-
presenta a base dos autovetores correspondente.



i

i

i

i

i

i

i

i

4. Mostre que o operadorT : R
3→ R

3 definido por:

T(x,y,z) = (3x+y+z,2x+4y+2z,x+y+3z)

é diagonalizável. Caso seja, determine sua representação
diagonalD ∈M3(R) e o conjuntoP que representa a base
dos autovetores correspondentes.

5. Determine uma matriz ortogonal cuja primeira coluna te-
nha a direção do vetorv = (1,1,1).

6. Obtenha uma matriz ortogonal cuja primeira coluna tenha
a direção do vetorv = (1,2,−1).

7. Mostre que: SeA∈Mn(R) é ortogonal então det(A)=±1.

8. Obtenha:

(a) Uma matrizA que representa emR2 uma reflexão na
retay =

√
2x.

(b) Uma matrizB que representa emR2 uma rotação deπ6
radianos.

(c) A matriz que representa a reflexão (do item a) seguida
da rotação (do item b).

9. Determine a matriz rotação deπ3 radianos em torno da
reta L que passa pela origem e é paralela ao vetorv =
(−1,2,1).

10. Determine a matriz que representa a reflexão no plano
Π : x−2y+z com respeito à base canônica doR

3.

11. Determine a matriz que representa a projeção ortogonal
sobre o planoΠ : x+y+z= 0, com respeito à base canônica
doR

3.
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12. Determine:

(a) A matriz que representa a projeção ortogonal dos
pontosP1 = (1,0,−1) e P2 = (1,1,0) sobre o plano
Π : x+y−z= 0.

(b) A matriz que representa a reflexão sobre o plano
Π : 2x+y+z= 0.

13. Represente a matrizE, que representa emR3, uma re-
flexão no planoΠ1 gerado pelos vetoresv = (1,0,1) e
w = (1,1,2).

14. Obtenha a composição espectral de

A =




2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2





15. Obtenha a decomposição espectral da matriz

A =




6 −2 −1
−2 6 −1
−1 −1 5





16. SejaT : R
3→ R

3 um operador auto-adjunto com auto-
valores associadosλ1 = 3 e λ2 = 4. Suponha quev1 =
(1,1,1) ev2 = (2,0,1) são autovetores associados aoλ1 =
3. Determine um autovetor associado ao autovalorλ2 = 4
e uma base ortonormal de autovetores deT.

17. Seja a forma bilinearF : R
2×R

2→ R
2 definido por:

F((x1,x2),(y1,y2)) = x1y2−2x2y1 +x1y1

(a) Determine a matrizA que representaF com respeito
à base canônicaα = {(1,0),(0,1)}.

(b) Determine a matrizB que representaF com respeito
à baseβ = {(2,0),(1,−1)}.

18. Identifique a cônica representada pela equação:

11x2−24xy+4y2 +20x−40y−20= 0
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19. Identifique a quádrica representada pela equação a seguir.
Determine a matriz diagonal, que diagonaliza a forma
quadrática e a equação da quádrica no novo sistema.

2x2 +2y2 +5z2−4xy−2xz+2yz−10x−6y−2z= 7

20. Determine os autovalores e uma base para cada auto-espac¸o
da matriz

A =

[
−2 −1
5 2

]

Mãos à obra! Tente fazer essas questões antes de ler as
soluções apresentadas aqui.

Boa sorte!

Soluç̃oes

1. Dada uma matrizA∈Mn(R). Verifique se:

(i) v=




−3
0
1



 é um autovetor da matrizA=




4 −1 6
2 1 6
2 −1 8



.

Caso seja, determine o autovalor correspondente.

Soluç̃ao: Pela definição temos que: sev é autovetor da matriz
A, então existeλ ∈ R tal queA ·v = λv. Assim




4 −1 6
2 1 6
2 −1 8



 ·




−3
0
1



 =




−6
0
2



 = 2




−3
0
1





Resposta:v=




−3
0
1



 é autovetor da matrizA=




4 −1 6
2 1 6
2 −1 8



,

e o autovalor correspondente éλ = 2.
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(ii) λ = 6 é um autovalor deA=




3 1 1
2 4 2
1 1 3



. Caso seja,

determine um autovetor associado a este autovalor.

Soluç̃ao: Pela definição temos queλ é autovalor deA, existe
vetor não-nulov tal queav= λv. Assim:




3 1 1
2 4 2
1 1 3



 ·




x
y
z



 = 6·




x
y
z



 =




6x
6y
6z





Reescrevendo como sistema:





3x+y+z= 6x
2x+4y+2z= 6y
x+y+3z= 6z






−3x+y+z= 0
2x−2y+2z= 0
x+y−3z= 0

Resolvendo o sistema:

〈 −3 1 1
2 −2 2
1 1 −3

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉 〈 −3 1 1
8 −4 0
−8 4 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉 〈 −3 1 1
8 −4 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

〈 −3 1 1
2 −1 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉 〈 −1 0 1
2 −1 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0

〉

{
−x+z= 0
2x−y = 0

{
z= x
y = 2x

A solução deste sistema determinaS = {(x,y,z) | z = x e
y = 2x} = [(1,2,1)]. Logo, qualquer vetor deS é um autove-
tor associado ao autovalorλ = 6.

Resposta:λ = 6 é um autovalor deA =




3 1 1
2 4 2
1 1 3



, e um

autovetor associado év = (1,2,1).

2. Mostre que a matrizA =




4 0 1
−2 1 0
−2 0 1



 é diagonalizável

e determine a matriz diagonalD e uma matrizP tal que
D = P−1 ·A ·P.
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Soluç̃ao: A equação caracterı́stica deA é determinada por:

p(x)= det(xI3−A)=

∣∣∣∣∣∣

x−4 0 −1
2 x−1 0
2 0 x−1

∣∣∣∣∣∣
= (x−1)(x−2)(x−3)

Portanto, os autovalores da matrizA são 1, 2 e 3. Todos com
multiplicidade algébrica 1.

Temos que:






λ1 = 1⇒ v1 = (0,1,0)
λ2 = 2⇒ v2 = (1,−2,−2)
λ3 = 3⇒ v3 = (1,−1,−1)

Resposta: A matriz A é diagonalizável. Sua representação

diagonal é dada porD =




1 0 0
0 2 0
0 0 3



 eP=




0 1 1
1 −2 −1
0 −2 −1





tal queD = P−1 ·A ·P.

3. Considere o operador linearT deR
3 definido por:

T(x,y,z) = (2x+2y+z,x+3y+z,x+2y+2z).

Verifique se é diagonalizável. Caso seja, determine sua
representação diagonalD ∈ M3(R) e a matrizP que re-
presenta a base dos autovetores correspondente.

Soluç̃ao: A matriz determinada porT é:

A = [T] =




2 2 1
1 3 1
1 2 2





A equação caracterı́stica deA é dada por:

p(x)= det(xI3−A)=

∣∣∣∣∣∣

x−2 −2 −1
−1 x−3 −1
−1 −2 x−2

∣∣∣∣∣∣
= (x−1)(x−1)(x−5)

Portanto, os autovalores da matrizA são 1 e 5.

Temos que:

{
λ1 = 1⇒ v1 = (−2,1,0) e v2 = (−1,0,1)
λ3 = 5⇒ v3 = (1,1,1)
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Resposta: O operador linearT é diagonalizável, sua matriz

diagonal é dada por:D =




1 0 0
0 1 0
0 0 5



, eP=




−2 −1 1
1 0 1
0 1 1





é a matriz que representa a base dos autovetores corresponden-
tes.

4. Mostre que o operadorT : R
3→ R

3 definido por:

T(x,y,z) = (3x+y+z,2x+4y+2z,x+y+3z)

é diagonalizável. Caso seja, determine sua representação
diagonalD ∈M3(R) e o conjuntoP que representa a base
dos autovetores correspondentes.

Soluç̃ao: A matriz determinada porT é

A = [T] =




3 1 1
2 4 2
1 1 3





Autovalores: 2 e 6.

Autovetores: λ1 = 2 ⇒ S2 = {(x,y,z) | x = −y− z} ⇒
v1 = (−1,1,0) ev2 = (−1,0,1).

λ2 = 6⇒ S6 = {(x,y,z) | x = z e 2= 2z} ⇒ v3 = (1,2,1)

Resposta: T é diagonalizável. A representação diagonal é

dada porD =




2 0 0
0 2 0
0 0 6



, e o conjunto que representa a base

dos autovetores éP = {(−1,1,0),(−1,0,1),(1,2,1)}.

5. Determine uma matriz ortogonal cuja primeira coluna te-
nha a direção do vetorv = (1,1,1).

Soluç̃ao: Seja u = (x,y,z). Para queu seja ortogonal a
v= (1,1,1), o produto interno entre eles é zero, ou seja,〈u,v〉=
0, daı́:〈(1,1,1),(x,y,z)〉 = 0.

Ou seja,x+y+z= 0.

Logo,x =−y−z.

Assim, todo vetor da forma:u = (−y− z,y,z) = y(−1,1,0)+
z(−1,0,1) comy, z∈R e tal que ouy 6= 0 ouz 6= 0 é ortogonal
ao vetorv = (1,1,1).
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Tomemosy = 1 ez= 0. Obtemosu = (−1,1,0) ortogonal ao
vetorv.

Seja o vetorw = (a,b,c) ortogonal aos vetoresu = (−1,1,0) e
v = (1,1,1).

Logo,

{
〈v,w〉= 0
〈u,w〉= 0

Daı́:

{
〈(1,1,1),(a,b,c)〉 = 0
〈(−1,1,0),(a,b,c)〉 = 0

Ou seja:

{
a+b+c = 0
−a+b = 0

Resolvendo esse sistema :

{
c =−2b
a = b

Assim todo vetor da forma:w = (b,b,−2b) = b(1,1,−2) para
qualquerb∈R, tal queb 6= 0 é ortogonal aos vetoresu ev.

Tomemosb = 1, obtemosw = (1,1,−2).

Já temos aqui uma base ortogonal de vetores formada pelos ve-
tores:

v = (1,1,1), u = (−1,1,0) e w = (1,1,−2)

Normalizando os vetores:

u1 =
v
‖v‖ =

1√
3
(1,1,1) =

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)

u2 =
u
‖u‖ =

1√
2
(−1,1,0) =

(−1√
2
,

1√
2
,0

)

u3 =
w
‖w‖ =

1√
6
(1,1,−2) =

(
1√
6
,

1√
6
,

−2√
6

)

Resposta: A =





1√
3

−1√
2

1√
6

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

0 −2
6





6. Obtenha uma matriz ortogonal cuja primeira coluna tenha
a direção do vetorv = (1,2,−1).

Soluç̃ao: Sejav1 = (x,y,z) tal que〈(x,y,z),(1,2,−1)〉 = 0.
Logo,x+2y−z= 0, ou seja,z= x+2y.

S= {(x,y,z) | z= x+2y}= [(1,0,1),(0,1,2)]

Tomandox = 1 ey = 0, obtemosv1 = (1,0,1).
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Seja v2 = (a,b,c) tal que 〈(a,b,c),(1,2,−1)〉 = 0 e
〈(a,b,c),(1,0,1)〉 = 0, logo, a+ 2b− c = 0 e a+ c = 0, ou
seja,c =−a eb =−a.

S= {(a,b,c) | c =−a e b =−a}= [(1,−1,−1)]

Tomandoa = 1, obtemosv2 = (1,−1,−1).

Assim:






v = (1,2,−1)⇒ u =
(

1√
6
,

2√
6
,

−1√
6

)

v1 = (1,0,1)⇒ u1 =
(

1√
2
,0,

1√
2

)

v2 = (1,−1,−1)⇒ u2 =
(

1√
3
,

−1√
3
,

−1√
3

)

Resposta:A =





1√
6

1√
2

1√
3

2√
6

0 −1√
3

−1√
6

1√
2

−1√
3





7. Mostre que: seA ∈ Mn(R) é ortogonal, então det(A) =
±1.

Soluç̃ao: SejaA∈Mn(R) tal queA é ortogonal, entãoAt ·A =
In e det(At) = det(A).

(det(A))2 = det(A) · det(A) = det(At) · det(A) = det(At ·A) =
= det(In) = 1

Se(det(A))2 = 1, então det(A) =±1.

8. Obtenha:

(a) Uma matrizE que representa emR2 uma reflexão na
retay =

√
2x.

Soluç̃ao: Se y =
√

2x, então o vetor tangente à reta

v1 =
(

1,

√
2
)

e u1 =
(

1√
3
,

√
2√
3

)
, e o vetor normal à reta

é v2 =
(
−
√

2,1
)

eu2 =
(
−
√

2√
3

,

1√
3

)
.

Logo,A =




1√
3

−
√

2√
3

√
2√
3

1√
3



, A−1 =




1√
3

2√
6

−2√
6

1√
3





F =

[
1 0
0 −1

]

E = A ·F ·A−1

E =




1√
3

−
√

2√
3

√
2√
3

1√
3




[

1 0
0 −1

]


1√
3

2√
6

−2√
6

1√
3



=




−1
3

2
√

2
3

2
√

2
3

1
3




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Resposta: A matriz E =




−1
3

2
√

2
3

2
√

2
3

1
3



 representa a

reflexão na retay =
√

2x.

(b) Uma matrizA que representa emR2 uma rotação de
π
6 radianos.

Soluç̃ao: A matriz que representa a rotação deπ
6 radia-

nos é dada por:

Aπ
6

=

[
cosπ

6 −senπ
6

senπ
6 cosπ

6

]
=




√

3
2

−1
2

1
2

√
3

2





Resposta:A =




√

3
2

−1
2

1
2

√
3

2





(c) A matrizC que representa a reflexão (item a) seguida
da rotação (item b).

Soluç̃ao: Basta multiplicar as matrizes determinadas nos
itens anteriores, ou seja:

C = Aπ
6
·E =




√

3
2

−1
2

1
2

√
3

2



 ·



 −
1
3

2
√

2
3

2
√

2
3

1
3



 =

=




−
√

3−2
√

2
6

2
√

6−1
6

2
√

6−1
6

−
√

3+2
√

2
6





Resposta:C =





−
√

3−2
√

2
6

2
√

6−1
6

2
√

6−1
6

−
√

3+2
√

2
6





9. Determine a matriz rotação deπ3 radianos em torno da
reta L que passa pela origem e é paralela ao vetorv =
(−1,2,1).

Soluç̃ao: Sejav = v3 = (−1,2,1), logou3 =
(
−1√

6
,

2√
6
,

1√
6

)
.

O plano ortogonal av é representado porΠ : −x+2y+z= 0.

Sejav1 ∈Π, v1 = (1,0,1), logo teremosu1 =
(

1√
2
,0,

1√
2

)
.
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Devemos agora determinarv2. Seja v2 = (a,b,c) tal que

v2∈Π ev2⊥ v1, logov2 =

{
−a+2b+c= 0
a+c = 0

daı́,

{
b =−c
a =−c

v2 = (−1,−1,1)

Logo,u2 =
(
−1√

3
,

−1√
3
,

1√
3

)

Temos assim determinada a matrizP:

P =





1√
2

−1√
3

−1√
6

0 −1√
3

2√
6

1√
2

1√
3

1√
6





Matriz da rotação é representada por:

AB[v]B =





cosπ
3 −senπ

3 0

senπ
3 cosπ

3 0

0 0 1



 =





1
2

−
√

3
2 0

√
3

2
1
2 0

0 0 1





Com respeito à base canônica, esta matriz é escrita como:
A = P ·A ·P−1.

Resposta:

A =





1√
2

−1√
3

−1√
6

0 −1√
3

2√
6

1√
2

1√
3

1√
6




·





1
2 −

√
3

2 0
√

3
2

1
2 0

0 0 1



 ·





1√
2

0 1√
2

−1√
3

−1√
3

1√
3

−1√
6

2√
6

1√
6





10. Determine a matriz que representa a reflexão no plano
Π : x−2y+z com respeito à base canônica doR

3.

Soluç̃ao: Vetor ortogonal ao planoΠ é o vetorv3 = (1,−2,1).

Sejav1 ∈Π, v1 = (1,0,−1).

Seja v2 = (a,b,c) tal que v2 ∈ Π, v2 ⊥ v1, logo

v2 =

{
a−2b+c = 0
a−c = 0

daı́,

{
b = a
c = a

v2 = (1,1,1)

u1 =

(
1√
2
,0,

−1√
2

)
; u2 =

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
e u3 =

(
1√
6
,

−2√
6
,

1√
6

)

P =





1√
2

1√
3

1√
6

0 1√
3

−2√
6

−1√
2

1√
3

1√
6







i

i

i

i

i

i

i

i

A matriz que representa reflexão com respeito a esta base orto-
normal, em relação au3, será:

A =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 é a reflexão com respeito à base canônica

é determinada pelo produtoP·A ·P−1.

Resposta:

R=





1√
2

1√
3

1√
6

0 1√
3

−2√
6

−1√
2

1√
3

1√
6




·




1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 ·





1√
2

0 −1√
2

1√
3

1√
3

1√
3

1√
6

−2√
6

1√
6




=

R=





2
3

2
3

−1
3

2
3

−1
3

2
3

−1
3

2
3

−1
3





11. Determine a matriz que representa a projeção ortogonal
sobre o planoΠ : x+y+z= 0, com respeito à base canônica
doR

3.

Soluç̃ao: Sejav3 o vetor normal ao plano,v3 = (1,1,1).

Sejav1 ∈Π, v1 = (1,−1,0).

Seja v2 = (a,b,c) tal que v2 ∈ Π, v2 ⊥ v1, logo

v2 =

{
a+b+c = 0
a−b = 0

daı́,

{
b = a
c =−2a

e v2 = (1,1,−2).

Daı́,u1 =
(

1√
2
,

−1√
2
,0

)
, u2 =

(
1√
6
,

1√
6
,

−2√
6

)
eu3 =

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
.

SejaT : R
3→ R

3 tal que para qualquer vetorv do R
3, T(v) =

〈v,u1〉u1 + 〈v,u2〉u2.

Assim

T(v)=
〈
(x,y,z),

(
1√
2
,

−1√
2
,0

)〉(
1√
2
,

−1√
2
,0

)
+

〈
(x,y,z),

(
1√
6
,

1√
6
,

−2√
6

)〉

(
1√
6
,

1√
6
,

−2√
6

)

T(v) =
( x−y

2 ,

y−x
2 ,0

)
+

(
x+y−2z

6 ,

x+y−2z
6 ,

−2x−2y+4z
6

)

T(v) =
(

2x−y−z
3 ,

−x+2y−z
3 ,

−x−y+2z
3

)

Resposta: [T] =





2
3

−1
3

−1
3

−1
3

2
3

−1
3

−1
3

−1
3

2
3




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Pode ser feito também de outra forma, considerando

[T]B =




1 0 0
0 1 0
0 0 0



 e a base ortonormalB determinada pelos

vetoresu1, u2 eu3 anteriores.

Assim [T] = B[T]B ·B−1 =





2
3

−1
3

−1
3

−1
3

2
3

−1
3

−1
3

−1
3

2
3



.

12. Determine:

(a) A matriz que representa a projeção ortogonal dos
pontosP1 = (1,0,−1) e P2 = (1,1,0) sobre o plano
Π : x+y−z= 0.

Soluç̃ao: Sejav3 = (1,1,−1) vetor ortogonal aΠ.

v1 = (1,0,1) ev2 = (−1,2,1) são vetores deΠ ortogonais
a v3.

Assim:u1 =
(

1√
2
,0,

1√
2

)
, u2 =

(
−1√

6
,

2√
6
,

1√
6

)
eu3 =

(
1√
3
,

1√
3
,

−1√
3

)

formam uma base ortogonal.

A matriz que representa a projeção[T] =




1 0 0
0 1 0
0 0 0



.

Daı́

P=





1√
2

−1√
6

1√
3

0 2√
6

1√
3

1√
2

1√
6

−1√
3




eP−1 = PT =





1√
2

0 1√
2

−1√
6

2√
6

1√
6

1√
3

1√
3

−1√
3




.

Logo:

A= P·B·P−1 =





1√
2

−1√
6

1√
3

0 2√
6

1√
3

1√
2

1√
6

−1√
3








1 0 0
0 1 0
0 0 0









1√
2

0 1√
2

−1√
6

2√
6

1√
6

1√
3

1√
3

−1√
3





A matriz que representa a projeção ortogonal sobre o plano
Π : x+y−z= 0 é:

A =





2
3

−1
3

1
3

−1
3

2
3

1
3

1
3

1
3

2
3







i

i

i

i

i

i

i

i

A projeção no pontoP1 = (1,0,−1) é :

A ·P1 =





2
3

−1
3

1
3

−1
3

2
3

1
3

1
3

1
3

2
3



 ·




1
0
−1



 =





1
3

−2
3

−1
3





A projeção no pontoP2 = (1,1,0) é:

A ·P2 =





2
3

−1
3

1
3

−1
3

2
3

1
3

1
3

1
3

2
3



 ·




1
1
0



 =





1
3

1
3

2
3





Resposta:A matriz projeçãoA =





2
3

−1
3

1
3

−1
3

2
3

1
3

1
3

1
3

2
3



.

A projeção do pontoP1(1,0,−1) é
(

1
3,

−2
3 ,

−1
3

)
, e a projeção

do pontoP2(1,1,0) é
(

1
3,

1
3,

2
3

)
.

(b) A matriz que representa a reflexão sobre o plano
Π : 2x+y+z= 0.

Soluç̃ao: Sejav3 = (2,1,1) vetor ortogonal aΠ.

v1 = (0,1,−1) ev2 = (−1,1,1) são vetores deΠ ortogo-
nais av3.

Assim:u1 =
(

0,

1√
2
,

−1√
2

)
, u2 =

(
−1√

3
,

1√
3
,

1√
3

)
eu3 =

(
2√
6
,

1√
6
,

1√
6

)

formam uma base ortogonal.

A matriz que representa a reflexãoB= [T] =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1



.

Logo,

P=





0 −1√
3

2√
6

1√
2

1√
3

1√
6

−1√
2

1√
3

1√
6



 eP−1 = PT =





0 1√
2

−1√
2

−1√
3

1√
3

1√
3

2√
6

1√
6

1√
6



 .



i
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i
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Daı́:

A= P·B·P−1 =





0 −1√
3

2√
6

1√
2

1√
3

1√
6

−1√
2

1√
3

1√
6








1 0 0
0 1 0
0 0 −1









0 1√
2

−1√
2

−1√
3

1√
3

1√
3

2√
6

1√
6

1√
6





A =





−1
3

−2
3

−2
3

−2
3

2
3

−1
3

−2
3

−1
3

2
3





Resposta: A matriz reflexão é representada porA =



−1
3

−2
3

−2
3

−2
3

2
3

−1
3

−2
3

−1
3

2
3





13. Represente a matrizE que representa emR3 uma reflexão
no planoΠ1 gerado pelos vetoresv=(1,0,1) ew=(1,1,2).

Soluç̃ao: Dado os vetoresv= (1,0,1) ew= (1,1,2), devemos
determinar um vetorv3, ortogonal a estes dois vetores. Logo,
〈v,v3〉= 0 e〈w,v3〉= 0.

v3 = (1,1,−1)

Logo, o plano gerado pelos vetoresv ew é Π1 : x+y−z.

Comov e w não são ortogonais, devemos ainda determinar um
vetorv2 deΠ1 ortogonal av = (1,0,1). Daı́,v2 = (1,−2,−1).

Daı́,v1 = (1,0,1), v2 = (1,−2,−1) e v3 = (1,1,−1).

Logo,u1 =
(

1√
2
,0,

1√
2

)
, u2 =

(
1√
6
,

−2√
6
,

−1√
6

)
eu3 =

(
1√
3
,

1√
3
,

−1√
3

)
,

formam uma base ortogonal.

Temos, então que a reflexão com respeito a esta base ortonor-

mal, em relação au3, será:A =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1



. Temos ainda

que:

P =





1√
2

1√
6

1√
3

0 −2√
6

1√
3

1√
2

−1√
6

−1√
3



 eP−1 = Pt =





1√
2

0 1√
2

1√
6

−2√
6

−1√
6

1√
3

1√
3

−1√
3




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A reflexão é determinada pelo produtoP ·A ·P−1. Assim tere-
mos:

E =





1√
2

1√
6

1√
3

0 −2√
6

1√
3

1√
2

−1√
6

−1√
3




·




1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 ·





1√
2

0 1√
2

1√
6

−2√
6

−1√
6

1√
3

1√
3

−1√
3





Resposta: A matriz que representa a reflexão é dada por

E =





1
3

−2
3

2
3

−2
3

1
3

2
3

2
3

2
3

1
3





14. Obtenha a composição espectral de

A =




2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2





Soluç̃ao:

A =




2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2



 é uma matriz simétrica.

Os autovalores deA sãoλ1 = 0 , λ2 = 3 eλ3 = 3.

Os autovetores deA são:

Seλ1 = 0, entãov1 = (1,1,1) eu1 =
(

1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)

Seλ = 3, entãov2 = (1,−2,1) eu2 =
(

1√
6
,

−2√
6
,

1√
6

)

v3 = (1,0,−1) eu3 =
(

1√
2
,0,

−1√
2

)

A decomposição espectral deA é dada por:A= 8u1u1
t +6u2u2

t +
3u3u3

t .

u1u1
t =





1√
3

1√
3

1√
3





[
1√
3

1√
3

1√
3

]
=





1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3





u2u2
t =





1√
6

−2√
6

1√
6





[
1√
6
−2√

6
1√
6

]
=





1
6

−2
6

1
6

−2
6

4
6

−2
6

1
6

−2
6

1
6





u3u3
t =





1√
2

0
1√
2




[

1√
2

0 1√
2

]
=





1
2 0 −1

2

0 0 0
−1
2 0 1

2




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Resposta:A decomposição deA é dada por:

A= 0





1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3



+3





1
6

−2
6

1
6

−2
6

4
6

−2
6

1
6

−2
6

1
6



+3





1
2 0 −1

2

0 0 0
−1
2 0 1

2





A =




2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2





15. Obtenha a decomposição espectral da matriz

A =




6 −2 −1
−2 6 −1
−1 −1 5





Soluç̃ao: SejaA=




6 −2 −1
−2 6 −1
−1 −1 5



, podemos observar que

A é uma matriz simétrica.

Os autovalores deA sãoλ1 = 8, λ2 = 6 eλ3 = 3.

Se λ1 = 8, entãoV8 = {(x,y,z) | x = −y e z = 0}, daı́

v1 = (−1,1,0) eu1 =
(
−1√

2
,

1√
2
,0

)
.

Seλ2 = 6, entãoV6 =
{
(x,y,z) | x = y = −1

2 z
}

, daı́v1 = (−1,−1,2)

eu1 =
(
−1√

6
,

−1√
6
,

2√
6

)

Seλ3 = 3, entãoV3 = {(x,y,z) | x = y = z}, daı́v1 = (1,1,1) e

u1 =
(

1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)

A decomposição espectral deA é dada por:A= 8u1u1
t +6u2u2

t +
3u3u3

t

u1u1
t =





−1√
2

1√
2

0




[
−1√

2
1√
2

0
]

=





1
2

−1
2 0

−1
2

1
2 0

0 0 0





u2u2
t =





−1√
6

1√
6

2√
6





[
−1√

6
1√
6

2√
6

]
=





1
6

1
6

−2
6

1
6

1
6

−2
6

−2
6

−2
6

4
6





u3u3
t =





1√
3

1√
3

1√
3





[
1√
3

1√
3

1√
3

]
=





1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3




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Resposta:A decomposição espectral deA é:

A= 8





1
2

−1
2 0

−1
2

1
2 0

0 0 0



+6





1
6

1
6

−2
6

1
6

1
6

−2
6

−2
6

−2
6

4
6



+3





1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3





16. SejaT : R
3→ R

3 um operador auto-adjunto com auto-
valores associadosλ1 = 3 e λ2 = 4. Suponha quev1 =
(1,1,1) ev2 = (2,0,1) são autovetores associados aoλ1 =
3. Determine um autovetor associado ao autovalorλ2 = 4
e uma base ortonormal de autovetores deT.

Soluç̃ao: ComoT é um operador auto-adjunto o autovetor
associado ao autovalorλ2 = 4 vai ser o vetorv3 que é ortogonal
av1 ev2. Logo,v3 = (1,1,−2).

Masv1 e v2 não são ortogonais, logo, precisamos determinar o
vetorw ortogonal av1 ev3. Sejaw = (−1,1,0).

Temos a base ortonormal de vetores deT formada pelos veto-
res:

u1 =
(

1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
; u2 =

(
−1√

2
,

1√
2
,0

)
eu3 =

(
1√
6
,

1√
6
,

−2√
6

)

Resposta: O autovetor associado ao autovalorλ2 = 4 é
v3 = (1,1,−2).

A base ortonormal éβ =
{(

1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
,

(
−1√

2
,

1√
2
,0

)
,

(
1√
6
,

1√
6
,

−2√
6

)}
.

17. Seja a forma bilinearF : R
2×R

2→ R
2 definido por:

F ((x1,x2),(y1,y2)) = x1y2−2x2y1 +x1y1

(a) Determine a matrizA que representaF com respeito
à base canônicaα = {(1,0),(0,1)}.

Soluç̃ao:

F((1,0),(1,0)) = 1 F((1,0),(0,1)) = 1

F((0,1),(1,0)) =−2 F((0,1),(0,1)) = 0

Resposta:A =

[
1 1
−2 0

]
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(b) Determine a matrizB que representaF com respeito
à baseβ = {(2,0),(1,−1)}.

Soluç̃ao:
F((2,0),(2,0)) = 4 F((2,0),(1,−1)) = 0

F((1,−1),(2,0)) = 6 F((1,−1),(1,−1)) = 2

Resposta:B =

[
4 0
6 2

]

18. Identifique a cônica representada pela equação:

11x2−24xy+4y2 +20x−40y−20= 0

Soluç̃ao: Escrevendo a equação de forma matricial:

[x y]

[
11 −12
−12 4

][
x
y

]
+[20 −40]

[
x
y

]
−20= 0

Logo,

A =

[
11 −12
−12 4

]

Os autovalores deA são: 20 e−5.

A cônica pode ser uma hipérbole.

Seλ1 = 20, temos quev1 = (4,−3), logou1 =
(

4
5,

−3
5

)
.

Seλ2 =−5, temos quev1 = (3,4), logou1 =
(

3
5,

4
5

)
.

D =

[
20 0
0 −5

]
e P =

[
4
5

3
5

−3
5

4
5

]

[x1 y1]

[
20 0
0 −5

][
x1

y1

]
+[20 −40]

[
4
5

3
5

−3
5

4
5

][
x1

y1

]
−20= 0

20x1
2−5y1

2 +40x1−20y1 = 20

4x1
2−y1

2 +8x1−4y1 = 4

4
(
x1

2 +2x1
)
−

(
y1

2 +4y1
)

= 4

4(x1 +1)2− (y1 +2)2 = 4+4−4 = 4

Sejax2 = (x1 +1) ey2 = (y1 +2).

Resposta:A equação reescrita será: 4x2
2−y2

2 = 4 que repre-
senta umahipérbole.
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19. Identifique a quádrica representada pela equação a seguir.
Determine a matriz diagonal que diagonaliza a forma qua-
drática e a equação da quádrica no novo sistema:

2x2 +2y2 +5z2−4xy−2xz+2yz−10x−6y−2z= 7

Soluç̃ao:

[x y z]




2 −2 −1
−2 2 1
−1 1 5








x
y
z



+[−10 −6 −2]




x
y
z



= 7

A =




2 −2 −1
−2 2 1
−1 1 5





Os autovalores deA são: 6, 3 e 0.

!
A quádrica pode ser um parabolóide eĺıptico ou hiperbólico,
um cilindro eĺıptico ou parabólico, dois planos secantesou
dois planos paralelos.

Seλ1 = 6, temos quev3 = (1,−1,−2). Logou3 =
(

1√
6
,

−1√
6
,

−2√
6

)
.

Seλ2 = 3, temos quev2 = (1,−1,1). Logou2 =
(
−1√

3
,

1√
3
,

−1√
3

)
.

Seλ3 = 0, temos quev1 = (1,1,0). Logou1 =
(

1√
2
,

1√
2
,0

)
.

D =




6 0 0
0 3 0
0 0 0



 eP =





1√
6

−1√
3

1√
2

−1√
6

1√
3

1√
2

−2√
6

−1√
3

0




e detP = 1.

Reescrevendo a equação:

[x1 y1 z1]




6 0 0
0 3 0
0 0 0








x1
y1
z1



+[−10 −6 −2]





1√
6

−1√
3

−1√
6

−1√
6

1√
3

−1√
3

−2√
6

−1√
3

0








x1
y1
z1



= 7

6x1
2 +3y1

2 +0z1
2 +0x1+

6√
3

y1−
16√

2
z1 = 7

6x1
2 +3

(
y1

2 +
2√
3

y1

)
=

16√
2

z1 +7
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6x1
2 +3

(
y1 +

1√
3

)2

=
16√

2
z1 +7+1

6x1
2 +3

(
y1 +

1√
3

)2

=
16√

2
z1 +8 = 8

(√
2z1 +1

)

6x1
2 +3

(
y1 +

1√
3

)2

= 8
(√

2z1 +1
)

Sejax2 = (x1), y2 = y1 + 1√
3

ez2 =
√

2z1 +1.

Resposta: A equação reescrita será: 6x2
2 + 3y2

2 = 8z2 que
representa umparabolóide eĺıptico.

20. Determine os autovalores e uma base para cada auto-espac¸o
da matriz

A =

[
−2 −1
5 2

]

Soluç̃ao:
∣∣∣∣

x+2 1
−5 x−2

∣∣∣∣ = ((x+2)(x−2))+5= x2+1= (x+ i)(x− i)

Os autovalores deA são:+i e−i.

Se λ1 = +i, então o autovetorv1 = (1,−i − 2), logo
S+i = {(x,−(i +2)x) | x∈ R}.
Se λ2 = −i, então o autovetorv2 = (1, i − 2), logo
S−i = {((x,(i−2)x) | x∈ R}.

Resposta:Os autovalores deA são:+i e−i.

S+i = {((x,−(i +2)x) | x∈R} eS−i = {((x,(i−2)x) | x∈R}.
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