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INTRODUGAO

Caros alunos, este livro € uma forma de me aproximar de
VOCES, e isso & muito bom! Fui coordenadoraﬁdmbra Li-
near Il por mais de trés anos e, ao longo deste tempo, para que
0 curso se desenvolvesse bem, facilitando o estudo de,vocés
fizemos muitos exercicios programados, 0s nossos EPs. Dei-
xei a coordenacao da disciplina, no primeiro semestred0&,2
guando assumi o cargo de vice-coordenadora do curso de Ma-
tematica a distancia. Decidi entao juntar todo mateldal Exer-
cicios Programados e formar este caderno de exercicios.

E muito importante, para um matematico, o estudélgebra
Linear. O contetido estudado neste curso, como Autovetores
Autovalores, sera usado também no estudo de equacfees di
renciais e em sistemas dinamicos. Para estudar estalishacip
vocé deve, em primeiro lugar, ler as aulas no moédulo, acom-
panhando a programacao do professor, depois tente fahes t
0s exercicios propostos, se tiver alguma davida, procargeu
po6lo os tutores ou 0s seus amigos que estao inscritosdissia
plina. Somente depois disso vocé deve fazer os exercioims
tidos aqui, neste Caderno de Exerciciodtgebra Linear I1.

Espero que vocés aproveitem bem esse material!

Na resolucao dos exercicios, neste livro, coloqueirakags
observacoes, dentro de boxes, para, desta forma, ajodas v
neste caminho do aprender.

Vamos comecar dividindo 0 nosso curso em quatro capitulos
e um apéndice. O Capitulo 1 contém o0s exercicios refesen
a Autovetor e Autovalor (Aulas de 1 a 8); o Capitulo 2, exer-
cicios sobre Matrizes Ortogonais, Transformacoes dree —
Planas e Espaciais (Aulas 9 a 21); o Capitulo 3 sobre Matri-
zes Simétricas, Teorema Espectral e a DecomposicactEsipe
(Aulas 22 e 23); o Capitulo 4 sobre Operadores Auto-adfjnto
Formas Bilineares, Formas Quadraticas, Conicas, Quzasde
Autovalor Complexo (Aulas 24 a 29). Por fim, no Apéndice,
colocaremos exercicios sobre toda a matéria.

Desejo a vocés um bom estudo!

Regina Moreth



Capitulo

AUTOVETOR E AUTOVALOR

E muito importante para um matematico o estudo de Autove-
tores e Autovalores, pois esses conceitos serdao usadbérram
no estudo de equacoes diferenciais e em sistemas dio&mic
E importante para o estudo édgebra Linear Il que vocé leia o
modulo com atencao e faca todos os exercicios proposto

Neste primeiro capitulo, os exercicios aqui envolvidagm
parte das oito primeiras aulas do ModuloAlgebra Linear 1.
Comecamos com exercicios simples que dependem somente da
compreensao da definicao deste assunto, logo depoisnpass
para o calculo dos autovetores e autovalores, a diagagabz
de matrizes e a diagonalizacao dos operadores lineares.

Agora, vamos la. Ao estudo!
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Exercicios

1. Dada uma matria € Mp(RR), o nUmero reah & chamado
de autovalor d& se existe um vetor nao-nwgchamado
de autovetor) tal quAv= Av. Verifique em cada caso:

a) sev & um autovetor da matri&. Caso seja, deter-
mine o autovalor associado a este autovetor.

1)A:_g 81}, v=(1,2)
2)A:_i H v=(1,1)
3)A:-g g} v=(11)
A2 31] v=(1,-2)
5)A:_é ﬂ v=(0,1)
r30 0
B)A=|0 1 -2, v=(2-11)
101

b) seA & um autovalor dé&. Caso seja, determine um
autovetor associado a este autovalor.

2 2
pa[22] A
0 4
pac[®, 4] A
(7 1 -2
3)A=| 336 |, A=6
2 22
1 02
HA=|-111|, rA=-1
2 01

10 CEDERJ



. Dada a matria, determine os autovalores e bases para 0s
auto-espacos correspondentes das matrizes a seguir e de-
termine as multiplicidades algébrica e geométrica dacad
autovalor encontrado:

a) A=

b) A=

c) A=

. Dada a matriA =

das matrize®\? e A3,

N wWOOoO
o OO

|
H

o

w

-1 3 5
0 2 4 |, calcule os autovalores
0O 01

. SejaA matriz de ordenm. Prove queA e sua transpost
tém o mesmo polindmio caracteristico.

. Mostre que s@& e B sao semelhantes entao Adet detB.

. Dada a matriA, determine: (a) os polindmios caracteristi-
cos da matrizA; (b) os autovalores dA; (c) uma base
para cada auto-espaco propricAj€d) as multiplicidades
algébrica e geométrica de cada autovalor encontrado:

a) A=

b) A=

c) A=

(-1 01

3 0 -3
1 0 -1
(1 2 0]
-1 -11
|0 1 1]
(1 -1 0
0 1 -1
| 25 -3

CEDERJ 11
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7. Mostre, em cada caso, que as matrizes a seguir sao dia-
gonalizaveis e determine uma matriz diagobaé uma
matrizP tal queD = P~1. A. P.

11 O
aA=|0 -2 1

|00 3

[1 0 1
b)A=|0 1 1

110

2 -1 -1
c)A=|1 0 -1

11 2

8. Verifigue se as matrizes a seguir sao diagonalizaveis.

a)A:[

b) A=

oOrRr N DN
ohMO
oo —

9. Verifigue se as matrizes do exercicio 6 sao diagonadizga
justifique sua resposta.

11 O
a)A=|0 -2 1
|00 3
(1 0 1
b)A=|0 1 1
110
[2 -1 -1
c)A=|1 0 -1
11 2

12 CEDERJ



10. Verifique se as matrizes a seguir sao diagonalizaeaiso
sejam, determine uma matriz diagoiaé uma matriz>,
que representa a base dos autovetores, tai®gud® L -

A-P.
7 -2 0]
aA=| -2 6 -2
0 -2 5 |
T2 -1 -1
byA=| 1 0 -1
-1 1 2|

11. Em cada caso, verifique se o operador liffeaR3 — R3
é diagonalizavel. Caso seja, determine sua represantac
diagonalD € M3(R) e a matrizP que representa a base
dos autovetores correspondente.

a) T(x,Y,2) = (z,y,X)
b) T(X,y,Z) = (2X—|—y,y—Z, 2y—|—4Z)
c) T(x,y,2) = (x—22,0,—2x+4y)

12. SejaT : R? — R? definida porT(v) = Av, sendoA =

_11 :ﬂ Mostre quev; = (1,1) & autovetor del e

gue o operador linedr nao & diagonalizavel.
Agora é sua vez. Maos a obra!

1. Dada uma matria € M,(R), o nimero reak & chamado
de autovalor d& se existe um vetor nao-nwgchamado
de autovetor) tal quAv= Av. Verifique em cada caso:

a) sev &€ um autovetor da matrix. Caso seja, determine o
autovalor associado a este autovetor.

1) A:[g 21], v=(1,2)

CEDERJ 13
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Solucdo: Verificamos que:

av-[3 % 3] [3] = [3]

Resposta: Logo, v = (1,2) & autovetor da matriA, e o autovalor
associado a este autovetok é= 3.

2)A:H H v=(11)

Solucdo: Verificamos que:

S FHIHEHER

Resposta: Logo, v = (1,1) é autovetor da matriA, e o autovalor
associado a este autovetaok &= 4.

3)A:{g g} v=(1,1)

Solugao: Verificamos que:

SRR HEH

Resposta: Logo, v = (1,1) & autovetor da matri, e o autovalor
associado a este autovetok &= 3.

4)A:[§ _21], v=(1,-2)

Solugao: Verificamos que:

av=[2 2 5]-[ 2]-2 [ 3]

Resposta:Logo, v = (1,—2) & autovetor da matria, e o autovalor
associado a este autovetok &= —2.

5)A:“) ﬂ v=(0,1)



Solucao: Verificamos que:

12 0 2 0 .
Av= [ 01 } [ 1 ] = [ 1 } #A [ 1 ] para qualquer nimero
realA.
Resposta:Logo, v = (0,1) ndo & autovetor da matrix

0
—2 |, v=(2-1,1)

(3]

Resposta:Logo,v= (2,—1,1) & autovetor da matri&, e o autovalor
associado a este autovetok &= 3.

6) A=

O Ww
o+ O

Solucao: Verificamos que:

30 O
Av=|0 1 -2 |.

1 0 1

b) seA &€ um autovalor dé. Caso seja, determine um auto-
vetor associado a este autovalor.

Para que\ seja autovalor, devemos determinar um vetor gao-
nulov tal que:

A-v=A v

A partir dai, temos que(A—Al)-v =0 (Lembre-se de q
neste caso o 0 & o vetor nulo). Logo, em cada item devgmos
encontrar uma solucao para este sistema linear.

1)A:{§ 31} A=3.

AL
(22D L2

CEDERJ 15
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Resolvendo o sistema:

-1 210 -1 2]0
< 2 _4‘0>L2HL2+L1(2)< 0 0‘0>
Dai, —x+ 2y = 0, ou sejax = 2y. Logo,

S={(xy)[x=2y} ={(2%y)ly € R}.
Ou sejaS=[(2,1)].

Lembre-se de qus & um subespaco vetorial &’ de di-
mensao 1 (uma reta) que é gerado pelo veter(2,1).

ComoA-v= A -v, entao:

B R HEH

g El , V= (2,1) & um autovetor

Resposta:Dada a matriA = [

associado ao autovalar= 3.

2)/4:{_01 ‘5‘] A=1.

Solugdo: Como(A—1l,)-v =0, temos que:
0 4 10 x] [oO
-1 5| |0 1|/ |y]|] |oO
-1 4 x] [oO
-1 4|) |yl| |o
Resolvendo o sistema:
-1 4|0 -1 4]0
(7 ile)emtu(d olo)

16 CEDERJ



Dai, —x+ 4y = 0, ou sejax = 4y. Logo,

S={(xy) [x=4y} = {(4.y) [yeR}.
Ou sejaS=[(4,1)].

Lembre-se de qus & um subespaco vetorial &’ de di-
mensao 1 (uma reta) e & gerado pelo veter(4,1).

ComoA-v=A -v, entao:
0 4 . 4 _ 4 _ 1. 4
-1 5 1| |1 | - 1

Resposta:Dada a matriA = 1 g , V= (4,1) & um autovetor
associado ao autovaldr=1. )
7 1 -2
c)A=| -3 3 6 |, A=6
2 2 2

Solugao: Como(A— (6)l3) - v =0, temos que:

CEDERJ 17
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Resolvendo o sistema:

1 1 -2,0
<—3 -3 6 ‘0 > L2<—L2+L1(3)

2 2 -4'0

11 -2,0 11 -2,0
<0 0 O ‘O>L3HL3+L1(—2)<O 0 O ‘O>

2 2 -4'0 00 O0'O

Dai,x+y—2z=0, ou sejax= —y+2z

Logo,S={(-y+2zy,2) | ze R} =[(—1,1,0),(2,0,1)].

S & o auto-espaco associado ao autovalos 6. Vemo
que este subespaco & gerado pelos vetares (—1,1,0)
ev, = (2,0,1) e, sendo linearmente independentes, forrgam
uma base para o subesp& &eometricamente, o subespgco

Srepresenta um plano &2 que passa pela origem e & ger§do
por estes autovetores e vo. Logo, temos dois autovetorgs

associados a este autovalor.

ComoA-v= A -v, entao:

7 1 -2
Resposta: Dada a matrizA = { -3 3 6 ] , temos quev; =
2 2 2

(—1,10) ev, = (2,0,1) sao autovetores associados ao autovaler 6.

18 CEDERJ



Solugao: Como(A—(—1)I)-v=0, temos que:

(3313 DG
3

Resolvendo o sistema:

2 02,0 2 02,0
<—1 2 1'0>L3<—L3+L1(—1)<—1 2 1‘0>

N

2 0 2 0 00'0
1 01,0

L~ ( -1 2 1 O>L2<—L2+L1
oooo

101,0 1010

<o 2 2‘0>L2<—L2(%)<0 1 1‘o>

000'0 000'0
y

Dai,x+z=0ey+z=0,0usejax=—zey= -z

Logo,S={(-z-z2) |ze R} =[(—1,—-1,1)].

Sé o auto-espaco associado ao autovaler—1. Vemos qu
este subespaco & gerado pelo veter(—1,—1,1), e form
uma base para o subesp& &Geometricamente, o subespgdco
Srepresenta uma reta & que passa pela origem e é gerf§jda
pelo autovetow.

Como,A-v = A -ventao, temos que:

ERHIEREIR

1 0 2

Resposta:Dada a matriA=| -1 1 1 |,v=(1,1-1) éum
2 01

autovetor associado ao autovaloe —1.

CEDERJ 19
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2. Dada a matria, determine os autovalores e bases para 0s
auto-espacos correspondentes das matrizes a seguir e de-
termine as multiplicidades algébrica e geométrica dacad
autovalor encontrado:

1 00 0
0 10 0
AA=| 1 13 ¢
21 2 -1

Solugdo: Pelo Teorema 1 da aula 2, sabemos que os autovalores de
uma matriz triangular (superior ou inferior) sao os eletogme sua
diagonal principal.

1 00 O
0O 1 0 O -
Logo, os autovalores da matAz 1 13 o0 sao—1,1e 3.
-2 1 2 -1

Devemos agora calcular os autovetores.

Sabemos também que pela definicao de autoveter= A -v, ou seja:
(A—(A)l)-v=0.

e SeA = —1 temos:

1 00 O -1 0 0 O X 0
0 10 0 0 -1 0 0 y| |o
1 13 0 0 0 -1 0 z |7 |o
212 -1 0o 0 0 -1 w 0

2 00 0] [x 0

o 200 |y| |o

1 140 z| 7 |o

2 120] [w 0

20 CEDERJ



Resolvendo o sistema;

= ON

(

= NO
N B~ OO

-2

[eNeoNeoNe

Lz« L3+ Ll(—l)

Lg«—La+ L]_(Z)

[N ool
oOor o
N OO
o Ooo

(

o OoOoo

o O oo

)

;
<

Lg—Lsa+ L3(—2) <

L1<—L1-(
L2<—L2-(

NN
SN—"
B OoR

~—

-2

[N ool
kL O
N OO
OO oo

Ly« |_3(%1)

coor —__— o~

o oOor o
NP~ OO

\/

Oocoocoo — ~ oooo

O OO
(oMol e
OoOrr OO
[cNeoNeoNe

Y = =)

[eNeoNoNe]

N OO

O oOoOoo

[eNeoNeoNe

O O oo

Lz« L3+ Lz(—l)
Lg—La+ Lz(—l)

Para qualquer valor d&, x =0,y =0, z= 0. A solucao deste sis-

tema nos leva a um subesp&a®e {(0,0,0,w) |we R} =[(0,0,0,1)]
e temos entao qug0,0,0,1)} & uma base deste auto-esp&ogo,

v=(0,0,0,1) & um autovetor associado ao autovalor —1.

e SeA =1temos:

N < X
Il
oo oo
, PP PO

0

N WO

o O o

|
=

Resolvendo o sistema:

0
0
2
2

—
= O
P = OO

0
0
0
-2

O OO
[cNeoN Nel
OoOrr OO
= O OO

8> L4<—L4—|—L3(2) <

Temos entdo que+y+2z2=0e 3+ 6z2—2w=0.

Logo,x=-y—2z e w=3y+3z

S N X

O, OO

wEF OO

O N OO

O O oo

O oo

|
N

= O O

o Ooo
\/

= OO
NN OO
[eNeNe]
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A solucao deste sistema nos leva a um subesBacfi(x,y,z, w)|x =
—y—2z, w=3y+3zexy,zweR} ={(-y-2z Y,z 3y+32) | X, y, z€
R}=[(-2,2,0,3),(—2,0,1,3)]. Temos entao quf(—2,2,0,3),(—2,0,1,3)}
€ uma base deste auto-esp8glogo,v; = (—2,2,0,3) ev, = (—2,0,1,3)

sao autovetores associados ao autovalerl.

e SeA =3 temos:

1
0
1
-2
X 0
y| |0
z| | O
w 0

0

N

0

N WO

0
0
0

1

O O wo
O woo
w o oo

O oo w

Resolvendo o sistema temos que:

-2 0
0 -2
1 1
-2 1

L3« L3+ Ll(—l)
Lg—La+ L1(2)

(

(el ool
o oOor o

0
0
0
2

—4

0

0
0
2

0
0
0

0
0

0
0
0

0

0

R Rk PO
N O oo

0
0
0

—4

> Ly — L4(2) <

Logo:x=0,y=0ey=2z

0\ Li—Ly-(—3
Lo — L2 (—3

o O oo

[N ool

;

o oOor o

S N X

-2

Y e =)

[cNeoNeoNe

N O OO

-2 0

0 -2

1 1

-2 1
0[O
0|0
0 |0
-4 10

Lz« L3+ Lz(—l)
Lg—La+ Lz(—l)

= O OO

o O o

|
N

o Ooo

\/

A solugao deste sistema nos leva a um subespacf(0,0,2z 2) | ze
R} =[(0,0,2,1)]. Temos entdo qu¢(0,0,2,1)} & uma base deste
auto-espac¢®, logo, vz = (0,0,2,1) & um autovetor associado ao au-

tovalorA = 3.

Resposta: Os autovalores sael, 1, 3. Os autovaloresl1 e 3 tém
multiplicidades geométricas e algébricas iguais a 1,.g@valor 1 tem
multiplicidade geométrica e algébrica igual a 2. Paratowalor —1 a

base encontrada f§{0,0,0,1)}. Para o autovalor 1 a base encontrada
foi {(—2,2,0,3),(—2,0,1,3)}. Para o autovalor 3 a base encontrada

|

foi {(0,0,2,1)

b)A:l

22 CEDERJ
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Solucao: O polindmio caracteristico d&é dado por:

x—1 -3

p(x) =detx l,—A) = 5 x—6

‘ =(x—1)(x—6)+6
p(X) = X% — 7x+ 12 = (x—4)(x—13)

Logo, as raizes do polindmio caracteristico sao 4 e 3gfa 0s auto-
valores deA sdo 4 e 3.

Como(Al, —A)v=0, temos:

14-1 -3 x| |0
oSeA:4,temos.[ 5 4—6}[ }_[O]

o | ) 3] =10]

Resolvendo esse sistema encontramesy = 0, ou seja,x =Y.
A solucdo deste sistema nos leva a um subesfaed (x,x) | x €
R} =[(1,1)]. Uma base do auto-espacq@,1)}, logo,v=(1,1) &
um autovetor associado ao autovalos 4.

13-1 -3 x| |0
oSe)\_3,temos.[ 5 3_6}[)/}_[0].

o |5 5] [y ]=[ 0]

Resolvendo esse sistema, temos que:- 3y = 0, ou seja, = 3y,
logo x = %’y. A solucao deste sistema nos leva a um subesBaco
{(3y.y) |y € R}. Uma base do auto-espacd@,2)}, logo, (3,2) &
um autovetor associado ao autovaloe 3.

Resposta: Os autovalores d& sao 4 e 3. Para o autovalor 4 a base
do auto-espaco &1,1)}, para o autovalor 3 a base do auto-espaco
e {(3,2)}. A multiplicidade algébrica dos dois autovalores & 1, e a
multiplicidade geométrica (dimensao dos dois subespagmbém é

1.

1
-2
0

c) A=

O O
w ko

Solucao: O polindmio caracteristico d&é dado por:

x—1 -1 0
p(x) = det(xlz—A) = 0 x+2 -1
0 0 x-3
= (x—=1)(x+2)(x—3)

p(x) = (x=1)(x+2)(x=3)

CEDERJ 23
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Logo, as raizes do polindmio caracteristico sae 2.e 3, ou seja, 0s
autovalores de A sao 1,2 e 3.

e SeA =1, temos:

1-1 -1 0
o 1+2 -1 |-

0 0 1-3

0 -1 0 X 0
Dai: |0 3 -1]|-|y|=]0].
0O 0 -2 z 0

Resolvendo esse sistema, teremos:

010 X 0
ooo0f|l-|y|=]|0
001 z 0

Para qualquer valor de temosy = 0 ez= 0. A solugao deste sistema
nos leva a um subespa&e= {(x,y,z) | y=z=0} = {(x,0,0) | x €
R} =[(1,0,0)]. Uma base para este espac¢d£0,0)}, logo (1,0,0)

€ um autovetor associado ao autovalos 1.

e SeA = -2, temos:

-3 -1 0 X 0
Dai,| 0 0 -1|-|yl|l=|0].
0 0 -5 z 0

Resolvendo o sistema, temos que 0 e —3x—y =0, ou sejay =
—3xez=0. A solucdo deste sistema nos leva a um subespaco
{(x,y,2) |[y=—3xez=0} ={(x,—3x,0) |[ xe R} =[(1,-3,0)]. Uma
base para este subespagd® —3,0)}, logo (1, —3,0) & um autovetor
associado ao autovalar= —2.

e SeA = 3, temos:
3-1 -1 0 X
0 3+2 -1 |-|y|=
0 0O 3-3 z

24 CEDERJ



2 -1 0 X 0
Dai,| 0 5 -1 |-y |=]0]/[.
0O 0 O z 0

Resolvendo o sistema, temos que2y =0 e 5 —z= 0, ou seja,

y=2xez=10x. A solucdo deste sistema nos leva a um subespaco

S={(x¥.2) |y=2x e z=10¢ = {(x,2,10x) | xR} =(1,2,10)].
Uma base para este subespagd®2,10)}, logo (1,2,10) & um au-
tovetor associado ao autovalbr= 3.

Resposta:Os autovalores sao 4,2 e 3. Para o autovalor 1 a base do
auto-espaco &(1,0,0)}, para o autovalor-2 a base do auto-espacgo &
{(1,-3,0)} e para o autovalor 3 a base do auto-espafd£,10)}.
A multiplicidade algébrica dos trés autovalores é 1, aeudtiplicidade

geomeétrica (dimensao dos subespacos) dos trés aatesghmbém
el

-1 3 5
3. Dada a matriA = 0 2 4 |, calcule os autovalores
0 01

das matrize®\? e A3,

Pelo Teorema 3 da aula 2 temos que\se um autovalor d
uma matrizA, entaoA X & autovalor da matriaX para todck
natural e diferente de zero.

-1 3 5

Solucdo: Dada a matrizA = 0 2 4|, comoA é diagonal,
0 01

pelo teorema 2, os autovaloresAlsao—1,2 e 1.

Resposta:Os autovalores da? sao:(—1)? =1, (2)> =4 e(1)?=1.
Os autovalores d&3 sao:(—1)*=—1,(2)*=8¢e(1)°*=1.

4. SejaA matriz de ordenm. Prove queA e sua transpost
tém o mesmo polindmio caracteristico.
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Nas questdes deste tipo sobre demonstracao ou provajde al
gum resultado, muitos alunos erram, pois, no lugar de tgmar
uma matrizA qualquer de ordem, tentam provar que o rg-

sultado vale para uma certa matriz (ou seja, mostram qud vale
para somente um caso), e isso € errado. Devemos apr
fazer provas genéricas. Observe bem esse exercicio.

Demonstraéo

Seja A uma matriz de ordenm. SejaA autovalor deA.
Logo sabemos, pela definicao, que existe um autovesbique:
A-v=Av. Dai,(A—Al)v=0.

Mas(A—Al) étambém uma matriz quadrada e pela operagao
de transposicao:

(A=A = (A =AY = (AL = ADD.

Como uma matriz e sua transposta tém o mesmo determi-
nante, logo:

A=Al =[(A=ADY = |A = Al = |A = Al| =0.

Dai, A e A' ttm o mesmo polindmio caracteristico.
Outra maneira de mostrar este mesmo resultado:

SejaA matriz de ordenm. O polindmio caracteristico deé
dado por: deixl —A).

Sabemos que detl — A) = det((xI —A)!) =det(x(1)' - A) =
det(xl — Ab).

Como o polindmio caracteristico dé & dado por: dékl —
Al), temos queA e Al ttm o mesmo polindmio caracteristico.

CQD




5. Mostre que s@& e B sao semelhantes entao Aet detB.

Demonstraéo
SejamA e B matrizes semelhantes.

Pela definicao 1 da aula 5, temos que duas matAze8
sao semelhantes se existe uma terceira matriz invefival
queB=P1.A.P.

SeB=P~1.A.P, entdo deiB) = detP~1-A-P).
Porém, detP~1-A-P) = det(P1) - detA) - detP).

Mas detP~1) = de;P)'

detA) - det P)

Dai, temos que: deB) = del(P)

=det(A).

Logo, defB) = detA).

CQD

6. Dada a matria, determine: (a) os polindbmios caracteris-
ticos da matrizA; (b) os autovalores da&; (c) uma base
para cada auto-espaco propricAj€d) as multiplicidades
algébrica e geométrica de cada autovalor encontrado:

10 1
a)A=| 3 0 -3
1 0 -1

Solugdo: O polindmio caracteristico d& & dado por:

x+1 0 -1
p(x) =detxlz—A)=| -3 x 3
-1 0 x+1

P(¥) = (x+ 1) (X(x+1)) = 1(x) = (})((x+1)(x+1) - 1)

PO = (Y0 +2x+1-1) = (X)(< +2x) =
= (N(x+2) =x(x+2)
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Logo, as raizes do polindmio caracteristico sao 02 ou seja, 0s
autovalores de A sao 0-e2.

e SeA =0, temos:

10 -1 X
Ouseja,l| 0 0 0O |-|Vy|= .
00 O z 0

Resolvendo o sistema, temos que: para qualguer z= 0, ou seja,

X = z para qualquer valor dg A solucao deste sistema nos leva ao
subespac®= {(x,y,X) | x,y € R} =[(1,0,1)(0,1,0)]. Logo, (1,0,1)

e (0,1,0) sao autovetores associados ao autovalerO.

A multiplicidade algébrica do autovetor 0 & 2, e a multpl|
dade geomeétrica é 2.

e SeA = —2, temos:

-2+1 O -1 X
-3 -2 3 . y —
-1 0O -2+1 z

-1 0 -1 X 0
Dai,| -3 -2 3 |-y ]|=]0].

-1 0 -1 z 0
Resolvendo o sistema:

-1 0 -11]0 -1 0 -1
<—3 2 3 0>L3HL3—|-L1(—1)<—3 —2 3

-1 0 -110 0O 0 O

[eoNeoNe]
\/



-1 0 -1
Ly« L2—|—L1(—3) < 0 -2 6
0O O O

-1 0 -1 X 0
Ouseja,l] 0 -1 3 ||y |=]0].
0O 0 O z 0

Dai,—x—z=0 e —y+3z=0.

Logo,x=—-z e y=3z

S={(xy,2) | X,y,ze R, x=—-zey=3z} ={(-23z2,2) |ze R} =
[(—1,3,1)], logo(—1,3,1) & um autovetor associado ao autovalos
-2

Resposta:
(a) O polindmio caracteristicoXg(x+ 2).
(b) Os autovalores sao 0-€2.

(c) Para o autovalor 0 a base do auto-espafd.®,1),(0,1,0)],
para o autovalor-2 a base do auto-espac@(é1,3,1)].

(d) A multiplicidade algébrica do autovalor 0 € 2, e a getima é
2. Amultiplicidade algébrica de 2 &€ 1, e a multiplicidade geométrica
el

1 2 0
b)A=| -1 -1 1
0 1 1

Solucao: O polindmio caracteristico d& é dado por:

x—1 =2 0
p(x) =detxlz—A)=| 1 x+1 -1
0 -1 x-1
p(x) = (x—1)((x+1)(x—1)—1)+2(x—1) =
=(x=D(( -1 -1 +2x—1) = ((x=1)(*=2)) +2(x— 1)
P(xX) = (x=1)( —2+2) = (x)*(x— 1)
Logo, as raizes do polindmio caracteristico sdao 0 e keja, 0S au-

tovalores deA sao 0 e 1. O autovetor 0 com multiplicidade algébrica
igual a 2 e o autovetor 1 com multiplicidade algébrica iguél
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e SeA =0, temos:

0-1 -2 0 X
1 O0+1 -1 ||y |=
0 -1 0-1 Z
-1 -2 0 X 0
Dai,| 1 1 -1|-|y|=]0].
0O -1 -1 z 0

Resolvendo esse sistema, teremos:

-1 -2 0 |0 -1 -2 0 |0
<l 1 -1 0>L2HL2—|—L1< 0O -1 -1 0>

0O -1 -1 |0 0O -1 -1 |0

-1 -2 0 0
Ly «— L2+L3(—1)< 0 0 0 0 >

0O -1 -1]0

Logo,x=—-2y e z=—y.

S={(xy2) | x=-2y ez= -y} ={(=2,y,—y) [y e R} =
[(—2,1,—1)], logo o vetor(—2,1,—1) & um autovetor associado ao
autovalorA = 0.

Neste caso a multiplicidade algébrica do autovalor 0 &2peilti-
plicidade geométrica € 1.

e SeA =1, temos

1-1 -2 0 X
1 1+1 -1 ly | =
0 -1 1-1 z
0 -2 O X
Dai, |1 2 -1|-|y]|=
0 -1 O z
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Resolvendo esse sistema, temos:

0 -2 0 |0 0 -2 0 |0
<1 2 -1 O>L2 <—L2—|—L1<1 0 -1 O>

0 -1 O 0 0 -1 O 0
0O 0 0|0
L1<—L1+L3(—2)< 1 0 -110 >
0 -1 0 0

Logo,y=0 e x=z

S={(x,y,2) |ly=0ex=2z} ={(x,0,x) |ye R} =[(1,0,1)], logo
(1, 0, 1) & um autovetor associado ao autovaler 1.

Resposta:
(a) O polindmio caracteristicoXg(x— 1).
(b) Os autovalores sao O e 1.

(c) Para o autovalor O a base do auto-espage-2,1,—1)|, para
o0 autovalor 1 a base do auto-espag(l€0,1)].

(d) A multiplicidade algébrica de 0 & 2, e a geométrica.é 1
A multiplicidade algébrica de 1 & 1, e a multiplicidade gp&trica é 1.

1 -1 0
oA=| 0 1 -1
2 5 -3

Solugdo: O polindmio caracteristico d& & dado por:

x—1 1 0
p(x) =detxlz—A)=| 0 x-1 1
2 -5 x+3
P(X) = (x=1)((x=1)(x+3) +5) - 1(-2)
P(X) = (X—1) (X +2Xx—3+5) +2= (x— 1) (}* +2x+2) + 2
PX) =X+ X2 —24+2 =+ =x®(x+1)

Logo, araiz do polindmio caracteristico & 6-&, ou seja os autovalo-
resdeAsaoOe 1.

e SeA =0, temos:
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1 1 0 X 0
Dai,| 0 -1 1|-|y|=]|0].
2 -5 3 z 0

Resolvendo o sistema, temos que:

-1 1 010 -1 1 0
< 0 -1 1 0>|_2<_|_2+|_1(2)< 0 -1 1
0 3

2 5310

-1 1 0|0
L3<—L3+L2(—3)< 0 -1 10 >
0O 0 0]O0

Logo,x=y ey=z

S={(xy2) [ x=y=12 = {(xxx) | xe R} =[(1,1,1)], logo
(1,1,1) é autovetor associado ao autovalor 0.

A multiplicidade algébrica do autovalor 0 &€ 2, e a multjulade
geomeétrica é 1.

e SeA = —1, temos:

-1-1 1 0 X
0 -1-1 1 Ay | =
2 -5 —-1+3 z
-2 1 0 X 0
Dai, 0O -2 1|-|y|=]0].
2 -5 2 z 0

Resolvendo o sistema, temos que:

2 1 010 2 1 0
< 0 -2 1 0>L3HL3—|—L1< 0 -2

2 -5 210 0O —4 2

o O O
I |

=
o O O
\/
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-2
0
0

=

L3« L3+ L2(—2) <

|
N
or o

[eNeNe]
\/

o

Logo,x= 3y e z=2y.

S={(xY.2) [x=3yez=2y} ={(3¥.¥.2y) |[yeR} =[(1,2,4)],
logo (1,2,4) & o autovetor associado ao autovalos —1.

Resposta:
(a) O polindmio caracteristicoXg(x+ 1).
(b) Os autovalores sao 0-€l.

(c) Para o autovalor 0 a base do auto-espa{{d.&,1)], para o
autovalor 1 a base do auto-espad1e? 4)).

(d) A multiplicidade algébrica de 0 & 2, e a geométrica.é 1
A multiplicidade algébrica de-1 & 1, e a multiplicidade geométrica é
1.

7. Mostre, em cada caso, que as matrizes a seguir sao dia-
gonalizaveis e determine uma matriz diagoDa¢ uma
matrizP tal queD =P~ 1. A.P.

i. Aula 5: Pela definicao 2, temos que uma makiz
Mn(R) & diagonalizavel sé & semelhante a uma njp-
triz diagonalD. Pelo Teorema 1, s&e B sao matrize
semelhantes, ent@®e B tém o mesmo polindmio c§-
racteristico. Pelo Teorema 2, se uma makrzMp(R)
temn autovalores distintos, entdo ela & diagonalizgvel.

ii. Aula 6: Pelo Teorema 1, uma matize Mp(R) & di-
agonalizavel se e somente se a ma#item n auto-
vetores linearmente independentes (esses autovgtores

formam uma base de").

Logo, em cada caso, devemos determinar os autovalores e au-
tovetores da matriA. A matriz diagonaD & semelhante a ma-
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triz A e sera formada pelos autovaloresAlem sua diagonal
principal. A matrizP & formada pelas componenteskdésimo
autovetowy da base dos autovetores.

a) A=

O Ok

1
-2
0

wkFk o

Solugao: O polindmio deA é dado por:

p(x) =detx I3—A) =
x—1 -1 0
= 0 x+2 -1 |=XxX-1)(x+2)(x-3)
0 0 x-3

A & matriz diagonal, logo o determinantexdg — A é igual
ao produto da diagonal principal.

Os autovalores sao 1,2 e 3, todos com multiplicidade algébrica
igual a 1. Como os trés autovalores sao distintos entflo, feorema
2, A é diagonalizavel.

Devemos agora determinar os autovetores associados ava-aut
lores encontrados. Como ja sabemos Auediagonalizavel, os auto-
vetores serao linearmente independentes, ou seja, osetaras for-
mam uma base de3.

a) SeA =1temos:

1-1 -1 0 X 0

0O 142 -1 |-|y|=]|0

0 0O 1-3 z 0
0 -1 O X 0
Dai,| 0 3 —-1]|-|y|=1]0
0O 0 -2 z 0



Resolvendo o sistema, temos que:

0 -1 0|0 0 -1 010
<0 3 -1 o>|_2<_|_2+|_1(3)<o 0 -1 0>

0O 0 -210 0O 0 -2]0

0O -1 O 0
Lz — L3+ Lz(—Z) < 0O 0 -11|0 >
0

0O 0 O

Logo, para qualquer valor de —y=0e—-z=0.

Dai,S= {(x,0,0) | xe R}. Portantoy; = (1,0,0) & o autovetor asso-
ciado ao autovalok = 1.

e SeA = —2temos:

-3 -1 0 X 0
Dai,| 0 0 -1|-|yl|=|0].
0 0 -5 z 0

Resolvendo o sistema, temos que:

3 -1 0 |0 -3 -1 0 |0
<o 0 -1 0>L3<—L3+L2(—5)< 0 0 -1 o>

0O 0 5|0 0O O O0 |0

Logo,y=—-3x e —z=0.

Dai,S= {(x,—3x,0) | x € R}. Portantoy, = (1,—3,0) & o autovetor
associado ao autovalar= —2.

e SeA = 3 temos:
3-1 -1 0 X
0O 3+2 -1 ||y |=
0 0 3-3 z
2 -1 O
Dai:| 0 5 -1/|- =
O 0 O

X
y
z
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Resolvendo o sistema, temos que:

2 -1 0 |0 2 -1 0|0
<o 5 -1 o>|_2<—|_2+|_1(5)<1o 0o -1 o>

0O 0 0 |0 0O 0 0O

Logo,y=2x e z=10x.

Dai, S= {(x,2x,10x) | x € R}. Portanto,v3 = (1,2,10) & o
autovetor associado ao autovalor= 3.

Resposta:Se os autovalores de A sao-12 e 3 (distintos), entaa é
diagonalizavel e para os autovalores:

A=1 determinamos vi = (1,0,0)
A=-2 determinamos v, = (1,—3,0)
A=3 determinamos vz = (1,2,10)

A matriz diagonaD, semelhante a matrix, & dada por:

1 0 O
D=]0 -2 O
0O 0 3

Enquanto a matriP tal queD = P~1- A. P & dada por:

1 1 =

1 1 1 3 30

Observequese=| 0 -3 2 [,entacPl1=| 0 Z 2
0O 0 10 0 0 1_10

Faca esta conta! Veja no modulo Akgebra Linear | com
se determina a matriz inversa!

36 CEDERJ



Logo, seD =P~1.A.P, entdo

o o wk

1
D=0
0

Bl Qo gl

o |, wr

1
=1|0
0

Sk gn 8,

b) A=

RO R
=)
oOr R

Solugdo: O polindmio caracteristico d& & dado por:

x—1 0o -1
0 x-1 -1
-1 -1 X

p(x) = detx I3 —A) =

=(X-D((x-1)(x) —1)—1(x-1) =
=(Xx=1)(-x—1)— (x—1)=
=(x—1D)(-x—1-1)=(x—1) (¥ —x-2)
p(x) = (X—1)(Xx+1)(x—2)

Logo, os autovalores sao1]1 e 2, todos com multiplicidade algébrica
igual a 1.

Como os autovalores sao distintos ja sabemosicaidiagonaliza
vel. Lembre-se de que para determinar os autovetores di rilr
para cada autovaldr teremos que resolver o sisterflds — A)v =
0.

e SeA =1, temos:

BRI
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0 0o -1 X 0
Dai,| 0 0 -1 |-|y|=]0].

-1 -1 1 z 0
Resolvendo o sistema temos:

0O 0 -1 |0 0O 0 -1|0
<O 0 -1 0>L3HL3+L1< 0O 0 -1 0>

-1 -1 1 |0 -1 -1 0 |0

0 0O -1 10
L2<—L2+L1(—1)< 0 0 0 0 >
-1 -1 O 0

Logo,—z=0 e x=—y.
Dai,S={(xY.2) | ~z=0 ex=—y} = {(~y,y.0) lye R} =[(~1,1,0)}.
Portanto, o autovetor associado ao autovaler 1 év; = (—1,1,0).

e SeA = —1temos que:

2 0 -1 X 0
Dai,| 0 -2 -1|-|yl|=|0].
1 -1 -1 z 0

Resolvendo o sistema temos:

-2 0 -1]0 -1 1 0 |0
< 0 -2 -1 0>L1HL1+L3(—1)< 0 -2 -1 o>
-1 -1 -1 1|0 -1 -1 -1 10

-1 1 0 |0
L2<—L2+L3(—1)< 1 -1 O 0 >L2<—L2+L1
-1 -1 -1 10
-1 1 0 |0 -1 1 0 |0
< 0O O 0 |0 >L3<— L3L1(—l)< 0O O 0 o0 >
-1 -1 -1 10 0O -2 -1,0

Logo,x=y e z= —2y.
S={(xy,2) [x=yez=-2y} ={(y,y,=2y) [ye R} =[(1,1,-2)].



Portanto, o autovetor associado ao autovaler —1 év, = (1,1, —-2).

e SeA=2, temos:

2-1 0 -1 X 0
0 2-1 -1|-|y|=]o0
-1 -1 2| |z 0
1 0 -1 X [0
Dai,| 0 1 -1|-|yl|l=]0
1 -1 2 z 0

Resolvendo o sistema temos:
1 0 -1]0 1 0 -11{0
< 0 1 -1 O>L3<—L3—|—L1<0 1 -1 0>
-1 -1 2 0 0O -1 1 0
10 -11|0
L3HL3+L2< 01 -1 0>
00 OO
Logo,x=zey=2z
Dai,S={(x,y,z) [ x=zey=2z} ={(zz2) |ze R} =[(1,1,1)].
Portanto, o autovetor associado ao autovaler 2 év; = (1,1,1).

Resposta: Concluimos que o conjunto de autovetofes,vo,vs} €
linearmente independente, ou sdj& diagonalizavel.

Se vocé esqueceu a definicao de base ou nao se lempra de
guando os vetores sao LI, pegue seus moduloaldebra]
Linear | e reveja esses conceitos.

Temos entdo que para

A=1 determinamos v; = (—1,1,0)
A=-1 determinamos  vi = (1,1,—-2)
A=2 determinamos  v; = (1,1,1)
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A matriz diagonaD, semelhante a matrix, & dada por:

Enquanto a matriP tal queD = P~1- A. P & dada por:

-1 1 1
P=| 1 1 1 e P 1=

|
wik Nk N
wk, O O

0 -2 1
Logo,
=1 1 9
2 2 101][-1 1 1 1 0 0
D=| 2 2 0]|]|0 11 1 1 1({={0-10
111|110 0 -2 1 0 0 2
3 3 3
2 -1 -1
c)A=| 1 0 -1
-1 1 2

Solugao: O polindmio caracteristico de A & dado por:

x—2 1 1
p(x) =detxlz—A)=| -1 X 1 |=
1 -1 x-2

(Xx=2)+1)—1(-1(x—2)—1)+1(1-x) =
X)(Xx—2)+1)+x—2+1+1—x=
X)(X—2)+1) = (x—2)(x2 —2x+1) =

P(X) = (x—2)(x— 1)

p(¥) = (x—2)((X
= (x-2)
= (x-2)((

Os autovalores sao 1 e 2, o autovalor 2 tem multiplicidagietalca
igual a 1, e o autovalor 1 tem multiplicidade algébrica Igua, logo
esse autovalor devera estar associado a dois autovetores.
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Para que possamos analisaAgediagonalizavel, precisampps
verificar se 0s seus autovetores sao linearmente ind
tes, ou seja, se os autovetores formam uma ba®e de

e SeA =1, temos que:

1 1 1 X 0
1 1 1 |-|y|=]o0
1 -1 -1 z 0

Resolva vocé mesmo esse sistema! Voce vera que a s@uca
X=Yy+z

Dai, a soluca&é da forma:
S={(xy.2) [x=y+2z} ={(y+zy.2) |y, ze R} =[(1,1,0),(1,0,1)].

Portanto, pard = 1, determinamos; = (1,1,0) ev, = (1,0,1), dois
autovetores linearmente independentes associados aitstalar.

e SeA =2, temos que:

0 1 1 X 0
-1 2 1|-|ly|=]o0
1 -10 z 0

Este sistema € equivalentea=y e z= —y, logo todas as solucdes
sao da forma:

S={(xy,2) [x=yez=—-y} ={(y.y,—y) [yeR} =[(1,1,-1)]
Portantoys = (1,1,—1) & o autovetor associadola= 2.

Resposta: Pelo Teorema 4 da aula 2, os autovetores associados a
autovalores distintos sao LI. Dai, concluimos que owaigj de auto-
vetores{vi,V,,v3} & linearmente independente, ou séj& diagona-
lizavel.

Temos entdo que para

vi = (1,1,0)
Vo = (17 0, 1)

A=2 determinamos vz =(1,1,—-1)

A=1 determinamos {

CEDERJ 41

CAPITULO ! MODULO 1



Caderno deAlgebra Linear Il | Autovetor e Autovalor

A matriz diagonaD, semelhante a matrix, & dada por:

D=

o O
(ol o]
N OO

A matrizP tal queD = P~1.A-P & dada por:

11 1 -1 2 1
P=|1 0 1 e PI=| 1 -1 0
01 -1 1 -1 -1
Logo,

1 2 1 2 -1 -1 11 1
D=| 1 -1 0 1 0 -1 10 1 |=
1 -1 -1 -1 1 2 01 -1
100
—|1010
002

8. Verifigue se as matrizes a seguir sao diagonalizaveis:

9a=7 7]

Solugdo: O polindmio caracteristico da matizé dado por:

X—2 3

p(x) =detx I, — A) = 1 x+1

': (X—2)(x+1)+3=
=X X4 X—24+3=xX2—x+1

NZo existem nimeros rease b tal quex? —x+ 1= (x—a)(x— b).

Na aula 5 temos que: Pela definicao 2, temos que uma rgatriz
A € My(R) é diagonalizavel s & semelhante a uma matfjiz
diagonalD.
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Resposta: Como a matriz diagondD, equivalente a matrid, nao
existe, entao dizemos que a matinao € diagonalizavel.

b) A=

O r b
o h~O
01O O

Solugdo: O polindmio caracteristico da matreé dado por:

X—4 0 0
p(x) =detxl3—A)=| —1 x—4 0 |=(x-5)(x—4)2
0 0 x-5

Os autovalores sao 5 e 4. O autovalor 5 tem multiplicidagelalca
igual a 1, e o autovalor 4 tem multiplicidade algébrica Igua, entao
0 autovetor 4 deve gerar dois autovetores linearmente émdlemtes.

Para analisar s& & ou nao diagonalizavel, precisamos velfi-
car se 0s seus autovetores sao linearmente indepen es,
seja, se 0s autovetores formam uma baskde

e SeA =4, temos que

0 0 O X 0
10 0 |-|y|=]o0
0 0 -1 z 0

Resolvendo esse sistema temos que para qualquer vajpxdeO e
z=0, logo todas as soluc¢des sao da forrBa: {(0,y,0) | ye R} =
(0,1,0)].

Portanto,v; = (0,1,0) & o Unico autovetor associado a este autova-
lor. Mas, como ele tem multiplicidade algébrica igual a &yatia ter
associado a eldois autovetores. Dai, nem precisamos continuar 0s
calculos, pois nao sera possivel determinar uma baseitdeetores
paraR3,.

Resposta: Pelo Teorema 1, da aula 6, esta mat@o €& diagona-
lizavel

CEDERJ 43

CAPITULO ! MODULO 1



Caderno deAlgebra Linear Il | Autovetor e Autovalor

Observamos que apesar de termos determinado dois au&s/alor
e 4, o autovalor 4 tem multiplicidade algébrica igual a 2 tiplici-

dade geométrica igual a 1.

9. Verifique se as matrizes do exercicio 6 sao diagonadiza
justifique sua resposta.

10 1
aA=| 3 0 -3
1 0 -1

As multiplicidades algébrica e geométrica dos autowsor
sao iguais.

Resposta:A matriz A &€ diagonalizavel.

1 2 0
byA=| -1 -1 1
0 1 1

A multiplicidade algébrica do autovalor O & 2, mas a multi-
plicidade geométrica é 1.

Resposta:A matriz A nao é diagonalizavel.

1 -1 0
gA=| 0 1 -1
—2 5 -3

A multiplicidade algébrica do autovalor O & 2, mas a multi-
plicidade geométrica é 1.

Resposta:A matriz A nao é diagonalizavel.

10. Verifique se as matrizes a seguir sao diagonalizaeiso
sejam, determine uma matriz diagoaé uma matri2,
que representa a base dos autovetores, tai®gud® L -
A-P. (Observacao: Siga os passos da aula 7.)

Para que vocé nao tenha dividas, vamos detalhar caa um
dos passos sugeridos na aula 7.
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7 -2 0
QA= -2 6 -2
0 -2 5

Solucdo: PASSO 1 Determinar os autovetores da mathiz

Como a matrizA nao é triangular, devemos calcular seu po-
lindbmio caracteristico para obter os autovaloresde

O polindmio caracteristico & dado por:

p(x) =detxlz—A)=| 2 x—-6 2

p(X) = (X=7)((x—6)(x—5) —4) = 2(2(x—5)) =
=(X—=3)(x—6)(x—9)

AM=3
Logo, os autovalores d& sao:< A, =6 , todos os autovalores tém
A3=9

multiplicidade algébrica igual a 1.
PASSO 2 Determinar uma base de autovetores da matriz A.

e SeA; = 3, temos:

-4 2 0 X 0
2 -3 2 |-|ly|=(0].
0 2 -2 z 0
Resolvendo esse sistema:
S={(x,y,2) |[y=2xez=2x} = {(x,2x,2x) | xe R} =[(1,2,2)].

Logo, o autovetor associado ao autovalge= 3 év; = (1,2,2).

e SeA, = 6, temos

-1 2
2 0
0 2

Resolvendo esse sistema:
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S= {(x,y,z) |z=—xey= %x} :{<x, %x,—x) |X€R} =[(2,1,-2)].

Logo, o autovetor associado ao autovalpe= 6 évp, = (2,1, —2).

e SeA3 =09, temos:

|

Resolvendo esse sistema;

S= {(x,y,z) ly=—xez= %x} :{<x,—x,%x> |X€R} =[(2,—-2,1)].

Logo, o autovetor associado ao autovalge= 9 év, = (2,—2,1).

O NN
N WN
AN O

PASSO 3 Montar a matriz diagonalizada.

A matriz diagonaD, semelhante a matrix, & dada por:

D=

O o w
o oo
© O O

PASSO 4 Montar a matriz diagonalizante.

A matriz P tal queD = P~1. A. P & dada pelos autovalores:

1 2 2
P=|2 1 -2
2 -2 1

3
Resposta:Aé diagonalizavel, sua matriz diagon@é- | 0
0

o o O
© O O

e a matriz diagonalizante, base dos autovetore, @edada poP =

1 2 2
2 1 -2
2 -2 1
2 -1 -1
gA=| 1 0 -1
-1 1 2

Solugdo: PASSO 1 Determinar os autovetores da mathiz
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O polindmio caracteristico & dado por:

x—2 1 1
p(x) =detxlz—A)=| -1 X 1 |=
1 -1 x-2

=X-2)(X)(x—2)4+1)—1(-1(x—2)—1)+1(1—x) =
=X=2)(X)(x—2)+1)+x—2+1+1-x=
= (X=2)(X)(x—2)+1) = (x—2)(}* = 2x+1) =
P(x) = (x—2)(x—1)?

AM=1
Logo, os autovalores d&sao.{ A, =1 , o autovalor 1 com multi-
A3=2

plicidade algébrica igual a 2 e o autovalor 2 com multipliale algébrica
igual a 1.

PASSO 2 Determinar uma base de autovetores da maitriz

e SeA; =1, temos

AL

Resolvendo esse sistema, encontramoxegue+z. S={(y+z2Y,2) | y,z€
R}.

Temos entéo dois autovetores, ou sejas (1,1,0) ev, = (1,0,1).

e Sel, =2, temos

FHiHEH

Resolvendo esse sistemas y e z= —Yy. Dai, podemos determinar o
autovetor, ou sejaiz = (1,1,—1).
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PASSO 3 Montar a matriz diagonalizada.

A matriz diagonaD, semelhante a matrix, & dada por:

D:

N OO

0
1
0

O opR

PASSO 4 Montar a matriz diagonalizante.

A matrizPtal queD = P~1. A- P & dada pelos autovetores associ-
ados aos autovalores determinados:

11 1
P={1 0 1
01 -1
1 00
Resposta:Aé diagonalizavel, sua matriz diagon@é- | 0 1 O |,
0 0 2
ea matrlzP gque representa a base dos autovetores &€ dadR por
11
10
01 —1

11. Em cada caso, verifique se o operador lifeaR® — R3
é diagonalizavel, caso seja, determine sua representac

diagonalD € M3(RR) e a matrizP que representa a base
dos autovetores correspondente.

a) T(x.Y,2) = (z,X).

= [T]=

= OO
o O
o o

Solugdo: SejaT(x,y,2) = (zY,X), logo, A

Para determinar a representacao diagondl,dsi seja, par
determinaiD, devemos encontrar os autovaloreg e
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p(x) =detxlz—A)=| 0 x-1 0 |=

= (0@(x—1)) - Ux—1) = (x~ 1)@~ 1)

— (X~ D3(x+1)

AM=1
Logo, os autovalores d& sao: { Ar=1
Az=-—1

Agora iremos determinar os autovetoresAlgue sao associados a
estes autovalores encontrados.

e SejaA =1, temos

1 0 -11(0
< 0 0 O O>.
-1 0 1 |0

Logo, para todo valor dg temos quex=z S= {(x,y,X) |x,y € R}.
Dai, podemos determinar dois autovetores associados awdsvalor:

vi1 =(1,0,1) ev, = (0,1,0).

-1 0 -110
oSeja)\:—l,< 0 -2 O O>
-1 0 -10

Logo, temos que = —zey=0.S={(-z0,2) |ze R}.
Dai, podemos determinar o autovetor, ou sejas (1,0,—1).
Resposta:T é diagonalizavel, sua representacao diagonal &

100
D= { 010 ] , @ base dos autovetore$@,0,1),(0,1,0),(1,0,—1)},
0 0 -1

=
([N o]

1
0
-1

=

logo, P = [ 0

b) T(X,y,Z) = (2X+y7y_zu 2y+42>

Solucao: SejaT (x,y,z

~—

= (X+Yy,y—z2y+42),

0
-1].
4

N R

2
logo,A=[T]| = [ 0
0
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Para determinar a representacao diagondl,d®i seja, para determi-
narD, devemos encontrar os autovaloregTle

x—2 -1 0
detxlz3—A)=| 0 x-1 1
0 -2 x-4

det(x I3—A) = (x—2)((x—1)(x—4) +2) = (x—2)?(x—23)

A1
Logo, os autovalores de&sao:< A, =
3

NN W

A

Agora iremos determinar os autovetoresAlgue sao associados a
esses autovalores encontrados.

1 -1 O 0
e SejaA = 3, temos:< 0O 2 1 0 >
0O -2 -1]0

Logo, temos quex=yez= —-2y. S={(y,y,—2y) | y € R}. Dali,
podemos determinar o autovetes,= (1,1, —2).

0 -1 0 |O
oSeja/\:Z,temos<O 1 1 O>

0 -2 -2]0

Logo, para todo valor de temos quegy =z=0. S= (x,0,0 | x € R}.
Dai, podemos determinar o autovetar= (1,0,0).

Encontramos aqui um grande problema... A multiplici-
dade algébrica do autovalor 2 & dois, pdis= 2 e A3 = 2,
logo deveriamos determindois autovetores para este au
valor. Como isso nao foi feito, esse operadianao é diago
nalizavel, a multiplidade geométrica deste autovalbr &

Resposta:T nao é diagonalizavel.

c) T(x,y,z) = (x—2z,0,—2x+4z).

o r
o OO

Solugao: SejaT (x,y,2) = (x— 22,0, —2x+4z), logoA= [T] = {

|
N

O



x-1 0 2
detxlz3—A)=| 0 x 0 |=X-1)(x(x—4))+2(—2x)
2 0 x-4

p(X) = (Xx—1)(X(x—4)) —4x =X((x—1)(Xx—4) — 4) = X(X—5X)
p(X) = (X)*(x—5) = (x—0)*(x—5)

AM=0
Logo, os autovalores desao:< A, =0
A3=5

Agora iremos determinar os autovetoresAde

-1 0 2 |0
.Seja)\:O,temos< 0O 0 O 0>

2 0 -410

Logo, para todo valor dg temos quex=2z. S={(2z,y,2) ly,z€ R}.
Logo, determinamos dois autovetores, ou seja= (2,0,1) e v =
(0,1,0).

Observe que diferente do exemplo anterior, neste casost&mo
0 eA, =0, porém temos como resultadoisautovetores. Ou sejp,
a multiplicidade algébrica deste autovalor & dois, e dipligidade
geomeétrica também é dois.

4 0 2|0
e Sejad =5, temos< 0 50]|0 >
2 010

Logo, temos quea = —2xey=0. S= {(x,0,—2x) | x € R}. Dali,
podemos determinar o autovetar= (1,0, —2).

Resposta: O operadoiT é diagonalizavel, sua representacao diago-
0 0O
nal & dada pob = { 0 0O ] , a base dos autovetore$@,0,1),(0,1,0),(1,0,—2)},

0 0 5
1
0 |.
-2

12. SejaT : R? — R? definida porT(v) = Av, sendoA =

logo, a matriz que representa a base dos autovetétes %

 ON
o O
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[ —11 H Mostre quev; = (1,1) & autovetor deT e

gue o operador linedr nao € diagonalizavel.

Solucdo: SejaT : R2 — R2 definida pofT (v) = Av, sendoA = [ _11 é } ’

temos entdo que para qualquer vétay) € R?, temos que:

T(xy) = [ _11 ;] [ﬂ = (X+Y,—X+3y)

Logo,A=[T| = [ _11 é}

Para determinar a representacao diagondl,d®i seja, para determi-
nar a matriz diagondD, devemos encontrar os autovalore§ e

p(x) = detx I3 —A) = X+l x—3

x—1 x—1 ‘

= (x— D(x~3) — (x+ 1)(x~ 1))
p(X) = (X~ 4)(x~ 1)

Ap=1

Logo, os autovalores d&sao: .
Ar=4

Iremos determinar os autovetoresAlassociados a estes dois autova-
lores.

. 0O O 0
.Seja)\:l,<2 —2‘O>

Ou sejax =y. Dai, podemos determinar o autovetor (1,1).

e Sejad = 4, temos que:

T
g1 w
= W
o
\/
—
=
—
N
T
w
S~—
_.l_
—
[uN
/\
o s
N
= O
o o
—
=
—
=N
/T\
NI
N——

Logo, a solucao deste sistema£€ 0 ey=0.

Porémv = (0,0) ndo pode ser autovetor. Logbnao é diagonalizavel.



Resposta: T nao é diagonalizavel, pois tem os dois autovalores.
Para o autovaloA = 1 determinamos o autoveter= (1,1) mas para
0 autovalorA = 4, nao existe autovetor nao-nulo.
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Capitulo

MATRIZES ORTOGONAIS E TRANSFORMAG OES
LINEARES PLANAS E ESPACIAIS

Neste capitulo, os exercicios correspondem a 12 aulas do
Mbdulo deAlgebra Linear Il, ou seja, da aula 9 até a aula 21.
Os assuntos desenvolvidos sao: matrizes ortogonais ares tr
formacdes lineares planas e espaciais, quer dizer,0esace-
flexdes e projecdes tanto éd4 quanto enR?3, ou seja, no plano
e No espago.

Vamos la! Ao trabalho!

Exercicios

1. Determine o valor diec R tal que os vetores= (1, —2,k, 3)
ev = (3,k,8,—5) sejam ortogonais.

2. Dadou= (2,-1,2) € R3,
(a) Determineuma base deR® que contenhal e que

seja um conjunto ortogonal de vetores.

(b) Transforme este conjunto ortogonal encontrado no
item anterior numa base ortonormal.

3. Determine quais conjunt@de vetores (bases &) sao
ortogonais e tansforme os conjuntos ortogonais encontra-
dos em conjuntos ortonormais, ou seja, em bases ortonor-
mais.

@ S = {(_37 1, 2)7(2747 1)7(17_172)}
(b) S=1{(4,2,-5),(-1,2,0),(2,1,-1)}
(c) S={(3,1,-1),(—-1,2,1),(2,—2,4)}.
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4. Determine uma matriz ortogonal cuja primeira coluna te-
nha a direcao do vetor:

122
@u=(353)
(b) u1=(1,2,1).

5. Prove que:

(a) SeAeB < My(R) sdo matrizes ortogonais, entao o
produtoAB & também ortogonal.

(b) SeA e B € My(R) sdo matrizes ortogonais, entao
A(AT+BT)B=A+B.

6. Verifique quais das matrizes abaixo sao ortogonais.-Obte
nha a matriz inversa das ortogonais somente.

ro1 1
V2 V2
@A=1 7 1
L V2 V2
r 1
01\72
b)B=]110 0 |-
00 L
L V2
Tl 1 1 7
V2 V6 V3
(c)C= 0 2z 1
V6 V3
1 1 1
| V2 V6 V3

7. Encontre as matrizes canodnicas das Transformacdes Li
ares enR? formadas por:

(&) Umarotacao, no plano, deao sentido anti-horario
em torno da origem.

(b) Umarotacao, no plano, de30o sentido horario em
torno da origem.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Determine a imagem do retangulo de vértiges: (0,0),
vi =(1,0),vo = (1,3) ev3 = (0,3).

(a) ApoOs a rotacao, no plano de°3(o sentido anti-
horario.

(b) Apbs a rotacao, no plano de 660 sentido anti-
horario.

(c) Apbs a rotacao, no plano, de“9fo sentido anti-
horario.

Obtenha a matrig que representa, no plano, a reflexao
na retay = 2x e determine a imagem dos ponf$3,6) e
P (1, 3) por essa reflexao.

Obtenha a matrig que representa, no plano, a reflexao
na retalL : 3x+ 2y = 0 e determine a imagem do ponto
P(—2,1) por essa reflexao.

Verifique que, no plano, toda matriz de reflegopode
ser escrita como o produto de uma matriz de reflexao no
eixo X por uma matriz de rotacay,.

Determine a imagem dos vértices de uma figura apos uma
reflexao, no plano, com respeito a rgta- —x, seguida

de uma rotacao dé—‘iT radianos. Os veértices da figura sao:
vi=(1,1),vo=(4,1),v3=(4,3),v4=(3,3),v5 = (3,2)
eve=(1,2).

Determine a matriz que representa no espaco a rotacao
(no sentido anti-horario) dg radianos em torno da reta

que passa pela origem, e & paralela ao weto(1, —1,2).

Determine a matriz que representa uma reflexao no plano
m: Xx+y—z=0, com respeito a base canonica.

Determine a matriz que representa, Bfn a reflexdo no
planort: 2x+ 3y —z= 0, com respeito a base candnica.

Determine a matriz que represental®fra projecao orto-
gonal sobre a reta= 1/3x com respeito a base candnica.

Determine a matriz que representa no espaco a pojeca
ortogonal sobre o plana: x—z = 0, com respeito a base
candnica d&R3.

CEDERJ 57

CAPITULO ! MODULO 1



Caderno deAlgebra Linear I | Matrizes Ortogonais e Transformagdes Lineares Planapadais

18. Determine a matriz que representa, Bf) a projecao
ortogonal sobre o plano gerado pelos vetdie4,0) e
(—1,1,1), com respeito a base candnic

Agora & sua vez. Maos a obra!

1. Determine o valor die< R tal que os vetores= (1, —2,k, 3)
ev = (3,k,8,—5) sejam ortogonais.

Solugado: Para que os vetorese v sejam ortogonais & neces-
sario que o produto interno entre eles seja nulo, ou sej&; =
0.

(u,v) = ((1,-2,k,3),(3,k,8,—5)) =3—2k+8k—15=0
Resolvendo o sistema, encontramads:-@.2 = 0, logok = 2.
Respostak =2

2. Dadou= (2,-1,2) € R3,

(a) Determineuma base deR® que contenhal e que
seja um conjunto ortogonal de vetores.

Nesta questao foi pedidama base ortogon
Logo, varias respostas sao possiveis.

Solugao: Sejau = (2,—1,2), vamos determinar o vetor

v = (a,b,c) ortogonal au. Mas, para ques e v sejam
ortogonais, o produto interno entre eles & nulo, ou seja,
(uv) = 0. Temos entdo quey(2,—1,2),(ab,c)) =
2a—b+2c=0.

Determinamos o planao: 2a— b+ 2c = 0 que & ortogonal

ao vetoru dado. Ou seja, qualquer vetor deste plan®
ortogonal ao vetou = (2,—1,2).

Seja b = 2a+ 2c, assim todo vetor da forma
v=(a,2a+2c,c) = a(1,2,0) + b(0,2,1) (coma, b € R,
sendoa ou b # 0) & ortogonal ao vetar.
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(b)

Em particular, podemos escolhaer=1 ec = 0. Logo,
b=2.
Obtemos entao o vetor= (1,2,0).

Considerando os vetoree v, devemos determinar o ve-
torw = (d, e, f) ortogonal a estes dois outros vetores. As-
sim, temos que:

(uw) = ((2,-1,2)-(d,e f)) =0

<V7W> = <(17270) '(dvev f))=0

2d—e+2f=0 D 'I{ e=2d+ 2f

Logo temos que{ d+2e—0 d— 2

5
e=2(—2e)+ 2f 5e = 2f f=—-e

Logo,{ d— _2e { 26— { 2
d=-2e

Todo vetow = (—2e,e, E%e) é ortogonal alev (para qual-
gueree R, sendae+# 0). Sejee= 2, teremos:{ :; i i4

logo,w = (—4,2,5).

Resposta: Consideranda = (2, —1,2), determinamos
v=(1,2,0) ew=(—4,2,5) e formamos o conjunto orto-
gonalS={(2,-1,2),(1,2,0),(—4,2,5)}.

Transforme este conjunto ortogonal encontrado no
item anterior numa base ortonormal.

Soluggo: Considerandas = (2,—1,2), v= (1,2,0) e
w = (—4,2,5), temos somente que normalizar esses ve-
tores. Assim:

Jul| = 22+ (-1)2+22=1/9=3
IVl = V12+(22= V5
||/ (82 + (2)2+ 5 = /45

Logo, 7= (35 75:0)

Resposta:A base ortonormal sera:

(342529 (h )
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3. Determine quais conjunt@de vetores (bases @) sao
ortogonais e tansforme os conjuntos ortogonais encontra-
dos em conjuntos ortonormais, em bases ortonormais.

(@ SS=1{(-3,1,2),(2,4,1),(1,-1,2)}
Solu@@o: Seja u; = (-3,1,2), wp = (24,1 e
uz=(1,-1,2)
(ug,up) = ((=3,1,2)-(2,4,1)) =0
(ug,uz) = ((—3,1,2)-(1,-1,2)) =0
(up,u3) =((2,4,1)-(1,-1,2)) =0.

Logo, u;, Up € uz sao realmente vetores ortogonais e for-
mam uma base d&S. Para transformar esse conjunto or-
togonal num conjunto ortonormal, devemos somente nor-

malizar os vetores dados, ou seja, determinar — T
Como:

Jusll = /(=3)2+ (1)2+ (2)2= V14. Logo, U1 = (\/—i \/L_
|zl = /(2)2+ (4)2+ (1)2= v21. Logo, uz—(¢_4,\/_1 L
usl| = v/(1)2+ (-1)2+ (2)2= V6. Logo,u3:<\/é ;% \%)

Um conjunto ortonormal de vetores que & uma biise,
esta base é dithase ortonormale a matriz formad
por esta base é ditaatriz ortogonal

1‘2

v

Resposta:Temos qué&s={(-3,1,2),(2,4,1),(1,—-1,2)}
forma um conjunto ortogonal e & uma base, e
g_{<—_3 1 L) (L 4 ;) (A -1 L)}

S U\V1a V14 via ) \ V14 V210 V14 ) U\ V6T VB Ve
€ um conjunto ortonormal e uma base, logo & uma base
ortonormal.

(b) S={(4,2,-5),(—1,2,0),(2,1,-1)}

Solugdo: Sejau; = (4,2,-5), u, = (—1,2,0) euz =
(2,1,-1)

<U1,U2> = <(4a 2, _5) ’ (_1’ 2, O)> =0
(U, uz) = ((4,2,-5)-(2,1,-1)) #0

<U2,U3> - <(_17 2, 0) ’ (27 1- )> =0.
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Logo, uz, Uy € uz N0 sao ortogonais.

Resposta:Temos queS={(4,2,-5),(—1,2,0),(2,1,—-1)}
nao & um conjunto ortogonal.

(c) S={(3,1,-1),(—-1,2,1),(2,—2,4)}.

Soluggo: Sejau; = (3,1,-1), u, = (-1,21) euz =
(2,-2,4).

<U1,U2> = <(37 17 _1) ' (_17 27 1)> 7é 0

<u17u3> = <(37 17_1) ' (27_27 4)> =
<u25u3> = <(_1a 2a 1) : (2’_2’4» =

Logo, u1, Uy € uz NA0 sao ortogonais.

© o

Resposta:Temos queS={(3,1,-1),(—1,2,1),(2,—-2,4)}
nao é um conjunto ortogonal.

4. Determineuma matriz ortogonal cuja primeira coluna te-
nha a direcao do vetor:

Devemos determinarmabase ortonormal, logo, is
significa que podemos encontrar varias bases orgpgo-
nais gue tenham esse vetor na primeira coluna.

(@) uy = 122
17 \333
Solugdo: O vetoru; € unitario, ou sejajju;|| = 1, logo
nao precisaremos normaliza-lo.

Para determinar esta matriz ortogonal, sendo sud pri-
meira coluna o vetor dadm = (3,2, %), devemos, n
verdade, determinar os vetores e us tal que ess
vetores sejanunitarios e (u;,uz) =0, (uj,uz) =0 e

(Uz,us) = 0.

Sejaup = (a,b,c), tal que(us,uz) =0, ou seja:

122 )
<<§,§,§> ,(a,b,c)> =0, dai,a+2b+2c=0
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Logo, podemos dizer quea = —2b — 2c, ou seja, as
solugBes para este sistema sao vetores da forlb —
2c,b,c) =b(—2,1,0) +¢(—2,0,1), senddb,cc Rebou

¢ # 0. Tomemos entab =1 ec= —1, temos entao que
a=0, logo:u, = (0,1, —1), dai,l, = (O, %, \7—%)

Sejauz = (d, e, f), temos que além de ser um vetor unitario,
também deve ser ortogonabiae u,. Ou seja:

(u,uz) = 0, dai, ((3,2%) (def)) =0, logo,
d+2e+2f=0.

(Uz,u3) =0, da'|,<(0,\/i§,\‘/—%) -(d,e, f)> =0, logo,e =

f.

Ousejad=—4eef=e

Sejae = —1, teremosf = —1 ed = 4, ou seja,uz =
(4,—1,—1). Dal, 03 = (

N

=

SN

Resposta:P =

S S s
S Sl S
Sl

(b) ur=(1,2,1)
Solucdo: Sejau; = (1,2,1), dai,ly = (% % %)

Observe quai; nao & unitario, logo nao precisa
normaliza-lo.

Devemos determinar, e uz tal que esses vetores sejam
ortogonais eunitarios. Logo, (uj,uz) =0, (u;,u3z) =0e
<U2, U3> =0.

Logo, sejau, = (a,b,c) tal que(us,uy) = 0:
((1,2,1),(a,b,c)) =0, dai,a+2b+c=0.

Logo, podemos dizer quea = —2b —c, ou seja,u, é
da forma(2b — c,b,c) para qualqueb ecc R e b ou
c#0. Tomemodb = —1ec=1, entdo temoa= 1, logo,

U = (1,-1,2), dai 0 = (&, 4, &)

Sejauz = (d, e, f), temos que além de ser um vetor unitario,
também deve ser ortogonal came u,. Ou seja:

(u,uz) = 0 dai, ((1,2,1) - (d,e f)) = 0, logo,
d+2e+ f=0.
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(up,uz) = 0 dai, ((1,-1,1) - (d,e f)) = 0, logo,
d—e+f=0.

Logo,e=0ed = —f.
Sejad =1, logo, f = —1, ou sejapz = (1,0,—1). Logo,

o (%03)

=
SENIS

Resposta:P =

S b Sl
Sk
Sl

Observe que: (i) Existem varias respostas pra fssa
questao, dependendo das op¢des que fazemos pfra es-
colher os vetores ortogonais ao vetor dado; (ii) o vjtor

. & (1 2 1
da primeira colunai; = <%’7€’\_@) tem a mesm
direcao do vetov = (1,2,1).

5. Prove que:

(a) SeA eB < My(R) sao matrizes ortogonais, entao o
produtoAB & também ortogonal.

Solugdo: SejamA e B € Mp(R) ortogonais.
SeA e B sao ortogonais, entz®’ A=1,eBT B=1,.

Para concluir queAB & ortogonal, devemos mostiar
que(AB)" AB=1,.

Temos que:

(AB)" (AB)= (BT AT) (AB)=B" ATAB=B' (AT A) B=

B"I,B=B"B=1,
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Mostramos que este resultado & valido para qualuer
matriz ortogonal. Um erro muito comum & o aluno e-

gar um exemplo e mostrar que o resultado vale gara
aguele exemplo, ou seja, que o produto entre duagma-
trizes ortogonais dadas & também ortogonal. ste
caso, no entanto, o aluno estara mostrando sorgente
paraum caso especial e nao mostrado que o resufgado
vale para qualquer matriz.

(b) SeA e B € Mp(R) sdo matrizes ortogonais, entao
A(AT+BT) B=A+B.
Solucgdo: Sabendo qué\ e B sdo matrizes ortogonais,
entacA 1 =AT eB"1 =BT,
Logo,AAT=AAl=1eB"B=B1B=I.
Temos entao que:
A(AT+BT) B=AATB+AB"B=(AAT) B+A(B" B) =
I-A+1B=A+B.
Logo,A(AT +BT) B=A+B.

6. Verifigue quais das matrizes abaixo sao ortogonais.-Obte
nha a matriz inversa somente das matrizes ortogonais.

Pelo teorema 2 da aula 9 temos que uma matriz &
gonal se suas colunas formam um conjunta detore
ortonormais e, portanto, formam uma base ortono

Solugdo: Sejavy = (%,%) evy = (;—%,%) 0S Ve-
tores formados pelas colunas da ma#iz

() ()

Logov; ev, sao ortogonais e ortonormais também. Logo,
a matrizA é ortogonal.

(8) A=

Sk Sl
S Sl

64 CEDERJ



Al-al— {

|

Resposta:A é ortogonal éA 1 = Al = [

Sl Sl
S-Sl

S Sk
S

(b) B=

OFrr O
OO -
Sl o Sk

<V27V3> = <(17070)7 (%2707 % > - \/é
Logo, esses vetores nao sao ortogonais. Assim a niatriz
nao & ortogonal.

Resposta:A matriz B nao é ortogonal.

(c) C=

wovg)=( (L =2 L) (L L 1)\_g

<2, 3>— V6’ V6’ Ve ) '\ V3’ V3 V3 -

Logo v, V» ev3 sao ortogonais, mas como eles sao orto-
normais, dizemos gque a matfizé ortogonal.

=1 1
7z 9 %
1 AT 1 -2 1
C=C=1% % %
1 1 1
V3 V3 V3
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Resposta:A matriz C € ortogonal (esta & também orto-
normal) e

cl=cl=

Sl Sl
Sl S-S

__l
NZ
1
V6
1
V3

7. Encontre as matrizes candnicas das Transformacdes Li
ares enR? formadas por:

(a) Umarotacao, no plano, de®afo sentido anti-horario
em torno da origem.

Solugao: A matriz rotacao & dada por:

Acy — [ cos60 —sen60 ] _ {

sen60 cos60

(b) Umarotacao, no plano, de30o sentido horario em
torno da origem.

I\J|§ NIl
Nl N“S

w
| I

1

2
V3

2

w

Resposta:Age = {

NI I\J“S
w

Solucdo: A matriz rotagao € dada por:

[ cos—30° —sen-30° ]
A_303 = =

sen-30° cos—-30°

|

8. Determine a imagem do retangulo de vértiges (0,0),
vi =(1,0),vo = (1,3) ev3 = (0,3).

Lol
N|§ Nl
I |

Resposta:A_3p = {

|
AR
I\J|a Nl

(a) Apbs a rotacao, no plano de°3o sentido anti-
horario:

Solugao: A matriz rotacao & dada por:
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A30°=[

cos30 —sen30 |
sen30 cos30 |

TN S
& Ik
[

A imagem destes pontos & dada por:

| 2 A [011 0]
0P=1 , sllo00 3 3|
2 2
0 V3 =3+v3 -3
_ 2 2 2
0 1 L33 33
2 2 2
Respostavg = (0,0),v; = (4.3), vy = (52, 235)

' _ (-3 3/3
eV3—<7’T>

(b) Apbs a rotacao, no plano de 660 sentido anti-
horario:

Solugdo: A matriz rotagao & dada por:

Asy =

cos60 —sen60 |
sen60 cos60 |

I\J|$I NI
NI I\)‘&
I

A imagem destes pontos & dada por:
1

Cepv D | 2 =5 o 11 0]_
I Y B 003 3|
2 2
0 1 13/3 -3/3
C— 2 2 2
0 V3 V343 3
2 2
Resposta:v), = (0,0), v, = (% @) V= (—1‘2@ —@*3)
evy=(323)

(c) Apbs a rotacao, no plano, de“9fo sentido anti-
horario:

Solugdo: A matriz rotagao & dada por:

Ao — cos90 —-sen90 | |0 -1
%~ sen90 cos90 | |1 O

A imagem destes pontos & dada por:

0 -1][0110
C:A3°“'D:[1 0 ]'[o 0 3 3}:

[0 0 -3 -3
“lo1 1 o0
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Resposta: vy = (0,0), v| = (0,1), v, = (=3,1) e
vy =(—3,0).

9. Obtenha a matrig que representa no plano, a reflexao na

retay = 2x, e determine a imagem dos pont$3,6) e
P,(1,3) por esta reflexao.

Solugio: O vetor unitario tangente a refa= 2x évy = ( L 2 ) :

55

O vetorv; & unitario, ou sejajlvi|| = 1, poderiamos con
derar que um vetor tangente a esta rete=€(1,2), pois
reta éy = 2x, mas temos que usar o vetor unitario.

G

O vetor unitario normal & reta= 2x éw; = (—2 i)

O vetorw; € ortogonal ao vetor;, neste caso a mesma coif§a:
um vetor ortogonal a esta retane= (—2,1), mas vamo
usar o vetor unitario, pois queremos determinar uma pase
ortonormal.

Seja a bas@ = {vi,w1}.

1 =2
Dai, temos a matriz ortogonak = ‘f ‘f
N
1 2
Logo, AT =A 1= ‘_/g ‘f
NE
SejaF a matriz que representa a reflexao no eikdogo:
F_ 1 0
|10 -1

Logo, temos queE = A-F - A1,

A matriz E, que representa, no plano, a reflexao nayeta2x
€ dada por:

1
N 1 0 75
E= '[0—1} =2

NG

S Gl
Sl Gl
ais ol

glw gix
| I

Gl Gl
[



10.

Dado o pontd?; (3,6). Aimagem deste ponto pela transformacao

Eé: %3 X X
S HHIBEH

glw gibd

O pontoPy(3,6) pertence a retg = 2x, logo a reflexdao n3
muda o valor do ponto.

Dado o pontd? (1, 3). Aimagem deste ponto pela transformacao

[BEB

Resposta:A matriz E que representa, no plano, a reflexao na
-3 4

E(L,3) =

|
ais ol
glw oln

o

retay = 2x, € dada pela matrig = . Aimagem, por

[E

5
s 2
essa reflexao do ponf(3,6), & o ponto(3,6), e aimagem do

pontoP(1,3) & o ponto(2, £3).

Obtenha a matriE que representa, no plano, a reflexao
na retalL : 3x+ 2y = 0 e determine a imagem do ponto
P(—2,1) por essa reflexao.

Solucdo: O vetor unitario, tangente a retx32y =0, &

v = (%BW%)

O vetorv; & unitario, ou sejal|vi|| = 1, poderiamos con
derar que um vetor tangente a esta reta=(2, —3), pois
reta & X+ 2y = 0, mas devemos usar o vetor unitario.

O vetor unitario, normal & reta3-2y = 0, év, = (%3, \/Ll_g)

O vetor unitariov, & ortogonal a@; e ||vz|| = 1. Neste cas
como a observac¢ao anterior, um vetor ortogonal a est& feta
w = (3,2), mas vamos usar o vetor unitario, pois querefnhos
determinar uma base ortonormal.
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11.

Sejaabas@ = {vi,V2}.

2 3
Dai obtemos a matriz ortogonal= ‘gS ‘/?
VI3 Vi3
2 =3
Logo, A l=Al = \/;_3 ?
Vs Vi3 |
A matriz F que representa, no plano, a reflexao no éxoe
representada poE = [ 10 .
0 —1|

Sabemos queE = A-F-A~1,

A matriz que representa essa reflexao nalketdx+2y =0 é
dada por:

2 3 2 =3
E_ | vz Vi3 [1 0} VI3 Vi3 | _
| =8 =2 |0 -1| | 3 2 |~
Vi3 Vi3 Vi3 V13
-5  -12
| 1 13
_[—_12 5 ]
3 13
A imagem do pontd®(—2,1) & dada por:

=5 =12 -2
™ 13 | | —2|_| 13
~12 5 1] |2
13 13 13

Resposta: A matriz que representa, no plano, a reflexao na

T5 12
retal : 3x+2y=0&E = [ _1132 153 . Aimagem do ponto
13 13

P(—2,1) por essa reflexao & o ponfg3, 22).

Verifigue que, no plano, toda matriz de reflexgopode
ser escrita como o produto de uma matriz de reflexao no
eixo X por uma matriz de rotacai,.

Primeiro iremos desenvolver a matriz de reflexgo
Sabemos quBy € a reflexao com respeito a reta que
forma um angulo d% com o eixoOX.




12.

Solugio: O vetor unitario desta reta & da forma= (cos$ ,sen?),
e 0 vetor unitario ortogonal a esse €:

_ ¢ .9
U = <—sen§,cos§> :
[1 o} [ cos? sen%]

0 -1 — sen% cos?

-

B _ cos% —sen%
v= sen$ cos%

2

B(p:{cosqb seng }

senp —cosp
| cosp senp | 1 0
MaSB‘p_[sendJ —cos¢}_A""[O —1}
-1

Sabemosqu{[(l) _OlD :[é _01}

Logo,
B_A_lo_cos¢sen¢_10_
$=" 10 -1 | | senp —cosp 0 -1]

| cosp —senp
_[senrp cos¢ }

Ou seja, a matriz reflexa®y pode ser escrita como o produto
de uma matriz de reflexdo no eixgoor uma matriz de rotagao.

Determine a imagem dos vértices de uma figura apos uma
reflexao, no plano, com respeito a rgta- —x, seguida

N T L , <
de uma rotacao di radianos. Os vértices da figura sao:

Vi= (171)’\/2: (47]-)’\/3: (473>1V4: (373)’\/5: (372>
eve=(1,2).

Solugdo: Usando o exercicio anterior, a matriz reflexao, no
plano, com respeito a reta= —x, forma um angulo deZ*
radianos com o eixo doslogo, pelo exercicio anterior, a matriz
que representa essa reflexao & dada por:

B_r =

—IT —IT
[ cos= sens ]
2

-1 —IT
Sén—- —CO0S—-

A rotac&o dejf radianos é dada por:

A

o
P

U T

cosy —seny ]
U T

seny  Cosy

Porém, a reflexao, no plano, com respeito a yeta—x, se-

guida de uma rotacao dgradianos :B%r seguida pela(\% =
B*T[ n — B*T[.
2 ta K3
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B cos7* sen @ %ﬁ
i‘[ = =
@ sent —cos =2 =y

Vamos agora aplicar essa mathTn a matriz formada pelos
vértices, ou seja:

2 =2
. 144331_%% 14 43 3 1]
71113322 | _vB - 1133 22|
2 7z
[0 ¥ F o 4§ =f
| 22 52 -1V3 -6/2 -5/2 -3/2
2 2 2 2 2 2

Resposta:As imagens dos vértices sao da forma:

I(vi) =1(1,1) = o’%ﬁ)
I(v2) =1(4,1) = (3\_2(2%&)
I(v3) =1(4,3) = (g%ﬂ)

l(vg) =1(3,3) = (o’%ﬁ
I(vs) =1(3,2) = (g%ﬂ)
1(Ve) =1(1,2) = (—Tﬂ%\/ﬁ>

13. Determine a matriz que representa no espaco a rotacao
. . LT
(no sentido anti-horario) dg radianos em torno da retta
que passa pela origem e é paralela ao vete(1, —1,2).

Sejavz = (1,—1,2) o vetor que determina a reta gm
torno da qual faremos a rotacao geradianos, sentid

positivo desta rotacao.
Temos que construir uma base ortonormaRdecon-

tendo esse vetor. Os outros dois vetores desta e,
e Vp, pertencem ao planar que passa pela origenge
cujo vetor normal &3. Logo, este plano & descrito pgla
equacgaorr: x—y+2z=0.

Solugdo: O vetorvy, pode ser qualquer vetor que pertenca a
esse planar: x—y+ 2z, por exemplo, sejgg = (—1,1,1).
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Vamos determinar o vetor, = (a,b,c) ortogonal avs e avj.
Logo, v, € ortogonal as; e pertence ao plana. Dai:

(V3,V2) =0, isto &:a—b+2c=0
(v1,V2) =0, isto é&:—a+b+c=0
A partir dai temos quec=0ea=h.
Logo, tomanda = 1, temosv, = (1,1,0).

Portanto, o conjuntdvy,V2,vs} &€ uma base d&3 e & um con-
junto ortogonal de vetores ortogonal. Normalizando essa ba
obtemos a base ortogonal formada pelos vetores:
— (=2 1 1 (4 1 (4 =1 2
U = (ﬁ)\/ﬁa\/ﬁ)vLJZ_ (\/éa\[a()) euz = (\@a\@)\@)
Esses formam uma base ortogoBat {uz,up, Us}.

A matriz que representa esta rota¢ao na lBsescrita como:

cosj —seny O 0 -1 0
AgVje=|sen; cosfj O |=|1 0 O
0 0 1 0 0 1

Com respeito & base canbnica esta matriz & escrita como:

A=P.A.p-1
-1 1 1 -1 L L
V3 V2 V6 0 -1 0 V3 V3 V3
1 1 -1 1 1
A=l 5 va v || 001l 0=
1 9 2 0 0 1] | 1 2 2
V3 V6 V6 V6 V6
101 -1 1
V2 V3 V6 V3 V3 V3
|l 2 2 1 1 g9 |_
| V2 V3 Ve V2 V2 -
o =1 =2 1 -1 2
V3 V6 v6 V6 V6
! 1426 246 ]
6 6 6
— | =1-2v6 1 —1+v6
6 6 6
2+v6  —2-2/6 4
L 6 6 6 _
1 —1426  2+v6 ]
6 6 6
A — -1-2V6 1 —1+v6
Resposta:A= | =26 1 £/6
246 —2-2/6 4
L 6 6 6 _
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14. Determine a matriz que representa uma reflexao no plano
m: Xx+Yy—2z=0, com respeito a base candnica.

Solugado: Dado o planat: x+y—2z=0, o vetorvg = (1,1,—1)
€ um normal a este plano.

Devemos construir uma base (ortonormal) contendo a jglire-
¢ao do vetows, de forma que{vy,vp,v3} forme uma bas
ortogonal. Logo, 0s vetoras eV, sao vetores da e deve

ser ortogonais entre si.

Sejav, um vetor arbitrario det: v; = (1,0,1).

Devemos determinar o vetes = (a,b,c) ortogonal av; e avs.
Ou seja:

(v2,v3) =0, isto &:a+b—c=0
(vp,v1) =0, isto éa+c=0
Logo, resolvendo o sistema encontranmos: —2aec= —a.
Tomandoa =1, temos:v, = (1,—2,—1).

Determinamos entaB = {vi,V»,v3} uma base e um conjunto
ortogonal. Agora para determinar a base ortonormal pracisa
normalizar esses vetores, ou seja, dividir cada vetor palo s
modulo. Assim, a base ortonormal sera formada pelosestor

— 1 1 _ 1 -2 -1 _ 1 1 -1
=0 %) =% %) ew= (%% 3)
A matriz reflexao no espaco & dada por:

10 O
A=(0 1 O
0 0 -1

1 1 1
V2 V6 V3
Sabemos quB= | O Q—% \/% e
4 -1 -1
V2 V6 V3
1 1
z 0 %
1 AT 1 -2 -1
PP=P =1% % %
1 1 -1
V3 V3 V3
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Dai, areflexao com respeito a base candnica € detedajmzlo
produtoP-A-P~1. Assim teremos:

101 1 19 1
v2 V6 V3 10 O V2 V2
R_O*_ZL 01 O 1 =2 -1 | _
- V6 V3 Ve V6 Ve | T
1 -1 1 00 -1 101 -1
V2 V6 V3 V3 V3 V3
1 -2 2
3 3 3
R=| 3% 5 3}

2 2 1
3 3 3

Resposta:A reflexao é dada pela matifiz=

|

wIN w|N wl-
|

wWIN Wik ““’|r\>

Wk W wiN

15. Determine a matriz que representa, Bfn a reflexzo no

planort: 2x+ 3y — z= 0, com respeito a base candnica.

Assim como no item anterior, vamos determinar a na-
triz que representa esta reflexdo, depois escreverfpmos
esta matriz em funcao da base canonica.

Solugdo: Dado o planorr: 2x+3y—z =0, 0 vetorvs =
(2,3,—1) & um vetor normal a este plano. Determinaremos
agora os vetoreg, e v» (que formam uma base contendo esse
vetorvs e tal que seja um conjunto ortogonal de vetores) que sao
vetores dat e devem ser ortogonais entre si. Vamos entao es-
colhervs = (x,y,z) um vetor arbitrario det que seja ortogonal
aovs. Logo (v1,v3) =0, ou seja((x,y,2),(2,3,—1)) =0

2x+3y—z=0

Logo,z= 2x+ 3y.
Tomandox = —1 ey =1, teremosv; = (—1,1,1).

Devemos determinar o vetus = (a,b,c) ortogonal av; e avs
(pertence ai). Ou seja:

(v2-v3) =0,0useja:a+3b—c=0
(Vo-v1) =0, ou seja—a+b+c=0
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Logo, resolvendo o sistema determinamas: —4b ec = —5b.
Sendob = —1, teremosyv, = (4,—1,5).

Determinamos entaB = {vi1,V,,v3} uma base que & um con-
junto ortogonal de vetores. Agora para determinar a base or-
togonal precisamos normalizar os vetores (ou seja, divatia
vetor pelo seu mbédulo). Assim, a base ortogonal sera fdama
pelos vetores:

==L L) wm=(L =L 5 \eu,=(-2 -2 =1

1o\ v ve) T Ve vaz vaz ) S8 T\ Viw Vi Vaa

A reflexdo com respeito a esta base ortonormal, em relacao
Uz, Sera:

10 0
A=|0 1 0

00 -1
-1 4 2
V3 Va2 V1a

Sabemos quB = A Vs \/%1 , €

-1 1 1

V3 V3 V3

p1_pl— 4 =1 5
- | Va2 Va2 a2
2 3 =1

Vi1de V14 V14

Dai, a reflexao com respeito & base candnica € detedmelo
produtoP-A-P~1,

Assim teremos:

R=
-1 4 _2 -1 1 1
V3 Va2 V14 10 0 V3 V3 V3
4 =1 _3 .l o1 o 4 =1 _5
A V@ Vi o Va2 Vaz a2
1 5 1 a 2 3 -1
V3 V& Vi V2 Vi Via
18 =36 12 3 6 2
42 42 42 7 7 7
R—| —s6 -12 18| _| 6 -2 3
- 42 42 42 - 7 7 7 )
1218 36 2 3 6
42 42 42 7 7 7
3 6 2
7 7 7
Resposta:Areflexao é dada pelamatiz= | =° =2 3
2 3 6
7 7 7



16. Determine a matriz que representalRfra projecao orto-
gonal sobre a retga= v/3x com respeito & base candnica.

Solugdo: O vetor tangente a retg = v/3x & da forma
Vi, = (1, \/é)

SejaT o operador linear definido pela projecao ortogonal desta
reta. T & definido comoT : R? — R?, tal que

T(xy) = <(<)$1)t)\2/>1> = x+4ﬁ)y (1, \/§)

T(xy) = (2, /3

] |

Resposta: A projecao ortogonal & dada pela matriz

V3
m! !

Outra solucio:

Ouseja: [T]= {

s 8[S

4>|§ IS

4>|a IS
NI

Uma nova maneira de fazer esse exercicio € a partir daadta d
y = /3. Consideramos a base formada pelo vetor tangente
a retav; = (1,v/3) e pelo vetor ortogonal a este vetar =

(—v/3,1). Logo, a base ortogonal®= { <%’ \/Tg)’ (_T\/g 1) }

’

3 1
2 2
Mas: T (1,v3) = (1,v/3) e T (V3,1) = (0,0).
1 0]
0 0]

Assim como vale a igualdadéf| = B-[T]g- B2, logo:

1 -3

2 .
V3

2

1 -3
Temos entao quB = ; 2 | eBl=

Nl r\:|%

Logo,[T]g = {

r\)|a NE Ge o
Nl I\)‘
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17.

Resposta: A projecao ortogonal &€ dada pela matriz
1

7

m=|
4

Blw J;|&

Determine a matriz que representa no espaco a poojeca
ortogonal sobre o plana: x—z= 0, com respeito a base
candnica d@®R?.

Solugdo: Sejavs o vetor normal ao planar, v3 = (1,0,—1).
itari 6— (Lo =L

O vetor unitario normal ao planowg = <ﬁ,0, ﬁ>.

Vamos determinar os vetores dev; e v, de tal forma que

{v1,V2,v3} forme uma base e um conjunto ortogonal.

Faga vocé mesmo a sua conta

Sejav; = (0,1,0) e v, = (1,0,1). Determinamos os vetores
unitarios, ou seja,u; = (0,1,0), u, = (L Q%) e

hy

Seja T : R® — R3 tal que para qualquer vetor do R3,
T(V) = (V,up)ug + (v, Up) Up.

Assim
T = ((x%2,(0,1,0)(0.10+((xy.2.(%.0%)) (£.0%)
T(v) = (0,y,0)+ (X52,0,552) = (X2 ,y, %52)

0
Logo, [T] =

NI, O NI
N O NIk

1

0

Resposta: A projegao ortogonal & dada pela matriz
1

0

[T]=

0

NIk O NI
N © NI

Outra solucédo: Outra forma interessante pra se resolver essa
guestao & conhecendo a base ortonoBrfarmada pelos veto-
resuy, Uy € Uz descritos anteriormente.

Temos que:
T(u1) = (ug,up)ug + (Ug,Uz)up = 1u; +0ux 4 Ous
T(uz) = (u2,up)us + (U2, Uz)uz2 = Oug + 1uz +Ous

T(U3) = <U3, U1>U1+>U3, U2>U2 = 0uy +0uy + Ousg



18.

Logo, a matriz que representa R a projecao & dada por:

[i1}

gue & exatamente a matriz da proje¢ao ortogonal no plano

cor
or o
coo o

Para determinar agord |, teriamos que fazer a mudanca de
base, ou seja:

0 %5 5lrioo07[0 L O
1 1
M=BTeB'=|1 o o||l010||7" %% =

o L -1 0 0O 1 o =2
2V 7z 72

1 1

3 0 3

Ml={0 1 0

1 1

3 03

Resposta: A projecao ortogonal & dada pela matriz
1
0

T =
0

NIk O NI
NIk O NI

Determine a matriz que represental®fra projecio orto-
gonal sobre o plano gerado pelos vetdfe4,0) e(—1,1,1),
com respeito a base canonic

Os vetores;, = (1,1,0) evp, = (—1,1,1) s&o ortogo
nais. Logo, temos somente que determinar o vei@r
ortogonal a estes dois vetores, ou seja, o vetor due é
normal ao plano formado pei e v,.

Soluggo: Sejavs = (a,b,c), temos que: (vi,vz) =0 e
<V2,V3> =0.

Dai, a+b=0 . Tomandoa = 1 determinamos
—-a+b+c=0
vz=(1,-1,2).

Normalizando esses vetores encontramos a base ortogomal (u
conjunto ortogonal que & uma baseR#.

(20 (Fww) (B
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Logo temos que:

1 -1 4 1 1 9

NN NN,
B_| 4L L1 1| o pgi_| =t 1 1
=| V2 Va3 e | V3 Va3 3
o L 2 11 2
V3 V6 NRCERYG

Sabemos também que a proje¢cao em tornazd®mm respeito a
baseB é da forma:

1 00
TMe=|0 1 O
0 0O
Logo a projecao com respeito a base candnica & dada por:
[T]=B-[T|g-B.
Assim:
1 =1 1 1 1 9
V2 V3 V6 100 V2 V2
1 1 -1 -1 1 1
M=% v ¥ {010] i V3 VB | T
0 L 2 000] | 4 -1 2
NERRYG V6 V6 V6

|
wik wik |,

Resposta: A projegao ortogonal & dada pela matriz

Wik olul ol
|
Wk Wik w|._‘

|
w||_‘ ol ol

80 CEDERJ



Capitulo

MATRIZES SIMETRICAS, O TEOREMA
ESPECTRAL E OPERADORES AUTO-ADJUNTOS

Este sera um capitulo bem pequeno, pois estaremos toatand
somente de trés topicos que sao Matrizes Simétricaspema
Espectral e Operadores Auto-adjuntos.

No proximo capitulo, veremos as formas quadraticas-e ire
MOS usar 0s conceitos estudados aqui sobre a diagorzalidag™
matrizes simétricasE bom observar gue, até aqui, todas as ma-
trizes e vetores tém somente elementos e componentes reais

Agora vamos la. Ao estudo!

Exercicios

1. Mostre que se a matrix & simétrica, entad? também &
simétrica.

2. Mostre que se a matrix & diagonalizavel por uma ma-
triz ortogonal, entad? também é diagonalizavel por uma
matriz ortogonal.

3. Para cada matriz simétrica dada, determine a matriz orto
gonalP e uma matriz diagond tal queA=P-D- P

2 -1 -1
@A=| -1 2 -1

| -1 -1 2

(b) A=

ORr PR
oOr PR
OO
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4. Obtenha a decomposicao espectral das matrizes:

on-[21]

6 -2 -1
(b)A=| -2 6 -1
| -1 -1 5
[ 3 -2 4
(c)A=| -2 6 2
4 2 3
2 -2 -1
5. Dadaa matriA= | -2 2 1 |. Determine uma
-1 1 5
matriz ortogonalP e uma matriz diagonaD tal que
A=P.D-P..
2 1 1
6. SendA=| 1 2 -1 |,apliqueo processo de diago-
1 -1 2

nalizagao a matriA, determinando a matriz ortogorl
e a diagonaD tal queA=P-D-P'.

7. Verifique se o operadol : R — R3, definido por
T(X,y,2) = (-y—2z,—X— 2z —X—Y), & auto-adjunto. Se
for, determine uma base ortonormal formada pelos auto-
vetores deste operadbre a matriz que representanesta
base.

8. SejaT : R® — R3 um operador auto-adjunto com auto-
valores associado¥; = 3 e Ay, = 4. Suponha que; =
(1,1,1) evo =(2,0,1) séo autovetores associados\ae-

3. Determine um autovetor associado ao autovaoet 4
e uma base ortonormal de autovetore3 de

9. Verifique se o operadol : R3 — R3, definido por
T(X,y,2) = (X+Y,X+YV,2) & auto-adjunto. Se for, deter-
mine uma base ortonormal de vetores do operddera
matriz que represenfanesta base.

Agora é a sua vez. Maos a obra!
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1. Mostre que se a matri & simétrica, entad? também é

simeétrica.

Solucdo: Vamos supor que uma matreseja simétrica, logo,

por definicaoA = Al
Assim temos qugA?)' = (A A)t = Al AT = (A1)

Mas comoA & simétrica, ou sejad = A, temos entdo que:

(A)? = a2
Logo, (AZ)t = A2,

Ou sejaA? & também uma matriz simétrica.

Para provar um dado resultado vocé nao deve, simples
mostrar que o resultado & valido para certa matriz (ow

trando o resultado para a matriz escolhida.
Nem pode mostrar que vale para as matrizes de cer
mensao (matriz quadrada ou matriz 3, por exemplo).
A prova deste resultado deve ser genérica, pegan
definicdes e resultados validos.

A mesma observacao vale para a questao a seguir.

2. Mostre que se a matrix € diagonalizavel por uma ma-
triz ortogonal, entaé? também & diagonalizavel por uma

matriz ortogonal.

Solugdo: Vamos supor qué seja uma matriz diagonalizavel,
logo existe uma matriz ortogond (como P & ortogonal

P~1 = PT) e uma matriz diagond tal que:

A=P.D-PT.

A matrizA? = A-A, mas comA = P-D-PT, entao, temos que:

A= (P-D-PT).(P-D-P")

Logo, A>= (P-D-PT-P-D-PT), mas comd™ = P~1, entao
PT.P=I.

Dai,A?= (P-D-1-D-P") = (P-D-D-P") = (P-D?.PT).

CEDERJ 83

CAPITULO H MODULO 1



Caderno deAIgebra Linear Il | Matrizes Simétricas, o Teorema Espectral e Operadores-adjtintos

ComoD & uma matriz ortogonal, sabemos e também é
ortogonal, logo,

A? & diagonalizavel por uma matriz ortogoril.

3. Para cada matriz simétrica dada, determine a matriz orto
gonalP e uma matriz diagond tal queA=P-D-PT.

2 -1 -1
(@ A=| -1 2 -1
-1 -1 2

Solucao: Os autovalores da matri sao as raizes do
polindmio caracteristico.

Assim, os autovalores desao 0 e 3.

A multiplicidade algébrica do autovaldg =0€& 1, e
multiplicidade algébrica do autovaldr= 3 é 2.

SeA; =0, entacsy = {(x,x,X) | xe R}, dai,v; = (1,1,1)
SeA =3, entads; = {(X,x— 2z 2) | x,z€ R}, dai,
Vo= (1,-2,1) eup = (7
vz =(1,0,—1) eu3:<

t %)

3)

o a|'
Sl

A multiplicidde geométrica d&; =0 é 1, e a multipli
cidade geométrica de= 3 & 2. Ou seja, as multiplic
dades geométrica e algébrica se confundem para Quase
autovalor.

Podemos observar gqde;, u, u3} € uma base ortonormal
de autovetores da.
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Resposta: Dada a matriz simétricA, determinamos a

1 1 1
V3 V6 V2
matriz ortogonalP = % ;—% 0 | e a matriz dia-
1 1 1
V3 V6 V2
0 0O
gonalD=| 0 3 0 | de modoqué&A=P-D-PT.
0 0 3
110
(b)A=|1 1 0
0 01

Solugdo: Os autovalores da matri sdo as raizes do
polindmio caracteristico.

x—1 -1 0
-1 x-1 0
0 0 x-1

p(x) = =X(x=1)(x-2)

Os autovalores d&asao 0, 1 e 2.

SeA =0entads ={(-V,y,0) | ye R}, dai,v; = (—1,1,0),
logou; = (\7—%, %,O)

SeA =1entacs, = {(0,0,2) | ze R}, dai,v, = (0,0,1),
logou, = (0,0,1)

SeA =2 entacs, = {(x,x,0) | xe R}, dai, vz = (1,1,0),
logous = (\%,%,O)

Resposta: Dada a matriz simétrica, determinamos a

-1 1
N

matriz ortogonaP = 7 0 7 | ea matriz diago
0 1 0

o O o
o O
N OO

naID{

4. Obtenha a decomposicao espectral das matrizes:

] de modo qué&A=P-D-PT.

SEH

Solucdo: A & uma matriz simétrica. O polindbmio ca-
racteristico dé\ & dado por:
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p(x) = det(xl, — A) = 5 y_a

(x—1)(x—4)—4=(x—0)(x—5)
Assim os autovalores de&saoA; =0eA, =5.
SeAp=0entads = {(x,y) | x+2y =0}, daiv; = (—2,1)

x—1 -2 '_

_ (=2 1
eu1— 75775 .
SeA; =5 entaoS = {(x,y) | —2x+y =0}, daivy, =

(1,2) eup = (%,% .
A decomposiczo espectral A& dada porA= 0uy u;' +
5U2U2t
7 5 %
t =2 1 |_
=1 g [Vﬁ ﬁ‘»}_[—_z ;]
5 5 5

ol g
| I

g gl

—
Gl
G

[ E—

Il
| —— |

Resposta:A decomposicao espectral de2 dada por:

4 —2 1 2
5 5 5 5 1 2
A=0 5 1 |t 4]:[2 4]
5 5 5 5
6 -2 -1
b)A=| 2 6 -1
-1 -1 5

Solugdo: A & uma matriz simétrica. O polindmio ca-
racteristico dé\ & dado por:

p(x) = det(xls — A) =

= (Xx—8)(x—6)(x—3)

Assim os autovalores de&saoA; =8,A, =6 eA3=3.
SeA; =8 entao = {(x,y,2) | x= -y e z= 0}, dai

vi=(-1,1,0) ety = (;—%%o)
Sed; =6 entdao § = {(x,y,z) |x:y:;12}, dai
1

Vo= (~1,-1,2) elp = (*—6;—%%)
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Se A3 = 3 entaoS;
@Lnem:(

{(X’ ’Z) | X:y:Z}’ dajV3:

)

Sl

1
\/§’

A decomposicao espectral e dada porA = 8uy uy' +
6u U2t +3u3 Ugt

-4 1 —1
V2 3 2 0
t 1 -1 1 _ -1 1
wu'=| B[ B B 0f=| 3 1o
0 0O 0 O
-1 -
) 1 1 —2
V6 & 6 6
wwle | L [=[ =2 L 2 ]| 1 1 =2
22 =1 Ve |~ | Ve V6 V6| | 68 B 6
2 -2 -2 4
% [ 6 6 6
1 _
— 1 1 1
V3 3 3 3
Uauat = | =L 1 -1 1] _ |1 1 1
3 T | V3 V3 V3 V3|~ | 3 3 3
1 11 1
3 L3 3 3

Resposta:A decomposicao espectral de dada por:

11 101 -2 10101

2 2 6 6 6 3 3 3

_ =1 1 1 1 -2 1 1 1

A=8| = 5 0|+6] 5 5 % [1t3|3 3 3

-2 -2 4 1 1 1

0 0 0 5 B 6 3 3 3
3 -2 4
©A=| -2 6 2
4 2 3

Solugdo: A & uma matriz simétrica. O polindmio carac-
teristico de A & dado por: p(x) = detxls — A) =
x—3 2 -4
2 x—6 -2 |=(Xx=7?2x+2).
4 -2 x-3

Assim os autovalores de&saoA; = —2eA, =7.

CEDERJ 87

CAPITULO H MODULO 1



88 CEDERJ

Os autovalores de uma matriz simétrigaao nimero
reais e, alem disso, autovetores de auto-espacdb di-
ferentes sao ortogonais. Isso nos ja observamog nos
exemplos a e b. Agora no item ¢, a mathizem sc

dois autovalores um com multiplicidade algébricall e
outro com multiplicidade algébrica 2. Assim, deverfos
encontrar para o autovaldp = 7 dois autovetores q

sejam ortogonais.

SeA; =—-2entdoS_, = {(X,y,2)|[x =2y ez= —2y}, dai
vi=(21-2)eu=(%132).

SeAy =7 entacs; = {(x,Y,2) | 2x+y—2z=0}.

Para se obter uma base ortogonal, neste caso, devemos
determinar os vetores ortogonais que pertencem ao plano
m:2x+y—2z=0.

Sejav, = (1,0,1), v, pertence ao plana. Agora deve-

mos determinar outro vetor que pertenca a que seja
ortogonal av,.

2a+b+2c=0
a+c=0
vendo o sistema determinames= (—1,4,1).
Assim temos:

V2 = (1,0,1) logo up = (\%707\%)

v3=(—1,4,1) logous = (J—li, \/iﬁ, ﬁ)
A decomposicao espectral A& dada porA= —2u; u;' +
Tu Uzt + 7us U3t

Sejavs = (a,b,c) tal que: { . Resol-

2 4 2 -4

3 9 9 9

t 1 2 1 =2 2 1 -2

U up = 3 [33 3 = 9 9 9

=2 -4 =2 4

3 9 9 9

a1 1 1

V2 3 03

t 1 1 |

U Uy = 0 [\/QO\/Q}— 0 0O

1 1 o1

V2 2 2
=1 1 =2 1
V18 18 9 18
bt = | -4 -1 4 || 2 & 2
33Uz = /18 Jis V18 V18 | — 9 9 9
1 1 2 1
T 18 9 18



Resposta:A decomposicao espectral da mathiz dada

por:

4 2 -4 1 1 + Z 4

9 9 9 5 0 3 ii Z 128

A=-2| § § F|+7|o 0 o|+7| 5 9 &

1 1 1 2 1

2 2 ¢ 3 0 3 8 § 18
2 -2 -1

5. DadaamatriA=| -2 2 1 |, determine umama-
-1 1 5

triz ortogonal P e uma matriz diagonaD tal que
A=P.D-P'.

Solugdo: ComoA & uma matriz simétrica, temos, pelo Teo-
rema 3, quéA é diagonalizavel por matriz ortogonal.

O polindmio caracteristico d&é dado poip(x) = det(xlz —A),
logo teremos:

px)=| 2 x—2 -1 [=(X—0)(x—3)(x—6)
1 -1 x-5

Os autovalores dAasao 0, 3 e 6.

-2 2 110
SeA =0, teremos:< 2 -2 -1]0 > usando as operacdes
1 -1 -5|0

0O 0 0]O
elementaresobtemc<so 0O 1|0 >

1 -1 010
Dai, temos qu& = {(x,Y,2) | x=yez=0}, logo,v1 = (1,1,0)
(1 1
eu1— <ﬁ,ﬁ,0)
1 2 110
SeA :3,teremos:< 2 1 -110 >usando as operacdes
1 -1 -21|0

11010
elementares obtemc<s 01 1|0 >
0 00J|O

z) | x=—-y ez= -y}, logo,
-1

A)_

7\/@7

Dai, temos queSs = {(x,
Vo= (~1,1,—1) etp = (‘

LN Gk Z
|
- P
=
o O O

4
SeA =6, teremos:< 2 > usando as operacdes
1
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11010
elementares obtemc<s 0O 00|O >
2 010

Dai, temos queSs = {(x,y,2) | ¥

= —Xx e z= —2x}, logo,
v3_(1 —1, 2eu3:(l ‘—1,—2)

V6’ V6’ V6
1 -1 1
0 0 0] V2 V3 Ve
RespostaD=| 0 3 0| eP= % % &—%
0 0 6 0 1 2
V3 V6
2 1 1]
. SenddlA=| 1 2 -1 |,apliqueo processo de diago-
1 -1 2

nalizacao a matri, determinando a matriz ortogoril
e a diagonaD tal queA=P-D-P..

Solugdo: ComoA & uma matriz simétrica, temos, pelo Teo-
rema 3, quéA é diagonalizavel por matriz ortogonal.

O polindmio caracteristico d& & dado por dékl; — A), logo
teremos:
x—2 -1 -1
pX)=| -1 x—2 1 |=x(x=3)?
-1 1 x-2

Os autovalores dasao 0, 3 e 3.

-2 -1 -1]|0
SeA =0, teremos:< -1 -2 1 0 > usando as operacdes
-1 41 -2 1|0
1 1 0|0
elementares obtemc<s 0O -1 10 >
0O 0 0|0
Dai, temos que = {(x,y,2) | x= -y e z=y}, ou Sseja,
u=(-11Yeu= (4 &)
1 -1 -1]0
SeA =3, teremos:< -1 1 110 > usando as operacdes
-1 1 1 0
1 -1 -11|0
elementares obtemc<s 0O O 0|0 >
0O 0 0|0

Dai, temos qué&s = {(X,Y,2) | x—y—z=0}. Para escolhermos
0S autovetores ortogonais pa¥a= 3, temos que determinar os



vetores ortogonais que pertencem ao pbkang —z= 0. Facil-
mente determinamos = (1,1,0), agora para determinana,
temos que encontrar um vetor deste plano que seja ortogmnal a
Vo encontrado. Ou sejaz = (a,b,c) tal que(vs-vz) =0 evs
pertence ao plano, ou sef-b—c=0.

Logo, temos quea—b—c=0 ea+b=0. Dai, obtemos
vz=(—-11-2).

Logo, paraA = 3 obtemosv, = (1,1,0) e
Logove =y /3.0) e = (G- 36 7).

-1 1 -1

000 3 V2 Ve

RespostaD=| 0 3 0|eP=| 7z = 7
00 3 Ly =2

V3 V6

. Verifique se o operadol : R® — R3, definido por
T(x,y,2) = (-y—2z —X—2z —Xx—Y) & auto-adjunto. Se
for, determine uma base ortonormal formada pelos auto-
vetores deste operadbre a matriz que represerifanesta
base.

Solucdo: A matriz que representa o operadoicom respeito
a base canbnica é:

0O -1 -1
A= -1 0 -1
-1 -1 O

Pelo Teorema 1 da aula 24, temos que um operador & fauto-
adjunto se e somente se a matriz que o representa cof res-
peito a qualquer base ortonormal & uma matriz simétricj.

Logo, o operador acima & auto-adjunto. Precisamos agera de
terminar primeiro os autovetores e a partir deles os awie®t
deA (que vai ser uma base ortogonal) e a partir desses autove-
tores vamos determinar a base ortonormal.

O polindmio caracteristico deé dado poip(x) = det(x13 —A),
logo teremos:

p(X) = = (x—1)*(x+2)

R X
B X R
X B
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Os autovalores dasao 1 e-2.

11 1
SeA =1, teremos:< 11 -1 > por meio das operacdes
11 1

111
elementares obtemc<s 0 0O >
0 00O

Dai, temos qu¥: = {(x,y,2) | x+Yy+z=0}. Para escolhermos

0S autovetores ortogonais pa¥a= 1, temos que determinar os
vetores ortogonais que pertencem ao phamg/ +z= 0. Facil-
mente determinamog, = (—1,1,0), agora para determinar o

Vo temos que encontrar um vetor deste plano que seja ortogonal
aov; encontrado. Ou seja, = (a,b,c) tal que(vi-vp) =0e

Vo pertence /1.

Logo, temos quea+b+c=0e —a+b=0. Dai obtemos
vo = (1,1,-2).

ParaA = 1 obtemosv; = (—1,1,0) e v, = (1,1,—2). Logo
_ (=1 _ (1 1 -2
“1_<ﬁ )euz—(%%%)
-2 1 110

SeA = -2, teremos:< 1 -2 1 |0 > por meio das
1 1 -21]0

1 0 -11/0
operacgdes elementares obter<o$) -1 1 |0 >
0O 0 0|0

Dai, temos queS_, = {(X,y,2) | x=2z ey =z}, ou seja,

vz =(1,1,1). Logous = (%’ %a %

Resposta:O operadoiT € auto-adjunto, uma base ortonormal
formada pelos autovetores deste operddér

() e (5 )
0
0

€ a matriz que representanesta bas® =

oo
[N o]

-2

. SejaT : R® — R3 um operador auto-adjunto com auto-

valores associado¥; = 3 e A, = 4. Suponha que; =
(1,1,1) evo, =(2,0,1) sdo autovetores associados\ae-
3. Determine um autovetor associado ao autovslet 4
e uma base ortonormal de autovetore§ de



Solucdo: ComoT & um operador auto-adjunto, o autovetor
associado ao autoval@dp = 4 vai ser o vetows que & ortogonal
avi evp. Logo,vz = (1,1,-2).

Podemos observar que e v, nao sao ortogonais, logo pre-
cisamos determinar o vetev ortogonal av; e v3. Sejaw =
(—-1,1,0).

Temos a base ortonormal de vetoresTdformada pelos veto-
(4 1 12N, (-1 _ (1 1 -2
resin= (5. 5 ) 1 o= 75:0) ets= (s oo A)

Resposta: O autovetor associado ao autovaldy = 4 &
vz =(1,1,-2).

A base ortonormal &
(5 (359 (s d)
L\ V3 VB T\WV2' V2 ) \VE Ve VB S

Se tomar o vetow ortogonal av, evs, a base sera:

|G (30 (53]

. Verifique se o operadof : R® — R3, definido por:
T(X,Y,2) = (X+Y,X+Y,2) & auto-adjunto. Se for, deter-
mine uma base ortonormal de vetores do operddera
matriz que represenfa nesta base.

Solucdo: SejaA a matriz que representa este operador na base
110

canbnica:A= | 1 1 O | & matriz simétrica, logo o opera-
0 0 1

dorT & auto-adjunto.

Os autovalores dAasao 0, 1 e 2.

SeA =0 entaov; = (—1,1,0), logou; = (%, %,O).

SeA =1entaov; = (0,0,1), logoup = (0,0,1).

SeA =2 entdovs = (1,1,0), logous = (%, %,0).
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Resposta: O operadorT & auto-adjunto, uma base ortonor-
mal éB = {(\‘/—%, %,O) ,(0,0,1), <%, %,0)} e a matriz que

representd nesta bas® =

[eNeoNe]
[N N e]
N OO



4

Capitulo 4

FORMAS BILINEARES , FORMAS QUADRATICAS,
CONICAS, QUADRICAS, AUTOVALOR COMPLEXO

Este € o Ultimo capitulo! Nele estamos tratando os cencei
tos: Formulas Bilineares e Quadraticas, Conicas, €cesl e
também o Autovalor Complexo.

No primeiro capitulo fizemos todas as contas para deter-
minar autovalores e autovetores, mas aos poucos, n0S outros
capitulos, deixamos de ter esse cuidado. Agora, nestrikgp”
nao estamos mais fazendo as contas pois achamos que &oceés |
estao aptos a fazé-las.

Vamos la. Ao trabalho!

Exercicios

1. SejaF uma forma bilinear no espaco vetonake A a ma-
triz que represent& numa baser deV. Mostre queF
é uma forma bilinear simétrica se e soment&seuma
matriz simétrica.

2. SejaA € Mp(R). Verifique que a aplicacd® : R" x R" —
R, definida poiF (u,v) = ut Av, & uma forma bilinear.

3. SejaF : R x R® — R definida porF (u,v) = (u,Vv), o pro-
duto escalar eri3.

(a) Determine a matri& que representa a forma bilinear
F com respeito &, base candnica de°.

(b) Determine a matriB que representa a forma bilinear
F com respeito a bage={(1,1,0),(-1,0,1),(0,2,1)}.
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4. SejaF : R?xR? — R definida porF (u,v) = F ((x1,X2), (Y1,Y2)) =
2X1y1 — 3X1Y2 + X2Y2.

(a) Determine a matria que representa a forma bilinear
F com respeito &, base candnica de?.

(b) Determine a matriB que representa a forma bilinear
F com respeito a bagg= {(1,0),(1,1)}.

(c) Determine a matri€ que representa a forma bilinear
F com respeito a bas®= {(2,1),(1,—1)}.

(d) Determine a matriz mudanca de b&seda base3
para a basé, e verifique qué = P'CP.

5. Determine, em cada caso, uma mudanca de vaifayeé
transforme as formas quadraticas R® — R, definidas
a seguir, dadas na base candnica, em uma forma diagonal.
Obtenha também a expressao dessa forma diagonal.

(@) q(x1,X%2,X3) = 3x12+ 5% + 3x3% — 2%1 X + 2X1 X3 — 2X2 X3

(b) A(X1,%2,X3) = X124 Xo% + X% + 2% X3

6. Em cada caso, aplique o procedimento apresentado na aula
27, simplificando a equag¢ao ao maximo e identificando a
cOnica apresentada.

e Reescreva a equacao da conica na forma matricial
(MAV+Bv+n = 0). Lembre-se de quéAveé a forma
diagonal eBv a forma linear en € o termo indepen-
dente.

e Determine os autovetores (base ortonorRale au-
tovalores da matriz simétrich. Lembre-se de que
P & a matriz que diagonaliza a matAz e a matriz
diagonal D & composta dos autovalord3 e P'AP.

e A forma diagonal deg & dada por: q(x1,y1) =
X1
D .
(X1 1] { Vi }

e A forma linear se transforma eBwv = B (P(x1,y1))
— 0 que vai ser feito aqui & simplesmente uma mudanca
de base.

e Reescreva a equacao com a forma diagonal e aforma
linear.

96 CEDERJ



e Resolva os quadrados perfeitos, e a equacao estara
simplificada.

e Classifique a conica.

— Se os autovalores forem diferentes de zero: se g au-
tovalores tiverem 0 mesmo sinal (todos maiores jue

Zero ou menores que zero), teremos uma elipsef um
ponto ou 0 conjunto vazio; se 0s autovalores tivegem

sinais contrarios, a cdnica sera uma hiperbole oljum

par de retas concorrentes.

— Se um dos autovalores for igual a zero, teremosjpma
parabola, ou um par de retas paralelas ou uma {nica
reta ou o conjunto vazio.

(@) BP+y?—8xy—17v5x+11v/5y+41=0
(b) 4x2+ Y2 + 4xy+ 5v/5x+ 10y/By+5=0
(C) 32+3y? —2xy+2V2x—6v2y+2=0

7. Em cada caso, aplique o procedimento apresentado na aula

28, simplificando a equag¢ao ao maximo e identificando a
quadrica apresentada.

e Reescreva a equacao da quadrica na forma matricial
(VAV+Bv+ p=0).
—\tAv é a forma diagonal Bv a forma linear, e &
o termo independente.

Observe agora qu&é uma matriz X 3, evé um
vetor doR?,

e Determine os autovetores (base ortonorRake au-
tovalores da matriz simétricd Lembre-se de que
P & matriz que diagonaliza a matriz A, e a matriz
diagonalD & composta dos autovalore®e= P'AP.

e A forma diagonal deq & dada porq(xi,y1) =
X1

X1y1z1)D | y1
V4|
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e Aformalinear se transformaeBv=B (P(x1,y1,21))
— 0 que vai ser feito aqui & simplesmente uma mudanca
de base.

e Reescreva a equacao com a forma diagonal e aforma
linear.

e Resolva os quadrados perfeitos, e a equacao da quadrica
estara simplificada.

¢ Classifique a quadrica.

— Se os autovalores forem diferentes de zerop
diferente de zero, a quadrica € dita ser de centro gfsera
uma elipsbide, se os autovalores tiverem o mesmo ginal
teremos uma elipsoide, um ponto ou 0 conjunto vagio;
se o0s autovalores tiverem sinais contrarios, a cgnica

gativo) ou de duas folhas (com dois sinais negatiyps);
sep € igual a zero, teremos um cone ou um par de gtas
concorrentes.

eliptico ou parabélico, dois planos secantes ou doigpla-
nos paralelos.

(@) xy—4v2x+2v2y+2z—-9=0

(b) 2Xy+ 2xz+2yz—6x—6y—4z—9=0

(C) T2+ T7y2+1022 — 2xy— Axz+dyz— 12X+ 12y+ 60z—
24=0

8. Determine os autovalores e uma base para cada autamespac
das matrizes a seguir:

() A= H _32}
(b) A= { —52 —21}

9. Calcule o0s autovalores e autovetores da matriz
a —b - , )
A= b a | ondea e b sao nUmeros reais tal quae

diferente de zero ol diferente de zero.
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1. SejaF uma forma bilinear no espaco vetonake A a ma-
triz que represent& numa baser deV. Mostre queF
€ uma forma bilinear simétrica se e somentédfuma
matriz simétrica.

Solugdo: SeF & uma forma bilinear no espago vetoria)
temos queF (u,v) = U'Av.

Observe quefAvé um escalar, logafAv= ({AV)".
Dai, F(u,v) = (WAV)' = VAl
Pela definicdo 2 temos que Beé bilinear, ou sejak (u,v) =
F(v,u), assim:

VAu=F(u,v) = F(v,u) = VAu.
Logo,

VAlu=VAu

Dai, Al = A, ou sejaA & uma matriz simétrica.
Reciprocamente, se A & uma matriz simétrica, entie A,
entao:

F(u,v) = UAv= (FAV)' = VAlu= VAu=F(v,u)

Logo, a forma bilineaF também & simétrica.

Ficou provado entao gque & uma forma bilinear simétri
se somente se a matzque representk huma basex do
espaco vetoridd &€ matriz simétrica.

2. SejaA € Mp(R). Verifique que a aplicacd® : R" x R" —
R, definida poiF (u,v) = u'Avé uma forma bilinear.
Solucdo: Sejau, vywe R"eac R.

F(u+awv) = (u+aw)'Av= (Ul +aw)Av= U'Av+ aw Av =
=F(u,v) +aF(w,V), ou sejaF & bilinear na primeira variavel.

F(u,v+aw) = U'A(v+aw) = (U'AV) + (Ut Aaw) = (UTAV) +a(utAw) =
F(u,v) + aF(w,v), ou seja,F & bilinear também na segunda
variavel.

Logo, F & forma bilinear.
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3. SejaF : R® x R3 — R definida porF (u,v) = (u,V), o pro-
duto escalar eri®3.

(a) Determine a matria que representa a forma bilinear

(b)

4. SejaF : R?xR? — R definida porF (u,v) = F ((x1,X2), (Y1, Y2)) =

F com respeito &, base candnica de3.

Solugdo: Temos que:

F((1,0,0),(1,0,0)) = 1, F((0,1,0),(1,0,0)) = O;
F((0,0,1),(1,0,0)) =0;

((1,0,0),(0,1,0)) = 0; F((0,1,0),(0,1,0)) = 1;
((0,0,1),(0,1,0)) =0;

((1,0,0), OD):O;F«QLQAQQD):O e
((0,0,1) 1)

|

Resposta: A matriz que representa a forma bilinar

F
F
F 0,
F((0,0,1), (0,0,

= O O ||

(

(

(

(

(

10
LogoA=| 0 1

00

1 00
com respeito a base candnicA & { 010 ] .
0 0 1

Determine a matriB que representa a forma bilinear
F com respeito a bage={(1,1,0),(-1,0,1),(0,2,1)}.

Solugao:

F((1,1,0),(1,1,0) = 2; F((-1,0,1),(1,1,0)) = -1,
F((0,2,1),(1,1,0)) = 2

F((1,1,0),(-1,0,1)) = -1; F((-1,0,1),(-1,0,1)) =

1 ;
) = 2; F((-1,0,1),(021)) =1, e
)

Resposta: A matriz que representa a forma bilingar

2 -1 2
com respeito a base candnicB & { -1 2 1 } :
2 1 5

2X1y1 — 3X1Y2 + XoYo.
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(a) Determine a matria que representa a forma bilinear

(b)

(€)

(d)

F com respeito &, base candnica de?.

Solugao:
F((1,0,(1,0) =2 F((1, >< >>:—

2 -3
Logo A= [ 0 1 ]
Resposta: A matriz que representa a forma bilingar

com respeito a base candnicA & [ (2) _13 ]

Determine a matriB que representa a forma bilinear
F com respeito a bagg= {(1,0),(1,1)}

Solugao:

F((1,0),(1,0)) =2; F((1,0),(1,1)) = —1;

F((1,1),(1,0) =2; F((1,1),(1,1)) =0.
2 -1

> o

~—

LogoB = {

Resposta: A matriz que representa a forma bilinear

o Lo, | 2 -1
com respeito a base candnicB & 2 o |’

Determine a matri€ que representa a forma bilinear
F com respeito a base= {(2,1),(1,—-1)}

Solugo:

F((21),(21) =3 F((21),(1,-1) =9;
F((1,-1),(2,1)) =0; F((1,-1),(1,-1)) =6.
3 9]

LogoC = [ 0 6

Resposta: A matriz que representa a forma bilingar

N A~ | 39
com respeito a base canonic@ é- 0 6l

Determine a matriz mudanca de b&seda base
para a basé, e verifiqgue qué = P'CP.

Solugao: Observe que, neste caso, a matiz a matriz

mudanca de base, da bg&eara a basé, que € definida
por 51 (reveja este conceito no seu livro ddgebra

Linear I).
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Temos que:

=0 o1 5

N
H
| S
(]
°
AR
| — |
Wik Wik
|
o, wie
| I

1 1 1 1 1 2
s 1np_ | 3 3 |3 3
LogoP =0 B‘[; _ZHO 1]_[; _1]
3 3 3 3
b3
7 H t
Além dlsso,P_[g _1]
3 3
Logo, B = P'CP, ou seja:
2 11 [3 3] 73973 3
2 0| |2 -1 0 6 1 -1
3 3 3 3

Wik Wik
|

|, i

| I— |

Resposta:A matriz mudanca de basePe= [
e vimos queB = P'CP.
5. Determine, em cada caso, uma mudanca de vaifayeé
transforme as formas quadraticas R® — R, definidas
a sequir, dadas na base candnica, em uma forma diagonal.
Obtenha também a expressao dessa forma diagonal.

(a) C](Xl, X2, X3) = 3X12 + 5X22 + 3X32 — 2X1 X+ 2X1 Xg — 2X2 X3

Solugao: Observando os coeficientes de podemos
observar que a matrix, que representgna base canonica,

é dada por:
3 -1 1
A=| -1 5 -1
1 -1 3

Diagonalizar a forma quadraticpé equivalente a diago-
nalizar a matriz simétricA.

O polindmio caracteristico d&é dado por:
p(x) = det(xl3 — A) = 1 x-5 1 |=
= (x—2)(x—3)(x—6)

As raizes do polindmio caracteristico sao 2, 3 e 6, cay sej
os autovalores da sao 6, 2 e 3.



6-3 1 -1 X 0
Se)\6,temos[ 1 6—5 1 ]{y]{ol
-1 6—3 z 0
1 -1 X 0
Resolvendo o sistem 1 1 |- Jy|=1]0]¢{,
1 1 3 z 0
ey= -2z =

determinamos: S = {(x,y,2) | x =z
{(z-222) [zeR} =[(1,-2,1)].
Logov; = (1,—-2,1).

2-3 1 -1 X
SeA =2,temos| 1 2—5 1 Sy | =
-1 z
X
13 [
z

|

Resolvendo o sistem

|l ooo © 0O
| E— |

determinamos: S =
{(=2,0,2) | ze R} =

Logov, = (—1,0, 1).
3-3
SeA =3, temos 1 —
-1

X
l { v }
z
X
Resolvendo o sistema, y
z
=y ex=

determinamos: & = { (x y,

{wyy) lyeR}=[(1,1,1)].
Logovz = (1,1,1).

Abase dos autovetore®e- {(1,—-2,1),(-1,0,1),(1,1,1)}
— que & uma base ortogonal, porém, precisamos determi-
nar a base ortonormal, ou seja,

(B (o) (5 3)

ou seja:

AHHI_B_|
H
'—\
[
—

1 1

NEE

2 1

Ve

1 1 -1

Ve V3 V2
Devemos tomar os autovetores de tal forma qu@del.
A matriz diagonal correspondente é:

6 0
D=0 0
0 2

o Jl-

o wo

CEDERJ 103

MODULO 1

CAPITULO



f

o

Caderno deAlgebra Linear Il | Formas Bilineares, Formas Quadréaticas, Conicas, @uadAutovalor Complexo

104 CEDERJ

A expressao na forma diagonal gé dada por:

6 001w
alys,y2,¥3) =[y1y2y3] | 0 3 0 Y2 | = 6y1?+3y2°+2y5°
00 2]y

Resposta:A matriz mudanca de variavel &

1 1

1
% Vi vz
-2 1
P=1% w 9|
1 01
Ve V3 V2

e a expresssao desta forma diagonal &

a(y1,y2,y3) = By12 + 3y2° + 2y3°.

(b) q(X1,%2,X3) = X12 + Xo? + Xa2 + 2X2 X3

Solugao: Observando os coeficientes de podemos

observar que a matrix que representana base candnica
é dada por:

1 00

A=]10 11

011

Diagonalizar a forma quadraticpé equivalente a diago-
nalizar a matriz simétricA.

O polindmio caracteristico d&é dado por:
x—1 0 0
p(x) =detxls—A)=| 0 x-1 -1 |=
0 -1 x-1
=X=-0)(x—1)(x—2)
Logo, os autovalores sao 0, 1 e 2.

SeA =0, temos que(0l3 — A)v =0, ou seja,

-1 0 0 X 0
0 -1 -1|-|y|=]0
0 -1 -1 z 0

Este sistema & equivalente &= 0 ez= —vy, logo a
solugcao é daformarn = {(0,y,—y) |ye R} =[(0,1,—-1)].

Portantoy; = (0,1,—1) € o autovetor associadola= 0.



SeA =1, temos que(llz — A)v= 0, ou seja,

S LR

Este sistemgpara qualquer valor de x, &€ equivalente a
y=0ez=0, logo, todas as solu¢cdes sao da forma:

Vi ={(x,0,0) | xe R} =[(1,0,0)].
Portantoy, = (1,0,0) & o autovetor associadoa= 1.

SeA = 2, temos que(2lz3 —A)v =0, ou seja,

iRl

Este sistema é equivalentexa= 0 ez=y, logo, todas as
solucdes sao da forma:

Vo ={(0,y,y) |ye R} =[(0,1,1)].

Portantoys = (0,1,1) & o autovetor associadola= 2.
A base dos autovetore®é-{(0,1,-1),(1,0,0),(0,1,1)}

— que & uma base ortogonal, porém, precisamos determi-
nar a base ortonormal, ou seja,

P {(1,0,0), (o\%\_/—;) : (0\%%)}

ou seja:

Observe que mudamos a ordem dos vetoreB par
que deP = 1.

1 0 O
o L L
P= V2 V2 |, detP=1
o =t L
V2 V2
A matriz diagonaD, semelhante & matri, & dada por:

1 00

D=0 00

0 0 2
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A expressao na forma diagonal dé dada por:

1 00 Y1
q(yr.y2.y3) =[y1y2ys] | O O 0| | y2 | =1y1®+0y,+2ys?
00 2| ys

Resposta:A matriz mudanca de variavel

1 0 O

o L L
P= V2 V2 |,

o =t L

V2 V2

e a expresssao desta forma diagonal &

A(Y1,Y2,Ys) = Ly12 + Oyo® + 2y32.

6. Em cada caso, aplique o procedimento apresentado na aula
27, simplificando a equag¢ao ao maximo e identificando a
cOnica apresentada.

(@) B +y?—8xy—17v5x+11V/5y+41=0

Solugao: Vamos seguir o procedimento sugerido na aula
27 passo a passo. Ou seja:

e Reescreva a equacao da conica na forma matricial
(VAV+Bv+n=0).

[xy][ _74 _14 ] {;]ﬂl?\@ 11@} {;}+410

e Determine os autovetores (base ortonormgl }-e au-
tovalores da matriz simétrich. Lembre-se de quB € a
matriz que diagonaliza a matrfg, e a matriz diagondD
& composta dos autovalore®e= PLAP.

7 -4
S
Os autovalores da sao: 9 e-1.

A cdnica pode ser uma hipérbole.




SeA; =9, temos que = (2,—1), logou; = (%, ;—%)
SeA; = —1, temos quen = (1,2), logou; = (%,%)
2 1
9 0 V6 5
D:[0 1]eP{l 2},comdePl
V5 Vb

¢ A forma diagonal dg é dada poq(x,y1) = [X1 y1]D { ;(/1 ]
1

A(xe,y1) = [xa yal [ g A } [ ﬁ }

e A forma linear se transforma eBv = B(P(x1,y1)) —
0 que vai ser feito aqui &€ simplesmente uma mudanca de

base.
2 1
Bv:[—ﬂ\@ 11@]{“? f“;ﬁ
7B VB !

e Reescreva a equagao com a forma diagonal, a forma
linear e o termo independente.
X1 _
[[5]vamo

¢ Resolva a equacao e os quadrados perfeitos, e a equacgao
estara simplificada.

[lel]{ g ° } { ;1 }Jr[fl?\/g 11/8]

Sl G
S G-

%2 —y12 — 45x; + 5y; +41=0

9(x% —5%1) — (y12—5y1) = —41
o0-2) " (-5~ arra ()2 aria(%)
9<x1 g)z (yl 2)2 —41+50=9
(o3 r2)

Sejaxo = (x1—3) eya = (y1— 3).
A equagao reescrita seng? — 3%2 =1-que € aequagao
de umahipérbole.

Resposta: A equacio simplificada &2 — %2 =1 que
representa umhipérbole.
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(b) 4x2 + Y2+ 4xy+ 5v/5x+ 10v/By+5 = 0.

Solugao:

e Reescreva a equacao da conica na forma matricial
(VAV+Bv+n=0).

[xy][;1 iH:{]Jr[S\/E 10\/5}[;(/}45:0

e Determine os autovetores (base ortonormgl }-e au-
tovalores da matriz simétrich. Lembre-se de quB € a
matriz que diagonaliza a matrfg, e a matriz diagondD
& composta dos autovalore®e= P'AP.

4 2
Sk
Os autovalores da sao: 0 e 5.

A cbnica pode ser uma parabola.

SeA; =0, temos quen = (1, —2), logou; = (AS, \_/_%)
SeA, =5, temos que; = (2,1), logou; = <%, \%)
1 2
00 NG
D:[O S]eP{Z l]comdePl.
NS

¢ A forma diagonal de & dada pog(xa,y1) = [X1 y1]D [ ;1 }
1
00 X

d(x, Y1) = [x1 1] [ 0 5] [ yi }

¢ A forma linear se transforma eBv = B(P(x1,y1)) —
0 que vai ser feito aqui & simplesmente uma mudanca de

M

Bv= 515 10V5| {

Gl Gl
Gl G



(©)

e Reescreva a equagao com a forma diagonal, a forma
linear e o termo independente.
X1 _
} HER:

[x1y1]{8 g}l:;i:lJr[S\/g 10\/5}[ ve f’
V5

¢ Resolva a equacao e os quadrados perfeitos, e a equacgao
estara simplificada.

By,2 — 15x; +20y; +5=0
(5y1% +20y1) = 15 — 5 (dividindo por 5)
(V12 +4y1) =3 — 1
(y1+2)°=3x—1+4
(1+2)*=3a+3=3(x+1)
(1 +2)* =30 +1)
Sejax = (x1+1) ey, = (Y1 +2)
A equagao reescrita sengi® = 3x, — que & a equagao de

umaparabola

Resposta: A equacao simplificada %2 = 3x, que re-
presenta umparabola

32+ 3y% — 2xy+2v/2x— 62y +2=0

Solugao:

e Reescreva a equacao da cdnica na forma matricial
(VAV+BvV+n=0).

[xw[_?’l _31H§]+[2ﬁ —G\fzug]Jrzzo

e Determine os autovetores (base ortonorm#&)-e au-
tovalores da matriz simétrich. Lembre-se de quB € a
matriz que diagonaliza a matrfg, e a matriz diagonaD
& composta dos autovalore®e= P'AP.

=[5 7]

Os autovalores da sao: 4 e 2.

CEDERJ 109

MODULO 1

CAPITULO



f

o

Caderno deAlgebra Linear Il | Formas Bilineares, Formas Quadréaticas, Conicas, @uadAutovalor Complexo

110 CEDERJ

Esta cbnica pode ser uma elipse.

SeA; = 4, temos que = (1, —1), logou; = (_ _)

SeA, =2, temos que; = (1,1), logou; = <%, i)

o-[49] p{

Sk Sl
Sl Sl

¢ A forma diagonal dg & dada poq(xy,y1) = [X1 y1]D [ ;1 }
1

q(X1,¥1) = [X1 V1] [ g (2)] [ ;2 ]

e A forma linear se transforma eBv = B(P(x1,y1)) —
0 que vai ser feito aqui &€ simplesmente uma mudanca de
base.

S

1
Bv=[-17/5 11/5] { ve vz ] [Xl]
N AR Y1

e Reescreva a equagao com a forma diagonal, a forma
linear e o termo independente.
X1 _
] HEE:

¢ Resolva a equacao e os quadrados perfeitos, e a equacgao
estara simplificada.

X
5
—
ISEN
N o
A
—

X
R
+
—
X
N
|
o
i)
1

N
Sk R

A% 2+ 2y1° + 8% — 4y, +2=0
4 (%% +2x) +2(y12 —2y1) = 2
Ax+1)P2+2(y1—1)P°=—2+4+2=4

(y1— 1)
2

Sejax = (x1+1) ey, = (y12—1).

=1

(xp+1)%+



~ . 3 2 , .
A equacao reescrita serg? + ¥2- =1-que & aequagao
de umeelipse

Resposta: A equacio simplificada &2 + VLZZ =1 que
representa uma elipse.

7. Em cada caso, aplique o procedimento apresentado na aula
28, simplificando a equacao ao maximo e identificando a
quadrica apresentada.

(@) xy—4vV2x+2V2y+z—-9=0

Solugao:

e Reescreva a equacao da cdnica na forma matricial
(VAV+BvV+n=0).

010 X X
xyal1 0 0]]y +[—4ﬁ 221 |y |=9
000]|]z 7

e Determine os autovetores (base ortonorm#&)-e au-
tovalores da matriz simétrich. Lembre-se de quB € a
matriz que diagonaliza a matrfg, e a matriz diagonaD
& composta dos autovalore®e= P'AP.

1
A= 0
0

O oo

0
1
0
Os autovalores da sao: 0

A guadrica pode ser um parabolbide eliptico oughi-
perbblico, um cilindro eliptico ou parabolico, dois
nos secantes ou dois planos paralelos.

,le-1.

SeA; =0, temos que; = (0,0,1), logou; = (0,0,1).

SeA, =1, temos que, = (1,1,0), logou; = <\if \if )

SeAz=—1, temos ques = (—1,1,0), logou; = (Vl },0)

Observe que a partir deste exercicio estamos deixando as
contas por conta de voces.
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o L =1
00 O V2 V2
D=0 1 0 |eP=|0 L L1 |comdeP=1.
[o 0 —1] vz
1 O 0
X1
¢ Aforma diagonal de é dada poq(xq,y1,z1) =[X1 Y1 z1]D | y1
P4l
0O 0 O X1
q(x1,y1,z1) =[xay1z1]| 0 1 O yi
0 0 -1 21

e A forma linear se transforma eBv = B(P(x1,Y1,21))
— 0 que vai ser feito aqui & simplesmente uma mudanca
de base.

X1

Y1
Al

SN N
o Sk Shh

0
Bv— [—4\/5 2v/2 1] 0
1

e Reescreva a equagao com a forma diagonal, a forma
linear e o termo independente.
X1
yi | =9
P4l

¢ Resolva a equacao e os quadrados perfeitos, e a equacgao
estara simplificada.

0 X1 0
0 Hy1}+[4ﬁ2\/21 0

Z

[eNeoNe)
oo

X1 y1 z1] [

o 3k &k
o Jk Sl

1

y12— 212+ % — 2y1 + 62 =9
x1+ (Y12 —2y1) — (2% —67) =9
x+(y1—1)°—(z—3°=9+1-9=1
xi+(y1—1)°—(zn—3)%=1
Sejaxg =x1,Y2o=MY1—1) ezn=(z—3).

A equacao reescrita sergi + y»? — 22 = 1. A quadrica
€ um parabolbide hiperboblico.

Resposta: A equacao simplificada & + y»? — 2° = 1
gue representa um parabolbéide hiperbolico.



(b) 2xy+2xz+2yz—6x—6y—4z—9=0

Solugao:

e Reescreva a equacao da cdnica na forma matricial
(VAV+BvV+n=0).

011 X X
xyz|1 0 1 y|[-6-6-4|y|[=9
110 z z

e Determine os autovetores (base ortonorm#&)-e au-
tovalores da matriz simétrich. Lembre-se de quB € a
matriz que diagonaliza a matrfg, e a matriz diagonaD
& composta dos autovalore®e= P'AP.

A:

=)
=l
oORr R

Os autovalores dasao: 1 e-2.
A quadrica pode ser um hiperbolb6ide de duas folhas.

SeA; =1, temos que determinar dois autovetores ortogonais
associados a este autoval@omoS, = {(X,y,z) | Xx+y-+

z= 0}, temos que determinar dois vetores ortogonais per-
tencentes a este espaco.

Sejav; = (1,-1,0) ev, = (1,1,—2), v1 e, S@o elemen-

tos deS; e s&o vetores ortogonais. Logn,= (\‘/—%, T O)

SeAp, = —2, temos quez = (1,1, 1), logouz = (%, %, &—%)
Dai,
101
10 0 v2 Ve s
D:[O 1 0]eP: % 5 5 | comdeP =1.
00 -2 . =2 1
V6 V3

X1
¢ A forma diagonal de é dada pot(xy,y1,21) = [X1 Y1 z1] D [ V1 ]
Z

10 0] [x
q(X]_,y]_,Zl) = [Xl Y1 Zl] 01 0 Y1
00 2||2z
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e A forma linear se transforma eBv = B(P(x1,Y1,21))
— 0 que vai ser feito aqui & simplesmente uma mudanca
de base.

L 11
V2 V6 VB | [ x
Bv=[-6 —6 —4] :/—% % % Y1
0 =2 L |LA

VEE

e Reescreva a equagao com a forma diagonal, a forma
linear e o termo independente.
V3 %
N y1 | =9
Al

0 X1 &

yi |+[-6 -6 —4| 3
Pl

¢ Resolva a equacao e os quadrados perfeitos, e a equacao

estara simplificada.

NN
oOr o
o

(X1 y1 21] {

S S S
P

hd —1—62 =9
\/éyl \/:—))l_

X12 + y12 — 2212 + 0xq —

X% +y1? —22% — 9

4., 16 _
NG
4

8
X12 + <Y12 — \/éyl) -2 <212 + —\/§Zl) =9
2\? 4 \? 2 32 30
X1 +(y1 \/6) (zl+\/§) 9+3 9-5=9-10

2 \? 4\ 2
(- 7g) —2(mr ) =
Sejaxy =X, Y2 = <y1—%6) ezn = (zl—%),

A equacao reescrita sepg? + Y2 — 22, = —1. A quadrica
€ um hiperbolo6ide de duas folhas

Resposta: A equagao simplificada %? + y,2 — 22,2 =
—1 que representa um hiperbolbide de duas folhas.

(C) 7X%+7y? + 1022 — 2xy— 4xz+ dyz— 12x+ 12y + 60z— 24=0



Solugo:

e Reescreva a equacao da conica na forma matricial
(VAV+ Bv+n=0).

7 -1 -2 X X
-1 7 2 y |+[-121260| y | =24
-2 2 10 z z

(xyZ

e Determine os autovetores (base ortonornfgle auto-
valores da matriz simétriod Lembre-se de que matriz
gue diagonaliza a matri&, e a matriz diagondD & com-
posta dos autovaloresie= P'AP.

7 -1 -2
A=| -1 7 2
-2 2 10

Os autovalores da sao: 6 e 12.

A quadrica pode ser um elipsbide, um ponto ou o @on-
junto vazio.

SeA; =6, temos que determinar dois autovetores ortogonais
associados a este autovalo€omo S = {(x,y,2) | X —
y — 2z = 0}, temos que considerar = (1,1,0), entdo

Vo = (1,—1,1), logou; = (%,%,0) eup = (\‘/—%,\/ié,;—%)

SeA, =12, temos ques = (—1,1,2), logouz = <*—ﬁ15, %, %)
1 -1 -1
6 0 0 V2 V3 Ve
Dai,D=|0 6 0 |eP=| % 5 = |com
00 12 5 1 2
V3 V6
detP=1.

X1
¢ A forma diagonal de é dada poy(x1,y1,z1) = [%1 Y1 z1] D [ V1 ]

Z
6 0 O X1
q(x,y1,z1) =[x Y1 z]| 0 6 O Y1
0 0 12 21

e A forma linear se transforma eBv = B(P(x1,Y1,21))
— 0 que vai ser feito aqui & simplesmente uma mudanca
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1 -1 -1
V2 V3 VB | [ x,
Bv=[-121260| 35 5 = | | n
o =L 2 2

V3 V6

e Reescreva a equagao com a forma diagonal, a forma
linear e o termo independente.
X1
y1 | =24
Al

X1

yi | +[-12 12 60

Al
¢ Resolva a equacao e os quadrados perfeitos, e a equacao
estara simplificada.

0
0
12

o oo
o o o
° Sk S
-

—1
7

1

D y1 2] { N
2

3

36 144
6x1% + 6y1° + 1221% — %yﬁ Vo 24

6x,2 + 6 (yl2 - %)ﬁ) +12 (212 + %ﬁ) =24
+ 12(

6x1 +6(y1+ ) ) =24+18+72=114

6X1 +6<y1+ ) +12| zs — =114 (dividindo por 6)

%)
X1 +(Y1+ 3 )2+2(21——)2=19

Sejaxp = X1, Y2 = <Y1+%) ez = (21— %)-

A equacao reescrita seng? + Y2+ 22,> = 19. A quadrica
€ um elipsoide.

Resposta: A equacao simplificada @2 + y,2 + 22° =
19 que representa um elipsoide.

8. Determine os autovalores e uma base para cada autamespac
das matrizes a seguir:

1 -2
(a)A:{l 3}



Solucdo: Determinando os autovalores Agtemos:

Xx—1 2
-1 x-3

‘ = ((X—l)(X—3))+2:X2—4X+5

Logo, os autovalores desao: 2+ie 2—1.
Determinando os autovetores, temos:
SeA; = 2+i, teremos:

2+i—-1 2 0 N 1+i 2 0
-1 2+i—3 | 0 -1 -1+i] O

Multiplicando a segunda linha por#i e somando este
resultado na primeira linha, encontraremos:

N 0 0 0
-1 -1+i| O
Logo, —x+ (—1+1i)y=0, ou sejax= (—1+1)y.
A solucao para esse sistena.i = {((—=1+1i)y,y) |
yeR}=[(—-1+1i,1)].

Ou seja: s@1 = 2+1, entdo o autoveton, = (—1+i,1).
SeA, = 2—i, teremos:

2—-i—-1 2 0 N 1—i 2 0
-1 2—-i—3| 0 -1 -1-i| 0
Multiplicando a segunda linha por-1i e somando este
resultado na primeira linha, encontraremos:

M
-1 -1-i| O
Logo, —x+ (—1—i)y=0, ou sejax= (—1—1)y.
A solucdo para esse sistensai = {((—1—1i)y,y) |
yeR}=[(—-1-1i,1)].
Ou seja: s, =2—i, entdo o autovetor, = (—1—i,1).

Resposta:Os autovalores d&sao 2+i e 2—1i, e a base
para estes espacgos & determinadaRper {(—1+1,1),

(—1-i,1)}.
(b) { 2 }
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Solugo:

-5 x—2 ‘:((X+2)(X—2))_|_5:X2+1

Os autovalores da sao:+i e —i.
Determinando os autovetores, temos:
SeA; = +i, teremos:

+i+2 1 0 N +i+2 1| 0
-5 +i—-2] 0 0 0] 0

(Multiplicamos a primeira linha pori + 2 e somamos
este resultado na segunda linha)

Logo, (i +2)x+y =0, ou sejay = — (i + 2)x.

A solucao para esse sisten®; = {((x,—(i + 2)x) |
xeR}=[(1,—i—2)].

Ou seja: sé\; = +i, entdo o autovetor; = (1,—i — 2).
SelA, = —i, teremos:

e Sr I e

(Multiplicamos a primeira linha padr+ 2 e somamos este
resultado na segunda linha)

Logo, (—i +2)x+y=0, ou sejay = —(—i+2)x.

A solucao para esse sisterBa = {((x,(i —2)x) | x €
R} =[(1,i—2)].

Ou seja: sé\, = —i, entao o autovetor, = (1,i — 2).

Resposta:Os autovalores saéi e —i, e a base dos au-
tovetores é determinada per= {(1,—i — 2),(1,i —2)}.

9. Calcule os autovalores e autovetores da mAttiz 3 _ab } ,

ondea e b sdo numeros reais tal qaediferente de zero
ou b diferente de zero.

Solugo:

X—a b
—-b x—a

‘ = (x—a)?+b? = X2 — 2ax+ (a® + b?)



Os autovalores da sao:a- bi ea— bi.
Determinando os autovetores temos:
SeA; = a+ bi, teremos:

R R I R R i)

0
~b  atbi-a| 0 ~b bi| 0 0 0 o]

(Multiplicamos a primeira linha pori € somamos este resul-
tado na segunda linha)

Logo, bix+ by = 0, dividindo essa equac¢ao ploe£ 0, encon-
tramos:y = —ix.

A solucao para esse siste@g = {(x, —ix) | xe R} = [(1, —i)].
Ou seja: sé; = a+ bi, entdo o autovetor; = (1, —i).
SeA; = a— bi, teremos:

a—bi—a b 0 N —bi b 0 N —bi b
—-b a—bi—a| O -b —bi| O 0 O

(Multiplicamos a primeira linha pdre somamos este resultado
na segunda linha)

o)

Logo, —bix+ by =0, dividindo essa equacao po# 0, encon-
tramos:y = ix.

A solugao para esse sistel@g = {(x,ix) | xe R} =[(1,i)].

Ou seja: sé, = a— bi entdo o autovetor, = (1,i).

Resposta:Os autovetores s&+ bi e a— bi. Os autovetores
Séo{(lv _|)7 (17 —H)}
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Apéndice

Ja tinha acabado de formatar todo este livro, mas con@nuav
buscando mais exercicios e encontrei algumas provasnAssi
decidi fazer este apéndice como se fosse uma grande prova.
Sao 20 questdes envolvendo toda a matéria.

Fica entdo como sugestao para voces, ao final do estudo de
Algebra Linear I, resolver mais esses exercicios. Casé vo
consiga, pode se sentir preparado para qualquer prova com o
conteldo estudado aqui.

Vamos la! Eis aqui a prova dos nove!

Exercicios

1. Dada uma matria € Mp(R). Verifique se:
-3 4 -1 6
()v=| O | éumautovetordamatrk=| 2 1 6
1 2 -1 8
Caso seja, determine o autovalor correspondente.
311
(i) A =6 &umautovalordd=| 2 4 2 |.Casoseja,

1 1 3
determine um autovetor associado a este autovalor.

4 01
2. Mostrequeamatria= | —2 1 0 | édiagonalizavel
-2 01
e determine a matriz diagonBl e uma matriz° tal que
D=P1.A.P

3. Considere o operador lineirdeR3 definido por:

T(X,Y,2) = (2X+2y+ 2, X+ 3y + 2, X+ 2y + 22).

Verifigue se & diagonalizavel. Caso seja, determine sua
representacdo diagonBl € M3(R) e a matrizP que re-
presenta a base dos autovetores correspondente.



10.

11.

Mostre que o operaddr: R — R3 definido por:
T(X,Y,2) = (3X+Y+2Z2x+4y+ 22 X+ Y+ 32)

é diagonalizavel. Caso seja, determine sua represantac
diagonalD € M3(R) e o conjuntd® que representa a base
dos autovetores correspondentes.

Determine uma matriz ortogonal cuja primeira coluna te-
nha a direcdo do vetar= (1,1,1).

Obtenha uma matriz ortogonal cuja primeira coluna tenha
a direcdo do vetor = (1,2,—1).

Mostre que: SA € Mp(RR) € ortogonal entao dg) = +1.

Obtenha:

(@) Uma matrizA que representa ei? uma reflexzo na
retay = v/2x.

(b) Uma matrizB que representa ef®? uma rotacao dg
radianos.

(c) A matriz que representa a reflexao (do item a) seguida
da rotacao (do item b).

Determine a matriz rotac&o dpradianos em torno da
retaL que passa pela origem e é paralela ao veter
(-1,2,1).

Determine a matriz que representa a reflexao no plano
M : x—2y+zcom respeito & base candnicakfd

Determine a matriz que representa a projecao ortbgona
sobre o plandl : x+y+z= 0, com respeito a base candnica
doR3.



12. Determine:

(&) A matriz que representa a projecao ortogonal dos
pontosP; = (1,0,—1) e P, = (1,1,0) sobre o plano
MN:x+y—-z=0.

(b) A matriz que representa a reflexdao sobre o plano
Mn:2x+y+z=0.

13. Represente a matrE, que representa ef®, uma re-
flexdo no plandl; gerado pelos vetores= (1,0,1) e
w=(1,1,2).

14. Obtenha a composicao espectral de

2 -1 -1
A= -1 2 -1
-1 -1 2

15. Obtenha a decomposicao espectral da matriz

6 -2 -1
A=| -2 6 -1
-1 -1 5

16. SejaT : R® — R3 um operador auto-adjunto com auto-
valores associado¥; = 3 e Ay, = 4. Suponha que; =
(1,1,1) evo, =(2,0,1) sdo autovetores associados\ae-

3. Determine um autovetor associado ao autovaoet 4
e uma base ortonormal de autovetore§ de

17. Seja a forma bilinedf : R? x R? — R? definido por:

F((X1,%2), (Y1,Y2)) = X1Y2 — 2X2y1 + X1¥1

(a) Determine a matri que representa com respeito
a base candnica = {(1,0),(0,1)}.

(b) Determine a matriB que represent& com respeito
a baS$ = {(27 0)7 (17 _1>}

18. Identifique a cdnica representada pela equacao:

11x2 — 24xy+ 4y? + 20x— 40y —20=0



19. Identifigue a quadrica representada pela equacagua.se
Determine a matriz diagonal, que diagonaliza a forma
guadratica e a equacao da quadrica no novo sistema.

2X2 4 2y% + 57 — Axy— 2xz+ 2yz— 10x— By — 22 =7

20. Determine os autovalores e uma base para cada aut@espac

da matriz
-2 -1
A=

Maos a obra! Tente fazer essas questdes antes de ler as
solucdes apresentadas aqui.

Boa sorte!

1. Dada uma matria € Mp(R). Verifique se:

-3 4 -1 6
()v=| 0O | @éumautovetordamatrk=| 2 1 6
1 2 -1 8

Caso seja, determine o autovalor correspondente.

Solugdo: Pela definigdo temos que: g& autovetor da matriz
A, entdo existd € R tal queA-v=Av. Assim

HHIREHENH

NN
L e
=
© o

-3 4 -1 6
Respostaiv=| 0 | éautovetordamatriga=| 2 1 6 |,
1 2 -1 8

e 0 autovalor correspondente\ &= 2.



311

(i) A =6&eumautovalordd=| 2 4 2 |.Caso seja,
11 3

determine um autovetor associado a este autovalor.

Solucdo: Pela definicdo temos queé autovalor de, existe
vetor nao-nulor tal queav= Av. Assim:

HHIuEHEH

Reescrevendo como sistema:

3X+Yy+z=6Xx —-3x+y+z=0
2X+4y+2z= 6y 2X—2y+2z=0
X+Yy+3z=6z X+y—3z=0

Resolvendo o sistema:

-3 1 1|0 -3 1 1|0 -3 1 1
< 2 -2 2|0 > < 8 -4 0|0 > < 8 40
1 1 -3]|0 -8 4 010 0O 0 O

—X+z=0 Z=X
2X—y=0 y=2X

A solucao deste sistema determiBa= {(x,y,z) | z=x e
y=2x} =[(1,2,1)]. Logo, qualquer vetor d& & um autove-
tor associado ao autovalar= 6.

311
Resposta:A =6 &€ um autovalordd= | 2 4 2 |,eum
11 3
autovetor associadove= (1,2,1).
4 0 1
. Mostrequeamatria= | —2 1 0 | édiagonalizavel
-2 01

e determine a matriz diagonBl e uma matriz° tal que
D=PL.A.P

[eNeoNe]



Solucdo: A equagao caracteristica dee determinada por:

x—4 0 -1
p(x)=det(xls—A)=| 2 x—1 0 |=(x=1)(x—2)(x—3)
2 0 x-1

Portanto, os autovalores da matfizao 1, 2 e 3. Todos com
multiplicidade algébrica 1.

M=1=v = (0,1,0)
Temos quey Ax=2=w=(1,-2,-2)
A3=3=Vv3= (1,—1,—1)

Resposta: A matriz A & diagonalizavel. Sua representacao

1 00 0 1 1
0 20 P=]11 -2 -1

0 0 3 0 -2 -1

diagonal & dada pd =

tal queD =P~ 1. A.P.

. Considere o operador lineirdeR3 definido por:
T(X,Y,2) = (2X+ 2y + 2, X+ 3y + 2 X+ 2y + 22).

Verifigue se € diagonalizavel. Caso seja, determine sua
representacao diagonBl € M3(R) e a matrizP que re-
presenta a base dos autovetores correspondente.

Solucdo: A matriz determinada por é:
2 21

A=[T]=|1 3 1

1 2 2

A equacao caracteristica éee dada por:

Xx—2 -2 -1
p(x) =detxl3—A)=| -1 x—-3 -1 |=(x—1)(x—1)(x—5)
-1 -2 x-2

Portanto, os autovalores da ma#isao 1 e 5.

M=1l=v = (—2,1,0) evVvy = (—1,0,1)

Temos que:{ As=5=vs—(1,11)



Resposta: O operador lineall & diagonalizavel, sua matriz

0 0 5 o 1 1
€ a matriz que representa a base dos autovetores correspond

tes.

1 00 -2 -1 1
diagonalédadapoBb=| 0 1 O0|,eP=| 1 0 1

. Mostre que o operaddr: R2 — R2 definido por:
T(X,Y,2) = (3X+Y+2Z2x+4y+ 22 X+ Y+ 32)

é diagonalizavel. Caso seja, determine sua representac
diagonalD € M3(R) e o conjuntd® que representa a base
dos autovetores correspondentes.

Solucdo: A matriz determinada poF &

Autovalores: 2 e 6.

Autovetores: A1 =2 = S = {(Xy,2) | x=-y—-2} =
vi =(-1,1,0) ev. = (-1,0,1).

A=6=S={(Xy,2) | x=2ze 2=2z} == v3=(1,2,1)

Resposta: T é diagonalizavel. A representacao diagonal é
2 00

0 2 0 |,eoconjunto que representa a base
0 0 6

dos autovetores = {(—1,1,0),(—1,0,1),(1,2,1)}.

dada poD =

. Determine uma matriz ortogonal cuja primeira coluna te-
nha a direcao do vetar= (1,1,1).

Solugdo: Sejau = (x,y,z). Para queu seja ortogonal a
v=(1,1,1), o produto interno entre eles & zero, ou s@jay) =
0,dai:((1,1,1),(x,y,z)) =0.

Ousejax+y+z=0.
Logo,Xx=—-y—2z

Assim, todo vetor da formau = (—y—zy,z) = y(—1,1,0) +
z(—1,0,1) comy, z€ R e tal que oy # 0 ouz # 0 & ortogonal
ao vetorv=(1,1,1).



Tomemosy =1 ez= 0. Obtemoas = (—1,1,0) ortogonal ao
vetorv.

Seja o vetow = (a, b, c) ortogonal aos vetoras= (—1,1,0) e
v=(1,1,1).

(,w) =0
Logo,{ (uw) =0
[ {(1,1,1),(a,b,c)) =0
Dal- { <(_17 170)7(a7bvc)> :o

. [ a+b+c=0
Ou seja.{ —atb=0
c=-2b
a=>b
Assim todo vetor da formaw = (b,b, —2b) = b(1,1,—2) para
qualquerb € R, tal queb # 0 € ortogonal aos vetorese v.

Resolvendo esse sistem{ :

Tomemosh = 1, obtemosv = (1,1,-2).

Ja temos aqui uma base ortogonal de vetores formada pelos ve
tores:

v=(1,11), u=(-1,10) ew=(1,1,-2)

Normalizando os vetores:

v o1 1 1 1
U =7—0 = —= 17171 =\ 7= = =
S TRV et (3 3 3)
u 1 11
uz __(_17170 :(_7_70)
Il = V2 =%z
2

1
V3 V2 Ve
Resposta: A= | 75 5 &
1 2
A0

. Obtenha uma matriz ortogonal cuja primeira coluna tenha
a direcdo do vetor = (1,2, —1).

Solugdo: Sejav; = (x,y,2) tal que((x,y,2),(1,2,—1)) = 0.
Logo,x+2y—z=0, ou sejaz= X+ 2y.

S={(xy,2) | z=x+2y} =[(1,0,1),(0,1,2)]

Tomandox =1 ey =0, obtemos/;, = (1,0,1).



Seja v, = (a,b,c) tal que ((ab,c),(1,2,—-1)) = 0 e
((a,b,c),(1,0,1)) =0, logo,a+2b—c=0ea+c=0, ou
seja,c=—aeb=—

S={(ab,c)|c=—-aeb=-a}=](1,-1,-1)]
Tomandoa = 1, obtemosr, = (1,—1,-1).
—(1,2-1) =u= ( )

SIL

7
,0,

x|~ %l

Assim:{ vi=(1,0,1) = uy = ( L

vo=(1,-1,-1) = U= (%, %, ‘—é)
11 1
Ve V2 V3
Resposta:A= | % 0 =
-1 -1
NG f V3
7. Mostre que: sé € M,(R) é ortogonal, entdo det) =

+1.
Solucao: SejaA € M (R) tal queA & ortogonal, entas! - A =
In e detA') = det(A).

(detA))? = det(A) - detA) = det(A") - det(A) = det(Al - A) =
=detl,) =1

Se(det(A))? = 1, entdo déi\) =
8. Obtenha:

(@) Uma matri£ que representa e’ uma reflexao na
retay = v/2x.

Solugdo: Sey = v/2x, entdo o vetor tangente a reta
Vi = (1 f) eu = ( ‘[) e o vetor normal a reta

V3’ V3
o (~21) e (5.5)
1 =2 1 2
LgA{g f]A{f f}
V3 V3 V6 V3
_[1 o]
0 -1
E=A-F-A1
S IR R R
V3 A3 V6 V3 3 3




N
Wl w‘s

R el
b\)% Q)'_‘

Resposta: A matriz E = { } representa a

reflexzo na retg = v/2x.

(b)

Uma matrizA que representa ef®? uma rotaczo de
& radianos.

Solugao: A matriz que representa a rotagao #eadia-
nos é dada por:

i3 m V3 -1
- cos? —sen’ | P
6 senf  cos’ 1 V3
2 2
V3 -1
RespostaA= | > 2
1 V3
2 2

(€)

A matrizC que representa a reflexao (item a) seguida
da rotacao (item b).

Solugao: Basta multiplicar as matrizes determinadas nos
itens anteriores, ou seja:

V3 -1 _1 2y2
C=Ar-E=| 2 2 S
6 1 V3 2v2 1
2 2 3 3
[ —v/3-2v2 2/6-1
_ 6 6
2/6-1 —V34+2\/2
6 6 |
[ —v/3-2V2 2v6-1
6 6
Resposta:.C =
2\/5—1 —\@gzﬁ

9. Determine a matriz rotag&o dfradianos em torno da
retaL que passa pela origem e é paralela ao veter

(—1,2,1).

Soluggo: Sejav=v; = (—1,2,1), logous = (*1
O plano ortogonal & € representado pdt: —x+ 2y+

Sejav; € M, v1 = (1,0,1), logo teremos); = (i 0



10.

Devemos agora determinap. Sejav, = (a,b,c) tal que
—a+2b+c=0 dal {b:—c

V2€|'|eV2J_V1,|090V2:{ at+tc=0 a=-cC

vo=(—1,-1,1)

— (=1 =1 1
Logo,u, = (\/g,\@,\/é)
Temos assim determinada a matfiz

1 -1 -1
V2 V3 /6
-1 2

P=10 37
1 1 1
V2 V3 V6

Matriz da rotagao € representada por:

1 -3
cosy —sen] 0 I =B o
AglVg= | senj cos] O | = @ 19
0 o 1 0 0 1

Com respeito a base candnica, esta matriz & escrita como:
A=P.-A.-P1,

Resposta:
1 -1 -1 1 1
v v | [3 20w % v
A= 0 =1 2 V3 1 -1 =1 1
= NG 2 2z O V3 V3 V3
1 1 1 o 0 1 -1 2 1
V2 V3 V6 V6 V6 V6

Determine a matriz que representa a reflexao no plano
M: x—2y+zcom respeito a base candnicalk®

Solugao: Vetor ortogonal ao plandl & o vetorvs = (1,—2,1).
Sejav; € M, vy = (1,0,—1).
Seja v, = (a,b,c) tal que v, € M, v, L vi, logo

[ a=2b+c=0 _ . b=a _
VZ_{a—c:O dai, {c:a vo=(1,1,1)

N TS CEEARICE £y

Sk o S
Sl S Sk
>



11.

A matriz que representa reflexdo com respeito a esta base ort
normal, em relacao g, sera:

10 0
A= 0 1 0 | éareflexao com respeito & base candnica
0 0 -1

é determinada pelo produf> A-P~1.

Resposta:

4 1 1 1 o =L
PO B S I
R=| 0 &% % |01 0 5 B A=
-1 1 1 00 -1 1 -2 1
v2 V3 V6 V6 V6 V6

2 2 -

3 3 3

_ | 2 =1 2

R=135 5 3

-1 2 -1

3 3 3

Determine a matriz que representa a projecao ortbgona
sobre o plandl : x+y+z= 0, com respeito a base candnica
doR3.

Solugdo: Sejavs o vetor normal ao planaiz = (1,1,1).
Sejav; €, vy = (1,-1,0).
Seja v, = (a,b,c) tal que v, € T, v, L vi, logo

_J a+b+c=0 _ . b=a B
Vz_{a—bzo dai, {c:—Za e w=(11-2).

iU = -1 _ (11 1
Da"ul_(f f’o> “2_<¢é G ¢é> els = (\/é’\/é’\/é)'
SejaT : R® — R3 tal que para qualquer veterdo R3, T(v) =
(V,ug)ug + (V, U2) Uy.

Assim

)= (%2, (% 3:9)) (35 73:9) +(0%2. (Fe 76 B))
(o)

T(V) = (%y’ %(,0) + <X+)%_227 X'Hé—ZZ7 —2x—62y+4z)

_  2X=y—7Z —Xx+2y—7 —X—y+2z
T(V) - ( 3 ) 3 ) 3 )

2 -1 -1

3 3 3

Resposta: [T] = 2 A
-1 -1 2

3 3 3



Pode ser feito também de outra forma, considerando
1 00
Tlg = { 010 ] e a base ortonorm& determinada pelos

0 0O
vetoresuy, U, e ug anteriores.

2
3
Assim[T]=B[T]g-B 1= | 3
-1
3

‘ |

w||_‘ Wi W]
l |

wIN oo|._‘ w)

12. Determine:

(&) A matriz que representa a projecao ortogonal dos
pontosP; = (1,0,—1) e P, = (1,1,0) sobre o plano
MN:x+y—z=0.

Solugao: Sejavz = (1,1, —1) vetor ortogonal dl.

vi =(1,0,1) ev, = (—1,2,1) sao vetores dB ortogonais
avs.

R, _ (1 1 _ (=1 2 1 (1 1 -1
Assim:un = (15,0, 5 ) wo= (4 o ) e = (5 U0 73)
formam uma base ortogonal.

1 00
A matriz que representa a projegdd=| 0 1 0 |.
0 0O
Dai
1 -1 1 1 g 4
V2 V6 V3 V2 V2
_ 2 1 -1_pr_| =2 2 1
P=10 % 5 |eP =P =% & T
4 1 - 1 1 -1
V2 V6 V3 V3 V3 V3
Logo:
1 -1 1 1 9 4
V2 V6 V3 100 V2 V2
_ -1_ 2 1 -1 2 1
A=P.B-Pl=| 0 % {010} % 3 7
1 01 2|00 0] 1 1
V2 V6 V3 V3 V3 V3

A matriz que representa a projecao ortogonal sobre o plano
M:x+y—z=0¢&:

>

I
wik ], v
Wik WIN w|'|_‘

WIN Wk Wik



(b)

A projecao no pont® = (1,0,—1) é

AP =

—
|
L or
[
I
w|'L m|l‘\J Wik

Wik Wl i
| |H |

|
Wik WIN oo|

wWIN Wk Wik

A projecao no pont®, = (1,1,0) é:

AP =

I
Wik wIN w|'_‘

1
O Rk
|
|
WIN Wik Wi

|
Wl Q)|'_‘ wInN
WIN Wik Wik

2 =1 1
3 3 3
Resposta:A matriz proje¢acA= | =t 2 1
i1 2
3 3 3
iecs 1 -2 -1 o
A projecao do pont, —-1)é(3,%, %), eaprojecao

(1,0,
do pontoP,(1,1,0) & (3, % 2).

A matriz que representa a reflexdo sobre o plano
Mn:2x+y+z=0.

Solugao: Sejavs = (2,1,1) vetor ortogonal al.

vi =(0,1,—-1) ev, = (—1,1,1) sao vetores dEl ortogo-
nais avs.

im- -1 1 1 _
Assimiun = (0,75, ) v = (73, 5 ) ews= (o s s
formam uma base ortogonal.

10 O
A matriz que representa a reflexe- [T| = { 01 O ] :
0 0 -1

Logo,

o
&
N

o

% Tz |ePi=PT=| 3

I
Sl b

&

5
Sk ok wl
S sk Sl



Dai:

0o =% 2 o 4L -1
A1 o0 o N
_ 4| a1 o 11 4
A=PBPI=| L L L |10 1 o0 1L L
o1 o2 |[LOO0 1), n
72 V3 e 6 V6 6
-1 2 -2
3 3 3
_ |l =2 2 -1
A=| %5 5 F
2 -1 2
3 3 3

Resposta: A matriz reflexao é representada par=
-1 -2 -2
3
=2
3
=2
3

oo|.|_‘ wIN w|
wIN w|.|_‘ w|

13. Represente a matiizque representa el® uma reflexdo

no pland; gerado pelos vetores=(1,0,1) ew=(1,1,2).

Solugao: Dado os vetoreg= (1,0,1) ew= (1,1,2), devemos
determinar um vetovs, ortogonal a estes dois vetores. Logo,
(v,v3) =0e(wvz) =0.

vz3=(1,1,-1)
Logo, o plano gerado pelos vetoreew élly : X+y—z

Comov e w nao sao ortogonais, devemos ainda determinar um
vetorv, dell; ortogonal a/ = (1,0,1). Dai,v» = (1,-2,-1).

Dai,v; = (1,0,1), v, = (1,-2,-1) evg = (1,1,-1).

- (1 oL (41 =2 -1 (4L 1 -1
LOgO,Ul—(ﬁ,O,ﬁ>,U2—(\/6, 8’ 6) eu3_<\/§)\/§)\/§>’
formam uma base ortogonal.

Temos, entao que a reflexdo com respeito a esta base ertonor

1 0 O
mal, em relacdo a3, sera:A= | 0 1 0 |. Temos ainda
0 0 -1
que:
41 1 1 o0 4
V2 V6 V3 V2 V2
_ =2 1 -1_pt__ | L =2 =1
P=10 7% #|eP'=P=| % & &
1 =1 -1 1 1 =1
V2 V6 V3 V3 V3 V3



A reflexdo é determinada pelo prodiReA-P~1. Assim tere-
mos:

L1 L 1 g L
V2 V6 V3 10 0 V2 V2
E=| 0 2% % |- |01 0 % =2 =1
- Ve V3 | | V6 V6 V6
I R 00 -1 11 -1
L V2 V6 V3 V3 V3 V3
Resposta: A matriz que representa a reflexao &€ dada por
r 1 -2 2
3 3 3
E-|F §
2 2 1
L 3 3 3

. Obtenha a composicao espectral de

2 -1 -1
A= -1 2 -1
-1 -1 2

Solugao:
2 -1 -1
A= | -1 2 -1 | &uma matriz simétrica.
-1 -1 2
Os autovalores dAsaoA; =0,A, =3 eA3=3.

Os autovetores d& sao:

Se)\l = O’ entéwl = (1’ 1’ 1) euy = <%’ %’ %)

SeA =3, entaon, = (1,—2,1) eup = (A

V3= (1,0,—1) euz = (%OQ—%)

A decomposicao espectral A& dada porA = 8u;u;t + 6uply +
3uzust.

- - i
4 1 1 1
V3 3 3 3
wut—=| L | o 2]_|1 1 1
=1 B ||v3av3v3 |3 3 3
1 11 1
| /3 | L3 3 3
- - i
— 1 —2 1
NG 6 6 6
Uolot — =2 1 -2 1|_| =2 4 =2
22 = Ve ||v6e V6 VBl | & ©& B
1 1 -2 1
| /& | L 6 6 6
M1 7 1 -1
V2 3 0 =&
t__ 1 1|
=1 o [ [50%=] 0 0 o
1 -1 o 1
L V2 2 2



Resposta:A decomposicao da é dada por:

1 1 1 1 -2 1
3 3 3 5 ® 6 o0
A-0| 4 1 dea| 2 & 2 |+3 0 0 0
1 01 1 1 -2 1 =1 1
3 3 3 5 ® ® z 0 2

2 -1 -1

A=| -1 2 -1

-1 -1 2

15. Obtenha a decomposicao espectral da matriz

6 -2 -1
A= -2 6 -1
-1 -1 5
6 -2 -1
Solugdo: SejpA=| -2 6 —1 |, podemos observar que
-1 -1 5

A € uma matriz simétrica.
Os autovalores dAa saoA; = 8,1, =6 eA3 =3.

Se A; = 8, entaoVs = {(x,y,2) | x= -y e z= 0}, dai

vi=(-1,1,0) eu; = (;—%%0)

Sed, =6, entadls = {(x,y,2) | x=y = Sz}, daivy = (-1,-1,2)
_ (=1 -1 2
eu=(%7%%)
SeAz =3, entadvs = {(x,y,2) | x=y =12}, daivi = (1,1,1) e
Uy — (L 11
1=\Verv3 3
A decomposicao espectral A& dada porA = 8u;u; + 6upupt +

3U3U3t
r =11 1 -1
V2 3 2 0
t_ [ L -1 1 — | =1 1
wut=| 5 |[BHO=]F 5 0
| 0 | 0O 0 O
-4 - )
=2 101 =2
V6 6 6 6
wut = | L -1 1 2/_] 1 1 =2
V2 = | Ve V6 V6 V6] 6 6 6
2 -2 =2 4
G L & 6 6
-1 - )
1 11 1
V3 3 3 3
aul = | L 4 01 1)_ |1 1 1
T | VB | |Va VB V3 |3 3 3
1 11 1
v L3 3 3



16.

Resposta:A decomposicao espectral dee:
1 -1 -2
3 2 0 5
-1 1 —

- 3 0]+6

0O 0 O

N

A=38 +3

|

07|N ol ol
|

07|N ol ol

Wk Wk Wik

Wk Wk Wik

Wik Wik Wik

6
4
6

SejaT : R® — R um operador auto-adjunto com auto-
valores associado¥; = 3 e A, = 4. Suponha que; =
(1,1,1)evo, =(2,0,1) sao autovetores associados\ae-

3. Determine um autovetor associado ao autovgle: 4

e uma base ortonormal de autovetore3 de

Solugdo: ComoT é um operador auto-adjunto o autovetor
associado ao autoval@dp = 4 vai ser o vetows que & ortogonal
avi evo. Logo,vz = (1,1,-2).

Masv; e v, ndo sao ortogonais, logo, precisamos determinar o
vetorw ortogonal as evs. Sejaw = (—1,1,0).

Temos a base ortonormal de vetoresTdimrmada pelos veto-
res:

= ()i = (B 50) e = (o %6 4)

Resposta: O autovetor associado ao autovaldy = 4 &

va=(1,1,-2).
3’%)’( ’0)’(%’

)

)}

A base ortonormal f = { (%

b
S
o

67

s
Sl

17. Seja a forma bilinedf : R? x R? — R? definido por:

F ((X1,%2), (Y1,Y2)) = X1Y2 — 2%2y1 + X1Y1

(a) Determine a matria que representd com respeito
a base candnica = {(1,0),(0,1)}.

Solugo:

F((1,0),(1,0)) =1 F((1,0),(0,1)) =1
F((0,1),(1,0)) =-2 F((0,1),(0,1))=0
Resposta:A= [ _12 (1)]



(b) Determine a matriB que representd com respeito
a baS$ = {(27 0)7 (17 _1>}

Solugao:
F((2,0),(2,0) =4 F((2,0),(1,-1)) =0

F((l,—l),(Z,O))_:G F((1,-1),(1,-1) =2

Resposta:B = [ 4 0]

6 2

18. Identifique a cdnica representada pela equacao:

11x% — 24xy+ 4y? + 20x— 40y — 20 =0

Solucdo: Escrevendo a equacao de forma matricial:

ot 2 |

Logo,

}ﬂzo —40][?]—20:0

11 -12
A_[—12 4}

Os autovalores da sao: 20 e-5.

A cbnica pode ser uma hipérbole.

SeA; = 20, temos que; = (4,-3), logou; = (8, =)
Sel, = —5, temos que; = (3,4), logou, = (£, 3).
4 3
[20 © s s
D_[o —5] © P_[—_3 4]
5 5

X1 yl][ 200 —05 } [ ;i ]HZO _40][ i

gilh olw

20x;2 — 5y12 + 40x; — 20y; = 20
412 —y1? 4+ 8x — dy; = 4
4(xa%+2x1) — (y1°+4y1) =4
A+ 1P - +2)°=4+4-4=4

Sejaxo = (X1 +1) eyr = (y1+2).

Resposta:A equagao reescrita serax.d — y»? = 4 que repre-
senta umaipérbole.



19. Identifigue a quadrica representada pela equacagua.se
Determine a matriz diagonal que diagonaliza a forma qua-
dratica e a equacao da quadrica no novo sistema:

2X2 4 2y% + 57 — Axy— 2xz+ 2yz— 10x— By — 22 =7

Solugo:

2 -2 -1 X X
[XM{Z 2 1]{y]+[1062]{y]7
-1 1 5 z z

2 -2 -1
A= -2 2 1
-1 1 5

Os autovalores da sao: 6,3 e 0.

A quadrica pode ser um parabolbide eliptico ou hipécd
um cilindro eliptico ou parabolico, dois planos secarme
dois planos paralelos.

SeA; =6, temos ques = (1, —1, —2). Logous = (i =1 *2).

V6 V6’ VB
SeA, = 3, temos que, = (1,—1,1). Logou, :(%,%ﬁ—é)
SeAsz =0, temos que; = (1,1,0). Logou; = <\if2, %,O)
1 =1 1
6 0 O V6 V3 V2
=03 0|eP=| % 5 75 |edeP=1
000 2o g
V6 V3
Reescrevendo a equacao:
EI |
6 0 O X1 Ve e ve X1
[X1Y121]{0 3 0}{)’1}4‘[—10—6—2] Q_% % &__%, |:y1:|_7
0O 0 O Z; ) 1 Z;
% w0
6 16
6X12 +3y12+ 0212+0Xl+ \/—yl — EZJ_ =7

2 16
6x1%+3 (y12+ \—@y1> le+7



20.

1\? 16
6x12+3<y1+ﬁ> :ﬁzlJr?Jrl

1\> 16
6x12+3(y1+7§) 272214—8:8(\/521—1-1)

1 2
6x1%+3 (y1+ ﬁ) = 8(f221+ 1)
Sejaxy = (Xl), Yo=VY1+ % ez = \/EZ]_—I— 1.

Resposta: A equacao reescrita serax,6+ 3y»2 = 8z que
representa urparabolbide elptico.

Determine os autovalores e uma base para cada aut@espac
da matriz
-2 -1
SIFa

Solugao:

x+2 1 2 . .

5 x_2 =((X+2)(x—2))+5=x+1=(x+1i) (x—1)
Os autovalores da sao:+i e —i.
Se A1 = +i, entdao o autovetorv; = (1,—i — 2), logo
Si={(x—(i+2x) [xR}.
Se A, = —i, entdo o autovetorv, = (1,i — 2), logo

S ={((x(i-2)x) | xeR}.

Resposta:Os autovalores d& sao:+i e —i.
St ={((%=(i1+2)x) [ xe R} eSi={((x(i-2)x) [ xe R}.
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