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Caderno da Coordenacao da Disciplina Célculo I

Aulas 1 a 3

O principal objetivo da primeira semana é apresentar o conceito de
limite.

Este conceito é fundamental no curso, pois dara suporte aos conceitos
de continuidade, derivabilidade ou diferenciabilidade e, posteriormente, a

defini¢ao de integral.

Introduzir nocoes de limite nao é tarefa facil. E preciso lembrar que,
historicamente, esse conceito demorou muito para ser estabelecido. Basta
pensar nos paradoxos de Zenao, na antiga Grécia, nos calculos de areas e
volumes feitos por Arquimedes, nas somas infinitas de Alberto da Soxonia e
Nicole Oresme, até o surgimento do calculo diferencial e integral com Newton
e Leibniz, por volta de 1670. No entanto, o conceito como é conhecido hoje
s6 foi plenamente estabelecido com os trabalhos de Augustin-Louis Cauchy

e Karl Weierstrass, no meio do século XIX.

No entanto, a falta do rigor, estabelecido posteriormente, nao impediu
que os irmaos Bernoulli, Euler, Lagrange e tantos outros desenvolvessem e
usassem o rico ferramental que herdamos e aprendemos nos cursos de céalculo.

Portanto, devemos langar mao das nogoes intuitivas de limites que todos
nos temos e estabelecer uma soélida base operacional.

As palavras-chave sao: nas vizinhancas de, préximo de, tao grande
quanto se queira etc.

Importante: é preciso deixar claro que os limites servem para estudar
o comportamento das funcoes em situagoes extremas, nas quais nao temos a
informagao direta da funcao.

Ao longo da semana, voces devem ser capazes de calcular limites do

seguinte tipo:

2
—1
1. lim "> = 9,
z—1 x— 1
2492r—3
2. lim TTrar—S
z—-3 T+ 3
Ve —3 1
3. lm — = —.
z—9 xr —9 6
-1 1
4ofm =D L
z——1 g2 —1 2
2 9 3 3 4 4
5. lim——— = 2a; lim—— " = 3¢% lim—— = 4d°.
r—a I — Q x—a T — Q x—a T — Q

CEDERJ
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Todos esses limites sao calculados usando fatoracao. Devemos enfati-
zar que, se duas fungoes sao idénticas numa vizinhanca de um ponto, com
excecao, possivelmente, do ponto em questao, entao elas tém o mesmo li-
mite. Ou seja, o limite indica o comportamento da fungao nas vizinhancgas
do ponto, sem levar em C(Q)nta o que ocorre no ponto. Assim, as fungoes f e
g, definidas por f(z) = 9; _11, para todo x # 1, e g(x) = x + 1, para todos

os numeros reais, sao coincidentes nos pontos z # 1. Ou seja, se x # 1,

r?—1 (x4 1)(z —1)

p— pu— pu— 1 p— .
/() r—1 r—1 v 9()
.ot —1 .
Portanto, lim = limzx+1 = 2.
z—1 r —1 x—1

A dlgebra nos ajuda a encontrar funcoes ‘mais simples’ para as quais

sabemos calcular o limite.

Algum cuidado com o exercicio 4. Para valores de x préximos de —1,

mas com r # —1,

2] -1  —r—-1 —z—1 1
-1 22-1 (z4+1)(@x-1) z-1
-1 -1 1
Portanto,  lim =1 = lim = —.
z——1 g2 —1 z—>-13 —1 2

O exercicio 5 indica como serd a derivada da funcao polinomial

f(z) = ™. Mas ainda hé tempo para chegarmos l4.

223 — 312 + 1
6. llm ——— = 2.
xl—>rgo 3 — 92

2_9 3
7 lm =S

Esses dois exercicios indicam que ao lidarmos com quocientes de po-
linbmios, o comportamento quando x — oo ¢é determinado pela diferenca
entre os graus do numerador e do denominador. Atencao! Limites infinitos

e no infinito serao abordados mais uma vez na préxima semana.
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8. lim 22 cos (i) =0

x—0 IQ
. 1 9

9. lim — cosz® = 0.
r—oo I

Estes dois exercicios sao importantes. Eles sao do tipo produto de
duas fungoes: uma é limitada, outra tem limite igual a zero. O limite desse

produto é zero.

Lembre-se: Uma funcao f é limitada se existe um nimero real M > 0
tal que |f(x)| < M, para todos os valores de x no dominio da fungao. As
fungoes trigonométricas f(x) = cos x e g(x) = sen x sao exemplos tipicos de

fungoes limitadas, pois cos x| < 1 < 2, Vx € R, por exemplo.

Essa é uma ferramenta poderosa para calcular limites. Aqui estd mais

um exemplo:

lim (yv/x — 1) cos (ﬁ) = 0.

x—)l

Neste caso, a funcao cujo limite é igual a zero é f(z) = J/x—1 ea

fungao limitada é g(z) = cos (ﬁ :

E bom fazer um exercicio geral de interpretacao geométrica de limites:

) 3
2

\/\/\\/\/\\/\V/\V/\
-2

Observando o gréfico de f, podemos afirmar que:
lim f(z) = 2 1ir£12 f(z) = 5, apesar de f(—2) = 3;
lim f(z) = 3 e 1iI(I)1+ flz) = 2 = ﬂlirr(l) f(z).

z—0~

lim f(z) = 0.

T——+00

Esse exemplo ilustra o que pode ocorrer com o produto de uma funcao

limitada por uma funcao que tem limite zero, quando x — oo.

n CEDERJ
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Aulas 4 a 6

Agenda cheia! Ha trés temas distintos:
sen x

I
—_

(a) Limite trigonométrico fundamental: lir%
T— xT

(b) Limites infinitos — assintotas verticais;

(¢) Continuidade.

Limite trigonométrico fundamental

Os limites servem para determinar o comportamento das funcoes em

situagoes extremas, onde nao ha informacao direta pela lei de definicao da
sen x
fungao. Eis aqui um bom exemplo. A funcao f(z) = estd definida

em R —{0} e queremos saber como ela se comporta quando x assume valores

mais e mais préximos de zero.

. senx :
Quando afirmamos que llr% = 1, estamos dizendo que, para
r— €x
[ . sen _
valores proximos de zero, a fungao f(x) = assume valores mais e

x
mais proximos de 1. Veja o grafico da funcao na figura a seguir.

Uma outra interpretagao para esse limite é que a fungao g(x) = sen z e
a funcdo identidade h(z) = x tornam-se cada vez mais parecidas, a medida
que os valores assumidos por x pertencem a uma pequena vizinhanca de zero.

Ou seja, se x assume valores muito préximos de zero, porém ¢é diferente de
nx

se . )
zero, sen x ~ x e, portanto, ~ 1. E claro que a maneira adequada de
dizer isso é colocar

sen r

lim

r—0 €x

I
=

A informacao dada pelo limite é de carater local, isto é, quanto mais
préoximos do ponto em questao sao tomados os valores de x, mais precisa
serda a informagao. Ou seja, o limite descreve o comportamneto da fungao

em uma pequena proximidade do ponto em questao.

CEDERJ
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Veja os gréficos de g(z) =sen z e de h(x) =z em duas vizinhangas
de zero. Uma de raio bem proximo de zero e outra de raio relativamente

maior.

0.4 2]
0.2] 1]

0.4 —0.2 of%( 0.4 24 x 2
£0.2 1]
-0.4] -2

Do ponto de vista operacional, espera-se que o vocé use o limite tri-
gonométrico fundamental para calcular outros limites trigonométricos. Isto
é, o limite trigonométrico fundamental faz o papel das fatoracoes algébricas

usadas na semana passada para calcular os limites.

Alguns exercicios tipicos

) D
1Lolim 20 = gim 5. 2T =
a—0 T z—0 T
5 lim sen (x — 1) ~ lim sen (x — 1) _ l
a—1 2 —1 z—1 (x—1)(x +1) 2
to 22 2
3. lim = lim ——— 1 =
2=0 T z—0 (cos z?) z?
2
4 lim —— = lim 2-—— = 2,
z—0 sen x z=0  sen T
1

5. lim z csc 2z = —.
x—0 2

Veja o exemplo 4.8 — limite importante!

Limites infinitos

Limites infinitos (com z — a) ocorrem quando hd um quociente, com
o limite do numerador sendo um numero diferente de zero e o limite do

denominador igual a zero.

Geometricamente, esses limites correspondem as assintotas verticais.

Veja aqui quatro possibilidades:

CEDERJ |
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67 67
51 — 51
4 44
y3 y34
2 2
-1
1§ 3 4

5 {0 ‘ ‘ ‘ | > {0
2 1_17 12 3 4 2 1_17 H
6 6
5 5
4 4
_y3 y3
21 2
/S
5 {0 ‘ ‘ ‘ > {0 ‘ ‘ ‘
2 1_17 1 sz/ 3 4 2 1_17 1 \k 3 4
(a) lim f(r) = +oo; (b) lim f(z) = —oo;
(c) lim f(z)= +ooc; e lim_ f(z) = —o0;
(d) lm f(z) = —oo; e lim, f(z) = 4o0.

Nos casos (c) e (d), dizemos que nao hé limite, pois o comportamento

da funcao é diferente nos limites laterais.

Veja também que é possivel termos um dos limites laterais sendo infinito

e o outro finito. Isso é suficiente para caracterizar uma assintota vertical.

Do ponto de vista operacional, tudo que temos de fazer é uma analise

de sinal, do tipo que vocé usou no Pré-Calculo para resolver inequacgoes.

O limite do numerador é positivo? E negativo? E o limite do denomi-

nador vai a zero com sinal positivo? Com sinal negativo?

Aqui é importante dar atencao aos limites laterais.
2r+ 1

Exemplo: Calcule gﬁi PR Y paraa = —1ea=3.
lim _ 2wl = —00
e——1- 12 —2x —3 ’
pois lim 2r+1 =—1e lim 2°—2r—3 =0",
IAS outras respostas séo:m
20 4+ 1

lim ——
:1:—31—1117L 2 —2x —3 +oo,

2¢ +1

i _ = —

zlglf 2 —2x —3 oo
. 20 +1

lim ——m— = +4o0.

r—3+ 12 —2x — 3

CEDERJ
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Veja o grafico da funcao.

_4é
5
_g-
Atencao: x_l}igl% tgx = —oo.
Veja, em algum livro de célculo, disponivel na bibliotea de seu pdlo,
por exemplo, o gréafico da funcao tangente. Note que tg x = i: i

E bom saber da existéncia de coisas menos comportadas. Por exemplo,

+

ha casos de funcoes nao limitadas, quando x — a™ e o limite nao ¢é do tipo

f(z) — o0 ou f(x) —» —oc.

Aqui estd um tal exemplo: 3 lim+ — cos —. O grafico de f oscila de
z—0T T Zz

valores positivos para negativos e vice-versa, tomando valores cada vez mais

afastados da origem.

1000
800
600
400
200

0 ﬂ\/\\/ = —T T T 1

0.2 04 x 0.6 0.8 1
—-200
—400
—600
-800

-1000
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Continuidade

(Semana intensal)

Aqui é preciso entender que a continuidade da funcao sé esta em questao
para os pontos que estdo no dominio.

E comum a seguinte divida: a funcao f(z) = % é continua?

A resposta: SIM!

Note que o tinico ponto onde algo estranho ocorre é o ponto x = 0, que
nao pertence ao dominio da funcao.
E verdade que ela tem um comportamento totalmente diferente de ou-

tras fungoes, como g(z) = 2% + 2z + 3, por exemplo, que estd definida em

toda a reta real.

Lembre-se: a regra “f é continua se pudermos desenhar seu grafico sem
levantar o lapis do papel” é valida contanto que o dominio da funcao seja um
intervalo (pode ser aberto, fechado, limitado, nao limitado, enfim, qualquer

intervalo).

Finalmente, o seguinte tipo de problema ¢é interessante:

Para qual valor de a a funcao f, definida a seguir, é continua?

x? — 16 =~

e

JT—2
f(z) =

r—a x < 2.

Nestas aulas ha muitos conceitos novos e hd muito trabalho. Se ao fim
da segunda semana (tempo real) vocé ainda nao tiver terminado os estudos
das aulas 5 ou 6, nao fique aflito. Vocé pode emprestar um pouco de tempo

da terceira semanal!!

Muitos dos conceitos que voce esta vendo agora tomam um certo tempo
para serem amadurecidos. Seria importante ir ao pélo e tentar discuti-los,

pelo menos um pouco, com alguns colegas e com o tutor!

Nao descuide dos exercicios praticos!

CEDERJ
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Aulas 7 a9

O contetido anterior deve continuar na pauta de estudos. H& muita
informacao, especialmente se levarmos em conta a primeira semana. Por-
tanto, se vocé ainda estd vendo material das aulas anteriores, vocé nao esta

atrasado.

O conteiudo da aula 7 é muito importante, do ponto de vista tedrico.
Sao resultados classicos e serao usados ao longo do curso. No entanto, vocé
deve passar por essa aula com alguma rapidez. Retornaremos a esses temas

quando eles forem necessarios.

Concentre suas energias no conteido da aula 8: limites no infinito e

assintotas verticais.

Usamos esses limites quando queremos saber o comportamento de uma
dada funcao quando a varidavel x assume valores absolutos muito grandes
(x — 400 ou z — —0o0).

Esse comportamento, no caso dos polinomios, é completamente deter-
minado pela paridade do grau e pelo sinal do coeficiente do termo de maior
grau.

Seja f(x) = apx"+an_ 12" 4+ - ~+asr*+ayv+ag uma fungao polinomial
de grau n. Os graficos, para diferentes valores de n, pares ou impares, e de

ay, positivos ou negativos, tém os seguintes possiveis aspectos:

300 400

VQOO 1 y

2007
/\100—
[ ans e %/4 . o -‘5\!0 55 10
X
-100 14004

—200 7

—400 7

=300 7

n impar, a, > 0 n impar, a, < 0
407
00 E|
s e
0] 201
INE
—60
o s |01 s o —80
100
~100 1204
140 4
n par, a, > 0 n par, a, <0

CEDERJ
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As indeterminacoes surgem, por exemplo, quando temos quocientes de
polinomios. Isto é, qual é o comportamento das fungoes racionais para valores

absolutos de « muito grandes (x — +00 ou © — —00)?

Veja com atencgao o exemplo 8.8.

p(x)

Aqui hé duas situagoes relativamente simples. Seja f(z) = ﬁ uma

q(x
funcao racional com o polinomio p, de grau m, no numerador e com o po-
lindmio ¢, de grau n, no denominador. O comportamento dessa funcao no

infinito é o seguinte:

e Se m < n, entao o limite é zero. Nesse caso, o eixo Ox é uma assintota

vertical.
_ 22 —3x+2
llm ——m— =
z—too % — 432 4+ 3

e

~ .. , a ~ .
e Se m = n, entao o limite é 7 onde a e b sao os coeficientes dos termos

. a .,
de grau n de p e de g, respectivamente. Nesse caso, a reta y = 7 é uma

assintota vertical.
. x*—br+2 1
lim —mm = ——.
z—too 2 —x — 213 2
e No caso de o grau do numerador ser maior que o grau do denominador,
o limite devera ser +00 ou —oo. Essa é a indeterminacgao na qual voceé

deve ter mais cuidado para determinar: escolher entre + ou —.

Nesse tltimo caso, como nos anteriores, se vocé quiser, ha uma técnica
que pode ajudar. Como queremos saber o comportamento da fungao para
valores grandes da variavel x, em valor absoluto, podemos multiplicar e di-
vidir o quociente pelo inverso da variavel elevada ao maior grau. Veja no

exemplo abaixo:

1 5 2

3t 52?2 o Bat4se?-2 a0 St a4

llm ——— = lm —— =% = lim —2——%—.
T—+00 10 — 21‘3 T——+00 10 — 2{E3 i T—00 E _ g
x4 xt x

Veja por que isso resolve o problema. O limite do numerador é 3, um

nimero positivo, pois

.92
M
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Agora, o cuidado. O limite do denominador é claramente 0. Mas

o comportamento é determinado pelo termo ——, que vai mais lentamente
x

10 2
para zero. Veja, por exemplo, T8 12— —0,0199999). Assim,
) 10 2 _
lim ———- =

t—oo 4

Se o limite do numerador é um nimero positivo (3) e o limite do deno-

minador 07, o limite do quociente é —oo.

Portanto, podemos dizer que

. 3xt + 5% — 2
1m —_————————— — —OQ.
r——400 10 — 2333

O exemplo 8.9 mostra que radicais podem surpreender. Nao deixe de

estudar esse ponto com atencao.

Concentre suas energias nos exercicios 1 (a) até 1 (q).

Bastante atengao com exercicios do tipo 1 (n). Leia a sugestao do ma-
terial didatico atentamente. Esse é outro tipo de indeterminagao: a diferenca

de duas fungoes cujos limites sao infinitos. A algebra vai ajudar a levantar a

indeterminacao.

Definitivamente, a aula 9 deve ser deixada para ser estudada na proxima

semana. Vocé ja tem muita informagao para processar.

Use seu tempo para rever as aulas anteriores, concentrando-se na parte
operacional. Aqui vai uma sugestao: Reveja os exercicios e exemplos das

seguintes aulas:

e Aula 3 — limites com indeterminagoes levantadas por fatoragoes.

Aula 4 — limites com indeterminacoes levantadas pelo limite trigo-

nométrico fundamental.

Aula 5 — limites infinitos — assintotas verticais.

Aula 6 — Continuidade.

Aula 8 — Limites infinitos — assintotas horizontais.

Falaremos nas derivadas na préxima semanal!!

CEDERJ
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Aulas 10 a 12

Os temas desta semana devem ser os conteudos das aulas 9 (da semana

passada) e aula 10:

e Aula 9: Fungoes diferenciaveis;

e Aula 10: Propriedades de fungoes diferenciaveis.

A aula 11 é uma aula de exercicios resolvidos. O conteddo da aula 12

— Regra da Cadeia — deve ser deixado para a proxima semana.

Derivadas

Aqui esta o principal conceito desta disciplina! O resto do curso se

desenvolvera em torno desse tema. Portanto, atencao!

A derivada de uma fun¢do f(x) num ponto = = a surgiu como
resposta a um problema muito importante: encontrar a reta tangente a uma

dada curva, num determinado ponto.

Esse problema aparece em diferentes contextos. Vamos citar apenas

dois:

e Na Geometria, exatamente como foi apresentado;

e Na Fisica, para determinar, por exemplo, a velocidade instantanea de

um certo corpo em movimento, num especifico instante t,.

O conceito de reta tangente a uma curva é muito intuitivo e o exemplo
mais simples, para o qual todos nds sabemos a resposta, é o da reta tangente
a circunferéncia de um circulo num dado ponto. Neste caso, basta considerar

a reta perpendicular ao raio em questao.

CEDERJ
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A nocao de velocidade instantanea, isso €, a velocidade de um certo
corpo num preciso instante, também faz parte de nossa cultura. Veja a frase:

‘o carro cruzou a reta final a 135km/h’.

No entanto, se considerarmos mais atentamente esses problemas, en-
contraremos algumas dificuldades.

Por exemplo, como determinar a reta tangente & parabola y = x2 no
ponto (1,1)7

No caso da velocidade, dispomos da formula da velocidade média,

s(t) = s(to)

Um = 5

t—to
onde s(t) é a posicao da particula em fungao do tempo ¢, e ty é o preciso
instante no qual queremos determinar a velocidade instantanea.

Uma tentiva ingénua seria, simplesmente, fazer t = t;. No entanto, isso

nao é possivel.

No caso da reta tangente ao grafico de y = f(z), no ponto (a, f(a)),
dispomos da férmula do coeficiente angular das retas ‘secantes’ ao grafico e

que contém o ponto (a, f(a)).

@)~ fle)

Tr—a

Para calcular o coeficiente angular da reta tangente ao gréafico de f no

ponto (a, f(a)) terfamos de fazer x = a, o que, de novo, ndo é possivel.

Note como os problemas sao, na verdade, um s6. Compare as férmulas
de que dispomos:

s —slt) _ f@)—fla)

UTI’L = =
t— 1ty r—a
Essa férmula é conhecida como o ‘quociente de Newton’.

Veja que esse problema pode ser contornado: dispomos do limite, a
ferramenta adequada para analisar o comportamento desse quociente quando

t —tgoux — a. Otimo!
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for um nimero, dispomos da ve-

. : . . ) x)— f(a
locidade instantanea, assim como, se lim M
T—a T —a

o coeficiente angular da reta tangente e, como o ponto (a, f(a)) pertence a

t) — s(t
Portanto, sempre que lim M
t—to t— 0

for um numero, temos

reta, podemos calcular sua equagcao.

Veja o caso de f(z) = 2% no ponto (1,1). Primeiro calculamos o limite
do quociente de Newton correspondente, com a = 1.
flx) — f(1) a? —1

lim ———~* = lim = limzx+1 = 2.
r—1 r—1 z—1 1 — 1 rz—1

Esse limite é um velho conhecido!

A reta tangente & parabola y = 2% no ponto (1, 1) deverd ter a forma
y = 2z +b. Agora, usando o fato de que (1, 1) satisfaz a equagao, calculamos

b= —1. Assim, a resposta para o nosso problema é
y=2x—1.

Veja o gréfico:

Resumindo: A fungao y = f(z) tem derivada no ponto x = a caso o

o 1)~ J (@)

r—a Tr —a

limite

seja um nimero. Quando isso ocorre, dizemos que a funcao f é diferencidvel
no ponto x = a e denotamos o limite por f’(a), que é chamado derivada de
f no ponto a.

Em certos casos, é preferivel usar a seguinte formula, equivalente a

i Fat ) = f(a)

h—0 h

anterior:

A interpretacao da derivada de uma funcao f num ponto x = a é,
portanto, a que nos motivou inicialmente: f’(a) é a inclinagao ou coeficiente

angular da reta tangente ao gréafico de f no ponto (a, f(a)).

=

CEDERJ
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Essa reta pode ser calculada, diretamente, pela férmula:

Note que a, f(a) e f'(a) sdo constantes e as varidveis x e y sdo usadas

para expressar um ponto genérico do plano. Caso (z,y) satisfaga a equagao,
ele pertence a reta.

Voceé usard essa formula de cdlculo da derivada de uma fungdo num
ponto, apenas em situacoes especiais. Por exemplo, caso a funcao f seja dada
por diferentes sentencas abertas, nés a usamos para determinar formulas que

nos permitem calcular a derivada de certas fungoes em um ponto genérico.

Por exemplo, se f(x) = 22,

_ 2 _ 2
fla) = hmM = lim—% = limz+a = 2a.
r—a T — a r—a T — Q r—a

Assim, introduzimos a nocao de funcdao derivada. Isto é, uma funcao
que nos da o valor da derivada de uma dada funcao f, num ponto genérico.

Isto é, se trocarmos a por x em f’(a) = 2a, obtemos a funcao derivada de

f(x) = 2*:
f(x) = 2x.

A partir de agora, sua principal preocupacao deve ser aprender a de-
rivar. Isto é, dada uma certa funcao, calcular sua funcao derivada. Esse
objetivo sé serd plenamente atingido quando vocé aprender a lidar bem com
a Regra da Cadeia. Mas, tudo a seu tempo.

Veja o que voce ja deve saber:
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Aula 10

Aqui vocé aprendera varias propriedades das fungoes diferencidveis.
Isto é, aquelas para as quais podemos tormar as funcoes derivadas.

As principais propriedades podem ser resumidas nas seguintes férmulas:

Sejam f e g funcoes diferencidveis e seja a uma constante.
o (f+9)(z)=[f(z)+g();
o (af)(z)=af'(x);

o (f-9)(x)=f(z)-g(x) + fz) g'(x).

Suponha que, além disso, g(z) # 0.

Usando essas regras de derivacao, vocé deve ser capaz de derivar as
seguintes fungoes:

o f(z)=2*—-3x+5;

sen
o fo) =g =
T
. @)= ——:

o f(r)=(z+3)senz + (2?+7) cos z.

Neste ponto, vocé ja deve ser capaz de resolver problemas do seguinte
tipo:

Calcule a reta tangente ao gréfico da fungao f(z) =x sen  no
ponto (m/2,7/2).

CEDERJ
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O roteiro para a solugao deve ser o seguinte:

Primeiro, use as regras de derivacao para calcular a funcao derivada.
A resposta deve ser: f'(z) =sen x + x cos x.

Agora, usamos esta funcao para determinar a derivada de f no ponto
em questao: f'(w/2) = 1.

Finalmente, usando a férmula y — f(a) = f'(a) (x — a), determine a

equacao da reta tangente pedida no problema. A resposta deve ser y = .

Veja o grafico na figura a seguir.

Aula 11

Concentre-se nos exercicios de 5 a 10.

Aula 12

O conteudo dessa aula serd abordado na nossa préxima conversa.

Consideracoes finais

O conteido que voceé estd estudando é dificil e os progressos so surgirao
apos algum esforco. Nao deixe que as dificuldades lhe abatam o animo. Nos

estamos fazendo um grande esforco para que o seu trabalho seja produtivo.

Avante!
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Aulas 10 a 12 (continuagao)

Toda a sua atencao deve estar voltada para a aula 12 — a Regra da
Cadeia.

Esta regra nos ensina a derivar uma funcao obtida pela composicao de

outras fungoes.

Composicao de funcgoes

Considere a seguinte questao: a partir das fungoes f(z) = 2° e

g(x) = cos x, quantas ‘novas’ fun¢oes podemos criar?
Certamente podemos soma-las, obtendo y = 2% + cos =.

Além disso, podemos multiplicé-las e dividi-las. Teremos mais varieda-

des ainda se usarmos algumas constantes. Veja algumas dessas fungoes:

y = a° cosx y = 223+ 3 cos x
I _cosw
Y= sz Y= 58
1 T 5)
y = g F+2cosz y = - —
x cosr T
Sabendo que f'(r) = 32? e ¢/ (z) = —senx e usando as regras

de derivacao apresentadas na aula 10, vocé é capaz de derivar todas estas
funcoes.

No entanto, hd uma outra maneira de gerar ‘novas’ fungoes a partir de
f e g — a composicao de funcoes.

Vocé deve ter estudado bem este tema no Pré-Célculo, mas nao custa
relembrar as idéias principais.

O que é mais surpreendente nessa operagao ¢ a sua nao comutatividade.

Veja, se considerarmos, novamente, f(z) = z* e g(x) = cos z, obtemos

(fog)(z) = flg(x)) = cos® x

(go f)(z) = g(f(z)) = cos 2°.

CEDERJ
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Isso mostra como a ordem da composicao infui no resultado final. Veja

o grafico das fungoes:

Yy = cos’x

y = cos x°

A regra da cadeia nos diz que se f e g sao diferenciaveis e a composi¢ao

pode ser feita, entao
(fog)(z) = fl(9(z)) ¢'(z).

Muito bem, para aplicarmos a féormula, precisamos saber a ordem em

que as funcoes estao compostas, pois isso é importante na derivagao.

Note que, como lemos da esquerda para a direita, ao olharmos para
o simbolo f o g, pensamos em f como sendo a ‘primeira’ funcao. Mas, na

verdade, a primeira funcao a atuar na variavel x é a funcao g.

A Regra da Cadeia nos diz que ‘os tultimos serao os primeiros’. Isto é,

comecamos a derivar pela ultima fungao que atua na composicao.

Uma maneira segura de descobrir a ordem de composicao é tentar cal-
cular a funcao em algum ponto especifico. Veja o caso de y = cos®z. Para
calcular o valor dessa fungao no nimero 7/3, por exemplo, primeiro calcu-
lamos cos (7/3), que é 1/2, e depois elevamos o resultado ao cubo, obtendo
1/8. Isto é, primeiro calculamos o cosseno e, depois, elevamos o resultado ao
cubo.

Vamos derivar!!
Comecamos derivando a ultima funcao — elevar ao cubo, calculamos o

resultado na funcao que atua primeiro na varidvel — cosseno, e multiplicamos

o resultado pela derivada dessa ultima funcao. Aqui esta:

y = 3cos’z-(cosx)

2

y = 3cos®x-(— sen 1)

y = 3sen cos’z.
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Compare com o uso da férmula: Se f'(z) = 23, f/(x) = 32% Assim,

f'(cos ) = 3 cos®z. Como ¢'(x) = —sen z, obtemos
(fog)(x) = 3cos’z-(—sen x).

Veja o que acontece na composicao com a ordem invertida:

(gof)(z) = ¢'(f(x))- f'(x).

Portanto, se y = cos x%, obtemos
Y= (msenst) (o)
y = (- sen 2°)3x?
y = —32%sen x°.

Aqui estd mais um exemplo. Vamos derivar a funcao
f(z) = Va?+cos z,
que pode ser vista como

f@) = (2 + cos )2

Aqui temos a funciao y = 2? + cos & composta com a funcio ‘alguma
coisa elevada a 1/2’. Como esta é a ultima fungao na ordem da composigao,

ela sera derivada primeiro:
flx) =
flx) =

1

3 (2% + cos )% (2 + cos x)’
2r —sen x

2 (22 4 cos x)~1/2

Aqui ha algumas funcoes para vocé derivar:

y = cos(3z? +2) y = (cos 2z — sen 3x)°
_ z — (2249 5)3/2
Y7 Cos 5a? y = (@ +2w+5)

Veja também o seguinte problema:

Usando a tabela, calcule as derivadas indicadas.

x| f(x) | f'(2) ] g(x) | g'(z)
1] 3] 2] 1] -3
21 0 4 4 | -1
3| 2 1 2 | -1
4] -1 ] 2 3 1

CEDERJ
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(2) (fog)(2) (b) (g0 f)(1)

Aqui estd a solucao de (a):

(fog)(2) = f'(9(2)-4(2)
-9'(2)
)

(=1 = -2

—~

Note que a tabela tem mais informacoes do que realmente precisamos.

Muito bem, vocé agora tem a “licenca” para calcular derivadas!! Pra-

tique seus exercicios e nao deixe conteido acumulado!

CEDERJ
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Aulas 13 a 15

Os principais temas sao:
o derivagao implicita;
o taxa de variagao e taxas relacionadas.

O tema da derivagao implicita é tecnicamente simples. Vocé precisara
usar a Regra da Cadeia e um pouco de manuseio algébrico para resolver os
problemas. Antes de falarmos nisso, vamos aproveitar a ocasiao para discutir
um pouco mais o conceito de funcao. Uma funcao consiste de um conjunto

de objetos: o dominio, o contradominio e sua lei de definicao. Por exemplo,

f:R—{1} —R
1

T — )
z—1

Neste caso, o dominio é R—{1}, o contradominio é R e a lei de defini¢ao
1

x—1
Observe que o conjunto imagem é importante mas nao é essencial para

a descricao da funcao. O dominio, no entanto, é fundamental na descricao da
funcao. Isso nao fica tao evidente no nosso curso, pois usamos a conveniente
convencao de que, dada uma lei de definicao de uma fungao, o seu dominio é
o maior subconjunto da reta para o qual esta lei faca sentido. Veja, quando
apresentamos a fungao f(z) = /1 — x, estamos assumindo que seu dominio
é [—o0, 1], que é o maior subconjunto de R no qual esta lei de definigao faz
sentido. O préximo exemplo mostrara como o papel do dominio é importante

na definicao de uma funcgao.

Considere as funcgoes
f:]0,00) — [0, 00) e g:R—R
definidas por
f(z) = a? e g(x) = 2°.
Elas tém a mesma lei de definicao, a mesma imagem, porém sao muito di-

ferentes. Por exemplo, f é inversivel enquanto g nao é inversivel. Vamos,

agora, falar de funcoes definidas implicitamente.

CEDERJ
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Quando pensamos em uma funcao, em geral, pensamos numa lei de

definicao explicita, mas essa nao é a inica maneira de apresentar uma funcao.

Em geral, uma equagao do tipo f(z,y) = ¢ define uma curva no plano.
Por exemplo, as equagoes 22 +y> =1 e (22 +y? —32)* —2(2* +¢*) =0

definem as seguintes curvas:

A
N

Em geral, as curvas obtidas desta forma nao sao graficos de funcoes,
pois apresentam pontos miltiplos e auto-intersecoes. Basta lembrar do teste
da reta vertical para verificar quando uma curva €, ou nao, o grafico de uma
funcao. No entanto, se considerarmos partes das curvas, de maneira ade-
quada, elas se tornam graficos de fungoes. Por exemplo, se considerarmos o
semicirculo superior ou parte da curva definida pela equacao
(22 4+ y* — 32)? — 2(x* + y?) = O:

e

>

Portanto, quando olhamos para uma equagao do tipo f(z,y) = ¢,
sabemos que, feitas as devidas escolhas e restricoes, ela define, por exem-
plo, y como uma fungao de z.

Isto é, tomando um dominio adequado, a equacdo f(z,y) = ¢ permite
estabelecer uma funcao y de x. Vamos a mais um exemplo.

Se tomarmos como dominio o intervalo [—1,1] e acrescentarmos a in-
formacao y > 0, a equacao 22 + y? = 1 define y como uma funcao de z. O
grafico desta fungao é o semicirculo apresentado na figura anterior. Neste

caso, a sua lei de definicao pode ser explicitada por

y=f(z)=v1—2%
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Isto, em geral, nao é possivel fazer. Veja a segunda equacao:
(% 4+ y* —32)* — 2(2® + %) = 0.

Quando atribuimos um valor especifico para x, ganhamos uma equacao de
grau 4 em y. Por exemplo, para x = 1, teremos (y* — 2)? = 2(1 + y?). Veja
que estas equagoes poderao ter 4 solugoes, 3, 2, 1 ou nenhuma.

Portanto, sabemos que dada uma equagao f(x,y) = ¢, sob certas res-
trigoes, ela define y como uma funcao de x. O que queremos fazer é calcular
as derivadas dessas fungoes. Isto permitird, por exemplo, calcular retas tan-

gentes a essas curvas.

Para isso, usamos a Regra da Cadeia. Ou seja, derivamos normalmente,

levando em conta que y ¢ uma funcao de .

Veja o caso 22 4+ y?> = 1. A derivada de 22 em relacdo a x é 2z. A
derivada de y? em relacdo a x é QyZ—OyC. E aqui que usamos a Regra da
Cadeia. Finalmente, a derivada da constante 1 em relacao a z é zero.

Colocando tudo isso junto, obtemos que a derivagao implicita de

22+ 1y? =1 em relacdo a v é
d
20 + 2y = 0.
dx

. . . y .., dy x
Assim, obtemos informacgao sobre —=, isto é, — = ——.

dx dr vy
Neste exemplo, podemos explicitar y como funcao de x, digamos, em

torno do ponto (0, 1). Neste exemplo, temos uma oportunidade de confrontar
a versao implicita com a versao explicita Resolvendo 22 +y? = 1 na varidvel

1y, obtemos

y==+Vv1—ax2
Como queremos y(0) = 1, estamos escolhendo a férmula y = /1 — z2. Assim,

@71(—2@ -
dr — 21—22 V1—22

y

Vamos agora abordar, rapidamente, o outro tema.

CEDERJ
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Taxa de variacao e taxas relacionadas

A derivada de uma funcao num dado ponto mede a variacao da variavel
dependente em relacao a variavel independente.

O exemplo tipico é a velocidade, que mede a variagao da posicao em
relacao ao tempo.

Os exercicios mais interessantes sobre este tema sao chamados de taxas
relacionadas. O esquema geral é o seguinte: temos uma situacao que rela-
ciona duas grandezas, como uma area e uma largura ou um volume e uma
distancia. Estas grandezas estao variando em funcao de algum parametro,
que ¢é a variavel independente. O exemplo tipico é tempo. Em geral, as
questoes fornecem uma taxa de variacao de uma das grandezas, e pede a
taxa correspondente da outra grandeza. A ferramenta usada para relacionar

as duas taxas ¢ um tipo de derivacao implicita. Veja um exemplo.

Um recipiente na forma cilindrica, com raio 1m, esta sendo enchido com
agua. Sabendo que o volume de dgua que esta sendo despejado no recipiente
¢ de 10 litros por segundo, calcule a velocidade com que o nivel da dgua esta
subindo quando ele esta a 1 metro de altura.

Sabemos que V = wr?h = wh.

dh
Derivando em relacao a t a equacao V' = mh, obtemos — = 7—.

dt dt
dh 1dV 1
=——=—-m/s.

Portanto, — = —
Tt 7T dt T
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Aulas 16 a 21

Pelo meus calculos, vocé acaba de fazer a primeira avaliagao presencial
desta disciplina. Espero que seus esforcos tenham dado frutos. Voceé ja
venceu uma grande etapa do curso. Veja quantas coisas vocé ja aprendeu:

limites, a nocao de continuidade, derivadas...

Cada um desses itens demandou atengao e muito trabalho. No entanto,
o dominio deste contetudo faz sentido, especialmente, quando aplicado para

fazer outras coisas. Muito bem, é chegada a hora de usar essas novidades.

A maior parte do modulo 2, que vocé devera comecar a estudar

imediatamente, é dedicada aos seguintes temas gerais:

e esbogo de graficos;

e problemas de otimizagao — maximos e minimos.

Faca uma leitura rdpida da aula 16 — o teorema do valor médio — e

avance na leitura da aula 17 em diante.

Em linhas gerais, o sinal da derivada nos daré informacoes sobre a forma
do grafico da funcao. Mais ainda, o sinal da derivada da funcao derivada,
chamada de derivada segunda, dard informacgoes sobre como o grafico se
curva.

Veja alguns exemplos.

A fungao f(x) = x* tem derivada f'(x) = 2x, que é positiva
no intervalo (—oo, 0) e é negativa no intervalo (0, co). Esta informagcao
‘algébrica’ corresponde a seguinte informagao ‘geométrica’: sobre o intervalo
(—00, 0) o grafico da fungao f(z) = 2% é uma curva descendente, enquanto
sobre o intervalo (0, co) o grafico da fun¢ao é uma curva ascendente. Veja
que isso é muito razodvel: sobre o intervalo (0, co) a derivada é sempre
positiva, indicando que as retas tangentes ao grafico tém coeficiente angular

positivo, indicando a ascendeéncia.

Além disso, a derivada segunda de f, denotada por f”, é a derivada da
fungao derivada: f”(x) = 2. Note que o sinal desta funcao é sempre positivo.
Isso quer dizer que o grafico da fungao esta sempre ‘curvado para cima’. Veja

o grafico da funcao com os sinais das derivadas.

CEDERJ
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\ f(z) =22

sinal da ff  — = T T/t 4+
sinal da 7 T+ T £ |+ + ++

Veja outro exemplo. Aqui estd o grafico da fungao f(x) = z® — 3,
cuja derivada é f'(z) = 32 — 3 e cuja derivada segunda é f”(z) = 6z. Note
como os sinais da derivada e da segunda derivada correspondem a forma do

grafico.

flx)=2° -3z

sinal da f/ T/ T |7 &

sinal da f” _/_ g il Bl Ll e

Vocé pode completar a figura determinando os pontos onde o gréfico
intersecta os eixos Oz e Oy. Determine também os pontos onde a derivada
f'(x) e a segunda derivada mudam de sinal. Estes pontos sdo muito impor-
tantes. H4 uma completa nomenclatura para eles. Vocé aprendera tudo isso

nas préoximas aulas.

CEDERJ
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Resumindo:

e Aula 17 — Aborda a interpretacao do sinal da derivada da funcao. As
palavras-chave serao: crescimento e decrescimento. Os pontos onde a
derivada ¢é igual a zero sao especiais. Sao os chamados ponto criticos.
Para descobrir o que esta acontecendo num ponto critico isolado, sera
necessario interpretar o sinal da derivada em torno dele. Lembre-se: a

derivada corresponde a velocidade.

e Aulas 18 e 19 — Interpretacao do sinal da segunda derivada — a palavra-
chave aqui é concavidade. Aqui vocé aprendera o que é um ponto de
inflexao. Isto é, um ponto no qual a funcao muda a sua concavidade.
No caso de f(x) = z?, tal ponto nao existe, pois a segunda derivada
nao muda de sinal. Isto é, a funcao é sempre concava para cima. No
caso de f(z) = 2® — 3z, o ponto (0,0) é um ponto de inflexdo, pois a
derivada segunda, f”(x) = 62 muda de sinal, de negativo para positivo,
indicando que houve uma inversao de concavidade: de concava para

baixo ela passa a ser concava para cima.
e Aula 20 — Aula de exercicios.

e 21 — Maximos e minimos relativos ou locais — sao aqueles pontos nos
quais a fungao passa de crescente para decrescente e vice-versa. Como
detecta-los? O que acontece com a derivada da funcao em tais pontos,
caso a funcao seja diferenciavel nestes pontos tao especiais? Bem, voce

descobrira tudo isso é muito mais nos préximos dias. Va em frente!
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Alguns teoremas do Calculo I

Chegou a hora de darmos atengao aos teoremas apresentados na
aula 7 — teorema de Weierstrass e teorema do valor intermedidrio — e na

aula 16 — teorema do valor médio e teorema de Rolle.

Estes teoremas tém um papel fundamental no curso, pois eles dao toda
a sustentacao tedrica para os procedimentos que aqui aprendemos, particu-
larmente nas aplicagoes das derivadas — tema que vocé deve estar focalizando

nos seus estudos neste momento.

Por exemplo, vocé deve ter percebido que se duas funcoes f e g, defini-
das num mesmo intervalo aberto I, sao diferencidveis e tais que
f'(x) = 4¢'(x), Vo € I, entdo f e g diferem por uma constante. Por
exemplo, seja f(x) = sen? z e g(xr) = —cos?x. Note que, neste exemplo,

o intervalo I ¢ toda a reta real (I = (—o0, o0) =R).
Realmente, f'(x) =2sen z cosxz e ¢'(r) = —2(cosx)(—senx) =

2 cosx sen x. Ora, entdao f'(r) = ¢'(x), Vo € R. Veja que, devido a
identidade trigonométrica fundamental,

senz + cos?zr = 1,

podemos escrever sen’r = 1 — cos?z. Ou seja, f(z) =g(z) +1,Vz € R.

Como podemos provar que isso é verdade sem usar a identidade tri-
gonométrica? Ou ainda, como podemos provar a identidade trigonométrica
usando o Calculo? Realmente, se provarmos a afirmacao feita para as fungoes

f e g, estaremos provando que a identidade trigonométrica é valida.

Lembre-se de que em Matematica queremos saber fazer, mas, princi-

palmente, queremos ter a certeza de que o que estamos fazendo esta correto.

Este é o papel destes teoremas.

Os teoremas do valor intermediario e de Welerstrass

Vamos comecar com um exemplo. Sabemos que toda equacao do pri-
meiro grau, de uma variavel, tem solucao. Por exemplo, 2x + 3 = x — 6 tem
solugao x = —9. No entanto, nao podemos dar essa mesma garantia quando
lidamos com equacoes de segundo grau. Por exemplo, 22 4 42 + 5 = 0 nao
tem solugao (pelo menos nao no conjunto dos nimeros reais, que é 0 NOSSO

contexto).
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Em geral, dada uma equacdo f(z) = ¢, saber se ela admite, ou néo,
solucao, é um problema dificil. No caso de quagoes de segundo grau, da forma
ax® +bx +c =0, com a # 0, temos um critério que permite determinar se a
equacao admite, ou nao, solucao. Basta calcular o discriminante A = b%—4ac
e comparar com 0. Mas, e os outros casos? Nao estamos falando apenas de
equacoes polinomiais, como z* + 32> — 5z +7 = 4 ou z* — 3z + 8 = V2.
Estamos levando em conta, também, as funcoes chamadas transcendentais,
como z + In x = sen 2x. Veja, o enfoque nao é determinar a solugao, mas

saber se existe alguma. Interessante, nao é?

Uma ferramenta que nos permite atacar este problema é o chamado
teorema do valor intermedidrio, enunciado na aula 7 como o teorema 7.2.
Por exemplo, este teorema nos diz que, se uma funcao f definida num in-

tervalo [a, b] é continua e tal que f(a) < 0e f(b) > 0, entao existe um nimero

¢ € (a,b) tal que f(¢) = 0. Consideremos a ultima equagdo:
x+1Inx = sen 2x. Podemos reescrevé-la da seguinte maneira:
r+1Inzx — sen 2z =0.

Considere a fun¢ao f(x) =z +In z — sen 2z. A equagao terd solugao
se, e somente se, existir um numero ¢ tal que f(¢) = 0. Note que o
dominio de f é o intervalo aberto (0, c0), onde ela é continua (pois é soma de
fungoes continuas). Como xhjéi In x = —o0, podemos tomar um nimero
a > 0, préximo de 0, tal que f(a) = a + In(a) — sen 2a < 0. Além
disso, lim (z + In x) = oo e, portanto, existe um ndmero b > a tal que
f(b) :xgoj In(b) — sen 2b > 0. Assim, podemos aplicar o teorema do valor
intermedidrio na funcdo f restrita ao intervalo [a,b]. O teorema afirma que
entre a e b ha um ponto ¢ tal que f(c) = ¢+ In(c) — sen 2¢ = 0. Assim, o
nimero ¢ ¢ uma solugao para x +In x — sen 2x = 0. Use uma calculadora

para encontrar uma aproximacao da raiz. Busque algo em torno de 1.

Agora, outro cenario. Vamos considerar o problema de encontrar o

retangulo de maior drea que pode ser inscrito num dado circulo.
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A figura mostra que se tentarmos aumentar bastante um dos lados, o
outro tornar-se-d, necessariamente, muito pequeno, fazendo com que a area
também seja pequena. Isso nos leva a colocar todas as nossas esperancas no

quadrado inscrito no circulo, nao é mesmo?

Pois bem, no entanto, devemos considerar, primeiramente, a questao

da existéncia da solu¢ao. Muito bem, organizemo-nos!

Vamos considerar a familia de retangulos cujos lados sao verticais ou
horizontais. Assim, podemos falar de altura e largura. Veja que, como
dissemos antes, quanto mais largo, mais baixo serda o retangulo, enquanto
se tomarmos retangulos cujas alturas estejam préximas do diametro vertical,
as areas também serao pequenas. Logo, se a solucao existir, nao se encontrara

nos extremos.

Além disso, se tomarmos retangulos muito baixos e formos aumentando
sua altura, apesar de a altura estar diminuindo, a area estara aumentando.
Prosseguimos assim até uma certa altura ‘limite’ quando, apesar de a altura

continuar a crescer, a area passara a diminuir.

Essa descrigao do problema nos leva crer no seguinte:

e O problema tem solucao. Isto é, tal altura ‘limite’ existe.

e Nossa cultura platonica nos leva crer que a resposta é o quadrado. Isto

é, a maior area ocorre quando a altura é igual a largura.

Estamos certos nas duas instancias! A primeira afirmagao é verdadeira
porque podemos reformuléd-la de maneira mateméatica e usar o teorema de
Weierstrass, que estd enunciado na aula 7 como o teorema 7.1, para garantir

a existéncia de um retangulo com maior area do que todos os outros.

Vejamos como isso é possivel. Para facilitar um pouco, vamos conside-
rar apenas o quarto do circulo, que sera considerado de raio 1 e centrado na
origem do sistema cartesiano, com os respectivos quartos de retangulos que
estao no primeiro quadrante. Se resolvermos este problema, a resposta do

problema original também estard resolvido, bastando quadruplicar tudo.

Agora, denotaremos a largura do retangulo por x e a sua altura por y.

Veja a figura:

CEDERJ



CALCULO |

CEDERJ

Caderno da Coordenacao da Disciplina Célculo I

Usando a equacao do circulo, 22 + y? = 1, obtemos y = V1 — 22 e,

portanto, a area do quarto do retangulo é
Alz) = V1 — 22

Veja que = € [0,1]. Queremos saber se a fungao A(z) = xv1 — a2,
definida no intervalo [0, 1], tem um valor maximo. Ora, tal fungao é continua

e o teorema de Weierstrass se aplica. Veja o teorema:

Teorema:
Se f :|a,b] — R € uma funcdo continua em [a,b], entdo existem x;
e x9 € [a,b] tais que

fl) < flx) < flas)

para todo x € [a,b).

Assim, em x; a fungdo assume seu menor valor e em xy assume seu
maior valor.

No caso que estamos estudando, f(z) = A(z), a = 0e b= 1. Note que,
como A é uma érea obtida do produto de duas grandezas positivas, (x € [0, 1]
e V1 —22 € [0,1]) vale A(xz) > 0. Portanto, podemos tomar para z; tanto
0 como 1:

0 = A0) = A1) < A(z), Vo € [0,1].

O teorema nos diz que existe um nimero xs, contido no interior de [0, 1],
no qual A assume seu maior valor. A existéncia de tal valor x5 corresponde

a existéncia do retangulo de maior area, inscrito no circulo.

No entanto, o teorema nao nos da uma indicacao do paradeiro de tal

ponto.
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Para detecta-lo, precisamos de mais informacoes. E nesse ponto que
deixamos a matematica grega e mudamo-nos, de armas e bagagens, para o
século XVII, para os dias de Leibniz e Newton. Com isso, vamos para a aula
16, na qual sdo apresentados o teorema do valor médio (teorema 16.1) e o

seu alter ego, o teorema de Rolle (teorema 16.2).

Teorema do valor médio e teorema de Rolle

Estes dois teoremas diferem bastante dos dois teoremas apresentados
anteriormente: as suas hipoteses sao mais restritivas — eles se aplicam ape-
nas quando as funcoes sao diferencidvers, enquanto os teoremas anteriores

requerem apenas continuidade das fungoes.

Vocé deve lembrar-se de que toda funcao diferenciavel é continua, mas
nem toda fungao continua é diferenciavel. O exemplo mais comum ¢ a funcao
valor absoluto f(x) = |z|, que é continua, mas nao é diferenciavel, pois nao

admite derivada no ponto z = 0.

Voceé sabia que Weierstrass foi o primeiro matematico a apresentar um
exemplo de uma funcgao continua que nao tem derivada em nenhum de seus
pontos? Espantoso, nao é?7 Bem, essa é uma outra histéria e ficara para

outro dia.

O teorema de Rolle nos diz que, sob certas condicoes, uma certa funcao

f admite um ponto critico. Isto é, um ponto ¢ tal que f’(¢) = 0.

Teorema de Rolle
Se f :[a,b] — R € continua em |[a,b] e diferencidvel em (a,b) com
f(a) = f(b), entdo existe pelo menos um ponto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
O teorema do valor médio parece mais complicado mas, na verdade, é

equivalente ao teorema de Rolle. Uma vez provada esta equivaléncia, para

provarmos ambos os teoremas basta que provemos um deles.

Teorema do valor médio

Se f:|a,b] — R € continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b), entdo

existe pelo menos um ponto ¢ € (a,b) tal que

£(0) = f(@)

floy = 2ot
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Se soubermos que o teorema do valor médio é verdadeiro e acrescentar-
mos a informacgao de que f(a) = f(b), obtemos a prova do teorema de Rolle,
pois

R (UES (0

Veja, agora, como ¢é possivel provar o teorema do valor médio supondo

= 0.

que o teorema de Rolle é verdadeiro.

Assumindo as hipdteses do teorema do valor médio, consideramos a

funcao

o@) = fo) — fla) — LU0

A fungdo g é continua e/ou diferencidvel onde f é continua e/ou dife-

(x —a).

renciavel. Além disso, g(a) = g(b) = 0, como vocé pode constatar facilmente.
Portanto, o teorema de Rolle aplica-se a funcao g e concluimos que existe

um numero ¢ € (a,b), tal que ¢’(c¢) = 0. Agora, a derivada de g é dada por

J@) = r) 18219
Como ¢'(¢) = 0, podemos observar que f'(c) = W, como

queriamos.
A uma primeira vista, a funcao g parece tirada da cartola, mas nao é
bem assim. Na verdade, a funcao g é a diferenca entre a funcao f e a funcao

cujo grafico é a reta que contém os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) e, portanto,

tem coeficiente angular M.
—a
Realmente, se colocarmos m = M, a funcao definida por
—a

r(z) = m(zr—a)+ f(a)
é uma funcao cujo grafico é uma reta de coeficiente angular m. Além disso,

r(a) =m(a—a)+ f(a) = f(a)

r0) = 10D ) 4 f0) = 10) - £(@) + £l@) = 0.

Isto é, a reta r é definida pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(D)).

A fungao g(x) é a diferenga entre a fungao f(x) e areta r(z). Nos pontos
onde as retas tangentes ao grafico de g sao horizontais (teorema de Rolle), as

retas tangentes ao grafico de f serdo paralelas a reta r(x) e, portanto, tém
f(b) — f(a)

. Veja a figura:
b—a

derivada m =
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Para provar o teorema de Rolle, usamos o teorema de Weierstrass. Voce
pode dar uma olhada em como isso é feito, por exemplo, no livro Um curso
de Cidlculo, volume 1, de Hamilton Guidorizzi. Caso faga isso, nao deixe de

ler, também, o teorema de Cauchy, a seguir:

Teorema de Cauchy
Se f e g sao continuas em [a,b] e diferencidveis em (a,b), entao existe
c € (a,b) tal que
(f(0) = f(a))g'(c) = (9(b) — g(a))f'(c)
ou, se g(b) # g(a) e g'(c) # 0, entdo
f'e) _ fb) = fla)

glc)  gb)—gla)

Note que o teorema de Cauchy é uma generalizacao do teorema do valor

médio. Para ver isto, basta tomar g(x) = x, a funcao identidade.

O ‘né de Gorgio’, realmente, ¢ demonstrar os teoremas de Weierstrass
e do valor intermedidrio. As demonstracoes destes teoremas fogem do escopo
de um curso de Célculo. Elas sao, em geral, apresentadas nos cursos de

Anaélise Matemética.

Para ilustrar o uso do teorema do valor médio, vamos provar o seguinte.

Teorema

Seja f uma funcgao diferencidvel definida num intervalo aberto I. Se
f'(z) = 0 para todo x € I, entao f(x) =c, para todo x € I.
Veja que a hipdtese ‘definida num intervalo aberto I’ é crucial. Por
1 se © <0

exemplo, considere f(l‘) = -1 se x>0

CEDERJ
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Esta funcao tem derivada igual a zero em todos os pontos de seu domi-
nio, mas nao é constante, pois f(=2) = 1 e f(1) = —1. Note que
Dom(f) = (—o00,0)U(0,00) = R — {0} nado é um intervalo.

Prova do teorema

Suponhamos que existam dois pontos x; e xo € I, tais que f(x;) #
f(z2). Como f estd definida no intervalo I, o intervalo [x1, 5] C I e podemos
considerar f restrita ao intervalo menor. Continuaremos a chamar de f a
fungao restrita ao intervalo [z1,z3]. (Aqui foi fundamental o fato de f estar
definida num intervalo.) Ora, f é continua em [z, x5 e diferencidavel em
(x1,22), pois ja era isso tudo no intervalo maior I. Assim, podemos usar

o teorema do valor médio que afirma existir um nimero ¢ € (x1,z5), tal

ave f0) = LTI gomg @) # e, temos fi0) # 0
2 — X
contrariando a hipétese de que f'(x) = 0, Vo € I. Logo, a possibilidade

f(x1) # f(x2) deve ser descartada. Portanto, a funcao é constante em /.

Voce pode usar o teorema que acabamos de mostrar para provar a se-

guinte proposicao:

Proposicao

Sejam f e g funcoes diferencencidveis definidas num intervalo aberto
I, tais que f'(x) = ¢'(x), Yo € I. Entdo, as funcgoes f e g diferem por uma
constante.

Isto é, existe uma constante C, tal que f(x) = g(z) + C.

Veja que este resultado prova, por exemplo, a identidade trigonométrica

fundamental, conforme vimos no inicio deste capitulo.

Os teoremas de Rolle e do valor médio desempenham papel fundamental
na demonstracao de fatos que usaremos nas préximas aulas. Por exemplo,
se f/(x) > 0 em todos os pontos de um intervalo I, entdao f é crescente
neste intervalo. Outro exemplo: se xy é um ponto méximo local de f e f
é diferenciavel em z, entdo f'(xy) = 0. Ou seja, os pontos maximos locais
ocorrem nos pontos criticos quando f é diferenciavel. Por isso os pontos

criticos sao tao importantes.

Vamos terminar esta conversa sobre os teoremas com a seguinte aplicacao:

o quadrado é o retangulo de maior area que pode ser inscrito num circulo.

CEDERJ
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Temos de achar o maximo da funcdo A(z) = x+/1 — 22 no intervalo
[0,1]. J& sabemos que ele existe, que A(x) > 0 e que, nos extremos do

intervalo, 0 e 1, a fungao assume seu menor valor: zero.

Concluimos que o méaximo ocorre no interior do intervalo e, portanto,
também é um méaximo local. Como A(z) é diferencidvel em (0,1), o ponto
que procuramos se encontra entre os pontos criticos da func¢ao (os pontos

criticos sdo os eternos suspeitos...).

Portanto, aos pontos criticos de A(x). No entanto, no lugar de A(z) va-
mos lidar com f(x) = (A(a:))2 Veja, os pontos criticos de A(z) também sao
pontos criticos de f(z) (a Regra da Cadeia, minha gente...) e
f(x) = 2? (1 — 2%) é uma fungao bem mais simples de derivar.

Entao, vamos:

fl(x) = 201 —2%) +2%(—22) =22 (1 —22?).

Para calcular os pontos criticos de f, temos de resolver a equacao

2
f'(x) = 0. Isso acontece se, e somente se, r = 0 ou z = iT' O tnico

. 2
destes trés nimeros que pertence ao intervalo (0,1) é o niimero - Por-

V2

tanto, o Unico suspeito é o ponto onde o maior valor ocorre. Como x = -
corresponde ao sen 7/4, o angulo de 45°, confirmamos que a maior area

ocorre quando a largura do retangulo é igual a sua altura.

V2
2

V2
2

Exercicio

Calcule o cilindro de maior volume que pode ser inscrito numa esfera.

P.S.: Uma aproximacao para a solucao da equacao r+Inx—sen 2z = 0
¢ 0,9674809056.
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